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Santiago Salazar por enseñarme el valor del esfuerzo, trabajo y la vida.

Agradezco también a mis hermanos Valeriano, Florentina, Leonilda, Hermenegildo, Claudia, Ga-

binel y Azucena por sus oportunas palabras, confianza, amor y por ayudarme a forjar los cimientos

de mi preparación académica.

Me gustarı́a reconocer también a mi tı́a y amiga Lucı́a Merino quien no ha dejado de acompañar-
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apoyarme emocionalmente y académicamente, principalmente a Jeeniffer Herrera Ramı́rez quien
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Resumen

En este trabajo de tesis se realizó un estudio a muestras dentales (incisivos, caninos, premo-

lares y molares) humanas, de 5 muestras masculinas con edades conocidas entre 16 y 48 años de

edad, y una muestra femenina de 78 años, con el objetivo de caracterizar la densidad de poros de

las piezas dentales empleando la geometrı́a fractal a partir de imágenes de microscopı́a electróni-

ca de barrido. Las muestras analizadas fueron obtenidas de piezas dentales donadas por diferentes

clı́nicas dentales, mismas que fueron sometidas a procesos de limpieza, corte, pulido, grabado en

ácido y a tratamiento térmico para después ser enviadas al laboratorio de microscopı́a electrónica.

Finalmente, las imágenes obtenidas fueron analizadas con la ayuda de los Software Fractal Analy-

sis y Benoit 1.3 para ası́ obtener sus dimensiones fractales.

Los resultados indican que los tubulares son afectados drásticamente por diversos factores biológi-

cos y en consecuencia influyen en la variación de la dimensión fractal. La dimensión fractal pro-

medio más alta se presenta en la muestra dental de 43 años con 1,7503±0,0351 en Fractal Analysis

System y 1,71253 ± 0,03 con Benoit 1.3, mientras que la dimensión fractal promedio más baja

en la muestra de 48 años con 1,644 ± 0,0267 en Fractal Analysis System y 1,62254 ± 0,019 con

Benoit 1.3, sin embargo, la muestra dental femenina presentó dimensiones fractales menores a las

muestras masculinas. Esto se asoció a la edad de la muestra debido a que sabe que las dimensio-

nes de la dentina decrecen con la edad. Adicionalmente, se obtuvieron 21 gráficas de correlación

lineal, las cuales fueron analizadas con el objetivo de verificar si existe un comportamiento de

tipo fractal en la naturaleza de la dentina. Finalmente, se analizaron los datos de las dimensiones

fractales en relación a sus edades para observar su comportamiento.

Palabras clave: Dentina, dimensión fractal, poros, túbulos dentinarios, muestras dentales
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Aspectos preliminares

Planteamiento del problema

Es bien sabido que dentro de las técnicas empleadas para caracterizar la superficie dental des-

tacan los estudios mediante microscopı́a electrónica de barrido, microscopı́a confocal, rayos X y

espectrometrı́a de fotoelectrones [1]. Sin embargo, teniendo en cuenta el potencial de aplicación

que tiene la geometrı́a fractal en el estudio de los medios porosos (la dentina es un tejido conectivo

mineralizado poroso [2, 3]), se propone determinar las dimensiones fractales de la porosidad aso-

ciada a muestras dentales humanas, empleando para ello, el método de conteo de cajas reportado

en [4, 5, 6] aplicado a imágenes de microscopı́a obtenidas de las muestras referidas por géne-

ro e intervalo de edades, para después analizar si existe correlación entre los valores obtenidos,

buscando contribuir con este estudio a la caracterización de una densitometrı́a dental.

Justificación

Para la caracterización ósea existen métodos tales como: rayos X, tomografı́a computarizada,

resonancia magnética, BMD, entre otros, mismos que están basados en el análisis de las estruc-

turas trabeculares del cuerpo humano (cadera, talón y fémur), sin embargo, para el caso de la

caracterización de la porosidad dental no se ha reportado método alguno, luego entonces esto jus-

tifica la propuesta del presente estudio, ya que la obtención de intervalos de dimensiones fractales

asociadas con la porosidad de la dentina, permitirán conocer el estado de salud del mismo y adicio-

nalmente, en un futuro, podrı́an ser un complemento para la detección temprana de enfermedades

dentales.

Hipótesis

La geometrı́a fractal es una herramienta matemática que es capaz de describir diferentes as-

pectos de crecimientos y geometrı́as irregulares, por lo tanto es posible caracterizar genéricamente

una estructura irregular, como la porosidad dental, y considerando que el método de conteo de ca-
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jas es una técnica que se ha aplicado para resolver problemas diversos de ciencia e ingenierı́a

[4, 5, 7, 8, 9], entonces, se supone que al determinar las dimensiones fractales de las porosidades

teniendo en cuenta géneros y edades, los resultados variarán de acuerdo a la porosidad de cada

caso, por lo que los datos pueden ser vinculados a grados diferentes de salud.

Objetivo general

Emplear la geometrı́a fractal para caracterizar la densidad de poros de muestras dentales hu-

manas, a partir de las imágenes de microscopı́a.

Objetivos especı́ficos

1. Comprender los principios básicos de la geometrı́a fractal.

2. Estudiar y aplicar el método de conteo de cajas al análisis de dimensionalidades fractales.

3. Derivado del análisis fractal referido, buscar un indicador que permita distinguir el estado

de salud de las piezas dentales que pueda ser estudiado a profundidad en trabajos futuros.

Metas

Revisión y comprensión de la literatura correspondiente a la Geometrı́a fractal.

Aprender y aplicar el método de conteo de cajas.

Emplear la geometrı́a fractal y los estudios sobre medios porosos reportados en [5, 10] para

caracterizar la densidad de poros.

Obtener la dimensión fractal de las piezas dentales a partir de imágenes de microscopı́a.

Determinar un factor que ayude a identificar una pieza dental sana de una con riesgo.
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Apéndice B 57
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Introducción

La naturaleza está conformada por diversas estructuras que en su mayorı́a son modeladas con

geometrı́a euclidiana. Sin embargo, muchos patrones y formas en la naturaleza son tan irregulares

y fragmentados que presentan no solo un grado más alto, sino un nivel de complejidad completa-

mente diferente, en comparación con las aproximaciones euclidianas [5, 7, 11]. Es a partir de este

problema que surge una nueva geometrı́a de la naturaleza, la fractal.

La historia de los fractales comienza a finales del siglo XIX, sin embargo, Benoit Mandelbrot

concibió esta geometrı́a basándose en los trabajos de matemáticos como Georg Cantor, Helge Von

Koch, Waclaw Sierpinski, Gaston Julia y Felix Hausdorff [12, 13], y en 1975 acuñó el término

Fractal, que se deriva del latı́n fractus, es decir, “roto” o “fragmentado” [14, 13]

Un aspecto importante de la geometrı́a fractal es que representa más adecuadamente las entidades

del mundo real que la geometrı́a euclidiana [15], ya que ofrece una herramienta cuantitativa para

caracterizar formas complejas autosimilares, y ahı́ radica su aplicabilidad [16]. Adicionalmente,

establece un conjunto de herramientas matemáticas para el análisis de objetos irregulares de ca-

racterı́sticas especı́ficas, que hasta entonces habı́an sido olvidadas por la “ciencia lineal” [13], tal

es el caso de las configuraciones de materia delgada plegada donde se han establecido relaciones

analı́ticas y exponentes de escala numérica (dimensionalidades fractales) en relación con la trans-

formación morfológica de una lámina plana en una bola arrugada, ofreciendo una forma atractiva

de explorar la naturaleza de la complejidad, y también de representar una buena opción para emu-

lar algunos sistemas naturales para extrapolar y correlacionar sus propiedades [17]. Ası́ mismo se

ha introducido en los problemas relacionados con los fenómenos del transporte ya que tienen una

gran importancia en la ciencia e ingenierı́a, particularmente, en el estudio de los medios porosos

[16] ya que pueden ser modelados adecuadamente empleando la teorı́a fractal [10] debido a que

muestran estructuras fractales en cierto rango finito de la escala de longitud [11]. Este tipo de

resultados son útiles, por ejemplo, en la industria petrolera (análisis de producción de pozos) o en

la caracterización de acuı́feros [18], el cambio estructural óseo [4] y odontologı́a [16].

De forma particular y el cual se enfoca este trabajo de Tesis, es el estudio de la porosidad mediante

la geometrı́a fractal. Antecediendo al tema, los primeros estudios en porosidades surgen en 1950

con Chepil, al estudiar la relación entre la densidad y tamaño de agregados de suelos, él habı́a

1



Introducción

observado un comportamiento que tenı́a poco que ver con lo intuitivo, desde el punto de vista de

la geometrı́a tradicional. En efecto, se observaba un decrecimiento sistemático en la densidad al

aumentar el tamaño de los agregados. Poco después Hallett evaluó los agregados mediante dos

técnicas distintas, volumen especı́fico y distribución del tamaño de los poros, ambas se ajustaron

a distribuciones fractales. No fue hasta 1986, cuando Turcotte fue el primero en incluir en su mo-

delo de distribución de partı́culas de un material geológico obedecı́a una ley de potencia, con el

que obtenı́a la dimensión fractal de la distribución del tamaño de las partı́culas. Más tarde Hetano

y Crawford obtuvieron la dimensión fractal de un espacio poroso del suelo y encontraron que la

dimensión fractal disminuye al aumentar la profundidad en el suelo [14].

Muy pocos trabajos han reportado estudios basados en el uso del análisis fractal en porosidades

dentales, algunos artı́culos en odontologı́a han reportado resultados basados en la aplicación de la

teorı́a fractal, como por ejemplo, los trabajos presentados en las referencias [16], [19],[20] y [21],

donde analizan la complejidad de la morfologı́a dental, esfuerzos de masticación en la superficie,

entre otros. En [22], se presenta uno de los pocos estudios que abordan el tema de porosidades,

donde se determina la dimensión fractal de la dentina dental humana después de una deposición

de AgCl en los túbulos.

Muchos de los conocimientos proceden de la geometrı́a tradicional, sin embargo, el impacto del

análisis fractal en porosidades ofrece nuevas herramientas para un estudio más amplio.

Hasta la fecha, un enfoque prometedor y de gran interés para muchos investigadores, es lograr

determinar a partir de cambios biológicos un método que identifique la edad de un individuo [23].

Gracias al avance en el análisis fractal, la porosidad podrı́a ser un indicador biológico que con-

duzca a la solución de esta problemática, al mismo tiempo, esto podrı́a contribuir al hallazgo de

un indicador que detecte enfermedades dentales.
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Limitaciones de la Tesis

Este trabajo inicialmente contemplaba la caracterización de un número mayor de piezas denta-

les humanas, debido a la falta de recursos financieros se limitó el análisis a la cantidad de muestras

reportadas, por lo que no se pudo proporcionar un análisis de dimensiones fractales en muestras

dentales femeninas, asimismo, no se pudo realizar una comparación de datos entre géneros. A

pesar de tener estas dificultades, las muestras que se caracterizaron ofrecieron datos suficientes

para un análisis fractal para ciertos intervalos de edades en muestras dentales masculinas.

Otro aspecto que surge es que no existe mucha información de estudios relacionados con este

trabajo, por lo que resulta complicado tener una comparación de datos. Sin embargo, este es un

paso más en el estudio de los medios porosos, usando la geometrı́a fractal, particularmente, me-

dios porosos biológicos, por lo tanto, una contribución al abordaje de problemas relacionados con

fenómenos de transporte.
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CAPÍTULO 1.0

Marco teórico I: Conceptos previos

1.1. Fractales

Benoı̂t Mandelbrot (1924-2010) acuñó el término “Fractal” para reunir bajo un sólo nombre

una gran familia de objetos que han tenido un papel histórico en el desarrollo de la matemática

pura.

En la naturaleza existen dos tipos de fractales, los fractales naturales y los fractales matemáticos.

Un fractal matemático se define como cualquier patrón para el cual la dimensión excede la dimen-

sión topológica discreta [10], es decir; es un objeto geométrico que es fractal en todo el rango de

escala [12], mientras que un fractal natural, es una figura (real) que puede ser representada por

un conjunto fractal [13], un objeto geométrico que es fractal solo hasta cierto lı́mite de escala y

estadı́sticamente auto-similar [12].

Algunos términos matemáticos definidos son [24]:

∗ Un fractal es un conjunto para el cual la dimensión de Hausdorff Besicovitch extrictamente

excede la dimensión topológica.

∗ Cada conjunto con D no entero es un fractal. Por ejemplo, el conjunto de Cantor es un

fractal porque D = log 2/ log 3 ∼ 0,6309 > 0, mientras que DT = 0.

∗ Un fractal puede tener D entero.

Las propiedades más importantes que presentan los fractales son:

1. Auto-similaridad

2. Auto-afinidad

3. Dimensión no entera
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CAPÍTULO 1. MARCO TEÓRICO I: CONCEPTOS PREVIOS

1.2. Dimensión topológica

La topologı́a, parte de las matemáticas que se desarrolló principalmete en el siglo XX, estudia

las propiedades geométricas y las relaciones espaciales de objetos que se mantienen invariables

debido a deformaciones continuas como doblez, estiramiento o compresión, desde un punto de

vista cualitativo. Es decir, la topologı́a estudia las formas en las cuales los objetos se pueden de-

formar de una forma u otra sin perder sus caracterı́sticas esenciales. Estas transformaciones que

permiten deformar un objeto, sin crear o destruir sus rasgos esenciales, se conocen como homeo-

morfismos [12].

En el desarrollo de la topologı́a, los matemáticos buscaron caracterı́sticas cualitativas que no tu-

vieran cambios cuando los objetos se transformaran adecuadamente (técnicamente por un homeo-

morfismo). La dimensión (topológica) de un objeto ciertamente debe preservarse, pero resultó

que habı́a graves dificultades para llegar a una noción adecuada y detallada de dimensión que se

comportara de esa manera. Entre 1890 y 1910 aparecieron varias “pruebas” pero con argumen-

tos incompletos. Fue el matemático holandés Brouwer quien puso fin a esa crisis en 1911 con

una prueba elegante, que enriqueció enormemente el desarrollo de la topologı́a. El trabajo del

matemático alemán Felix Hausdorff (1868-1942) (que finalmente condujo a la dimensión fractal)

también cae en este lapso de tiempo. Durante este siglo, los matemáticos idearon muchas propues-

tas diferentes de dimensión. Pero la lucha por una noción adecuada de dimensión y una prueba de

que los objetos obvios, tenı́an dimensiones obvias, continuaron durante dos décadas más [25].

En general, matemáticamente la dimensión topológica de un objeto se puede definir de la siguiente

manera:

Dt = Dc + 1

Donde Dt es la dimensión topológica del objeto y Dc es la dimensión de corte de la geometrı́a que

separa al objeto en dos partes [12].

1.3. Dimensión Euclidiana

Durante más de dos mil años hemos aceptado una geometrı́a que solamente describe formas

ideales como la lı́nea, el cuadrado, el cubo, que raramente encontramos en la naturaleza . A esta

geometrı́a se le conoce como geometrı́a euclidiana, en cuyo contexto podemos imaginar objetos

de dimensión cero (puntos), dimensión uno (lı́neas), de dimensión dos (planos) y de dimensión

tres (volúmenes). Estas dimensiones tienen la caracterı́stica de ser enteras [12].
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1.4. Dimensión de Hausdorff-Besicovitch

La medición de Felix Hausdorff (1868-1942) generaliza las ideas familiares de longitud, área,

volumen, etc. [8]. La dimensión de Hausdorff-Besicovitch del subconjunto acotado de Rm es otro

número real el cual puede ser usado para caracterizar la complejidad geométrica de subconjuntos

acotados de Rm. Su definición es más compleja y sutil que la de la dimensión fractal. Una de las

razones de su importancia es que está asociado con un método para comparar los “tamaños” de

conjuntos cuyas dimensiones fractales son las mismas. Es más difı́cil trabajar con ella que con la

dimensión fractal.

En todo momento se trabaja en el espacio métrico ( Rm, d ), donde m es un entero positivo y d

denota la métrica euclidiana. Siendo A ⊂ Rm esté acotado. Entonces se usa la notación.

diam(A) = sup{d(x, y) : x, y ∈ A} (1.4.1)

Dejando 0 < ε < ∞, y 0 ≤ p < ∞. Ası́ A denota al conjunto de secuencias de subconjuntos

{Ai ⊂ A}, tal que A = U∞i=1Ai. Entonces se define:

M(A, p, ε) = inf
{ ∞∑
i=1

(diam(Ai))
p : {Ai} ∈ A, y diam(Ai) < ε para i = 1, 2, 3, ...

}
(1.4.2)

Aquı́ se usa la convención que (diam(Ai))
0 = 0 cuando Ai está vacı́o.M(A, p, ε) es un número

en el rango [0,∞]; su valor puede ser cero, finito o infinito. Debe verificar que es una función no

creciente de ε.

Definiendo

M(A, p) = sup{M(A, p, ε) : ε > 0}

Entonces para cada p ∈ [0,∞] se tieneM(A, p) ∈ [0,∞].

Definición: Sea m un entero positivo y A un subconjunto acotado del espacio métrico (Rm, Eucli-

diano). Para cada p ∈ [0,∞) la cantidadM(A, p) descrita anteriormente se denomina la medida

p-dimensional de Hausdorff de A [26].

Las propiedades de escala de longitud, área y volumen son bien conocidas. En la magnificación

por el factor λ, la longitud de la curva es multiplicada por λ, el área de una región plana es multipli-

cada por λ2 y el volumen del objeto tridimensional se multiplica por λ3. Como podrı́a anticiparse,

la medida de Hausdorff s-dimensional se escala con un factor λs. Tales propiedades de escala son

fundamentales para la teorı́a de los fractales.

Algunos autores se refieren a la dimensión de Hausdorff como la dimensión de Hausdorff-Besicovitch.

Formalmente :

dimHF = inf{s : Hs(F ) = 0} = sup{s : Hs(F ) =∞} (1.4.3)
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De modo que

HsF =

∞ si s < dimHF

0 si s > dimHF

Si s = dimHF , entoncesHs(F ) puede ser cero o infinito, o puede satisfacer [8]:

0 < Hs(F ) <∞

1.5. Dimensión fractal

Mandelbrot quien inicialmente fue motivado por el trabajo de Hausdorff de 1919 [25], contri-

buyó a escribir la ecuación fundamental de la geometrı́a fractal [10] :

N(λ)× λD = constante (1.5.1)

Donde D es la dimensión fractal, N número de segmentos necesarios para describir el objeto

y la constante es la generalización de una longitud, área o volumen. Esta dimensión es diferente a

la dimensión topológica y normalmente fraccional [10].

En la referencia [15] nos menciona que la dimensión fractal (DF) de muchas entidades se puede

obtener mediante las ecuaciones:

d =
log n

log 1
r

(1.5.2)

o

d =
log n

logS
(1.5.3)

Donde

n= número de piezas en el repetidor

r= relación de auto-similaridad

d= dimensión fractal

Alternativamente, el factor de escala S (el inverso de la relación de auto-similaridad) que puede

considerarse como el número de piezas en las que se divide una entidad. En el caso del ejemplo

del copo de nieve, n = 4, r = 1/3, dando d = 1,2619 [15].

La idea fundamental es suponer que las cantidades (longitud, área, o el volumen) no varı́an arbi-

trariamente, sino que están relacionados por una ley que nos permite calcular una cantidad a partir

de la otra, una ley de potencias, lo que resulta útil para estructuras naturales que no poseen detalle

en todo el intervalo de la escala de longitud [12].

La dimensión fractal (DF) posteriormente cuantifica cómo cambia el “tamaño” de un conjunto

fractal con escalas de observación decrecientes. Sin embargo, mientras que los objetos geométri-

cos en geometrı́a euclidiana son descritos usando dimensiones enteras (como se habı́a mencionado
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anteriormente), las dimensiones fractales no son necesariamente un número entero y pueden to-

mar valores entre los lı́mites de dimensiones topológicas enteras. Topológicamente una lı́nea es

unidimensional, en cambio la DF de un patrón fractal en el plano es una función continua en el

rango 1 ≤ DF ≤ 2, es decir, esta dimensión cuantifica el grado en que llena un patrón el plano.

Del mismo modo, una superficie curva plana es topológicamente bidimensional, mientras que un

fractal la superficie tiene dimensión 2 ≤ DF ≤ 3 [7]. Podemos imaginar un continuo donde un

valor de d cercano a 0 significarı́a que una entidad está cerca de un punto, un valor de 1 significa

una lı́nea, y si está cerca de 2, es un área. Del mismo modo, una lı́nea suave tendrá una dimensio-

nalidad de 1, pero una lı́nea irregular tiene un valor más alto, ciertamente mayor que 1 mientras

que para las costas, la dimensión fractal media es d = 1,2.

El movimiento browniano es el modelo más popular utilizado para realizar interpolaciones frac-

tales a partir de un conjunto de muestras. El movimiento browniano, observado por primera vez

por Robert Brown (1773-1858) en 1827, es el movimiento de pequeñas partı́culas causadas por el

bombardeo continuo de otras partı́culas vecinas. Brown descubrió que la distribución de la posi-

ción de las partı́culas siempre es gaussiana, con una variación que depende solo de la duración del

tiempo de observación del movimiento. El movimiento browniano fraccional (MBF), derivado del

movimiento browniano, puede ser usado para simular superficies topográficas.

MBF proporciona un método para generar superficies irregulares, auto-similares que se asemejan

a la topografı́a y que tienen una DF conocida [15]. Especı́ficamente, la dimensión fractal es una

medida natural para clasificar y comparar cuantitativamente patrones caóticos complejos. De esta

manera, se ha mostrado que mientras un comportamiento caótico es esencialmente impredecible

en detalle, se puede describir cuantitativamente y modelar fı́sicamente en el laboratorio, en un

sentido estadı́stico (probabilı́stico) [11]. Otra caracterı́stica es que la dimensión fractal se puede

usar como un descriptor cuantitativo de la morfologı́a de una estructura y, en ocasiones, puede

proporcionar información sobre cómo se forma la estructura [27].

1.6. Auto-similaridad

El término de auto-similaridad tiene su fundamento en uno de los conceptos más fructı́fe-

ros e importantes de la geometrı́a elemental: la similitud o transformación de similaridad. La

transformación de similaridad consiste en el proceso para generar una copia similar de un objeto

cualquiera a una escala diferente [25, 12]. Para lograr esto, el objeto original se debe afectar por

un objeto de proporcionalidad, al cual se le llama factor de escalamiento.

Para comprender de mejor manera esta caracterı́stica, tomemos como primer ejemplo una circun-

ferencia. En la figura 1.1 se muestra un objeto geométrico tradicional, si se elige una pequeña

parte de ese objeto y se amplifica por un factor de escalamiento, se observa que se obtiene sola-

mente una parte de la circunferencia. Si se vuelve a tomar una pequeña parte de la reducción y se

8



CAPÍTULO 1. MARCO TEÓRICO I: CONCEPTOS PREVIOS

amplifica por el mismo factor de escala, se puede obtener una parte de la circunferencia menos

suave, es decir menos redondeada. Si se continuara con esta operación, posiblemente se obtendrı́a

un segmento de lı́nea recta, es decir, la geometrı́a tiende a un segmento de lı́nea recta y cada ampli-

ficación de cada parte pequeña es diferente al objeto original. En resumen , los objetos euclidianos

no presentan la propiedad de auto-similaridad.

Figura 1.1: Objeto geométrico euclidiano [12].

Ahora, considerando un fractal clásico que se muestra en la figura 1.2. Si se elige una pequeña

parte del objeto y se amplifica con un factor de escalamiento, se observa que se obtiene una

geometrı́a idéntica al objeto completo. Si se vuelve a tomar una pequeña parte de la reducción, y

se amplifica por el mismo factor de escalamiento, seguramente se obtendrá una geometrı́a idéntica

al objeto original. Esta operación se puede repetir ad infinitum. Como se observa, no importa la

escala a la cual se observe el objeto fractal, su geometrı́a va a ser la misma. Es decir, la propiedad

de auto-similaridad en un fractal matemático se presenta en todo intervalo de escalas [12].

Figura 1.2: Fractal matemático clásico. Triángulo de Sierpinski [12].

Matemáticamente, las transformaciones de similaridad en el plano se denotan por los pares
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coordenados P = (x, y) de una figura donde hay un rescalamiento de λ produciendo un nuevo

punto P ′ = (x′, y′). Es decir:

x′ = λx,

y′ = λy,

Donde λ > 0 es el factor de escala. Una escala de reducción del objeto ocurre si λ < 1, y se

producirá una ampliación cuando λ > 1 [12, 25]. Entonces un objeto puede ser auto-similar si

está formado por partes que son “similares” al conjunto. Uno de los objetos auto-similares más

simples es el conjunto de Cantor ya que al ampliar una parte, ésta se superpone exactamente al

objeto original, entonces, a un objeto exactamente semejante a sı́ mismo se le llama fractal de-

terminista. Sin embargo, muchos objetos existentes en la naturaleza son aleatorios. A pesar de

esta aleatoriedad, tales objetos naturales pueden ser auto-similares en un sentido estadı́stico. Un

ejemplo clásico es la costa de un continente [28].

Aunque es importante mencionar que las estructuras fı́sicas no serán infinitamente repetitivas.

En principio, esto parece limitar en gran medida la capacidad de los fractales para modelar un

Fenómeno fı́sico. En realidad, esto no es una restricción seria. La razón de esto es que las propie-

dades de los prefractales (la iteración finita) se acercan rápidamente a las de los fractales reales.

Técnicamente es solo cuando la iteración llega al infinito que se forma un fractal. Aunque el lı́mite

del infinito rara vez aparece en aplicaciones fı́sicas, esto no resulta ser una restricción seria. Las

propiedades de la iteración finita capturan tan de cerca el verdadero fractal que la distinción entre

estas dos estructuras a menudo no es importante. Tı́picamente, los modelos fractales se usan para

predecir leyes de escala en varios órdenes de magnitud de un parámetro experimental [27].

1.7. Auto-afinidad

La transformación de escala que se describe para fractales auto-similares es isotrópica, lo que

significa que la dilatación aumenta uniformemente el tamaño del sistema en todas las direccio-

nes espaciales. Los objetos fractales que se deben volver a escalar utilizando una transformación

anisotrópica se denominan fractales auto-afines. La construcción de un simple fractal auto-afı́n

determinista se presenta en la figura 1.3.

Si se amplı́a isotrópicamente la parte que se muestra en el recuadro de la Figura, (c) no se

superpondrá con (b). Sin embargo, se superpondrá si se rescata “anisotrópicamente”. El modelo

de figura introduce una función de un solo valor h(x), donde x se define en el intervalo [0, 1]. El

análogo de la relación, para una función auto-afı́n se puede formular como:

h(x) ∼ b−αh(bx) (1.7.1)
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Figura 1.3: Construcción de un objeto auto-afı́n. La diagonal en a) es dividida horizontalmente en cuatro
partes iguales y reemplazada por la estructura mostrada en b). En la siguiente iteración se repite el mismo
proceso sobre todos los segmentos, llegando a la estructura c). Si el objeto en la caja punteada se fuera a
rescatar isotrópicamente, deberı́a obtenerse el objeto mostrado a la derecha, diferente del objeto obtenido

en la iteración previa [28].

Donde α es llamado el exponente Holder o auto-afı́n y da una medida cuantitativa de la rugosidad

de la función h(x) y∼ denota equivalencia (se puede leer como escala). Una consecuencia impor-

tante se refiere al escalamiento de la diferencia de altura4(l) ≡ |h(x1)− h(x2)| entre dos puntos

separados por una distancia l = |x1 − x2|. Para sistemas auto-afines, 4(l) obedece la ecuación

anterior. La solución de la ecuación funcional es una ley de potencia. Por lo que es posible asociar

una DF con una función auto-afı́n [28].

1.8. Fractales matemáticos clásicos

1.8.1. El conjunto de Cantor

Georg Cantor (1845-1918) fue un matemático alemán que, en 1883, publicó por primera vez el

conjunto de Cantor surgiendo como ejemplo de ciertos conjuntos excepcionales, fue considerado

el más importante, aunque es menos atractivo visualmente y más distante de una interpretación

natural inmediata comparada con los otros conjuntos. Ahora se entiende que el conjunto de Cantor

desempeña un papel en muchas ramas de las matemáticas y, de hecho, en un sentido muy profun-

do, en sistemas dinámicos caóticos.

El conjunto básico de Cantor es un conjunto infinito de puntos en el intervalo de unidades [0, 1].

Es decir, se puede interpretar como un conjunto de ciertos números, como por ejemplo 0,1, 1/3,
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2/3, 1/9, 2/9, 7/9, 8/9, 1/27, 2/27, · · · . Trazar estos y todos los demás puntos (suponiendo

que pudiéramos saber cuáles son) no serı́a una imagen en absoluto. Por lo tanto, utilizamos un

pequeño truco común, en lugar de trazar solo puntos, trazamos lı́neas horizontales.

Para su construcción comienza con el intervalo [0, 1], ahora se quita el intervalo (abierto) (1/3, 2/3),

es decir, eliminar el tercio medio de [0, 1], pero no los números 1/3 y 2/3, se dejan dos intervalos

[0, 1/3] y [2/3, 1] de longitud, 1/3 cada uno, esto completa un paso básico de construcción. Luego

se repite con los intervalos restantes [0, 1/3] y [2/3, 1] eliminando sus tercios medios, lo que da

como resultado cuatro intervalos de longitud 1/9 y ası́ sucesivamente hasta observar la figura 1.4.

En otras palabras, hay un proceso de retroalimentación en el que se genera una secuencia de in-

tervalos. Todos estos puntos tienen una cosa en común. Es decir, están relacionados con potencias

de 3 [25].

Figura 1.4: Conjunto de Cantor [29].

1.8.2. La curva de Koch

Helge von Koch (1870-1924) fue un matemático sueco que, en 1904, introdujo lo que ahora se

llama la curva de Koch. Unir tres copias adecuadamente rotadas de la curva de Koch produce una

figura, que por razones obvias se llama la curva del copo de nieve o la isla de Koch. Poco se sabe

acerca de von Koch, cuyas contribuciones matemáticas ciertamente no estaban en la misma cate-

gorı́a que Georg Cantor (1845-1918), Giuseppe Peano (1858-1932), David Hilbert (1862-1943),

Wacław Sierpinski (1882-1969) o Felix Hausdorff (1868-1942). Koch querı́a proporcionar otro

ejemplo para un descubrimiento realizado por el matemático alemán Karl Weierstrass, quien en

1872 habı́a precipitado una pequeña crisis en las matemáticas. Habı́a descrito una curva que no

podı́a diferenciarse, es decir, una curva que no admite una tangente en ninguno de sus puntos.

La construcción de la curva de Koch nos conduce a muchas generalizaciones interesantes y debe

haber inspirado inmensamente a Mandelbrot. La curva de Koch es tan difı́cil de entender como

el conjunto Cantor o la Carpeta de Sierpinski. Sin embargo, los problemas con él son de una na-

turaleza diferente. Primero que todo, es una curva, pero esto no queda claro de inmediato en la

construcción. En segundo lugar, esta curva no contiene lı́neas rectas o segmentos que sean suaves
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en el sentido de que podrı́amos verlos como una lı́nea cuidadosamente doblada. Más bien, esta

curva tiene mucha de la complejidad que verı́amos en una costa natural, pliegues dentro de plie-

gues dentro de pliegues, etc.

La construcción geométrica simple de la curva de Koch comienza con una lı́nea recta, este objeto

inicial también se llama iniciador, se divide en tres partes iguales luego se reemplaza el tercio

medio por un triángulo equilátero y se quita su base, con esto se completa el paso básico de cons-

trucción. Una reducción de esta figura hecha de cuatro partes se reutilizará en las siguientes etapas,

esta es conocida como el generador, por lo tanto, se repite tomando cada uno de los segmentos

de lı́nea resultantes, dividiéndolos en tres partes iguales, y ası́ sucesivamente. En la figura 1.5 la

auto-similitud está incorporada en el proceso de construcción, es decir, cada una de las cuatro

partes del paso es nuevamente una versión reducida, en un factor de 3 [25].

(a) Iniciador (b) Generador

(c) (d)

Figura 1.5: Pasos para generar la Curva de Koch [29].

1.8.3. La carpeta de Sierpinski

Fue introducido por el gran matemático polaco Waclaw Sierpinski (1882-1969) en 1916. Fue

uno de los matemáticos más influyentes en Polonia que tenı́a una reputación mundial. Cabe men-

cionar que uno de los cráteres de la luna lleva su nombre. La construcción geométrica básica de

la carpeta Sierpinski es la siguiente, comienza con un triángulo en el plano y luego se le aplica un

esquema repetitivo de operaciones (un triángulo se refiere a un triángulo “relleno” ennegrecido),

se eligen los puntos medios de sus tres lados junto con los viejos vértices del triángulo original,

estos puntos medios definen cuatro triángulos congruentes de los cuales se deja caer el centro.

Esto completa el paso básico para su construcción. Después del primer paso se tienen triángulos
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congruentes cuyos lados tienen exactamente la mitad del tamaño del triángulo original y se tocan

en tres puntos que son vértices comunes de dos triángulos contiguos. Luego, se repite el mismo

proceso con los tres triángulos restantes y se repite el paso básico tantas veces como se desee, ası́

hasta obtener la figura 1.6. Es decir, se comienza con un triángulo y luego se producen 3, 9, 27,

81, 243,· · · triángulos, cada uno de los cuales es una versión exacta de los triángulos en el paso

anterior.

Figura 1.6: Carpeta de Sierpinski [29].

La caracterı́stica de la auto-similitud es aparente, la carpeta de Sierpinski admite una caracte-

rización teórica numérica a partir de la cual la auto-similitud sigue tan fácilmente el proceso como

para el conjunto de Cantor [25].

1.8.4. Esponja de Menger

Un objeto que está estrechamente relacionado con la carpeta de Sierpinski es la esponja Men-

ger. Para su construcción se toma un cubo, se divide sus caras en nueve cuadrados congruentes y

se perforan agujeros como se muestra en la imagen 1.7 desde cada plaza central hasta la plaza cen-

tral opuesta (la sección transversal del agujero es una plaza). Luego los ocho cuadrados pequeños

restantes de cada cara se dividen en nueve cuadrados más pequeños y nuevamente se taladran los

agujeros de cada uno de los cuadrados pequeños centrales a los opuestos, y ası́ sucesivamente

[25].

14
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Figura 1.7: Esponja de Menger [30].

Estos objetos excepcionales fueron considerados como “monstruos matemáticos” y se desta-

can en particular por sus profundas raı́ces y por su papel esencial en el desarrollo de la topologı́a

temprana. Posteriormente Mandelbrot demostró que estos fractales matemáticos tempranos tienen

muchas caracterı́sticas en común con las formas encontradas en la naturaleza [25].

En la práctica, algunos métodos que se emplean para obtener la dimensión fractal de fractales

naturales o prefractales son: [9]:

1. Modified pixel dilatation ( Dilatación de pı́xel modificada)

2. Perimeter–area method (Método del perı́metro-área)

3. Ruler counting method (Método de conteo de la regla)

4. Box counting method (Método de conteo de cajas)

Para el presente trabajo se contempla usar el método de conteo de cajas o Box conting.
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Marco teórico II: Medios porosos

En la década de 1950, el estudio de los medios porosos era un tema empı́rico, con un amplio

uso de leyes como la ecuación de Carman-Kozeny [31], que relaciona la permeabilidad con la

porosidad, y es ampliamente utilizada como punto de partida para los modelos de permeabilidad

[32]. También se desarrollaron teorı́as aproximadas, como la teorı́a del medio efectivo y aproxi-

madamente durante el mismo perı́odo, los investigadores hicieron varios intentos para cuantificar

el estudio de los medios porosos. Como resultado, surgieron dos clases de modelos opuestos.

El primero modelaba los medios porosos como un haz o red de tubos capilares donde la ley de

Darcy se veı́a como una modificación de la ley de Poiseuille para el flujo laminar en un solo ca-

pilar y se comprometı́a exclusivamente a predecir la forma fenomenológica de la permeabilidad.

En esencia, los modelos capilares consideran que la fase sólida es continua con poros llenos de

fluido interconectados que la atraviesan. El segundo, se encontraban los llamados modelos celu-

lares o modelos de arrastre de medios porosos, aquı́, la fase fluida es continua y la fase sólida

discontinua, estando esta última compuesta de partı́culas que actúan como obstáculos para el flujo

de fluido que pasa por ellas. La publicación de un libro clásico de Happel y Brenner, que presentó

en forma condensada una variedad de técnicas analı́ticas para resolver las ecuaciones de Stokes,

alentó el desarrollo de este enfoque.

(a) Modelo capilar (b) Modelo celular [33]

Figura 2.1: Ejemplos de lo modelos porosos a) La fase sólida es continua con poros llenos de fluidos
interconectados. b) La fase fluida es continua y la fases sólida discontinua.
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Como suele suceder en la historia de la ciencia, una teorı́a aún no se habı́a completado cuando

nuevos conceptos comenzaron a invadir el campo. La primera teorı́a fue creada por Broadbent y

Hammersley bajo el nombre de teorı́a de la percolación; se trata de materiales completamente al

azar sin ninguna correlación espacial. En este sentido, representa la estructura más desordenada.

El segundo fue inventado por Mandelbrot que acuñó el nombre de fractales para formas caracte-

rizadas por la aleatoriedad y auto-similitud. Estas dos estructuras no son contradictorias, ya que

los objetos de percolación pueden mostrar caracterı́sticas fractales bajo ciertas condiciones. En la

década de 1980, muchos cientı́ficos dedicaron sus esfuerzos a la justificación y uso de fractales

en el estudio de los medios porosos reales, ya sea que los fractales fueran deterministas o al azar.

Finalmente, una última clase de materiales fue introducida más recientemente por Adler bajo el

nombre de medios reconstruidos con el siguiente principio: los materiales porosos con caracterı́sti-

cas estadı́sticas dadas se reconstruyen numéricamente; estas caracterı́sticas pueden ser las diversas

funciones de correlación de n puntos del espacio poroso. Luego, las ecuaciones de campo locales

se resuelven numéricamente dentro de estos medios con las condiciones de contorno adecuadas,

y los coeficientes de transporte macroscópicos se determinan por integración espacial [31].

2.1. Porosidad

Las primeras descripciones de un cuerpo poroso que vale la pena mencionar son las de Leonhard

Euler (1707-1783) quien atribuyó la elasticidad de un sólido a cierta materia sutil en los poros ce-

rrados. Esta explicación fue muy insatisfactoria, sin embargo, las observaciones de Euler sobre los

cuerpos porosos son interesantes: “Todos los cuerpos en el mundo están compuestos de materia

áspera y sutil, donde la primera se llama materia caracterı́stica, mientras que la otra, debido a su

densidad casi infinitamente pequeña, no contribuye en nada al aumento de su masa. Dado que la

mezcla de ambas materias se extiende a las partes más pequeñas, aquellas partes del espacio, en

las que no se contiene materia áspera, se llaman poros de los cuerpos, y hay diferentes tipos en

relación con el tamaño, porque también las partes más pequeñas todavı́a están llenos de poros ....

Sin embargo, la diferencia más clara, que debe considerarse para los poros de cualquier cuerpo,

es que algunos forman un camino abierto hacia los otros, mientras que otros están rodeados por

la materia rugosa de tal manera que la materia sutil que contiene no puede escapar. Para denotar

esta diferencia, los primeros fueron llamados poros abiertos y los últimos poros cerrados” [34].

De acuerdo a la referencia [35], menciona que un material o una estructura debe pasar al menos

una de las siguientes dos pruebas para calificar como medio poroso.

1. Debe contener espacios, llamados poros o vacı́os libres de sólidos, incrustados en la matriz

sólida o semisólida. Los poros generalmente contienen algo de fluido, como aire, agua,

aceite, etc., o una mezcla de diferentes fluidos.
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2. Debe ser permeable a una variedad de fluidos, es decir, los fluidos deben poder penetrar a

través de una cara de un tabique hecho del material y emerger del otro lado. En este caso,

se refiere a un “material poroso permeable”.

Un material poroso “verdadero” debe tener una permeabilidad especı́fica, cuyo valor está deter-

minado únicamente por la geometrı́a del poro y es independiente de las propiedades del fluido

penetrante [35].

Prácticamente todas las propiedades macroscópicas de los medios porosos están influenciadas, en

mayor o menor grado, por la estructura del poro. Los parámetros de la estructura de poros ma-

croscópicos están (en la mayorı́a de los casos) completamente determinados por la estructura de

poros del medio y no dependen de ninguna otra propiedad, ası́ mismo, los parámetros de estructura

más importantes son porosidad, permeabilidad, área de superficie especı́fica, factor de resistivi-

dad de la formación y presión capilar de ruptura reducida. Ası́ mismo, el autor de [35] define la

porosidad como: “la fracción del volumen total de la muestra porosa que está ocupada por poros

o espacios vacı́os. Dependiendo del tipo de medio poroso, la porosidad puede variar desde cero

hasta cerca de la unidad”.

De forma más general, el nombre poro se refiere a la idea de un canal; sin embargo, en la ma-

yorı́a de los casos, poro es solo un término suelto utilizado para designar el espacio libre [31],

mientras que un medio poroso se define generalmente como una estructura que consta de poros

con diferentes tamaños, y estos poros están distribuidos aleatoriamente en el espacio del sólido.

Se ha demostrado que algunos medios porosos naturales y sintéticos son fractales, y estos medios

se pueden llamar medios porosos con estructura fractal. Los poros en el medio poroso real pueden

ser muy grandes (en el orden de metros) o muy pequeños (en el orden de los nanómetros), estar

en tres dimensiones y algunos de ellos están conectados. [32].

Algunos ejemplos de medios porosos son:

Medios Artificiales. A escala macroscópica, un conjunto regular de esferas o cilindros es uno de

los medios más artificiales (creados por el hombre) en el sentido de que nunca ocurre en la natu-

raleza. Este no es el caso a escala atómica, donde tales conjuntos regulares de átomos existen al

menos en distancias cortas debido a las fuerzas interatómicas. Tales fuerzas naturales no existen a

escalas más grandes, y por lo tanto cada esfera tiene que colocarse en su lugar apropiado a mano.

Medios Biológicos. Debido a que los medios biológicos vegetales y animales llevan fluidos para

que puedan realizarse ciertos transportes (por ejemplo, nutrientes y desechos de oxı́geno), están

organizados de tal manera que faciliten su circulación. Entre los diversos ejemplos que pueden

extraerse de la vida se tienen sistemas capilares de un girasol y del hı́gado en el cuerpo humano.

Medios geológicos. Numerosos aspectos de los recursos hı́dricos están relacionados con los me-

dios geológicos. Otra clase común son las rocas carbonatadas, es decir, rocas hechas principal-

mente de calcita, CaCO3. Varios tipos de carbonatos generalmente se distinguen por composición,
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formación y textura [31].

Los ejemplos ilustrativos de estos medios se pueden ver en la figura 2.2.

(a) Tubos para cilı́ndros hidráulicos [36] (b) Micrografı́a del hueso cortical [37]

(c) Dolomita y calcita, piedra caliza [38]

Figura 2.2: Medios porosos: a) Medio artificial, b) Medio biológico, c) Medio geológico.

2.2. Fractura

La definición de fractura varı́a de acuerdo al autor, estas son algunas propuestas:

“Es una discontinuidad plana que resulta de los esfuerzos que exceden el punto de ruptura

de una roca”.

“Es una discontinuidad plana macroscópica y natural que ocurre en una roca debido a la

deformación o diagénesis fı́sica”.

Pero en un sentido estricto de la geo-mecánica, una fractura es la superficie en la cual tuvo lugar

una pérdida de cohesión. Esta pérdida de cohesión es resultado del proceso de ruptura. Ahora,

una fractura en la cual se observa un desplazamiento relativo puede ser definida como una falla,

por otra parte, cuando una fractura no presenta un desplazamiento notable se le llama unión o
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empalme.

La totalidad de fracturas puede ser asociada con su dirección, por lo tanto se tienen dos bases:

a) El sistema de fracturas está formado por fracturas que tienen la misma dirección (mutua-

mente paralelas).

b) La red de fracturas es el resultado de varios sistemas de fracturas.

La relación entre la distribución fractal y los datos de conjuntos reales se puede mostrar mediante

la fragmentación. Este fenómeno da origen a la propagación de fracturas. La propagación es un

proceso no lineal que requiere de modelos complicados hasta para las configuraciones más sim-

ples [39]. La fragmentación incluye la interacción entre fracturas a varias escalas por lo que se

esperan distribuciones fractales en las piezas dentales.

El efecto de la heterogeneidad de los materiales sobre la mecánica de las grietas ha sido un motivo

recurrente de investigación ası́ como un tópico relevante en fı́sica estadı́stica. El desorden estruc-

tural se manifiesta asimismo como la tendencia de una grieta a seguir una trayectoria tortuosa. A

pesar de la naturaleza estocástica, la rugosidad de la grieta posee correlaciones de largo-alcance a

lo largo de la trayectoria de la grieta, la cual posee una invariancia de escala estadı́stica auto-afı́n,

dentro de un amplio rango de escalas de longitud. Una consecuencia de esto es el hecho de que

entre dos puntos A y B en un sólido, existe un conjunto de trayectoria de grietas (ver figura 2.3)

estadı́sticamente equivalentes (virtuales) auto-afines, con la misma dimensión fractal que tiene los

mismos valores de la longitud verdadera y el promedio de la amplitud de variación. Ası́ que la

geometrı́a fractal de las trayectorias de las grietas indica la naturaleza probabilı́stica de la propa-

gación de grietas. Esto significa que una trayectoria real de grietas auto-afines es esencialmente

impredecible.

(a) Red de fracturas [40] (b) Sección de la red de fracturas [40]

Figura 2.3: Extensión original de la red de fracturas del suelo con a) puntos A y B que muestran una
trayectoria de grietas con una sección marcada que al aumentarla por un factor de escalamiento b) se

observa una trayectoria que es auto-afı́n a la original.
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Las grietas se propagan en un sólido frágil debido a fallas locales en el frente de propagación.

Estas fallas son eventos aleatorios debido a fluctuaciones de parámetros de resistencia local del

material, ası́ que la trayectoria de la grieta se comporta aleatoriamente. Además, para un espéci-

men determinado la grieta puede seguir cualquier trayectoria dentro de un conjunto infinito de

todas las trayectorias admisibles para condiciones determinadas de fractura.

Para cada una de las trayectorias admisibles, existe una probabilidad condicional de falla a lo lar-

go de esta trayectoria. La probabilidad de que la grieta avance del punto A1 al punto A2 en el

espécimen de prueba, es un promedio de las probabilidades condicionales anteriores sobre todas

las trayectorias posibles que unen los puntos A1 y A2 [11].
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Marco teórico III: Acerca de la Anatomı́a Dental y
otros aspectos

En el ser humano la función más relevante asociada a los elementos dentarios es la mastica-

ción. Las piezas dentarias pueden clasificarse de distintas formas una de ellas es de acuerdo a su

forma y función [2]:

Incisivos: Poseen bordes afilados y se usan para cortar los alimentos.

Caninos: De forma cónica que sirven para desgarrar.

Premolares y Molares: Con superficies aplanadas que sirven para triturar y moler los distin-

tos alimentos

3.1. Morfologı́a y estructura dentaria

Cualquier elemento dentario consta de una corona y de una raı́z, la unión entre ambos es

el cuello dentario. Se denomina corona clı́nica a la porción libre del elemento dentario que se

encuentra en la boca y la raı́z es la parte del diente que se inserta en el hueso alveolar y se fija al

mismo por medio del ligamento periodontal [2, 41].

El eje estructural de cada diente está formado por un tejido conectivo mineralizado denominado

dentina. En su interior existe un espacio de forma aproximadamente semejante a la del elemento

dentario, que recibe el nombre de cavidad o cámara pulpar que contiene un tejido conectivo que

se denomina pulpa dentaria. La pulpa y la dentina forman una unidad estructural y funcional

denominada complejo dentino-pulpar.

Las caracterı́sticas más importantes de los tejidos dentarios son las siguientes:

Esmalte: El esmalte o sustancia adamantina es una matriz extracelular altamente mineraliza-

da y de escaso metabolismo, que se forma por sı́ntesis y secreción de unas células llamadas

ameloblastos. Consta de un 95 % de materia inorgánica y está constituido fundamentalmente

por cristales de hidroxiapatita.
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Complejo dentino-pulpar: La pulpa dentaria (único tejido blando del diente) es un tejido co-

nectivo que ocupa la cavidad pulpar. El tejido pulpar está constituido por distintas células,

de las cuales la más importante es el odontoblasto que tiene como función sintetizar la ma-

triz orgánica de la dentina y realizar el proceso odontoblástico en los conductos dentinarios.

Figura 3.1: Estructura dental [42].

3.1.1. Dentina

La dentina es un tejido mineralizado que se diferencia del esmalte, por ser un tejido dinámico

(metabólicamente activo) lo que permite que se forme tejido dentinario durante toda la vida y que

pueda repararse cuando sufre algún daño. Es un tejido conectivo mineralizado poroso con una

matriz orgánica de proteı́nas colágenas y un componente inorgánico, la hidroxiapatita, también

es altamente permeable, principalmente por la presencia de numerosos túbulos dentinarios que

se extienden desde la pulpa hasta la unión del esmalte de la dentina y están rodeados de tejido

hipermineralizado (conocido como dentina peritubular). El espesor de la dentina varı́a según la

pieza dentaria: en los incisivos inferiores es mı́nimo (de 1 a 1,5 mm), mientras que en caninos

y molares es de 3 mm, aproximadamente. En cada diente en particular, el espesor es mayor en

los bordes incisales o cuspı́deos, y menor en la raı́z. Es importante recordar que, debido al tipo

de crecimiento aposicional que presenta la dentina (dentina secundaria), el espesor es mayor en

dientes viejos que en los elementos jóvenes [2]. Otros tipos de colágeno (III , V y V I), proteı́nas

y proteoglicanos no colágenos están presentes como componentes menores.

La dentina intratubular está altamente mineralizada (aproximadamente 95 % en volumen de fase

mineral) en comparación con la matriz de colágeno menos mineralizada (aproximadamente 30 %
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en volumen de fase mineral) de la dentina intertubular, y se vuelve más mineralizada con el paso

de los años. Esto da como resultado una disminución en el tamaño y, en última instancia, la

obliteración de los túbulos dentinarios, con una disminución de aproximadamente el 40 % en los

números generales entre las edades de 20 y 80 años [3].

Propiedades fı́sicas

La dentina presenta un color blanco amarillento, aunque puede depender del grado de mine-

ralización, la vitalidad pulpar, edad, dureza, elasticidad y permeabilidad, en este último influye el

diámetro y la longitud del túbulo. La permeabilidad dentinaria es una de las propiedades de mayor

importancia en la práctica clı́nica por el sistema de adhesión de los biomateriales.

La composición quı́mica de la dentina es aproximadamente: 70 % de materia inorgánica (princi-

palmente cristales de hidroxiapatita), l8 % de materia orgánica (principalmente fibras colágenas)

y 12 % de agua. Aunque existen variaciones entre las distintas regiones de la misma, ası́ como en

la dentina de la corona y de la raı́z [2].

3.1.2. Túbulos dentinarios

Los túbulos o conductillos dentinarios son estructuras cilı́ndricas delgadas que se extienden

por todo el espesor de la dentina. Se asume que su longitud promedio oscila entre 1,5 y 2 mm

y alojan en su interior el proceso odontoblástico. Hay muchos más túbulos dentinarios por uni-

dad de superficie en las zonas de dentina próximas a la pulpa (existen aproximadamente 45000 a

65000 por mm2) mientras que en las regiones más externas de la dentina su número es de 15, 000

a 20, 000 por mm2. Existen también (mega túbulos) en ciertas áreas de la dentina, que incremen-

tan localmente la permeabilidad. Algunos autores han demostrado la presencia de estos túbulos

dentinarios gigantes de 5 a 50 µm de diámetro en la dentina coronaria en la zona de los cuernos

pulpares, cuyo origen y significado funcional se desconoce por el momento [2, 43] .

La dentina presenta diferencias regionales en el diámetro y densidad del túbulo. Se ha informado

que el diámetro del túbulo dentinal puede variar de 2,5 µm en la pulpa a 40,9 µm periféricamente.

Curiosamente, el proceso odontoblástico se puede observar solo en los túbulos cerca de la pulpa

[43].

3.2. Algunas afectaciones dentinarias

Actualmente la salud bucal resulta tan importante como cualquier otra enfermedad del cuer-

po y se han realizado diversas investigaciones para dar solución a las diferentes afectaciones que

sufre. La dentina a diferencia del esmalte, es un tejido vital y dinámico, circunstancias que le per-

miten modificar su microestructura y composición como respuesta a procesos fisiológicos (edad,
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atricción), o patológicos, tales como la erosión, la abrasión, la abfracción o la caries [44], además

constituye la mayor parte de la estructura dental y sus propiedades son determinantes en casi todos

los procedimientos de Odontologı́a Restauradora [45].

Algunas enfermedades que afectan comúnmente la dentina son:

Caries dentinaria: Los Estreptococos mutans son los microorganismos más importantes en la

etiologı́a microbiana de la caries dental, junto a otras bacterias presentes en la cavidad oral [46].

Esta caries está formada por dos capas:

Una capa superficial : Está severamente descalcificada y no se puede remineralizar fisiológicamen-

te (Dentina afectada), donde la estructura histológica está completamente perdida. Los túbulos

dentinarios están desorganizados, el diámetro tubular aumenta y los tubos van coalesciendo unos

con otros, dando lugar a la formación de áreas de necrosis [44].

Una capa profunda: La descalcificación es moderada y esta capa se puede dividir a su vez en tres

áreas la Capa túrbida, zona transparente o translúcida y zona subtransparente.

En la capa túrbida la dentina peritubular es evidente. Los depósitos intratubulares disminuyen la

permeabilidad dentinaria y, por tanto, el paso de ácidos, bacterias y productos bacterianos, sir-

viendo de protección para el tejido pulpar [44].

Dentina esclerótica: El surgimiento de dentina esclerótica se debe al proceso fisiológico de en-

vejecimiento de los dientes, y a procesos reaccionales del complejo dentino-pulpar frente a daños

biológicos causados por lesiones cariosas, erosión quı́mica y mecánicas [47]. Los túbulos denti-

narios están obliterados por cristales de whitloquita, resistentes al atáque ácido, lo que condiciona

que su permeabilidad esté reducida. Sin embargo, la dentina intertubular no está desmineralizada,

si no todo lo contrario y, por encima de esta área hipermineralizada, se aprecia una capa de bacte-

rias [44].

Invasión bacteriana de los túbulos dentinarios: El complejo pulpo-dentina normalmente está

protegido de la cavidad oral por el esmalte o cemento suprayacente. Una vez que la caries, el trau-

ma o los procedimientos restaurativos o periodontales rompen la integridad de esta barrera, los

túbulos proporcionan canales de difusión desde la superficie hasta la pulpa. Luego, las bacterias

pueden invadir estos túbulos dentinarios, y los productos bacterianos pueden difundirse a través

de la dentina para provocar reacciones pulpares [3].

La profundidad de la invasión bacteriana puede depender, al menos en parte, del diámetro del

túbulo; ya que esto determina la velocidad de difusión del soluto, y de la permeabilidad del túbu-

lo; ya que la difusión de sustancias en los túbulos desde la cavidad oral o el lı́quido pulpar es

proporcional al diámetro del túbulo. Los túbulos escleróticos u obliterados impedirán fı́sicamente

la invasión bacteriana y pueden dar lugar a diferencias regionales en la invasión bacteriana de la

dentina.
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Marco teórico IV: Métodos de caracterización y de
obtención de la dimensión fractal

4.1. Método de dilatación de pı́xel

A. G. Flook (1978) ideó este método de determinación de DF para estudiar los perfiles de

partı́culas minerales resistentes y comienza con una imagen de borde binaria de la partı́cula [48].

En este método la imagen digital del objeto es procesada por dilatación secuencial de pı́xeles

mediante una matriz de pı́xeles, de modo que la imagen analizada se amplı́a. Durante la dilatación,

se calculan las áreas del elemento y de la imagen transformada por dilatación [9].

La implementación de la dilatación es mediante un elemento estructurante que se aproxima a un

cı́rculo. Cada pı́xel se reemplaza por un disco con un diámetro que varı́a de 3 a 61 pixeles. El

efecto del método es ampliar el borde con anchuras E iguales al diámetro. Esto reduce o “filtra”

los detalles de forma de un tamaño menor que E. La longitud del contorno ensanchado se estima

como su área A dividida por su ancho E. La longitud disminuye a medida que aumenta E. Las

longitudes (A/E) se trazan contra los diámetros (E) en una escala log-log. La pendiente de la

lı́nea (S) está relacionada a DF por D = 1− S [48].

4.2. Método de perı́metro-área

Los métodos de perı́metro de área generalmente se han utilizado para estimar la dimensión

fractal de los objetos codificados como imágenes digitalizadas. Considere como ejemplo un pai-

saje que consiste en un conjunto de piezas de vegetación. Los métodos de dimensión de perı́metro

de área se pueden utilizar para determinar la DF de un conjunto de piezas en función de la com-

plejidad de sus lı́mites o de su carácter de relleno de espacio y también en función de la calidad

de los parches circundantes. Tres enfoques son posibles [7]:

Basado en el perı́metro, para determinar la extensión en que un perı́metro de pieza llena el

plano.
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Basado en el área, para determinar la extensión en que una pieza llena el plano.

Basado en el paisaje, para comparar la complejidad de la pieza en un entorno caracterizado

por piezas de diferentes tipos.

Para calcular la dimensión perı́metro-área, es necesario medir el perı́metro y el área con las cajas

de diferentes lados, d. Se debe dibujar el logaritmo del número de área en el eje vertical versus

el logaritmo del perı́metro en el eje horizontal. La pendiente de la lı́nea se mide para calcular DF

[9].

4.3. Método de conteo de la regla

Este método es conveniente para estimar la dimensión fractal de una lı́nea dentada, similar a

sı́ misma. Se calcula el número de pasos Nd tomados por un divisor de longitud d, y se traza el

registro de Nd frente al registro de d. Si la lı́nea es fractal, entonces este gráfico seguirá una lı́nea

recta con una pendiente negativa que equivale a −D(DF ) [9].

4.4. Método de conteo de cajas

El método de conteo de cajas o dimensión de caja surge en la década de 1930 y es usado para

la obtención de DF, además es uno de los métodos más utilizados debido a la facilidad de cálculo

matemático y estimación empı́rica [8, 49]. La dimensión fractal suele estar determinada por un

enfoque de recuento de cuadros, y la expresión clásica esN ∼ δ−D, dondeN es el número de cajas

ocupadas por la curva con tamaño caracterı́stico δ y D es la dimensión fractal. Aparentemente, D

es dependiente del tamaño caracterı́stico δ [4].

Deben tomarse ciertas precauciones durante el conteo de cajas de medición DF [9]:

1. El intervalo de la cuadrı́cula no debe exceder el tamaño del objeto a medir, el diámetro

nuclear.

2. El intervalo de la cuadrı́cula no debe ser menor que el ancho del pı́xel.

3. Dos intervalos de cuadrı́cula determinan una pendiente. Los intervalos deben estar lo sufi-

cientemente separados para evitar errores de medición.

4. Más de 2 intervalos de cuadrı́cula determinan una pendiente mediante análisis de regresión.

Más intervalos de cuadrı́cula son mejores, pero pueden invadir los lı́mites de medición.

Dado que un fractal está constituido por elementos cada vez más pequeños, el concepto de

longitud no está claramente definido; por ejemplo, cuando se quiere medir una forma fractal con
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una unidad o con un instrumento de medida determinada, los resultados obtenidos no siempre

serán confiables debido a la precisión en la observación.

El cálculo de DF se basa en la correspondiente medición del número de recubrimientos o cajas

necesarias (n) para cubrir un determinado conjunto (lı́nea, superficie o volumen) en función de

la escala r de los recubrimientos mediante rejillas (o cajas) y está definida mediante la siguiente

expresión:

D =
ln(n)

ln(1/r)
(4.4.1)

(a) r = 40, n = 18 (b) r = 20, n = 48

Figura 4.1: Método de conteo de cajas. Imagen cubierta por cajas de tamaño decreciente [50].

El método de conteo por cajas propone la realización del cálculo de la siguiente manera:

Tomar una forma fractal y sobreponer una rejilla de longitud r.

Contar el número de cajas (celda de la rejilla) que toquen cualquier parte de frontera de

la forma fractal. Repitiendo el proceso para todos los valores de la escala de longitud po-

sible teniendo en cuenta que esta va disminuyendo en cada paso, asumiendo que se debe

conservar el mismo factor de escala entre un paso y el siguiente.

Se agrupan los datos en una tabla como la siguiente:
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Escala (R) Lado 1 1/2 1/4 1/8 1/16 1/32 1/64
No. Cuadrados
ocupados (N )
Total de cuadros
Razón

Tabla 4.1: Tabla de registro del conteo [6].

Se dibuja en un plano cartesiano ( log (número de cuadrados ocupados) versus log (escala))

donde se observarán muy dispersos los datos. Ası́ que para dar mayor precisión se hace uso

del método de mı́nimos cuadrados, para ajustar los puntos.

Figura 4.2: Ajuste tipo ley de potencia de los datos logL(δ) versus log δ [7].

Se obtiene una recta ajustada con pendiente conocida la cual corresponderá a la dimensión

Fractal.

Por lo anterior, se tiene queN(r) es el número de cajas de la rejilla de escala r. Estas dos variables

están relacionadas de la siguiente forma:

N(r) = k
(1

r

)d
Donde d y k son constantes, logN(r) y log

(
1
r

)
varı́an dependiendo de r y tiene la forma de la

ecuación de la recta y = mx+ b con pendiente d.

Despejando d se obtiene

log(N(r)) = d log
(1

r

)
+ log(k)
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Si tomamos a k = 1, encontramos a d = D.

Para diferentes longitudes de lados r contamos N(r), el menor número de cajas de longitud de

lado r necesarios para cubrir la figura [6].

4.5. Programa Fractal Analysis System

Este software puede generar imágenes de RGB e imagen de adelgazamiento, extraer el área

roja o verde, calcular la dimensión y la cobertura fractal, a partir de la imagen en color, escala de

grises, binaria o 3D en capas.

La dimensión fractal se calcula mediante el método de conteo de cajas después del preprocesa-

miento y la reducción suele tener un grosor de 1 pı́xel. La relación entre el tamaño del cuadro y el

recuento se puede mostrar con el gráfico de trazado. Por lo tanto, puede confirmar si la imagen es

fractal o no por linealidad. Se pueden usar tamaños limitados para calcular la DF, cualquier dato

de conteo se puede eliminar o editar y volver a calcular este dato [51].

El software Fractal Analysis System (FAS) no es de carácter libre, sin embargo, se puede adquirir

bajo una solicitud académica en la instalación de investigación japonesa NARO con sede en Tsu-

kuba Science City por un tiempo determinado bajo ciertos términos y condiciones. Esta licencia

mantiene la mayorı́a de las funciones pero con una limitada cantidad para imágenes divididas en

3D.

4.6. Programa Benoit 1.3

BENOIT TM es un programa que permite medir la dimensión fractal y/o el exponente de hurst

de sus conjuntos de datos eligiendo uno de sus once métodos:

Regla, cajas, información, área perimetral y masa para el análisis de patrones similares

(datos 2D).

R/S, análisis espectral de potencia, variograma, longitud de rugosidad y wavelets para el

análisis de trazas autoafines (datos 1D).

Fragmentación para datos de frecuencia-tamaño (datos 1D).

Se proporciona filtrado en el programa para permitir la eliminación del ruido blanco de su trazo

utilizando las técnicas de Fourier o Wavelet. El usuario también puede generar trazos sintéticos

autoafinados utilizando un generador de trazas incorporado con parámetros de ajuste. Una herra-

mienta de investigación y estudio para cualquier persona interesada en las propiedades fractales

de sus conjuntos de datos [52].
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4.7. Microscopio electrónico de barrido

Los dos componentes principales de un microscopio electrónico de barrido (MEB) son la co-

lumna de electrones y la consola de control como se muestra en la figura 4.3 . La columna consiste

en una pistola y dos o más láseres de electrones que influyen en la trayectoria de estos al viajar

por un tubo evacuado. La base de la columna generalmente se toma con bombas de vacı́o que

producen un vacı́o de aproximadamente 10−4 Pa. La consola de control consta de una pantalla de

visualización de un tubo de rayos catódicos (TRC) [53].

Figura 4.3: Columna de electrones y consola electrónica [53].

El haz emerge de la lente final hacia la cámara de muestras, donde interactúa con la muestra

a una profundidad de aproximadamente 1µm y genera las señales utilizadas para formar una ima-

gen.

La imagen escaneada se forma punto por punto. El sistema de desviación hace que el haz se mue-

va a una serie de ubicaciones discretas a lo largo de una lı́nea y luego a lo largo de otra lı́nea

debajo de la primera, y ası́ sucesivamente, hasta que se genera un “entramado” rectangular en la

muestra. Simultáneamente, el mismo generador de escaneo crea un entramado similar en la pan-

talla de visualización. Se utilizan dos pares de bobinas de desviación electromagnética (bobinas

de exploración) para barrer el haz a través de la muestra. El primer par de bobinas desvı́a el rayo

del eje óptico del microscopio y el segundo par dobla el rayo nuevamente sobre el eje en el punto

de pivote de la exploración.
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El contraste en una imagen surge cuando la señal se recoge del haz: la interacción de la muestra

varı́a de un lugar a otro. Cuando el haz de electrones incide en el espécimen, se generan muchos

tipos de señal, y cualquiera de estos puede mostrarse como una imagen. La electrónica del sistema

detector convierte las señales en cambios de intensidad punto por punto en la pantalla de visua-

lización y produce una imagen. Las dos señales más utilizadas para producir imágenes MEB son

las de los electrones secundarios (ES) y las de electrones retrodispersados (ERD) [53].
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Desarrollo experimental

El diseño experimental adoptado en este estudio obedece a un diseño de tipo flexible, pues

durante el desarrollo del mismo estuvo sujeto a cambios en varios factores como por ejemplo el

tipo y número de muestras a emplearse, los software a utilizar en el análisis de datos, e incluso, se

eligió de manera adaptativa el tiempo de ataque quı́mico que mejor favorecı́a en la preparación de

las muestras. Por otro lado, el desarrollo metodológico seguido en este estudio es el siguiente:

5.1. Obtención de las muestras y tratamiento de las piezas den-
tales .

1. Se recolectaron 100 muestras de dientes humanos, los cuales estaban conformados por inci-

sivos, caninos, premolares y molares, algunas de estas muestras presentaban caries o alguna

fractura. Todas las muestras obtenidas fueron clasificadas por género y edad conocidos.

Figura 5.1: Muestras dentales recolectadas.

2. Se le realizó el tratamiento de limpieza, donde cada muestra se sumergió en 30 ml de de-

sinfectante quı́mico con Hipoclorito de Sodio al 4,5 % de 3 a 4 minutos, se lavaron con un
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cepillo para extraer los residuos orgánicos sobre las muestras dentales y nuevamente fueron

sumergidos en 30 ml de H2O2 al 3 % entre 3-4 minutos (para eliminar algunas bacterias).

3. Se realizaron cortes horizontales a las muestras dentales con una cortadora TechCut 4 TM

extrayendo la raı́z y parte de la corona, de manera especı́fica:

Incisivos: Los cortes se realizaron en el borde incisal y la lı́nea cervical.

Caninos: Los cortes se realizaron en la cúspide y el lı́nea cervical.

Premolares: Los cortes se realizaron en las fosas y alrededor de la lı́nea cervical.

Molares: Los cortes se realizaron alrededor de la fisura y la linea cervical.

Figura 5.2: Corte realizado en un molar. Al realizar el corte sobre la fisura se puede observar parte de la
dentina.

4. El proceso de reducción se llevó a cabo empleando una herramienta Dremel 3000. En cada

elemento dentario el proceso de reducción inició en la lı́nea cervical hasta la parte media de

la corona.

5. Para la reducción de las piezas dentales de manera uniforme y con el menor grosor posible,

se procedió a pulir en espejo por ambos lados con abrasivos de SiC con granulación de 400,

600 y 1200, este proceso de reducción tuvo una duración de 1,5 hr por muestra dental con

grosor aproximadamente de 2,5 mm.
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(a) Molar de una persona masculina. (b) Materiales para la eliminación del material orgánico en
el interior de los túbulos.

(c) Muestras dentales colocadas en cápsulas de cerámica en el interior
del horno.

Figura 5.3: Tratamiento de las piezas dentales y obtención de las muestras.

6. Para eliminar el material orgánico en el interior de los poros, las muestras dentales puli-

das fueron grabadas con ácido fosfórico al 30 % durante 12 segundos en el interior de una

campana de extracción, posteriormente fueron lavadas con agua bajo presión.

7. La muestras dentales fueron colocadas en recipientes cerámicos para después someterse a

tratamiento térmico en un horno de secado marca FELISA FE292-AD a una temperatura de

35 C por un periodo de 45 minutos.

Una vez concluido este proceso se colocaron en bolsas herméticas de polietileno y fueron enviadas

para la obtención de las micrografı́as correspondientes. Cabe mencionar que, por cuestiones de

presupuesto se observaron 5 muestras masculinas y 1 muestra femenina únicamente, mismas que

fueron seleccionadas en diferentes rangos en la escala de edades. De éstas muestras, se obtuvieron

3 imágenes de cada una de las muestras masculinas y 6 de la muestra femenia, considerándose

para cada caso zonas diferentes de cada superficie.
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5.2. Procesamiento de imágenes

Una vez obtenidas las micrografı́as mediante la observación de las mismas en el MEB, se tra-

bajó con el programa CorelDRAW Graphics Suite X8. Las figuras 5.4 y 5.5 muestran las micro-

grafı́as de las muestras dentales FEM78-02-01, FEM78-02-02 y M07-01. La imágenes fueron

editadas de tal manera que solo se conformaran en tonos blanco y negro, en este caso, se puede

observar en la figura 5.4 que los poros resaltan en color negro, sin embargo, no es suficiente para

emplear los software, es por ello que se aplica un tratamiento más profundo como se observa en

la figura 5.5.

Figura 5.4: Editor de imágenes CorelDRAW Graphics Suite X8.

Figura 5.5: Edición de imagen donde los poros se denotan en tono negro y fondo blanco.
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Las diferencias entre ambas figuras se resaltan en el cambio que presentan las micrografı́as, ya

que se pueden distinguir de mejor manera los túbulos dentinarios, lo que permite un mejor cálculo

al emplear los software mencionados en las sección 4.5 y 4.6.

5.3. Obtención de la dimensión fractal

La imágenes que resultan finalmente, son analizadas empleando los programas FAS y Benoit

1.3 para ası́ obtener la dimensión fractal.

(a) (b)

Figura 5.6: Programa Fractal Analysis System obteniendo la dimensión fractal de dos imágenes con a)
magnificada.

Estos programas, como se mencionó anteriormente, basan su funcionamiento en el método de

conteo de cajas para obtener la dimensión fractal de la imagen.
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CAPÍTULO 6.0

Resultados y discusión

Micrografı́as de las muestras dentales.

Los resultados de las micrografı́as obtenidas mediante el análisis del MEB y CorelDRAW con

distintos aumentos se presentan en el apéndice. A continuación se describen algunas caracterı́sti-

cas observadas.

En las imágenes M07-01 y M10-01 de 3000X aumentos mostrados en Apéndice A, se puede

ver que la distribución de poros (túbulos dentinarios) es más densa en comparación con las otras

muestras masculinas. Además, se aprecia que los tamaños de poros son más grandes. Aunque se

observa que la muestra M10-01 tiene tamaño de poros similares, mientras que en los poros de la

muestra dental M07-01 varı́an.

Ahora, si se observa la muestra M02-01 se puede notar que tanto la distribución y cantidad de

túbulos dentinarios es muy similar a M07-01, aunque se puede apreciar que el tamaño de sus po-

ros varı́an aun más.

De las dos muestras dentales masculinas restantes; M17-01 y M15-02, es fácil notar que la canti-

dad de poros es mucho menor en comparación con las muestras anteriores. Incluso en la muestra

M15 la separación de los túbulos es muy evidente.

De las seis imágenes obtenidas de la muestra FEM78, se puede notar especı́ficamente en la ima-

gen FEM78-01-01 que la distribución de túbulos dentinarios es densa, sin embargo, el tamaño de

poros es pequeño mientras que la muestra FEM78-02-01 (imagen de la misma muestra dental en

diferente zona) se observa una distribución densa de poros auque se logra apreciar que el tamaño

de poros parecen ser más pequeños en comparación con la FEM78-01-01.

Estas caracterı́sticas son más evidentes en las micrografı́as de 1000X , 2000X y 3000X aumentos,

principalmente la separación de los túbulos dentinarios. También, se observa que en las amplifi-

caciones se obtiene una geometrı́a similar al objeto completo, lo que indica un posible prefractal,

es decir, que solo podrá ser observado hasta cierta escala.
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Dimensión fractal

Una vez analizadas las micrografı́as, se prosiguió con el análisis de los resultados obtenidos

con los software FAS y Benoit 1.3. Estos software trabajan con el método de conteo de cajas,

el cual es una de las herramientas más accesibles y sencillas de usar. Los resultados obtenidos

mediante los procesos anteriormente descritos se muestran en las siguientes tablas:

Edad
[años]

Descripción
DF con Fractal

Promedio Incertidumbre
Analysis System

78

FEM78-01-01 1,4115

1,39862 0,10118

FEM78-01-02 1,4556
FEM78-01-03 1,4998
FEM78-02-01 1,3104
FEM78-02-02 1,3494
FEM78-02-03 1,365

48
M15-01 1,6709

1,644166667 0,0267M15-02 1,6433
M15-03 1,6183

43
M10-01 1,7855

1,750333333 0,0351M10-02 1,7335
M10-03 1,732

39
M02-01 1,7752

1,708433333 0,0667M02-02 1,6628
M02-03 1,6873

29
M17-01 1,7316

1,693366667 0,0382M17-02 1,6668
M17-03 1,6817

16
M07-01 1,7723

1,720233333 0,052M07-02 1,6402
M07-03 1,7482

Tabla 6.1: Dimensión fractal de cada una de las muestras dentales obtenidas con FAS.

En la tabla 6.1 se pueden observar cinco columnas, donde la primera indica la edad del indi-

viduo de quién se obtuvo la muestra dental, en la segunda columna se presentan las etiquetas de

las imágenes de diferentes zonas por cada muestra dental, de tal forma que las que inician con

M representan las muestras masculinas y FEM las muestras femeninas, el número que les sigue

determina a qué muestra pertenecen. En el caso de las muestras femeninas las terminaciones 01,

02 y 03 representan aumentos de la imagen de 1000X , 2000X y 3000X , mientras que las mues-

tras masculinas son únicamente de aumento 3000X . En la tercera columna se pueden observar las

dimensiones de las muestras dentales obtenidas mediante el software FAS usando el método de

conteo de cajas. En el Apéndice B se presentan los detalles del proceso de regresión lineal que se

siguió junto con ayuda de los datos arrojados por el programa mencionado anteriormente. En las
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últimas dos columnas se muestran las dimensiones fractales promedio de cada una de las muestras

de las diferentes zonas y sus respectivas incertidumbres.

Edad[años] Descripción
DF con

Promedio Incertidumbre
Benoit 1.3

78

Fem78-01-01 1,62818

1,56872 0,08662

Fem78-01-02 1,62345
Fem78-01-03 1,65535
Fem78-02-01 1,50161
Fem78-02-02 1,4898
Fem78-02-03 1,51397

48
M15-01 1,64161

1,62254
0,019

M15-02 1,61086
M15-03 1,61515

43
M10-01 1,74256

1,71253
0,03

M10-02 1,71287
M10-03 1,68216

39
M02-01 1,73702

1,675806667
0,0612

M02-02 1,64208
M02-03 1,64832

29
M17-01 1,69352

1,654276667
0,0392

M17-02 1,62958
M17-03 1,63973

16
M07-01 1,73147

1,68141
0.05

M07-02 1,59932
M07-03 1,71344

Tabla 6.2: Dimensión fractal de cada una de las muestras dentales obtenidas con Benoit 1.3.

La tabla 6.2 contiene los mismos parámetros de la tabla 6.1, aunque en este caso las dimen-

siones fractales de las muestras dentales se obtuvieron mediante el uso del software Benoit 1.3.

Para los datos presentados en la tabla 6.2 se remarca que el uso del software Benoit 1.3 no se tenı́a

contemplado en este trabajo, sin embargo, gracias a su adquisición para el laboratorio de fı́sica

surgió la oportunidad de reforzar los resultados obtenidos y a la vez realizar una comparación

entre dichos programas.

En los datos proporcionados por las tablas 6.1 y 6.2 muestran que la DF de las piezas dentales

masculinas se encuentran en el intervalo 1,6-1,8. Caracterı́sticamente, la DF de la muestras den-

tales en función del tiempo disminuyen y a la vez se alejan de la dimensión 2, exceptuando las

edades de 39 y 43 años. Adicionalmente, también se observa que, los resultados de las dimensio-

nes fractales de las dos tablas son similares, con apenas una diferencia de 0,03 en las muestras

masculinas y en las femeninas una diferencia de 0,18 lo que indica que existe un buen acuerdo

entre los valores de las dimensiones fractales arrojadas por cada programa. En ambas tablas se
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puede observar que la muestra M10 de 43 años, presenta la dimensión fractal promedio más alta

de 1,7503± 0,0351 con FAS y 1,71253± 0,03 con Benoit 1.3, mientras que la muestra M15 de 48

años, presenta la menor dimensión fractal promedio de 1,644±0,0267 con FAS y 1,62254±0,019

con Benoit 1.3. En la muestra dental femenina de 78 años, la DF resultó ser menor a las dimen-

siones fractales de las muestras masculinas. En el Apéndice D se muestra de manera más amplia

información respecto a la dimensión fractal de las muestras dentales.

Hasta el momento, solo se ha reportado en [22] la DF de la dentina humana, donde el valor obte-

nido es de D = 2,88 ± 0,05, sin embargo, la dimensión se obtiene de una red de canales en 3D,

por lo que resulta complicado comparar estos resultados.

Algunos de los cuestionamientos que se plantean en este punto son: ¿Existe una mayor dimensión

de la ya obtenida en los resultados anteriores? ¿Qué intervalo de dimensión se puede considerar a

una pieza dental sana? ¿Qué comportamiento siguen las dimensiones fractales en muestras denta-

les femeninas? Estas cuestiones pueden ser resueltas si se realiza otro estudio en el que la cantidad

de muestras dentales humanas sea más amplia.

Regresión lineal

En el Apéndice B se muestran las ecuaciones del método de mı́nimos cuadrados, las cua-

les fueron usadas para realizar el estudio de correlación aquı́ presentado. Adicionalmente, en el

Apéndice C se muestran las gráficas de regresión lineal de cada una de las muestras trabajadas. A

continuación se muestran algunas de las gráficas obtenidas:

(a) Fem78-01-01 (b) Fem78-01-02
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CAPÍTULO 6. RESULTADOS Y DISCUSIÓN

(c) Fem78-01-03 (d) Fem78-02-01

(e) M02-01 (f) M02-02

(g) M02-03 (h) M07-01
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(i) M07-02 (j) M07-03

Figura 6.1: Gráficas de regresión lineal obtenidas a partir de los datos proporcionados por el software
FAS.

En la figura 6.1 se muestra la curva log n( Número de cajas) vs logS(Tamaño de cajas) de

algunas muestras dentales humanas con los datos mostrados por el software Fractal Analysis

System. En las gráficas de la figura 6.1 se aprecia claramente que la distribución de poros de

la dentina humana estudiadas siguen un comportamiento lineal, asimismo, obedecen una relación

del tipo ley de potencia de la forma Y = mX + b, y por consiguiente una distribución de tipo

fractal, donde la dimensión fractal se puede determinar mediante la pendiente de esta relación.

A partir de los resultados obtenidos en tabla 6.1 se obtuvo la siguiente gráfica.

Figura 6.2: Gráfica de promedios de dimensiones fractales versus edad de las muestras dentales mascu-
linas.
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En la figura 6.2 se muestran los promedios de las dimensiones fractales de las muestras den-

tales masculinas en función de la edad, donde cada punto representa la coordenada (dimensión,

edad) de la muestra dental. A partir de esta imagen es posible notar un decrecimiento de DF en

el rango de 16 a 29 años, contrariamente a lo que sucede de 29 a 43 años; en este intervalo se

puede observar un crecimiento al parecer de tipo parabólico, sin embargo, no se puede afirmar

debido a que hace falta incrementar el número de datos, finalmente, se aprecia que DF sufre una

disminución en la edad de 48 años. Este resultado es significativo ya que nos permite ver parte del

comportamiento estructural de la dentina en función del tiempo.

En [23] se muestra un análisis de correlación lineal simple, teniendo como criterio las variables

edad y medidas dentales, en el cual se observa que existe una reducción de tamaño de las medidas

dentales conforme incrementa la edad; sin embargo, en la edad de 40 años se presenta un incre-

mento del tamaño de la medida dental y su mayor crecimiento ocurre entre 41-45 años (ver figura

6.3), casi cercanos al tamaño que presentan las edades de 31-35 años. De acuerdo con [54], el com-

plejo pulpo-dentina está sujeto a diversos cambios con el tiempo (como lo muestran las figuras 6.2

y 6.3) y como consecuencia de los procesos de envejecimiento ocurre una reducción gradual en el

diámetro de los túbulos, la dentina aumenta su fragilidad y se desarrolla una disminución natural

de su permeabilidad.

(a) Punto medio entre med. A y C (b) Ápice y media. B y b

Figura 6.3: Promedios e intervalos de confianza de la medida simple según el grupo etario (a) Hombres
y b) Mujeres) [23].

La figura 6.3 fundamenta parte del comportamiento de los resultados graficados en la figura

6.2, ya que la pulpa es la encargada de alimentar los túbulos dentinarios y formar dentina, lo

que puede indicar que si la DF es mayor a 1,7503 ± 0,0351 o 1,71253 ± 0,03 (dependiendo
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del software empleado) en edades menores a 36 años, entonces, se puede suponer que existe

un riesgo de filtración bacteriana hacia la pulpa dental y en consecuencia los tubulares pueden

reducir su tamaño ası́ como presentar otros factores biológicos que ponen en riesgo la salud bucal,

sin embargo, si la DF es menor a 1,644± 0,0267 o 1,62254± 0,019, se puede suponer que existe

un problema de salud, ya que este representa la dimensión fractal de una persona en la etapa senil,

lo que claramente no es. Adicionalmente, se evidencı́a que en la edad de 40-45 años los tamaños

de los tubulares son tan grandes o hay una gran cantidad de ellos (esto conforme a la dimensión

obtenida), que permiten la introducción de bacterias a la pulpa dental provocando su deterioro y

en consecuencia la reducción de los poros, lo que explica el decrecimiento de DF de la dentina

después de los años.
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Conclusión

Se empleó la geometrı́a fractal para caracterizar la densidad de poros de la dentina en muestras

dentales humanas a partir de las imágenes de microscopı́a, lo que cumple el objetivo principal de

esta tesis.

Emplear distintas resoluciones permitieron corroborar la propiedad de auto-similitud de los

fractales naturales, esto es, se encontró que en el caso de las imágenes femeninas de 1000X

la DF coincide de manera notable con las imágenes obtenidas a 2000X y 3000X .

Se observa que las dimensiones fractales de las muestras dentales en función del tiempo se

alejan de la dimensión 2, como era de esperarse debido a la reducción del tamaño o número

de túbulos con el paso de los años.

Para las personas menores a 36 años con DF menores a 1,644± 0,0267 (FAS) o 1,62254±
0,019 (Benoit 1.3) pueden ser un indicativo de problemas con el complejo pulpo-dentina en

respuesta a la presencia de bacterias [3], en cambio si la DF es mayor a 1,7503 ± 0,0351

(FAS) o 1,71253± 0,03 (Benoit 1.3) podrı́a sugerir riesgo de filtración bacteriana, ya que la

invasión bacteriana, depende en gran parte del diámetro del túbulo dentinario [3, 55].

Para la asociación con algún grado de enfermedad se requiere analizar una cantidad más

amplia de muestras dentales, ya que se necesitan comparar diferentes datos del mismo rango

de edades para obtener un intervalo más definido y establecer un criterio de salud bucal.

La determinación de DF de la dentina como un factor cuantitativo, puede ser usado para

resolver diversas problemáticas de salud dental y emplearse como un posible indicador de

los cambios biológicos que la afecten.

La dimensión fractal proporciona información acerca de la densidad de poros de la dentina, que

está vinculada conjuntamente con la cantidad y tamaño de los poros, y en consecuencia, con los

procesos biológicos de la pulpa dental. Es decir, cuanto más grande es DF , la cantidad de túbulos

en la dentina es mayor o son más amplios. Finalmente, los datos obtenidos corroboran la variación
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de la DF en función del tiempo, estos datos podrı́an ser vinculados a grados de enfermedad

ampliando la cantidad de piezas dentales. Adicionalmente, este análisis fractal da paso a nuevas

investigaciones teniendo a este como base de comparación, permitiendo un estudio más amplio

para obtener un intervalo de riesgo preciso y el hallazgo de un posible indicador de salud.
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Trabajo a futuro

Como continuación de este trabajo de tesis, se propone:

El análisis fractal de un número amplio de muestras dentales humanas masculinas en dife-

rentes intervalos de edades, asimismo, la obtención de imágenes de diversas zonas de cada

pieza dental con el objetivo de precisar la dimensión fractal de la dentina.

Obtener un intervalo de dimensión fractal que corresponda a una pieza dental saludable.

Obtener y analizar las dimensionalidades fractales en muestras dentales femeninas para es-

tudiar su comportamiento y realizar una comparación con las muestras dentales masculinas.

Obtener un modelo para estimar la permeabilidad a partir de la porosidad empleando dis-

tintas fórmulas empı́ricas y semi-empı́ricas entre ellas la conocida ecuación de Kozeny-

Carman (KC) que propone una ley de potencia entre ambos parámetros, teniendo como

caso particular el flujo volumétrico a escala microscópica.

Finalmente, se propone obtener un modelo que permita describir el comportamiento hidro-

dinámico del fluido tisular en los túbulos dentinarios a partir de la hidrodinámica fractal

continua.
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Imágenes obtenidas en MEB y CorelDRAW Graphics Suite X8

En el presente apéndice se muestra el conjunto de micrografı́as obtenidas con el MEB (izquier-

da en cada par de figuras) de 1000X , 2000X y 3000X aumentos, ası́ como las correspondientes

imágenes obtenidas después de ser tratadas con la ayuda del software CorelDRAW (derecha de

cada par de figuras)

Muestra Imagen obtenida con MEB Imagen obtenida en CorelDRAW

M07-01

M07-02

M07-03
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Muestra Imagen obtenida con MEB Imagen obtenida en CorelDRAW

M17-01

M17-02

M17-03
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Muestra Imagen obtenida con MEB Imagen obtenida en CorelDRAW

M02-01

M02-02

M02-03
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Muestra Imagen obtenida con MEB Imagen obtenida en CorelDRAW

M10-01

M10-02

M10-03
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Apéndice A

Muestra Imagen obtenida con MEB Imagen obtenida en CorelDRAW

M15-01

M15-02

M15-03
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Muestra Imagen obtenida con MEB Imagen obtenida en CorelDRAW

FEM78-
01-01

FEM78-
01-02

FEM78-
01-03
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Muestra Imagen obtenida con MEB Imagen obtenida en CorelDRAW

FEM78-
02-01

FEM78-
02-02

FEM78-
02-03

Tabla 1: Imágenes obtenidas en MEB y CorelDRAW Graphics Suite X8 de las muestras dentales.

56
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Regresión lineal

En este apartado se muestran las ecuaciones del método de mı́nimos cuadrados, las cuales

fueron usadas para realizar el estudio de correlación aquı́ presentado, ya que los resultados pueden

ser asociados a una ley de potencia de la siguiente forma:

ln(n) = m ln(S) + b

donde:

n es el número de cajas.

S es el factor de escala.

m y b son parámetros por determinar.

Realizando el cambio de variable Y = ln(n) y X = ln(S), tenemos

Y = mX + b

Para obtener el ajuste de los datos se utilizaron las siguientes ecuaciones del método de mı́nimos

cuadrados:

m =
n
∑n

i=1XiYi − (
∑n

i=1Xi)(
∑n

i=1 Yi)

n
∑n

i=1X
2
i − n(

∑n
i=1Xi)2

(.0.1)

b =
(
∑n

i=1X
2
i )(
∑n

i=1 Yi)− (
∑
XiYi)(

∑
Xi)

n
∑n

i=1X
2
i − n(

∑n
i=1Xi)2

(.0.2)

M02-01
S n X = ln(S) Y = lnn X2

i XiYi
1 1262994 0 6.101401287 0 0
2 323067 0.301029996 5.509292599 0.090619058 1.658462327
4 83489 0.602059991 4.921629259 0.362476233 2.963116069
8 22127 0.903089987 4.344922536 0.815571525 3.923856036

16 6085 1.204119983 3.784260583 1.449904933 4.556703787
32 1814 1.505149978 3.258637283 2.265476457 4.904737835
64 597 1.806179974 2.775974331 3.262286098 5.013909245

128 215 2.10720997 2.33243846 4.440333856 4.914937576
256 64 2.408239965 1.806179974 5.799619731 4.349714798
512 16 2.709269961 1.204119983 7.340143721 3.262286098

Sumatoria 13.5463498 36.03885629 25.82643161 35.54772377
M02-02

S n X = ln(S) Y = lnn X2
i XiYi

1 614296 0 5.788377687 0 0
2 157597 0.301029996 5.197547946 0.090619058 1.564617836
4 41015 0.602059991 4.612942716 0.362476233 2.777268252
8 11047 0.903089987 4.043244354 0.815571525 3.651413491

16 3127 1.204119983 3.495127881 1.449904933 4.208553324
128 147 2.10720997 2.167317335 4.440333856 4.566992695
256 58 2.408239965 1.763427994 5.799619731 4.24675777
512 16 2.709269961 1.204119983 7.340143721 3.262286098

Sumatoria 13.5463498 33.57020622 25.82643161 33.21288267
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M02-03
S n X = ln(S) Y = lnn X2

i XiYi
1 695432 0 5.842254671 0 0
2 177842 0.301029996 5.250034334 0.090619058 1.580417813
4 46066 0.602059991 4.663380503 0.362476233 2.807634825
8 12295 0.903089987 4.089728533 0.815571525 3.693392888
16 3417 1.204119983 3.533644979 1.449904933 4.254932531
32 1035 1.505149978 3.01494035 2.265476457 4.537937402
64 350 1.806179974 2.544068044 3.262286098 4.595044754

128 149 2.10720997 2.173186268 4.440333856 4.579359771
256 57 2.408239965 1.755874856 5.799619731 4.228568002
512 16 2.709269961 1.204119983 7.340143721 3.262286098

Sumatoria 13.5463498 34.07123252 25.82643161 33.53957408
M07-01

S n X = ln(S) Y = lnn X2
i XiYi

1 1249594 0 6.096768931 0 0
2 317296 0.301029996 5.501464597 0.090619058 1.656105864
4 81598 0.602059991 4.911679514 0.362476233 2.957125726
8 21536 0.903089987 4.333165043 0.815571525 3.913237962
16 5925 1.204119983 3.772688355 1.449904933 4.542769436
32 1772 1.505149978 3.248463718 2.265476457 4.889425094
64 585 1.806179974 2.767155866 3.262286098 4.99798151

128 214 2.10720997 2.330413773 4.440333856 4.910671137
256 64 2.408239965 1.806179974 5.799619731 4.349714798
512 16 2.709269961 1.204119983 7.340143721 3.262286098

Sumatoria 13.5463498 35.97209975 25.82643161 35.47931762
M07-02

S n X = ln(S) Y = lnn X2
i XiYi

1 560836 0 5.748835883 0 0
2 143381 0.301029996 5.156491605 0.090619058 1.552258645
4 37201 0.602059991 4.570554614 0.362476233 2.751748071
8 10034 0.903089987 4.001474097 0.815571525 3.61369119
16 2861 1.204119983 3.456517858 1.449904933 4.162062223
32 906 1.505149978 2.957128198 2.265476457 4.450921443
64 334 1.806179974 2.523746467 3.262286098 4.558340328

128 149 2.10720997 2.173186268 4.440333856 4.579359771
256 60 2.408239965 1.77815125 5.799619731 4.282214906
512 16 2.709269961 1.204119983 7.340143721 3.262286098

Sumatoria 13.5463498 33.57020622 25.82643161 33.21288267
M07-03

S n X = ln(S) Y = lnn X2
i XiYi

1 1071906 0 6.030156702 0 0
2 272342 0.301029996 5.435114622 0.090619058 1.636132531
4 70026 0.602059991 4.845259319 0.362476233 2.917136784
8 18483 0.903089987 4.266772464 0.815571525 3.853279489
16 5070 1.204119983 3.705007959 1.449904933 4.46127412
32 1523 1.505149978 3.182699903 2.265476457 4.790440691
64 515 1.806179974 2.711807229 3.262286098 4.89801191

128 201 2.10720997 2.303196057 4.440333856 4.853317694
256 62 2.408239965 1.792391689 5.799619731 4.3165093
512 16 2.709269961 1.204119983 7.340143721 3.262286098

Sumatoria 13.5463498 35.47652593 25.82643161 34.98838862
M10-01

S n X = ln(S) Y = lnn X2
i XiYi

1 1334498 0 6.125317927 0 0
2 338474 0.301029996 5.529525314 0.090619058 1.664552981
4 86779 0.602059991 4.938414641 0.362476233 2.973221876
8 22836 0.903089987 4.358620034 0.815571525 3.93622611
16 6247 1.204119983 3.795671506 1.449904933 4.570443908
32 1833 1.505149978 3.263162465 2.265476457 4.911548913
64 596 1.806179974 2.77524626 3.262286098 5.012594217

128 223 2.10720997 2.348304863 4.440333856 4.948371419
256 62 2.408239965 1.792391689 5.799619731 4.3165093
512 16 2.709269961 1.204119983 7.340143721 3.262286098

Sumatoria 13.5463498 36.13077468 25.82643161 35.59575482
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M10-02
S n X = ln(S) Y = lnn X2

i XiYi
1 1001572 0 6.000682175 0 0
2 254096 0.301029996 5.404997828 0.090619058 1.627066473
4 65519 0.602059991 4.81636726 0.362476233 2.899742031
8 17369 0.903089987 4.239774815 0.815571525 3.828898183

16 4849 1.204119983 3.685652184 1.449904933 4.437967444
32 1493 1.505149978 3.174059808 2.265476457 4.777436051
64 506 1.806179974 2.704150517 3.262286098 4.88418251
128 200 2.10720997 2.301029996 4.440333856 4.848753347
256 63 2.408239965 1.799340549 5.799619731 4.333243822
512 16 2.709269961 1.204119983 7.340143721 3.262286098

Sumatoria 13.5463498 35.33017512 25.82643161 34.89957596
M10-03

S n X = ln(S) Y = lnn X2
i XiYi

1 981703 0 5.991980118 0 0
2 248886 0.301029996 5.396000468 0.090619058 1.624357997
4 64105 0.602059991 4.806891905 0.362476233 2.894037298
8 16947 0.903089987 4.229092829 0.815571525 3.819251388

16 4695 1.204119983 3.671635597 1.449904933 4.421089791
32 1427 1.505149978 3.154423973 2.265476457 4.747881175
64 491 1.806179974 2.691081492 3.262286098 4.860577499
128 191 2.10720997 2.281033367 4.440333856 4.806616253
256 63 2.408239965 1.799340549 5.799619731 4.333243822
512 16 2.709269961 1.204119983 7.340143721 3.262286098

Sumatoria 13.5463498 35.22560028 25.82643161 34.76934132
M15-01

S n X = ln(S) Y = lnn X2
i XiYi

1 909322 0 5.958717698 0 0
2 231556 0.301029996 5.364656039 0.090619058 1.614922384
4 60321 0.602059991 4.780468533 0.362476233 2.878128843
8 16007 0.903089987 4.204309945 0.815571525 3.796870213

16 4450 1.204119983 3.648360011 1.449904933 4.393063193
32 1320 1.505149978 3.120573931 2.265476457 4.696931785
64 443 1.806179974 2.646403726 3.262286098 4.779881413
128 183 2.10720997 2.26245109 4.440333856 4.767459492
256 71 2.408239965 1.851258349 5.799619731 4.458274342
512 22 2.709269961 1.342422681 7.340143721 3.636985444

1024 7 3.010299957 0.84509804 9.061905829 2.543998593
Sumatoria 16.55664976 36.02472004 34.88833744 37.5665157

M15-02
S n X = ln(S) Y = lnn X2

i XiYi
1 551858 0 5.741827343 0 0
2 140651 0.301029996 5.148142824 0.090619058 1.549745412
4 36499 0.602059991 4.562280966 0.362476233 2.746766839
8 9762 0.903089987 .989538803 0.815571525 3.602912546

16 2760 1.204119983 3.440909082 1.449904933 4.143267384
32 876 1.505149978 2.942504106 2.265476457 4.428909992
64 316 1.806179974 2.499687083 3.262286098 4.51488475
128 134 2.10720997 2.127104798 4.440333856 4.482256438
256 59 2.408239965 1.770852012 5.799619731 4.264636587
512 16 2.709269961 1.204119983 7.340143721 3.262286098

Sumatoria 13.5463498 33.426967 25.82643161 32.99566605
M15-03

S n X = ln(S) Y = lnn X2
i XiYi

1 434696 0 5.638185644 0 0
2 111674 0.301029996 5.047952072 0.090619058 1.51958499
4 29114 0.602059991 4.464101878 0.362476233 2.687657138
8 7824 0.903089987 3.893428842 0.815571525 3.516116602

16 2203 1.204119983 3.343014497 1.449904933 4.025390558
32 695 1.505149978 2.841984805 2.265476457 4.277613367
64 252 1.806179974 2.401400541 3.262286098 4.337361566
128 113 2.10720997 2.053078443 4.440333856 4.326267365
256 50 2.408239965 1.698970004 5.799619731 4.091527464
512 16 2.709269961 1.204119983 7.340143721 3.262286098

Sumatoria 13.5463498 32.58623671 25.82643161 32.04380515
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M17-01
S n X = ln(S) Y = lnn X2

i XiYi
1 657870 0 5.818140082 0 0
2 168220 0.301029996 5.225877629 0.090619058 1.57314592
4 43649 0.602059991 4.639974298 0.362476233 2.793542886
8 11719 0.903089987 4.068890554 0.815571525 3.674574318

16 3315 1.204119983 3.520483533 1.449904933 4.23908457
32 1034 1.505149978 3.014520539 2.265476457 4.537305524
64 380 1.806179974 2.579783597 3.262286098 4.659553469
128 158 2.10720997 2.198657087 4.440333856 4.633032133
256 61 2.408239965 1.785329835 5.799619731 4.29950266
512 16 2.709269961 1.204119983 7.340143721 3.262286098

Sumatoria 13.5463498 34.05577714 25.82643161 33.67202758
M17-02

S n X = ln(S) Y = lnn X2
i XiYi

1 647138 0 5.810996902 0 0
2 165499 0.301029996 5.218795374 0.090619058 1.571013949
4 42921 0.602059991 4.632669832 0.362476233 2.789145159
8 11520 0.903089987 4.061452479 0.815571525 3.667857067

16 3253 1.204119983 3.512284063 1.449904933 4.229211425
32 1012 1.505149978 3.005180513 2.265476457 4.523247383
64 370 1.806179974 2.568201724 3.262286098 4.638634523
128 155 2.10720997 2.190331698 4.440333856 4.615488791
256 61 2.408239965 1.785329835 5.799619731 4.29950266
512 16 2.709269961 1.204119983 7.340143721 3.262286098

Sumatoria 13.5463498 33.9893624 25.82643161 33.59638706
M17-03

S n X = ln(S) Y = lnn X2
i XiYi

1 735687 0 5.866693082 0 0
2 187803 0.301029996 5.273702525 0.090619058 1.587542648
4 48702 0.602059991 4.687546796 0.362476233 2.822184384
8 13058 0.903089987 4.115876664 0.815571525 3.717007003

16 3687 1.204119983 3.566673138 1.449904933 4.294702397
32 1144 1.505149978 3.058426024 2.265476457 4.603389864
64 397 1.806179974 2.598790507 3.262286098 4.69388337
128 174 2.10720997 2.240549248 4.440333856 4.721307713
256 64 2.408239965 1.806179974 5.799619731 4.349714798
512 16 2.709269961 1.204119983 7.340143721 3.262286098

Sumatoria 13.5463498 34.41855794 25.82643161 34.05201828
Fem78-01-01

S n X = ln(S) Y = lnn X2
i XiYi

1 105801 0 5.024489773 0 0
2 105612 0.301029996 5.023713267 0.090619058 1.512288383
4 36529 0.602059991 4.562637783 0.362476233 2.746981664
8 12094 0.903089987 4.082569964 0.815571525 3.686928056

16 4675 1.204119983 3.669781615 1.449904933 4.418857375
32 2208 1.505149978 3.343999069 2.265476457 5.033220126
64 990 1.806179974 2.995635195 3.262286098 5.410656298
128 287 2.10720997 2.457881897 4.440333856 5.179273237
256 81 2.408239965 1.908485019 5.799619731 4.596089896
512 25 2.709269961 1.397940009 7.340143721 3.787396873

1024 9 3.010299957 0.954242509 9.061905829 2.872556185
Sumatoria 16.55664976 35.4213761 34.88833744 39.24424809

Fem78-01-02
S n X = ln(S) Y = lnn X2

i XiYi
1 136845 0 5.136228934 0 0
2 136845 0.301029996 5.136228934 0.090619058 1.546158974
4 43273 0.602059991 4.636217005 0.362476233 2.79128077
8 12582 0.903089987 4.099749681 0.815571525 3.702442886

16 4041 1.204119983 3.60648885 1.449904933 4.342645292
32 1477 1.505149978 3.169380495 2.265476457 4.770392984
64 652 1.806179974 2.814247596 3.262286098 5.083037649
128 273 2.10720997 2.436162647 4.440333856 5.133506218
256 79 2.408239965 1.897627091 5.799619731 4.569941401
512 25 2.709269961 1.397940009 7.340143721 3.787396873

1024 9 3.010299957 0.954242509 9.061905829 2.872556185
Sumatoria 16.55664976 35.28451375 34.88833744 38.59935923
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Fem78-01-03
S n X = ln(S) Y = lnn X2

i XiYi
1 153795 0 5.186942216 0 0
2 153795 0.301029996 5.186942216 0.090619058 1.561425193
4 47472 0.602059991 4.676437529 0.362476233 2.815495938
8 13134 0.903089987 4.118397012 0.815571525 3.719283104
16 3877 1.204119983 3.588495801 1.449904933 4.320979502
32 1285 1.505149978 3.108903128 2.265476457 4.679365475
64 504 1.806179974 2.702430536 3.262286098 4.881075916

128 223 2.10720997 2.348304863 4.440333856 4.948371419
256 73 2.408239965 1.86332286 5.799619731 4.48732858
512 22 2.709269961 1.342422681 7.340143721 3.636985444

1024 8 3.010299957 0.903089987 9.061905829 2.718571749
Sumatoria 16.55664976 35.02568883 34.88833744 37.76888232

Fem78-02-01
S n X = ln(S) Y = lnn X2

i XiYi
1 63063 0 4.799774627 0 0
2 63063 0.301029996 4.799774627 0.090619058 1.444876135
4 20941 0.602059991 4.320997417 0.362476233 2.601499667
8 6788 0.903089987 3.831741834 0.815571525 3.460407683
16 2599 1.204119983 3.41480628 1.449904933 4.111836478
32 1217 1.505149978 3.085290578 2.265476457 4.643825047
64 726 1.806179974 2.860936621 3.262286098 5.167366431

128 281 2.10720997 2.44870632 4.440333856 5.15993837
256 81 2.408239965 1.908485019 5.799619731 4.596089896
512 25 2.709269961 1.397940009 7.340143721 3.787396873

1024 9 3.010299957 0.954242509 9.061905829 2.872556185
Sumatoria 16.55664976 33.82269584 34.88833744 37.84579276

Fem78-02-02
S n X = ln(S) Y = lnn X2

i XiYi
1 59827 0 4.776897226 0 0
2 59826 0.301029996 4.776889967 0.090619058 1.437987166
4 18737 0.602059991 4.272700057 0.362476233 2.572421759
8 5450 0.903089987 3.736396502 0.815571525 3.374302269
16 1756 1.204119983 3.244524512 1.449904933 3.906796799
32 642 1.505149978 2.807535028 2.265476457 4.225761287
64 303 1.806179974 2.481442629 3.262286098 4.481931982

128 183 2.10720997 2.26245109 4.440333856 4.767459492
256 68 2.408239965 1.832508913 5.799619731 4.4131212
512 19 2.709269961 1.278753601 7.340143721 3.464488719

1024 7 3.010299957 0.84509804 9.061905829 2.543998593
Sumatoria 16.55664976 32.31519756 34.88833744 35.18826927

Fem78-02-03
S n X = ln(S) Y = lnn X2

i XiYi
1 69289 0 4.840664294 0 0
2 69289 0.301029996 4.840664294 0.090619058 1.457185151
4 21175 0.602059991 4.325823419 0.362476233 2.60440521
8 5880 0.903089987 3.769377326 0.815571525 3.40408692
16 1756 1.204119983 3.244524512 1.449904933 3.906796799
32 587 1.505149978 2.768638101 2.265476457 4.167215578
64 232 1.806179974 2.365487985 3.262286098 4.272497027

128 108 2.10720997 2.033423755 4.440333856 4.28485081
256 67 2.408239965 1.826074803 5.799619731 4.39762632
512 23 2.709269961 1.361727836 7.340143721 3.689288321

1024 9 3.010299957 0.954242509 9.061905829 2.872556185
Sumatoria 16.55664976 32.33064883 34.88833744 35.05650832

Tabla 2: Datos para la realización de la regresión lineal de las muestras dentales.
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Apéndice C

Gráficas de regresión lineal de las muestras dentales.

En este apéndice se pueden apreciar las gráficas de regresión lineal obtenidas con los datos

mostrados por el software Fractal Analysis System de cada una de las muestras dentales humanas

trabajadas.

(a) FEM78-01-01 (b) FEM78-01-02

(c) FEM78-01-03 (d) FEM78-02-01
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(e) FEM78-02-02 (f) FEM78-02-03

(g) M02-01 (h) M02-02

(i) M02-03 (j) M07-01
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(k) M07-02 (l) M07-03

(m) M10-01 (n) M10-02

(ñ) M10-03 (o) M15-01
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(p) M15-02 (q) M15-03

(r) M17-01 (s) M17-02

(t) M17-03

Figura 1: Gráficas de regresión lineal
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Apéndice D

Dimensiones Fractales de las muestras dentales con su respectivo error

En este apéndice se presentan de manera general los resultados obtenidos de las dimensiones

fractales de las muestras dentales humanas. Para obtener la incertidumbre se usaron la siguiente

ecuación:

∆m = ∆Y

√
n

n
∑n

i=1X
2
i − (

∑n
i=1Xi)2

(.0.3)

Con

∆Y =

√∑n
i=1(Yi − YA)2

n− 2

A continuación se presenta la tabla 3 donde se muestra de manera más completa los resultados

de las DF obtenidas por los software Fractal Analysis System y Benoit 1.3, asimismo las incerti-

dumbres correspondientes a cada una de las muestras dentales.
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Tabla 3: Dimensión fractal de cada una de las muestras dentales obtenidas con Fractal Analysis System
y Benoit 1.3 con sus respectivas incertidumbres.
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