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Prefacio

El peso de la ignorancia ha perseguido al hombre desde el inicio de su andar por el
mundo. Muchos han sido sus intentos por comprender y explicar todo lo que lo rodea
y para ello ha tomado muchos caminos con distintas motivaciones y esperanzas. Pero
hasta ahora el que ha resultado méas certero es el de la ciencia, el cual constituye la

cuspide del saber humano.

Entre tantas disciplinas que atiende el saber cientifico, las matematicas son espe-
ciales por ser consideradas como pilares de la ciencia. El estudio de los métodos, de los
patrones, de la propia logica del pensamiento son lo que convierten a las mateméaticas
en la ciencia por excelencia. Al ser una de las ciencias mas antiguas, la extensién de
los estudios que carga sobre sus hombros es muy basta. Por lo cual, con el paso de los

anos ha sido necesario dividir estos estudios en areas mas concretas.

El tema de tesis pertenece a las areas de la matematica conocidas como Topologia y
Sistemas Dindamicos. La Topologia, es la mas joven de las disciplinas calificadas como
areas fundamentales de las matematicas clasicas. Aparece en el siglo XIX, bajo el
nombre de analysis situs, debido al titulo de una serie de articulos publicados por el
matemadtico francés H. Poincaré en 1895 [41]. Estos articulos proporcionaron el primer
tratamiento sistematico de la Topologia y revolucionaron las matemaéticas al introducir
estructuras algebraicas para distinguir a los espacios topoldgicos entre si. Uno de los
primeros trabajos en dar destellos del nacimiento de la Topologia, se debe a L. Euler.
En 1736 Euler publicé un articulo para dar soluciéon al problema de los puentes de
Konigsberg, titulado Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis [17], lo cual
en espanol significa “la solucién de un problema relacionado con la geometria de la
posicion”. El titulo por si mismo, indica que Euler estaba consiente que trataba con un

tipo diferente de geometria en el que la distancia no es relevante. Sin embargo, la palabra
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topologia (del Griego topos, ‘lugar’ y logos, ‘estudio’) fue introducida por el matemético
J.B. Listing, en su libro Vorstudien zur Topologie (Estudios previos a la Topologia) [30],
publicado en 1847, para hacer distincion entre la geometria cualitativa, que estudia
principalmente la forma, y la geometria ordinaria en la que se tratan principalmente

las relaciones cuantitativas.

Por otra parte, el estudio los Sistemas Dinamicos, es también una area joven de las
matematicas. Sus origenes se atribuyen a Newton con sus estudios sobre la mecénica
celeste en 1665. Sin embargo, el origen formal de la teoria moderna de los Sistemas
Dinamicos, se debe al trabajo de Henry Poincaré sobre érbitas planetarias en el pro-
blema de los 3 cuerpos [7]. En su trabajo, senté las bases para el andlisis cualitativo
de las ecuaciones diferenciales no lineales y comenzé a desarrollar un conjunto de her-

ramientas matematicas para ello.

El objeto de estudio de los Sistemas Dinamicos, es el cambio con respecto al tiempo,
de un proceso de movimiento. Si el tiempo se considera de manera continua nos referire-
mos a sistemas dinamicos continuos. Del mismo modo, si el tiempo es considerado de
forma discreta, es decir por lapsos, entonces estaremos haciendo referencia a sistemas
dindamicos discretos. Poincaré fue también uno de los primeros en implementar el uso
de los sistemas dindmicos discretos en 1899, al intentar simplificar un modelo continuo.
Como el objeto de estudio de los sistemas dinamicos es el cambio con respecto al tiempo,
uno de los principales retos es hacer predicciones. Sin embargo, en muchas ocasiones,
se torna muy complejo hacerlo de manera analitica en un sistema dindmico. Por lo
cual surge la necesidad de analizar propiedades cualitativas o de forma del sistema,
como por ejemplo, su estabilidad o el comportamiento del sistema tomando en cuenta
la cercania o acumulacién de sus elementos respecto a ciertos conjuntos. Es ahi donde
la Topologia entra en accion. La dinamica topoldgica, es la parte de la Topologia en-
cargada de estudiar las propiedades cualitativas de los sistemas dinamicos. Un tipo
especial de sistemas, los cuales han sido uno de los principales focos de atencién de la
dindmica topoldgica, son los sistemas cadticos.

Volviendo a la revisién histérica, fue también Poincaré el primero en considerar
la posibilidad de caos en un sistema determinista, en el sentido de que una pequena
perturbacion en el estado inicial, como por ejemplo una minima variacién en la posicion

inicial de un cuerpo, podia llevar eventualmente al sistema a un estado radicalmente
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diferente. Es asi como surge la nocién de sensibilidad a las condiciones iniciales, lo que
da lugar al nacimiento de la teoria del caos.

Sin embargo, pese a la importancia de sus descubrimientos, el trabajo del francés
Poincaré gener6 poco interés en cuanto a esta teoria. Fue hasta 1963, que el meteordlogo
estadounidense Edward Lorenz publicé el articulo Deterministic Nonperiodic Flow [37],
en el Journal of the Atmospheric Science, donde describe un fenémeno que descubrié
por casualidad y que se convertiria en el renacimiento de la teoria del caos. Lorenz
se dedicaba a estudiar el comportamiento de la atmodsfera, tratando de encontrar un
modelo matematico que permitiera, a partir de variables sencillas y mediante simu-
laciones por computadora, hacer predicciones climatologicas. En su articulo define el
hoy conocido como efecto mariposa, el cual articula de forma un tanto poética que “el
aleteo de una mariposa en Brasil, puede provocar un huracan en Texas” refiriéndose en
realidad a lo ya antes descrito por Poincaré: la sensibilidad a las condiciones iniciales
de un sistema. Aunque cabe resaltar que el nombre de este efecto, se debe a la forma
que tiene la grafica de un atractor de Lorenz.

El uso de sistemas dinamicos discretos en muchas ocasiones ayuda a simplificar
el estudio de sistemas dinamicos continuos, ademas pueden modelar por si mismos
fenémenos naturales, es por ello, que el interés en su estudio ha crecido a lo largo de
las ultimas décadas. Particularmente los sistemas cadticos han captado gran atencion
en la comunidad cientifica, debido a la recurrencia de su apariciéon en fenémenos fisicos,
quimicos y biolégicos (vea [3, [15] 25]).

En este trabajo tratamos de adentrarnos en uno solo de los tantos misterios que
esconde este bello universo matematico, esperando que aquel lector que tenga interés
en nuestro escrito, se lleve un muy buen sabor de boca del estudio de los sistemas
dindmicos y se quede aunque sea con una pequena chispa de interés que lo conduzca a

otros saberes.







Cuentan los sabios que el mundo
al principio de su creacion
era todo revolucion
sin camino y sin rumbo.
Pero desde lo profundo
llego la mano del hombre
y fue quien le puso nombre
hasta al espacio y tiempo
y aunque hubo contratiempo

no creo que a Dios no le asombre.

D.I.F.S.
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Introduccion

Por extrano que parezca, aquello que es evidentemente constante en el universo es el
cambio. A lo largo de nuestra vida nos encontramos inmersos en un mar de cambios.
La forma mas evidente de cambio es el movimiento, por ello, es de vital importancia
estudiar el como y el por qué del movimiento.

La disciplina matemaética que se ocupa de esta tarea, y en particular de la teoria del
caos, es la dindmica topoldgica. Ambas son ramas de las mateméaticas que han sido de
gran interés de los cientificos en los tltimos anos, por sus grandes aplicaciones en las
distintas areas de la ciencia. Es por esto, que estudiar los sistemas dinamicos cadticos
cobra gran importancia.

De manera intuitiva, entendemos al caos como un “desorden” o un estado amorfo
e indefinido, sobre el cual no poseemos control. No obstante, si lo queremos estudiar
desde un punto de vista matematico, debemos definirlo de manera precisa, de tal forma
nos permita manipularlo con las herramientas que poseemos. Sin embargo, pese a la
gran cantidad de cientificos que se han dedicado a trabajar en esta tarea, hasta hoy no
ha sido posible definir de manera universal este término. Es decir, ain no existe una
definicion matematica del caos que sea universalmente aceptada. Esto se debe a que
no se ha encontrado una forma de definirlo, que englobe todas las caracteristicas del
comportamiento complejo de los sistemas dindmicos.

A lo largo de los afios, han surgido miltiples nociones matematicas que dan lugar
a algiun tipo de caos, pues rescatan distintas caracteristicas del comportamiento que
entendemos como cadtico, segtin el problema del cual hayan surgido. Sin embargo, la
mayoria de las definiciones de tipos de caos que se han dado, estan basadas principal-

mente en alguno de los comportamientos dindmicos siguientes:

(1) Comportamiento complejo de las érbitas, como en el caos Li-Yorke.

XV
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(2) Sensibilidad a las condiciones iniciales, como en el caos segiin Devaney, caos segiin

Auslander-Yorke y caos segin Wiggins.

(3) El rapido crecimiento de diferentes 6rbitas de longitud n, como es el caso de tener

entropia topoldgica positiva.

El objetivo de este trabajo de tesis es estudiar algunos tipos de caos en dindmica
topoldgica, principalmente, caos Li-Yorke, caos Auslander-Yorke, caos Wiggins y caos
Devaney. Ademads las nociones relacionadas a éstos, tales como: transitividad, sensi-
bilidad a las condiciones iniciales, entropia topoldgica, conjuntos scrambled y equicon-
tinuidad. Este trabajo también se ocupa de responder a las siguientes preguntas ; Qué
tipo de relaciones guardan entre si las distintas nociones de caos consideradas? o bien
. Existe alguna mas general, que abarque todos los posibles comportamientos descritos
en los distintos tipos de caos?

A continuacién explicamos la estructura general del trabajo.

En el Capitulo 1 nos dedicamos en primer lugar a presentar los conceptos basicos
necesarios para la comprension de la tesis. Posteriormente introducimos a los sis-
temas dindmicos discretos y la forma en que estos se analizan desde el punto de
vista topoldgico. Finalizamos este capitulo presentando el concepto de transitividad
topoldgica, el cual es un ingrediente fundamental para varios de los sistemas dindmicos
caoticos tratados en la tesis.

En el Capitulo 2 presentamos un estudio detallado de la estabilidad e inestabilidad
puntual en un sistema dinamico y se explica como se relacionan con las aproximaciones
numéricas. Posteriormente se analiza el concepto de sensibilidad a las condiciones
iniciales, que es uno de los pilares historicos y conceptualmente fundamentales en el
nacimiento de la teoria del caos. También se introduce el concepto de equicontinuidad,
que presenta caracteristicas aparentemente opuestas a las de sensibilidad a las condi-
ciones iniciales. Finalmente, se analizan las condiciones bajo las cuales pueden ser
tratadas como nociones opuestas de orden y desorden en un sistema dinamico.

El Capitulo 3 lo dedicamos a presentar la entropia topoldgica de un sistema dindmico,
que es una cantidad numérica que se le asigna, de cierta forma, a la “complejidad”
de dicho sistema. También presentamos, aunque estudiada con menos detalle que la

entropia topoldgica, su contraparte en teoria ergddica, la entropia métrica. En este
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capitulo también se muestra la forma de calcular la entropia topolédgica y se calcula
de manera explicita para algunos sistemas. Posteriormente, damos paso al primer tipo
de caos estudiado en este trabajo, el caos tipo Li-Yorke. Para finalizar el capitulo, se
muestra la relacion que existe entre este tipo de caos y la entropia topoldgica.

En el Capitulo 4 presentamos el resto de tipos de caos estudiados en la tesis, el caos
Auslader-Yorke, el caos Wiggins y el caos Devaney, todos ellos con la caracteristica
comun de la transitividad. Analizamos algunas de sus propiedades de manera indivi-
dual. Posteriormente, mostramos cuales son las relaciones que existen entre estos tres
tipos de caos, el caos Li-Yorke y la entropia topoldgica positiva, de manera general
en sistemas dinamicos definidos en espacios métricos compactos. Ademads, revisamos
las relaciones que existen si nos restringimos tnicamente a sistemas dinamicos en un
intervalo compacto de R.

Finalmente, el Capitulo 5 lo dedicamos al andlisis de distintos tipos de sistemas
dindmicos de manera detallada, utilizando las herramientas presentadas en capitulos
anteriores. También se muestra cémo estos sistemas sirven de ejemplo para la mayoria
de los conceptos estudiados en la tesis. Ademads se muestra como algunos de estos
ejemplos sirven de contraejemplos, para algunas de las posibles no implicaciones entre
los tipos de caos considerados en este estudio.

Cabe resaltar que a lo largo de la tesis, se estudian sistemas definidos en espacios
métricos con distintas caracteristicas. Es por ello que al principio de cada capitulo,
se mencionan las propiedades particulares del espacio, que se deben considerar en la
lectura del capitulo. Ademads, para facilitar la comprension del lector, al inicio de cada
capitulo, se mencionan los articulos principales de referencia, por si se desea ahondar
en el tema.

Por 1ltimo, es importante mencionar que a pesar de que tratamos en lo posible
de hacer este escrito auto contenido, la extension de los resultados nos ha impedido
lograrlo. Por lo cual, se solicita al lector tener algunos conocimientos basicos de espacios
métricos. La bibliografia que recomendamos para este proposito se encuentra en [29,
45, [44]. También se requieren algunos conceptos bésicos de teorfa de la medida, para
lo cual recomendamos 23], [44].

Hemos tratado de hacer este escrito ameno a la lectura, presentando las demostra-

ciones lo mas claro y detallado que nos fue posible. Cabe mencionar que algunas de
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las demostraciones son de autoria propia y algunas otras son adaptaciones a nuestro
estilo de demostraciones encontradas en articulos, los cuales hemos citado de manera

pertinente.




Capitulo 1

Dinamica topoldgica

El universo tachonado
de mil caminos sin andar
que el tiempo ha trazado

como un capricho del azar.

Comenzamos este capitulo con los conceptos basicos que se requieren para comprender el
contenido de la tesis. Posteriormente se introduce el tipo de sistemas que se consideran
en nuestro estudio y se presenta de forma general el modo en que estos se analizan desde
el punto de vista topolégico. Finalizamos este capitulo con el concepto de transitividad
topoldgica que es uno de los ingredientes necesarios para definir varios de los sistemas

cadticos que analizamos en este trabajo.

Familiarizarse con la notacién y términos béasicos es fundamental antes de empezar a

leer un texto matematico, para establecer acuerdos y facilitar con ello la lectura. Es
por esto que comenzamos este primer capitulo con los conceptos bésicos que se utilizan

en el presente trabajo, tanto de espacios métricos como de teoria de la medida.

1.1 Conceptos basicos y notaciones

Comenzamos este capitulo introduciendo las notaciones béasicas mas generales que se

utilizan a lo largo de la tesis. Como es usual C, R, Z, Z, y N, denotan el conjunto de



2 1.1. Conceptos basicos y notaciones

los niimeros complejos, el conjunto de los niimeros reales, el conjunto de los ntimeros
enteros, el conjunto de los nimeros enteros no negativos y el conjunto de los ntimeros
naturales, respectivamente.

Si X esun conjuntoy f : X — X es una funcion, establecemos la siguiente notacion:
(1

) P(X) denota al conjunto potencia del conjunto X.
(2) f° denota la funcién identidad en X (idx : X — X).
)

(3) Paracadan € N, f* = fo fr1

(4) Dadosn € Ny A C X la preimagen de A bajo la funcién f™ se denota por f~"(A).
Si x € X, la preimagen del conjunto {z} bajo f se denota por f~(x).

(5) Denotamos por I al intervalo cerrado [0,1] de R.

(6) La funcién restringida al conjunto A C X, se denota por f|s: A — X.

Proposicién 1.1.1. Sean X un conjunto y f : X — X una funcién. Para cualesquiera

m,n € N, se cumplen las propiedades siguientes:
(1) frofm= from

2) (f7)" =

(3) Para cada U C X, f~(f~™(U)) = f~+m™(U).

Definicion 1.1.2. Dados dos conjuntos X y Y y las funciones f : X - Xyg:Y =Y,
la funcion producto de f con g se denota por f x g: X x X =Y XY y se define por
(f x g)(z,y) = (f(x),g(y)), para cualquier (x,y) € X x Y. En particular, la funcién

producto de f consigo misma se denota por f*2.

1.1.1 Espacios métricos

Todos los sistemas que analizamos durante este trabajo son definidos en espacios
métricos, por lo cual dedicamos esta subsecciéon a la definicién de espacio métrico y al-
gunas propiedades especificas, que es fundamental tener presente para la comprensién
de los resultados aqui presentados. Para mas detalles sobre la topologia en espacios

métricos requerida en la presente tesis consulte [29].




Definicién 1.1.3. Un espacio métrico es una pareja (X, d), donde X es un conjunto
no vacio y d : X x X — R es una funcién tal que para cada x,y,z € X cumple las

siguientes condiciones:

(1) d(z,y) = 0.

(2) d(z,y) =0siysélosixz=y.
(3) d(z,y) < d(z,2) + d(z,y).

En la Definiciéon , al punto (3) se le conoce como desigualdad del tridngulo.
Siempre que no haya confusién, dejamos implicita la métrica. Asi, cuando digamos
que X es un espacio métrico, nos referiremos al espacio métrico (X, d), a menos que
se especifique algo distinto. En caso de que sea necesario identificar la métrica de un

espacio en particular, denotamos la métrica del espacio X por dx.

Definiciéon 1.1.4. Sean d y d’ dos métricas en un espacio X. Se dice que las métricas

son uniformemente equivalentes si idx : (X,d) — (X, d’) es uniformemente continua.

En cuanto a espacios métricos, utilizamos la siguiente notaciéon. Dados un espacio
métrico X, U C X y x € X:

(1) Por int(U), cl(U), Fr(U) denotamos al interior, cerradura y frontera del conjunto

U, respectivamente.

(2) Los conjuntos B(x,¢) y B(z,¢€) denotan la bola abierta y la bola cerrada con centro

en x y radio €, que se definen respectivamente como:

B(z,€) = {y € X|d(z,y) < €}, B(x,e) = {y € X|d(x,y) <€}

(3) 74 denota a la topologia inducida por la métrica d.

(4) Dado A C X con A acotado y no vacio, el didmetro del conjunto A, se denota y

define como:

d(A) = sup{d(z,y)| z,y € A}.
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(5) Dado A C X con A no vacio la distancia del punto x al conjunto A, se denota y

define como:

d(z,A) = inf{d(z,y)| y € A}.

La definiciéon de todos los conceptos aqui mencionados referente a la topologia en
espacios métricos se pueden encontrar en [29]. Ahora presentamos un tipo de funciones

que se nombra de acuerdo a las propiedades de la métrica del espacio en el que esta
definida.

Definicién 1.1.5. Sean (X, d) un espacio métrico y f : X — X una funcién. La

funcion f es una isometria si para cada x,y € X, se cumple:

d(x,y) = d(f(x), f(y))-

Recordamos también algunas otras definiciones, que son frecuentemente utilizadas

en el desarrollo de la tesis.

Definicion 1.1.6. Sea X un espacio métrico. El punto z € X es un punto aislado
si existe un conjunto abierto U de X tal que U N X = {x}. El espacio métrico X es

perfecto si no contiene puntos aislados.

Definicion 1.1.7. Sean X un espacio métrico y A C X. Se dice que el conjunto A es:
(1) Denso en X, sicl(A) = X.

(2) Denso en ninguna parte, si int(cl(A)) = 0.

La razén de que no se presenten ejemplos de los conceptos anteriormente descritos
es que durante el desarrollo de los capitulos aparecen estos conceptos como ejemplos
particulares. También es importante mencionar que hay algunos conceptos basicos que
omitimos en esta seccién y se presentan justo antes de ser utilizados, con la finalidad

de facilitar la lectura y por conveniencia en la estructura del trabajo.

1.1.2 Preliminares de teoria de la medida

La dinamica topoldgica se encarga de estudiar las propiedades topoldgicas de los sis-

temas dindmicos. Sin embargo existe otra forma de analizar dichos sistemas, con-




siderando las propiedades dadas por la medida del espacio en lugar de las propiedades
topoldgicas. De esta tarea se encarga la teoria ergddica.

Aunque el analisis presentado en esta tesis es en su mayoria topoldgico, hacemos uso
de algunos resultados de teoria ergédica, es por ello, que requerimos algunos conceptos
de teoria de la medida. Para consultar ejemplos o mas detalles acerca de los conceptos

de teorfa de la medida aqui presentados vea [23].

Definicién 1.1.8. Dado un conjunto X, la familia S C P(X) es una o-dlgebra de

subconjuntos de X, si:

(1) X e8S.

(2) Si E,F € S, entonces E\ F € S.

(3) Si{E,}nen es una sucesion de elementos de S, entonces | J -, E, € S.

Para fines practicos y cuando no haya confusion, diremos o-dlgebra para referirnos
a una o-algebra de subconjuntos de X. El siguiente resultado nos muestra que siempre
podemos dotar a un conjunto con una o-algebra. La prueba se puede hallar en el
Teorema 1.5 de [23].

Proposicién 1.1.9. Sean X un conjunto y £ C P(X). Existe una tnica o-algebra
S(E) tal que:

(1) ECS(E).
(2) Si S es una o-algebra tal que £ C S, entonces S(E) C S.

La unicidad de la o-algebra mostrada en la Proposicion|1.1.9 nos permite introducir

la definicion siguiente.

Definicién 1.1.10. Sean X un conjunto y £ C P(X). A la o-dlgebra S(F) de la

Proposicién [1.1.9] se le llama o-dlgebra generada por E.

Si el conjunto X al que queremos dotar de una o-algebra, es en particular un espacio
métrico, la Definiciéon [1.1.10] nos permite generar una o-algebra especial a la que damos

nombre a continuacion.




6 1.1. Conceptos basicos y notaciones

Definicién 1.1.11. Sea (X,d) un espacio métrico. La o-dlgebra de Borel es la o-
algebra de la Definicién [1.1.10] correspondiente a la topologia inducida por la métrica

d y se denota como sigue:

B = S(Td).

A continuacién presentamos una serie de conceptos fundamentales de teoria de la

medida.

Definicién 1.1.12. Un espacio medible es una pareja (X, S) en la que X es un conjunto

no vacio y S es una o-dlgebra de subconjuntos de X.

Definicién 1.1.13. Sea (X, S) un espacio medible. Una medida en (X,S) es una

funcion p : S — R con las siguientes propiedades:

(1) p(®) = 0.
(2) u(E) >0, para todo £ € S.

(3) w es o-aditiva si para cada sucesién {E, },en de elementos disjuntos entre si de S,

se tiene que:
H (U En) = 1(En).
n=1 n=1

Definicién 1.1.14. Un espacio de medida es una terna (X, S, u), donde (X, S) es un
espacio medible y i : .S — R es una medida.

Ahora presentamos una serie de propiedades que cumple la medida de un espacio
de medida. La demostracion consiste en manipular de manera correcta la definicién de

medida.

Proposicién 1.1.15. Sea (X, S, ) un espacio de medida. La medida g cumple las

siguientes propiedades:

(1) Es aditiva. Esto es, para cada E, F € S: si EN F = (), entonces:
W(EUF) = p(E) + p(F).

(2) Es mondtona. Esto es, para cada E, F € S: si E C F, entonces p(E) < u(F).




(3) Es sustractiva. Esto es, para cada E, F € S: si E C F'y u(F) < oo, entonces:
p(F\ E) = u(F) — p(E).

Los siguientes conceptos son la primera forma de relacionar a los sistemas dinamicos
con los espacios de medida. Cabe mencionar que aunque estos conceptos se definen en

general para cualquier o-dlgebra, aqui los presentamos tinicamente para la o-algebra de
Borel.

Definicién 1.1.16. Sean X un espacio métrico, (X, B, ) un espacio de medida y
f X — X una funcién continua. La funcién f es B-medible si para cada A € B,

1A e B.

Definicién 1.1.17. Sean X un espacio métrico, (X, B, u) un espacio de medida y

f X — X una funcién continua y B-medible. La medida p se dice que es f-invariante

si para cada A € B, u(f~'(A)) = u(A).

Definicién 1.1.18. Sean X un espacio métrico, (X, B, ) un espacio de medida y

f+ X — X una funcién continua y B-medible. Definimos los siguientes conjuntos:
M(X) = {u|u es una medida en (X, B)}.
M(X, f) = {u|pn es una medida en (X, B) que es f-invariante}.
Veamos que el conjunto M (X) es no vacio. Consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.1.19. Sea (X, f) un sistema dindmico. Consideremos al espacio de medida
(X,B). Sea x € X, se define la medida de Dirac generada por x como la funcién
0, : B — R tal que para cada A € B:

1 si z€A,
02(A) =
0 si z¢ A
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Sin embargo, el conjunto M (X, f) no resulta siempre un conjunto no vacio, se
requieren ciertas condiciones para X y para f. La prueba del siguiente resultado se

puede hallaer en [52].

Teorema 1.1.20. Sea (X, f) un sistema dinamico con X un espacio métrico compacto
y f una funciéon continua. Entonces, existe una medida de probabilidad sobre la o-

algebra de Borel de X que es f-invariante.

Definicién 1.1.21. Sea (X, B, 1) un espacio de medida. El soporte de la medida p se

denota y define como:
supp(p) = |J{A € S| u(4) > 0}.

Definicién 1.1.22. Sea (X, B, u) un espacio de medida. Dado E € B, se dice que la

medida p es:

(1) Regular interior en E si:

pu(E) =sup{u(K)| K € B, K es compacto y K C E}.

(2) Regular exterior en F si:

p(E) = inf{u(A)| A es abiertoy E C A}.

Definicién 1.1.23. Sea (X, S, 1) un espacio de medida. La medida p es regular si la
medida de cada compacto es finita y para cada E € B, u es regular interior en F y

regular exterior en F.

1.2 Sistemas dinamicos discretos

El cambio a través del tiempo ha sido uno de los misterios que méas ha captado el interés
de los cientificos. En sus origenes su estudio se escondia en problemas de la fisica. De
manera mas precisa, podemos adjudicar sus inicios al Sr. Issac Newton con sus estudios
sobre el movimiento de los planetas en 1665. Sin embargo, desde el punto de vista

puramente matematico, hablamos del origen de la teoria de los sistemas dinamicos, el




cual, se atribuye a los trabajos del matematico francés Henri Poincaré al dar solucio’nﬂ
a ‘“el problema de los tres cuerpos”, ya antes planteado por Newton. Este problema
proponia resolver la interaccion de tres cuerpos celestes, sometidos a las fuerzas de la
gravedad de manera simultanea. En este trabajo Poincaré senté las bases matematicas
que fueron los primeros destellos de la teoria formal de los sistemas dinamicos. El
texto basico de consulta para la teoria de sistemas dinamicos aqui utilizada es Sistemas

Dinamicos Discretos de los autores J. King Dévalos y H. Méndez Lango [31].

1.2.1 Definicion de sistema dinamico

Pasemos a la definicion matematica de un sistema dindmico de manera general. Para
ello requerimos definir un objeto matematico més, el semi-grupo, el cual es la estructura

algebraica méas simple. Damos su definicién a continuacion.

Definicion 1.2.1. Dado un conjunto G, una operacion binaria definida en G es una

funcién * : G x G — G. De manera usual, dados a,b € G, se escribe a x b en lugar de
*(a, b).

(1) Si % cumple la propiedad asociativa, es decir, para cada a,b,c € G, (a*b) x ¢ =

a* (bx c), decimos que la pareja (G, *) es un semi-grupo.

(2) Si ademds existe un elemento e € G que cumple que para cada a € G, a xe =
exa = a, a este elemento lo llamamos elemento neutro y al semi-grupo lo llamamos

semi-grupo con elemento neutro.

Con los elementos previamente definidos podemos pasar a la definicién formal de

sistema dinamico.

Definicién 1.2.2. Sean (X, d) un espacio métrico y (G, %) un semi-grupo con elemento

neutro 0. Si {¢y| ¢, : X — X,t € G} es una familia de funciones que cumple que:
(1) ¢o(x) =z, para cada z € X;

(2) (@10 ¢s)(T) = ds(), para cualesquiera s,t € G y para cada z € X

IEn realidad la conclusién dada por Poincaré a este problema, fue que no tenia solucién. Se habia
encontrado con el primer sistema “cadtico” en el cosmos.
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entonces, la funcién ¢ : G x X — X tal que ¢(t,z) = ¢(z), para cada (t,z) € G x X,

es un sistema dindmico.

A pesar de que los sistemas aqui presentados estan definidos a partir de conceptos
matematicos abstractos, como conjuntos y funciones, como ya lo hemos mencionado,
tuvieron su origen en motivaciones fisicas. Asi, para poder aterrizar de cierto modo la
idea matematica de los sistemas dinamicos, se dice que su objeto de estudio es el cambio
con respecto al tiempo de un proceso de movimiento, el cual estd regido por una ley
deterministica que dicta cémo este proceso se desarrolla a medida que avanza el tiempo.
De manera general, en la Definicién al espacio métrico X se le llama espacio fase,
al semi-grupo G se le llama conjunto de parametros y la funcién ¢ se conoce como ley
deterministica.

Los sistemas dinamicos se clasifican en distintos tipos, dependiendo de las carac-
teristicas de los elementos que lo conforman. Por principio, una de las clasificaciones
mas generales, viene de algunas de las propiedades del semi-grupo. Los sistemas
dinamicos se clasifican en continuos y discretos. Estos tltimos son los que se estu-

dian en este trabajo.

Definicién 1.2.3. Sean X un espacio métrico, (G, %) un semigrupo con elemento neutro
y un sistema dindmico ¢ : G x X — X. Si G = [0, 00), al sistema dindmico se le llama
sistema dindamico continuo o flujo. Si G = Z., al sistema dinamico se le llama sistema

dindmico discreto.

Continuando con la interpretacion fisica, es importante mencionar que la clasificacion
de sistema continuo y discreto hace referencia a como medimos el tiempo. Es decir, en
los sistemas dinamicos continuos se toma al tiempo de manera continua, mientras que
en los sistemas discretos se toma al tiempo por lapsos, los cuales pueden variar en su
amplitud (meses, dias, minutos, segundos, etc.)

Dentro de los sistemas dindmicos discretos estudiamos los que se generan mediante
la iteracion de funciones, de la manera que se explica a continuacion. Consideremos
el semi-grupo (Z.,+), un espacio métrico X y una funciéon f : X — X continua.
Definimos ¢ : Z; x X — X tal que ¢(n,z) = f"(x) donde f"(x) es la aplicacién
de f al punto x, n veces y f°(x) es la identidad actuando sobre z. De este modo,

por propiedades de la composicién de funciones, la familia {f"|f" : X — X,n € Z,}
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cumple que fO(x) = z y (f*o f7)(z) = f**(z). Asi, de acuerdo a la Definicién
1.2.2] y a la Definicién [1.2.3] ¢ es un sistema dindmico discreto. Como la funcién ¢
queda totalmente determinada si se conocen X y f, a estos sistemas los denotaremos
simplemente como (X, f). A partir de este momento, cuando nombremos un sistema
dinamico, estamos haciendo referencia a sistemas que tengan esta estructura.

En este tipo de sistemas, analizamos la dindmica de manera puntual de la siguiente
forma. Dado un punto x € X, sean zg = x, 1 = f(z) = f(x0), xa = f2(x) = f(z1),--.,

etc. Asi, para cada k € Z,,
Tpy1 = f(xy), donde zy = z,

o bien zpy1 = fF¥1(x), lo cual se puede interpretar como sigue. Al tiempo n = 0 un
objeto se encuentra en la posicion z, al tiempo n = 1 el objeto ha cambiado de posiciéon
y ahora se encuentra en la posicion f(z) y asi sucesivamente quedando en la posicion
f¥(z) en el tiempo n = k.

La forma anteriormente descrita de representar la dinamica, es utilizada usualmente
cuando se desea estudiar propiedades analiticas de los sistemas. Sin embargo, esto
no siempre resulta sencillo, por lo que cobra importancia estudiar las propiedades
topologicas de los sistemas, las cuales proporcionan informacién acerca de la forma
y caracteristicas cualitativas de dichos sistemas. Es por esta razon, que es mejor tratar
la dindmica puntual mediante conjuntos, que son los principales objetos de estudio de

la topologia. Es asi como se introduce el concepto de érbita de un punto.

1.2.2 Orbitas y sus propiedades

Definicién 1.2.4. Dados (X, f) un sistema dindmico y = € X, la drbita del punto x

bajo la funcion f se denota y define como:
O, f) = {*(x) : k € Z+}.

Para entender mejor el concepto de drbita, al observar la Figura[1.1] podemos decir
que la o6rbita de un punto es el recorrido que realiza el punto a través del tiempo,

siguiendo las leyes del sistema. Con lo cual, estudiar la dindmica de un sistema (X, f)
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IS J

Figura 1.1: Orbita de un punto

es equivalente a estudiar propiedades de las 6rbitas de los puntos en X.

La érbita del punto x bajo la funcién f puede ser vista también como la sucesién
{f"Y(x) }nen, asi cuando digamos que la 6rbita de un punto converge o se aproxima a
cierto punto conforme pasa el tiempo, estaremos haciendo referencia a la convergencia
de dicha sucesion. Ahora veamos algunas de las primeras propiedades que cumplen de

manera general las orbitas.

Teorema 1.2.5. Sea (X, f) un sistema dindmico. Para cada z € X, se cumple que
Oz, f)) = O(f(x), f).

Demostracion. Sea x € X. Veamos primero que f(O(z, f)) C O(f(x), f). En efecto,
sea y € f(O(x, f)). Luego existe z € O(z, f) tal que y = f(2). Por otro lado, ya que
z € O(z, f), existe k € Z, tal que z = f*(x), por lo que y = f(f*(x)) = f*(z). Lo
que implica, por definicién de érbita de un punto, que y € O(f(x), f). Ahora veamos
que O(f(x),f) € f(O(z, f)). Seay € O(f(z),f). Asi, por definicién de érbita de
un punto, existe k € Z, tal que y = f*(f(x)). Por propiedades de la composicién
de funciones y = f(f*(x)). Si hacemos z = f*(z), tenemos que z € O(x, f), luego

y = f(2) € f(O(x, f)). Porlo tanto f(O(z, f)) = O(f(), ). —~

Teorema 1.2.6. Sean (X, f) un sistema dindmico y = € X. Se cumple que, si z €

O(z, f), entonces O(z, f) C Oz, f).

Demostracion. Sea z € O(x, f). Veamos que O(z, f) € O(z, f). En efecto, sea y €
O(z, f). Por definicién de 6rbita de un punto, existen ky, ky € Z, tales que y = f*(2)
y z = f*2(x). Luego y = fF1(f*2(x)) = fF+k2(z), lo que implica que y € O(x, f). O
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Como caso particular del Teorema [1.2.6] tenemos el siguiente resultado:

Corolario 1.2.7. Sean (X, f) un sistema dindmico y x € X. Para cada n € N, se

cumple que O(f"*!(z), f) € O(f"(x), ).

Demostracién. Sea n € N. Basta considerar w = f"(z) y z = f"*(z), asi z € O(z, f).
Al aplicar el Teorema [1.2.6] se completa la demostracion. O

El Teorema [1.2.6), muestra que si z € O(x, f), entonces O(z, f) C O(z, f). Sin

embargo, la otra contencién en general no se cumple. Veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.2.8. Sean X = [0,1] y f : [0,1] — [0,1] tal que f(w) = %, para cada
w € [0,1]. Considerando z = 1y z = 717 tenemos que z € O(z, f), pues z = f2(1).

Ademas, no es dificil ver que las respectivas orbitas son:

11 111
O(I’,f):{l,g,z,}y O(Z,f):{z,g,l—G,}

Asi, observamos que O(z, f) C O(z, f), pero O(z, f) € O(z, f).

Observe que en el Ejemplo la érbita de x es infinita. Sin embargo, como se
ilustra en el siguiente ejemplo, el hecho de que la orbita sea finita tampoco es una
condicién suficiente para que ocurra dicha contencion. Mas adelante se exhiben las

condiciones suficientes para que ocurra la igualdad entre tales conjuntos.

Ejemplo 1.2.9. Consideremos X = [-1,1]y f: [-1,1] — [=1,1] tal que f(y) = y*>—1,
para todo y € [—1,1]. Pongamos z = 1y z = 0. Ya que f(1) =0, f(0) = -1y
f(=1) =0, se tiene que O(z, f) = {1,0,—1} y O(z, f) = {0, —1}, por lo que claramente
O(w, f) ¢ O f).

Como observamos en los Ejemplos y existen puntos que tienen orbitas de
cardinalidades tanto finitas como infinitas. El siguiente resultado muestra condiciones

suficientes para que la érbita de un punto sea finita.

Teorema 1.2.10. Sean (X, f) un sistema dindmico y = € X. Si existen nimeros

r,s € Zy con r # s tales que f"(z) = f*(z), entonces O(z, f) es finita.
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Demostracion. Supongamos que existen r,s € Z, con r # s tales que f"(z) = f*(x).
Podemos suponer sin perder generalidad que r < s. Asi, podemos definir m = min{n €
N: r<ny f"(z) = f"(x)}. Notemos que f"(x) = f"(z) y r < m. De esto dltimo
se tiene que existe k£ € N tal que m = r + k. Probemos por induccién la afirmacién

siguiente.
frrk(z) = f7(z), para cada ¢ € N. (1.1)

Para ¢ = 1, tenemos que ™ %*(x) = [ (z) = fF(f"(z)) = f*(f"(2)) = [ (x) =
@) = ().

Ahora supongamos que fmt*(z) = fr(x). Asi frrlatDk(y) = fmraktk(p) =
PR @) = 7)) = fEE) = @) = 7). Con lo que (TI) queda
probado.

Ahora veamos que O(z, f) = {z, f(x),..., f**#=(2)}. Por principio es claro que
{o, f(x),...,fT* Dz} C Oz, f). Sea z € O(z, f), luego existe n € N tal que

z = f"(x). Consideremos los siguientes casos para n.

Caso (1) n < m. En este caso, de manera inmediata obtenemos que z €
{z, f(2),..., frr=D(a)}.

Caso (2) n > m. En este caso, existe [ € N tal que n = m + [. Asi
z = fr(x) = fmH(x) = fr+(x). Ahora consideremos los siguientes subcasos

para [.
Subcaso (2.1) I < k. En este caso f™*(z) € {f"(z),..., fr** D (x)},
por lo que z € {xz, f(z),..., frEN(z)}.

Subcaso (2.2) k < [. En este caso por el algoritmo de la divisién,

existen w € Nyt € Z, tales que | = wk +1t con t < k. Asi
z = frtl(z) = fmtektt(p) = fi(fmtwk(z)). Sin embargo de
tenemos que fmtvk(x) = fr(x). Luego z = fi(f"(z)) = fH(z) y
va que t < k, fr(x) € {fr(x),..., ¢ D(2)}. De aqui que z €
{z, f),.... &)}

De los Subcasos (2.1) y (2.2) tenemos que z € {x, f(z),..., f7*Y(z)} con lo

cual queda concluido el Caso (2).

De los Casos (1) y (2) concluimos que z € {x, f(z),..., f**Y(z)}, lo que prueba
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que O(z, f) C {z, f(z),..., fr** 1 (x)} y con ello que:

Oz, f) = {z, f(a),.... fE (@)}
Lo que demuestra que la érbita es finita. n

Analicemos ahora de manera mas detallada, qué sucede cuando las 6rbitas resultan
ser finitas. Comencemos por el caso mas simple, es decir, cuando la érbita consta de
un solo punto. A los puntos que generan érbitas de un solo punto se les llama puntos

fijos.

Definicién 1.2.11. Dados (X, f) un sistema dindmico y x € X, se dice que x es un

punto fijo de f, si f(x) = x. Al conjunto de puntos fijos de f lo denotaremos por F(f).

El nombre de punto fijo cobra sentido si recordamos la interpretacién de la érbita
como un recorrido del punto z, pues al constar de un solo punto se entiende que el punto
permanecio fijo conforme pasé el tiempo. De la Definicién [1.2.11], podemos observar
que dado z punto fijo de f, se tiene que f"(x) = z, para cada n € N. Por lo que
O(z, f) = {z}. También podemos notar que cualquier punto fijo de f es también un
punto fijo de ", para cualquier n € N. El siguiente resultado muestra una propiedad

importante que cumple el conjunto F'(f).

Teorema 1.2.12. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se cumple que F'(f) es un conjunto

cerrado en X.

Demostracion. Para probar que F(f) es cerrado en X, basta probar que F(f) =
cl(F(f)). Sabemos que F(f) C cl(F(f)). Solo resta probar que cl(F(f)) C F(f).
Sea x € cl(F(f)). Asi, existe una sucesion {z,}nen en F(f) tal que {2, }nen converge
a z. Ya que f es una funcién continua se tiene que {f(z,)},en converge a f(x). Por
otro lado, como {x,},eny €s una sucesion en F(f), se cumple que f(z,) = x, para
cada n € N. Luego {f(z,)}nen ¥ {Zn}nen representan la misma sucesion de puntos.
En consecuencia {x,},en converge a f(z). Por la unicidad de los limites se tiene que
f(z) = x. Estoes, x € F(f). Asi, cl(F(f)) C F(f), lo que prueba que F(f) es cerrado
en X. O
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Aunque los puntos fijos en cuanto a dinamica son simples, pues son puntos que no
se mueven, cobran importancia al estudiar su relacién con otros puntos del espacio.
Nos podemos preguntar por ejemplo, ;qué pasa con puntos muy cercanos a un punto

fijo? La siguiente definicion es el primer paso para responder a esta cuestion.

Definicién 1.2.13. Sean (X, f) un sistema dindamico y z € X. Se dice que z es un

punto asintoticamente fijo si existe un punto fijo xg bajo f tal que:
lim,, o0 [ (2) = 2.

De la Definicién [1.2.13] podemos observar que si z es un punto asintéticamente fijo

distinto de xg, el punto z( resulta ser un punto de acumulacién para O(z, f).

Ejemplo 1.2.14. Sea f : R — R tal que f(x) = 2?, para cada x € R. Se tiene que

%, se tiene que f™(x) = 2%, para cada

xo = 0 es un punto fijo de f. Si tomamos x =
n € N, por lo cual:

h,mn—wofn(l') = To,

es decir, xg = % es un punto asintéticamente fijo.

Como ya vimos, existen puntos cuya Orbita converge a un punto fijo. Pueden aqui
surgir las siguientes preguntas. ;Serd que todas las orbitas infinitas convergen? y si
lo hacen, ;jSera siempre el limite un punto fijo? La respuesta a la primera pregunta es

negativa. Consideremos el ejemplo:

Ejemplo 1.2.15. Sea f : R — R tal que f(w) = —2w, para cada w € R. Si tomamos
x = 1, se tiene que f"(z) = (—2)". Con lo que resulta evidente que la érbita de x no

converge.

En cuanto a la segunda pregunta, si ya sabemos que la orbita es convergente, el
limite es siempre un punto fijo. Este resultado muestra una de las razones por las

cuales es muy importante el estudio de los puntos fijos.

Teorema 1.2.16. Sean (X, f) un sistema dindmico y = € X. Si existe y € X tal que

la sucesion {f"(x)}nen converge al punto y, entonces y es un punto fijo de f.
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Demostracion. Supongamos que existe y € X tal que la sucesion { f"(z) }nen converge al
punto y. Como la funcién f es continua, se tiene que la sucesion { f(f"(z)) }nen converge
al punto f(y). Sin embargo, para cada n € N se cumple que f(f"(x)) = f"™'(z), por
lo cual la sucesion {f(f™(x))}nen es de hecho una subsucesién de {f"(x)}nen, v asi,
la sucesion {f(f™(x))}nen converge también al punto y. Por unicidad de los limites

obtenemos que f(y) = y, es decir, y es un punto fijo de f. O

Por el Teorema [1.2.16] podemos concluir que si la érbita de un punto z vista como
sucesiéon es convergente, entonces x es un punto asintéticamente fijo. Dicho esto pode-
mos preguntarnos jdado un punto fijo xg en X, siempre existird otro punto en X tal
que la 6rbita de dicho punto converja a x(?, es decir, jun punto fijo serd siempre punto
de acumulacién de alguna orbita distinta de la suya? Como se puede observar en el

siguiente ejemplo, esto no es cierto en general.

Ejemplo 1.2.17. Consideremos f : [-1,1] — [—1,1] tal que f(w) = —w, para cada
w € [0,1]. Se tiene que zg = 0 es un punto fijo de f, pues f(0) = 0. Sin embargo, dado
€ [—1,1] \ {0}, se tiene que f(z) = —zy f(—x) =z, por lo cual O(z, f) = {z, —z}.

Lo cual nos indica que ningin punto distinto del punto fijo es asintoticamente fijo.

Los puntos para los cuales si ocurre que son puntos de acumulacién de alguna orbita

reciben un nombre especial. Presentamos la definicion a continuacion.

Definicién 1.2.18. Sean (X, f) un sistema dindmico y 2o € X un punto fijo de f.

Decimos que xg es:

(1) Un punto fijo atractor de f si para todo conjunto abierto W con xy € W, existe
un subconjunto abierto U C W tal que zg € U, f(U) C U, y para toda x € U, se

tiene que lim,,_,o f™(z) = xo.

(2) Un punto fijo repulsor de f si existe un subconjunto abierto U de X tal que xy € U
y para cada zg € U con x # w9, existe n € N (que depende de z) tal que f"(z) ¢ U.

(3) Un punto fijo neutro si no es atractor ni repulsor.

De la Definicién [1.2.18] podemos notar que pese a los nombres que parecen contra-

rios, las nociones de punto fijo atractor y punto fijo repulsor no son nociones contrarias.
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Sin embargo, si son nociones ajenas, es decir, un punto que sea atractor no puede ser

repulsor y viceversa. Veamos ahora algunos ejemplos.

Ejemplo 1.2.19. Sea f : R — R tal que f(z) = 23 — 3z, para todo # € R. Se tiene
que f(0) =0, f(2) =2y f(—2) = —2. Por lo que zy = 0, 1 = 2 y 3 = —2 son puntos

fijos de f. Mas atn son todos puntos fijos repulsores.

Ejemplo 1.2.20. Consideremos f : R — R tal que f(z) = %, para todo x € R.
Observe que f(1) =1y f(=1) = —1. Asi, g = 1 y 1 = —1 son puntos fijos de f.

Ademas, ¢ es un punto fijo repulsor de f y x; es un punto fijo atractor de f.

Como hemos visto, la importancia de los puntos fijos no es su dindmica por si misma,
si no la relacién que guarda con puntos cercanos a él, pues puede brindar informacién
sobre la dindmica de dichos puntos cercanos. La presencia de un punto fijo atractor,
nos dice que los puntos cercanos a él, se iran acercando cada vez mas a dicho punto fijo.
En cambio si se trata de un punto fijo repulsor sabremos con certeza que los puntos
cercanos tenderan a alejarse lo suficiente en un tiempo finito que depende del punto
fijo en cuestion.

Ahora pasemos a estudiar en general los puntos que generan Orbitas finitas. En el
Ejemplo podemos observar que al iterar la funcion sobre cualquier punto z, se
recorreran unicamente los valores de z y —xz, repetidamente. A los puntos en los que

ocurre un comportamiento similar los llamamos puntos peridédicos.

Definicién 1.2.21. Sean (X, f) un sistema dindmico y # € X. Decimos que = es
un punto periddico de f si existe n € N tal que f"(xz) = x. Al conjunto de puntos
periddicos de f lo denotamos por Per(f). Si z € Per(f), decimos que x tiene una

orbita periodica.

Sea xg € Per(f). Decimos que xg tiene periodo k si:
k =min{n € N: f"(xq) = zo}.

De la Figura podemos observar que la orbita de zy es un conjunto finito y tiene la

forma:

O(zo, f) = {xo, f(x0), ..., [* " (xo)}-
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fF ()

Figura 1.2: Orbita periédica
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°
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°
f(z)
°
°
fF )
Figura 1.3: Orbita preperiddica
Ademds, si ocurre que k > 2, entonces para cada i € {1,2,...,k} se tiene que f*(zo) #

xg. Por lo cual se tiene que el periodo coincide con la cardinalidad de la orbita.
Es claro que las érbitas de los puntos periddicos son finitas, sin embargo, existen
orbitas finitas que no son generadas por puntos periddicos. A estos puntos se les llama

puntos preperiédicos.

Definicién 1.2.22. Sean (X, f) un sistema dindmico y x € X. Decimos que z es un
punto preperiddico (o eventualmente periédico) de f, si existe n € N tal que f"(z) €
Per(f). En tal caso, decimos que x tiene una drbita preperiddica. Al conjunto de

puntos preperiédicos de f lo denotamos por Ap(f).

Como se puede observar en la Figura [1.3] una orbita preperiédica es un conjunto
finito. Mé&s aun, cualquier érbita que sea finita, es o bien una érbita periddica, o bien

una oOrbita preperiddica. Veamos algunos ejemplos.
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Ejemplo 1.2.23. Sea f : R — R tal que f(z) = —32® — 2% + 1, para todo z € R.
Observe que f(0) =1, f(1) = =1y f(—1) = 0. Por lo cual, zp = 0 es un punto
periédico de periodo 3 y su 6rbita es O(xo, f) = {0,1,—1}.

Ejemplo 1.2.24. Sea f : [-1,1] — [—1,1] tal que f(z) = 1—2?, para todo = € [—1,1].
Observe que f(—1) =0, f(0) =1y f(1) = 0. Por lo cual, el punto z; = —1 es un
punto preperiédico, pues el punto zo = 0 = f(z1) es un punto periédico de periodo 2 y
su orbita es O(zo, f) = {—1,0,1}.

Algo que es importante mencionar es que los puntos fijos son puntos periédicos
de periodo £ = 1 y que todo punto periédico es también un punto preperiédico. El

siguiente resultado muestra la relacién entre los conjuntos F'(f), Per(f) y Ap(f).

Proposicién 1.2.25. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se cumple que

F(f) € Per(f) € Ap(f).
Ademés, si Per(f) =0, entonces Ap(f) = 0.
Pasemos ahora a ver algunas de las propiedades que cumplen los puntos periédicos.

Teorema 1.2.26. Sean (X, f) un sistema dindmico y x € X un punto periédico de

periodo k de f. Para cualquier ¢ € Z., se cumple que:

@) =

Demostracién. Para g = 0 el resultado es trivial pues f°(x) = x. Para el resto hagamos
la prueba por induccién. Como z es un punto de periodo k, f*(z) = x. Ahora, si para

q € N suponemos que fY*(z) = z, por propiedades de la composicién de funciones

Fof() = POk ) = fH ) = o s

Teorema 1.2.27. Sean (X, f) un sistema dindmico y € X. Si x es un punto periédico

de f de periodo k y n € N, se tiene que f"(z) = x si y sélo si k divide a n.

Demostracion. Supongamos que f"(xz) = x. Por definicién de periodo se tiene que

kE < n. Asi, por el algoritmo de la divisién, existen ¢ € Ny r € Z, con r < k tales
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que n = gk +r. Luego, f*(x) = f%*7(x) = f7(f%(z)). Por el Teorema|1.2.26] se tiene
que f%*(z) =z, luego x = f*(x) = f"(x). Sin embargo, ya que r < k, debe ocurrir que

r = 0. Es decir, k divide a n.

Reciprocamente si k divide a n, existe ¢ € N tal que n = gk. Luego por el Teorema
1.2.26, f(x) = fi*(z) = . O

El Teorema [1.2.6] muestra que si z € O(z, f), entonces O(z, f) C O(z, f) y en los
Ejemplos y mostramos que no se cumple la otra contencién. Sin embargo,

si el punto = es un punto periédico si se cumple la igualdad entre las orbitas.

Teorema 1.2.28. Sean (X, f) un sistema dindmico y # € X un punto periédico de
periodo 7 bajo f. Si z € O(z, f), entonces O(z, f) = O(z, f).

Demostracidn. Sea z € O(z, f). Del Teorema [1.2.6] tenemos que O(z, f) C O(z, f).
Ahora veamos que O(z, f) C O(z, f). En efecto, sea w € O(z, f). Como z,w € O(z, f)
y & es un punto periddico de periodo r, existen n,m € N tales que z = f"(x) con
n<ryw= f"«) con m < r. Luego, existe k € Z, tal que r = n + k. Asi,
= fr(z) = f"*(z), por lo que x = f***(z). En consecuencia f™(x) = fmtF(g).
Por propiedades de la composicién de funciones obtenemos que f™(x) = fm™+(f(x))

o bien, w = f™*(z). Lo que implica que w € O(z, f). O

A continuaciéon enunciamos algunas consecuencias més inmediatas del Teorema
1.2.28, que son propiedades importantes de las érbitas de puntos periddicos.

Corolario 1.2.29. Sean (X, f) un sistema dindmico y x,y € X puntos periédicos bajo

f de periodos r vy s, respectivamente. Se cumple lo siguiente:
(1) Si O(z, f) N Oly, f) # 0, entonces O(x, f) = O(y, f).

(2) Si O(z, f) # Oy, f), entonces O(z, f) N Oy, f) = 0.

(3) SiO(x, f)NO(y, f) # 0, entonces r = s.

(4) Sir # s, entonces O(x, f) N O(y, f) = 0.

Demostraciéon. (1) Supongamos que O(z, f) N O(z, f) # 0. Tomemos z € O(z, f) N

Oy, f). Asi z € O(z, f) y z € O(y, f). Luego, por el Teorematenemos que
O(z, f) = O(z, ) y O(z, ) = O(y, f). Por lo que O(z, f) = O(y, f).
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(2) Es el contrarreciproco del punto (1).

(3) Supongamos que O(x, f)NO(y, f) # (. Por el punto (1), esto implica que O(x, f) =
O(y, f). Como el periodo coincide con la cardinalidad de la érbita, obtenemos que

r=Ss.

(4) Es el contrarreciproco del punto (3).
De los puntos (1), (2), (3) ¥ (4), queda demostrado el resultado. O

Al tratarse de érbitas finitas, los puntos periédicos presentan un comportamiento
dindmico que podriamos llamar simple, pues el punto recorre tinicamente un nimero
finito de posiciones conforme transcurre el tiempo. Por lo cual, de igual modo que con
los puntos fijos, podemos preguntarnos ;qué sucede con puntos cercanos a una Orbita
periédica? Las nociones dadas en la Definicion [1.2.18] se generalizan para clasificar de

manera analoga las orbitas de puntos periédicos como se enuncia a continuacion.

Definicién 1.2.30. Sean (X, f) un sistema dindmico y o € X un punto periédico de

f de periodo k. Decimos que:
(1) x¢ tiene drbita periédica atractora bajo f si zy es un punto fijo atractor de f*.
(2) x¢ tiene drbita periddica repulsora bajo f si xg es un punto fijo repulsor de f*.

Hemos visto que el papel de los puntos peridédicos es de suma importancia en el
analisis de la dindmica de un sistema. Sin embargo, no hemos hablado de las condi-
ciones que nos aseguren la existencia de puntos periédicos. Siendo atin mas ambiciosos,
podemos preguntarnos /jla existencia de puntos de ciertos periodos aseguran la exis-
tencia de puntos de otros periodos? Por ejemplo, si el sistema (X, f) tiene puntos de
periodo 2 ;se puede asegurar la existencia de puntos fijos?” Como veremos a con-
tinuacion, esta no es una pregunta sencilla de responder. En 1975, los matematicos
Li y Yorke publicaron el articulo Period three implies chaos [35]. En este articulo de-
mostraron que para funciones en el intervalo I, basta con exhibir un punto de periodo

3 para asegurar la existencia de puntos de todos los periodos.

Teorema 1.2.31. Sea f : I — I una funcién continua. Si f tiene un punto peridédico

de periodo 3, entonces tiene puntos de todos los periodos.
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Pese a lo sorprendente que es el Teorema [1.2.31], anos después se descubrié que el
resultado publicado por Li y Yorke era sélo un caso particular de un impresionante teo-
rema publicado en 1964 por el mateméatico ucraniano Alexander Nikolaevich Sharkovskii

en [47]. Enunciamos el teorema a continuacion.

Teorema 1.2.32. Consideremos el siguiente orden para N:

3145<17<«9«...
.. 432452472419 -24«...
..<d3:22495-2297-2249-22 .

3.2k q5.9kq7.9Fq9.9F 4.

.a2°492% 922992249241,

Si f: I — I es continua y tiene un punto periédico de periodon € Ny m € N es

tal que n <m, entonces f tiene también un punto periédico de periodo m.

En el Teorema hoy conocido como el Teorema de Sharkovskii, se introduce
un nuevo orden para los nimeros naturales al que se le llama orden de Sharkovskii.
Veamos la manera en que podemos localizar cualquier niimero natural en este orden.
Sea n € N. Tenemos aqui dos casos. O bien n es impar, o bien n es par. Si n es impar,
entonces estard colocado en la primera seccién del orden de Sharkovskii, en el orden
usual de N restringido a los nimeros impares. Si es par, tenemos de nuevo dos casos. O
bien existe k € N tal que n = ¢-2* con ¢ impar, o bien existe k € N tal que n = 2*. En
el primer caso, n estard en la seccién (k 4 1)-ésima del orden de Sharkovskii, ubicado
de acuerdo a q en el orden usual de N restringido a los nimeros impares. En el segundo
caso, n estara en la ultima seccién del orden de Sharkovskii ubicado de acuerdo a k en
orden natural decreciente.

Es importante notar que el Teorema de Sharkovskii depende fuertemente del orden
de los ntmeros reales, por lo cual es de esperarse que el teorema no se cumpla en otro

tipo de espacios, como lo muestra el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1.2.33. Sea S' = {€*™*|a € [0,1)} la circunferencia unitaria compleja. Sea

f: St — St la funcién definida por:

f(€27ria) — 627ri(a+2§) )

Sea o € [0,1). Se tiene que f3(e2™e) = 2mi@+3%) = e2ria por o cual Per(f) = S,
Ma4s atin, todos los puntos en S! son de periodo 3. Lo cual es evidencia de la invalidez

del Teorema de Sharkovskii en S?!.

La demostracion del Teorema de Sharkovskii la hemos omitido, pues como vemos
en el Ejemplo , este resultado es inicamente para funciones en el intervalo [0, 1]
y su demostracion no es sencilla. Sin embargo, tiene una gran importancia en nuestro
estudio y es de gran utilidad para el analisis de algunos sistemas particulares.

Para cerrar lo referente a este teorema, se puede observar facilmente que el Teorema
de Sharkovskii (Teorema [1.2.32)), implica de manera inmediata el resultado demostrado
por Liy Yorke (Teorema. Pese a ello, el crédito para Li y Yorke es que fueron los
primeros en relacionar el concepto de punto periédico con la palabra caos. En capitulos

posteriores se muestra como se da esta relacion.

1.3 Estudio de la dinamica

Para estudiar otro tipo de caracteristicas de la dinamica de un sistema, es necesario
distinguir distintos tipos de comportamiento tanto de forma puntual, como conjuntos

con ciertas caracteristicas. Dedicamos esta seccidn a esta tarea.

1.3.1 Conjunto omega limite

Ahora pasemos a estudiar un conjunto que es tan importante como la érbita en el
estudio de los sistemas dinamicos, el conjunto omega limite de un punto. Este conjunto

intuitivamente nos muestra hacia déonde se dirige la 6rbita de un punto.

Definicién 1.3.1. Sean (X, f) un sistema dindmico y * € X. Se define el conjunto
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omega limite de x bajo f como:
wiz, f) = () AO(f"(x), f))-
n=0

Lo primero que podemos resaltar del conjunto omega limite de un punto es que es

un conjunto cerrado, puesto que es una interseccion de conjuntos cerrados.

Proposicién 1.3.2. Sean (X, f) un sistema dindmico y « € X. El conjunto w(x, f) es

un conjunto cerrado en X.

Ahora presentamos algunas caracterizaciones del conjunto omega limite, las cuales

son utiles para facilitar el manejo del mismo en demostraciones posteriores.

Proposicién 1.3.3. Sean (X, f) un sistema dindmico y # € X. Se cumple que y €
w(x, f) siy sélo si para todo abierto U de X tal que y € U y cualquier n € N, existe
m € Ntal quem >ny f™(z)eU.

Demostracion. Supongamos que y € w(x, f). Sean U un abierto de X tal que y €
Uy n e N, por definicién se tiene que y € [ —,cl(O(f"(z), f)), con lo cual y €
c(O(f™(x), f)). De esto dltimo U N O(f"(x), f) # 0, es decir, existe m € N tal que
m>ny f™(zx)eU.

Ahora probemos el reciproco. Sean y € X que cumple las hipétesis y n € N. De lo
supuesto, para todo abierto U de X que contenga a y existe m € N tal que m > n y
f™(x) € U. Estoes, UNO(f"(x), f) # 0, con lo cual se prueba que y € cl(O(f"(x), f)).
Puesto que n € N es arbitrario, y € w(z, f). ]

De la Proposicién [1.3.3], se desprende el siguiente resultado.

Proposicién 1.3.4. Sean (X, f) un sistema dindmico y = € X. Se cumple que y €
w(z, f) siy sélo si existe una sucesion {ny }reny de niimeros naturales tales que la sucesion

{ni}ren tiende a infinito y la sucesion { f™ (z)}ren converge a y.

Demostracion. La sucesion {ny }ren se obtiene considerando la Proposicion con la
familia de abiertos {B(y, +)|k € N}. O
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Una forma de asegurar que el conjunto omega limite no es vacio, es considerando
puntos peridédicos. En este caso se tiene un resultado que dicta la forma exacta del

conjunto omega limite.

Proposicién 1.3.5. Sean (X, f) un sistema dindmico y € X. Si z es un punto

periédico, entonces w(z, f) = O(z, f).

Demostracion. Supongamos que x € Per(f). Luego f"(x) € Per(f), para cada n € N.
Mas aun, O(f™(z), f) = O(z, f), para cada n € N. Por otro lado, O(z, f) es un
conjunto finito, lo cual implica que es un conjunto cerrado en X, es decir, cl(O(z, f)) =

O(x, f). Ast:

w(z, f) = (Y AO(f (@), £) = (| MO, ) = () O, ) = Oz, f).
Por lo tanto, w(z, f) = O(z, f). O

Proposicién 1.3.6. Sean (X, f) un sistema dindmicoy x € X. Si z € w(z, f), entonces

O(z, f) C w(, f).

Demostracion. Supongamos que z € w(x, f). Procedamos por induccién matemética.
Primero veamos que f(z) € w(z,f). Sea n € N, como z € w(z, f) se tiene que
z € c(O(f"(x), f)). Luego, existe una sucesion {z,},eny en O(f™(z), f) que con-
verge a z. Asi, por la continuidad de f, la sucesién {f(z,)}nen converge a f(z).
Mas aun, {f(z)}nen es una sucesién de puntos en O(f"(zx), f). Esto implica que
f(z) € c(O(f™(x), f)). Lo anterior fue probado para un n arbitrario, por lo cual,
obtenemos que f(z) € w(x, f). Ahora supongamos que f"(z) € w(z, f). Con ar-
gumentos similares a los anteriores se prueba que f""'(z) € w(x, f)- Por lo tanto

O(z, f) Cw(x, f). O

Proposicién 1.3.7. Sean (X, f) un sistema dindmicoy z € X. Si z € w(z, f), entonces

w(z, f) € w(a, ).

Demostracidn. Supongamos que z € w(z, f). Sea n € N. De la Proposicién [1.3.6]
se tiene que O(z, f) C w(x, f). En particular, f"(z) € w(z, f). Asi, aplicando de
nuevo la Proposicién obtenemos que O(f"(2), f) € w(x, f). Por otro lado, la
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Proposicién [1.3.2) w(zx, f) es un conjunto cerrado, por lo cual cl(O(f"(2), f)) C w(z, f).
Asi w(z, f) Cw(x, f). O

Ahora pasamos a definir otros conjuntos que son ttiles en el estudio de los sistemas
dinamicos cadticos y se definen con la finalidad de facilitar el manejo de puntos con
ciertos tipos de comportamientos, los cuales se analizan de manera mas detallada en

capitulos posteriores.
Definicién 1.3.8. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se dice que x € X es un punto:

(1) No errante si para cada € > 0, existe m € N tal que f™(B(x,€)) N B(z,¢e) # 0.

Denotamos por €(f) al conjunto de todos los puntos no errantes.

(2) Recurrente si x € w(z, f). Denotamos por R(f) al conjunto de todos los puntos

recurrentes.

De manera intuitiva, un punto no errante es aquel que al paso del tiempo vuelve a
lugares muy cercanos de donde partié. Por su parte los puntos recurrentes son aquellos
para los cuales dado un tiempo fijo cualquiera, siempre se pueden encontrar elementos
de la orbita que pasen muy cerca del punto en un tiempo mayor al tiempo fijo dado.

Ahora pasemos a definir un conjunto que facilitara el manejo de los puntos no errantes.

Definicién 1.3.9. Sean (X, f) un sistema dindmico y x € X. Se define el conjunto
Q(z, f) del siguiente modo. Se tiene que y € Q(z, f) si y sélo si para cada par de
abiertos U,V tales que y € U y x € V y para cada N € N, existe n > N tal que
T (vVynu #0.

Proposicién 1.3.10. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se cumple que {x € X| = €

Qz, )} € Qf).

Demostracion. Si el conjunto {x € X| z € Q(x, f)} es vacio la proposicién se cumple
trivialmente. En otro caso, sea x € X tal que x € Q(x, f). Sea ¢ > 0. Pongamos
U = B(z,e) y V. = B(z,e). Como x € Qx, f), se tiene que existe m > 1 tal que
f™(V)NU # 0. Esto es que f™(B(x,€))NB(x,€) # (). Asi, por definicién = € Q(f). O

De las primeras propiedades que podemos recalcar en general del conjunto de puntos

no errantes, es que es un conjunto cerrado.
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Proposicién 1.3.11. En un sistema dindmico (X, f), Q(f) es un conjunto cerrado en
X.

Demostracion. Sean = € cl(Q(f)). Luego existe una sucesién {z,}nen en Q(f) tal
que lim,_,.x, = x. Sea ¢ > 0. Como lim, ..z, = z, existe N € N tal que si
n > N, z, € B(z,e). Si x = xy, hemos terminado, pues xzy € Q(f). Si por el
contrario r # xy, pongamos ex = d(w’TmN) > 0. Como xzy € Q(f), existe my € N
tal que f™N(B(xzy,ex)) N B(xy,ex) # (. Ademds, por eleccién de ex se cumple que
B(zyn,ex) C B(x,€). Luego f™(B(zy,ex)) N B(xy,ex) C f™N(B(z,€)) N B(x,¢€), con
lo que f™V(B(z,€)) N B(x,€) # (). Esto dltimo prueba que x € Q(f). ]

Proposicién 1.3.12. Sean (X, f) un sistema dindmico y x € X. Se cumple que

w(z, f) € Qz, f).

Demostracion. Seany € w(zx, f), N € Ny U,V abiertos en X talesquey e Uy z €V,
Por la Proposicién existe n > N tal que f"(z) € U. Asi f*(V)NU # 0, con lo
que y € Q(z, f). O

El siguiente resultado muestra, en cierto modo, la relacion que en general tienen los

puntos no errantes y los puntos recurrentes.
Proposicién 1.3.13. Sean (X, f) un sistema dindmico. Se cumple que R(f) C Q(f).

Demostracion. Sea x € R(f). Por definicién = € w(x, f). De la Proposicién [1.3.12
w(z, f) € Qz, f). Porlo cual z € Q(z, f). Esto implica, por la Proposicién [1.3.10} que
xz € Q(f). O

1.3.2 Conjuntos invariantes

Otro concepto importante para el estudio de la dinamica topoldgica de un sistema es

el de conjunto invariante.
Definicién 1.3.14. Sean (X, f) un sistema dindmico y A C X. Decimos que A es:
a) Un conjunto +invariante bajo f si f(A) C A.

b) Un conjunto —invariante bajo f si f~1(A) C A.
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¢) Un conjunto invariante bajo f si f(A) = A.

Una de las primeras razones por la cual es importante distinguir este concepto y darle
un nombre, es para obtener subsistemas de un sistema dindamico. Dados un sistema
dindmico (X, f) y A C X, si A es invariante o +invariante la funcién restringida al
conjunto A queda bien definida con contradominio A, por lo cual se puede considerar
el sistema dindmico (A, f|4), donde f]a: A — A.

La siguiente proposicién se deriva de que la imagen directa y la imagen inversa de

una funcién preservan las contenciones, es decir, si B C A entonces f(B) C f(A) y
f7UB) € f7H(A).

Proposicién 1.3.15. Sean (X, f) un sistema dindmico y A C X. Para cada n € N, se

cumple lo siguiente:

a) Si A es un conjunto +invariante bajo f, entonces f"(A) C A.

b) Si A es un conjunto —invariante bajo f, entonces f~"(A) C A.

¢) Si A es un conjunto invariante bajo f, entonces f"(A) = A.

En un sistema dindmico (X, f) se cumple que f(X) C X y f~1(X) C X. Es decir,
X es +invariante y —invariante bajo f. Asi, como consecuencia de la Proposicion

1.3.15, tenemos la siguiente.

Proposicién 1.3.16. Sea (X, f) un sistema dindmico. Para cada n € N se cumple lo

siguiente:
a) f"(X) C X.
b) f(X) € X.

El resultado siguiente, nos muestra que la union y la interseccion arbitraria preservan
la propiedad de ser +invariante o —invariante. Presentamos unicamente la prueba
correspondiente a +invariante, la prueba para —invariante se realiza de manera muy

similar, utilizando propiedades de la imagen inversa de una funcién.

Teorema 1.3.17. Sean (X, f) un sistema dindmico y {A, }aecr una familia de conjuntos

+invariantes (—invariantes) bajo f en X. Se cumple que:
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(1) Unes Ao es un conjunto +invariante (—invariante) bajo f.
(2) Naer Ao es un conjunto +invariante (—invariante) bajo f.
Demostracion. Por hipétesis se cumple que para cada « € I, f(A,) C A,.

(1) Por propiedades generales de funciones, obtenemos que f({J,c; Aa) = Unes [(A4a)
y como |J,e; f(Aa) € Unes Aas se obtiene que f(U,er Aa) € Uyer Ao Es decir,

Uae ; Ay es un conjunto +invariante.

(2) Se tiene que f((N,e; Aa) € Naer f(Aa) v que ,er f(Aa) € (Npes Aa- Por lo cual
F(Naer Aa) € Naes Aa- Esto es, (,c; Aa €s un conjunto +invariante.

De (1) y (2) se concluye la prueba del teorema. O

El siguiente resultado nos habla de lo que ocurre con el interior y la cerradura de

conjuntos invariantes.

Teorema 1.3.18. Sean (X, f) un sistema dindmico y A C X. Se cumple lo siguiente.
a) Si A es +invariante bajo f, entonces cl(A) es +invariante bajo f.
b) Si A es —invariante bajo f, entonces int(A) es —invariante bajo f.

Recordemos que nuestro objetivo es estudiar la dinamica puntual en un sistema
dinamico, es decir, las propiedades que cumplen las 6rbitas de los puntos del espacio.
Pasemos a revisar, como se relacionan las orbitas y conjuntos que hemos definido con

otros conceptos y propiedades que hemos analizado en esta seccion.

Proposicién 1.3.19. Sea (X, f) un sistema dinamico. Si # € X, entonces O(z, f) es

un conjunto +invariante.

Demostracion. Sea x € X. Por el Teorema|l.2.5] tenemos que f(O(x, f)) = O(f(x), f)

y del Teorema tenemos que O(f(x), f) € O(z, f). Por lo tanto f(O(z, f)) C
O(x, f). Es decir, O(z, f) es un conjunto +invariante. O

Proposicién 1.3.20. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si x € Per(f), entonces O(z, f)

es un conjunto invariante.
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Demostracion. Sea x € X. Veamos que f(O(z, f)) = O(z, f). Por el Teorema [L.2.5]
f(O(z, f)) = O(f(x), f). Por otro lado, como x es periédico y f(x) € O(z, f), por el

Teoremall.2.28] tenemos que O(f(z), f) = O(z, f). Por lo tanto, f(O(z, f)) = O(z, f).

Es decir, O(x, f) es un conjunto invariante. ]

Proposicién 1.3.21. Sean (X, f) un sistema dindmico y € X. El conjunto w(z, f)

es un conjunto +invariante.

Demostracion. Sea z € f(w(x, f)), luego existe y € w(x, f) tal que f(y) = z. Como

y € w(z, [), por la Proposicién [1.3.4] existe una sucesién {ny}ren tal que {f™(z)}ren
converge a . Asi, ya que f es continua, la sucesién de imdgenes { f™*1(x)} ey converge
a f(y). Esto, nuevamente por la Proposicién [1.3.4] implica que z € w(z, f), lo cual

prueba que w(x, f) es +invariante. O

Proposicién 1.3.22. Sea (X, f) un sistema dindmico. El conjunto R(f) es un conjunto

+invariante bajo f.

Demostracion. Sea x € R(f). Por definiciéon = € w(x, f), o equivalentemente, = €

Mo cl(O(f™(z), f)). Por otro lado, w(f(z), f) = re cl(O(f" (), f)). Sean € N.
Ya que z € cl(O(f"(z), f)) se sigue que f(z) € f(cl(O(f™(x), f))). Por la Proposicién

L2, f(O(f*(x), ) = O(f"(2), f), luego:
FA(O(f (), £))) C l(F(O(f"(2), £))) = L (O(f" (), f)).

Asi, f(z) € (O(f"(x), f)), lo que implica que f(x) € w(f(z),f) v a su vez que
f(z) € R(f). Por lo tanto, R(f) es un conjunto +invariante bajo f. O

Las Proposiciones|1.3.19] [1.3.20} |1.3.21] y [1.3.22] nos proporcionan una gran cantidad

de ejemplos de conjuntos +invariantes y conjuntos invariantes. Ahora presentamos una
caracterizacion de conjuntos +invariantes mediante érbitas. Cabe mencionar que en

algunos textos es asi como se presenta la definicion de conjunto +invariante.

Proposicién 1.3.23. Sean (X, f) un sistema dindmico y A C X. El conjunto A es
+invariante si y sélo si O(z, f) C A, para cada x € A.
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Demostracion. Supongamos que A es un conjunto +invariante. Sea x € A. Tomemos
z € Oz, f), luego, existe n € Z, tal que z = f"(z). Como x € A, se tiene que
z € f"(A). De la Observacion [1.3.17], tenemos que f"(A) C A, por lo que z € A. Por
lo tanto, O(x, f) C A.

Reciprocamente, supongamos que O(x, f) C A, para cada z € A. Sea x € A. Se
tiene que f(z) € O(z, f). Ademds, por hipétesis O(x, f) C A, por lo que f(z) € A.

Como z es arbitrario, f(A) C A, es decir, A es un conjunto +invariante. H

Como consecuencia de la Proposicién [1.3.23] podemos concluir que la érbita de un
punto x es el conjunto +invariante mas pequeno que lo contiene. Lo cual da pie a
pensar que podemos escribir cualquier conjunto +invariante en términos de 6rbitas de

puntos en el espacio. Esta idea se presenta en el siguiente resultado.

Teorema 1.3.24. Sean (X, f) un sistema dindmico y A C X. El conjunto A es
+invariante si y sélo si existe B C X tal que A = J{O(b, f) : b€ B}.

Demostracion. Supongamos que A es +invariante. Pongamos B = A. Ahora veamos
que A = [J{O(a,f) : a € A}. Ya que para cada a € A, a € O(a, f) se tiene
que A C | {O(a, f): a € A}. Por otro lado, dado que A es +invariante, del Teorema
1.3.23 se tiene que para cada a € A, O(a, f) C A. Por lo que | J{O(a, f) : a € A} C A.
Por lo tanto, A = [ J{O(a, f) : a € A}. Reciprocamente, supongamos que existe B C X
tal que A = [J{O(b, f) : b€ B}. Por el Teoremal|l.3.19] tenemos que para cada b € B,
O(b, f) es un conjunto +invariante. Ademds por el Teorema [1.3.17 parte (1), tenemos
que J{O(b,f) : b € B} es un conjunto +invariante. Es decir, A es un conjunto

+invariante. []

Hasta este momento hemos estudiado la dindmica, enfocandonos tnicamente en
propiedades topolégicas de subconjuntos del espacio que define a un sistema dinamico.
Ahora estudiamos las propiedades que dependen del comportamiento especifico de la
funcion que lo define. Asi, cuando hagamos referencia a las propiedades de una funcién
f X — X, estamos hablando de propiedades del sistema dindmico (X, f). Asi, si
decimos que la funcién f tiene una propiedad P, decimos que el sistema dindmico es

un sistema tipo P y viceversa.
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Figura 1.4: Transitividad topoldgica

1.4 Transitividad topoldgica

El concepto de transitividad topoldgica fue introducido en 1920 por el matematico
estadounidense George David Birkhoff. Con el avance en el estudio de los sistemas
dinamicos y al intentar modelar el caos de forma matematica, se descubrié que el con-
cepto de transitividad topoldgica era una pieza fundamental, pues es una caracteristica
que casi todos los que han estudiado el caos ponen como indiscutible ingrediente en un

sistema cadtico. A continuacion presentamos la definicién.
Definicién 1.4.1. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se dice que la funcién f es:

(1) Topolégicamente transitiva si para cada par de subconjuntos abiertos y no vacios
U,V de X, existe k € N tal que f5(U)NV # 0.

(2) Totalmente transitiva si para cada k € N, f* es topolégicamente transitiva.

Intuitivamente, podemos decir que un sistema dinamico transitivo, es aquel que
tiene puntos que se mueven eventualmente, mediante la iteracién de la funcion, de un
conjunto abierto arbitrario a otro conjunto abierto también arbitrario, como se puede
observar en la Figura [1.4]

De la Definicién [1.4.1] podemos deducir que si f : X — X es una funcion transitiva,

entonces el espacio X no puede descomponerse en dos conjuntos disjuntos con interior
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no vacio que sean +invariantes, es decir, no podemos separar al espacio en dos conjuntos
con estas caracteristicas que no interactien eventualmente entre si mediante la funcion.

Como mencionamos anteriormente, considerando un espacio métrico Xy f : X — X
una funcién continua, tenemos completamente definido un sistema dindamico al que
denotamos por (X, f). Es por esta razén que estudiar propiedades del sistema es
equivalente a estudiar propiedades de la funcién f y del espacio X. Por ejemplo, si una
funcién f: X — X es topoldgicamente transitiva, entonces el sistema dindmico (X, f)
es topologicamente transitivo y viceversa. A partir de ahora, cuando digamos funcién
transitiva nos referiremos a funcién topoldgicamente transitiva. Veamos los ejemplos

mas conocidos de funciones transitivas.

Ejemplo 1.4.2. Sea T : [0,1] — [0, 1] la funcién dada por:

2 si <

N[ =

T(z) =

2—2x s1 x>

N |

La funcion definida en el Ejemplo|1.4.2|es conocida como la funcion tienda y a pesar
de lo sencilla que resulta definirla, esta funcion posee una dinamica muy interesante que
ha sido ampliamente estudiada (ver [31]). Mdas adelante, en el Capitulo 5, se analiza
esta funcion mas a detalle. Lo primero que podemos notar es que 1" es una funcion
continua en [0, 1]. Ademds, es una funcién transitiva. La prueba se puede encontrar en
[18].

Proposicién 1.4.3. La funcién tienda 7" : [0, 1] — [0, 1] es transitiva.

Ejemplo 1.4.4. Sean A € (0,4] y L : [0,1] — [0, 1] la funcién dada por:
L(z) = Ax(1 — ), para cada z € [0, 1].

La funcién definida en el Ejemplo [1.4.4] se conoce como funcion logistica y al igual
que la funcion tienda es una de las funciones mas estudiadas por la dindmica que posee.

Ademas de que es utilizada para modelar multiples fenémenos naturales, por ejemplo
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Figura 1.5: Grafica de la funcién tienda

Figura 1.6: Graficas de funciones logisticas
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Figura 1.7: Diagrama de conjugacién topologica

el crecimiento de poblaciones. Para demostrar la transitividad y otras propiedades de
la funcién logistica, se hace uso de una herramienta muy importante en el estudio de
los sistemas dindmicos.

Como hemos visto, la cantidad de sistemas dindmicos que se pueden generar es muy
vasta, incluso si sélo consideramos un espacio métrico X, para cada funciéon continua
que podamos construir sobre él, tendremos un sistema dindmico. Asi mismo, pueden
ser muy variadas las propiedades que dichos sistemas posean. Es por ello que para el
estudio cualitativo se busca encontrar sistemas que son “dindmicamente parecidos”, es
decir, que compartan propiedades dindmicas para que mediante el estudio de uno de
ellos se pueda comprender la dinamica de otros sistemas, posiblemente més complejos
de analizar. La herramienta que sirve para hacer esta clasificacion es la conjugacion

topoldgica.

Definicién 1.4.5. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dindmicos. Se dice que dichos sistemas

son topologicamente conjugados si existe un homeomorfismo ¢ : X — Y tal que:

¢(f(x)) = g(é(x)), para cada x € X,

es decir, que ¢ o f = g o ¢, o equivalentemente que el diagrama de la Figura [1.7] es

conmutativo.

De aqui en adelante serd equivalente decir que los sistemas (X, f) y (Y,g) son
topologicamente conjugados, a decir que las funciones f y ¢ son topolégicamente
conjugadas. También es importante mencionar que cuando dos funciones f y ¢ son
topologicamente conjugadas, decimos que son dindmicamente equivalentes. Ademaés,

cualquier propiedad de los sistemas que sea preservada por conjugacién topoldgica la




37

llamaremos propiedad dindmica. En este sentido, para verificar que una propiedad P
dada es una propiedad dindmica, debemos verificar que dados (X, f) y (Y, g) sistemas
dindmicos topoldgicamente conjugados, el sistema (X, f) tiene la propiedad P si y sélo
si el sistema (Y, g) tiene la propiedad P. Sin embargo, para probar esto sélo se re-
quiere demostrar que si (X, f) tiene la propiedad P, entonces el sistema (Y, g) tiene la
propiedad P. Para demostrar el reciproco, solo basta intercambiar los papeles de (X, f)
por (Y,g)yde¢: X — Y por ¢! : Y — Y. Es por ello que los resultados relacionados
con la conjugacién topoldgica, se enuncian de la forma anteriormente explicada.
Veamos que la transitividad es una propiedad dinamica. Esto resulta muy 1til en
las demostraciones relacionadas a sistemas cadticos que incluyan la transitividad como

ingrediente, los cuales se estudian a detalle en el Capitulo 4.

Teorema 1.4.6. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dindmicos topolégicamente conjugados
mediante el homeomorfismo ¢ : X — Y. Si (X, f) es un sistema transitivo, entonces

(Y, g) es un sistema transitivo.

Demostracion. Supongamos que (X, f) es transitivo. Sean U y V abiertos no vacios en
Y. Como ¢ : X — Y es un homeomorfismo, ¢~'(U) y ¢~'(V) son abiertos no vacios
en X. Ya que (X, f) es transitivo, existe n € N tal que f"(¢~*(U)) N o~ (V) # 0.
Considerando que ¢ es un homeomorfismo que cumple que ¢ o f¢p~! = g se tiene que
o(f" (@~ HU))Ne™H (V) = o(fH (¢ (U)))Nd(d~H(V)) = g"(U)NV. Ast g"(U)NV # 0

y por lo tanto (Y, g) es un sistema transitivo. O
La prueba de la siguiente proposicién se encuentra en el Teorema 1.6.10 de [43].
Proposiciéon 1.4.7. La funcién tienda y la funcién logistica correspondiente a A = 4

son topolégicamente conjugadas mediante el homeomorfismo:

$(x) = sen? <%> :

En la Proposicién [1.4.7, nos indica que todas las propiedades dinamicas que posee
la funcion tienda, son también propiedades de la funcion logistica. Por ejemplo, al de-
mostrar la transitividad de la funcién tienda, automaticamente se tiene la transitividad
de la funcion logistica. Es decir, del Teorema y la Proposicion obtenemos el

siguiente resultado.
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Proposicién 1.4.8. La funcién logistica es una funcién topolégicamente transitiva.

Demostracién. De la Proposicion [[.4.7, tenemos que la funcién logistica y la funcién
tienda son topologicamente conjugadas. Por otro lado, el Ejemplo(1.4.3] nos dice que la
funcién tienda es transitiva. Como por el Teorema |1.4.6, sabemos que la transitividad

es una propiedad dinamica, se tiene que la funcién logistica es transitiva. O

A continuacién presentamos algunas equivalencias de la transitividad de una funcién.
Hay que resaltar que estas equivalencias se dan de forma general, incluso si la funciéon

considerada no fuese continua.

Teorema 1.4.9. Sean (X, f) un sistema dindmico. Las siguientes afirmaciones son

equivalentes.
(1) f es transitiva.

(2) Para cada par de subconjuntos abiertos y no vacios U y V' de X, existe k € N tal
que UN f=5(V) # 0.

(3) Para cada subconjunto abierto no vacio U de X, la érbita del conjunto U, O(U, f) =

U,ev Oz, f), es un conjunto denso en X.

Demostracion. Supongamos que f es transitiva. Sean U,V subconjuntos abiertos y no
vacios de X. Como f es transitiva, existe k € N tal que V N f¥(U) # 0. Tomemos
yo € VN fE5U). En particular yo € f*(U), asf existe 29 € U tal que yo = f*(z0).
Por otro lado, ya que yo € V, g € f*(V). Por lo que g € U N f7%(V), es decir
UN f~%(V) # 0. Lo que prueba que (1) implica (2).

Ahora supongamos que se cumple (2). Sea U un subconjunto abierto y no vacio
de X. Veamos que O(U, f) es un conjunto denso en X. Para esto, sea V abierto y
no vacfo en X. Por hipdtesis tenemos que existe k& € N tal que U N f=*(V) # 0.
Sea rg € U N f7¥(V). En particular 7y € U y ya que f¥(xq) € O(xy, f), se tiene
que fF(xzg) € O(U, f). Por otra parte, g € f~%(V), por lo que fF(xg) € V. Asi
f¥(zo) € O(U, f) N V. Lo que prueba que O(U, f) es denso en X.

Por tltimo, veamos que (3) implica (1). Supongamos pues que se cumple 3). Sean

U y V subconjuntos abiertos y no vacios de X. Por hipéteisis tenemos que O(U, f)




39

es denso en X. Asi O(U, )NV # 0. Sea yo € OU, f)NnV. Como yo € O(U, f)
existe k € N tal que yo = f*(z0), luego yo € f¥(U). Por otro lado yy € V por lo que
Yo € f*(U)NV. Lo que prueba que f es transitiva. O

Ahora veamos otras equivalencias de transitividad utilizando conjuntos +invariantes
y —invariantes. Estas equivalencias si requieren continuidad de la funcién. Sin embargo,
no genera ninguna restriccion, ya que en los sistemas que aqui definimos se exige la

continuidad de la funcion.

Teorema 1.4.10. Sea (X, f) un sistema dindmico. Los siguientes enunciados son

equivalentes.
(1) f es transitiva.

(2) Todo subconjunto propio de X que sea cerrado y +invariante es denso en ninguna

parte.
(3) Cada subconjunto —invariante de X con interior no vacio, es denso en X.

Demostracion. Supongamos que f es transitiva. Sea A un subconjunto propio de X
tal que A es cerrado y +invariante. Supongamos ademds que int(A) # (). Pongamos
U = X\ A. Se tiene que U es abierto y no vacio, pues A es un subconjunto propio
y cerrado en X. Como [ es transitiva, existe k € N tal que U N f*(int(A)) # 0. Sea
Yo € U N fF(int(A)). Asi, yo € U, es decir yo ¢ A. Por otro lado, yo € f*(int(A)),
luego yo € f*(A). Sin embargo, ya que A es +invariante, de la Proposicién
tenemos que f¥(A) C A. Luego 3y € A, lo cual es una contradiccién pues yo ¢ A. La
contradiccién proviene de suponer que int(A) # (). Por lo tanto int(A) = (). Dado que
A es cerrado cl(A) = A, por lo que int(cl(A4)) = 0, es decir, A es denso en ninguna
parte.

Ahora supongamos que se cumple (2). Sea A C X tal que A es —invariante y
int(A) # (. Como A es —invariante, por el Teorema tenemos que int(A) es
—invariante. Luego por el Teorema X \ A es +invariante. Ademds, ya que
int(A) # 0, se tiene que X \ A es un subconjunto propio y cerrado de X. Asi, por
hipdtesis, int(X \ int(A)) = 0, y ya que int(X \ A) C int(X \ int(A)), se tiene que
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int(X \ A) = 0. Como X \ A es abierto en X, X \ A = (). Por lo tanto X = A, esto es,
A es denso en X.

Por 1ltimo, supongamos que se cumple (3). Veamos que f es transitiva. Sea U
un subconjunto abierto y no vacio de X. Dado x € U, el Teorema [1.3.19, nos dice
que O(z, f) es un conjunto +invariante y del Teorema , nos dice que la union
arbitraria de conjuntos +invariantes, es +invariante. Por lo tanto, O(U, f) es un con-
junto -+invariante. Por el Teorema [1.3.18 cl(O(U, f)) es también un conjunto +in-
variante. Asf, por el Teorema [1.3.18, X \ cl(O(U, f)) es un conjunto —invariante.
Supongamos que X \ cl(O(U, f)) # 0. Ya que X \ cl(O(U, f)) es un conjunto abierto en
X, int(X \ cl(O(U, f))) # 0. Por hipétesis X \ cl(O(U, f)) es denso en ninguna parte,
esto es, int(cl(X \ cl(O(U, f)))) = 0 y considerando que X \ cl(O(U, f)) es un conjunto
abierto en X, obtenemos que X \ cl(O(U, f)) = 0. Lo cual es una contradiccién, pues
se estd suponiendo que X \ cl(O(U, f)) # 0. Por lo tanto X \ cl(O(U, f)) = 0, es
decir, X = cl(O(U, f)). Lo que prueba que O(U, f) es un conjunto denso en X. Por el

Teorema [1.4.9] esto implica que f es transitiva. O

El siguiente resultado es también una caracterizacion de la transitividad de una

funcién. Omitimos la prueba, pero se puede encontrar en [43].

Teorema 1.4.11. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se cumple que f es transitiva si y
solo si para cada N € N y para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U,V de
X, existe n > N y un conjunto abierto W C U tal que f*"(W) C V.

Proposicién 1.4.12. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se cumple que f es transitiva

siy sblo si Q(z, f) = X, para cada = € X.

Demostracion. Supongamos que f es transitiva. Sea x € X. Para probar que Q(z, f) =
X, basta verificar que X C Q(z, f). Sean y € X y U,V abiertos en X tales que y € U,
x €V y N eN. Como f es transitiva, del Teorema [1.4.11] existe n > N y un conjunto
abierto W C U tal que f"(W) C V.

Dado que f*(W)NV C fA(U)NV, fA(U)NV # 0, lo que prueba que y € Q(z, f).
Ahora supongamos que Q(z, f) = X, para cada x € X. Sean U,V abiertos no vacios
en X. Tomemos y € U y x € V. Por hipétesis Q(z, f) = X, por lo que y € Q(z, f).
Esto tltimo implica que existe n > 1 tal que f*(U) NV # ), lo que prueba que f es

transitiva. OJ
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Ahora enunciamos otros resultados que nos muestran propiedades de la funcién f

que son consecuencia de la transitividad de la funcién.

Proposicién 1.4.13. Sean (X, f) un sistema dindmico y U C X un conjunto abierto

y no vacio. Si f es una funcién transitiva, entonces el conjunto:

V= rw,

neN

es un conjunto abierto y denso en X.

Demostracion. Supongamos que f es una funcién transitiva. Se tiene que V' es abierto
pues U es abierto y f es continua. Veamos que V es denso. Sea W un subconjunto

abierto y no vacio de X. Como f es transitiva, por el Teorema [1.4.9] existe m € N tal

que W N f7™(U) # 0, luego W NV # 0. O

Proposicién 1.4.14. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si f es una funcién transitiva,
entonces R(f) = X.

Demostracion. Sea x € X. Sea U un abierto de X que contiene a x y sean € N. Como
f es transitiva, por el Teorema [[.4.11] haciendo U = V, tenemos que existe m > n y
un conjunto abierto W C U tal que f™(x) € U. Asi, por la Proposicién se tiene
que z € w(z, f) y con ello z € R(f). O

Dado un espacio métrico X y f : X — X una funcion transitiva, no es dificil ver
que para cada U,V y W conjuntos abiertos no vacios de X, existe un punto x € X el
cual, su orbita visita a los tres conjuntos dados. El siguiente resultado presenta esta

idea en su forma mas general. La prueba se puede hallar en la Proposicién 8.3 de [31].

Teorema 1.4.15. Sean (X, f) un sistema dindmico, con f una funcién transitiva y
U un subconjunto abierto y no vacio de X. Se cumple que para cada colecciéon de n
conjuntos abiertos y no vacios de Uy, Us, ..., U, de X, existen o € X y n ntmeros

naturales mq, mo, ..., m, tales que

fm1<1'0) c Ul,fm2($0) < UQ, .. .,fm"(ﬁ()) c Un
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Dado (X, f) un sistema dindmico transitivo, si podemos cubrir a X con un nimero

finito de bolas de radio €, es decir que

n
X = UB(a:i,e), 1,29, ..., 05 € X,

i=1
el Teorema [1.4.15] nos dice que existe al menos un punto, cuya érbita recorre todas
las bolas. Asi, si logramos hacer esto para cada € > 0, entonces la transitividad de
la funcién asegura que habra puntos que recorran cada vez mas lugares del espacio.
Con lo cual, surge el interés de preguntarnos por la existencia de érbitas densas en el
conjunto X y si la transitividad es condicion suficiente para que esto ocurra. Primero

definimos este tipo de puntos.

Definicién 1.4.16. Sean (X, f) un sistema dindmico y = € X. Se dice que z es un
punto transitivo si O(z, f) es un conjunto denso en X. Denotamos por Trans(X) el

conjunto de todos los puntos transitivos de X.

Segun la Definicién [1.4.16, un punto transitivo es un punto cuya orbita visita casi
todas partes del espacio. Esto es, que en cualquier vecindad en el espacio, hallaremos
elementos de la orbita del punto. En espacios perfectos, la existencia de un punto

transitivo, tiene consecuencias ain mas fuertes.

Proposicién 1.4.17. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio métrico per-

fecto. Se cumplen las siguientes proposiciones:

(1) Siz € Transg(X), entonces, para cadan € N f*(z) € Trans;(X). Asi, O(z, f) C
Transs(X).

(2) SiTranss(X) # 0, entonces Transy(X) es un conjunto denso en X.

Demostracion. (1) Supongamos que x € Trans;(X). Sea n € N. veamos que f"(z) €

Transg(X). Sea U un abierto no vacio de X. Pongamos:

V=U\{z,f(z),....f" (=)}

Se tiene que V' es un abierto en X. Ademas, dado que X es perfecto, V' es no vacio.

Y ya que O(z, f) es un conjunto denso en X, existe m > n tal que f™(z) € V.
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Por tanto f™(x) € U. Sin embargo, ya que m > n, f™(x) € O(f"(z), f). Asi,
O(f™(x), f)NU # 0. Hemos probado que O(f™(x), f) es un conjunto denso. Esto
prueba que f"(x) € Transs(X). Se sigue que O(z, f) C Transs(X).

(2) Supongamos que Trans;(X) # 0. Sea x € Transy(X). Luego O(z, f) es un
conjunto denso en X. Del punto (1), tenemos que O(x, f) C Transg(X). Por lo
tanto Transg(X) es un conjunto denso en X.

De (1) y (2) se concluye la prueba. O

Proposicién 1.4.18. Sea (X, f) un sistema dinamico. Se tiene que x € Transs(X) si

y sélo si w(z, ) = X.

Demostracion. Sean x € Transg(X) y y € X. Veamos que y € w(z, f). Sea k € N.
Como z € Transy(X), existe ny € N tal que f™(x) € B(y, ). Si consideramos la
sucesion {ng tren generada de esta forma, tenemos que dicha sucesién converge a y. Lo
cual, por la Proposicién implica que y € w(z, f). Como y € X es arbitrario,
X Cw(z, f)yasiw(z, f) = X.

Ahora supongamos que w(z, f) = X. Como w(z, f) C cl(O(z, f)), se tiene que
cl(O(x, f)) = X. Asi, por definicién x € Transs(X). O

Recordemos que al presentar la definicién de punto transitivo (Definicién , nos
planteamos la pregunta de la relacién que existe entre este concepto y la transitividad.
Por principio podemos preguntarnos ;bajo qué condiciones la existencia de érbitas
densas implica la transitividad del sistema? Como se exhibe a continuacion, la condicién

es que el espacio no posea puntos aislados.

Teorema 1.4.19. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio métrico perfecto.

Si existe un punto transitivo, entonces f es transitiva.

Demostracion. Supongamos que existe un punto transitivo, es decir, existe z € X tal
que O(z, f) es un conjunto denso en X. Sean U y V subconjuntos abiertos y no vacios
de X. Luego, existe n € N tal que f"(z) € U. Dado que X es un espacio perfecto, de
la Proposicién tenemos que O(f"(x), f) es un conjunto denso en X. Luego
existe, m € N tal que f™(z) € V. Note que m > n, luego f™(z) = f™"(f"(z)). Asi,
f™(x) e fm(U)NV. Luego f™"™(U)NV # (), lo que prueba que f es transitiva. []
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La siguiente pregunta que surge de manera natural es jse cumple el reciproco del
Teorema [1.4.19]7 ;bajo qué condiciones si se cumple? Para dar respuesta a estas
preguntas, presentamos un importante resultado de topologia, que es 1util no sélo para
este propdsito, como descubriremos mas adelante. Este teorema es conocido como el
Teorema de Categoria de Baire y su demostracién puede ser hallada en el Teorema 2.6
de [19].

Teorema 1.4.20 (Teorema de Categoria de Baire). Sea X un espacio métrico completo.

Si {A,, }nen es una sucesién de conjuntos abiertos, no vacios y densos, entonces:

A=A, #0.

neN
Mas aun, A es un conjunto denso en X.

El siguiente resultado muestra que la transitividad implica la existencia de una

6rbita densa, cuando el espacio considerado es completo y separable.

Teorema 1.4.21. Sea (X, f) un sistema dindmico, con X un espacio métrico completo
y separableﬂ Si f es transitiva, entonces existe z € X tal que x es un punto transitivo
en X.

Demostracion. Supongamos que f es transitiva. Como el espacio X es separable, existe
un subconjunto denso numerable. Tomando las bolas de radios racionales, centradas en
los puntos de dicho conjunto denso numerable, podemos construir una base numerabldﬂ
para la topologia del espacio X. Sea {U, },en una base numerable para X. Sea n € N.

Luego U, es abierto y no vacio, por lo cual, de la Proposicién [1.4.13] el conjunto:

An - U f_j<Un)7

JjeN

es un conjunto abierto y denso. Asi, {A, },en es una sucesién de conjuntos abiertos, no
vacios y densos. Por el Teorema de Categoria de Baire (Teorema [1.4.20)), tenemos que

2Las definiciones de completo y separable se pueden hallar en [29].

3Cuando el espacio posee una base numerable, se dice que el espacio es segundo numerable. En
espacios métricos, ser separable y ser segundo numerable, son nociones equivalentes. Ver Teorema 3,
Capitulo IV de [29].
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el conjunto:

A=A, #0.

neN
Sea x € A. Veamos que x € Transs(X). Sea U abierto no vacio en X. Como
{Un}nen es una base para X, existe n € N tal que U,, C U. Por otro lado, dado que
x € A, en particular, x € A,. Por lo cual, existe m € N tal que z € f~"™(U,) y por
tanto f™(z) € U,. Asi, f™(z) € U, lo que a su vez nos dice que O(z, f)NU # . Esto

es, £ es un punto transitivo. ]

Como consecuencia del Teorema [1.4.19| y el Teorema [1.4.21] podemos deducir las
propiedades del espacio X, bajo las cuales la transitividad y la existencia de puntos

transitivos son nociones equivalentes. Lo enunciamos de manera formal a continuacion.

La demostracion es inmedianta considerando los Teoremas [1.4.19| y [1.4.21]

Teorema 1.4.22. Sean (X, f) un sistema dindmico con X un espacio métrico perfecto,
completo y separable. Se tiene que f es transitiva si y sélo si existe z € X tal que x es

un punto transitivo.

Para finalizar este capitulo introducimos algunas nociones relacionadas con la tran-

sitividad.

Definicién 1.4.23. Sean (X, f) un sistema dindmico y A C X. El conjunto A es un
subconjunto minimal de X si A es cerrado, +invariante y no contiene conjuntos propios

que sean cerrados y +invariantes.

Cuando no haya confusion sobre la pertenencia del conjunto A, en la Definicion
diremos simplemente que A es un conjunto minimal.

Ejemplo 1.4.24. Sea (X, f) un sistema dindmico. Sea x € X, se tiene que cl(O(z, f))
es un conjunto minimal. Esto se sigue de la Proposicion (1.3.23]

Es importante recalcar que estos conjuntos son llamados minimales, pues en términos
de contencion de conjuntos, son el minimo conjunto cerrado y +invariante que los con-
tiene. Ademds, recordemos que si A es un conjunto +invariante, podemos considerar

el subsistema:
f|A A — A
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Esto da pie a la idea de sistemas minimales. Presentamos la definicién a continuacion.

Definicién 1.4.25. Un sistema dindmico (X, f) es un sistema dindmico minimal si X

es un conjunto minimal.

La Definicién [1.4.25] la podemos interpretar como sigue. Un sistema minimal es
aquel que no cuenta con subsistemas propios, puesto que no existe un subconjunto
propio de X que sea cerrado y +invariante. Esto nos dice que no hay subconjuntos
propios en X cuyos puntos no interactuen con todo el espacio X. Si recordamos que
las érbitas son los conjuntos +invariantes mas pequenos que contienen a un punto, es

de esperarse un comportamiento especial de las o6rbitas en sistemas minimales.

Proposicién 1.4.26. Sea (X, f) un sistema dindmico. El sistema es minimal si y sélo

si para cada = € X, O(z, f) es un conjunto denso en X.

Demostracion. Supongamos que (X, f) es un sistema minimal. Luego X es un conjunto
minimal. Sea x € X. De la Proposicién , O(z, f) es un conjunto +invariante.
Asi, cl(O(z, f)) es un conjunto +invariante y cerrado. Como X es un conjunto minimal,
debe ocurrir que X C cl(O(x, f)), lo que prueba que X = cl(O(z, f)). Por lo tanto
O(x, f) es un conjunto denso en X.

Ahora supongamos que para cada = € X, O(z, f) es un conjunto denso en X. Se
tiene que X es cerrado. Sea A C X tal que A es cerrado y +invariante. Sea x € A.
Como A es +invariante, de la Proposicién , se tiene que O(z, f) C A. Esto, dado
que A es cerrado, nos lleva a que cl(O(z, f)) C A, pero O(z, f) es un conjunto denso

en X. Asi, X C A. Esto prueba que X es un conjunto minimal. O]

Por ltimo, veamos la relacién que existe entre un sistema transitivo y un sistema

minimal.

Teorema 1.4.27. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si (X, f) es minimal, entonces
(X, f) es transitivo.

Demostracion. Supongamos que (X, f) es minimal. Sean U y V abiertos no vacios en
X. Sea x € U. Como (X, f) es minimal, de la Proposicién , obtenemos que
O(z, f) es un conjunto denso en X. Asi O(z, f) NV # 0, por lo cual existe m € N tal
que f™(x) € V. Por lo tanto, f™(U)NV # 0, lo que prueba que (X, f) es transitivo. [J




Capitulo 2

Sensibilidad a las condiciones

iniciales y equicontinuidad

Por la trémula finura
de los aleteos pequenos
delicados como suenos

did inicio la aventura.

En este capitulo se estudian a detalle los conceptos de estabilidad e inestabilidad puntual
en un sistema dindmico y se muestra como estos se relacionan con las aproximaciones
numeéricas. Posteriormente se analiza el concepto de sensibilidad a las condiciones
iniciales, que es uno de los pilares histéricos y conceptualmente fundamentales en el
nacimiento de la teoria del caos. También se introduce el concepto de equicontinuidad,
que presenta caracteristicas aparentemente opuestas a las de sensibilidad a las condi-
ciones iniciales. Finalmente, se analizan las condiciones bajo las cuales pueden ser

tratadas como nociones opuestas de orden y desorden en un sistema dinamico.

Resulta inevitable hablar de aproximaciones numéricas cuando hablamos de sistemas
dindmicos, pues el objetivo fundamental de un sistema dindmico es el de modelar
matemdaticamente cierto proceso de movimiento, de manera que nos permita hacer
predicciones. Es decir, que podamos saber el estado del sistema en cualquier periodo

de tiempo determinado. Sin embargo, esto no siempre se puede lograr. Para entrar en
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materia necesitamos algunas aclaraciones.

Durante este capitulo consideramos el sistema dindmico (X, f) con X un espacio
métrico perfecto, completoﬂy separableﬂ La razon de esta restriccion es que el Teorema
1.4.22| nos dice que estas son las condiciones para las cuales es equivalente un sistema
transitivo, que un sistema en el que existen puntos transitivos. Asi, durante este capitulo
estas nociones seran equivalentes.

Los articulos que conforman las referencias principales de este capitulo los puede

encontrar en [2, 5, 39].

2.1 Estabilidad e inestabilidad puntual

La palabra estabilidad tiende a interpretarse como algo que no cambia, o algo que tras
sufrir una ligera perturbacién, vuelve a su estado original. Sin embargo, la nocién
matematica de la estabilidad es un poco distinta. La estabilidad o inestabilidad se dan
de manera puntual en un sistema dinamico. Esta nocién muestra como se comportan
los puntos cercanos al punto estable o inestable en cuestion, al transcurrir el tiempo.

Veamos la definicién de manera formal.
Definicién 2.1.1. Sea (X, f) un sistema dindmico. Un punto z € X es llamado:

e Fstable en X, si para cada € > 0, existe § > 0 tal para cada y € X, d(z,y) < 9
implica que d(f"(x), f"(y)) < ¢, para cada n € N.

e Inestable en X, si existen ¢ > 0, una sucesién {x;}reny en X y una sucesién
{ni}ren en N tales que la sucesién {ny}ren tiende a infinito, {zy}ren converge
axy d(f™(x), f*(zg)) > €, para cada k € N. En este caso decimos que z es

e-inestable.

Cuando no haya confusion sobre el espacio, decimos tnicamente que el punto = es

estable o inestable.

1Un espacio completo es aquel en el que toda sucesién de Cauchy es convergente. Consulte la
definicién en el Capitulo V de [29].

2Un espacio es separable si admite un subconjunto denso y numerable. Consulte la definicién en el
Capitulo IV de [29].




49

Una de las principales caracteristicas que se buscan en un sistema dinamico es que
sea preciso al momento de hacer predicciones. Para realizar dichas predicciones en
el tipo de sistemas dinamicos considerados en este trabajo se hace lo siguiente. Se
requiere de una condicion inicial g, que es un valor conocido que representa el estado
del cual parte el sistema. Asi, la 6rbita del punto xy representa el recorrido del sistema
partiendo de xy. Por lo tanto, si queremos conocer el estado preciso del sistema al
tiempo n € N, se debe calcular f™(xg), lo cual se realiza de manera iterativa calculando

ordenadamente:

{f(x0), f2(x0), [*(20), ..., [" (wo), ["(0)}.

De este modo, si es posible calcular dichas iteraciones, entonces siempre que tengamos
la condicion inicial correcta obtendremos las predicciones correctas segun el sistema. El
problema comienza cuando hay errores en la condicién inicial y es esto precisamente lo
que distingue la estabilidad de la inestabilidad de un punto.

La Definicién [2.1.1] de manera intuitiva nos dice que si un punto z es estable, el
error de aproximacion al iterar la funcién sera pequeno, siempre que la condicion inicial
esté lo suficientemente cerca de x. Es decir, si queremos obtener un error a f™(z) que
en cercania sea menor a ¢, debemos partir con una condicién inicial mas cerca que
de z (vea la Figura . Por otra parte, si el punto x es inestable, existe un error
e > 0, el cual se supera en alguna iteracion, sin importar que tan cerca de x tomemos
la condicion inicial. Esto significa que no importa que tan pequeno sea el error inicial,
al iterar el sistema este error se propagara hasta superar un error € fijo. Aclarada su
importancia, pasemos a analizar estos conceptos.

De la Definicion [2.1.1] podemos observar que las definiciones de estabilidad e ines-
tabilidad de un punto son nociones contrarias, es decir, para cada x* € X, x es o bien
estable, o bien inestable y no puede ser ambos. Otra observaciéon importante y que
no es dificil de demostrar considerando la continuidad de f, es que ésta preserva la
estabilidad o inestabilidad de los puntos de X. Lo cual se enuncia de manera formal a

continuacién.

Proposicién 2.1.2. En un sistema dindmico (X, f), si x € X es un punto estable

(inestable), entonces para cada k € N, f*(z) es un punto estable (inestable).

Es importante mencionar que aunque la Proposicion [2.1.2] nos dice que la funcién f
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Figura 2.1: Orbita estable

preserva la inestabilidad de los puntos, no necesariamente preserva el € de inestabilidad,
el cual puede crecer o decrecer segiin el comportamiento de la funcion.

La interpretacion intuitiva de la estabilidad puede dar lugar a pensar que los puntos
estables generan un comportamiento “sencillo” en los puntos cercanos. Tal compor-

tamiento se empieza a exhibir en el siguiente resultado.

Proposicién 2.1.3. Sean (X, f) un sistema dindmico y x € X. Si x es un punto
estable, entonces w(z, f) = Q(z, f).

Demostracidn. Supongamos que z es un punto estable. De la Proposicién [1.3.12] te-
nemos que w(z, f) C Q(z, f). Ahora tomemos y € Q(z, f), luego existen sucesiones
{zr}ren en X y {ng}rey en N que cumplen que la sucesién {ng}ren tiende a in-
finito, limg ooy = = y limg_ oo f™(xx) =y. Sea € > 0. Como x es un punto es-
table, existe § > 0 tal que para cada z € X que cumpla que d(zx,z) < 0, implica que
d(f*(z), f*(z)) < 5, para cada n € N. Ademas, dado que {z;}ren converge a x y

{f™(x1) }ren converge a y, existe k € N tal que d(x,xy) < § y d(f™ (zx),y) < S, asi,

€
2 )
de lo anterior:

AP (@), y) < A (@), ) + AU (on), ) < 5+ 5 = e
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Por la Proposicién [1.3.3] se sigue que y € w(x, f), lo que prueba que Q(z, f) C w(z, f)

lo cual concluye la prueba. O]

Ahora introducimos una familia de conjuntos que ayuda al estudio de los puntos

estables y posteriormente analizamos algunas de las propiedades de dicha familia.

Definicién 2.1.4. Sea (X, f) un sistema dindmico. Sea k € N, definimos a G} como
el conjunto de todos los x € X tales que existe un abierto U con x € U tal que, para

cada x1, 29 € U, d(f™(x1), f"(22)) < 1, para cada n € N.

—k:’

Proposicién 2.1.5. Sean (X, f) un sistema dindmico y k£ € N. El conjunto Gy es

abierto y —invariante.

Demostracion. Primero veamos que Gy, es abierto. Sea z € Gy, luego existe un abierto

U con x € U tal que, para cada x1,29 € U, d(f"(x1), f"(x2)) < =, para cada n € N,

<+
De la Definicion [2.1.4] se puede notar que U C G}. Esto prueba que G}, es abierto.
Ahora veamos que G}, es —invariante. Seax € f~!(Gg), luego f(x) € Gy, por lo cual
existe un abierto U con f(z) € U tal que para cada 1, x5 € U, d(f™(z1), f"(22)) < 1,
para cada n € N. Podemos escoger U de tal forma que su didmetro d(U) < . Como
f es continua, existe un abierto V en X tal que z € V' y f(V ) CU. Sean x1,29 € V,
luego f(z1), f(z2) € U, por lo cual d(f™(f(z1)), f*(f(22))) < 4, para cadan € N. Y
va que d(U) < 1, d(f(x1), f(z2)) < 1. Lo que demuestra que 2 € G. Por lo tanto,

[ YGk) C Gy O

El siguiente resultado nos brinda una caracterizacién de los puntos estables de un
sistema en términos de la familia de conjuntos Gy, lo cual es de utilidad en demostra-

ciones posteriores.

Proposicién 2.1.6. Sea (X, f) un sistema dindmico. El conjunto NgenGy coincide con

el conjunto de los puntos estables de X.

Demostracion. Supongamos NienGr # 0. Sea € NpenGr. Veamos que z es estable.
Sea € > 0. Luego, existe £k € N tal que % < €. Dado que =z € Gy, existe U abierto en
X que cumple con la Definicién 2.1.4] Asi, existe § > 0 tal que B(z,d) C U y por las
propiedades de U, si d(x,y) < §, entonces d(f™(x), [*(y)) < % < €. Lo que prueba que

x es estable.
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Ahora probemos la otra contencién. Sea x € X un punto estable, veamos que
T € NkenGg. Sea k € N, como z es estable, existe § > 0 tal que d(z,y) < 0 implica que
d(f™(z), ["(y)) < 5, para cada n € N. Sea U = B(z,4), asf, dados x1, 25 € U se tiene
que d(zq,x) < 6y d(za,x) < d, por lo cual

A 0), @) S AU ), ) + O @), M) < o o =

Esto prueba que x € Gy y por lo tanto x € NgenGe.

Ahora supongamos que NpenGy = (). Hemos probado que el conjunto de los puntos
estables esta contenido en NienGy, por lo cual si existe un punto estable, esto implica
que NgenGr # 0, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto el conjunto de puntos

estables es también el conjunto vacio. m

Recordemos que es fundamental verificar si los conceptos que hemos definido son
propiedades dinamicas. El resultado siguiente muestra que ser estable es una propiedad

que se preserva bajo conjugacién topoldogica.

Proposicién 2.1.7. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dindmicos topoldgicamente conjuga-
dos bajo el homeomorfismo ¢. Si x € X es un punto estable en X, entonces y = ¢(x)

es un punto estable en Y.

Demostracion. Supongamos que y = ¢(x) es un punto e-inestable en Y, para algin
e > 0. Luego, existen {yr}ren ¥ {7k }ren sucesiones tales que limy ,.oyr = y vy
dy (9" (y), g™ (yx)) > €. Como ¢ es un homeomorfismo, la sucesion {¢~!(yx)}ren,

converge a ¢ *(y) = x. Por otro lado, el punto z es estable en X, por lo que:
g oodx (f (), (67 (1)) = 0.
Asi, limy,_oody (¢ o f™(x),d o f (¢~ (y))) = 0y por lo tanto:
iy oedy (9" (y), g™ (yx)) = 0,

lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto, y es estable en Y. O]

Puesto que las nociones de estabilidad e inestabilidad son nociones opuestas en un
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sistema dinamico, de la Proposicion [2.1.7], se desprende de manera inmediata el siguiente

corolario.

Corolario 2.1.8. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dindmicos topolégicamente conjugados
bajo el homeomorfismo ¢. Si z € X es un punto inestable en X, entonces y = ¢(x) es

un punto inestable en Y.

Ahora pasemos al resultado fundamental de la inestabilidad en un sistema. Para ello
requerimos del siguiente lema sobre puntos inestables. Denotamos por K. al conjunto

de todos los puntos e-inestables.

Lema 2.1.9. Sea (X, f) un sistema dindmico. Para cada € > 0 se cumple que cl(K,) C
Ke.
2

Demostracion. Sea e > 0. Sea x € cl(K,). Luego, existe {z, }nen en K. tal que {x, tnen
converge a x. Para cadan € N, z,, € K.. Asi, para cadan € N, existe {a} }rey en X tal
que converge a x,, y existe {m7}ren de N tal que d(f™k (2}), f™ (z,)) > €, para cada
k € N. Esto ultimo, por la desigualdad del triangulo, implica que para cada k € N:

d(f™ (x3), [ () > 5 6 d(f7 (@), 7 (2)) >

DO ™

Sea k € N. Como lim,, ..z, = x, existe N, € N tal que

1
d(x,,x) < o bara cada n > Nj.

Por otro lado, limk%ooxiv’“ = xy,, por lo que existe my; € N tal que

1
d(zp*, zn,) < o Para cada k > my,.

. . o N ’ . .
Definimos y;, = z,,*. Asi, se tiene que:

d(yk,l’) = d(xNk !L’) S d(xﬁzax]\fk) +d($Nkax) <=+ == -

my?

Por lo cual, d(yx, z) < 1. Si consideramos la sucesién {y tren construida de ese modo,

por todo lo anterior, se tiene que {yx}ren converge a x. Por lo tanto x € Ke. O
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Teorema 2.1.10. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se cumple lo siguiente:

1. Si z € X es e-inestable para algin ¢ > 0, entonces cada punto de cl(O(z, f)) es
s-inestable, esto es, cl(O(z, f)) C K-.

2. Si (X, f) es minimal y contiene un punto inestable, entonces existe ¢ > 0 tal que

para cada x € X, = es e-inestable, es decir, X = K..

Demostracion. Supongamos que x € X es un punto e-inestable para algin € > 0, luego
por la Proposicién 2.1.2] se tiene que O(z, f) C K.. De aqui, cl(O(z, f)) C cl(K.). Por
lo que del Lema , se infiere que cl(O(z, f)) C K¢, lo que prueba (1).

Ahora, supongamos que el sistema es minimal y que existe un punto z € X que
es e-inestable. Como el sistema es minimal, cl(O(z, f)) = X. Asi de (1), para cada

r € X, x es §-inestable. Lo que prueba (2). ]

El Teorema [2.1.10, indica que un punto x € X que sea inestable permanecerd
inestable al pasar el tiempo. Maés atin, que en un sistema minimal basta la existencia
de un punto inestable para asegurar la inestabilidad de todos los puntos y no sélo eso,
ademas, todos los puntos seran inestables con el mismo € de inestabilidad. Esto ultimo
da pie a preguntarnos ;qué sucede en un sistema donde todos los puntos son inestables?

Es aqui donde entra la sensibilidad a las condiciones iniciales.

2.2 Sensibilidad a las condiciones iniciales

La sensibilidad a las condiciones iniciales es una de las caracteristicas que histéricamente
fue la primera en ser detectada como caracteristica de un sistema cadtico. En el ano
de 1889, el Rey Oscar 1I de Suecia y Noruega, en la celebracion de su sexagésimo
cumpleanos, organizd un concurso que premiaria a aquel, que diera soluciéon matematica
al problema de los n-cuerpos planteado por Newton. El matematico francés H. Poincaré
gané dicho concurso. Redujo el problema considerando sélo 3 cuerpos y descubrié que
era imposible resolverlo. Asi, Poincaré se volvié el primer matematico en considerar
la posibilidad de caos en un sistema determinista, en el sentido de que un pequeno

cambio o perturbacion en la condicion inicial, puede llevar eventualmente al sistema a




95

un estado radicalmente distinto al esperado. Se habia encontrando el primer sistema
cadtico en el cosmos.

Sin embargo, el trabajo de Poincaré generd poco interés en cuanto a esta teoria.
Fue hasta 1961 que un meteorélogo estadounidense llamado Edward Lorenz mientras
realizaba simulaciones por computadora con un modelo para la prediccion del tiempo,
hizo un sorprendente descubrimiento. Al repetir una de las simulaciones para comprobar
la veracidad de la misma, cambié de manera minima los valores de entrada para hacer
el computo més rapido, utilizando sélo 3 decimales en lugar de 6 como en la primera
simulacion. El resultado de este cambio fue un escenario de prediccion del tiempo
totalmente diferente. En 1963 Lorenz publicé el articulo Deterministic Nonperiodic
Flow [37], donde describia el resultado del estudio de este fenémeno que descubrié por
casualidad y que se convertiria en el renacimiento de la teoria del caos. En su articulo
define el ya conocido efecto mariposa, el cual articula de una forma un tanto poética
que “el aleteo de una mariposa en Brasil puede provocar un huracan en Texas” lo cual
hace referencia a lo ya antes descrito por Poincaré, la sensibilidad a las condiciones

iniciales de un sistema.

Definicién 2.2.1. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se dice que f es sensible a las
condiciones iniciales si existe 0 > 0 tal que para todo x € X y para todo € > 0, existen
y € X yn € N tales que d(z,y) < ey d(f"(x), f*(y)) > . Al nimero § se llama

constante de sensibilidad del sistema.

Como se puede observar en la Definicion [2.2.1] 1a sensibilidad a las condiciones ini-
ciales es inestabilidad puntual en todos los puntos del espacio. Mas atn, es inestabilidad
uniforme, es decir, todos los puntos x € X son d-inestables, donde 9§ es la constante de

sensibilidad del sistema. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.2.2. La familia de funciones {f,, : R = R | fiup(z) = max+b con m,b e

R y |m| > 1} es una familia de funciones sensibles a las condiciones iniciales en R.

Demostracion. Sean m,b € R, tales que |m| > 1. Veamos que la funcién f,,, : R - R

es sensible a las condiciones iniciales, con constante de sensibilidad § = |m|. Sea x € R
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y € > 0. Es sencillo mostrar por induccion que para cada w € R:

n—1
M (w) =m"w + mek, para cada n € N.
k=0

Pongamos y = 2 — §. Asiy € B(x,¢) y ademas:

d(f™(x), f*(y) = |m "z +bY 7" om —m"y —by - 0m "
= |m"z —m"y| = [m"||z — y|

= |m|"lx—z+%

sl=Iml|"5.

Como |m| > 1, existe ng € N tal que [m|"$ > |m|. Por lo tanto, tenemos que
d(fm(z), f(y)) > |ml, lo que prueba que la funcién es sensible a las condiciones

iniciales con constante de sensibilidad § = |m). O

El siguiente ejemplo se encuentra desarrollado en la Proposicién 9.6 de [31].

Ejemplo 2.2.3. La funcién Tienda T : [0,1] — [0, 1] es sensible a las condiciones

iniciales con constante de sensibilidad § = %

Ya que la sensibilidad a las condiciones iniciales es una caracteristica de sistemas
con un comportamiento que podriamos llamar erratico o complejo, es natural pensar
que tienen que ser sistemas muy complejos de definir. Sin embargo, como se puede
observar en los Ejemplos v [2.2.3] existen sistemas que presentan sensibilidad a las
condiciones iniciales cuya definicién algebraica es bastante sencilla.

A modo de conclusion, los sistemas que presentan sensibilidad a las condiciones
iniciales son sistemas que tiene memoria solo a corto plazo, es decir, que al principio
las orbitas cercanas permanecen cerca, pero pasando el tiempo los errores iniciales se
propagan llevando al sistema a configuraciones muy distintas.

Para demostrar que un sistema es sensible a las condiciones iniciales es fundamental
encontrar la constante de sensibilidad d, que cumpla con las condiciones dadas en la
Definicién lo cual no siempre es una tarea sencilla. Es por ello que se recurre a

otras herramientas que nos ayuden en esta tarea. Una de ellas es la equicontinuidad.




o7

2.3 Equicontinuidad

El estudio de la equicontinuidad de una funcién cobra sentido para nuestros propdésitos al
utilizarla como una nocién opuesta a la sensibilidad a las condiciones iniciales. Sin em-
bargo, no siempre estas dos nociones son contrarias. Més adelante se exhiben las condi-
ciones del espacio bajo las cuales efectivamente lo son. Comencemos con su definiciéon

formal.

Definicién 2.3.1. Un sistema dindmico (X, f) es llamado equicontinuo si para cada

e > 0, existe § > 0 tal que para cada z,y € X con d(z,y) < d, se cumple que:
d(f™(z), f"(y)) < e, para cada n € N.

Observando la Definicién [2.3.1] es sencillo convencerse que un sistema equicontinuo
es aquel que es globalmente estable, es decir, un sistema en el cual todos los puntos son

estables.

Proposicién 2.3.2. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se cumple que (X, f) es equicon-

tinuo si y sélo si para cada x € X, x es un punto estable de f.

Recordemos que la sensibilidad a las condiciones iniciales es una de las primeras
nociones que histéricamente fueron tratadas como cadticas. Por lo cual, un sistema
equicontinuo, al describir una comportamiento “opuesto” a la sensibilidad a las condi-
ciones iniciales, se espera que tenga un comportamiento dinamico sencillo. Como se
muestra en el siguiente resultado, efectivamente existen funciones equicontinuas cuya

dinamica es sencilla.

Teorema 2.3.3. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si f es una isometria, entonces f es

equicontinua.

Demostracion. Supongamos que f es una isometria. Sea € > 0. Si hacemos § = € el

resultado queda demostrado. O

El Teorema [2.3.3] nos brinda muchos ejemplos de funciones que son equicontinuas.

En particular, la funcién rotacién irracional en S, que es una funcién muy estudiada
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en el campo de los sistemas dinamicos discretos, es una isometria, por lo que resulta
también una funcion equicontinua. El analisis detallado de esta funcién se muestra en

la primera seccion del Capitulo 5.

Ejemplo 2.3.4. Sea § € R un numero irracional. La funciéon rotacion irracional

Ry : S — S' se define como:
Ry(2) = €™z, para cada z € S*.
Esta funcién es equicontinua en S?.

Maés aun, existe un resultado que caracteriza a todas las funciones equicontinuas
de S*. La prueba de dicho resultado se puede encontrar en [51] y estd enunciado a

continuacion.

Teorema 2.3.5. Sea (S!, f) un sistema dindmico. Se tiene que f es equicontinua si y

s6lo si se cumple sélo una de las siguientes proposiciones:

(1) f es topoldgicamente conjugada a la rotacién irracional.

(2) F(f) contiene exactamente dos puntos y F(f?) = S

(3) F(f) contiene exactamente un punto y F(f?) =", f"(S").
(4) F(f) =Mz f7(5h).

El Teorema [2.3.5] es claramente una clasificacion de las funciones equicontinuas de
S, pues las proposiciones enunciadas son mutuamente excluyentes ya que exigen una
forma precisa para el conjunto F(f) (F(f) =0 en el punto 1).

El Teorema [2.3.3] nos dice que todas las isometrias son funciones equicontinuas, sin
embargo no todas las funciones equicontinuas son isometrias. Esto es, el reciproco del

Teorema [2.3.3] no es cierto en general. Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3.6. La familia de funciones {f,,5 : R = R | fi,p(z) = max+b con m,b e

Ry 0 < |m| < 1} es una familia de funciones equicontinuas.




99

Demostracion. Sean m,b € R, tales que [m| < 1. Sea ¢ > 0. Pongamos § = ﬁ y sean

z,y € R tales que |x — y| < 4. Se tiene que para cada w € R:

n—1
M (w) =m"w + mek, para cada n € N.
k=0

Asi, para cada n € N:

f (@) = fr )| = [me+ b3y mE —mmy — b3 mb|

= |m"x —m"y| = |m"||z —yl.

Como 0 < |m| < 1, para cada n € N se cumple que |m|™ < |m/|, luego | f™(z) — f"(y)| =
Im™||z —y| < |m||lz —y| < |m|d =e. O

Un par de tipos de puntos a través de los cuales se puede comprender la estruc-
tura de los sistemas equicontinuos son los puntos no errantes y los puntos recurrentes.
Los puntos no errantes son aquellos que siempre vuelven a lugares muy cercanos de
donde partieron y los puntos recurrentes son aquellos que pertenecen a su conjunto
omega limite, ambos definidos en el Capitulo 1. Resulta que en sistemas equicontinuos,
hablar de puntos no errantes y puntos recurrentes es equivalente. Esto se muestra en

el siguiente resultado.

Proposicién 2.3.7. Sea (X, f) un sistema dindmico equicontinuo. Se cumple que
R(f) =Q(f) y R(f) es un conjunto cerrado en X.

Demostracion. Supongamos que R(f) # Q(f). De la Proposicién , tenemos que
R(f) € Q(f). Luego, existe z € Q(f) \ R(f). Dado que x ¢ R(f), en particular = ¢
w(z, f). Como w(z, f) es un conjunto cerrado, existe € > 0 tal que d(z,w(z, f)) > 2e.
Por otro lado, como f es equicontinua, existe 6 > 0 con § < € tal que si d(z,y) < 6,
entonces d(f"(z), f*(y)) < €, para toda n € N. Por otro lado, ya que x € Q(f), existe
m € N que cumple que f™(B(x,0)) N B(z,d) # (. Tomemos y € B(x,d), tal que
f™y) € B(z,9). Asi, d(f™(y),x) < ¢ y con ello, por la desigualdad triangular:

€ <2 —0 <d(f"(x),2) —d(f"(y),x) <d(f"(x), ["(y)).
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Pero d(z,y) < §, por lo que gracias a la equicontinuidad de la funcién se sigue que
d(f™(x), f™(y)) < € lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto R(f) = Q(f). Por
ultimo, de la Proposicién [1.3.11], Q(f) es cerrado, con lo que R(f) también lo es. [

Otra caracteristica interesante de los sistemas equicontinuos es que en ellos los con-

juntos omega limite son conjuntos minimales.

Proposiciéon 2.3.8. Sean (X, f) un sistema dindmico equicontinuo y = € X. Si

w(z, f) # 0, entonces w(z, f) es un subconjunto minimal de X.

Demostracion. Supongamos que w(x, f) # 0. Recordemos que w(zx, f) es un conjunto

cerrado, pues es una interseccion arbitraria de conjuntos cerrados. Ademas, de la

Proposicién [1.3.21] w(zx, f) es un conjunto +invariante. Supongamos que w(x, f) no es

dwOw.f) -
2

0. Como f es equicontinua, existe § > 0 tal que si d(z,y) < d entonces d(f"(x), f"(y)) <

minimal. Luego, existen v, w € w(x, f) tales que w ¢ cl(O(v, f)). Sea € =

¢, para todo n € N. Dado que v € w(x, f), en particular, v € cl(O(z, f)), con lo que
B(v,0) N O(z, f) # 0. Seay € O(xz, f) tal que d(y,v) < 4. Luego d(f"(y), ["(v)) < e,
para todon € Ny asi d(f"(y), O(v, f))) < e. Esto ultimo implica que para cada n € N:

d(f"(y), w) = d(O(v, f),w) = d(O(v, f), ["(y)) = 2e —e = €.

De aqui w ¢ w(y, f). Pero w(y, f) = w(x, f). Asi w ¢ w(x, f), lo cual es una con-

tradiccién. Por lo tanto w(z, f) es minimal. O
De la Proposicién [2.3.8] se desprende el corolario siguiente.

Corolario 2.3.9. Sean (X, f) un sistema dindmico equicontinuo y = € X. Se cumple

que cl(O(z, f)) es un conjunto minimal si y sélo si x € R(f).

Demostracion. Supongamos que cl(O(z, f)) es un conjunto minimal. Por definicién de
conjunto omega limite se cumple que w(zx, f) C cl(O(z, f)). Dado que el sistema es
equicontinuo, de la Proposicién w(x, f) es minimal, por lo cual debe ocurrir que
w(z, f) = c(O(x, f)), vy ya que = € cl(O(z, f)) se tiene x € w(z, f), lo que a su vez
implica que x € R(f).

Ahora supongamos que x € R(f). Luego x € w(x, f), lo cual, por la Proposicién
[1.3.6 implica que O(z, f) C w(z, f). Asi, ya que w(z, f) es un conjunto cerrado,
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c(O(z, f)) C w(x, f). Nuevamente de la Proposicién se tiene que w(z, f) es
minimal, luego w(z, f) = cl(O(x, f)). Por lo tanto cl(O(z, f)) es un conjunto minimal.

]

Proposicién 2.3.10. Sean (X, f) un sistema dindmico. Si f es equicontinua, entonces

para cada k € N, f* es equicontinua.

Demostracion. Supongamos que f es equicontinua. Sea k € N y € > 0, luego existe
d > 0 tal que si d(z,y) < 9, entonces d(f"(z), f"(y)) < €, para cada n € N. En
particular si d(z,y) < ¢, entonces d(f™(x), f*™(y)) < €, para cada n € N. Lo que

implica que f* es equicontinua. O

El reciproco de la Proposicion [2.3.10} se cumple si X es un espacio métrico compacto.
Sea (X, f) un sistema dindmico. Definimos dy : X x X — R tal que para cada
x,y € X:
dy(z,y) = sup{d(f"(x), ["(y)) : n € N}.

Se tiene que dy es una métrica para X.
Esta métrica se define para caracterizar los sistemas equicontinuos, lo cual se pre-

senta en el siguiente resultado.

Proposicién 2.3.11. Sea (X, f) un sistema dindmico. El sistema es equicontinuo si y

sélo si la métrica d en X es uniformemente equivalente a dy.

Demostracion. Supongamos que el sistema es equicontinuo. Veamos que idy : (X, d) —
(X, ds) es uniformemente continua. Sea € > 0. Como f es equicontinua, existe § > 0
tal que si d(z,y) < 4, entonces d(f"(z), f"(y)) < 5, para cada n € N. De esto 1ltimo
se tiene que dy(z,y) < § < e. Esto prueba que idx es uniformemente continua.

Ahora supongamos que d y dy son uniformemente equivalentes. Sea € > 0. Como
idy : (X,d) — (X,dy) es uniformemente continua, existe 6 > 0 tal que si d(z,y) < 6,
entonces ds(z,y) < e. Esto implica que d(f"(x), f"(y)) < €, para cada n € N. Asi, f

es equicontinua. ]

Teorema 2.3.12. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si f es una funcién equicontinua,

entonces la funcién f*? es equicontinua.
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Demostracion. Supongamos que f es una funcién equicontinua. Sea € > 0. Como f es

equicontinua, existe d > 0 tal que para cada z,y € X con dx(z,y) < §, se cumple que:

dx(f"(z), f"(y)) <€, para cadan € N. (2.1)

Sean (z,y), (2',y") € X x X, tales que dxxx((z,y),(2',y')) < . Esto implica que

dx(z,y) < 6y dx(z',y) < d. Asi de 1), se tiene que dx(f"(z), f"(y)) < ey
dx(f™(2'), f*(v')) < ¢, para cada n € N. Esto dltimo implica que:

dxxx (((f"(2), [" (), (f*(«), f"(4/))) < € para cada n € N.

Por lo tanto la funcién f*? es equicontinua. m

Corolario 2.3.13. Sean (X, f) un sistema dindmico equicontinuo y € X. Se cumple
que R(f) = X.

Demostracion. Sea x € X. Del Ejemplo [1.4.24] se tiene que cl(O(z, f)) es un conjunto
minimal. Por definicién de conjunto omega limite se cumple que w(z, f) C cl(O(z, f)).
Dado que el sistema es equicontinuo, de la Proposicion , w(z, f) es minimal, por
lo cual debe ocurrir que w(z, f) = cl(O(x, f)), y va que z € cl(O(z, f)) se tiene = €
w(z, f), lo que a su vez implica que x € R(f). ]

Proposicién 2.3.14. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si el sistema es equicontinuo,

entonces considerando al espacio X con la métrica dy, f es una isometria.

Demostracion. Supongamos que el sistema es equicontinuo. Sean x,y € X. Luego:

dy(z,y) = sup{d(f"(z), f"(y)) : n € Z}.
Notemos que:

ds(f(2), f(y)) = sup{d(f"(f(2)), ["(f(y))) : n € N}
= sup{d(f™*'(z), [**'(y)) : n € N}
< sup{d(f"(z), ["(y)) : n € N}
= d¢(z,y).
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Lo que prueba que ds(f(z), f(y)) < d¢(z,y). Por otra parte, ya que f es una funcién
equicontinua, del Teorema [2.3.12] la funcién f*? es equicontinua. Del Corolario
se tiene que (z,y) € R(f*?), es decir (z,y) € w((z,y), f*?). Asi, de la Proposicién[l.3.4]
existe una sucesion {ny}reny de nimeros naturales, tales que limy oo (f*%)™ (z,y) =
(z,y). Por lo cual se sigue que limy_,od(f™(x), f™(y)) = d(x,y). Esto ultimo implica
que d¢(f(x), f(y)) > d(x,y). Lo que a su vez implica que ds(f(z), f(y)) > d¢(x,y).
Ast df(f(x), f(y)) = ds(z,y), es decir, f es una isometria. O

Para mostrar la caracterizacién de funciones equicontinuas, requerimos un par de

definiciones maés.

Definicion 2.3.15. Sean X y Y espacios métricos. Una funcion f : X — Y es no

erpansiva si para cada z,y € X:

Definicion 2.3.16. Sea X un espacio métrico. Dado W C X, una funcién g : X — W

es una retraccion sobre W, si g(x) = x, para todo x € W.

En la Proposicién se prueba que en el sistema dindmico (X, f), R(f) es
un conjunto +invariante bajo f, lo cual indica que la funcién f|gy @ R(f) — R(f)
estd bien definida. Asi, (R(f), f|r(s)) es un subsistema de (X, f). Mas aun, si el sis-
tema (X, f) es equicontinuo, entonces la funcién restringida a R(f) cumple algunas
propiedades importantes que se muestran en el resultado siguiente. Finalmente, pre-
sentamos la caracterizacién de funciones equicontinuas, cuya demostracién se puede

encontrar en [39].

Teorema 2.3.17. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se tiene que f es equicontinua
si y s6lo si existe una unica retraccién v : X — R(f) tal que yo f = fo~vyy
lim, ood(f™(x), f* o y(x)) = 0, para toda z € X y ademds existe una métrica d’
que es uniformemente equivalente a d tal que bajo d’, f y v son no expansivas y f|g()

es una isometria.
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2.4 Sensibilidad a las condiciones iniciales contra

equicontinuidad

Como ya vimos la sensibilidad a las condiciones iniciales se puede interpretar como
estabilidad uniforme en todos los puntos del espacio, mientras que la equicontinuidad
se puede interpretar como estabilidad en todos los puntos del espacio. Esto nos puede
dar la idea de que son nociones contrarias, sin embargo, esto no es cierto en general, se
requieren ciertas condiciones para el espacio para que asi lo sean. Veamos los resultados

que se tienen al respecto, los cuales se pueden consultar a detalle en [2].

Proposicién 2.4.1. Sea (X, f) un sistema dindmico transitivo. Si existe al menos un
punto estable en X, entonces el conjunto de puntos estables coincide con el conjunto

de puntos transitivos.

Demostracion. Supongamos que existe al menos un punto estable en X. Asi, por
la Proposicion [2.1.6] para completar la demostracion, basta verificar que NgenGr =
Transg(X). Como f es transitiva, el Teorema [1.4.22] implica que Transg(X) # 0.
Sea x € Transg(X). Como existe al menos un punto estable en X, de la Proposicién
2.1.6], se tiene que NpenGy # 0. Luego para cada k € N, Gy # 0. Sea k € N. De la
Proposicién [2.1.5] se tiene que G}, es un conjunto abierto en X, por lo que existe np € N
tal que f™(x) € Gy. Nuevamente de la Proposicién , (), es —invariante, por lo
que x € Gy y con ello x € NgenGy. Esto prueba que Transg(X) C NgenGi. Ahora
tomemos = € NpenGr. Dado que [ es transitiva, de la Proposicién se tiene que
Q(z, f) = X. Por otra parte, ya que x es un punto estable, de la Proposicién m
w(z, f) = Qz, f), por lo tanto w(zx, f) = X. Esto ultimo, por la Proposicién
implica que x € Trans;(X), lo que prueba que NgenGy C Trans;(X). m

Teorema 2.4.2. Sea (X, f) un sistema dindmico transitivo. Se tiene la siguiente dico-

tomia:
(1) Existe al menos un punto estable en X.

(2) El sistema es sensible a las condiciones iniciales.
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Demostracion. Supongamos que no existe ningin punto estable. De la Proposicién
2.1.6] tenemos que NgenGy = 0. Supongamos que para cada k € N, G}, # ().

Como f es transitiva, el Teorema , implica que Transg(X) # 0. Sea z €
Transs(X). De la Proposicién se tiene que G}, es un conjunto abierto en X, por
lo que existe n; € N tal que f™(x) € Gj. Nuevamente de la Proposicion Gy es
—invariante, por lo que z € G y con ello x € NgenGi. Lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, existe k € N tal que G}, = 0. Veamos que [ es sensible a las condiciones

iniciales con constante de sensibilidad § = % Sean ¢ > 0y x € X. Como G} = 0,
x ¢ Gy, luego existen y € B(z,¢) y n € N tales que d(f"(z), f*(y)) > . Esto prueba
que f es sensible a las condiciones iniciales, con constante de sensibilidad ¢ = % O

Como consecuencia del Teorema [2.4.2] se tiene el siguiente resultado que muestra
que para sistemas minimales, efectivamente la equicontinuidad y la sensibilidad a las

condiciones iniciales resultan ser nociones opuestas.

Teorema 2.4.3. Sea (X, f) un sistema dindmico minimal. El sistema o bien es equicon-

tinuo, o bien es sensible a las condiciones iniciales.

Demostracion. Supongamos que el sistema no es equicontinuo. Asi, debe existir al
menos un punto x € X que sea inestable. Sea ¢ > 0 tal que = es e-inestable. Del
Teorema , se tiene que cl(O(z, f)) € K¢. Como (X, f) es un sistema minimal,
de la Proposicién , ocurre que cl(O(z, f)) = X. Luego X C K¢, es decir, todos
los puntos del espacio X son 3-
tenemos que el sistema es transitivo. Asi, podemos aplicar el Teorema [2.4.2] el

cual nos dice que el sistema es sensible a las condiciones iniciales puesto que todos los

inestables. Como el sistema es minimal, del Teorema

puntos del espacio X son inestables. O]







Capitulo 3
Entropia topoldgica y Caos Li-Yorke

Mads medida estd la duda
que llega como cualquiera
dando luz a la quimera

dejando la ilusion muda.

En este capitulo se presenta la entropia topoldgica de un sistema dinamico, que es
una cantidad numérica que se le asigna, de cierta forma, a la “complejidad” de dicho
sistema. También presentamos, aunque estudiada con menos detalle que la entropia
topoldgica, su contraparte en teoria ergddica, la entropia métrica. En este capitulo
también se muestra la forma de calcular la entropia topoldgica y se calcula de manera
explicita para algunos sistemas. Posteriormente, damos paso al primer tipo de caos
estudiado en este trabajo, el caos tipo Li-Yorke. Para finalizar el capitulo, se muestra

la relacion que existe entre este tipo de caos y la entropia topolégica.

Andrei Kolmogorov fue un matematico ruso, quien en 1958 fue el primero en definir
a la entropia para sistemas dindmicos [30]. Introdujo el concepto de entropia métrica
de una funcion f : X — X medible, respecto a una medida p, f-invariante. Por su
parte, la entropia topoldgica fue introducida en 196Zﬂ por R. Adler, et. al. [1]. La

entropia topoldgica se define sobre espacios métricos compactos de manera muy similar

'Kl articulo fue publicado en 1965 pero sometido a revisién desde 1963.
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a la entropia métrica. Aunque histéricamente, aparecié primero la entropia métrica,
en este capitulo comenzamos desarrollando la entropia topolégica. La razén de ello es
que para los propositos del presente trabajo es mas relevante la parte topolégica. Los

articulos consultados para este capitulo son principalmente [I], 10, [33].

3.1 Entropia topolégica

La entropia topoldgica, de manera intuitiva, es una cantidad numérica que mide en
cierta forma la complejidad del sistema. En términos generales, mide la tasa de cre-
cimiento exponencial del nimero de érbitas “distinguibles” de un sistema a través del
tiempo, mostrando de este modo, qué tan compleja es la estructura de las érbitas del

sistema.

3.1.1 Cubiertas abiertas

La entropia topoldgica de un sistema dinamico se define a través de las cubiertas abiertas

del espacio X, asi que empecemos por la definicién de cubierta abierta.

Definicién 3.1.1. Sea X un espacio métrico. Una familia &/ de subconjuntos de X es
una cubierta para X si X C (JU. Una subcubierta de U es una subfamilia ¥V C U tal
que X C |JV. SiU es una cubierta para X y ademéds para cada U € U, U es abierto

en X se dice que U es una cubierta abierta para X.

La entropia topoldgica esta definida inicamente para espacios compactos, por lo cual
para este capitulo y capitulos posteriores, consideramos un sistema dindmico (X, f), con
X un espacio métrico compacto y f : X — X una funcién continua. Presentamos a
continuacion la definicién de espacio compacto. Para mas detalles sobre las propiedades

de los espacios compactos consulte el Capitulo IV de [29].

Definicion 3.1.2. El espacio métrico X es un espacio compacto si para cada cubierta

abierta U para X, existe una subcubierta finita de U.

A continuacién enunciamos algunas de las propiedades de los espacios compactos,
que son mas utilizadas a lo largo de la tesis. Las demostraciones de dichas propiedades
se pueden hallar en el Capitulo IV de [29].
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Proposicion 3.1.3. Sea X un espacio métrico compacto. Se cumple lo siguiente:
(1) El espacio X es completo y separable.

(2) Toda sucesion {z, }nen de elementos de X contiene una subsucesiéon convergente.
(3) Si A C X es un conjunto cerrado en X, entonces A es un conjunto compacto.

(4) Para cada espacio métrico Y, toda funcién f : X — Y continua, es uniformemente

continua.

(5) Para cada espacio métrico Y, si f : X — Y es una funcién continua, entonces f(X)

es un conjunto acotado.

Presentamos ahora una forma de hacer operaciones con cubiertas de un espacio
X. Cabe aclarar que las definiciones siguientes se presentan en general para familias
de conjuntos, pues mas adelante se utilizan para otro tipo de familias distintas a las

cubiertas abiertas.

Definicion 3.1.4. Para cada par de familias de conjuntos U y V de algin espacio X,

se define la siguiente operacién:

Uvv:={UnB: UeldyBeV.}

Considerando que la interseccion de conjuntos es asociativa y conmutativa, es sen-

cillo verificar el siguiente resultado.

Proposicién 3.1.5. Sea (X, d) un espacio métrico. La operacién V es asociativa y

conmutativa sobre las familias de subconjuntos de X.

De la Definicién si en particular &/ y V son cubiertas abiertas de X, el resultado
de dicha operacion, es decir U V V), es de nuevo una cubierta abierta para X, a la que
llamamos cubierta union.

Regularmente, para un espacio métrico existen varias cubiertas abiertas. Es por ello
que es necesario definir una forma de comparar las cubiertas y decidir, en algiin sentido,

cuando una cubierta es mejor que otra. Para ello presentamos el siguiente concepto.




70 3.1. Entropia topolégica

Definicién 3.1.6. Sean (X, f) un sistema dindmico y U, V cubiertas abiertas para X.
La cubierta V es un refinamiento de U y se denota por U < V, si para cada B € V,
existe U € U tal que B C U.

Se cumple que < es un orden parcia]ﬂ sobre la familia de cubiertas abiertas de un

espacio métrico. Ademads, cumple con las siguientes propiedades.

Proposicién 3.1.7. Sea (X, f) un sistema dindmico. Para cada par de cubiertas

abiertas U y V para X, se cumple lo siguiente:
U< UVY)YyV<UVY).

(2) SiU <V yU <V, entoncesU VU <V VYV

(3) SiV CU, entonces U < V.

Demostracion. Sean U y V cubiertas abiertas para X.

(1) Sea UNV eUUV V. LuegoUNV CU y U €U, lo que prueba que Y < U V V.
Anélogamente V < (U V V).

(2) Sean U’ y V' cubiertas abiertas para X. Supongamos que Y < U y V < V'. Sea
WeVVvV, luegcoW =VnV' conV eVyV' €)V. Porlo supuesto, existen
UeUyU el talesque VC Uy V' CU ast, VNV CUNU'. Lo que implica
queUUvU <VVV.

(3) Supongamos que ¥V CU. Sea V € V, luego Ve U y V C V. Lo que prueba que
Uu=<.

De (1), (2) y (3) queda demostrada la proposicion. O

El tipo de sistemas dindmicos que estamos tratando estan regidos por funciones
continuas. Por lo cual, podemos generar cubiertas abiertas para el espacio, mediante
la funcién, a partir de una cubierta abierta dada. Sean (X, f) un sistema dindmico y

U una cubierta abierta para X. Se define

fuy={f(U): Ueup.

2La definicién de orden parcial se puede encontrar en el Capitulo 1 de [40].
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Como f es una funcion continua, la preimagen de cualquier abierto en X es de nuevo
un abierto en X, por lo cual f~!(U) es una cubierta abierta para X. Ademds, cumple

con las propiedades mostradas a continuacion:

Proposicién 3.1.8. Sea (X, f) un sistema dindmico. Para cada par U y V de cubiertas

abiertas para X, se cumple lo siguiente:
(1) SiUd <V, entonces f~1(U) < f~1(V).

2) f[HUvy) =) v ).
Demostracion. Sean U,V cubiertas abiertas para X.

(1) Supongamos que U < V. Sea W € f~1(V), luego W = f~1(V) con V € V. Por lo
supuesto, existe U € U tal que V C U, asi f~1(V) C f~1(U). Asi, de la Proposicién
3.1.7, parte (3), tenemos que f~1(U) < f~H(V).

(2) Se tiene que:
AUV Y) ={f*W)y | W euvv ={fUnV)|UeceUyV € V} =
{7 ONfFV) [ UeUyVeVr= UV V).

De (1) y (2) completamos la prueba. O
Del mismo modo podemos ver que para cada k € N, la familia:
fRU) ={f"U): Ueuy,

es una cubierta abierta para X que cumple propiedades similares a las mostradas en la

Proposicién 3.1.8]

3.1.2 Definicién de entropia topolégica

Definicion 3.1.9. Sean X un espacio métrico y U una cubierta abierta para X. Una
subcubierta V de U es una subcubierta minimal si no existe otra subcubierta de U con

cardinalidad menor a la cardinalidad de V.




72 3.1. Entropia topolégica

La Definicién [3.1.9, nos dice que V es una subcubierta minimal, si no existe otra
subcubierta de U que tenga menos elementos que V. Puesto que estamos considerando
espacios métricos compactos, para cualquier cubierta abierta existe una subcubierta
finita y por tanto una subcubierta minimal. Asi, tiene sentido introducir la siguiente

definicién:

Definicién 3.1.10. Sean (X, f) un sistema dindmico y U una cubierta abierta para
X. Definimos:
N(U) = min{|W| : W es subcubierta de U},

es decir, la minima cardinalidad de las subcubiertas de i/, o bien, la cardinalidad de

una subcubierta minimal.

También es importante notar que N(U/) es un nimero positivo, para cualquier cu-
bierta abierta U, pues al considerar espacios no vacios, cualquier cubierta abierta debe
tener al menos un elemento. Asi, podemos hablar del logaritmo del niimero N (U).

Dicho esto, definimos la entropia de una cubierta abierta en un sistema dinamico.

Definicién 3.1.11. Sean (X, f) un sistema dindmico y U una cubierta abierta para

X. Se define la entropia de U como:
H(U) = log(N(U)),
donde el logaritmo considerado es con base e.

En la Definicion [3.1.11} el logaritmo es considerado con base e, inicamente por
uniformizar los calculos, pues lo que realmente es relevante es si la entropia es o no
positiva y el cambio de base sélo la hace variar por un factor constante. En efecto, para

cualquier otra base a > 1:
log, (a)log,(x) = log,(x).

Por otro lado, ya que N(U) > 1, por propiedades del logaritmo, la entropia de una
cubierta resulta ser un nimero no negativo, es decir, ya que N(U) > 1, se tiene que
log(N(U)) > 0. La entropia de una cubierta cumple principalmente las propiedades

mostradas en el resultado siguiente.
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Teorema 3.1.12. Sea (X, f) un sistema dindmico. Para cada par de cubiertas abiertas

U,V para X, se cumple lo siguiente:

(1)
(2)
(3)
(4)

Sil <V, entonces H(U) < H(V).
SiU <V, entonces H(V) = HUV V).
H(f~YU)) < H(U). Si f es sobreyectiva, entonces H(f~'(U)) = H(U).

HUVYV)< HU)+ H(V).

Demostracion. Sean U y V cubiertas abiertas para X.

(1)

Supongamos que U < V. Sea {V}, V4, ..., V,,} una subcubierta minimal de V', con
lo que N(V) = m. Asi, existe {U;,Us, ..., U, } subcubierta de U tal que V; C Uj,
para cada i € {1,...,m}. Por lo que N(U4) < N(V). Dado que la funcién log, es
una funcién creciente, H(U) < H(V).

De nuevo supongamos que U < V. Por la Proposicién m, parte (1), se tiene que
YV < (UVYV). Asi, del punto (1) previo, H(V) < HU V V). Sea {V1,Va,...,Viu}
una subcubierta minimal de V, luego N(V) = m. Por lo supuesto, existe una
subcubierta {Uy, Uy, ..., Uy} de U tal que V; C U;, para cada i € {1,...,m}. De
aqui que el conjunto {U; N V1, Uy NV, ..., Uy, NV} es una subcubierta abierta de
U V'V con exactamente m elementos. Con lo que N(U V V) < m. Por lo tanto,
NUVYV)SNV)yasi HUV V) < H(V). Por lo tanto HU V V) = H(V).

Sea {Uy,Us, ...,U,} una subcubierta minimal de U, por lo cual N(U) = m y la
familia { f~*(Uy), f~1(Us), ..., f1(Uy)} es una subcubierta de f~!(U) con a lo més
m elementos, por lo que N(f~'(U)) < NU). Asi, H(f~'(U)) < HU).

Para completar la prueba de la parte (3), supongamos ademés, que f es una funcién
sobreyectiva. Sea {f~'(V1), 7' (Va), ..., f ' (VN(s=1@y))} una subcubierta minimal
de f~H(U). Pongamos p = N(f~'(U)). Luego X C | J7_, /71 (Vk). Como f es
sobreyectiva X = f(X). Ast:

X=f(X)Cf (U f*(vk)) = f (f‘l (U w)) .
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Ademads, también de la sobreyectividad se tiene que:

(0=

De aqui {Vi,V4,...,V,} es una subcubierta de U y con esto m < p. Por lo que
NU) < N(f~'(U)) y por lo tanto H(U) < H(f~'(U)). En consecuencia H(U) =

H(f=1(U)).

(4) Sean {Uy,Us,...,Un} y {V1,Va,...,V,} subcubiertas minimales de U y V respec-
tivamente, con lo que N(U) =n y N(V) = m. Ast:

{UunV;lie{l,....m},je{l,...,n}},
es una subcubierta de U V V, y ya que:
{UiN Bl i€ {1,....m},j € {1,....n}} = NW)N(V),

se tiene que N(UVV) < N(U)N(V), lo que a su vez, por propiedades del logaritmo,
implica que HU V V) < HU) + H(V).

Asi, de (1), (2), (3) y (4) se concluye la prueba. O

Recordemos que para cada k € N, f~%(U/) también es una cubierta abierta para X.
Esto indica que podemos construir cubiertas distintas para el espacio X, con una sola
cubierta abierta U, utilizando la funcién f y la operaciéon V. A continuacién definimos

una cubierta especial que nos sirve para definir la entropia topolégica de un sistema.

Definicién 3.1.13. Dados (X, f) un sistema dindmico y & una cubierta abierta para

X, para cada n € N definimos:
n—1
uy =\ ) =PV Uy U V-V W),
k=0

donde f°(U) = U. Cuando no haya confusién con la funcién, escribimos tnicamente

U" para referirnos a Uy
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Antes de definir la entropia del sistema con respecto a una cubierta, la cual se define
mediante un limite, necesitamos asegurarnos que tal limite existe. Para ello, requerimos

verificar el siguiente resultado, que es crucial para probar la existencia del limite.

Lema 3.1.14. Sea {a, }neny una sucesion de nimeros reales no negativos. Si para todo

m,n € N, se cumple que @i, < @y + ap, entonces lim,, .2 existe y ademas:

Qn

: nEN}.

’ an ’
lim,, yoo— = mf{
n n

Demostracion. Como a, > 0, para cada n € N, 0 es una cota inferior de {%= : n € N}.
Seaa:inf{%" : nGN}. Sea € > 0. Asi, existe m € N tal que a < 2= < a +e.

Sea n € N. Por el algoritmo de la divisién, existen ¢,r € Z* tales que n = gm +r,

donde r < m. Asi, a, = agmir < agm + ar < qa, + a,, con lo que:

o< — < — 4 —
n n n
U gm0 Oy
m n n
Qr
<(a+e)—+ —
n n
Dado que lim,, 2™ = limnﬁoomnr_r = lim, ool — = =1y lim,, 7> = 0, tenemos
que:
p Qp,
a<lim, ,oo— < a-+e.
n
Por lo tanto, lim, o = a. O

Teorema 3.1.15. Sean (X, f) un sistema dindmico y &/ una cubierta abierta para X.
HUY)

existe y ademas:

H(U? H(U?
1meOOM:fnf{ ) : nEN}.
n

n

El lim,, 0

Demostracion. Para cadan € N, pongamos H, = H(U}). Asi {H,}nen es una sucesion
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de términos no negativos. Sean m,n € N. Luego, de la Proposicion m, parte (2):

HUV -V [ W)
UV -V UV UV T U))
UV -V UV MUY -V FUD)).

H(U;™™)

H
H

Ademas del Teorema [3.1.12} parte (4) y (3) respectivamente tenemos que:

HUP™) = HUV -V [ UV U -V W)
SHUNV -V U+ H(fTUN -V fU))
SHUNV -V YUY+ HUNY -V FHUD).
Y dado que:

HUN -V [T U)+HUNY -V f7U) = HUF) + H(UY),

hemos probado que H,,, < H, + H,,, para todo m,n € N. Asi por el Lema [3.1.14]

tenemos que h’mn%m% = inf{% :n € N}, lo que concluye la prueba. O

siempre existe,

Sabiendo que para cada cubierta abierta U para X, lim, . H(gn)

podemos con toda firmeza definir la entropia del sistema con respecto a una cubierta.

Definicién 3.1.16. Sean (X, f) un sistema dindmico y U una cubierta abierta para
X. La entropia del sistema con respecto a la cubierta U, se define como:

H(Up
h(f,U) = limn_m%.

Nuevamente, la entropia del sistema con respecto a una cubierta es un ntmero no

negativo, pues para cada n € N, H (Uj’}) es un numero no negativo, con lo cual, la
HUY)

sucesion { } es una sucesion de términos no negativos y por lo tanto, converge
neN
a un numero no negativo. A continuacién revisamos algunas de las propiedades mas

utiles que cumple dicho concepto.
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Proposicién 3.1.17. Sean (X, f) un sistema dindmico, U y V cubiertas abiertas para

X. Se cumplen las siguientes proposiciones:
(1) h(f,U) < HU).
(2) SiU <V, entonces h(f,U) < h(f,V)

(3) Si f es un homeomorfismo, entonces h(f,U) = h(f~,U).

HU")

Demostracion. (1) Por definicién, h(f,U) = inf{

HU) e { Hu)

tneE N}. Tomando n = 1,

tne N}, por lo que h(f,U) < HU).

(2) Supongamos que U < V. Por las Proposiciones [3.1.7] parte (2), y parte (1),
para cada n € N se tiene que U" < V". Luego del Teorema [3.1.12) parte (1),
HU™) < H(V"™). Por tanto, h(f,U) < h(f,V).

(3) Supongamos que f es homeomorfismo, del Teorema [3.1.12} parte (3), tenemos que
H(f~'(U)) = H(U), de aqui, para cada n € N:

HUF) =HUV fTHU) V...V FHU))
=H(f"'Uv (U)\/---Vf‘"“(u)))
=H(f" 1(U)\/f" UV ---vU)
=H((f/H)™ M U) v ()T PU) v vU)
— HU-.).

Ast, h(£,U) = h(f~U).
De (1), (2) y (3) se concluye la prueba. O

Con toda esta informacién finalmente podemos definir la entropia topolégica de un

sistema dinamico.

Definicién 3.1.18. La entropia topoldgica del sistema dindmico (X, f) estd dada por:

hiop(f) = sup {h(f,U) : U es una cubierta abierta para X} .
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De acuerdo a la Definicion [3.1.18] en su forma extendida la entropia queda definida

del siguiente modo:

log(N (Vg f7*
hiop(f) = sup {h’mTHoo o8 (\/kno @) : U es una cubierta abierta para X} :

En algunos textos como [33], es asi como presentan la definicién de entropia, omitiendo
la definicién de entropia con respecto a una cubierta. La razén de que aqui se presente
a la entropia por nivelesH7 es la de facilitar la manipulacion de sus propiedades y hacer
mas legibles las demostraciones.

Recordemos que h(f,U) > 0, para cada cubierta abierta U para X. Asi, la entropia
del sistema al ser el supremo de niimero no negativos, resulta ser también un nimero
no negativo. Es decir, hy,(f) > 0. Es aqui donde la entropia divide a los sistemas

dinamicos en dos clases:
(1) Sistemas que tienen entropia topolégica igual a cero.
(2) Sistemas que tienen entropia topolégica positiva.

Esta separacion es de suma importancia, puesto que algunos autores como L.S. Block y
W. A. Coppel [11], definen un sistema cadético como aquel que tiene entropia topoldgica

positiva.

3.1.3 Algunos teoremas sobre entropia topolégica

Como se menciona en el Capitulo 1 la conjugacion topoldgica es una herramienta que
sirve para analizar sistemas dinamicos a partir de otros, cuyas propiedades conocemos.
El siguiente resultado, muestra que la entropia topoldgica es una propiedad dinamica, lo
cual resulta sumamente 1til, pues el calculo de la entropia de un sistema no es siempre

una tarea sencilla para todos los sistemas.

Teorema 3.1.19. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dindmicos tales que (X, f) y (Y, g) son

topoldgicamente conjugados. Se cumple que Ao, (f) = hiop(g)-

3 Al decir por niveles, nos referimos a que primero se presenta la entropia de una cubierta, luego la
entropia con respecto a una cubierta y finalmente la entropia de todo el sistema.
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Demostracion. Como (X, f) y (Y, g) son sistemas topologicamente congujados, existe
un homeomorfismo ¢ : X — Y tal que ¢o f = go ¢, o bien, po foop™! = g. Seald
una cubierta abierta para X. Ya que ¢ es un homeomorfismo, ¢(U/) es una cubierta
abierta para X y ¢~ '(¢(U)) = U. Ademds, se puede probar por induccién que para
cadan €N, (po fogp )" =¢o frog¢!, porlo cual:

h(g,oU)) = h(do fo o™, ¢U))
H(¢U)V (¢o fTod™)(@U)) V---V(do [0 d ) (oU)))

H(o@U) V(9o [HU) V-V (do [)U))

n

Luego, de la Proposicién [3.1.8, parte (2), y del Teorema [3.1.12] parte (3) , tenemos

que:

h(g. S(U)) = lim,_, . TOL V(@e FOYUY -V (bo ) U))

H(¢UV fTU)v--- v [(U))

U S V0)
=h(f,U).

Hemos probado que h(g,¢(U)) = h(f,U), para cada cubierta abierta Y. Por lo
tanto hiop(g) = hiop(f)- O

Es importante mencionar que el Teorema [3.1.19, no nos dice que la entropia sea
una propiedad dinamica, pues la entropia no es una propiedad como tal de un sistema,
a lo que nos referimos con decir que es una propiedad dindmica es que la entropia de
sistemas topoldgicamente conjugados es la misma. Lo que si resulta una propiedad
dindmica es si la entropia es o no positiva. Considerando que lo que nos interesa es este

hecho, lo presentamos como corolario del Teorema [3.1.19| en el siguiente resultado.

Corolario 3.1.20. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dindmicos tales que (X, f) y (Y, 9)

son topoldgicamente conjugados. Se cumple que hyo,(f) > 0 siy s6lo si hip(g) > 0.

Si (X, f) es un sistema dindmico, entonces para cada n € N, (X, f") es también un
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sistema dinamico, por lo cual, podemos pensar en calcular su entropia y ya que este
ultimo depende del sistema original (X, f), podemos esperar lo mismo de su entropia.
El siguiente resultado muestra en qué forma la entropia del sistema (X, f), depende

de la entropia del sistema (X, f).

Teorema 3.1.21. Sea (X, f) un sistema dindmico. Para cada k € N se cumple que
htop(fk) - khtop(f)'

Demostracion. Sea k € N. Para cada n € N se cumple que:

U =UFV (YU V() 2WUf) vV (0 WUy
=UFV (FRYUND V(U Vv (IR UP)

J 5 v (5 (\/ fj<u>) Vv (i (\/ fj(U>>

j=0 j=0
k—1 k—1 k—1

=\/ 7wV \/ i (7 AVERRRY. \/ fUn=DkD (g4)
j=0 §=0 j=0
k—1 2k—1 nk—1

=\ 7wV \ ruv-vo ) )
j=0 j=k j=(n—1)k
nk—1

I
<
=
s

Asi, por definicion de entropia, dada una cubierta abierta U, se cumple que:

htop(fk) Z h(ka/{JIf)
H((UE))

n
H(U;*)

H (U
nk

= klim,,_,oo

= kh(f,U).
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Por lo que hup(f*) > kh(f,U). Luego hiy(f*) > khp(f). Por otro lado, dada una
cubierta abierta U, se cumple LIJ’},C < UM, pues:

(MU : je{l,...on—13C{f W) : ief{l,... nk—1}}

Asi, de la Proposicion 3.1.12, H(Uj,) < H(UR*). Luego:

h(f*,U) = lim, o

< limy 00

= klim,, oo

= kh(f,U).

Por lo que, h(f*,U) < kh(f,U), para cada cubierta abierta & de X. Por lo tanto
htoz:(fk) < khtop(f)' u

El Teorema nos permite calcular la entropia de (X, ™), para cada n, si se
conoce la entropia de (X, f) y viceversa. Si se conoce la entropia de (X, f) para algin
n, con ello podremos obtener la entropia de (X, f).

Ahora probamos un resultado mas de sucesiones, que es util para demostrar otro

teorema interesante sobre la entropia.

Lema 3.1.22. Sean {a, }nen ¥ {bn }nen dos sucesiones de nimeros reales que cumplen

que ay, b, > 1, para cada n € N. Si ocurre que:

log(ay,, log(by,
h/mn—mo Og(a ) =ay Hmn—)oo Og( ) - ba
n n
entonces: 1 b
lim, . 0800 T 00) e by,

n

Demostracion. Sea ¢ > a,b. Por hipétesis, existe N € N tal que si n > N, entonces

loglan) y logbn) ¢ Seanm > N. Sin pérdida de generalidad supongamos que

n n
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b, < a,. Asi, dado que el logaritmo es una funcién creciente:

log(a, + b,) < log(a, + a,) = log(2a,) = log(a,) + log(2) < cn + log(2).

IOg(a7L+bn) _
logentbn) _ v ] <.

log(an+bn)
n

Luego w <c+ @, por lo que existe [ € R tal que lim,,_,,

Supongamos que | < a. Asi, existe N € N tal que si n > N, entonces
log(an) < log(an+bn) log(an)
n - n n

< a,

, 1o cual implica que a = lim, < a. Esto tdltimo es

pero
una contradiccion. Esto prueba que a < [ y similarmente b < [. Hemos probado que

loglantbn) _ ynax{a, b}. -

a,b <1l < c. Por lo tanto, lim,,_,, =

El siguiente resultado muestra que la entropia calculada con respecto a subconjuntos

+invariantes del espacio es siempre menor que la entropia en el espacio completo.

Teorema 3.1.23. Sean (X, f) un sistema dindmico, X;, X subconjuntos cerrados de

X +invariantes bajo f tales que X = X; U X5. Se cumple que:
hiop(f) = max{huop(f1), hiop(f2) }

donde f1 = flx, ¥ f2 = flxs-

Demostracion. Sea i € {1,2}. Para cada cubierta abierta U para X, definimos:
U={UnX,: Uecl},

la cual es una cubierta abierta para X; que ademas cumple que f; '(U;) = (f~1(U));.
Dada una cubierta abierta U para X, para cada U € U se cumple que U N X; C U,
por lo cual N(U;) < N(U). Si ademds consideramos otra cubierta abierta V para X,
también tenemos que (U V V); =U; V V.

Sea V cubierta abierta para X;. Pongamos:
U={VU(X\X;): VeV}

luego U es una cubierta abierta para X y U; = V.

Asi, por todo lo anterior, para cada n € N, se cumple lo siguiente:
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N (\_/ ff’“(V)) _N (\7 f;’f@-)) _N (\_/<f—'f<u>>i)

k=0 k=0

(i) ()

Asi, H((U;)},) < H(UF) y en consecuencia h(fi,U;) < h(f,U). Y ya que esto es

para una cubierta arbitraria, se deduce que hyop(fi) < hiop(f). Por lo tanto:

méx{htop(f1)7 htop(f2)} < hyop(f)-

Por otro lado, dada una cubierta abierta U para X:

\/ £ =\ (e o\ ().

Se tiene que:

N (\_/ f"“(u>> <N (\_/(f"“(u))1> N (\_/(f"“(u)h) ;

k=0

luego:

n—1 n—1 n—1
log (N (\/ f"“(W)) < log (N (\/(f—%ml) +N (\/(f"“(u)2>> :
k=0 k=0 k=0
Con esto, aplicando el Lema [3.1.22 obtenemos que

h(f,U) <max{h(f1,Ur), h(f2,Us)},

y por lo tanto iy, (f) = max{ iy (f1), hop(f2)}- O

Hasta aqui, hemos visto resultados que nos ayudan a calcular la entropia de sistemas

derivados de (X, f), siempre y cuando conozcamos la entropia de (X, f). Para poder
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calcular la entropia de manera explicita, necesitamos primero de algunas herramientas

que faciliten el calculo.

Definiciéon 3.1.24. Sea X un espacio métrico. La sucesién {U,},en de cubiertas

abiertas para X es un refinamiento de cubiertas si:
(1) Up < Upt1.

(2) Para cada V cubierta abierta para X, existe n € N tal que V < U,.

Proposicién 3.1.25. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si la sucesién {U, }ren de cu-

biertas abiertas para X es un refinamiento de cubiertas, entonces:

htop(f) = h/mn%ooh(fa Z/{n)

Demostracion. Por definicién de entropia:
hiop(f) = sup{h(f,U) : U es cubierta abierta para X}.

Pongamos a = sup{h(f,U,) : n € N}. Sea U una cubierta abierta para X. Como
{Uy, }nen es un refinamiento de cubiertas abiertas de X, existe n € N tal que U < U,,.
De la Proposicién (3.1.17, parte (2), h(f,U) < h(f,U,), por lo que h(f,U) < a. Asi,

htop(f) S Q.
Por otro lado,

{h(f,U,) : n €N} C{h(f,U): U es cubierta abierta para X}.

Con lo que, a < hyy,(f). Por lo tanto, hyp,(f) = o, lo que concluye la prueba. O

La demostracién del siguiente resultado se puede hallar en el Lema 27.5 de [40].

Lema 3.1.26. Sea X un espacio métrico compacto. Para cada cubierta abierta U de
X, existe lyy > 0 tal que, si A C X cumple que d(A) < Iy, entonces existe U € U de tal
forma que A C U.

En el Lema|3.1.26, al niimero [, se conoce como numero de Lebesgue de la cubierta
U. Para utilizar el nimero de Lebesgue para nuestros propositos, requerimos definir el

didmetro de una cubierta.
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Definicion 3.1.27. Sean X un espacio métrico compacto y U una cubierta abierta

para X. El diametro de la cubierta U, se define y denota como sigue:
dU) = sup{d(U)| U e U}.

Corolario 3.1.28. Dado (X, f) un sistema dindmico, si {U,}nen €s una sucesion de

cubiertas abiertas para X que cumple que:

(1) U, < Up+1, para cada n € N,

(2) lim, o d(U,) = 0;

entonces {U, }nen €s un refinamiento de cubiertas para X.

Demostracion. De acuerdo a la Definicion |3.1.24] solo resta probar la segunda propiedad
de los refinamientos. Sea U una cubierta abierta para X. Sea [;; el nimero de Lebesgue
de U. Como lim,,_,.d(U,) = 0, existe N € N tal que d(Uy) < ly;. Asi, dado U’ € Uy,
d(U’) < ly. Por el Lema [3.1.26] esto implica que existe U € U tal que U’ C U. Por lo
tanto U < Uy. O

Como hemos visto, pese a que la entropia topoldgica esta definida en espacios
métricos, la métrica del espacio, no aparece de manera explicita en ninguna de las
definiciones que hemos dado hasta este punto. De esta manera, la entropia topoldgica
se puede definir en espacios mas generales. En realidad es suficiente con considerar un
espacio topoldgico Hausdorff E| y compacto. Sin embargo, para propésitos de nuestro
trabajo, es suficiente considerar espacios métricos.

Trabajar en espacios métricos tiene sus ventajas, pues podemos definir la entropia
en términos de la métrica, lo que facilita algunos célculos. Pero sobre todo, involucrar
la métrica, es 1til para comprender mejor qué es lo que en realidad mide la entropia
topoldgica en un sistema. Para lograrlo, requerimos definir una familia de métricas

para el espacio (X, d) a partir de la métrica d.

“4La definicién de espacio de Hausdorff se puede hallar en el Capitulo 2 de [40].
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Definicién 3.1.29. Sean (X, f) un sistema dindmico y n € N. Definimos d,, : X x X —
R tal que para cada x,y € X:

dy(2,y) = mix{d(f*(z), f*(y) - k € {1,...,n}}.

La funcién d,, es una métrica para X, la prueba se puede hallar en [13].

Dados un sistema didmico (X, f), € > 0 y n € N definimos B(n,€) como la cu-
bierta abierta formada por las bolas abiertas de radio menor que € bajo la métrica d,,.
Definimos cov(n, €, f) = N(B(n,¢)).

Proposicién 3.1.30. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se cumple que:

log(cov(n, e, f))

htop(f) = Hme—>0Hmn—>oo n

Demostracion. Sea {Up}nen, tal que para cada n € N, U, la cubierta abierta formada
por las bolas abiertas de radio menor que }l Por el Corolario [3.1.28] se tiene que

{Uy, }nen es un refinamiento de cubiertas. Por lo cual:

log(cov(k, 1., f))

htop(f) = h/mn—moh(f, Un) = limn%mlimk%m
Lo cual implica que:

log(cov(n, ¢, f))
- .

htop(f) = h/me—ﬂ)h/mn—)oo

Lo cual concluye la prueba. O]

Definicién 3.1.31. Sean (X, f) un sistema dindmico, ¢ > 0 y n € N. Un conjunto

A C X es un conjunto:

(1) (n,e)-abarcador bajo f si para cada = € X, existe y € A tal que d,(z,y) < €.

(2) (n,e€)-separado bajo f sipara cada x,y € A, tales que x # y, se tiene que d,(x,y) >

€.

Ademas, span(n,e, f) denota la minima cardinalidad de un conjunto (n, €)-abarcador

bajo f y sep(n, e, f) la méxima cardinalidad de un conjunto (n, €)-separado bajo f.
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Veamos un ejemplo. Consideremos el intervalo I con la métrica:

Sea f : I — I, definida para cada x € I como:

2x si 2z < 1,
f(z) = (2x)mod 1 =

20 —1 s1 2z > 1.
A f se le conoce como funcion duplicadora.

Lema 3.1.32. Sea f la funcién duplicadora. Se cumple que:

Sid(z,y) < i, entonces d(f(z), f(y)) = 2d(z,y).

Demostracion. Es claro que d(z,y) = |z — y| si |t —y| < 1. Sean z,y € I tales que

d(z,y) < }L, esto es que |z —y| < %1. Luego, por definicién de f:

d(f(x), f(y)) = d((2z)mod 1, (2y)mod 1)

= min(|(2z — 2y)mod 1|, 1 — |(22 — 2y)mod 1]).

Sin embargo, |2z — 2y| < 3, por lo que (22 — 2y)mod 1 = 2z — 2y. Asf:

d(f(x), f(y)) = 2|z —y| = 2d(z, y).
Lo que concluye la prueba.

Para cada k € N definimos el siguiente conjunto:

i
. < k '
Sk_—{—2k|z€Zy0 @<2—1}

Ejemplo 3.1.33. Sea f la funciéon duplicadora. Para cada k € N, el conjunto S, es

un conjunto (n, €)-abarcador bajo f.
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Demostracion. Sea € > 0. Sea k > 2 tal que 21%1 <e< 2% Note que para cada z € I,
existe 1 € {0,...,2""% — 1} tal que:

1+ 1
T e on+k’ ontk |-
Sea y = Qnﬁ Asiy € Spyr y:
1+ 1 1+1 1 1 1
d(x,y) <d (W’y> =d <2n+k72n+k‘> - on+k < ZL

Por lo cual, del Lema [3.1.32;

2 1
Aplicando el Lema [3.1.32, de nuevo obtenemos:
22

d(f*(x), [*(y) = 2d(f(2), ] (%)) = Gz
De este modo si aplicamos el Lema [3.1.32], j veces, para 0 < j < n, tenemos:

; ; ; 9 o1 1
d(f(x), f1(y) = Pd@,y) = 5o < o < gmr S ©

Hemos probado que para cada = € I, existe y € S, tal que:

méx{d(f’(z), f/(y))] 0 < j <n} =du(z,y) <e,
esto es, el conjunto S,k es un conjunto (n, €)-abarcador bajo f. O

De manera similar al el Ejemplo |3.1.33| se puede verificar el siguiente.

Ejemplo 3.1.34. Sea f la funcién duplicadora. Para cada k € N, el conjunto S, 11«

es un conjunto (n, €)-separado bajo f.

Proposicién 3.1.35. Sea (X, f) un sistema dindmico. Para cada e > 0y n € N se
cumple:
cov(n,2¢, f) < span(n, e, f) < sep(n, e, f) < cov(n,e, f).
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Demostracion. Sea e > 0. Sea A C X un conjunto (n, €)-abarcador de minima cardi-

nalidad. Luego:
X < |JB.w.e).

yeA

donde B, (y, €) denota la bola abierta con centro en y y radio € considerando la métrica

d,. Ademds, se cumple que d(B,(y,¢)) < 2¢, por lo cual:
cov(n, 2¢, ) < |A| = span(n, e, f),

lo que prueba la primera desigualdad. Ahora sea B un conjunto (n,€)-separado de
maxima cardinalidad, esto es, que no podemos agregar mas puntos a B de tal modo
que siga siendo un conjunto (n, €)-separado. Luego, para cada z € X \ By caday € B,
no puede ocurrir que d,(z,y) > €. Por lo tanto, para cada x € X, existe y € B tal que

d,(z,y) < e. Lo que nos lleva a que B es un conjunto (n, €)-abarcador. Luego:

span(n, ¢, ) < |B| = sep(n, ¢, f),

lo que prueba la segunda desigualdad. Finalmente supongamos que N(B(n,€)) < |B].
Luego existe x € X, tal que B,(z,€) contiene mas de un punto de B. Asi, existen al
menos dos puntos en B a distancia menor que ¢, lo cual es una contradiccién pues B
es un conjunto (n, €)-separado. Por lo tanto, debe ocurrir que |B| < N(B(n,¢€)), lo que

prueba la tltima desigualdad. O]

El siguiente resultado muestra una equivalencia de la definicién entropia topoldgica,
en términos de los conjuntos (n, €)-abarcador y (n, €)-separado. Los autores Bowen y
Dinaburg en 1973 [12], introdujeron esta caracterizacién como una forma de definir la

entropia topologica.

Teorema 3.1.36. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se cumple que:

log(sep(n.. ) _ o log(spann.c. f)
- €— n—o0 .

n n

htop(f) - h,me—>0h,mn—>oo
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Demostracion. De la Proposicién |3.1.30, tenemos que:

log(cov(n, €, f))
" .

htop(f) = h,me—>0h,mn—>oo

Asi, al considerar las desigualdades de la Proposicién [3.1.35] podemos acotar los limites,

con lo que queda demostrado el resultado. ]

La interpretacién que nos brinda esta nueva forma de analizar la entropia es la
siguiente. Como X es compacto, span(n, €, f) es un nimero finito, el cual representa el
nimero de orbitas de longitud n, distinguibles a una distancia €. Esto es, suponiendo
que no podemos distinguir puntos que estan a una distancia menor a €. Asi, la entropia
representa el crecimiento exponencial (al utilizar el logaritmo) del nimero de 6rbitas

distinguibles conforme pasa el tiempo.

3.1.4 Calculando la entropia

Ahora vemos los primeros ejemplos de calculo explicito de la entropia topoldgica.
Ejemplo 3.1.37. En un espacio métrico X, la identidad tiene entropia cero.

Demostracion. Sea I;: X — X la funcién identidad en X. Sea U una cubierta abierta
para X. Para cada n € N, U, =U. Luego:

H(UT,)

h(Is,U) = iy,

H 1
n n
Por lo tanto, htep(1g) = 0. O

Teorema 3.1.38. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si f es una isometria, entonces
htop(f) = 0

Demostracion. Sea U, la cubierta formada por todos los subconjuntos abiertos de X
con didmetro menor que % Como f es una isometria, para cadan € N, f~"(U,,) C Up,,
por lo cual, de la Proposicién [3.1.7] se tiene que U < U,,. Con todo lo anterior, por
el Corolario , obtenemos que {U,, }men es un refinamiento de cubiertas. Luego de
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la Proposicién [3.1.25| se tiene que hyop(f) = limy, oo h(f,Uy,). Sin embargo, para cada
m,n € N, U" < U, por lo cual, del Teorema [3.1.12) H(U}}) < H(U,,). Ast:

H(Uy,)

n

1
< H(Up)lim, o~ = 0.
n
Por lo tanto, h,(f) = 0. O

El Teorema 3.1.38] nos proporciona una gran cantidad de ejemplos de funciones con
entropia cero. Ahora mostramos algunos ejemplos de sistemas dindmicos cuya entropia

topoldgica es positiva [1].

Ejemplo 3.1.39. Consideremos el intervalo I con la métrica d(z,y) = min(|z —y|,1 —
|z —y|). Sea f: I — I la funcién duplicadora. Esto es, f(z) = (2o)mod 1. Se tiene
que

hiop(f) = log(2).

Demostracion. Dado n € N, por el Ejemplo|3.1.33| sabemos que el conjunto S, es un
conjunto (n, €)-abarcador bajo f. Ademds |S, x| = 2"*, por lo cual span(n,e) < 27+*,

Luego:
(n + k)log(2)

" = log(2).

1
lim,, oo — log(span(n, e, )) < lim,
n

Similarmente, considerando ahora el Ejemplo [3.1.34] el conjunto S,,_1.% es un con-

junto (n, €)-separado bajo f. Por lo que:

(n— 1+ k)log(2)

1
lim,, 00— log(sep(n, €, f)) > lim, = log(2).
n

Finalmente, acotando los limites y en virtud de Teorema |3.1.36| se tiene que Ay, (f) =
log(2). O

Ejemplo 3.1.40. Sea ¥, el conjunto de las sucesiones agaias . .. tales que a, € {0,1},

para cadan € Z,. Sea d : ¥y X X9 — R tal que para cada x,y € Xo:

- |xn - yn|
d(z,y) = Z T on
n=0
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Con la métrica d, Y5 es un espacio métrico compacto. La prueba se puede hallar en
[26]. Sea o : 3y — ¥, definida por:

o(apayas . ..) = ajasas . ..
A o se le conoce como funcidn shift y cumple que hyop(0) = log(2).

Demostracion. Sea U = {{x € YXa|zg = 0},{x € Xa|xg = 1}}. Se tiene que U es una

cubierta abierta de 35. Consideremos la sucesion {U, },en tal que:

p
U, = \/ o*(U), para cada p € N.

k=—p

Veamos que {U,},en es un refinamiento de cubiertas abiertas. Como la funcién o es
un homemorfismo, es claro que U, es una cubierta abierta para cada p € N. También
es evidente de la definicién que U, < Uy,;1. Sean V una cubierta abierta de X9 y [y el
nimero de Lebesgue de V. Si tomamos p € N tal que 1—1) < ly, del Lema se tiene
que V < U,. Con esto se prueba que {U,},en es un refinamiento de cubiertas abiertas.

Sea p € N. Dado que U < U,, de la Proposicién , se sigue que h(o,U) <
h(o,U,). Por otro lado:

H \_/U_k(up)>

h(o,U,) = 1im,,_,

:lﬁnwﬁx

H( \7 O'k(Z/[)>
k=—p—m+1

= lim,, ’
n

donde la primera y segunda igualdad se dan por definicién y la tercera igualdad proviene

del Teorema (3.1.12| parte (2).
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1m0 —— 2 < 1fimy o —— 2
n n
0
H( \/ ak(Z/l)>
, k=—n+1
= lim,, o0
n
= h(o,U).

Por lo tanto, h(o,U) = h(o,U,). Ademds, se tiene que N (/"¢ o~*(U)) = 2", con lo
que h(o,U) = log(2). Luego h(o,U,) = log(2), para cada p € N y dado que {U, },en es
un refinamiento de cubiertas, de la Proposicion [3.1.25/se tiene que hyp(0) = log(2). O

La demostracién del siguiente ejemplo la omitimos. La prueba se puede hallar en
1.

Ejemplo 3.1.41. Sea GLy(Z) es el grupo general lineal con entradas en los enteros y
A € GLy(Z), con valores propios A y A™! tales que |\| > 1. Sea f4 : T?> — T? dado por

fa(lz]) = [Az], el automorfismo del toro correspondiente a la matriz A. Se tiene que:

hiop(fa) = log(|A]).

3.2 Entropia métrica

En esta seccion presentamos el concepto de entropia métrica, la cual fue la primera
nocion de entropia en sistemas dinamicos. Fue introducida por Andrei Kolmogorov
en 1958 [30] y desarrollada més tarde por Yakov Sinai en 1959 [30], para llegar a la
definicion moderna que aqui presentamos. Son varias las similitudes que guarda la
entropia topoldgica con la entropia métrica, por lo cual nos permitimos omitir ciertos
detalles en el desarrollo de la entropia métrica. Para detalles mas especificos consulte
el Capitulo 4 de [52].

Antes de comenzar son necesarias algunas aclaraciones. Para definir la entropia

métrica en un sistema dindmico (X, f), consideramos a (X, B, ) como un espacio de
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Borel de probabilidad. Esto es, un espacio X en el que B es la g-dlgebra de Borel de
X y p es una medida de Borel tal que u(X) = 1. Ademés, la medida p € M (X, f) y la
funcién f es B-medible (consulte las definiciones en el Capitulo 1). De aqui en adelante,
cada vez que se nombra un espacio de medida X, hacemos referencia a espacios con
estas carateristicas.

Las familias de conjuntos a partir de las cuales esta definida la entropia topolédgica
son las cubiertas abiertas. En el caso de la entropia métrica son las particiones medibles,

cuya definicion se presenta a continuacion.

Definicién 3.2.1. Sea (X, B, ;) un espacio de medida. La familia £ = {Ay : k € N}

tal que & C B es una particion medible si:

(1) s (Upen 4k) = n(X) vy n(Ay) > 0, para cada k € N.
(2) w(AxNA;) =0, para cada j,k € N con j # k.

Al igual que la entropia topoldgica, la entropia métrica se define por etapas, comen-

zando con la entropia de una particién medible.

Definicién 3.2.2. Sea (X, B, u) un espacio de medida. La entropia de la particion

medible & se define por:

H,() = =Y p(A)log(u(A)),

Agg

donde se considera 0log(0) = 0.

Sean X un espacio de medida y £ = {Ay : £ € N} una particién medible. Dado
k € N, debido a que u(X) =1y Ar C X, se tiene que 0 < p(Ax) < 1. Esto nos lleva
a que log(u(Ax)) < 0. Por lo tanto, en la Definicién [3.2.2} cuando la serie que define a

la entropfa de una particién medible converge, se cumple que H,(§) > 0.

Proposicion 3.2.3. Sea X un espacio de medida. Para cada particion medible £ finita,

se cumple que:
H,(&) < log([¢]).
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Demostracion. Pongamos a || = k. Sea ¢ : I — R, la funcién definida por:

—zlog(z) si 0<ax<1,
() =
0 si x=0.

Lo primero que podemos notar es que la funcién 1 es continua. Ademaés:

H,(&) =Y v(u(A)).

A€

Por otro lado, " (z) = —%, por lo cual 9" (z) < 0, para cada € I. Esto es, la
funcién v es estrictamente céncava en I. Esto es, para cada n € N y para cada

T1,...,Tp,a1,...,0, € I, tales que Y, _ ap = 1

n n
i=1 i=1
En particular, se tiene que:

Hu(€) =) v(u(A))

A€g

= kY 0(u(4))

Agg

< k) (Z %u(A))

i=1

()
= log(k).

Por lo tanto, H,(¢) <log([¢]). O

Existe un analogo de los refinamientos de cubiertas para particiones medibles. Pre-

sentamos la definicion y a continuacion algunas propiedades. Las demostraciones de
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dichas propiedades se pueden encontrar en [42].

Definicion 3.2.4. Sean X un espacio de medida y dos particiones medibles £ y n de

X. Decimos que 1 es una particion refinamiento de &, si para cada D € 7, existe C' € &
tal que pu(D\ C) = 0.

Proposicion 3.2.5. Sean X un espacio de medida y dos particiones medibles £ y 1 de

X. Sin es una particion refinamiento de £, entonces:

H,(§) < Hu(n)-

Ahora presentamos la definicién de entropia condicional. Esta nocién no esté
definida para la entropia topoldgica, pero para la entropia métrica es de gran utili-

dad.

Definicion 3.2.6. Sean X un espacio de medida y dos particiones medibles £ y n de

X. La entropia condicional de & con respecto a n se define como:

Hufel) = — 3 p(AnB)log (%)

Aeg,Ben

Proposicién 3.2.7. Sean X un espacio de medida y &, n y ¢ particiones medibles de

X. Si ¢ es una particién refinamiento de 7, entonces:

H,,(§[¢) < Hyu(&n).-

Algunas de las propiedades més ttiles de la entropia condicional son las mostradas

en el siguiente resultado. La operacién V aqui utilizada, es la presentada en la Definicion

B.I14

Proposicién 3.2.8. Sean X un espacio de medida y &, n y ¢ particiones medibles de

X. Se cumple que:
H,(§V ¢In) < Hu(€lC V) + Hu(Cln).

Ahora veamos la definicién de entropia con respecto a una particion medible. Para

ello, definimos una particién especial de manera similar a la cubierta unién. Sea £ una
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particion medible. Consideremos la familia:

FHO={f"(A):Aeg}

Debido a que la funcién f es B-medible (ver Definicién [1.1.16) y la medida u es f-
invariante (ver Definicién [1.1.17)), la familia f~1(£) es nuevamente una particién medi-
ble. Lo mismo si consideramos f~*(), para cada k € N. Asi, considerando la operacién

de la Definicién [3.1.4] definimos la particién unién como sigue:

e =\ FHO =€V OV IO Vv S

Pasamos al siguiente nivel, la definicién de entropia con respecto a una particion

medible.

Definicién 3.2.9. Sea (X, f) un sistema dindmico, con X un espacio de medida, con
medida p y f una funcién p-invariante. La entropia de f respecto a la particion medible

& esta dada por:

n
hu(f, &) = lfmnﬁooH“;f )

Es importante notar que la definicién de entropia con respecto a una particion
medible (ver Definicién , es muy similar a la definicién de entropia con respecto
a una cubierta (ver Definicién . Es por esta razén que omitimos la prueba de la
existencia del lfmite, pues la prueba se sigue de manera similar a la del Teorema [3.1.15]
A continuacién enunciamos un resultado que relaciona la entropia con respecto a una

particion medible, con la entropia condicional.

Proposicién 3.2.10. Sean (X, f) un sistema dindmico y &, n particiones medibles de

X. Se cumple que:
hu(f.n) < hu(f.€) + Hu(lg).

Demostracion. Sea n € N. Como 70" V " es una particion refinamiento de n™, de la

Proposicién [3.2.5] se tiene que:

H,(n") < Hu(n" v &").
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Por su parte, de la Proposicién |3.2.8;
Hy, (" v &) = Hu(€") + Hu(n"[€").
De lo anterior obtenemos que:
Hy(n") < Hy(€") + Hu(n"|g")- (3.1)

Por otro lado, de la Proposicion [3.2.8, para cada «, 8 y 7 particiones medibles, se tiene

que:

Hﬂ(a V Bly) = Hu(alﬁ V) + Hu(ﬁh);

y de la Proposicion [3.2.5) dado que S V v es una particién refinamiento de ~:

Hy(a|B V) < Hyu(aly).

Por lo tanto, para cada «, § y v particiones medibles, se tiene que:

Hy(aV Bly) < Hu(aly) + Hu(Bl7).

Utilizando esta ultima desigualdad e induccién matemaética, obtenemos que:

n—1

Hy(n"[€") < Y Hu(f(n)l€").

£
Il

Dado que £" es una particién refinamiento de f~%(€), para cada k € {0,...,n — 1}, de

la Proposicion [3.2.5f

n—1 n—1

ST H(FEmE) < T HTFmIE)).

k=0 0

b
Il
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Por lo que obtenemos:

i
L

Hy(n"€") < ) H,(f () f75(€)). (3.2)

0

i

Por otra parte, u € M(X, f), esto es, para cada particién ¢, se cumple que, si C' € (,
entonces u(f~1(C)) = u(C). Asi:

-1 -1 o -1 -1 o u(fHA) N fH(B))

B EO) = 30 g () 1o (MY
. —1 o w(fTH(ANB))
- = (anmyos (M)
_ oo (AN D)
‘AE%J(A“BM( u(B) )
— H,(1lo)

Es decir:

H,(f~ I f (€)= Hu(nl€).-

De esta tltima igualdad y utilizando nuevamente inducién matemaética obtenemos lo

siguiente:
S CHLU(f ) =D Hu(nl€) = nH,(n]€).

Considerando esto y la ecuacion , se tiene que:
Hy(n"€") < nH,(n]€).
Asi, de la ecuacién , obtenemos:
Hy(n") < Hy(§") + nHu(nl§).

Finalmente, al dividir la desigualdad anterior entre n y tomar el limite, obtenemos la
desigualdad deseada. O]
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Presentamos a continuacién la definicion de la entropia métricaﬂ la cual también se

define de manera similar a la entropia topoldgica.

Definicién 3.2.11. La entropia métrica del sistema dindmico (X, f) estd dada por:
hu(f) = sup{h,(f,&) : £ es una particién medible de X con H,(&) < oo}.

De la Definicién [3.2.11], podemos notar que la entropia métrica se define de manera
muy similar a la entropia topolégica. Sin embargo, en este caso, no se toma el supremo
sobre todas las particiones medibles, se consideran s6lo aquellas cuya entropia sea finita.
La razon de ello es que bajo esas condiciones, la entropia métrica es siempre un niimero
real mayor o igual que cero, lo que nos brinda de nuevo una dicotomia que clasifica los

sistemas dinamicos en dos clases:

(1) Sistemas con entropia métrica cero.

(2) Sistemas con entropia métrica positiva.

A continuacién enunciamos algunas de las propiedades mas relevantes de la entropia

métrica. La demostraciéon de dichas propiedades se pueden consultar en [42].

Proposicién 3.2.12. Sea (X, f) un sistema dindmico. Para cada p € M (X, f) y para
cada & particion medible de X:

Hy (&) < hy(f,€) < hu(f)

Proposicién 3.2.13. Sean (X, f) un sistema dindmico y p € M (X, f). Se cumplen

las siguientes proposiciones:
(1) h,(id) = 0.
(2) h.(f*) =kh,(f), para cada k € N.

Proposicién 3.2.14. Sean (X, f) un sistema dindmico con (X, B, ) un espacio de
medida y £ una particién medible de X. Se tiene que \/;— __ f7%(€) es una o-dlgebra

para X y es la o-dlgebra mds pequenia que contiene a \/,____ f~*(&), para cada n € N.

5La entropia métrica es también conocida como entropia de Kolmogorov, pues fue el primer
matematico en estudiarla en 1958.




101

Definicién 3.2.15. Sean (X, f) un sistema dindmico con (X, B, ) un espacio de me-
dida y £ una particion medible de X. Se dice que £ es una particion generadora
si

\V =8

k=—o0

Teorema 3.2.16. Sean (X, f) un sistema dindmico, p € M (X, f) y £ particién medible
de X. Si ¢ es una particién generadora con H,(§) < oo, entonces h,(f) = h,(f,§).

3.2.1 Principio variacional

Después de conocer los conceptos de entropia topoldgica y entropia métrica, resulta
natural preguntarse si existe alguna relacién entre ellos. Por principio, es importante
notar que en un sistema dindmico (X, f), tinicamente podemos obtener un valor que
represente la entropia topoldgica del sistema. Sin embargo, para la entropia métrica,
podemos obtener tantos valores como medidas de Borel de probabilidad f-invariantes
podamos construir sobre el espacio X. El principio variacional es el resultado que
muestra la relaciéon precisa que guardan la entropia topoldgica y la entropia métrica
en un sistema dinamico. En esta seccién presentamos la demostracion del principio
variacional. La demostracion se encuentra dividida en dos partes, pues histéricamente

es en ese orden como surgié. En 1968, L.W. Goodwyn [22], probé el siguiente resultado.

Proposicién 3.2.17. Sea (X, f) un sistema dinamico. Se cumple que h,(f) < hop(f),
para cada p € M(X, f).

Demostracion. Sea p € M(X, f). Sea & = {Ay,..., A}, con k € N, una particién
medible y sea € > 0, tal que € < ﬁg(k)' Como g es regular y en particular regular

interior (ver Definicién [1.1.23)), para cada i € {1,...,k}, existe un conjunto compacto
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B;, tal que B; C A; y u(A; \ B;) <e€. Sea By = X\ ( B;). Luego:

1(Bo) = p X\UBj>

=1

)
)

I
=

I
=

Us
Uit

'Mw

1(A;\ By)

(VAN

o
I} Il
. —_

Asi, u(By) < ke. Sea n = {By, By,...,B}. Es claro que 1 es una particién medible.
Dados i,j € {1,...,k}, veamos que:

p(A;NBi)
1(B;)
si 1#j.
Si i = j, entonces B; C A;. Esto nos lleva a que A; N B; = B, por lo cual:
n(A; N B p(Bi)
1(Bi) 1(Bi)
Ahora bien, si i # j, entonces A;NA; = ). Dado que B; C A;, se tiene que A;NB; = 0,

por lo cual:

pA; N B) w0
wuBi)  u(B)

Por lo anterior y considerando que p(A; N By) = p(A; \ B;), al calcular la entropia

=0.
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condicional de ¢ dado 7, obtenemos lo siguiente:

1(Bi)

— (B Y 1(Bo N A;) log (M(itzgog‘lj))

Hlel) = = 3l 3 MO D) o (M2

= - Zk: 1(Bo M A;)log (M)

Asi, H,(&|n) <1, por lo que de la Proposicién [3.2.10| tenemos que:

hu(f,€) < hu(fon) + Hu(€ln) < hu(f,n) + 1.

De donde:
hu(f,€) < hu(f,m) + 1. (3:3)

Por otro lado, para ¢ # 0, By U B; = X \ Ujg Bj es un conjunto abierto en X, por lo
cual:
u:{B()UBl...,B[)UBk},

es una cubierta abierta para X. Ademas de la Proposicion para cada n € N

tenemos que:
Hy(n") < log(|n"]).
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Usando la desigualdad anterior e induccién matemética obtenemos que:
" < 2"NU").

Por lo cual:

H,(n") <log(2"N(U"))
= nlog(2) + log(N(U"))
=nlog(2) + H(U).

Asi, al dividir entre n y tomar el limite obtenemos que:

hu(fm) <log(2) + h(f,U).

Maés auin, por definicién de entropia topoldgica se tiene que h(f,U) < hip(f), por lo
que:
hu(fin) < huop(f) +10g(2).

Con esto, de la ecuacién (3.3), obtenemos que:

hu(f,€) < huop(f) +log(2) + 1.

Esta tultima desigualdad la hemos demostrado para cada £ particién medible finita, por

lo cual al tomar el supremo:

Bl ) < hioplf) +log(2) + 1. (3.4)

La ecuacién (3.4), se cumple para cada funcién continua f : X — X. En particular, de

la Proposicién [3.2.13, parte (2), y de la Proposicién [3.1.21} para cada n € N, se cumple
que:

nhy () = hu(f")
< huopl(f") + log(2) + 1
< nhioy(f) +log(2) + L.
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Esto es:
nh,u(f) < nhtop(f) + 1Og(2) + 1.

Finalmente, dividiendo entre n y tomando el limite, obtenemos que:

hiu(f) < Paop(f)-

Lo que concluye la prueba. O

En 1970, T. N. T. Goodman [21], probé el siguiente resultado, que completaria
la prueba de principio variacional. Presentamos tnicamente un bosquejo de la de-
mostracion, pues la teoria requerida para ello se sale de los alcances de la presente tesis.

La demostracion detallada la puede encontrar en el Capitulo 4 de [42].

Proposicién 3.2.18. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se cumple que

hiop(f) < sup{hyu(f)luw € M(X, )}

Demostracion. Sea € > 0 y definimos:

Iy log(sep(n, €, f))
q(e) = lim,, . )

Para mostrar que Ay, (f) < sup{h,(f)|px € M(X, f)}, es suficiente con encontrar una
medida € M(X, f), tal que ¢(e) < h,(f). Dicha medida se construye del siguiente
modo. Sea FE,, un conjunto (n, €)-separado de cardinalidad sep(n, €, f). Para cadan € N

definimos:

1
In = sep(n, e, f) Z Oz,

reFl,

dénde 9, es la medida delta de Diracﬂ Se cumple que o, es una medida en X. Ahora,

para cada n € N definimos:

5La medida delta de Dirac 6., es aquella tal que, para cada A € B, 6,(A) =1sixz € Ay 6,(A) =0
en otro caso.
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donde, para cada A € B:
f % 0u(A) = 0u(f7(A)).

Se cumple también que {i,}neny s una sucesién en M(X). Como M(X) es débil*
(:01rnpactcﬂ7 la sucesién {f, }nen contiene una subsucesion débil* convergente, con limite
pe Mz, f) O

Uniendo las Proposiciones [3.2.17]y [3.2.18], se completa la demostracién del principio

variacional que enunciamos a continuacién.

Teorema 3.2.19 (Principio Variacional). Sea (X, f) un sistema dindmico. Se
cumple que

hion ) = sup{h, ()l € M(X, f)}.

El Teorema|3.2.19| nos dice que la entropia topolédgica es el supremo de las entropias
métricas, considerando todas las medidas de probabilidad f-invariantes que se pueden
construir sobre la o-dlgebra de Borel. Si existe una medida en M (X, f) que coincide

con el supremo, recibe un nombre especial.

Definicién 3.2.20. Una medida p € M (X, f) es llamada medida de mdzima entropia
Si htop(.f) = hu(f)

El Teorema |3.2.19] es de utilidad al momento de realizar las demostraciones sobre
la entropia topoldgica y su relacién con otros tipos de caos, lo cual sera evidente en

secciones posteriores.

3.3 Caos Li-Yorke

El término “caos”, en el sentido matemadtico, fue introducido por primera vez en 1975
por los matematicos Li y Yorke, para describir el comportamiento complejo de las
trayectorias de funciones en el intervalo real I. En su articulo “Period three implies
chaos” [35], introdujeron esta nocién, que mas adelante seria llamada caos Li-Yorke.
Antes de definir el caos Li-Yorke presentamos ciertas notaciones y conceptos utilizados

a largo de esta seccién. Para més detalles consultar [10] y [28].

"La teorfa sobre compacidad débil* se puede encontrar en [52].
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Dado (X, f) un sistema dindmico, se definen los siguientes conjuntos:

A={(z,x):ze X}

1
A, = {(x,y) e X x X :d(z,y) < ﬁ}
Definicion 3.3.1. Sean X un espacio métrico y A C X. Se dice que A es un conjunto:

(1) De primera categoria si existe una sucesion {A, },en de conjuntos en X tales que:

A=A,

neN

donde A,, es un conjunto denso en ninguna parte, para cada n € N.

(2) Gy si existe una sucesién {A, },en de conjuntos abiertos en X tales que:

A:ﬂAn.

neN

Proposicion 3.3.2. Sean X un espacio métricoy A, B C X. Se cumplen las siguientes

proposiciones:
(1) Si Ay B son conjuntos G, entonces AN B es un conjunto Gjy.

(2) Si A es un conjunto de primera categoria, entonces A° contiene un conjunto denso

y Gs.

Demostracion. (1) Supongamos que A y B son conjuntos Gs. Luego existen {A, }nen

y { By }nen sucesiones de conjuntos abiertos en X tales que:

A=()A.yB=()B.

neN neN

Como {A,, N B, }nen es una sucesion de conjuntos abiertos en X y:

ANB= (ﬂAn> n (ﬂ Bn> = (4N By),

neN neN neN
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se tiene que AN B es un conjunto Gj.

(2) Supongamos que A es un conjunto de primera categoria. Luego existe una sucesién

{A, }nen de conjuntos densos en ninguna parte en X tales que:

A:UAn.

neN

Sea n € N. Como A, es denso en ninguna parte, int(cl(A4,)) = 0. Pongamos
B, = X \ cl(4,). Claramente B,, es un conjunto abierto. Ademds, dado que
A, Ccl(A,), se tiene que B,, C AS. Asi:

() B. C[) 4= A

neN neN
De donde el conjunto B = (), .y Bn es un conjunto Gjs, tal que B C A°. Ahora
veamos que B es denso. Sean x € X y € > 0. Sean € N. Como A, es denso en
ninguna parte x ¢ int(cl(A,)), luego B(x, )N B, # 0. Por lo tanto, B(x,e)NB # (),
lo que prueba que B es denso.

De (1) y (2) se completa la prueba. O

Proposiciéon 3.3.3. Sean X un espacio métricoy A;, As C X. Si A; y A, son conjuntos

densos y G, entonces A; N Ay es un conjunto denso y Gj.

Demostracion. Supongamos que A; y Ay son conjuntos densos y G5. Luego existen
{(A1)n}nen v {(A2)nnen sucesiones de conjuntos abiertos no vacios tales que A; =
Mnen(A1)n ¥ A2 = N,en(A2)n. Tomemos n € N. Como A; C (Ay), y Ay es denso en
X, se tiene que (A;), es un conjunto denso en X. Similarmente (As), es un conjunto
denso en X. Asi, (A1), v (As), son conjuntos abiertos, no vacios y densos. Por el
Teorema de Categorfa de Baire (Teorema [1.4.20)), tenemos que (A1), N (A2), # 0y
(A1)n N (Az), es un conjunto denso en X. Hemos probado que {(A1), N (A2)n}tnen €s
una sucesién de conjuntos abiertos, no vacios y densos. Nuevamente, del Teorema de

Categoria de Baire (Teorema [1.4.20)), obtenemos que:

() (A1)n N (A2)a) # 0,

neN
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y ademas, (), cn((A1)n N (A2)n) es un conjunto denso. Por lo tanto A; N Az es un

conjunto denso y Gjy. [

Como consecuencia de la Proposicion y utilizando induccion matemaética ob-

tenemos el siguiente resultado.

Proposiciéon 3.3.4. . Sean X un espacio métricoy Ay,..., A, € X. Si Ay,... A,

son conjuntos densos y Gy, entonces (.-, A; es un conjunto denso y Gs.

Recordemos que Transg(X) es el conjunto de puntos transitivos de la Definicién
11.4.10l

Proposicién 3.3.5. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si Transy(X) # 0, entonces

Transg(X) es un conjunto Gj.

Demostracion. Sea {U,},en una base numerableﬂ para la topologia de X. Para cada

n € N pongamos:

A, = ).
k=1

Como para cada n € N, U, es abierto y f es continua, se tiene que A,, es un conjunto

abierto. Basta verificar que:

Transg(X) = ﬂ Ap.

neN

Sean x € Trans;(X) y n € N. Luego existe k € N tal que f*(z) € U,,. Esto implica
que z € f*(U,) y por tanto z € A,. Hemos probado que Transs(X) C (,cy An-
Ahora sea x € [),,cy An- Veamos que O(z, f) es un conjunto denso en X. Sea U abierto

no vacio en X. Luego existe n € N tal que U,, C U. Como x € [, .y An, en particular

neN
x € A, por lo que existe k € N tal que = € f~%(U,). Asi, f¥(x) € U, y por tanto

f¥(x) € U. Hemos probado que x € Trans;(X). O

Definicién 3.3.6. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se dice que f es:

8Todos los espacios compactos son segundo numerables. Es decir, existe una base numerable para
la topolgia de X.
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(1) Uniformemente rigida si la sucesion {f"},en converge uniformemente a la identi-
dad.

(2) 2-rigida si cada punto de X x X es recurrente para f*.

Proposicién 3.3.7. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si f es uniformemente rigida,

entonces f es 2-rigida.

Demostracion. Supongamos que f es uniformemente rigida. Sean z,y € X. Veamos
que (z,y) es recurrente para f*%. Sea k € N. Como f es uniformemente rigida, la
sucesion {f"},en converge uniformemente a la identidad. Asi, existe ny € N tal que
para cada n > ny:

1
d(f"(2),2) < 7 para cada z € X.

En particular d(f™ (z),z) < 1 vy d(f™(y),y) < £. Lo cual, implica que:

| =

dxxx ((f2)™ (@), (z,y)) <

Si consideramos la sucesién {ny }ren, tenemos que limy oo (f*3)™(z,y) = (z,y). Lo

cual, por la Proposicién [1.3.4] implica que (z,y) € w((z,y), f*?). Esto es (z,y) es
recurrente para f x f. O]

Proposicién 3.3.8. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si existe un punto zy € X que

sea estable y transitivo, entonces f es uniformemente rigida.

Demostracion. Sea ¢ > 0. Como x( es estable, existe §; > 0 tal que para cada y €
Blao,81), d(f"(9), "(z0)) < £, para cada n € N.
Por otro lado, ya que g es un punto transitivo existe k € N tal que f*(xq) € B(x, ;),

asi de lo anterior:

d(f"(f*(x0)), f"(x0)) < =, para cadan € N, (3.5)

Wl ™

Sea z € X. Como f* es continua en z, existe d, > 0 tal que para cada y € B(z,d):

d(f*(2), f*(y)) < 3 (3.6)

Wl ™
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Sea 6 = min{d,, $}. Nuevamente, dado que o es un punto transitivo, existe no € N
tal que fm(xzq) € B(z,0). Considerando la eleccién de § y las desigualdades y[3-6]

se sigue que:

d(f*(2), 2) < d(f*(2), fE(F™ (@0))) + d(f*(f™ (o)), [ (x0)) + d(f™ (0), 2)

S E ¢
—+-+-=c
3 3 3

Hemos demostrado que para cada ¢ > 0 existe & € N tal que para todo z € X,
d(f*(2),z) < e. De este modo, al hacer variar €, podemos construir una sucesién
{kp }nen tal que { f},cn converge a la identidad lo cual implica que f es uniformemente

rigida. O]

Para empezar a hablar del comportamiento que siguen los puntos en un sistema
cadtico (en el sentido Li-Yorke), se distinguen ciertos tipos de relaciones que guardan

unos puntos con otros. Esto se logra mediante relaciones binarias.

Definicion 3.3.9. Sean X un espacio métrico, R C X x X una relacion binaria sobre

el conjunto X y x € X. La clase de z es el conjunto denotado y definido por:
R(z) ={y € X|(z,y) € R}.

A continuacién definimos las relaciones asintética y proximal, que son mediante las

cuales se define el caos Li-Yorke.

Definicién 3.3.10. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se definen las relaciones binarias

Asintdtica(AR) y Proximal(PR) respectivamente como sigue:

AR={(r,y) € X x X | lfm sup,_,od(f"(x), /"(3)) = 0}.
PR ={(z,y) € X x X | lim inf, ,.d(f"(z), f"(y)) = 0}.

El resultado siguiente es una herramienta auxiliar para trabajar con las relaciones
que hemos definido, pues nos permite pasar de trabajar con limites a trabajar con
conjuntos de manera inmediata. La demostracion es sencilla pero por la notacién

resulta extensa, por lo cual decidimos omitirla. La puede hallar en el Lema 2.1 de [28].
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Lema 3.3.11. Sea (X, f) un sistema dindmico. Para cada n € N, definimos los si-

guientes conjuntos, Ay, = ﬂ(f“)iid(A”) Y Akn(?) = ﬂf*i (B (fi(x), %)> 5
i=k

i=k
cumplen las siguientes proposiciones:

o an- ().

(2) Para cada z € X, AR(z) = ﬁ (G Akn(a:)>

(3) PR=) <U<f“>—"<Ak)>.
k=1

n=1

Del Lemma [3.3.11, podemos notar que tanto el conjunto Ay, como el conjunto

A (), para cada x, son conjuntos cerrados en virtud de la continuidad de f.
Teorema 3.3.12. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se cumple lo siguiente:
(1) Si f es 2-rigida, entonces AR = A, es decir, AR(z) = {z}.

(2) Si f es sensible a las condiciones iniciales, entonces AR es de primera categoria en

X x X y para cada z € X, AR(z) es de primera categoria en X.

Demostracion. (1) Supongamos que f es 2-rigida. Es claro que A C AR, pues AR
es una relacion reflexiva. Por otro lado, de la definicion de funcién 2-rigida, cada
(r,y) € X x X es recurrente para f*?. Sea (z,y) € X x X con z # y. Asf de la
Proposicién , existe una sucesién {ny}reny de nimeros naturales, tales que la

sucesion {(f*%)™ (x,y)}ren converge a (z,y). Esto implica que:

Mmyood(f™ (2), " (y)) = d(z,y) > 0.

Lo que a su vez implica que:

lim sup,, . d(f"(x), f"(y)) > 0.

De lo tltimo se sigue que (z,y) ¢ AR. Por lo tanto AR = A.
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(2) Supongamos que f es sensible a las condiciones iniciales. Sea § la constante de
sensibilidad de f y sea n € N tal que % < 9. Veamos que para cada k € Ny
para cada z € X, int(Ax,(z)) = 0. Sean k € Ny z € X. Supongamos que
int(Agn(z)) # 0. Sea zy € int(Axn(x)), luego existe € > 0 tal que B(zg,e) C
Ap (). Asi, para cada y, z € B(zo, €), se tiene que y, z € Ay (), por lo cual, para

cada 7 > k:

A ), £12)) < dUF ), £12) + (@), () < o (37)

1

Por otro lado, dado que las funciones f!, f2,..., f*~! son continuas en zy, existen

91,02, ...,0,_1 tales que si y € B(xg,d;), entonces:
. ‘ 1 ,
d(f'(y), f'(xg)) < —, paracadai € {1,..., k—1}. (3.8)
n
Hacemos €* = min{e, d1,d,...,0,_1}. Asi, de (3.7) vy (3.8) se tiene que:

d(f'(y), f'(2)) <

< 6, para cada i € N,

S

lo cual contradice la definicion de la constante de sensibilidad 6. Por lo tanto,
int(Ag,(x)) = 0, para cada k € N. De esto tltimo podemos inferir que para cada
ke N, int((),~, (Agn(z))) = 0. Ademds, recordemos que Ay ,(z) es un conjunto
cerrado, por lo cual el conjunto ()2, (Ax.(x)) es también cerrado. Por lo que para
cada k € N, (>, (Axn(x)) es un conjunto denso en ninguna parte. Asi, del Lema
, se tiene que AR(z) es un conjunto de primera categoria.

De (1) y (2) concluimos la prueba. O

Como consecuencia del Teorema [3.3.12] tenemos el siguiente resultado, en donde se

relacionan los conceptos vistos en el Capitulo 2 con los conceptos aqui presentados.

Corolario 3.3.13. Sea (X, f) un sistema dindmico con X infinito. Si f es transitiva,
entonces AR es de primera categoria en X x X y para cada x € X, AR(z) es de primera

categoria en X.

Demostracion. Supongamos que f es transitiva. Tenemos dos casos:
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Caso (1): La funcién f es sensible a las condiciones iniciales. En este caso del
Teorema [3.3.12] parte (2), se tiene el resultado de manera inmediata.

Caso (2): La funcién f no es sensible a las condiciones iniciales. En este caso,
del Teorema [2.4.2] existe un punto x € X, que es estable y transitivo. Asi, de
la Proposicién [3.3.8] se tiene que f es uniformemente rigida. Esto tltimo, por
la Proposicion [3.3.7, implica que f es 2-rigida. Asi, nuevamente por el Teorema
, parte (1) , AR = A. Luego, AR es un conjunto cerrado con interior vacio,

por lo cual es un conjunto de primera categoria.
De los Casos (1) y (2) concluimos la prueba. O

Otro resultado que es consecuencia del Teorema [3.3.12] es el que enunciamos a

continuacién. La demostracién se puede hallar en [28].

Corolario 3.3.14. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si {AR(x) : x € X} es numera-
ble, entonces R(f) C Per(f) y Per(f) es numerable. Como consecuencia la entropia

topoldgica de f es cero.

Definicién 3.3.15. Sea (X, f) un sistema dindmico. Un par (z,y) € X x X es llamado
par scrambled si (z,y) € PRy (x,y) ¢ AR. Definimos la relacion scrambled (SCR)

CO1mMo:

SCR={(x,y) e X x X | (x,y) € PRy (x,y) ¢ AR}.
Esto es, (z,y) € SCR si y solo si:
m inf,ed(f"(2), f"(y)) = 0y lm sup, . d(f"(x), ["(y)) > 0.
De la Definicién [3.3.15], podemos inferir de manera natural lo siguiente:
Proposicién 3.3.16. Sean (X, f) un sistema dindmico y x € X. Se cumple que:
SCR(x) = PR(x) \ AR(z).

Definicién 3.3.17. Sean (X, f) un sistema dindmico y C' C X. El conjunto C' es
llamado scrambled si para cualesquiera dos puntos distintos =,y € C, se tiene que (z,y)

es un par scrambled.
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De acuerdo a la definicién de conjunto scrambled, dicho conjunto o bien es vacio, o
bien contiene al menos dos puntos. Ademas, vale la pena mencionar que la terminologia

“conjunto scrambled” fue introducida en 1983 por Smital [49)].

Definicién 3.3.18. El sistema dindamico (X, f) es cadtico Li-Yorke si existe un conjunto

scrambled en X que sea no numerable.

De la Definicién |3.3.18] es evidente que para poder hablar de caos Li-Yorke en un
sistema dindmico (X, f), es necesario que el espacio X sea més que numerable. Ahora

veamos que el caos Li-Yorke es una propiedad dinamica.

Teorema 3.3.19. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dindmicos tales que (X, f) y (Y, g)
son topoldégicamente conjugados mediante el homeomorfismo ¢ : X — Y. Si (X, f) es

cadtico Li-Yorke, entonces (Y, g) es cadtico Li-Yorke.

Demostracion. Supongamos que (X, f) es caético Li-Yorke. Luego, existe un conjunto
S C X tal que es scrambled y no numerable. Veamos que ¢(S) C Y es un subconjunto
scrambled. Sean z,w € ¢(S). Como ¢ es un homeomorfismo, ¢~(2), ¢~ (w) € S.

Luego:
lim inf, oodx (f" (07" (2)), f" (¢ (w))) =0

lim sup,, oo dx (f" (671 (2)), [ (¢~ (w))) > 0.
Nuevamente, dado que ¢ es un homeomorfismo y considerando que g = ¢o f o ¢~
lm if, eedy (9" (2), ¢"(w)) = lim ffy, ody (o [0 ¢7")(2)), (¢o ffo ¢ )(w)) =0
y
I sup,, . dy(9"(2), g"(w)) = lim sup,,_,dy((¢o [P0 d™")(2)), (¢o ffod™)(w)) > 0.

Por lo tanto, (z,w) es un par scrambled. Lo que prueba que ¢(S) es un subconjunto
scrambled. Ademds ya que S es no numerable, ¢(S) también lo es. Por lo tanto (Y, g)

es cadtico Li-Yorke. O
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Mencionamos algunos resultados que se tienen tinicamente para sistemas dinamicos

en el intervalo I. En [35], Li y Yorke demostraron lo siguiente.

Teorema 3.3.20. Si una funcién continua f : I — [ tiene un punto peridédico de

periodo 3, entonces f es cadtica Li-Yorke.

Teorema 3.3.21. Sea f : I — [ una funcién continua. Luego, f tiene entropia
topoldgica positiva si y sélo si para algin n > 0, el sistema dindmico (7, f) tiene un

subconjunto scrambled que sea no numerable e invariante.

La definicién original de caos Li-Yorke [35], incluia que la funcién f tuviera puntos
de todos los periodos. Sin embargo, posteriormente en [4], se probé que esto era una

consecuencia de la existencia del conjunto scrambled.

Teorema 3.3.22. Si una funcién continua f : [ — I es cadtica Li-Yorke, entonces

tiene puntos periédicos de todos los periodos.

3.3.1 El conjunto de Cantor

Ahora presentamos la construccion del conjunto de Cantor, para ello requerimos cons-
truir una sucesion {Cy}ren de intervalos. Sea Cy = I. Para construir el intervalo C4

¢

primero partimos el intervalo Cy en tres partes “iguales” del siguiente modo.

oo (2B

Para obtener el siguiente intervalo, removemos el “tercio de en medio”, al que llamamos

Ao = (3,2). Asf el siguiente intervalo queda:

1 2
Ci=Cy\ Ay = [o,g}u[g,l},

el cual es la unién de dos intervalos ajenos y compactos de longitud % cada uno.
Para el conjunto C5, de cada uno de los intervalos de C'; removemos el “tercio de en

medio”, es decir el conjunto A; = (g3, %) U (37, 25). Luego el conjunto queda como la
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union de cuatro intervalos compactos de longitud 3% cada uno:

1 2 1 27 8
Co=Ci1\A =0, |U|=,=|U|z,=|U|=, 1.
2 1\ 1 |: 732] |:3273:| |:3732:| [327 :|
En general, dado k € N para construir el conjunto C} removemos el “tercio de en
medio” de cada uno de los 2¥~! intervalos de Cj_1, el cual es un conjunto abierto de la
m m+l

forma (3, 3—k), para algin m € N. Llamamos A;_; a la unién de los 2*~! intervalos

abiertos y finalmente definimos:
Cr = Ci—1 \ Ap—1.

Asi, el conjunto C, es la unién de 2¥ intervalos compactos, cada uno de longitud Sik

Definicion 3.3.23. Dado un espacio métrico X, C' C X es un conjunto de Cantor si

C' es homeomorfo al subconjunto de R que se define como sigue:

Cr = ﬁ Cr.
k=1

Considerando que para cada k € N, Cyyy € Cr y Cr = Cr_1 \ A1 es sencillo
convencerse de que: N
C* =1\ |J Ax =m0 Cy.
k=0
Una de las primeras propiedades interesantes del conjunto C* es su cardinalidad.
Es sencillo convencerse de que tiene cardinalidad infinita considerando que para cada
k € N, los extremos de los 2* intervalos compactos de Cj son también elementos de C*,
es decir, las sucesiones {5 }nen y {1 — 37 fnew estén contenidas en C*. Sin embargo, lo
que ya no es tan sencillo de demostrar y que incluso para algunos suena paraddgico, es

que el conjunto C* tiene tantos elementos como R.

Proposicion 3.3.24. La cardinalidad del conjunto de un conjunto de Cantor es la

misma que la de R.

La demostracion de la Proposicion [3.3.24] se puede encontrar en la Proposicién 6.3

de [31]. En este texto la omitimos por la complejidad de la construccién de la funcién
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que se utiliza.

Desde el punto de vista topoldgico, el conjunto de Cantor tiene propiedades muy
interesantes. Una de ellas es la de ser un conjunto perfecto, que recordemos que significa
que es un conjunto que no contiene puntos aislados, o bien, que todos sus puntos son
puntos de acumulacion. Sin embargo, es también un conjunto totalmente disconexo, es
decir, un conjunto en el que cada componente conexa esta formada tinicamente por un
punto. Resumiendo tenemos el siguiente resultado, cuya prueba se puede hallar en la
Proposicién 6.4 de [31].

Proposicion 3.3.25. El conjunto de Cantor es compacto, perfecto y totalmente dis-

conexo.

3.3.2 Caos Li-Yorke y entropia

Esta seccion la dedicamos a analizar la relacion que existe entre las dos formas de caos

que hemos visto hasta ahora: entropia topolégica positiva y caos Li-Yorke.

Definicién 3.3.26. Sean (X, f) un sistema dindmico y K C X. Se dice que K es un

conjunto de Mycielski si es de la forma:

K=]Jc;,
j=1
donde para cada j € N, C; es un conjunto de Cantor.

Ya que un conjunto de Mycielski es una unién infinita de conjuntos de cantor, en
particular contiene un conjunto de Cantor. Asi, de la Proposicion [3.3.24] podemos

inferir que un conjunto de Mycielski es no numerable.

Proposicion 3.3.27. La cardinalidad de un conjunto de Mycielski es la misma que la
de R.

El siguiente resultado es fundamental para los propdsitos de esta secciéon. Sin em-
bargo, no presentamos la demostracién, pues la teoria requerida para ello se sale de los

alcances de nuestro trabajo. La demostracién se encuentra en el Teorema 2.3 de [10].
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Lema 3.3.28. Sea (X, f) un sistema dindmico tal que hy,(f) > 0. Si g es una medida
f-invariante con h,(f) > 0y Z = supp(), entonces para cada subconjunto abierto U
de X que cumpla que U N Z # (), existe un conjunto de Mycielski K C U que es un

conjunto scrambled.

Por ultimo presentamos el resultado que nos dice que un sistema que tiene entropia
topoldgica positiva es siempre cadtico Li-Yorke. Es importante mencionar que para la

demostracion de este resultado es fundamental el Principio variacional.

Teorema 3.3.29. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si hy,(f) > 0, entonces (X, f) es

cadtico Li-Yorke.

Demostracion. Supongamos que hy,,(f) > 0. Por el Principio variacional (Teorema

F210)
hiop(f) = sup{hy.(f)lnw € M(X, f)}.

Por lo cual, existe p € M (X, f) tal que h,(f) > 0. Sea Z = supp(p). Asi, por el Lema
3.3.28) considerando que X es un conjunto abierto en X, existe un conjunto KX C X tal
que K es un conjunto de Mycielsky que es scrambled. Luego, de la Proposicion

se tiene que K es no numerable. Por lo tanto (X, f) es caético Li-Yorke. O







Capitulo 4

Caos en sistemas transitivos

Inefable el desconcierto
serendipia al intentar
este universo hacer nuestro

mas nos debemos resignar.

En este capitulo presentamos tres tipos de caos, el caos Auslader-Yorke, el caos Wiggins
y el caos Devaney, todos ellos con la caracteristica comtun de la transitividad. Anali-
zamos algunas de sus propiedades de manera individual. Posteriormente, mostramos
cuales son las relaciones que existen entre estos tres tipos de caos, el caos Li-Yorke y
la entropia topoldgica positiva, de manera general en sistemas dindmicos definidos en
espacios métricos compactos. Finalmente, revisamos las relaciones que existen si nos

restringimos tnicamente a sistemas dinamicos en un intervalo compacto de R.

Nombrar un nuevo concepto al momento de comenzar a estudiarlo, es fundamental
para distinguirlo de los deméas y darle su propia importancia. En matematicas no es
la excepcion, pues cada vez que se estudia un nuevo concepto o nocién se comienza
por darle un nombre. Algunas veces este nombre se toma prestado de algun con-
cepto coloquial por su parecido conceptual. Otras veces es nombrado en honor al
primer matematico en estudiarle. Sin embargo, con el caos en matematicas ocurrié

algo distinto. El concepto de caos ya existia mucho antes de que se le estudiara
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matematicamente, aunque de manera muy vaga, pues el concepto en si se entendia
como confusion o desorden total. Incluso, desde la época antigua, en un sentido reli-
gioso, se concebia al caos como aquello que existio antes de la creacién, antes del 6érden.
Gracias a la vaguedad de este concepto en su propia concepcion, fue imposible darle
una definiciéon conceptual certera. Sélo se sabia que era algo que tenia presencia en el
universo pero no se sabia cémo ni porqué.

Fue en el ano de 1889, cuando el matematico francés Henry Poincaré, tuvo un primer
acercamiento a lo que podia ser el caos en matematicas, al resolver el problema de los 3
cuerpos [41], planteado por Newton. Pese a las caracteristicas del sistema que estudio,
no lo nombré como sistema cadtico y su trabajo respecto a ello quedd en el olvido.
Hasta 1963, cuando Edward Lorenz dio visibilidad a los sistemas dinamicos cadticos,
como sistemas que surgen de manera natural en fenémenos fisicos, fue que el estudio del
caos se incrementé considerablemente. Esto dio pie al nacimiento de toda una teoria
matematica: los sistemas dinamicos.

En este andar del saber cientifico, han existido muchos matematicos que han con-
tribuido con sus ideas y estudios a tratar de desentranar los misterios del caos. Sin
embargo, al ser un concepto tan ambiguo en su significado e interpretacion, ha sido
dificil llegar a un acuerdo al momento de estudiarlo matematicamente. La razon de
fondo es que ante la presencia de un sistema “aparentemente” cadtico, se realizan ob-
servaciones y se rescatan de manera abstracta, las caracteristicas fundamentales que el
sistema posee y es lo que se vuelve una concepcion particular del caos. Es por ello,
que en el terrreno de las matematicas, podemos decir que existen tantas definiciones de
caos, como tantos matematicos le han estudiado. También es por eso que los tipos de
caos llevan el nombre de los primeros matematicos en estudiarlos.

En este trabajo nos hemos centrado en los tipos de caos que en la literartura son
los més populares. Sin embargo, existen muchos otros, como el w-caos [34], el caos
Block-Coppel [4], el caos uniforme [33], por mencionar algunos.

La mayoria de las definiciones de caos se basan en las siguientes ideas:
(1) Imprediccién del comportamiento de las trayectorias de los elementos del sistema.

(2) Crecimiento veloz de las diferentes érbitas periddicas.
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(3) Sensibilidad a los errores de aproximacién en las condiciones iniciales al hacer sim-

ulaciones.

Las definiciones de caos presentadas en este capitulo son agrupaciones o combina-
ciones de algunas nociones presentadas en capitulos anteriores, como son la transitivi-
dad, la sensibilidad a las condiciones iniciales o cierto comportamiento en los puntos
periédicos del sistema. Es importante mencionar antes de comenzar con las definciones
y resultados, que durante este capitulo un sistema dindmico (X, f) es considerado con

X un espacio métrico compacto y perfecto y f una funcion continua.

4.1 Sistemas dinamicos tipo transitivos

Todos los tipos de caos presentados en este capitulo incluyen a la transitividad como
caracteristica. Es por ello que comenzamos con algunos resultados que relacionan la
compacidad con la transitividad y otros conceptos ttiles.

El Corolario[1.4.22] nos muestra las propiedades del espacio X bajo las cuales en el
sistema dindmico (X, f), la transitividad y la existencia de érbitas densas son nociones
equivalentes. Estas condiciones son que el espacio sea perfecto, completo y separa-
ble. Sin embargo, la Proposicién |3.1.3] nos dice que todo espacio métrico compacto
es completo y separable. Por lo cual, del Corolario [1.4.22, podemos inferir el siguiente

resultado.

Proposicién 4.1.1. Sea (X, f) un sistema dindmico, con X un espacio métrico com-
pacto y perfecto. Existe x € X tal que O(z, f) es un conjunto denso en X si y sélo si

f es una funcién transitiva.

Considerando que en este capitulo un sistema dindmico (X, f) es considerado con
X un espacio métrico compacto y perfecto y f una funcién continua, de la Proposicion
4.1.1] se tiene que la transitividad y la existencia de érbitas densas son conceptos
equivalentes a lo largo de este capitulo. Otra propiedad que cumplen los sistemas

transitivos en espacios compactos es la siguiente.

Teorema 4.1.2. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si f es transitiva, entonces es so-

breyectiva.
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Demostracion. Sea U un subconjunto abierto y no vacio de X. Como f es transitiva,
existe k € N tal que f*(X)NU # 0. Y dado que f*(X) C f(X), se tiene que
F(X)NU # 0, lo que prueba que f(X) es un conjunto denso en X, es decir cl(f(X)) =
X. Seay € X, luego y € cl(f(X)). Por lo que existe una sucesion {y, }nen en f(X)
que converge a y. Como {y,}nen estd en f(X), para cada n € N, existe z,, € X tal
que f(z,) = y,. Como X es un espacio compacto, de la Proposicién [3.1.3] parte (2),
la sucesién {z,},en tiene una subsucesién convergente. Sea x € X el limite de tal

subsucesién. Por la continuidad de f, f(x) = y. Por lo tanto, f es sobreyectiva. O

Otra caracteristica importante que se da en virtud de la compacidad del espacio, es

que el conjunto omega limite es siempre un conjunto no vacio para cualquier punto.

Proposiciéon 4.1.3. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si X es compacto, entonces
w(z, f) # 0, para cada z € X.

Demostracion. Supongamos que X es compacto. Sea x € X, como X es compacto,
de la Proposicién [3.1.3] parte (2), la sucesién {f"(z)},en contiene una subsucesién
convergente. Sea y € X el limite de dicha subsucesion. Por la Proposicion

obtenemos que y € w(z, f), lo que prueba que w(z, f) # 0. ]

4.1.1 Caos Auslander-Yorke

Presentamos el primer tipo de caos de este capitulo. En 1980 en su articulo Interval
maps, factor maps and chaos [5], J. Auslander y J. A. Yorke definen un tipo de caos
como transitividad mas inestabilidad puntual en todos los puntos. Mas adelante, este

tipo de caos seria llamado Caos Auslander-Yorke.

Definicién 4.1.4. Un sistema dindmico (X, f) es cadtico Auslander-Yorke si X con-

tiene un punto transitivo y para cada x € X, x es inestable.

Analicemos de manera intuitiva un sistema dindmico cadtico Auslander-Yorke. Por
un lado tenemos que el espacio contiene un punto transitivo, es decir, un punto que ge-
nera una orbita densa. Debido a que estamos en espacios compactos, de la Proposicion

4.1.1, podemos inferir que se trata de un sistema transitivo. FEsto nos indica que
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los puntos de cualquier abierto, recorreran eventualmente, cualquier parte del espa-
cio. Ademads, un sistema dinamico cadtico Auslander-Yorke es también un sistema en
el cual todos sus puntos son inestables. Esto nos dice que si queremos realizar predic-
ciones partiendo desde cualquier condicion inicial, si existen errores, estos se propagaran
dando posiblemente resultados imprecisos. Recapitulando, un sistema dinamico cadtico

Auslander-Yorke, es un sistema en el cual:

(1) Existe una 6rbita que recorre casi todo el espacio, o bien, los puntos de cualquier

abierto visitaran eventualmente todo el espacio.
(2) Cada punto presenta sensibilidad a errores iniciales en las predicciones.

Ahora veamos algunas de las propiedades de los sistemas cadticos Auslander-Yorke.
Comencemos por conocer que este tipo de comportamiento cadtico es una propiedad

dindmica.

Teorema 4.1.5. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dindmicos topolégicamente conjugados
bajo el homeomorfismo ¢ : X — Y. Si (X, f) es cadtico Auslander-Yorke, entonces

(Y, g) es cadtico Auslander-Yorke.

Demostracion. Como (X, f) es cadtico Auslander-Yorke, de la Proposicién es
también un sistema transitivo. Asi, por el Teorema deducimos que (Y, g) es
transitivo. Con lo cual nuevamente de la Proposicién nos dice que existe un
punto transitivo. Por otro lado, para cada x € X, x es inestable en X, por lo que del
Corolario , ¢(z) es inestable en Y para cada z € X. Ya que ¢ es un homeomorfismo,
esto implica que para cada y € Y, y es inestable en Y. Por lo tanto (Y, g) es cadtico
Auslander-Yorke. m

Presentamos a continuacién un resultado que nos brinda condiciones suficientes para

que un sistema sea cadtico Auslander-Yorke.

Teorema 4.1.6. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si f es minimal y X contiene al

menos un punto inestable, entonces (X, f) es cadtico Auslander-Yorke.

Demostracion. Supongamos que f es minimal y que X contiene un punto inestable.
Como (X, f) es minimal, de la Proposicién [1.4.27] tenemos que (X, f) es transitivo.
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Asi, de la Proposicién [4.1.1] se tiene que X contiene un punto transitivo. Ademaés,
considerando que X contiene un punto inestable, del Teorema , parte (2), se
tiene que todos los puntos del sistema son inestables. Por lo tanto (X, f) es cadtico
Auslander-Yorke. |

4.1.2 Caos Devaney

Ahora pasemos al tipo de caos mas popular en la literatura de sistemas dinamicos dis-
cretos; el caos Devaney. En 1989, R.L. Devaney, en su libro An Introduction to Chaotic
Dynamical Systems [16], defini6 los sistemas caéticos considerando tres aspectos; tran-
sitividad, sensibilidad a las condiciones iniciales y un comportamiento muy especifico

en el conjunto de puntos periédicos.

Definicién 4.1.7. Sean (X, f) un sistema dindmico. Se dice que (X, f) es cadtico

Devaney si se cumplen las siguientes tres propiedades para la funcion f:
(1) Es transitiva.
(2) Es sensible a las condiciones iniciales.

(3) El conjunto Per(f) es denso en X.

Si analizamos de manera intuitiva los sistemas cadticos Devaney, tenemos en primer
lugar a la transitividad, que nos provee de cierta uniformidad en el comportamiento
de los puntos, pues los puntos de cualquier abierto recorreran eventualmente todo el
espacio. Por otro lado, sensibilidad a las condiciones iniciales que es inestabilidad
en todos los puntos y mas aun, inestabilidad uniforme de acuerdo a la constante de
sensibilidad del sistema. Estas dos nociones, aunque de un modo ligeramente distinto,
son incluidas en el caos Auslander-Yorke. Sin embargo, en el caos Devaney, ademaés, el
conjunto de puntos periddicos es un conjunto denso. Esto nos dice que tan cerca como
queramos de cualquier parte del espacio podemos hallar un punto periédico.

El caos Devaney ha sido uno de los mas estudiados. En 1992 Banks, Brooks, et. al.

en el articulo On Devaney’s definition of Chaos [6], demostraron el siguiente resultado:

Teorema 4.1.8. Sean (X, f) un sistema dindmico. Si f es transitiva y el conjunto

Per(f) es denso en X, entonces f es sensible a las condiciones iniciales.
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Demostracion. Supongamos que f es transitiva y el conjunto Per(f) es denso en X.

Sean q1,q2 € Per(f), tales que ¢1 ¢ O(qo, f). Luego, por la Proposicion |1.2.29] las
6rbitas de g1 y ¢o son conjuntos disjuntos. M&s atn, son conjuntos finitos, por lo cual

O(qu, f) v O(gqe, f) son conjuntos cerrados. Pongamos dy = d(O(qy, f), O(qz, f)), luego
50 > 0.

Veamos que f es sensible a las condiciones iniciales con constante de sensibilidad
§ =% Seanz € X y e > 0. Ahora pongamos U = B(z,e) N B(x,5). Luego U
es un conjunto abierto no vacio en X. Como Per(f) es un conjunto denso en X,
Per(f)NU #10. Sea p € Per(f)NU y sea n € N el periodo de p. Por otro lado:

d(O(q1, ), Olge, f)) < d(O(aqu, f),x) + d(z, O(ge, f)),

por lo cual debe ocurrir que d(O(q1, f),z) > % o bien d(z,O(go, f)) > 2. Lo cual

prueba que existe ¢ € Per(f) tal que d(O(q, f),z) > %1 = 46. Sea:

n

V =/ (B(fi(a).)).

=0

Se tiene que V' es no vacio, pues ¢ € V y ya que f es continua V' es abierto. Como f
es transitiva, existe k € N tal que f*(V)NU # 0. Seay € V tal f5(y) € U. Sea j € N
tal que 1 < nj—k < n. Luego f"(y) = fr"(f*(y)). Asi f(y) € f7"(f¥(V)), con
lo que

f(y) € B(f"*(q),0). (4.1)

Por otro lado, f™ (p) = p. Con esto y la desigualdad del tridngulo tenemos que:

d(f" (p), f(y)) =

Dado que p € U, d(z,p) < §. Ademds del punto (4.1), obtenemos que "7 (y) €
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B(f"7*(q), ) y por tltimo, por la eleccién de q, d(O(q, f),z) > 49. De aqui que:

d(f™ (p), 1 (y)) > 40 — 6 — 6 = 20.

Nuevamente, por la desigualdad del tridngulo, se cumple que d(f™ (p), f*(z)) > 0 o
bien d(f™(x), f*(y)) > 0. En cualquier caso, hemos encontrado un punto cuya n;-
ésima iteracion estd a distancia mayor que § de f"(x). Esto prueba que f es sensible

a las condiciones iniciales con constante de sensibilidad §. O

El Teorema nos dice que podemos reformular la definiciéon de caos Devaney,
puesto en la Definicién los puntos (1) y (3) implican el punto (2). Una de las
ventajas de este resultado es que nos da pie a generalizar la nociéon de caos Devaney
a espacios topoldgicos en general, pues al eliminar a la sensibilidad a las condiciones
iniciales, no se requiere de la métrica. Ademds, la densidad del conjunto Per(f) y
la transitividad se pueden definir sin ningiin problema en espacios topolégicos (vea
[43]). Sin embargo, pese a ello y aunque el Teorema fue publicado en 1992, hasta
la fecha, en la mayoria de los textos (como [31, 33]), para espacios métricos se sigue
definiendo al caos Devaney de la misma forma que en la Definicién [£.1.7] A pesar de
ello, el conocer este resultado nos facilita las cosas al momento de verificar si un sistema
es cadtico Devaney, pues son menos propiedades las que hay que validar. Respetando
las convenciones encontradas en la literatura, enunciamos esta nueva definicién como

una caracterizacion del caos Devaney.

Teorema 4.1.9. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se cumple que, (X, f) es cadtico

Devaney si y sélo si f es transitiva y el conjunto Per(f) es denso en X.

Recordemos que una de las caracteristicas que es fundamental verificar, es si el caos
Devaney es una propiedad dindamica. Para ello, veamos primero qué sucede con los

puntos periédicos bajo la conjugacion topologica.

Proposicién 4.1.10. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dindmicos topolégicamente conju-
gados bajo el homeomorfismo ¢ : X — Y. Si x € Per(f), entonces ¢(x) € Per(g) y

ademds z y ¢(z) tienen el mismo periodo.
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Demostracién. Sea x € Per(f) y sea k el periodo de z. Considerando que g = ¢o fop™*

tenemos que:
9" (9(x)) = (¢ 0 f* 0 671)(6(2)) = ¢(f*(2)) = ().

Por lo tanto, ¢(x) € Per(g). Ahora veamos que k es el periodo de ¢(z). Si k =1 el
resultado se obtiene de la igualdad anterior. Si & > 1, tomamos 1 < r < k. Luego

f"(x) # z, pues k es el periodo de z. Asi:

g (¢(x)) = (90 [0 d")(4(2)) = &(f"(2)) # d(2).
Por lo que k es el periodo de ¢(z). O

A continuacién presentamos el resultado que nos dice que en efecto, el ser cadtico

Devaney es una propiedad dinamica.

Teorema 4.1.11. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dindmicos topoldgicamente conjugados
bajo el homeomorfismo ¢ : X — Y. Si (X, f) es cadtico Devaney, entonces (Y, g) es

cadtico Devaney.

Demostracion. Supongamos que (X, f) es caético Devaney. En particular se tiene que
(X, f) es un sistema transitivo. Asf, del Teorema [1.4.6] se obtiene que (Y,g) es un
sistema transitivo. Por otro lado, se cumple que Per(f) es un conjunto denso en X.
Veamos que Per(g) es denso en Y. Sean y € Y y € > 0. Como ¢ es continua en
¢~ (y), existe 6 > 0 tal que ¢(B(¢'(y),d)) C Bl(y,e€). Por otra parte, considerando
que Per(f) es un conjunto denso en X, existe z € Per(f) tal que 2 € B(¢™(y),9),
luego ¢(z) € B(y,¢). Sin embargo, de la Proposicién , ¢(z) € Per(g), lo cual
prueba que Per(g) es un conjunto denso en Y. Por lo tanto, (Y, g) es transitivo y Per(g)
es denso en Y, asi del Teorema , concluimos que (Y, g) es cadtico Devaney. O

4.1.3 Caos Wiggins

Pasemos al ltimo tipo de caos en la lista de caos en sistemas transitivos. En 2003,
Wiggings en su libro Introduction to Applied Nonlinear Dynamical Systems and Chaos

[53], formul una nocién de caos como sigue:
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Definicién 4.1.12. Un sistema dindmico (X, f) es llamado cadtico Wiggins si existe
un subsistema (X7, f1) de (X, f) de tal forma que (X7, f1) es transitivo y sensible a las

condiciones iniciales.

Recordemos que el subsistema (X7, f1) de la Definicién 4.1.12] es tal que X; C X
es un conjunto cerrado en X, +invariante y f; = f|x,. También recordemos que todo
sistema se puede ver como subsistema de si mismo. Por lo cual tenemos el siguiente

resultado.

Teorema 4.1.13. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si (X, f) es transitivo y sensible a

las condiciones iniciales, entonces (X, f) es cadtico Wiggins.

Para mostrar que el caos Wiggins es una propiedad dindmica, requerimos primero

saber si la sensibilidad a las condiciones iniciales lo es.

Teorema 4.1.14. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dindmicos topoldgicamente conjugados
bajo el homeomorfismo ¢ : X — Y. Si (X, f) es sensible a las condiciones iniciales,

entonces (Y, g) es sensible a las condiciones iniciales.

Demostracion. Supongamos que (X, f) es sensible a las condiciones iniciales. Sea § > 0
la constante de sensibilidad de (X, f). Como Y es un espacio métrico compacto, de
la Proposicién parte (4), la funcién ¢! es una funcién uniformemente continua.

Por lo cual, existe 9; > 0 tal que:

si d(v,w) < 6, entonces d(¢*(u), ¢ (w)) < 6. (4.2)

Pongamos 6* = %1 > 0. Veamos que (Y, g) es sensible a las condiciones iniciales con
constante de sensibilidad §*. Sean y € Y y € > 0. Como ¢ es continua en ¢~ !(y), existe
09 > 0 tal que:

si d(¢~(y), ) < &, entonces d(y, p(z)) < e. (4.3)

Como (X, f) es sensible a las condiciones iniciales con constante de sensibilidad § > 0,
existen * € X y n € N tales que d(¢(y),z) < 61 y d(f™(¢~ (y)), ["(z)) > 6.

Del contrareciproco de (4.2), tenemos que d((¢o f"o¢p™1)(y), (¢o f*)(x)) > d;. Pero
po frop=t=g" porlo cual:

d(g"(y), g"(é())) > 01. (4.4)
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Ademds, dado que d(¢~*(y), z) < 41, de (4.3)), obtenemos que:

d(y, ¢(x)) <. (4.5)

De (4.4) y (4.5]) obtenemos que (Y, g) es sensible a las condiciones iniciales con constante
de sensibilidad 0*. O

Ahora pasemos a verificar que el caos Wiggins es también una propiedad dindmica.

Teorema 4.1.15. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dindmicos topoldgicamente conjugados
bajo el homeomorfismo ¢ : X — Y. Si (X, f) es cadtico Wiggins, entonces (Y, g) es

caotico Wiggins.

Demostracion. Supongamos que (X, f) es cadtico Wiggins. Luego, existe un subsistema
(X1, f1) de (X, f), tal que (X7, f1) es transitivo y sensible a las condiciones iniciales.
Sea Y] = ¢(X;). Se tiene que X; es un conjunto cerrado en X y +invariante con
respecto a f. Asi, dado que ¢ es un homeomorfismo, Y; es un conjunto cerrado en Y y
+invariante con respecto a g. Veamos que (Y7, gly;) es un sistema transitivo y sensible

a las condiciones iniciales. Notemos que:

= f|X1 = (¢|X1)_1 Og|Y1 o ¢|X1'

Luego (X1, f1) y (Y1, g1) son topoldgicamente conjugados bajo el homeomorfismo ¢|y, :
X1 — Y1, Como (X7, f1) es transitivo y sensible a las condiciones iniciales, del Teorema

y el Teorema|d.1.14] se tiene que (Y7, g|y, ) es transitivo y sensible a las condiciones
iniciales. Por lo tanto, (Y, g) es cadtico Wiggins. O

4.2 Relaciones entre caos

Como hasta ahora hemos visto, a lo largo de los anos han surgido distintas definiciones
formales, en el sentido matematico, de lo que significa para un sistema ser cadtico. Lo
cual ha creado cierta confusién en la literatura matematica actual, pues en un articulo
cientifico, al encontrarnos con la palabra caos, no siempre se hara referencia al mismo

concepto. Fruto de esta confusion, existen algunas preguntas que surgen de manera
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natural. Por ejemplo ;Qué tipo de relaciones guardan las distintas nociones existentes
de caos entre si? o de manera mas especifica ;Existe alguna maés general, que abarque
todos los posibles comportamientos descritos en los distintos tipos de caos? Esto ultimo
permitiria acercarnos a una definicién ideal y tinica de lo que es el caos en matemaéticas.
Sin embargo, basta fijarnos en la interpretacion intuitiva de los conceptos que hasta
ahora hemos visto, para darnos cuenta que esto tiene muy pocas esperanzas de ocurrir.

Para empezar, la transitividad y la existencia de érbitas densas sélo son equiva-
lentes si nos restringimos a un tipo especifico de espacios. Aun si nos restringimos,
las definiciones de caos segiun Auslander-Yorke, Wiggins y Devaney, en virtud de la
transitividad, tienen cierta uniformidad en cuanto a la concepcién del caos, que la en-
tropia positiva y el caos Li-Yorke no poseen. La entropia positiva y el caos Li-Yorke se
pueden interpretar como cierta cantidad de caos o como caos acumulado en algin lugar
del espacio. Mientras que los caos Auslander-Yorke, Wiggins y Devaney representan
comportamiento cadtico por todos lados.

A pesar de estas aparentes diferencias, resulta de suma utilidad conocer de manera
especifica las relaciones que existen entre estos conceptos, para responder de forma
certera las preguntas que hemos planteado. Dedicamos el resto del capitulo a esta tarea.
Cabe mencionar que todo lo desarrollado en los capitulos anteriores, es fundamental
para los préoximos resultados, por lo cual sugerimos al lector proceder con paciencia a
las referencias de los resultados de otros capitulos, para asi poder comprender mejor

las demostraciones presentadas.

4.2.1 Relaciones en espacios métricos compactos

En esta subseccion analizamos las relaciones que existen entre los tipos de caos que
hemos presentado; el caos Auslander-Yorke, el caos Devaney, el caos Wiggins, el caos
Li-Yorke y la entropia topoldgica positiva en un sistema. Todas estas relaciones se
consideran en un sistema dindmico (X, f) donde X es un espacio métrico compacto y
perfecto y f una funcién continua. Comencemos con las més sencillas de verificar, que

son aquellas que se desprenden de manera casi directa de las definiciones.

Teorema 4.2.1. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si el sistema es caético Devaney,

entonces es cadtico Auslander-Yorke.




133

Demostracion. Supongamos que (X, f) es cadtico Devaney. Asi, (X, f) es transitivo.
Por lo cual, de la Proposicién se tiene que X contiene un punto transitivo. Por
otro lado, dado que (X, f) es sensible a las condiciones iniciales, todos los puntos en X

son inestables. Por lo tanto (X, f) es cadtico Auslander-Yorke. n

Teorema 4.2.2. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si el sistema es cadtico Devaney,

entonces es cadtico Wiggings.

Demostracion. Supongamos que (X, f) es cadtico Devaney. En particular, (X, f) es
transitivo y sensible a las condiciones iniciales. Dado que cada sistema puede conside-

rarse como subsistema de si mismo, (X, f) es cadtico Wiggins. ]

Ahora analizamos las otras relaciones, las cuales requieren un poco méas de trabajo.
A continuacién presentamos un resultado sobre relaciones binarias que es 1til para de-
mostrar la relacion que guarda el caos Li-Yorke con otros tipos de caos. Cabe resaltar
que para el siguiente resultado y para resultados posteriores, es fundamental tener pre-
sente los conceptos definidos en la Seccién 3.3, del Capitulo 3. La demostracion de este
resultado se puede hallar en el Lemma 3.1 de [2§]. Sin embargo, hemos procurado que la
version aqui presentada sea mas detallada y por tanto mas accesible. La demostracion

es bastante extensa, por lo cual sugerimos al lector proceder con calma.

Lema 4.2.3. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si R es una relacién simétrica que cumple
que existe A C X denso Gs tal que para cada x € A, R(z) contiene un subconjunto

denso Gy, entonces existe B C X denso y no numerable tal que (B x B) \ A C R.

Demostracion. Sea F la familia de todos los subconjuntos F' C A tales que F' es no
vacioy (F'x F)\A C R. Veamos primero que F es no vacia. Sean = € A. Por hipétesis,
A es un conjunto denso en X y existe una sucesién {A, },en de conjuntos abiertos no

vacios tales que A = [ _y An. También por hipétesis, existe C, C R(z) tal que C, es

neN
un conjunto denso en X y existe una sucesion {C), },en de conjuntos abiertos no vacios
tales que C, =)

que A, es un conjunto denso en X. Similarmente C,, es un conjunto denso en X. Asi,

neny On. Tomemos n € N. Como A C A, y A es denso en X, se tiene

A, y C,, son conjuntos abiertos, no vacios y densos. Por el Teorema de Categoria de
Baire (Teorema|l.4.20)), tenemos que A, NC,, # 0 y A,NC,, es un conjunto denso en X.

Hemos probado que {A, N C,},en es una sucesion de conjuntos abiertos, no vacios y
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densos. Nuevamente, del Teorema de Categoria de Baire (Teorema |1.4.20)), obtenemos

que:

(AN C) #0,

neN

y ademas, (), cn(An N Cy) es un conjunto denso. Sin embargo:

((A.NCy) = (ﬂ An> n (ﬂ Cn>

neN neN neN
=ANC,
C AN R(x).

Por lo tanto, A N R(x) es un conjunto no vacio y denso en X. M4ds atin:

AN R(x) contiene un subconjunto denso y Gs. (4.6)

En particular, existe y € AN R(x) tal que = # y. Pongamos Fy = {z,y}. Como z # v,
(Fo x Fo) \ A = {(z,v), (y,z)}. Dado que y € R(z) y R es una relacién simétrica, se

tiene que Fy € F. Hemos probado que F es no vacia.

Puesto que X es compacto, podemos considerar {U; };eny una base para X. Vamos
a construir un conjunto denso C' = {z;| ¢ € N} tal que C € F y z; € U;, para
cada i € N. Para lograrlo, construimos primero una sucesiéon de conjuntos {C,, 11 }nen
con propiedades similares. Procedamos por induccién para la construcciéon de dichos
conjuntos. Como A es denso, tomemos x; € ANU; y sea Dy = AN R(z1). Como
en , tenemos que D; contiene un subconjunto denso y Gs. Esto nos lleva a que
D1 NU; # (). Sea xo € D1 NUs con x1 # x9 y pongamos Cy = {z1, 25}. Luego Cy € F.
Ahora supongamos que para n € N, hemos construido C,, = {x1,2s,...,z,} tal que
C, € Fyua; €Uy para cada i € {1,2,...,n}. Sea D, = AN (N, R(z;)). Usando
argumentos similares a los utilizados para demostrar (4.6)), se puede probar que D,
contiene un conjunto denso y Gs. Luego D, NU,.1 # 0. Sea x,.1 € D, NU,11y
hacemos Cy+1 = C,, U {x,4+1}. Nuevamente se cumple que C,; € F y x; € U; para

cada i € {1,2,...,n+ 1}. Considerando los conjuntos C,, construidos de este modo, el
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conjunto:
c=\]Jac.
n=2

es un conjunto denso que cumple que C' € F y x; € U;, para cada ¢+ € N.

Veamos que toda cadena en F es acotada superiormente. Sea G una cadena en F.
Por definicién de F para todo F' € F, ' C A. En particular A es una cota superior
para G. Por el Lema de Zorr[( Teorema 8.10 de [27]), existe un conjunto B € F el cual
es maximal para F (bajo la inclusién de conjuntos). En particular C' C B. Veamos
que B no es numerable. Supongamos que B es numerable. Pongamos B = {z;| i € N}.
Como A N (NjenR(z;)) contiene un conjunto G5 denso y ademds X no tiene puntos
aislados, tomamos z € AN (N;enR(2;)), tal que z # z; para cada i € N. Claramente
z€ Ay (z,z;) € R, para cada i € N. Sea B’ = BU{z}, luego (B’ x B')\ A C R. Esto
ultimo es una contradiccion con la eleccion de B pues B C B’. Por lo tanto B es no

numerable, lo que culmina la demostracion. O

Presentamos a continuacion el resultado que nos dice cémo se relaciona la transi-
tividad con la existencia de conjuntos scrambled. Este resultado es fundamental para
demostrar las relaciones entre el caos Li-Yorke y los otros tipos de caos definidos en

este capitulo.

Teorema 4.2.4. Sea (X, f) un sistema dindmico con X infinito. Si f es transitiva y

Per(f) # 0, entonces existe un subconjunto de X que es scrambled y no numerable.

Demostracion. Supongamos que f es transitiva y Per(f) # 0. Sea p € Per(f). Con-

sideramos los siguientes casos:

Caso (1) p es un punto fijo. Como f es transitiva, de la Proposicion , se
tiene que Trans;(X) # 0. Sea x € Transg(X), luego de la Proposicion [1.4.18)
w(z, f) = X. De aqui que p € w(z, f), por lo cual, de la Proposicién [1.3.4] existe
una sucesién {n;};ey tal que lim;_,o ™ (z) = p. Ahora veamos que (f™(z),z) €

PR, para cada m € N. Sean m,k € N. Como f™ es continua en p, existe § > 0

'El Lema de Zorn es un resultado muy popular de teoria de conjuntos. Es por ello que nos hemos
tomado la libertad de omitir su enunciado formal en la tesis. Lo que nos dice este resultado es que todo
conjunto parcialmente ordenado no vacio en el que toda cadena es acotada superiormente, contiene un
elemento maximal. La demostracién se puede encontrar en el Teorema 8.10 de [27].
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tal que si z € B(p,d), entonces d(f™(z),p) < 3z. Sea ¢ = min{d,5-}. Como
{f"(x)};en converge a p, existe N € N tal quesi¢ > N, entonces f"(x) € B(p, €).

Sea i > N, debido a la eleccién de €, se cumple que:
d(f™ (f" (), [ (@) < d(f"(f" (@), p) + dlp, [ (2)) < o7+ 57 = 7-

Luego (f™(x),z) € (f*?) " (A) y de este modo:

[e.o]

(f™(x),x) € [J(F) ().

n=1

Como k fue elegido de manera arbitraria:
(f™(x),2) € [ (U(fxz)_"(ﬁk)> :
k=1 \n=1

Por lo cual, del Lema [3.3.11] parte (3), se sigue que (f™(z),z) € PR, para
cada m € N. Esto dltimo implica que O(zx, f) C PR(x). Considerando que
z € Transg(X), tenemos que PR(z) es un conjunto denso en X. Ademds, del
Lema parte (3), se tiene que PR(z) es un conjunto Gs. Con todo lo
anterior hemos probado que para cada z € Trans;(X), PR(x) es un conjunto

denso y Gj.

Pongamos R = SCR (relacién scrambled) y A = Trans;(X). De la Proposicién
y la Proposicién [3.3.5] tenemos que A es un conjunto denso y Gs. Sea
z € A. Dado que f es transitiva, del Corolario [3.3.13] se tiene que AR(z) es de
primera categorfa. Asi, de la Proposicién [3.3.2 parte (2), existe un subconjunto
B C X tal que B es denso, Gs y B C AR(z)°. Pongamos C, = PR(x) N B.
Tenemos que B es denso y Gs. Ademdas, PR(x) es un conjunto denso y G, por
lo cual de la Proposicién [3.3.4] C, es un conjunto denso y Gs. Sin embargo, de
la Proposicion [3.3.16¢

C, C PR(x)NAR(x)° = PR(z) \ AR(x) = SCR(x).
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Hemos probado que A y R como las definimos cumplen las hipdtesis del Lema
4.2.3] Por lo tanto existe B C X denso y no numerable tal que (B x B) \ A C R.

Es decir, B es un subconjunto de X que es scrambled y no numerable.

Caso (2) p es un punto de periodo n > 1. Sea x € Transs(X). De la Proposicién
w(z, f) = X. Sea D; = w(f'(z), f*), paracadai € {0,1,...,n—1}. Luego
F(D;) = D(i41) mod n, Para cada i € {0,1,...,n — 1}, lo cual nos lleva a que para
cadai € {0,1,...,n—1}, D; contiene un punto de periodo n. Ademads, dado que
x € Transp(X), D; es no numerable para cada ¢ € {0,1,...,n—1}. Nuevamente
utilizando la Proposicion , la funcién f"|p, es una funcién transitiva que
contiene un punto fijo. Por lo cual, podemos aplicar lo demostrado en el Caso
(1). Es decir, existe un subconjunto B de Dy que es scrambled y no numerable.

Claramente B es el conjunto scrambled buscado.
Del Caso (1) y el Caso (2) damos por concluida la prueba. O

En el Teorema [£.2.4], las hip6tesis nos dicen que el espacio X debe ser infinito. La
razén de ello es que para hablar de conjuntos scrambled no numerables, se requiere que
el espacio sea no numerable. Como corolarios del Teorema[£.2.4] se tienen los siguientes
resultados, que enunciamos como teoremas por la importancia que tienen para nuestros

propositos.

Teorema 4.2.5. Sea (X, f) un sistema dindmico con X infinito. Si el sistema es cadtico

Devaney, entonces es cadtico Li-Yorke.

Demostracion. Supongamos que (X, f) es caético Devaney. En particular, (X, f) es

transitivo y Per(f) es un conjunto denso en X y por tanto un conjunto no vacio. Asi,
por el Teorema [4.2.4] (X, f) es cadtico Li-Yorke. O

Teorema 4.2.6. Sea (X, f) un sistema dindmico con X infinito y Per(f) # 0. Si el

sistema es cadtico Auslander-Yorke, entonces es cadtico Li-Yorke.

Demostracion. Supongamos que (X, f) es cadtico Auslander-Yorke. En particular, X
contiene un punto transitivo. Por lo cual, de la Proposicién se tiene que (X, f)
es un sistema transitivo. Ademds, por hipdtesis, Per(f) # (). Por lo tanto, (X, f) es
cadtico Li-Yorke, en virtud del Teorema [£.2.4] O
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Utilizando el Teorema [4.2.4] hemos demostrado que tanto el caos Devaney como el
caos Auslander-Yorke implican al caos Li-Yorke. Podriamos esperar algo similar del caos
Wiggins, pues la hipétesis principal del Teoremal|4.2.4] es la transitividad. Sin embargo,
en un sistema cadtico Wiggins, la transitividad del subsistema correspondiente, no
nos asegura la transitividad de todo el sistema. La relacion que si se da es que el
caos Auslander-Yorke implica al caos Wiggins, el cual enunciamos de manera formal a

continuacién.

Teorema 4.2.7. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si el sistema es cadtico Auslander-

Yorke, entonces es cadtico Wiggins.

Demostracion. Supongamos que (X, f) es cadtico Auslander-Yorke. En particular X
contiene un punto transitivo. Por lo cual, de la Proposicion se tiene que (X, f) es
un sistema transitivo. Por otro lado, para cada z € X, x es un punto inestable, lo cual
nos dice que el sistema no posee puntos estables. Asi, del Teorema [2.4.2] el sistema
es sensible a las condiciones iniciales. Dado que cada sistema puede considerarse como

subsistema de si mismo, (X, f) es cadtico Wiggins. ]

En el diagrama de la Figura [4.1) se muestran las relaciones que se dan en general
para espacios métricos compactos. Las condiciones C y Cy dependen de las hipdtesis
de los resultados que se utilizan para completar este diagrama. Estos resultados son:
el Teorema |3.3.29 que nos dice que la entropia positiva en un sistema implica que el
sistema es cadtico Li-Yorke. El Teorema [4.2.6) que nos dice que el caos Auslander-
Yorke implica el caos Li-Yorke. El Teorema[£.2.5] donde se prueba que el caos Devaney
implica el caos Li-Yorke. El Teorema [4.2.1] que muestra que el caos Devaney implica el
caos Auslander-Yorke. El Teorema[d.2.2] donde se muestra que el caos Devaney implica
el caos Wiggins. Por tltimo el Teorema [£.2.7] que nos dice que el caos Auslander-Yorke
implica el caos Wiggins.

Es importante notar que en el diagrama de la Figura 4.1, sélo se presentan las
relaciones positivas, es decir, las flechas indican las relaciones para las cuales se cuenta
con una demostracion. Sin embargo, no todas las posibles conexiones aparecen en el
diagrama y lo natural es que nos preguntemos ;qué ocurre con el resto de las posibles
relaciones? Para responder, es til estudiar qué ocurre con los sistemas en un intervalo

compacto de R.
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Entropia positiva
Cy

Caos Li-Yorke

02 \
Cy

Caos Auslander-Yorke ¢ Caos Devaney

Cl /

Caos Wiggins

Figura 4.1: Diagrama de relaciones para espacios métricos compactos
Ci: Un sistema dindmico (X, f) con X compacto y f continua.
Cy: Un sistema dindmico (X, f) con X compacto, f continua y Per(f) # 0.
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4.2.2 Relaciones en el intervalo

Esta subseccion la dedicamos a presentar los resultados que existen sobre sistemas
dinamicos cadticos en el intervalo I. Cabe mencionar que no incluimos las demostra-
ciones, pues el objetivo principal de este trabajo es estudiar los sistemas dinamicos de
manera general en espacios métricos compactos y las demostraciones de los resultados
de esta subseccién, requieren de teoria especifica que no hemos desarrollado en la tesis.
Sin embargo, si fuese de su interés, el lector puede encontrar las demostraciones en las
fuentes citadas en cada resultado.

En 1986 fue demostrado de manera independiente por Xiong [54] y Simital [50], el

siguiente resultado.

Teorema 4.2.8. Existe una funcién continua f : I — I tal que f es cadtica Li-Yorke
y htop(f) = 0

El Teorema 4.2.8) nos dice que para sistemas en el intervalo I, el caos Li-Yorke
no implica la entropia topolégica positiva del sistema. Este es el primer resultado
que nos muestra que dos de las definiciones que hemos presentado de caos no son
equivalentes. Continuemos con el resto. En 2005, Ruette [46], investigé sobre los
subsistemas sensitivos y transitivos de funciones en intervalos de R, es decir, los sistemas

caoticos Wiggins en el intervalo I. Ella probé el siguiente resultado.

Teorema 4.2.9. (1) Para funciones transitivas f : [0,1] — [0, 1] se cumple que: si f

es cadtica Wiggins, entonces f es cadtica Li-Yorke .

(2) Existe una funcion continua f : [0,1] — [0,1] con entropia topoldgica cero que es

caotica Wiggins.

(3) Existe una funcién continua f : [0,1] — [0,1] que es cadtica Li-Yorke pero no

caotica Wiggins.

El Teorema [£.2.9] nos proporciona informacién sobre las relaciones entre el caos
Wiggins y otros tipos de caos. El punto (1) nos dice que el caos Wiggins implica el caos
Li-Yorke. El punto (2) nos dice que el caos Wiggins no implica la entropia topolégica

positiva. El punto (3) nos dice que el reciproco del punto (1) no se da, es decir, que el
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caos Li-Yorke no implica el caos Wiggins. Como conclusién del Teorema[£.2.9] tenemos
que el caos Wiggins y la entropia positiva no son nociones equivalentes de caos y que
el caos Wiggins y el caos Li-Yorke tampoco lo son.

Ahora pasemos a un resultado que nos dice cémo se relaciona la transitividad con

la entropia en funciones definidas en el intervalo. La demostracién esté en el Teorema
17.20 de [31].

Teorema 4.2.10. Sea f : I — I una funciéon continua. Si f es transitiva, entonces
htop(f) > 0

El Teorema|4.2.10| nos dice que la transitividad de una funcién en el intervalo, basta
para asegurar que dicha funcion tiene entropia positiva. En consecuencia, este resultado
nos indica cémo se comportan los tipos de caos en sistemas transitivos, con respecto

a la entropia, en funciones del intervalo. Presentamos estos resultados como corolarios

del Teorema [4.2.10

Teorema 4.2.11. Sea f : I — I una funcién continua. Si f es cadtica Auslander-Yorke,
entonces hyp,(f) > 0.

Demostracion. Supongamos que f es cadtica Auslander-Yorke. En particular, f es
transitiva. Asi, del Teorema [4.2.10} se tiene que hyop(f) > 0. ]

Teorema 4.2.12. Sea f : I — [ una funcién continua. Si f es cadtica Devaney,
entonces hyp,(f) > 0.

Demostracion. Supongamos que f es cadtica Devaney. En particular, f es transitiva.
Asi, del Teorema [4.2.10] se tiene que hgp,(f) > 0. ]

Otro resultado que nos dice cémo se comporta la entropia en funciones del intervalo,
es el que enunciamos a continuacién. La demostracién se encuentra en el libro Dynamics

in One Dimension [11].

Teorema 4.2.13. Sea f : I — [ una funcién continua. Se cumple que h,(f) > 0siy

sélo si existe B C I tal que B es cerrado, +invariante y f|p es cadtica Devaney.
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Tanto del Teorema [£.2.12] como del Teorema [£.2.13] podemos notar que el caos
Devaney en una funcién, basta para que la entropia de dicha funcién sea positiva. Sin
embargo, el Teorema |4.2.13 no basta para asegurar el reciproco, es decir, no basta para
demostrar que la entropia positiva de una funcién implica que dicha funcién es cadtica

Devaney. Sin embargo, si es 1til para demostrar otra de las relaciones.

Teorema 4.2.14. Sea f : I — I una funcién continua. Si hy,(f) > 0, entonces f es

caotica Wiggins.

Demostracion. Supongamos que hyo,(f) > 0. Asi, del Teorema 4.2.13] existe B C I tal
que B es cerrado, +invariante y f|p es cadtica Devaney. En particular, f|p es transitiva

y sensible a las condiciones iniciales. Por lo tanto, f es cadtica Wiggins. [

En el diagrama de la Figura [4.T] se muestran las relaciones que se dan en sistemas
dinamicos definidos en espacios compactos. En particular, el intervalo I es un espacio
compacto, por lo cual, todos los resultados de dicho diagrama son validos también en
sistemas en el intervalo I.

El diagrama de la Figura [4.2] muestra las relaciones que existen entre los tipos
de caos que hemos definido, en sistemas dinamicos definidos en el intervalo I. Este
diagrama es el resultado de considerar los resultados que se muestran en el diagrama
de la Figura [4.1] y los siguientes resultados. El Teorema [£.2.8] que nos dice que el caos
Li-Yorke no implica la entropia topologica del sistema. El Teorema [4.2.9, que nos dice
que el caos Wiggins implica al caos Li-Yorke, que el caos Li-Yorke no implica el caos
Wiggins y que el caos Wiggins no implica la entropia topolégica positiva del sistema. El
Teorema [4.2.11], en el que se demuestra que el caos Auslander-Yorke implica la entropia
topologica positiva del sistema. FEl Teorema que indica que el caos Devaney
implica la entropia topolégica positiva del sistema. Por tltimo, el Teorema [4.2.14] que
nos dice que la entropia topoldgica positiva del sistema implica al caos Wiggins.

Del diagrama de la Figura [£.2] podemos observar que no hay dos definiciones equi-
valentes de caos, a pesar de que nos hemos restringido tinicamente a sistemas en el
intervalo. También es importante recalcar que en este diagrama, a diferencia de la
Figura [4.1], se exhiben relaciones negativas, es decir, las flechas canceladas indican que
la relacion correspondiente no ocurre. Esto iltimo es ademads 1til para completar el

diagrama de relaciones en espacios compactos en general. Sin embargo, dejamos esto
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Entropia positiva

Caos Auslander Yorke ¢ Caos Devaney

Caos \Wiggins

Figura 4.2: Diagrama de relaciones en sistemas dindmicos en el intervalo
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para el siguiente capitulo donde presentamos algunos ejemplos que también sirven para

completar el diagrama.




Capitulo 5

Sistemas caoticos

Y como sé que el caminar
no solo deja sus huellas hoy
tomo las mias y me voy

a buscar nuestro final.

En este capitulo se analizan distintos tipos de sistemas dinamicos de manera detallada,
utilizando herramientas presentadas en capitulos anteriores. También se muestra como
estos sistemas sirven de ejemplo para la mayoria de los conceptos estudiados en la tesis.
Finalmente se muestra como algunos de estos ejemplos sirven para complementar el

diagrama de las relaciones de los tipos de caos.

Cada vez que se introduce un nuevo concepto en matematicas es imprescindible
mostrar ejemplos, los cuales no sélo nos indican que lo que estamos estudiando tiene
sentido. También en muchas ocasiones los ejemplos sirven para clarificar los conceptos,
al concentrarse en casos particulares. Pero la caracteristica que puede ser considerada
como la mas util que tienen los ejemplos, es que pueden servir como contraejemplos.

Hablando particularmente de lo que compete a este trabajo de tesis, en los capitulos
anteriores, no se presta especial atencion a dar ejemplos de los conceptos presentados.
La razon, es que dedicamos este capitulo exclusivamente a esta tarea. Presentamos

sistemas dindmicos definidos en distintos tipos de espacios métricos. Algunos de ellos
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sirven como contraejemplos utiles para completar el diagrama de la Figura 4.1, que
muestra las relaciones entre los tipos de caos que hemos definido. Otros simplemente
sirven para exhibir la utilidad de los resultados presentados en capitulos anteriores, al

momento de analizar un sistema en particular.

5.1 Funcién rotacion irracional

El primer sistema que analizamos en este capitulo esta definido en un subconjunto de
los niimeros complejos. Sea S = {e*™ : o € I}, el circulo unitario en los complejos.
Consideramos a S! con la métrica usual de C restringida a S'. Con esta métrica
S es un conjunto compacto. Para més detalles sobre la dindmica existente en S*
consulte [38, [14]. En esta seccién nos dedicamos inicamente a la funcién que definimos
a continuacion.

Sea # € R un numero irracional. La funcién rotacién irracional Ry : S* — St se
define como:

Ry(2) = e*™%, para cada z € S*.

Se puede considerar la funcién rotacién en general partiendo de cualquier € R.
Sin embargo, cuando se consideran niumeros irracionales, la funciéon resultante tiene
propiedades dinamicas muy interesantes.

Hay que notar que la Figura [5.1] no muestra la grafica de Ry pues se requiere para
ello un espacio homeomorfo a C2. Sin embargo, la Figura , muestra el resultado de
aplicar la funcién Ry al punto z. R(z) resulta de la rotacién de z segiin el &ngulo 6 sobre
S1. Para ser méas precisos, consideremos z € S!, luego existe o € I tal que z = *™,
Ast:

Rg(Z) _ e27ri9€27ria _ €2ﬂi(9+a).

Maés aun, utilizando la férmula de MoivreEL podemos deducir la forma general de las

iteraciones de Ry. Para cada z € S' y n € N se tiene que:

Rg(Z) — (627ri9)”z — 627rin9z.

La férmula de Moivre(nombraba asi en honor a Abraham de Moivre), nos dice cémo se comporta

. , . o n ;
la potencia de los niimeros complejos. De manera formal: (re27”9) = pne2mint,
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Figura 5.1: Funcién rotacién irracional

Es decir, aplicar n veces la funcién Ry al punto z, es el resultado de la rotacion de z
segun el dngulo nf sobre S!.
Una de las primeras carateristicas que resalta de esta funcion es que la distancia

entre cualquier punto en S* y su imagen bajo la funcién Ry es constante.

Proposicién 5.1.1. La funcién rotacién irracional Ry : ST — S cumple que para cada
z € S, d(z, Rg(z)) es constante.

Demostracion. En efecto. Sea z € S*. Luego:

d(z, Ro(2)) = ||z — €*™]]

= =1 - )|
= |[lll]1 = e*™]]
= |l ).
Por lo tanto, d(z, Ry(z)) es constante. O

De forma muy similar, haciendo uso de propiedades de la norma en C, se prueba el

siguiente resultado, que muestra una de las propiedades mas importantes que cumple
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la rotacién irracional.
Proposicién 5.1.2. La funcién rotacién irracional Ry : ST — S? es una isometria.

Demostracién. Sean z,w € S'. Luego:

d(R(2), Ro(w)) = [[Ro(2) — Ry(w)]

— HeQm‘HZ o lerinH
= [le*™|ll]z — wl|
= [z —wl].

Por lo tanto d(Ry(z), Re(w)) = d(z,w). Lo que prueba que Ry es una isometria. O

Recordemos que las isometrias juegan un papel especial en varios de los conceptos
que hemos visto. Por ejemplo que todas las isometrias son equicontinuas y tienen

entropia igual a cero.
Proposicién 5.1.3. La funcién rotacién irracional cumple que hyo,(Rp) = 0.

Demostracion. La Proposicion|b.1.2, nos dice que la funcion Ry es una isometria. Luego,

de la Proposicién [3.1.38] se tiene que hyop(Rp) = 0. ]

Proposicién 5.1.4. La funcién rotacién irracional Ry : S — S! es una funcién

equicontinua.

Demostracion. Sabemos de la Proposicion que Ry es una isometria. Luego del

Teorema [2.3.3], tenemos que Ry es equicontinua. ]

Otra de las propiedades interesantes de la funcién rotacion irracional es que no posee

puntos periédicos, lo cual enunciamos de manera formal a continuacion.

icié .1.5. n 6 un numero irracion 0 uncién r i6n
Proposicién 5.1.5. Sean 4 ero irracional v Ry : S' — S! la funcién rotacié

irracional. Se cumple que Per(Ry) = ().

Demostracién. Supongamos que Per(Ry) # (). Sea z € Per(Ry), luego existe k € N

mikd y — ». Esto utlimo ocurre si y sélo si e?™*¢ = 1.

tal que RE(z) = z, es decir, e
Lo que nos lleva a que kf € Z y dado que k € N, tenemos que 6 € Z, lo cual es una

contradiccién, pues 6 es un numero irracional. Por lo tanto, Per(Ry) = 0. O]
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La Proposicién [5.1.5] nos puede llevar a pensar que la funcién Ry tiene un compor-
tamiento complejo, pues la regularidad o periodicidad no estan presentes. Sin embargo,
del Teorema [3.3.22] podemos inferir que Ry no es una funcién cadtica Li-Yorke, pues
Per(Ry) = (). A pesar de ello, la funcién Ry si cumple otra propiedad importante que

es fundamental en casi todos los tipos de caos que hemos visto.

Proposicién 5.1.6. La funcién rotacién irracional Ry : S* — S! cumple que para cada

z € S, O(z, Ry) es un conjunto denso en S.

Demostracién. Sea z € S'. De la Proposicién [5.1.5 tenemos que Per(f) = (), por lo
cual, de la Proposicién [1.2.25] Ap(Rg) = 0. Esto nos lleva a que z ¢ Ap(Ry), es decir

O(z, Ry) es un conjunto infinito. Sea h: I — S! la funcién definida por:
h(a) = €*™*, para cada a € I.

Se tiene que h es un homeomorfismo. Sean y € S' y ¢ > 0. Veamos que O(z, Ry) N

mia g 2 = 2™ Como h es un homeomorfismo, existe § >

27

B(y,€) # 0. Pongamos y = e
0 tal que si |f—a] < §, entonces ||e e?™e|| < e. Como 0 es irracional, existe m € N
tal que 3 = (mf+~) mod 1, cumple que 8 € 'y |3—a| < §. Luego, |[e*™F —e?™@|| < e.
Pero ™8 = ¢2mimi+y) — Rm(2). Esto nos lleva a que ||RJ'(2) — e>™@|| < e. Por lo

tanto O(z, Rg) N B(y,€) # 0. Esto es, O(z, Ry) es denso en S. O

Por la Proposicién [5.1.6, considerando la Proposicion [1.4.26] obtenemos el siguiente

resultado.

Proposicién 5.1.7. Sea Ry : S' — S! la funcién rotacién irracional, el sistema

dindmico (S*, Ry) es un sistema minimal.

Por el Teorema y la Proposicién [5.1.7, obtenemos de inmediato el siguiente

resultado.
Proposicién 5.1.8. La funcién rotacién irracional Ry : St — S! es una funcién tran-
sitiva.

La Proposicién [5.1.8, muestra que Ry cumple una de las propiedades mas impor-
tantes que hemos visto: la transitividad. Sin embargo, Ry es aiin més especial en este

sentido.
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Proposicién 5.1.9. La funcién rotacién irracional Ry : S — S es una funcién total-

mente transitiva.

2mimb

Demostracion. Sea m € N. Sabemos que R}'(z) = e z para cada z € S*. Dado que
mf es también un nimero irracional, se tiene que R}' = R,,p. Asi, por la Proposicién

5.1.8, R, es transitiva y por lo tanto [%j* es transitiva. O]

A pesar de la esperanza que nos brinda la transitividad de estar ante la presencia
de un sistema caotico, debemos recordar que la equicontinuidad es estabilidad global.
Ademas, la equicontinuidad representa lo opuesto a la inestabilidad, que es otro de los

ingredientes del caos.

Proposicién 5.1.10. La funcién rotacién irracional Ry : S' — S! no es una funcién

sensible a las condiciones iniciales.

Demostracion. De la Proposicién se tiene que Ry es equicontinua. Por otro lado,
la Proposicién [5.1.7, nos dice que (S*, Ry) es un sistema minimal. Luego, del Teorema

2.4.3), se tiene que Ry no es sensible a las condiciones iniciales. O

De la Proposicién podemos inferir que Ry no es cadtica Devaney, pues no
es sensible a las condiciones iniciales. Del mismo modo no es caética Auslander-Yorke.
Por otro lado, ya que (S', Ry) es un sistema minimal, el tinico subsistema que admite
es sf mismo, por lo cual podemos concluir que (S, Ry) no es cadtico Wiggins.

Con todo lo que hemos visto podemos notar que el sistema dindmico (S, Ry) es un
ejemplo muy importante, pues nos sirve para mostrar que existen sistemas transitivos
que no son cadticos bajo ninguna de las definiciones que hemos dado. Esto nos dice
que la transitividad no es suficiente para considerar a un sistema cadtico. De hecho la
transitividad nos provee de cierta uniformidad en el sistema.

A modo de resumen, presentamos un listado de las propiedades que hemos analizado.

La funcién rotacién irracional Ry cumple las siguientes propiedades:
(1) Es una isometria.
(2) Es equicontinua.

(3) Per(Rg) = 0.
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(4) Es totalmente transitiva.
(5) Todas sus érbitas son densas.
(6) Es minimal.
(7) No es sensible a las condiciones iniciales.
(8) No es cadtica Li-Yorke.
(9) No es cadtica Devaney.
(10) No es cadtica Auslander-Yorke.
(11) No es cadtica Wiggins.

(12) hyop(Ry) = 0.

5.2 Funciones tienda

En esta seccién nos dedicamos a estudiar una familia de funciones definidas en I, las
cuales, a pesar de lo sencillo que resulta definirlas, poseen una dinamica muy interesante.
Comenzamos con la funcién tienda, la cual también se menciona en el Capitulo 1 como
nuestro primer ejemplo de transitividad. Sin embargo, aqui analizamos algunas otras

de sus propiedades.

5.2.1 La funcion tienda

El anélisis detallado de la funcién tienda lo podemos hallar en [31]. En esta subseccién
nos centramos tnicamente en las propiedades correspondientes a los tipos de caos que
hemos definido. Comencemos con la definicién formal de esta funcién.

Sea T : I — I la funcién dada por:

[\
&
&
8
AN
D=

2—2x s1 x>

N =




152 5.2. Funciones tienda

N
I

T I et

Figura 5.2: Grafica de la funcién tienda

La funcién T es conocida como funcion tienda y es una de las funciones mas estu-
diada en el campo de los sistemas dindmicos discretos. El nombre de “tienda” se debe
a la forma que tiene la gréfica de la funcion 7. Como podemos observar en la Figura

[.2] tiene la forma de una tienda de acampar.

Proposicién 5.2.1. Para cada n € N, existe x € [ tal que © € Per(T) y x es de

periodo n. Esto es, la funcién tienda tiene puntos de todos los periodos.

Demostracion. Analicemos qué sucede con el punto % en I, bajo la funcion T'. Se tiene

(ORIORECEOREORSOR

Esto nos dice que la érbita esta dada por:

2 2 4 8
Zr)=¢2- 24
o(57) =155}
2

M4ds atin, 5 es un punto de periodo 3 para T'. Como para cada n € N, 3 <n, por el

Teorema de Sharkovskii (Teorema|1.2.32)), obtenemos que la funcién tienda tiene puntos
de todos los periodos. O

que:
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A continuacion presentamos un resultado cuya prueba omitimos pero se puede hallar

en la Proposicién 7.1 de [31].

Proposicién 5.2.2. Para todo n € Ny para cada l € {0,1,2,...,2" — 1} se tiene que

la funcién T™ restringida al intervalo [, 2] es un homeomorfismo.

Ahora pasamos a probar una de las propiedades que nos llevan a comprender la

complejidad dinamica de la funcién 7T'.
Proposicién 5.2.3. El conjunto Per(T') es denso en I.

Demostracion. Sean a,b € I con a < by (a,b) C I un conjunto abierto no vacio de I.
Luego existe N € N tal que 2LN < Z’_T“ De aquf existe [ € {1,2,...,2Y — 1} tal que:

[ 1+1
|:2_N’ 2—N:| - (aa b)
Por lo cual, de la Proposicién m, TN, 5] = [0,1]. Esto nos lleva a que TV tiene
un punto fijo en [2, 2], Es decir, existe zy € [4, 2] C (a,b) tal que TV (z0) = wo.
Asi, xy € (a,b) N Per(T). O

Con los resultados que hemos obtenido, podemos sacar conclusiones de los tipos de

caos que satisface esta funcién.
Proposicién 5.2.4. La funcién tienda 7' : I — I es cadtica Devaney.

Demostracion. De la Proposicion [1.4.3] tenemos que T' es una funcién transitiva. Por
otro lado, de la Proposicién [5.2.3] tenemos que Per(T') es un conjunto denso en . Asi,
del Teorema [£.1.9] tenemos que 7" es una funcién cadtica Devaney. O

La demostracién de la siguiente proposicion se obtiene de inmediato al considerar
los siguientes resultados: Teorema [4.2.1, Teorema y Teorema 4.2.5|

Proposicion 5.2.5. La funcién tienda T : I — [ tiene las siguientes propiedades:
(1) Es cadtica Li-Yorke.

(2) Es cadtica Auslander-Yorke.
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(3) Es cadtica Wiggins.

En este punto es cuando resulta notoria la utilidad de conocer las relaciones entre
los tipos de caos, pues nos ahorra el trabajo de verificar que T satisface las definiciones
de caos Li-Yorke, caos Auslander-Yorke y caos Wiggins. Ahora analizamos la entropia

de T'. El siguiente resultado se puede hallar en la Proposicién 17.6 de [31].

Proposicion 5.2.6. La funcién tienda 7' : I — [ cumple que para cada n € N,
hiop(T™) > log(21).

Ahora probamos que la entropia de la funcién tienda es positiva.
Proposicion 5.2.7. La funcion tienda T : I — [ tiene entropia positiva.

Demostracion. Sea n € N. La Proposicién |5.2.6, nos dice que:
Baap(T™) > log(2"71).

Por otro lado, del Teorema [3.1.21] se tiene que hipy(T") = nhiy(T). Ademds, con-
siderando que log(2"~!) = (n — 1) log(2) obtenemos:

n—1

hion(T) = L 10g(2).
Esto tltimo se verifica para cada n € N. Por lo cual, al tomar el limite cuando n tiende

a infinito obtenemos que:
hiop(T') > log(2).

Por lo tanto la entropia de 1" es positiva. O

Como podemos observar, en la Proposicién [5.2.7], sélo se prueba que la entropia de
T es positiva, pero no se calcula de manera explicita. Lo tltimo no es necesario pues
nuestro interés esta en si la entropia es o no positiva. Sin embargo, en el Ejemplo 2.7 de
[20], se calcula de manera explicita que hy,y(1") = log(2). Més ain, en [20], se presenta
una forma de calcular en general la entropia de funciones lineales a trozos.

A continuacion hacemos un listado de las propiedades que hemos analizado. La

funcién tienda T' cumple lo siguiente:
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(1) Es transitiva.

(2) Tiene puntos de todos los periodos.
(3) El conjunto Per(T') es denso en I.
(4) Es cadtica Devaney.

(5) Es cadtica Li-Yorke.

(6) Es cadtica Auslander-Yorke.

(7) Es cadtica Wiggins.

(8) Tuop(T') = log(2).

5.2.2 Familia de las funciones tiendas truncadas

Ahora analizamos toda una familia de funciones que se definen a partir de la funcién

tienda. Para informacién més detallada, consulte [4].

Definicion 5.2.8. Sea A\ € I. La funcion tienda truncada por A\, T\ : I — I esta
definida por:
Tx\(z) = min{\, T(z)}, para todo = € I.

Como se puede observar en la Figura [5.3] un elemento de la familia de funciones
tienda truncadas se obtiene truncando a la funcién tienda por una constante. Clara-
mente para A = 1 se obtiene la funcién tienda. Probemos algunas de las relaciones que

guardan entre si los elementos de esta familia.

Proposicién 5.2.9. Paracada 0 < A\ <~ < 1:

o>~

).

(2) Las funciones T y T, coinciden en el conjunto: J, = [0,3] U [1 —3,1].

(1) T es constante en el conjunto: Ky = (3,1 —

(3) Los puntos periddicos de Ty y T, coinciden en el conjunto Jy con el mismo periodo.

Demostracion. Sean 0 < A < v < 1.
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1 A
R
’ \
’ \
‘ \
)\A ________
1]
2
0 w \
0 1 1
2

Figura 5.3: Funcién tienda truncada

(1) Sea z € K. Si 4 <z < i, entonces A\ < 2z. Esto es, A < T(z). Por lo tanto,
T\(z) = A. Ahora bien, si % <r<l1l-— %, entonces A\ < 2 — 2z, lo que nos lleva a

que A < T'(x). Por lo tanto, T\(xz) = A. En cualquier caso T)(x) = A.

(2) Del punto (1) tenemos que las funciones T y T, son constantes en los intervalos

(%, 1— %) y (3.1 — 3), respectivamente. Dado que A < 7, se tiene que:

0 0 A A
L1-DHc(E1-2).

Lo cual implica que las funciones coinciden en el conjunto:

A A
(b)) =

(3) Se tiene que T(K,) = T(3,1—3). Asi T(O(A,T)) C Jy. Por lo cual, A es también
un punto periédico de Ty, y mds aun, el periodo correspondiente a T}, es el mismo

que T
De los puntos (1), (2) y (3) se concluye la prueba. O

Para poder analizar de manera mas detallada lo que ocurre con la familia de fun-

ciones tienda trucadas, debemos recordar una propiedad muy importante que cumple
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Figura 5.4: Comparacién de tiendas truncadas

la funcién tienda. La Proposicién [5.2.1] nos dice que la funcién tienda posee puntos
periédicos de todos los periodos. Considerando esto, construimos la siguiente sucesion.
Para cada n € N:

An = min{\ € [ : T tiene un punto de periodo 2" en [0, A]}.

Por como definimos la sucesién {\, }nen, se tiene que para cada n € N, A, es un
punto periédico de T" de periodo 2". La primera pregunta que resulta obvia es si esta

sucesion es convergente. La respuesta es afirmativa.
Proposicién 5.2.10. La sucesion {\, },en €s convergente.

Demostracion. Para verificar que es una sucesién convergente, basta con mostrar que
es una sucesion creciente y acotada superiormente. Por definicién, A\, € I para cada
n € N. Esto prueba que la sucesion {\, },en es acotada superiormente por 1. Ahora
veamos que {\, }nen es creciente. Sea n € N. Por definicién de la sucesion, se tiene
que T tiene un punto de periodo 2" en [0, \,;1]. De acuerdo al orden de Sharkovskii
2"t 2", Por lo cual, del Teorema de Sharkovskii (Teorema , tenemos que T’

tiene un punto de periodo 2" en [0, \,,11]. Esto nos indica que:

Ant1 € {\ € I : T tiene un punto de periodo 2" en [0, \,,]}.
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Por lo tanto A, < A,41. Es decir, la sucesién {\, },en es creciente. O

La Proposicion , nos dice que la sucesién {\, },en es convergente. Sea \* € T
tal que lim,, oo\, = A",

Calcular de manera explicita el valor de A* no es una tarea sencilla. Esto no resulta
una dificultad para nuestros propdsitos, pues nos basta con asegurar la existencia de

tal limite. Sin embargo, en [4], se menciona que:

A = lim,, 00\, & 0.8249080. . .

Algunas propiedades relacionadas al caos de las funciones tiendas truncadas son las

siguientes.

Proposicién 5.2.11. Para cada A € [0,\*), la funcién T\ no es cadtica Li-Yorke y

tampoco es cadtica Devaney.

Demostracion. Sea A € (A\*,1]. Como la sucesion {\, }nen, es creciente, existe n € N tal
que A < \,. Luego, de la Proposiciénm parte (3), se tiene que cada punto periédico
de T\ en el conjunto Jy es también un punto periédico de T),. Por otro lado, la funcién
T), tiene un numero finito de puntos periédicos. Por lo tanto, T) tiene tinicamente un
numero finito de puntos periddicos. Asi, del Teorema |3.3.22 T\ no es Li-Yorke cadtica.
Por otro lado, Per(T)y) es un conjunto finito, por lo cual no es denso en I. Esto nos

lleva a que T no es cadtica Devaney. O

Las siguientes proposiciones se pueden hallar demostradas con detalle en [4]. La
razon por la cual omitimos las pruebas es que estas se realizan desarrollando propiedades

del caos Block-Coppel y esta nociéon no la incluimos en la tesis.
Proposicién 5.2.12. La funcién T), es cadtica Li-Yorke pero no es cadtica Devaney.

Proposicién 5.2.13. Para cada A € (), 1], la funcién T) es cadtica Li-Yorke y es

caotica Devaney.

El sistema dindmico (I,7)+) es un ejemplo muy especial pues de acuerdo a la
Proposicién [5.2.12] sirve de contraejemplo para mostrar que el caos Li-Yorke no im-

plica al caos Devaney.




159

5.3 Funciones shift

Pasemos a sistemas de otro tipo de espacios métricos. Sea Y5 el conjunto de las suce-
siones agaias ... donde a, € {0,1}, para cada n € Z,. Sea d : 3y X 3y — R tal que
para cada a,b € Xo:

a b Z |a2n+1

Con la métrica d, Y5 es un espacio métrico compacto. Ademas, por la eleccién de la
métrica podemos notar que la distancia de cualesquiera dos puntos es a lo mas 1, pues
|a, — b,| < 1. Para mas detalles sobre la dindmica de las funciones que en esta seccién

se estudian, consulte [9, 26].

5.3.1 La funcion shift

Definiciéon 5.3.1. La funcién o : ¥y — 35 conocida como funcion shift o funcion

corrimiento, se define como:
o(apaiasy . ..) = ajasas . ..
Comencemos por ver que o es una funcién continua.

Proposicion 5.3.2. La funcién o : ¥y — Y5 es continua.

Demostracion. Sea a € 5. Veamos que ¢ es una funcion continua en a. Sea € > 0.
Pongamos d = €. Sea b € 3, tal que d(a,b) < 4§, luego:

dofeho®) =3

n=1

_i |an — by _ lap — bo|
- on+1 2
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Asi, d(o(a),o(b)) < e. Por lo tanto, ¢ es una funcién continua en a. O

El siguiente resultado es unicamente sobre la métrica del espacio X5, pero es util

para probar algunas propiedades de o.

Lema 5.3.3. Sean a,b € ¥5. Si m € N tal que a; = b;, para cada i € {0,1,...,m},

entonces d(a,b) < 5.

Demostracion. Supongamos que m € N tal que a; = b; para cada i € {0,1,...,m}.

lag — by
d(a, b) Z Tkl

Por hipdtesis a; = b; para cada i € {0,1,...,m}, luego |a; — b;| = 0 para cada i €
{0,1,...,m}. Ast:

Por definicion:

= Jax—b
d(a,b): Z ll;k+1k|

k=m+1
o

Por lo tanto, d(a,b) < 5. O

Ahora damos paso a las propiedades relacionadas con el caos en la funcién shift.
Proposicion 5.3.4. La funcion shift o : ¥y — Y5 es totalmente transitiva.

Demostracion. Sea n € N. Veamos que ¢" es una funcién transitiva. Sean U y V

conjuntos abiertos y no vacios de ¥5. Tomemos p = (pg, p1,...) € U y t = (to, t1,...) €
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V', con lo cual existen €, ey > 0 tales que B(p,e;) CU y B(t,e3) C V. Ahora tomamos
k € N tal que 2% < €1. Sea

B = (po,p1,---sPnk—1,to, t1,-..).

Por el Lema [5.3.3] se tiene que:

Asi, B € U. Luego, (6™)*(B) € (6™)*(U). Por otro lado:

(Un)k(ﬂ) = (to,tl, .. ) ={.

Por lo cual (¢™)¥(8) € V. Por lo tanto (6™)*(U) NV # (). Esto es, o™ es una funcién

transitiva. N

Proposicién 5.3.5. La funcién shift o : 3y — ¥y cumple que Per(o) es un conjunto

denso en Y.

Demostracion. Sean a € Yo y € > 0. Para probar que Per(c) es un conjunto denso
en Y, resta verificar que B(a,€) N Per(o) # (). Pongamos a = (ag, ay,...) y tomemos
m € N tal que 27'1% < €. Sea p = (po,p1,---) tal que p; = a; mod (m + 1), para cada
i€{0,1,...,m}. Es decir:

p:(ao,al,...,am,ao,al,...,am,ao,...).

De este modo se cumple que 0™ (p) = p, por lo cual p € Per(c). Por otro lado,
pi = a; mod (m+ 1), para cada i € {0,1,...,m}, lo cual, del Lema implica que
d(a,p) < 5o5r. Por la eleccién de m, esto nos conduce a que p € B(a,€). Por lo tanto,
p € B(a,e) N Per(o). O

Las Proposiciones y bastan para obtener conclusiones respecto al caos

de o.

Proposicion 5.3.6. La funcion shift o : 3y — 35 es cadtica Devaney.
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Demostracion. De la Proposicion [5.3.4] o es totalmente transitiva. En particular o es
transitiva. Por otro lado de la Proposicién [5.3.5, Per(c) es un conjunto denso en Xs.

Por lo tanto, del Teorema |4.1.9, o es cadtica Devaney. [

La Proposicién [5.3.6, nos dice que la funcién o es cadtica Devaney. Por lo cual,
los siguientes resultados: Teorema [£.2.1] Teorema [£.2.2] Teorema [4.2.5] nos dan de

inmediato la demostracion de la siguiente proposicion.

Proposicién 5.3.7. La funcién shift o : 3y — 35 tiene las siguientes propiedades:
(1) Es cadtica Li-Yorke.

(2) Es cadtica Auslander-Yorke.

(3) Es cadtica Wiggins.

Por tltimo, en el Ejemplo [3.1.40] se calcula la entropia de la funcién o. Se prueba
que:

hiop(0) = log(2).

Hacemos un listado de las conclusiones obtenidas. La funcidn shift o : 39 — X5 tiene

las siguientes propiedades:

(1) Es totalmente transitiva.

(2) Tiene entropia positiva, hi.,(o) = log(2).
(3) Es cadtica Li-Yorke.

(4) Es cadtica Devaney.

(5) Es cadtica Auslander-Yorke.

(6) Es cadtica Wiggins.
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5.3.2 Funcién shift complemento
Ahora presentamos la funcién shift complemento que es otra funciéon definida en Xs.

Definicién 5.3.8. La funcion o’ : ¥y — X5 es la funcidn shift complemento y se define
como:

/ A
o'(aparay . ..) = ajasay . . .,
/
donde a), es el complemento de a,, en {0,1}.
En primer lugar, veamos que o’ es topolégicamente conjugada a o.

Definicion 5.3.9. Sea ¢ : X5 — 35 definida por:

dlagaras . ..) = (apaiay . . .),

donde a), es el complemento de a,, en {0,1}.

Segtin la definicién de la funcién ¢, es sencillo convencerse de que ¢! = ¢, es decir,
que ¢ es su propia inversa. Por lo cual, para probar que ¢ es un homeomorfismo, basta

con verificar que ¢ es continua.
Proposicion 5.3.10. La funcién ¢ : ¥y — ¥ es continua.

Demostracion. Sea a € ¥5. Veamos que ¢ es continua en a. Sea ¢ > (0. Veamos primero

que para cada b € 3, |a, — b,| = |al, — ,|. Para cada n € N tenemos dos casos:
Caso (1): a, = b,. En este caso a,, = b/, por lo cual |a, — b,| =0 = |a}, — 1|
Caso (2): ay, # b,. En este caso a, # b, por lo cual |a, — b,| =1 = |a}, — 1|

De los Casos (1) y (2) tenemos que |a,, — b,| = |al, — | para cada b € 5. Pongamos
d = €. Sea b € 3 tal que d(a,b) < ¢, luego:

lal, — bl |
d( Z on+1

- Z |a2n+1

=d(a,b).
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Por lo tanto la funcion ¢ es una isometria. Lo que prueba que ¢ es continua. O

Resta verificar que efectivamente o y ¢’ son topolégicamente conjugadas mediante

el homeomorfismo ¢.

Proposicién 5.3.11. Las funciones o y ¢’ son topolégicamente conjugadas mediante

el homeomorfismo ¢ : ¥y — 5 de la Definicion [5.3.9
Demostracion. Sea a € Y. Luego:
(poc’ o N(a)=(poo’ o¢p ) apaias...)
oo')(agalay. . .)

= (
= ¢(ajayay . . .)
= (

ajaoasg . . )

o(a).

Por lo tanto ¢ o 0’ 0 ¢~ = o. Dado que ¢ es un homeomorfismo, esto prueba que o y

o’ son topoldgicamente conjugadas. O]

La Proposicién [5.3.11] nos dice que o y ¢’ son topolégicamente conjugadas. Por
lo cual, los resultados: Teorema [1.4.6, Teorema |3.1.19] Teorema |3.3.19, Teorema [4.1.5
Teorema y Teorema [4.1.15 prueban que las propiedades dindmicas que hemos
verificado de la funcién shift, son también propiedades de la funcién shift complemento.
A continuacién hacemos un listado de dichas propiedades. La funcién shift complemento

cumple que:

(1) Es totalmente transitiva.

(2) Tiene entropia positiva, h,(c') = log(2).
(3) Es cadtica Li-Yorke.

(4) Es caética Devaney.

(5) Es cadtica Auslander-Yorke.

(6) Es cadtica Wiggins.
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5.4 Operadores en espacios L,

Para finalizar los ejemplos de sistemas dindmicos, presentamos un sistema definido
sobre un espacio de funciones. Para mas detalles sobre los resultados de esta seccion
consulte [§].

Sea X un espacio normado compacto. Consideremos el espacio de medida (X, B, i),
donde:

(1) X es un espacio de BanachP]
(2) B es la o-dlgebra de Borel.
(3) u(X) #0.
Consideremos una funcién continua f : X — X tal que:
(1) Paracada B € B, f(B) e By f~'(B) € B.
(2) Existe ¢ > 0 tal que cu(B) < p(f(B)), para cada B € B.

Sea 1 < p < oco. El espacio de Lebesgue £,(X) es el espacio de Banach de todas las
funciones medibles con norma p finita. Para mas detalles sobre estos espacios consulte
[52 23].

Definicién 5.4.1. Sean (X, B, i) un espacio de medida, 1 < p < oo y f una funcién
bimedible (esto es, una funcién medible que ademds cumple que f(B) € B, para cada

B € B). Se define el operador composicion T : £,(X) — L,(X) como:

Tt(¢) = ¢ o f, para cada ¢ € L,(X)

Proposicién 5.4.2. Sean (X, B, ;1) un espacio de medida, 1 < p < co y f una funcién

bimedible. Se tiene que 7% es un operador lineal continuo.

A continuacién presentamos una caracterizacién de caos Li-Yorke en términos de

operadores. La demostracién se puede encontrar en el Teorema 1.1 de []].

2Un espacio de Banach es un espacio normado, que es completo con la métrica generada por su
norma.
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Teorema 5.4.3. El operador composicion Ty : L,(X) — L,(X) es cadtico Li-Yorke
si y s6lo si existe una sucesién {a;}jen de nimeros naturales y una familia no vacia y

numerable {B; : i € N} de conjuntos de medida positiva finita tales que:
(1) Mmjoop(f~*(B;)) =0, para cada i € N.

p(f~(Bi))

@ s { S

:i,nEN}:oo.

Utilizando la caracterizaciéon de la Proposicién |5.4.3 construimos un ejemplo de un
operador que es cadtico Li-Yorke. Sean X = Nx Zy B=P(X). Sea o : B — R" una
funcién, tal que para cada (i,7) € X:

.

277 s j <0,

29 si 1<j<i,
p({(@5)}) =< 229 si i+1<j<2i,

1 si2i41< <4

27I 4 g 4i+4+1< .

\

Se tiene que p es una medida en B. Sea g : X — X una funcién definida por:

Es claro que la funcién g es biyectiva. Ademas, para cada B € B se cumple que
f(B) € By f7Y(B) € B, es decir, g es una funcién bimedible. Utilizando induccién

matemadtica se puede probar que, dados (i,7) € X:
g "(i,j) = (i,j + k), para cada k € N.

Veamos que el operador composicion Ty, es cadtico Li-Yorke. Para ello utilizamos el
Teorema Consideremos a la familia {B;|i € N} tal que B; = {(¢,0)}, para cada
i € Ny la sucesién {a;}jen tal que a; = j, para cada j € N.

Lo primero que podemos observar de la familia que acabamos de definir es que esta
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formada por conjuntos de medida positiva, pues para cada i € N:

u(Bi) = p({(i,0)}) =27" = 1.

Ahora, tomamos ¢ € N, por lo que existe J € N tal que J > 41 + 1. Asi, para cada
J > J, se tiene que:

p(f(By)) = u(f({(i,0)}))
= n({(@,9)})

— 2—j+4i

-0

Por lo tanto, para cada ¢ € N se cumple que:

Jj—4i
L, oot (f~ (By)) = limy (1) 0. (5.1)

Por otro lado, dados i,n € N:

p(f(Bi) _ pwl(f({(,0)}))
1(B;) 20
_ p({Gn)})
1
= p({(@n)}).

Sea r € R, luego existe n € N tal que r < 2". Ast:

plf " (B1)

r<2"=p{(L,n)}) = (B1)

Esto ultimo implica que el conjunto {w

By ShnE N} no es un conjunto acotado
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superiormente, por lo cual:

p(f"(By)) in —
Sup{—u(Bi> 21, GN} . (5.2)

De[5.1] y 5.2 aplicando el Teorema obtenemos que T, es cadtico Li-Yorke.

5.5 Resultados derivados de los ejemplos

En el Capitulo 4, el diagrama de la Figura 4.1, nos muestran las relaciones positivas que
existen ente el caos Li-Yorke, el caos Devaney, el caos Auslander-Yorke, el caos Wiggins
y la entropia topolégica positiva, de manera general en sistemas dinamicos definidos
sobre espacios métricos compactos. Sin embargo, es también 1til conocer las relaciones
negativas existentes, es decir, cuando podemos asegurar que una relacién en general
no ocurre. Para ello es necesario contar con contraejemplos, que hacen las veces de
demostracion en las relaciones negativas.

En este capitulo, en la Subseccion |5.2.2) nos dedicamos a construir la funcién T)-.
La Proposicion 5.2.12 nos dice que esta funcién es cadtica Li-Yorke, pero no cadtica
Devaney. Por lo cual, esta funcién sirve de contraejemplo para mostrar que el caos Li-
Yorke no implica al caos Devaney. Por otra parte, los siguientes resultados: Teorema
y Teorema hablan de la existencia de contraejemplos de funciones definidas
en I, los cuales se muestran como relaciones negativas en el diagrama de la Figura

De manera més especifica, el Teorema [4.2.8[nos dice que el caos Li-Yorke no implica
la entropia topolégica positiva del sistema. El Teorema m parte (2), nos dice que
el caos Wiggins no implica la entropia positiva. Finalmente el Teorema parte
(3), nos dice que el caos Li-Yorke no implica al caos Wiggins. A pesar de que todos
los resultados anteriormente mencionados, tratan de sistemas dinamicos definidos en
I, las relaciones negativas, también lo son para espacios métricos en general. Pues en

particular I es un espacio métrico compacto. Ademéds, como consecuencia del Teorema
4.2.9 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.5.1. Existe un espacio métrico X y una funciéon f : X — X tal que f es

caotica Li-Yorke y no es cadtica Auslander-Yorke.
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Demostracion. Sea f: I — I la funcién del Teorema[d.2.9] parte (3), la cual es cadtica
Li-Yorke y no es cadtica Wiggins. Luego, del contrarreciproco del Teorema [4.2.7] se

tiene que f no es cadtica Auslander-Yorke. m

El Teorema [5.5.1] nos dice que el caos Li-Yorke no implica al caos Auslander-Yorke.
El diagrama de la Figura 5.5 nos muestra todas las relaciones, tanto positivas como
negativas (flechas y flechas canceladas, respectivamente), que hemos analizado a lo largo
de la tesis para sistemas dinamicos definidos sobre espacios métricos compactos. Las
condiciones C7 y C5 dependen de las hipotesis de los resultados que se utilizan para
completar este diagrama. Enunciamos todos estos resultados a continuacién: Teorema

3.3.29] Teorema [£.2.6] Teorema [£.2.5 Teorema [£.2.1 Teorema [1.2.2] Teorema
Teorema 4.2.8] Teorema [4.2.9] Teorema [4.2.11} Proposicion [5.2.12| y Teorema [5.5.1}
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Entropia positiva

i

Caos Li-Yorke

C
Caos Auslander-Yorke ¢ - Caos Devaney

Ch

Caos Wiggins

Figura 5.5: Diagrama completo de relaciones para espacios métricos compactos
C1: Un sistema dindmico (X, f) con X compacto y f continua.
Cy: Un sistema dindmico (X, f) con X compacto, f continua y Per(f) # .




Conclusiones

Orden es la propiedad que se espera encontrar siempre en la naturaleza, pues desde el
principio de los tiempos el orden se consideraba una propiedad intrinseca del universo.
Sin embargo, con el paso de los anos se descubrio que el caos, aquello que era entendido
como lo opuesto al orden, se hallaba presente hasta en los rincones mas inesperados del
COSMOS.

El caos ha sido estudiado desde varios enfoques: filoséfico, religioso y cientifico.
Desde el punto de vista cientifico, los estudios del caos comenzaron en la fisica. Mas
tarde, el formalismo matemaético se hizo presente. Asi, para estudiar el caos, habia que
definirlo de manera matematica precisa para poder manipularlo. Por lo tanto al tratar
de responder la pregunta ;qué es el caos? en el sentido matematico y aun si restringimos
el significado de esta palabra al caos determinista, es decir, al comportamiento cadtico
de un sistema dinamico, los matematicos sugieren diferentes respuestas. La primera
vez que se uso la palabra caos en matematicas, fue en el 1975 en el articulo Period three
implies Chaos de L. Liy J. Yorke [35]. Sin embargo, conforme transcurri6 el tiempo,
surgieron distintas definiciones de lo que significa para un sistema ser caotico.

En el presente trabajo de tesis, nos dedicamos a estudiar algunos tipos de caos
en dinamica topoldgica. Especificamente, caos Li-Yorke, caos Auslander-Yorke, caos
Wiggins y caos Devaney. Ademads las nociones relacionadas a éstos, tales como: tran-
sitividad, sensibilidad, entropia topoldgica, conjuntos scrambled y equicontinuidad.

A lo largo de la tesis, se analizan los distintos tipos de caos antes mencionados y
se estudia de manera detallada las relaciones que existen entre estos conceptos. Los
resultados mas significativos los enunciamos a continuacién. Teorema |3.3.29, Teorema
[4.2.6] Teorema [4.2.5] Teorema [4.2.1] Teorema [4.2.2] Teorema [£.2.7] Teorema [4.2.§]
Teorema [£.2.9] Teorema Proposicién y Teorema [5.5.1] Estos resultados
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son utilizados para construir el diagrama de la Figura [5.5} el cual muestra de manera
simbdlica las relaciones entre los conceptos estudiados en la tesis.

Observando el diagrama de la Figura podemos obtener distintas conclusiones.
En primer lugar, podemos observar que no existen dos definiciones de caos equivalentes
en todas las definiciones que hemos dado. Esto nos dice que no podemos dar una
definicién que englobe todos los tipos de comportamientos de los sistemas cadticos.

Otra de las preguntas que planteamos al comienzo de la tesis, es ; existe una definicion
mas general entre las definiciones que hemos dado? Al observar el diagrama de la Figura
5.5, podemos observar que el caos Li-Yorke es un buen candidato para esta tarea, pues el
caos Li-Yorke es mas general que el caos Auslander-Yorke, el caos Devaney y la entropia
positiva en un sistema. Sin embargo, no lo podemos asegurar, pues en los resultados
aqui presentados no se muestra si el caos Li-Yorke es mas general que el caos Wiggins.

Hay que mencionar que el diagrama que aqui presentamos no es un diagrama com-
pleto, es decir, faltan por analizar algunas de las posibles relaciones. Por ejemplo las
relaciones que existen entre la entropia topoldgica positiva y los tres tipos de caos:
Auslader-Yorke, Wiggins y Devaney. Los resultados en cuanto a esto sélo se conocen
para sistemas definidos en el intervalo I (ver Figura , pero en espacios métricos
compactos en general, no se cuenta con informacién al respecto. Esto puede significar
un posible trabajo futuro.

Sin embargo, con los resultados vistos en la tesis es suficiente para convencernos que

no es posible atrapar todos los misterios de los sistemas cadticos en una sola definicion.
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El universo tachonado
de mil caminos sin andar
que el tiempo ha trazado

como un capricho del azar.

Por la trémula finura
de los aleteos pequenos
delicados como suenos

dio inicio esta aventura.

Mds medida estd la duda
que llega como cualquiera
dando luz a la quimera

dejando la ilusion muda.

Inefable el desconcierto
serendipia al intentar
este universo hacer nuestro

mds nos debemos resignar.

Y como sé que el caminar
no solo deja sus huellas hoy
tomo las mias y me voy

a buscar nuestro final.

D.LLF.S.
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