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Introduccion

Esta tesis se encuentra ubicada dentro de dos ramas de la Matematica, Topologia
y Sistemas Dinadmicos. Un sistema dindmico es un par (X, f), donde X es un espacio
topologico y f : X — X es una funciéon. Por otro lado, dados un espacio topologico X y
un entero positivo n, se definen el n-ésimo producto simétrico de X, F,(X), que consiste
de todos los subconjuntos no vacios de X con a los mas n puntos [26] y la funcién inducida
Fulf) : Fu(X) = Fo(X) dada por F,(f)(A) = f(A) para todo A € F,,(X) [10]. De esta
manera, el sistema dinamico (X, f), induce el sistema dindmico (F,(X), F,.(f)). Desde
la introduccion del espacio topologico F,,(X) y la funcion inducida F,(f) se han seguido
principalmente dos lineas de investigacion:

(L1) Dada una propiedad P definida en algin espacio topologico, se analizan las relaciones
que existen entre las siguientes dos condiciones:

(1) X tiene la propiedad P.
(2) F,.(X) tiene la propiedad P.

(L2) Dada una clase de funciones entre espacios topologicos, M, se investiga qué relacio-
nes existen entre las siguientes condiciones:

(1) f e M.
(2) Fulf) € M.

Referente a (L1), en [9 11} B0] y [32] se analizan varias propiedades que son conocidas
dentro de la teoria de continuos, por ejemplo, cuando P es alguna de las siguientes pro-
piedades: tipos de conexidad, tipos de aposindésis, unicoherencia, por mencionar algunas.

Respecto a (L2), en [6 10, 15] y [53] se analizan clases de funciones que son conoci-
das dentro de la teoria de continuos, por ejemplo, cuando M es alguna de las siguien-
tes clases de funciones: confluente, ligera, monétona, abierta, MO, pseudo-confluente,
casi-interior, débilmente confluente, débilmente mondétona, casi mondtona, atriddica, li-
bremente descomponible, de unién, monétonamente refinable, refinable, semi-confluente,
semi-abierta, simple, fuertemente libremente descomponible, atriddica, homeomorfismo
local, localmente confluente, localmente débilmente confluente, fuertemente monoétona o
débilmente semi-confluente.

III



v Introducciéon

Siguiendo estas ideas, G. Acosta, A. Illanes, H. Méndez-Lango, J. Camargo, C. Garcia,
A. Ramirez y G. Higuera en [11, 28, 41| y [47], consideran los hiperespacios 2%, C(X), C,(X)
v Fn(X) junto con sus funciones inducidas 2/, C(f),C.(f) v Fu(f) y estudian (L1) y
(L2) considerando propiedades dindmicas, principalmente la transitividad topologica en
continuos.

Sean X7, ..., X, espacios topoldgicos, con m > 2y, para cada ¢ € {1,...,m}, sea
fi + X; = X, una funcion. Se define la funcion [, f; : [-, X; — [[-, X; dada por
I fil(zr, .o ovzm) = (filz1), ..., fm(®m)), para cada (z1,...,2,) € [[n, X;. Esta
funciéon es llamada funcion producto. Recientemente, se inici6 el estudio de las lineas de
investigacion (L1) y (L2) para el sistema dinamico (", X;, [[;~, fi)- De este modo, po-
demos analizar las relaciones entre los sistemas dinamicos (1) (F,,([T~, Xi), Fu(IT%, f1));
(2) (Fal(X0), Folfi)), para cada i € {1,...,m}; (3) ([ XTI £) ¥ (4) (Xi, fi), para
cada i € {1,...,,m}. B. Hou, G. Liao y H. Liu [48] consideraron dos espacios métricos
compactos sin puntos aislados X y Y, y dos funciones continuas f: X - X yg:Y — Y,
y demostraron el siguiente resultado: si f y g son funciones sensitivas, entonces la funcién
2/%9  9XXY _y 9XXY g sensitiva. Més tarde, N. Degirmenci y S. Kocak [34] consideraron
dos espacios métricos, X y Y, y dos funciones f : X — X y g : Y — Y (no necesaria-
mente continuas) y analizaron las relaciones entre f, g y f X g cuando alguna de ellas
es una funcién cadtica en el sentido de Devaney. En particular, demostraron el siguiente
resultado: si f es continua y cadtica en el sentido de Devaney, y ¢ es cadtica en el sentido
de Devaney y mezclante (no necesariamente continua), entonces f X g es cadtica en el
sentido de Devaney. Anos después, X. Wu y P. Zhu [87] demostraron que para cada entero
m > 2,si [[]*, f; es cadtica en el sentido de Devaney, entonces, para cada ¢ € {1,...,m},
fi es también caotica en el sentido de Devaney. Ademas, demostraron que si [, f; es
transitiva, entonces, para cada i € {1,...,m}, f; es transitiva. El reciproco no es cierto
en general. En [87], X. Wu y P. Zhu consideraron espacios métricos sin puntos aislados y
funciones continuas. Mas atn, R. Li y X. Zhou [6I] analizaron relaciones entre f, gy fx g
cuando alguna de ellas es: topoldgicamente transitiva, topolégicamente débilmente mez-
clante, sindéticamente transitiva, cofinitamente sensitiva, multi-sensitiva y ergédicamente
sensitiva, siempre considerando espacios métricos y funciones no necesariamente conti-
nuas. X. Wu, J. Wang y G. Chen [86] estudiaron la F-sensitividad y la multi-sensitividad
del sistema dinamico (2X*Y 2/*9) cuando X y Y son ambos espacios métricos compac-
tos. Recientemente, K. B. Mangang [66] estudié el caos Li-Yorke del sistema dinamico
producto ([, X;, ", fi) cuando cada sistema dinamico (X;, f;) tiene dicha propiedad.
En particular, demostro que (X, f) y (Y, g) son sistemas dindmicos exactos si y solo si el
sistema dinamico producto (X X Y, f X g) es exacto. En este ultimo trabajo, X y Y son
espacios métricos compactos y f y ¢ son funciones continuas.

Siguiendo las ideas en [34], 48], 611 66], 86] y [87], para este trabajo de tesis nos plan-
teamos, entre muchas otras preguntas, las que mostramos a continuacion:

(a) (Bajo qué hipotesis las condiciones (1) la orbita del punto (z1,...,z,) bajo la
funcion [}, f; es densa en [[]*, X; vy (2) para cada ¢ € {1,...,m}, la orbita del
punto x; bajo la funciéon f; es densa en X;, son equivalentes?
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(b) {Es una condicién necesaria y suficiente que el conjunto de puntos periddicos de la
funcion []", f; sea denso en [[;*, X; para que el conjunto de puntos periddicos de
la funciéon f; sea denso en X;, para cada i € {1,...,m}?

(c) ;Bajo qué condiciones la orbita-transitividad de las funciones f;, para cada i €
{1,...,m}, es equivalente a la orbita-transitividad de la funcion [[~, fi?

Con el fin de hacer una contribuciéon al estudio de la transitividad topolégica en pro-
ductos y productos simétricos, sea M una de las siguientes clases de funciones: exacta,
mezclante, transitiva, débilmente mezclante, totalmente transitiva, fuertemente transi-
tiva, caotica en el sentido de Devaney, minimal, érbita-transitiva, estrictamente orbita-
transitiva, w-transitiva, 7T, . , suavemente mezclante, exactamente Devaney cadtica, mini-
mal inversa, totalmente minimal, dispersora, Touhey o un F-sistema, en esta tesis también
estudiamos relaciones entre las siguientes cuatro condiciones:

1) Para cadai € {1,...,m}, f; € M.

2) 12, fie M.

)

)

) FulliZ, fi) € M.

4) Para cada i € {1,...,m}, Fu(f;) € M.

(
(
(3
(

Es importante enfatizar que en los articulos antes mencionados, los autores trabajan
con espacios métricos compactos o espacios métricos sin puntos aislados y funciones conti-
nuas. En este trabajo de investigacion contestamos preguntas similares a las que se pueden
encontrar en [34], 48| [61], 66, [86] y [87], considerando espacios topologicos y funciones no
necesariamente continuas.

Por otro lado, al considerar los conjuntos unipuntuales de X se define el subconjunto
Fi(X) de F.(X) y, si n es un entero mayor o igual que dos, se denota con SF,(X)
al espacio cociente F,(X),/Fi(X) [9]. Este espacio es llamado n-ésimo producto si-
métrico suspension del espacio topologico X. También, se define la funcién inducida
SFu(f): SFu(X) = SF.(X), la cual se conoce como funcion inducida por f al n-ésimo
producto simétrico suspension de X [10]. De esta manera, F. Barragan, A. Santiago-Santos
y J. Tenorio [17] agregan las condiciones (3) SF,(X) € Py (3) SF.(f) € M a las li-
neas de investigacion (L1) y (L2), respectivamente. Considerando los sistemas dinamicos
(X, f), (Fu(X), Fu(f)) v (SFn(X),SF.(f)) en continuos y para funciones continuas,
principalmente, analizan las relaciones que existen entre las condiciones (1), (2) y (3) de
(L2) para las siguientes clases de funciones: exactas, mezclantes, débilmente mezclantes,
transitivas, totalmente transitivas, fuertemente transitivas, cadticas en el sentido de De-
vaney, minimales, irreducibles, débilmente abiertas y turbulentas. De este tltimo trabajo
surgen para nosotros las siguientes preguntas:

(i) ¢Los resultados que se obtienen en [17], siguen siendo vélidos considerando espacios
topologicos mas generales?
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(ii) {Qué relaciones existen entre las funciones f, F,(f) y SF.(f) cuando alguna de
ellas es: érbita-transitiva, estrictamente érbita-transitiva, w-transitiva, Touhey, mi-
nimal inversa, exactamente Devaney caodtica, un F-sistema, totalmente minimal,
suavemente mezclante, dispersora o 77" 7

Por esta razon, en este trabajo de tesis también estudiamos relaciones entre los sistemas
dinamicos (X, f) y (Fn(X), Fu(f)), considerando espacios topologicos y funciones no ne-
cesariamente continuas, y relaciones entre estos mismos, via el sistema (SF,,(X), SF,(f))
cuando X es un espacio topologico compacto, perfecto y de Hausdorff y f no necesaria-
mente continua. Especificamente, si M es alguna de las siguientes clases de funciones:
exacta, mezclante, transitiva, débilmente mezclante, totalmente transitiva, fuertemente
transitiva, caotica en el sentido de Devaney, minimal, 6rbita-transitiva, estrictamente
orbita-transitiva, w-transitiva, 77 . , suavemente mezclante, exactamente Devaney cadti-
ca, minimal inversa, totalmente minimal, dispersora, Touhey o un F-sistema, estudiamos
relaciones entre las condiciones (1), (2) y (3) de la linea de investigacion (L2).

Es importante recalcar que para las funciones: exactas, mezclantes, transitivas, débil-
mente mezclantes, totalmente transitivas, fuertemente transitivas, cadticas en el sentido
de Devaney y minimales, las funciones inducidas SF,(f) ya han sido analizadas cuando
X es un continuo y f : X — X es una funciéon continua [17]. En esta tesis, generalizamos
algunos resultados de [I7] a espacios topologicos compactos, perfectos y de Hausdorff y
funciones no necesariamente continuas. Para el resto de las clases de funciones que se
mencionan en el parrafo anterior, el analisis de las funciones inducidas SF,(f) no se
encuentra en ningin otro trabajo.

De este trabajo de tesis se publicaron dos articulos [13] y [78] y seguimos trabajando
en la elaboracién de un tercer articulo que esperamos poder someterlo a revision para su
posible publicacién.

Para una mejor comprension de este trabajo de investigacion, hemos distribuido su
contenido en cinco capitulos. En el capitulo uno presentamos los conceptos de sistemas
dindmicos que necesitamos para comprender mejor el resto del trabajo. También, presen-
tamos la definicion de cada uno de los tipos de sistemas dinamicos con los que trabajamos
en esta tesis, relaciones entre ellos que se dan de manera general y relaciones que se obtie-
nen condicionando al espacio fase o a la funcién. En el capitulo dos iniciamos el estudio
de la transitividad topologica en productos simétricos. En el capitulo tres estudiamos la
transitividad topolégica en productos y productos simétricos de productos cartesianos.
Particularmente, respondemos preguntas del tipo (a), (b) y (c). En el capitulo cuatro
analizamos propiedades dindmicas de espacios cociente, principalmente, estudiamos la di-
néamica de los productos simétricos suspension de un espacio topologico. Finalmente, en
el capitulo cinco presentamos una aplicacion de los sistemas cadticos en la Criptografia.




Capitulo 1

Preliminares

Nuestro trabajo de tesis se encuentra ubicado dentro de dos ramas de la matematica,
sistemas dinamicos y teoria de hiperespacios. En este primer capitulo presentamos los
conceptos basicos de sistemas dinamicos necesarios para un buen desarrollo de este trabajo
de investigacion. Ademés, damos la definicién de cada uno de los sistemas dindmicos con
los que trabajamos, relaciones entre ellos para el caso general (considerando espacios
topologicos y funciones no necesariamente continuas) y condiciones para obtener otras
relaciones.

1.1. Sistemas dindmicos discretos

Desde tiempos remotos los procesos que evolucionan continuamente con el tiempo han
sido de gran interés para muchos investigadores; una de las primeras herramientas que
se tuvo para intentar predecir el comportamiento de estos procesos fueron las ecuaciones
diferenciales. Sin embargo, se presentaron algunos inconvenientes que incitaron la bis-
queda de métodos mas eficaces que ayudaran a resolver esta problematica, el estudio de
los sistemas dinamicos es el que mas fuerza ha ido cobrando con el paso de los anos. Es
una larga lista de matematicos a los que les debemos el poder utilizar hoy en dia esta
poderosa herramienta que nos permite tener una nocién del comportamiento de ciertos
fenébmenos de la naturaleza en los que esta involucrado el movimiento conforme el tiempo
transcurre. Sin embargo, las ideas de H. Poincaré y G. D. Birkhoff fueron las que dieron
vida a lo que hoy se conoce como teoria de sistemas dindmicos [22), [76].

H. Poincaré trabajé mucho tiempo en tratar de encontrar técnicas topologicas que le
ayudaran a predecir el comportamiento de todas las soluciones de una ecuaciéon diferencial
no lineal, en lugar de encontrar soluciones individuales de dicha ecuacion [76]. Este trabajo
de H. Poincaré fue a lo que mas tarde se le llamoé caos. Después de varios intentos fallidos y
en vista de las grandes dificultadas con las que se encontraba H. Poincaré en su lucha por
tratar de entender el comportamiento cadtico de las ecuaciones diferenciales no lineales,
¢l y grandes matemaéticos que seguian sus pasos abandonaron dicha investigacion, lo que
provocod que el estudio de los sistemas dinamicos pereciera. Pero no todo estaba perdido,
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pues G. D. Birkhoff compartia las ideas de H. Poincaré sobre la importancia de un analisis
cualitativo de las soluciones de una ecuaciéon diferencial no lineal. Ademas, defendi6 a
toda costa el estudio de procesos iterativos como una forma mas simple para intentar
comprender el comportamiento dinamico de las ecuaciones diferenciales. Es gracias a las
ideas de estas dos personalidades que el estudio de los sistemas dindmicos cobra maés
fuerza con el paso de los anos.

En esta seccion presentamos los conceptos de la teoria de sistemas dindmicos necesarios
para un buen desarrollo de este trabajo de investigacion. Por esta razoén, antes de intro-
ducir el concepto de sistema dinadmico, revisamos algunos conceptos de topologia general
que mas adelante vamos a necesitar. Denotamos con N, Z, Z,, I y R al conjunto de los
ntmeros naturales, niimeros enteros, nimeros enteros no negativos, nimeros irracionales
y nimeros reales, respectivamente.

Por formalidad e importancia, iniciamos definiendo uno de nuestros objetos de estudio.

Definicién 1.1.1. Sean X un conjunto y P(X) la coleccion de todos los subconjuntos
de X. Se dice que 7 C P(X) es una topologia sobre X si cumple:

(1) ety X er.

(2) SiU,V € 7, entonces UNV € 7.

(3) Sea I un conjunto. Si U, € 7, para cada a € I, entonces |J,.; Us € 7.

Los elementos de 7 se llaman abiertos y a la pareja (X, 7) se le llama espacio topoldgico.

Definicion 1.1.2. Sean (X,7) un espacio topolégico y Y un subconjunto de X. La
coleccion v = {Y NU : U € 7} es una topologia sobre Y y se denomina topologia de
subespacio o relativa. A la pareja (Y, 7y) se le llama subespacio de X .

Una subfamilia de los espacios topologicos son los espacios métricos que presentamos
a continuacion.

Definicién 1.1.3. Un espacio métrico es una pareja formada por un conjunto no vacio
X junto con una funcién d : X x X — [0,00), la cual satisface las siguientes condiciones:

(1) Para cada z y y en X, d(z,y) > 0.
(2) Paracadazyyen X, d(x,y) =0 siy solosiz=y.

(3) Para cada z,y y z en X, d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2). A esta propiedad se le conoce
como la destqualdad del triangulo.

Ademas, a la funcion d se le llama métrica en X y a la pareja (X, d) espacio métrico. Si
no hay riesgo de confusion, lo denotamos simplemente por X.

Definicion 1.1.4. Sean X un espacio topolégico y A un subconjunto de X. Se dice que
A es cerrado en X si el conjunto X'\ A es abierto en X.
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Definiciéon 1.1.5. Sean X un espacio topologico, A un subconjunto de X y a € X. Se
dice que a es un punto adherente de A si, para cada subconjunto abierto V' de X tal que
a € V, se cumple que VN A # (). Al conjunto de todos los puntos adherentes de A en X se
le denota por clx(A) y se le llama adherencia o clausura de A en X. Si no hay confusion
se escribe cl(A).

Definicion 1.1.6. Sean X un espacio topologico y E un subconjunto de X. Se dice que
E es denso en X si clx(F) = X.

Una caracterizacion de un conjunto denso a la que hacemos referencia a lo largo de
este escrito es la que mostramos a continuacion.

Teorema 1.1.7. Sean X un espacio topologico y E un subconjunto de X. Luego, E es
denso en X si y so6lo si, para cada subconjunto abierto no vacio U de X, se cumple que

UNE#0.

Definiciéon 1.1.8. Sean X un espacio topologico, A un subconjunto de X y = € A. Se
dice que z es un punto aislado de A si existe un subconjunto abierto U de X tal que
UNA={z}. Al conjunto de todos los puntos aislados de A se le denota con PI(A).

Definicion 1.1.9. Se dice que un espacio topoldgico es perfecto si no tiene puntos aislados.

Siempre que se habla de propiedades topologicas, forzosamente se tiene que trabajar
con la coleccion de subconjuntos abiertos en un espacio topolégico. Sin embargo, res-
tringirse a trabajar con una subcoleccién de esta familia resulta mucho mas préctico y
conveniente. Por estas razones es muy importante tener en cuenta la definiciéon y cons-
truccion de una base para un espacio topologico.

Teorema 1.1.10. Sean X un conjunto y 5 una colecciéon de subconjuntos de X. Si
satisface las siguientes condiciones:

(1) X=U{B:Bep}ty
(2) Si By, By € 8y x € By N By, entonces existe Bs € 5 tal que x € By C By N By,
entonces 75 = {0} U{E C X : F es union de elementos de } es una topologia en X.

Definicion 1.1.11. Sean (X, 7) un espacio topolédgico y 5 una subcoleccion de 7. Se dice
que [ es una base para T si, para cada elemento A € 7, existe A C 5 tal que A = J A.

Teorema 1.1.12. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y  una subcoleccion de 7. Luego,
[ es una base para 7 siy solo si, para cada A € 7\{0} y, para cada z € A, existe B €
con la propiedad de que z € B C A.

Definicion 1.1.13. Sea X un espacio topologico. Se dice que X es un espacio topoldgico
T} si para cualesquiera dos puntos distintos z y y en X, existen subconjuntos abiertos U

y V de X tales que x € U\V y y € V\U.
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Definicién 1.1.14. Sea X un espacio topoldgico. Se dice que X es un espacio topoldgico
de Hausdorff o T, si para cualquier par de puntos distintos x y y de X, existen abiertos
UyVdeXtalesquezeU,ycVyUNnV =0.

Definiciéon 1.1.15. Sea X un espacio topologico. Se dice que X es un espacio topold-
gico regular si para cada subconjunto cerrado F' de X y para cada x € X\F, existen
subconjuntos abiertos U y V de X talesque F C U,z €V yUNV = 0.

Existe una clase mas grande que la clase de los espacios regulares.

Definicion 1.1.16. Sea X un espacio topoldgico. Se dice que X es pseudo-reqular si para
cualquier conjunto abierto no vacio U de X, existe un subconjunto abierto no vacio V' de

U tal que cl(V) C U.

En [63, Ejemplo 5.4] se muestra un espacio pseudo-regular que no es regular.
Dos nociones importantes de las que mas adelante vamos a hablar son la conexidad y
compacidad de un espacio topologico.

Definiciéon 1.1.17. Sea X un espacio topologico. Se dice que X es disconezo si existen
subconjuntos abiertos no vacios U y V de X tales que X = U UV y UNV = (. Se dice
que X es conezo si no es disconexo.

Definicion 1.1.18. Sean X un espacio topolégico y U una coleccién de subconjuntos de
X. Se dice que U es una cubierta de X si X = [JU. Si ademés, cada uno de los elementos
de U es un subconjunto abierto de X, se dice que U es una cubierta abierta de X.

Definicién 1.1.19. Sean X un espacio topologico, U una cubierta de X y V una subco-
leccion de U. Se dice que V es una subcubierta de U para X si [JV = X.

Definicion 1.1.20. Sea X un espacio topologico. Se dice que X es compacto si toda
cubierta abierta de X tiene una subcubierta finita.

Definicién 1.1.21. Sea X un espacio topolégico. Se dice que X es parcialmente compacto
y pseudo-regular si existe un subconjunto abierto no vacio U de X tal que cl(U) es un
subespacio de X compacto y pseudo-regular.

Una propiedad muy importante en este trabajo de investigacion es la continuidad en
una funcion. Mas adelante vamos a ver que esta propiedad es clave para verificar la validez
de algunos resultados.

Definicién 1.1.22. Sean X y Y espacios topologicos, x € X yv f: X — Y una funcion.
Se dice que f es continua en el punto x si para cualquier subconjunto abierto A de Y que
contiene a f(z), existe un subconjunto abierto B de X que contiene a z y que satisface
que f(B) C A. Se dice que f es continua en X si es continua en cada punto de X.

La prueba del Teorema |1.1.23|se puede consultar en [70), Teorema 18.1].
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Teorema 1.1.23. Sean X y Y espacios topolégicos y f: X — Y una funcién. Entonces
las siguientes condiciones son equivalentes:

1) f es continua.

) es un subconjunto abierto en X.

WU
3) Para cualquier subconjunto cerrado F de Y, f~!(F') es un subconjunto cerrado en X.
-

cly (f(A)).

Un espacio muy importante en este trabajo de tesis es el espacio producto que pre-
sentamos a continuacion.

(1)
(2) Para cualquier subconjunto abierto U de Y, f~
(3)
(4)

4) Para cualquier subconjunto A de X, f(cl(A))

Definicién 1.1.24. Sean X y Y conjuntos no vacios. Se define y denota su producto
cartesiano como el conjunto:

XxY=A{(z,y):zeXyyeY}
Cuando X =Y al conjunto X x X se le denota con X?2.

Definicion 1.1.25. Sean X y Y espacios topologicos. La topologia producto sobre X xY
es la topologia que tiene como base la coleccion de todos los conjuntos de la forma U x V/,
donde U es un subconjunto abierto de X y V' es un subconjunto abierto de Y.

Definicion 1.1.26. Sean X y Y conjuntos no vaciosy f: X — X yg:Y — Y funciones.
Se define la funcion producto f x g: X xY — X x Y como:

(f x g)((z,y)) = (f(z),9(y)), para cada (z,y) € X x Y.

Cuando f = g a la funciéon f x f se le denota con f*2.

Ahora que tenemos claro los conceptos de espacio topologico y funcion, estamos listos
para definir lo que en este trabajo consideramos como un sistema dindmico.

Sean X un espacio topologico y f : X — X una funcién. Para cada k € N, la k-ésima
iteracion de f la definimos como la composicion reiterada de f consigo misma k veces y
la denotamos por f*. Esto es, f2 = fof, f= fo fofyen general f**! = fo f* Se
entiende que f!' = f y definimos f° = idx la funcién identidad en X. Debe quedar claro
que fko fs = fk+sy (f¥)* = f**. Para un subconjunto A de X y k un entero, denotamos
con f*(A) ala imagen de A bajo f* cuando k > 0 y la preimagen bajo f*! cuando k < 0.
En el caso del conjunto que consta de un tinico punto z, escribimos f~*(z) para denotar
al conjunto f~*({z}), donde k > 0.

Definiciéon 1.1.27. Un sistema dindmico es cualquier pareja formada por un espacio
topologico X y cualquier funcion f: X — X y lo denotamos con (X, f).

Para referirse al sistema dindmico (X, f), generalmente se hace referencia inicamente
a la funcion f.
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Definicién 1.1.28. Sean X un espacio topologico y f : X — X una funcién. La drbita
de un punto x € X bajo f, denotada por O(z, f), es el conjunto {z, f(x), f*(x),...}. Esto

es: Oz, f) ={f"(x) :n € Z;}.

Ejemplo 1.1.29. Sea f : R — R la funcién dada por f(x) = x + 1. La orbita de 2o = 1
bajo f es el conjunto {1,2,3,...}.

TN T N T~ _—
—@ @ @ @
1 2 3 4

Figura 1.1: Orbita de 29 = 1 bajo f(z) =z + 1.

Existen puntos con la particularidad de generar 6rbitas finitas.

Definicion 1.1.30. Sean X un espacio topologico, f : X — X una funciéon y z € X. Se
dice que x es un punto periddico de f si existe n € N tal que f"(x) = x. Al conjunto de
todos los puntos periodicos de f se le denota con Per(f) .

Ejemplo 1.1.31. Sea f : R — R la funcién dada por f(z) = 22 — 1. Luego, zo = 0 es un
punto periodico ya que f2(zq) = f(f(zo)) = f(—1) = 0. Y la orbita de zq es {0, —1}.

—
@ @
-1 0
\_/

Figura 1.2: Orbita de zy = 0 bajo f(z) = 2? — 1.

En el Ejemplo [1.1.31} podemos observar que no solo f?(zg) = g, también se cumple
que f(zo) = fO(xo) = -+ = f*(xg) = w0, con n € N. En consecuencia, de entre todos
estos naturales consideramos uno al cual llamaremos periodo del punto z.

Definiciéon 1.1.32. Sean X un espacio topologico, f : X — X una funcion y xg € Per(f).
Se dice que z; tiene periodo k, si k = min{n € N : f™(zq) = z¢}.

Notemos que si xy es un punto peridédico de f de periodo k con k > 2, entonces, para
cada 1 < j < k, fI(xo) es distinto de xy. Ademaés, si zy es un punto periodico de f de
periodo k, a su respectiva Orbita se le llama orbita periddica.

Definiciéon 1.1.33. Sean X un espacio topologico, f : X — X una funciéon y z € X. Se
dice que z es un punto preperiddico de f si existe N € N tal que f¥(x) € Per(f).

En este caso se dice que x tiene orbita preperiodica. A estos puntos también se les
denomina eventualmente periodicos.
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Ejemplo 1.1.34. Sea f : R — R la funcién dada por f(r) = 2? — 1. Luego, 7o = 1 es un
punto preperiodico de f ya que f2(f(1)) =0 = f(1).

e
L4 L L
-1 0 1

\/

Figura 1.3: Punto preperiédico de f(x) = 2 — 1.

Definicién 1.1.35. Sean X un espacio topoléogico, f : X — X una funciéon y = € X. Se
dice que x es un punto recurrente de f si para cada subconjunto abierto U de X tal que
x € U, existe m € N tal que f"(z) € U.

Ejemplo 1.1.36. Sean el conjunto {0, 1} con la topologia discreta, X = {0,1} x {0,1} x

- con la topologia producto y f : X — X la funciéon dada por f((xy,z9,...)) =
(w2, 23,...). Definamos los conjuntos Iy = {0,1},1; = {0,1,5',5' + 1} y en general,
para cadam > 1, I, = I,, 1 U{6™ + k : k € I,,_1}. Finalmente, definamos el conjunto
I = (U{Lmn : m € N})\{0}. Se cumple que (ay, as,...) con:

|1, sikel,
%=V 0, sikel;

es un punto recurrente de f [41, Ejemplo 3].

Definiciéon 1.1.37. Sean X un espacio topologico, f : X — X una funcién y x € X. Se
dice que x es un punto casi-periodico de f si para cada subconjunto abierto U de X tal
que x € U, existe m € N tal que f*™(z) € U, para cada k > 0.

Definicion 1.1.38. Sean X un espacio topologico, f : X — X una funciéon y z € X. Se
dice que = es un punto no errante de f si para cada subconjunto abierto U de X tal que
z € U, existe m € N tal que f™(U)NU # 0.

Ejemplo 1.1.39. Sea X = {(0,0)}U{(5,0) : i € N}YU{(0,3) : j € NYU{(},7) 1 4,5 €
N} € R x R. Dado un entero m > 3, sea ¢,, = (0,1) y consideremos la funcion g(m) :
X — X dada por:

(((5.0), si p=(3,0) ei>2;
(0,0), si p=(0,0);
1 : _ 1
<07 m) ; SIL p= <07 3) )
g<m)(p): (y71)7 Si p:(]"y)7 donde y:OOy:%’
1 1 : _ 1 1 . i . . .
;7]?)7 SI p= 273 7]§m—262227
\ %]ﬁ) si p= %,% L i>mi—iei>2.

Se cumple que ¢, es un punto no errante de g(m) [41l, Ejemplo 14].
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Ademas de los puntos que acabamos de revisar, existen dos clases de puntos muy
importantes dentro de la teoria de los sistemas dinamicos: puntos transitivos y puntos
fijos. Particularmente, los puntos transitivos que presentamos a continuacién, juegan un
papel muy importante en el desarrollo de capitulos posteriores.

Definicién 1.1.40. Sean X un espacio topologico, f : X — X una funciéon y z € X. Se
dice que x es un punto transitivo de f sila orbita O(x, f) es densa en X. Al conjunto de
todos lo puntos transitivos de f se le denota con trans(f).

Definiciéon 1.1.41. Sean X un espacio topologico, f : X — X una funciéon y z € X. Se
dice que x es un punto fijo de f si f(z) = x. O bien, = es punto fijo de f si z € Per(f)y
tiene periodo uno.

Ejemplo 1.1.42. Sean f : R — Ry g : R — R las funciones dadas por f(z) = 2® y
g(z) = 22, Luego, los puntos fijos de f son 1, 0 y —1. Sin embargo, s6lo 1 y 0 son puntos
fijos de g.

Observemos que la funcion f : R — R dada por f(z) = —%x tiene un tnico punto
fijo zo = 0. Si consideramos la orbita O(1, f) = {1, —%, i, —%, %, —3%, ...}, observamos

que sus elementos se aproximan cada vez méas al punto fijo de la funciéon. Por otro lado,
si consideramos la funcion g : R — R dada por g(x) = —2z, cuyo punto fijo es también
zo = 0, observamos que en este caso, O(1,g) = {1,-2,4,—8,16,—32,...} y asi conclui-
mos que los puntos de esta orbita se alejan cada vez mas del punto fijo. Este tipo de
comportamientos en las érbitas de ciertos puntos nos hace pensar en una clasificacion de
los puntos fijos de una funcion.

Definiciéon 1.1.43. Sean X un espacio métrico, f : X — X una funciéon y xqg € X un
punto fijo.

(1) Se dice que zy es un punto fijo atractor de f si para todo conjunto abierto U de X
con xy € U, existe un subconjunto abierto V' C U tal que zo € V, f(V) C V, y para
cada x € V se tiene que lim,,_,o f"(z) = 0.

(2) Se dice que xg es un punto fijo repulsor de f si existe un subconjunto abierto U de X
tal que xy € U y para cada = € U, con = # x, existe n € N tal que f"(z) € U.

Existe un método grafico que nos permite analizar el comportamiento de la érbita de
un punto bajo una funcién continua de una variable real. A continuacién explicamos a
grandes rasgos dicho procedimiento. Para mas detalles puede consultar [54].

Sea f : R — R una funcién continua. Supongamos que se conoce la gréafica de la funcion
f. Deseamos conocer el comportamiento de la 6rbita de un punto xqg € R mediante la
grafica de f. Lo primero que haremos es dibujar la recta y = x y la grafica de f. Notemos
que los puntos de intersecciéon de la recta y = x con la grifica de f son justamente
los puntos fijos de f. Para encontrar la orbita del punto xg, nos situamos en el punto
(20,0) y dibujamos una recta paralela al eje y desde el punto (xy,0) a la grafica de f.
Cuando esta recta toca a la grafica de f, hemos alcanzado el punto (zo, f(zo)) (Figura
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(a)). A continuacion, dibujamos una recta paralela al eje x, desde este tltimo punto
hasta la grafica de la recta y = x. Al trazar esta recta, hemos alcanzado el punto de la
recta y = z, (f(xg), f(xo)) (Figura (b)). Asi, el siguiente punto de la orbita de xg
es f(xp). Continuando con este proceso, dibujamos una recta paralela al eje y, del punto
(f(z0), f(xp)) de la recta y = x a la grafica de f, esto nos sitia en el punto (f(xg), f2(x))
(Figura [1.4] (c)). Luego, al dibujar una recta paralela al eje z, del punto anterior hasta
la grafica de la recta y = x, hemos alcanzado el punto (f?(o), f*(xo)) (Figura[1.4] (d)),
directamente sobre el siguiente punto de la érbita de xq. Siguiendo este procedimiento
logramos obtener el comportamiento de la 6rbita del punto zy bajo la funciéon f de manera

grafica.

y=x

(xof(x0))

e _SEEER CEEEEREEES

(¥00)

y=x

(s0f(30))

\

<f—’(x,,>,f—’<W P

(f(x0)f(x0))

\/

((x0)f*(x0))

A

(00)
(@)

Figura 1.4: Analisis grafico de orbitas.

Ejemplo 1.1.44. Sea T': [0,1] — [0, 1] la funcién dada por:

2z, stz <
T(x)—{ 2—2x, sixz>

Y

[T
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Esta funciéon se conoce como funcion tienda. De acuerdo al método grafico que acabamos

de explicar, la orbita del punto xg = 3% bajo T se comporta como se muestra en la Figura

L5l Ast, O (5.7) = {&. &, 1.1, 11,0},

y.

0Xy
Figura 1.5: Analisis grafico de la orbita del punto xy = 3—12 bajo T

Ejemplo 1.1.45. Sean A € (0,4] y L :[0,1] — [0, 1] la funcién dada por:

L(z) = Mx(1 — ), para cada x € [0, 1].

Esta funcion se conoce como funcion logistica. El comportamiento de la érbita del punto
xo = 0.3 bajo L se puede ver en la Figura 1.6,

Figura 1.6: Anélisis grafico de la orbita del punto xq = 0.3 bajo L.

Para finalizar esta seccion, presentamos la definicion de punto w-limite y conjunto

w-limite.
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Definicién 1.1.46. Sean X un espacio topoléogico, f : X — X una funciéon y = € X. Se
dice que y € X es un punto w-limite de x bajo f si para cualquier k£ € N y para cualquier
abierto U tal que y € U, existe un entero n > k tal que f"(z) € U. El conjunto de todos
los puntos w-limite de = bajo f, se denota por w(z, f) y se llama conjunto w-limite de x

bajo f.

Ejemplo 1.1.47. Sean X = {2 :n € N} U{0} C [0, 1] con la métrica usual y f: X — X
definida por; f(0) = 0y f(%) = para cada n € N [63, Ejemplo 2.9|. Luego, 0 €
w(1, f).

A continuacion mencionamos algunas propiedades basicas que cumple el conjunto w-
limite.

n+17

Teorema 1.1.48. Sean X un espacio topolégico, f : X — X una funcion y z € X.
Entonces se cumple lo siguiente:

(1) El conjunto w(zx, f) es un subconjunto cerrado de X.

(2) wlz, f) € (O(f(2), f)).
(3) Si f es continua, entonces f(w(xo, f)) C w(zo, f).

Demostracion. De [8(), Teorema 2.1.3| tenemos que w(z, f) = (oo, cl({f*(z) : k > n}).
Asi, se cumple (1).

Sean y € w(zx, f) y U un subconjunto abierto de X tal que y € U. Por hipdtesis, para
k=2existen € Ntal que n > ky f"(z) € U. Asi, f"(z) € UNO(f(x), f). De aqui,
y € A(O(f(x), f).

Ahora supongamos que f es continua. Sean = € f(w(zo, f)), k¥ € Ny U un subconjunto
abierto de X tal que x € U. Luego, existe z € w(x, f) tal que f(z) = z. Como k € N,
k—1 > 0. Luego, de [80, Teorema 2.1.3|, z € cl({ f"(zo) : n > k—1}). Por otra parte, dado
que f es continua, f~'(U) es un subconjunto abierto en X. Luego, f~(U) N {f™(xo) :
n>k—1} # 0. Asi, existe n € N, con n > k — 1, tal que f"(x¢) € f~(U). De donde,
f(f™(xo)) = f*(x0) € U. Notemos que n+ 1 > k. Por lo tanto, 2 € w(z, f). O

A los interesados en revisar con mas detalle las definiciones y propiedades que presen-
tamos en esta seccion les sugerimos revisar |38, 54] [77] y [80].

1.2. Funciones del tipo transitivas

Desde hace muchos anos el estudio de propiedades particulares en una funcién se ha
convertido en una herramienta importante en muchas areas de la matematica. Una de las
primeras propiedades que se observd en ciertas funciones fue la continuidad. Definicion
que introduce M. Fréchet en 1910 [39]. Después de la definicién de M. Fréchet, empezaron
a surgir otras clases de funciones. En 1913, H. Weyl [85] introduce la clase de las funciones
abiertas; once anos después, R. L. Moore [69] introduce el concepto de funciéon monétona;
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y en 1964, J. J. Charatonik [31] establece las condiciones para que una funcion pertenezca
a la clase de las funciones confluentes. Desde la introduccion de estas tres clases de funcio-
nes, se han definido otras que estan contenidas o contienen a alguna de las tres anteriores.
Por ejemplo, los homeomorfismos, las funciones semi abiertas, MO, OM y casi interiores,
son funciones del tipo abiertas. Por otro lado, las funciones fuertemente monétonas, a lo
mas monotonas, casi mondtonas, débilmente monotonas, fuertemente libremente descom-
ponibles y libremente descomponibles, son del tipo monétonas. Finalmente, las funciones
semiconfluentes, empalmantes, débilmente confluentes, atriddicas, pseudoconfluentes, fra-
gilmente confluentes y fragilmente semiconfluentes, son funciones del tipo confluentes (la
definicion de cada una de estas funciones se puede consultar en [12]). Hoy en dia, las fun-
ciones del tipo abiertas, mono6tonas y confluentes son muy estudiadas dentro de la teoria
de continuos. Sin embargo, el inicio de la teoria de sistemas dindmicos trajo consigo la ne-
cesidad de comenzar a definir lo que hoy conocemos como funciones dindmicas. En 1912,
G. D. Birkhoff [22] introduce el concepto de funcién minimal y en 1920 inicia el estudio de
las funciones transitivas [23], quedando contenida la primera clase dentro de la segunda.
Después del surgimiento de las funciones transitivas se empezaron a definir muchas otras
que estan relacionadas o son equivalentes a dicha clase. Una de las mas estudiadas es la
clase de las funciones cadticas en el sentido de Devaney. La palabra caos fue usada por
primera vez en 1975 por T. Y. Li y J. A. Yorke [60] sin una definicién formal, y aunque
no existe una definiciéon matematica universal de la palabra caos, la mas utilizada es la
dada por R. L. Devaney [36]. Otra clase muy estudiada en la teoria de sistemas dindmicos
es la clase de las funciones mezclantes, definida en 1955 por W. Gottschalk y G. Hedlung
[44]. Posteriormente, en 1967, H. Furstenberg [40] introduce una condicién méas débil que
la de W. Gottschalk y G. Hedlung e inicia el estudio de las funciones débilmente mezclan-
tes. Otras funciones del tipo transitivas son las funciones: exactas, totalmente transitivas,
fuertemente transitivas, e irreducibles.

En esta seccion presentamos la definicion de cada una de estas funciones del tipo
transitivas, relaciones que existen entre ellas cuando se consideran espacios topologicos y
funciones no necesariamente continuas y algunos ejemplos de estas funciones.

En el desarrollo de este trabajo hablamos de diferentes clases de conjuntos, sin em-
bargo, los conjuntos que presentamos a continuaciéon juegan un papel muy importante en
esta investigacion.

Definicién 1.2.1. Sean X un espacio topolégico, A un subconjunto de X y f: X — X
una funcion. Se dice que A es +invariante bajo f si f(A) C A, A es —invariante bajo f
si f7Y(A) C Ay A es invariante bajo f si f(A) = A.

Ejemplo 1.2.2. Veamos algunos ejemplos de conjuntos +invariantes, —invariantes e in-
variantes.

(1) Sean X = [0,1] y f : X — X la funciéon dada por f(z) = %, para cada z € [0,1].
Novemos e (1) = 41 € Bl v 17 () =116 3] o o
13

implica que el conjunto es +invariante y no es —invariante.
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(2) Sean X =[0,1] y f: X — X la funcion dada por:

r, si0<z< i
— ) = 29
/(@) {L sil<z<l.

Observemos ane f ([1.3]) = [L4J U1} & [4.3] v /7 ([3.2]) € [4.3]) A
conjunto [i, %] es —invariante pero no +invariante.

(3) Sean X =[-2,2]y f: X — X la funcion definida por:

w1 =1], si —2<az<0;
f@V‘{H_x+u—1L si0<ax <2

—-1,1] y f74(-1,1]) = [-2,2] € [-1,1]. Asi, concluimos

Notemos que f([—1,1]) =
1] es invariante y sin embargo no es — invariante.

que el conjunto [—1,1]

En el Ejemplo vimos que en un espacio topoldgico pueden o no existir conjuntos
+invariantes. Asi que tiene sentido darle un nombre especial a aquellos espacios topolo-
gicos en los que toda una familia de subconjuntos son +invariantes.

En nuestro proyecto de maestria [80] los espacios topologicos en los que cada sub-
conjunto abierto es +invariante, fueron muy importantes para verificar el reciproco de
muchos de nuestros resultados. Sin embargo, no le dimos un nombre especial a estos es-
pacios. Ya que en este nuevo proyecto de tesis esta propiedad vuelve a ser punto clave en
la prueba de resultados, le damos un nombre especial. Por ello, la siguiente definicion es
una aportacion original de este trabajo de tesis.

Definicién 1.2.3. Sean X un espacio topolégico y f: X — X una funcién. Se dice que
X es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f, si cada subconjunto abierto de X
es +invariante bajo f.

Ejemplo 1.2.4. Sean X = {1, 2} con la topologia 7 = {0, X, {1}} y f : X — X la funcion
dada por f(1) =1y f(2) = 1. Luego, X es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo
f.

Ejemplo 1.2.5. Sean (X, 7) como en el Ejemplo y f: X — X la funcién dada por

f(1) =2y f(2) = 1. Notemos que f**({1} x {1}) = {(2,2)} € {1} x {1}. Asi, X? no es
+invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f*2.

Observacion 1.2.6. Sean X un espacio topologico, U un subconjuntode X y f: X — X
una funciéon. Observemos que si X es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f,
entonces X es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f*, para cada k € N.

Lema 1.2.7. Sean s un entero mayor o igual que dos, X un espacio topologico, f : X — X
una funcién, para cada i € {1,..., s}, U; un subconjunto abierto de X y z; € U;. Si X es
+invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f y para cada i € {1,...,s} existe k; € N
tal que f*(x;) € U;, entonces, para k = max{ky,...,k;}, se cumple que, para cada

i€ {l,...,s}, fH(x;) € U;.
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Demostracion. Supongamos que X es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f y
que, para cada i € {1,...,s}, existe k; € N tal que f*(z;) € U;. Sea k = méax{ky, ..., k}.
De aqui, para cada i € {1,...,s}, existe [; € Z, tal que k = [; + k;. Asi, para todo
i€ {1l,...,s}, f¥(x:) = fl(fri(x;)) € fi(U;). Puesto que X es +invariante sobre subcon-
juntos abiertos bajo f, por la Observacién[1.2.6] concluimos que, para cada i € {1,..., s},

En lo que resta de esta seccion presentamos el primer grupo de sistemas dinamicos
con el que trabajamos en esta tesis y analizamos inclusiones que se dan entre estas clases
de funciones.

Definicién 1.2.8. Sean X un espacio topolégico y f: X — X una funcién. Se dice que

f es:

(1) Ezacta si para cada subconjunto abierto no vacio U de X, existe k € N tal que

) = X.

(2) Mezclante si para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U y V de X, existe
N € N tal que f*(U)NV # 0, para cada k > N.

(3) Transitiva si para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U y V de X, existe

k € N tal que f&(U)NV # 0.
(4) Débilmente mezclante si f** es transitiva.
(5) Totalmente transitiva si f* es transitiva, para cada s € N.

(6) Fuertemente transitiva si para cada subconjunto abierto no vacio U de X, existe s € N
tal que X = J;_, /*(U).

(7) Cadticasi f es transitivay Per(f) es denso en X (esta definicion corresponde al caos
en el sentido de Devaney [§]).

(8) Minimal si no existe un subconjunto propio A de X el cudl es no vacio, cerrado e
invariante.

(9) Irreducible si el tnico subconjunto cerrado A de X tal que f(A) = X es A = X.

En el diagrama de la Figura [1.7] presentamos las relaciones que se dan de manera
general entre las funciones dadas en la Definiciéon [1.2.8] Es decir, considerando a X como
cualquier espacio topolégico y a f : X — X cualquier funcién (no necesariamente conti-
nua). La prueba de estas relaciones entre funciones se pueden consultar en [14, Teoremas
3.1, 3.3, 3.5,3.6 y 3.7].
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Débilmente mezclante

Irreducible Exacta Mezclante

| |

Sobreyectiva ~ Totalmente transitiva

|

Transitiva

Fuertemente transitiva

Caotica

Figura 1.7: Resumen de relaciones que se dan cuando X es un espacio topoldgico y f :
X — X una funcién no necesariamente continua.

Bajo ciertas hipotesis se pueden obtener otras relaciones entre las clases de funciones
que presentamos en la Definicion[I.2.8 En el diagrama de la Figura[l.8 mostramos algunos
de estos resultados (con F. transitiva, Déb. M. y T. transitiva denotamos a las funciones
fuertemente transitivas, débilmente mezclantes y totalmente transitivas, respectivamente).
La prueba de las implicaciones que se muestran en el diagrama de la Figura se pueden
consultar en [14, Teorema 6.3] y [80, Teoremas 1.5.19 y 1.5.20].

C. C.
Irreducible Exacta ©D Mezclante ©D Déb. M
(C.3) (C.1)
/ 0 (0 (C2)
Minimal Sobreyectiva T. transitiva

(C.3)
(C.1)
(C.1)

F. transitiva Transitiva D Caodtica

Figura 1.8: Relaciones entre funciones con dominio compacto (y/o de Hausdorff) y f
continua.

En el diagrama de la Figura[1.8] las condiciones (C.1), (C.2) y (C.3) son como sigue:
(C.1) Para cualquier espacio topologico X y para cualquier funcion f: X — X.
(C.2) Para cualquier espacio topologico X y para cualquier funcion continua f: X — X.

(C.3) Para cualquier espacio topolégico X compacto y para cualquier funciéon continua
f:X—=X.
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Se sabe que la dinamica de las funciones tienda y logistica es muy interesante [54] y en
consecuencia, son muchas las propiedades que se podrian analizar de ellas. Sin embargo,
en este trabajo retomamos tnicamente las propiedades necesarias para un buen desarrollo
del mismo.

Proposicion 1.2.9. (|54, Proposicion 7.2]) La funciéon tienda es exacta en el intervalo
[0,1].

De la Proposicion y del diagrama de la Figura[1.8] obtenemos el resultado de la
Proposicion [1.2.10

Proposiciéon 1.2.10. La funcién tienda es mezclante, débilmente mezclante, totalmente
transitiva y transitiva en el intervalo [0, 1].

Proposicion 1.2.11. (|54, Proposicion 11.10]) La funcion logistica es transitiva.

Otra funcién muy importante dentro del estudio de la transitividad topoldgica es la
rotacién irracional. A continuacion presentamos la definicion de esta funcion.

Definicion 1.2.12. Sean § € Ty S = {e*™ : a € [0, 1]}. Se define la funcién rotacion
irracional Ry : S* — S como R,(e*™®) = ™ (e2mi) = ¢2mi(0+) para cada a € [0,1] o
simplemente;

Ry(z) = (e*™)z, para cada z € S'.

Proposicion 1.2.13. (|80, Proposiciéon 1.6.14]) La funcion rotacion irracional es minimal.
De la Proposicion[1.2.13]y del diagrama de la Figura[I.8] obtenemos el Teorema [1.2.14]

Teorema 1.2.14. La funcién rotacion irracional es irreducible, fuertemente transitiva y
transitiva.

A los interesados en conocer los detalles de los resultados y definiciones que presenta-
mos en esta seccion, les sugerimos revisar [38, 54, [77] y [80].

Hablemos un poco de la teoria del caos. Se sabe que esta palabra fue utilizada por
primera vez en 1975 por T. Y. Li y J. A. Yorke en el articulo Period Three implies chaos
[60]. En dicho trabajo se puede leer lo siguiente: “En este trabajo, analizamos el caso
donde la sucesion { F™(x)} no es periddica y podemos llamarla ‘cadtica’...” [60, pag. 986].
Sin embargo, T. Y. Li y J. A. Yorke no dan una definicién formal de esta palabra. Hasta
ahora no existe una definicién universal aceptada de la palabra caos, sin embargo, la méas
popular de todas es la dada por R. L. Devaney en 1989:

Definicion 1.2.15. Sean (X, d) un espacio métrico y f: X — X una funcién continua.
Se dice que f es cadtica en el sentido de Devaney si:

(1) Existe € > 0 tal que, para cada x € X y para cada 6 > 0 existe y € X con d(z,y) < ¢
y existe n € N tal que d(f"(z), f"(y)) > e.

(2) f es transitiva.
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(3) El conjunto Per(f) es denso en X.

Se sabe [8] que las condiciones (2) y (3) implican la condiciéon (1), por ello, en diferentes
trabajos se considera a una funcién como cadtica en el sentido de Devaney si satisface
solamente las condiciones (2) y (3).

Desde la definicion formal de la palabra caos dada por R. L. Devaney, la cantidad de
publicaciones que han surgido en torno a esta teoria se vuelve cada vez mas importante. En
particular, se ha dado a los sistemas cadticos en el sentido de Devaney una aplicacién muy
fuerte en otras ciencias. Recientemente se ha hecho uso de estos sistemas en Criptografia
[2, 19, 20, B33, 56, 58, 67, [75], 82]. Mas adelante veremos una aplicaciéon en particular de la
teoria del caos en Criptografia. Mientras tanto, revisemos un poco mas la condicion (1)
de la Definicion [[.2.15

Cuando una funcion satisface la condicion (1) de la Definicion se dice que
es sensible a las condiciones iniciales. Este concepto es muy importante en el estudio de
aplicaciones de sistemas dindmicos, y lo podemos interpretar de la siguiente manera: dados
dos puntos iniciales muy proximos el uno del otro, sus respectivas érbitas divergen después
de muy pocas iteraciones (ver Figura . Esta es la principal razon por la cual muchos
de los algoritmos criptogréaficos que se han creado en los tltimos anos estan basados en el
uso de funciones caoticas.

'xl’l
1 —]

0.8+
0.6
0.4

0.24

| I I I I n
0 5 10 15 20 25

Figura 1.9: En esta grafica se muestra la trayectoria de las condiciones iniciales xg = 0.6 y
zo = 0.6001 bajo la funcion f(x) = 4z(1 — ). Con los asteriscos representamos la orbita
de la condicién inicial 2y = 0.6 y con los puntos negros la 6rbita de la condiciéon inicial
xo = 0.6001.

Por otro lado, el ritmo al que dos trayectorias inicialmente cercanas divergen es una
informaciéon importante para saber si una funcién es cadtica en el sentido de Devaney o
no. Esta informacion viene dada por el denominado exponente de Lyapunov.
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Definicién 1.2.16. Sean J un intervalo acotado, y f : J — J una funcién continuamente
diferenciable en J. Fijemos x en J, y sea A(x) = lim, e ~In | (f"(z)) | siempre que
el limite exista. En tal caso, A(z) es el exponente de Lyapunov de f en x. Si A(x) es
independiente de z, entonces el valor comin de A\(x) es denotado por A y es el ezponente
de Lyapunov de f.

Ahora bien, como mencionamos anteriormente, este nimero nos permite determinar
cuando una funciéon es cadtica. A saber, una funciéon es cadtica si tiene un exponente de
Lyapunov positivo [81) pag. 90].

1.3. Mas funciones del tipo transitivas y relaciones en-
tre estas

A través de la historia de los sistemas dinamicos se ha definido un gran ntmero de
clases de funciones (tipos de sistemas dinamicos), unos mas conocidos que otros. Por
ejemplo, en 1967, H. Furstenberg [40] no sélo introduce el concepto de funcion débilmente
mezclante, también define los F-sistemas, sin embargo, estos tiltimos son menos populares
que los sistemas débilmente mezclantes. Por otro lado, los tipos de sistemas dinamicos
presentados en la Definicién han dado pie al surgimiento de nuevos sistemas. En
1997, P. Touhey [83] define una variante de las funciones cadticas en el sentido de Deva-
ney, a esta clase de funciones las conocemos como funciones Touhey. Tres anos después, F.
Blanchard, B. Host y A. Maass [24] introducen el concepto de funcion dispersora y en el
2005, D. Kwietniak [59] inicia el estudio de las funciones exactamente Devaney caoticas.
En su gran mayoria, los tipos de sistemas dinamicos que hemos mencionado fueron defi-
nidos entre continuos, espacios métricos compactos o espacios compactos y de Hausdorff.
Recientemente, se han definido tipos de sistemas dinamicos sobre espacios topologicos.
Por ejemplo, J. H. Mai y W. H. Sun, en el 2010 [63] inician el estudio de las funciones
orbita-transitivas, estrictamente 6rbita transitivas y w-transitivas. Finalmente, en el 2017,
E. Akin, J. Auslander y A. Nagar [4] definen una clase més grande que la clase de las
funciones minimales, la clase de las funciones minimales inversas sobre espacios métricos.

En esta seccion presentamos mas clases de funciones del tipo transitivas y vemos de
qué manera se relacionan con las funciones definidas en la seccién anterior.

Definicion 1.3.1. Sean X un espacio topolégico, A y B subconjuntosde X'y f: X — X
una funcién. Se define el siguiente conjunto:

ni(A,B) ={k e N: An f*(B) # 0}.

Definicién 1.3.2. Sean X un espacio topologico y f: X — X una funcién. Se dice que

f es:
(1) Orbita-transitiva si existe z € X tal que cl(O(z, f)) = X.

(2) Estrictamente drbita-transitiva si existe x € X tal que cl(O(f(x), f)) = X.
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w-transitiva si existe x € X tal que w(z, f) = X.

TT, ., sipara cualquier par de subconjuntos abiertos no vacios U y V de X, el conjunto
ns(U, V) es infinito.

Suavemente mezclante si para cualquier espacio topologico Y y cualquier funcion
transitiva, g : Y — Y, la funcién f x g es transitiva.

Ezactamente Devaney cadtica si f es exacta y Per(f) es denso en X.

Minimal inversa si para cada x € X, el conjunto {y € X : f'(y) = x, para algtn [ €
N} es denso en X.

Totalmente minimal si para cada s € N, f° es minimal.

Dispersora si para cualquier espacio topolégico Y y cualquier funcién minimal, g :
Y — Y, la funcién f X g es transitiva.

Touhey si para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U y V' de X, existen un
punto periédico x € U y k € Z,. tales que f(x) € V.

Un F-sistema si f es totalmente transitiva y Per(f) es denso en X.

Exacta Suavemente mezclante

I

Mezclante

/

Un F-sistema ——T. transitiva  F. transitiva

|

Touhey Caotica — Transitiva <———  w-transitiva

e

Sobreyectiva

Débilmente mezclante

E. Devaney cattica TT, 4 Dispersora Estrictamente orbita-transitiva

Orbita-transitiva

Figura 1.10: Resumen de relaciones que se dan de manera general.
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En el diagrama de la Figura [1.10| mostramos relaciones entre las funciones de las
Definiciones[1.2.8)y[I.3.2] para el caso general, es decir, cuando X es un espacio topologico y
f: X — X cualquier funciéon. Para las pruebas de estas inclusiones recomendamos revisar
[3, T4, 21] y [63] (denotamos con T. transitiva, F. transitiva y E. Devaney caotica a las
funciones totalmente transitivas, exactamente Devaney cadticas y fuertemente transitivas,
respectivamente).

En el Teoremall.3.3|se presentan otras relaciones que no se muestran en el diagrama de
la Figura[l.10] Incluimos su demostracion ya que las pruebas no se siguen inmediatamente
de la definicién como en el caso de las funciones Touhey, exactamente Devaney cadticas,
dispersoras, suavemente mezclantes y los F-sistemas.

Teorema 1.3.3. Sean X un espacio topolégico y f : X — X una funcién. Entonces se
cumple lo siguiente:

(1) Si f es exacta, entonces f es minimal inversa.
(2) Si f es minimal inversa, entonces f es transitiva.

Demostracion. Supongamos que f es exacta. Sean z € X y U un subconjunto abierto
no vacio de X. Puesto que f es exacta, existe k € N tal que f*(U) = X. Por otro lado,
ya que x es un punto en X, por la igualdad anterior podemos concluir que z € f*(U).
Con esto tltimo aseguramos la existencia de u € U tal que f¥(u) = z. Por lo tanto,
u e {ye X : fl(y) =z, para algin [ € N}. Asf, f es minimal inversa.

Ahora supongamos que f es minimal inversa. Sean U y V subconjuntos abiertos no
vacios de X y v € V. Ya que f es minimal inversa, el conjunto {y € X : fl(y) =
v, para algtin [ € N} es denso en X. Esto implica que la interseccion {y € X : fl(y) =
v, para algiin [ € N} NU es no vacia. Asi, existen u € U y [ € N tales que f'(u) = v. Con
lo cual podemos concluir que f!(u) € f{(U)N V. Por lo tanto, f es transitiva. O

A continuacion presentamos ejemplos de las funciones dadas en la Definicion [1.3.2]

Ejemplo 1.3.4. Sea T : [0,1] — [0, 1] como en el Ejemplo[1.1.44] En [54, Proposicion 7.3]
se verifica que Per(T) es denso en el intervalo [0, 1]. Ademés, por la Proposicion [1.2.9]
tenemos que T es exacta. Por lo tanto, T" es exactamente Devaney caotica. Finalmente,
por el diagrama de la Figura [I.I0] tenemos que T es totalmente transitiva. En conse-
cuencia, T es un F-sistema. También, de [63, pag. 952|, sabemos que las propiedades de
w-transitividad y transitividad son equivalentes para espacios topoldgicos con una base
numerable, parcialmente compactos y pseudo-regulares y para cualquier funciéon continua.

Asi, por la Proposicion [1.2.10, T" también es w-transitiva.
Ejemplo 1.3.5. Sea Ry : S' — S! como en la Definicion [1.2.12] Sabemos que Ry es

minimal, irreducible, fuertemente transitiva y transitiva. En este ejemplo agregamos otras
dos propiedades que cumple la rotacién irracional: minimal inversa y 77T, . Ademas, si
r € N, Rj(z) = e*™"2. De aqui, para cada r € N, Rj(z) es también una rotacion irracional.
Por lo tanto, para cada r € N, Rj(z) es minimal. Consecuentemente, Ry es totalmente
minimal.
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Ejemplo 1.3.6. Sea f : X — X como en el Ejemplo [1.1.47| Luego, f es érbita-transitiva
va que cl(O(1, f)) = X [63, Ejemplo 3.3].

Ejemplo 1.3.7. Sean f: X — X como en el Ejemplo y Y =0, 1] con la topologia
7={[0,%) : t € (0,1]} U {0, Y}. Definamos la funcion F; : X x Y — X x Y como sigue:

(570)7 t7é0§
Fi((s,1) :{ (F().0), =0,

Luego, F} es una funcion estrictamente orbita-transitiva ya que cl(O(Fi((1,1)), F1)) =
X xY [63, Ejemplo 3.3].

Ejemplo 1.3.8. Sea f :[0,2] — [0, 2] la funcion dada por:

2 41, siOSmS%;
fl)=3 —2z+3, sis<z<I;
—r+2, sil<zx<2

Se cumple que f es caodtica y Touhey [34, Ejemplo 1].

1.4. Condiciones para obtener equivalencias y nuevas
relaciones

En esta seccion presentamos una recopilacion de inclusiones que se dan entre las clases
de funciones dadas en las Definiciones y cuando se anaden condiciones al
espacio o a la funcion. Cabe senalar que la prueba de la mayoria de los resultados que
presentamos requieren el uso de conceptos y teoremas que no estan dentro de los objetivos
de esta tesis, por ello, a los interesados en conocer estos detalles les recomendamos revisar
[l 7, 24), 45], 48, B5] y [83].

Teorema 1.4.1. Sean X un espacio topolégico compacto y f : X — X una funciéon
continua. Si f es totalmente minimal, entonces f es transitiva.

Demostracion. Supongamos que f es totalmente minimal. Por definicién, tenemos que
f es minimal. Ademaés, ya que X es compacto y f continua, de [80, Teorema 1.5.20],
obtenemos que f es fuertemente transitiva. Finalmente, por el diagrama de la Figura
[1.10, podemos concluir que f es transitiva. O

Teorema 1.4.2. (|83, Proposicion 2.6]) Sean X un espacio topologicoy f: X — X una
funcién continua. Si f es cadtica, entonces f es Touhey.

Demostracion. Supongamos que f es cadtica. Sean U y V' subconjuntos abiertos no vacios
de X. Por hipotesis, existen k € Ny u € U tales que f¥(u) € V. De aqui, u € f~*(V).
Ademas, ya que f es continua y transitiva, W = UN f~%(V) es un subconjunto abierto no
vacio de X. Notemos que f*(W) C V. Por otro lado, ya que Per(f) es denso en X, existe
p € W tal que p es un punto periédico. De todo lo anterior podemos concluir que existen
el punto periddico p € U y k € N tales que f¥(p) € V. Por lo tanto, f es Touhey. ]
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Teorema 1.4.3. ([4, pag. 26]) Sean X un espacio métrico compacto y f : X — X una
funcién continua. Si f es minimal entonces f es minimal inversa.

Vimos en los diagramas de las Figuras [1.7] y que las funciones minimales
y totalmente transitivas no guardan alguna relacién entre si cuando se consideran sobre
espacios topologicos generales, sin embargo, al considerar espacios conexos, obtenemos el
siguiente resultado:

Teorema 1.4.4. ([, Teorema 2.5|) Sean X un espacio topolégico y f : X — X una
funciéon continua. Si X es conexo y f es minimal, entonces f es totalmente transitiva.

A continuaciéon mostramos otro resultado interesante que podemos encontrar en [7].

Teorema 1.4.5. ([7, Lema 7.2]) Sean S* como en la Definicion [1.2.12]y f : S' — S!
una funcién continua con Per(f) denso en S'. Si f es totalmente transitiva, entonces f
es mezclante.

De la Definicion|1.3.2] parte (8), concluimos de inmediato que toda funcion totalmente
minimal es minimal, sin embargo, el reciproco ya no es para nada trivial. En [48, Lema
4] podemos encontrar la prueba del Teorema m

Teorema 1.4.6. (|48, Lema 4]) Sean X un espacio métrico, compacto y sin puntos aisla-
dosy f : X — X una funcién continua. Si f es minimal y débilmente mezclante, entonces
f es totalmente minimal.

Condiciones alternativas a las dadas en [48, Lema 4], son las que se mencionan en [55,
pag. 4.

Teorema 1.4.7. Sean X un espacio topoloégico de Hausdorff, compacto y conexo y f :
X — X una funcién continua. Si f es minimal, entonces f es totalmente minimal.

En [7, pag. 507], J. Banks menciona que existen funciones débilmente mezclantes que
no son mezclantes. Mas atn, da condiciones bajo las cuales estas nociones son equivalentes.

Teorema 1.4.8. (|7, Corolario 1.1]) Sean X un espacio topologico y f : X — X una
funcion continua. Si f es totalmente transitiva y Per(f) es denso en X, entonces, para
cadan > 1, f* es débilmente mezclante.

Demostracion. Sea | € N. Veamos que f' es débilmente mezclante. Sean U y V subcon-
juntos abiertos no vacios de X x X. De aqui, existen subconjuntos abiertos no vacios
Up,Uy,Vi v Vo de X tales que Uy x Uy C U v Vi x Vo C V. Ya que f! es transiti-
va, existe k € N tal que f*(U;) NV; # 0. Luego, por [80, Teorema 1.2.1] y puesto
que f'* es continua, la interseccion U; N f~*(V}) es un subconjunto abierto no vacio
de X. Asf, por hipétesis, (U; N f~*(V1)) N Per(f) # 0. Con lo cual obtenemos que
existe v € Uy y m € N tal que f™(z) = 2y f*(z) € Vi. Esto implica que, para ca-
da j € N, fmitlk(y) = f*(x). Finalmente, para cada j € N, fmitkU)nv, # 0.
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Por otro lado, ya que f™ es transitiva y f~*(V5) es un subconjunto abierto no va-
cio de X, existe j; € N tal que (f™)7(Uy) N f~*(V3) # 0. Lo cual nos lleva a con-
cluir que, f™**(U,) NV, # (. Pongamos p = mj; + k. De todo lo anterior, tene-
mos que (fHP(U) NVi # 0y (f)P(Uz) N Va # 0. Sea (uj,us) € Uy x Uy tal que
(ff x fHP((uy,uz)) € Vi x Vo, Luego, (f! x fOP((ur,u0)) € (ff x fHP(U) N V. Por lo

tanto, f' x f! es transitiva y asi, f! es débilmente mezclante. [

Del Teorema y el hecho de que para funciones continuas toda funcién totalmente
transitiva es mezclante, J. Banks deduce que bajo las condiciones del Teorema[1.4.8] toda
funcién débilmente mezclante es mezclante.

Por otra parte, G. Haranczyk, D. Kwietniak y P. Oprocha [45, Teorema 4.4] obtienen
condiciones alternativas bajo las cuales una funciéon débilmente mezclante es mezclante.

Teorema 1.4.9. ([45, Teorema 4.4]) Sean X un espacio métricoy f : X — X una
funcion continua. Si f es la gréafica de una funcion ([45, pag. 1550]) débilmente mezclante,
entonces f es mezclante.

L. I. Alseda, M. A. Del Rio y J. A. Rodriguez [, pag. 283| también analizan algunas
nociones relacionadas con la transitividad topolégica sobre graficas de funciones y logran
dar condiciones bajo las cuales una funciéon transitiva es totalmente transitiva. Cabe
mencionar que en [45] las graficas de funciones no se definen de la misma manera que en
[5], sin embargo, es muy probable que estas dos definiciones sean equivalentes.

Teorema 1.4.10. (|5, Teorema 10]) Sean G una grafica topologica (|5, pag. 283]) y
f G — G una funcién continua. Si f es transitiva, entonces f es totalmente transitiva.

Este ultimo resultado permite deducir las condiciones bajo las cuales una funcion
totalmente transitiva es un F'-sistema.

Teorema 1.4.11. Sean GG una grafica topolodgica y f : G — G una funcién continua. Si
f es transitiva y Per(f) es denso en GG, entonces f es un F-sistema.

La prueba del Teorema se pude consultar en |24, Proposicion 3.4]. Cabe men-
cionar que en [24, pag. 647|, las funciones dispersoras se definen de manera diferente a
como lo hacemos en esta tesis, sin embargo, en |24, Proposicion 4.1] se verifica que dicha
definiciéon es equivalente a la dada en la Definicion , parte (9), para espacios métricos
compactos y funciones continuas y sobreyectivas.

Teorema 1.4.12. (|24, Proposicién 3.4]) Sean X un espacio métrico compacto y f :
X — X una funcién continua y sobreyectiva. Si f es débilmente mezclante, entonces f es
dispersora.

También, en |24, Proposicion 3.8] se dan las condiciones bajo las cuales las funciones
dispersoras y débilmente mezclantes son equivalentes.

Teorema 1.4.13. (|24, Proposicion 3.8|) Sean X un espacio métrico compactoy f : X —
X una funciéon continua y sobreyectiva. Si f es minimal, entonces dispersora y débilmente
mezclante son conceptos equivalentes.
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1.4. Condiciones para obtener equivalencias y nuevas relaciones




Capitulo 2

Transitividad topolégica en productos simétricos

En este capitulo presentamos los conceptos de teoria de hiperespacios necesarios para
el desarrollo de este trabajo de investigaciéon. Ademas, estudiamos las primeras nociones
de transitividad topologica en los productos simétricos de un espacio topologico.

2.1. Productos simétricos

Hasta hace poco el estudio de los sistemas dinamicos discretos habia resultado sufi-
ciente para responder preguntas sobre el posible comportamiento de un fenémeno de la
naturaleza en el que estuvieran involucrados el movimiento y el tiempo. Sin embargo,
para estudiar muchos otros fenémenos de la naturaleza con estas dos caracteristicas es
necesario tener una nociéon del comportamiento de todo un conjunto de objetos. A esta
otra cara de los sistemas dinamicos se le conoce como dindmica colectiva. Es por esta
probleméatica que surgié la necesidad de tener una herramienta que permitiera analizar
propiedades de conjuntos cuyos puntos son subconjuntos, y hasta ahora, la herramienta
mas poderosa que se tiene para abordar este problema es la teoria de hiperespacios.

La teoria de hiperespacios tiene sus inicios alrededor del ano 1900 con los trabajos
de F. Hausdorff [46] y L. Vietoris [84]. Uno de los primeros hiperespacios que se define
es el hiperespacio C'L(X) el cual consiste de todos los subconjuntos no vacios y cerrados
de X. Algunos de sus hiperespacios més conocidos son: 2% que consiste de los elementos
de CL(X) que son compactos, F(X) conformado por todos los elementos de CL(X) que
tienen un ntmero finito de puntos y C(X) que consiste de los elementos de 2% que son
conexos. Dado un nimero natural n, otros hiperespacios que se han definido son: C, (X)
que consiste de los elementos de C'L(X) que tienen a lo mas n componentes, y F,(X)
formado por los elementos de C'L(X) que tienen a lo méas n puntos. En particular, el
hiperespacio F,(X) fue introducido originalmente por K. Borsuk y S. Ulam en 1931,
al cual denominaron el n-ésimo producto simétrico de X [26]. Mas tarde, L. Vietoris
construye una base para una topologia sobre F,,(X) [84], a la que hoy en dia se le conoce
como la topologia de Vietoris. Se ha comprobado que esta topologia es la mejor topologia
que hace que propiedades de X sean heredadas al hiperespacio C'L(X) y viceversa. Hoy en
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dia son muchos los problemas que se pueden atacar dentro de la teoria de hiperespacios,
sin embargo, la experiencia nos dice que la esencia de ésta consiste en tratar de responder
la siguiente pregunta: dado un espacio topologico, una familia de espacios topologicos P,y
H(X) un hiperespacio de X, jqué relaciones existen entre las siguientes dos condiciones?:
(1) X € Py (2) H(X) € P. Parte de la fuerza que sigue teniendo esta pregunta se
debe a la construccion de nuevos hiperespacios. Un ejemplo claro es el trabajo de S.
B. Nadler, Jr. quien en 1979 inicia el estudio del hiperespacio suspension HS(X) =
C(X),/Fi(X) al cual llamé el hiperespacio suspension del continuo X [71]. Anos mas
tarde, S. Macias generalizo el estudio del hiperespacio suspension, considerando el espacio
cociente HS,(X) = Cn(X),/Fn(X), a este hiperespacio lo llamé6 n-ésimo hiperespacio
suspension del continuo X [64]. Posteriormente, en el 2010, F. Barragén, para n > 2,
define e inicia el estudio del espacio cociente SF,(X) = F,(X),/Fi1(X), al que denomind
n-ésimo producto simétrico suspension del continuo X [9).

A continuacion damos los conceptos bésicos necesarios sobre la teoria de hiperespacios
que necesitamos para una mejor comprension del presente escrito. A los interesados en
hacer una investigacion méas profunda sobre estos conceptos les sugerimos revisar |9, [10]

y [80).

Definicién 2.1.1. Sean X un espacio topologico y n € N. Se define y denota el n-ésimo
producto simétrico de X como sigue:

Fo(X)={AC X :A#0Dy A tiene a lo mas n elementos}.

Definicion 2.1.2. Sean X un espacio topologico, k£ un nimero natural y Ay, Ao, ..., Ay
subconjuntos no vacios de X. Se define el conjunto:

k
(Al,...,Ak>:{BQX:BQUAinﬁAZ;é@, paracadaie{l,...,k}}.

=1

Observacion 2.1.3. A partir de ahora, vamos a trabajar con las colecciones (A, ..., Ag)
tales que (Ay,..., Ay) C F.(X).

La prueba del Teorema se puede revisar en [47, Lemma 4.2|.

Teorema 2.1.4. Sean (X, 7) un espacio topologico y n un nimero natural. Luego, la
coleccion = {(Uy,...,U,) : paracada i € {1,...,n},U; € 7}, genera una topologia
sobre F,,(X), para la cual 5 es una base.

La topologia generada por  para F,(X) se denota por 7y y se llama topologia de
Vietoris

Observemos en la Definicion que los espacios topologicos X y F,(X) estan estre-
chamente relacionados. Por lo que, era de esperarse que algunas propiedades topolégicas
se heredaran de un espacio al otro. En la actualidad existe un gran ntimero de trabajos en
los que se analiza esta relacion para diferentes propiedades topologicas [13, [16], 26, [72] [80].
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Cabe mencionar que el estudio de las relaciones entre los espacios X y F,(X) se
ha analizado a profundidad considerando a X un continuo. Sin embargo, en los tltimos
anos, se ha buscado analizar mas propiedades topologicas considerando ahora espacios
topologicos de Hausdorff [42] o espacios topologicos T [80]. Algunos ejemplos de esta
tltima afirmacion se muestran en la tabla de la Figura [2.1] Las pruebas de estos y muchos
otros resultados se pueden revisar en [42] y [80].

I Propiedad | FX) =X [X=FRX)]
Perfecto Si Si
Parcialmente compacto y pseudo-regular || Pregunta abierta Si
Separable Si Si
Primero numerable ST ST
Regular Si Si
Localmente compacto Si Si

Figura 2.1: Relaciones entre X y F,,(X) cuando X es un espacio topologico de Hausdorff
(6] Tl-

En este trabajo de tesis ademés de considerar simplemente espacios topolégicos, ana-
lizamos propiedades dinamicas y topologicas que no se han estudiado en ningtn otro
proyecto de investigacion.

Otro atractivo dentro de la teoria de hiperespacios es la construcciéon de modelos
[29, 50, (2, [68].

Los siguientes son ejemplos clasicos de modelos del hiperespacio F,,(X) y en [50] se
puede revisar con gran detalle la construcciéon de estos y otro modelos.

Ejemplo 2.1.5. El tridngulo {(u,v) : 0 < u < v < 1} es un modelo para el hiperespacio
F>([0,1]) |50, pag. 51].

F.([0,1])
(a,b)

[0’1] —

RS

Figura 2.2: Modelo para F5([0, 1]).

Ejemplo 2.1.6. Sea Y un triodo simple [79, Ejemplo 2.1.5]. Un modelo para F»(Y") es el
que se muestra en la Figura 2.3 ([50, pag. 55]).
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F.(Y)

Figura 2.3: Modelo para F,(Y).

Ejemplo 2.1.7. Sea S = {¢* : x € [0, 27]}. El modelo para F»(S!) es la cinta de Mobius
[50, pag. 53]. Ver Figura [2.4]

S 1 Tz (S 1)

Figura 2.4: Modelo para F,(S*).

Ejemplo 2.1.8. Un modelo para F2(Continuo de la figura ocho) se construye haciendo
los pegados que se muestran en la Figura [2.5| (|50, pag. 57]).
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F.(B)

OO
Figura 2.5: Modelo para F,(Continuo de la figura ocho).

Como se mencion6 anteriormente, los modelos que se acaban de revisar son algunos de
los ejemplos clasicos dentro de la teoria de hiperespacios, sin embargo, aunque poco co-
nocidos, se han construido otros modelos igual de importantes que los anteriores pero que
ya no es posible visualizarlos en R3. A continuaciéon, presentamos un pequefio panorama
de los diferentes modelos de hiperespacios que se conocen.

Notemos que los tinicos subconjuntos del continuo de la figura ocho son el arco, la
circunferencia, el triodo simple, la paleta, el 4-odo simple y la medalla (ver Figura .
Ademas, ya vimos que el continuo de la figura ocho se puede encajar en R3. Asi que los
modelos para F5(X), donde X es un subcontinuo de la figura ocho, también se pueden
encajar en R?. Méas aiin, estos continuos son todos los continuos localmente conexos cuyos
modelos para F»(X) se pueden encajar en R3. La prueba de esta afirmacion se puede
consultar en [29, Teorema 3].

Circunferencia Triodo simple
Arco
Ocho
Paleta 4-odo simple Medalla

O X QP

Figura 2.6: Continuos localmente conexos cuyo modelo para F,(X) se puede encajar en
R3.

En [52 Teorema 2.4| se demuestra que para cualquier nimero natural n, el hiperespacio
Fn(Q) es homeomorfo al cubo de Hilbert, donde @ es el cubo de Hilbert.

En [68, Teorema 1], se verifica que F»([0, 1]*) es homeomorfo a [0, 1].

En el mismo articulo de 1931 [26] en el que K. Borsuk y S. Ulam definen el n-ésimo
producto simétrico de un espacio topologico, ellos verifican que F3([0, 1]) es homeomorfo a
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[0, 1]3 [26, Teorema 6]. Uno supondria que F4([0, 1]) es homeomorfo a [0, 1]*. Sin embargo,
esto no se acerca nada a la realidad. En [26, Teorema 7|, K. Borsuk y S. Ulam también
verifican que, para cada ntimero natural n mayor o igual que cuatro, no es posible encajar
a F,([0,1]) en [0, 1]™.

La construccion de modelos de hiperespacios no ha sido un trabajo facil ni siquiera para
aquellos matematicos de gran prestigio. Algunos de ellos tuvieron que errar para que otros
pudieran llegar a la verdad. Un ejemplo fue el trabajo de K. Borsuk en 1949, quien escribe
un articulo [25] en el que “prueba” que F3(S') es homeomorfo al producto cartesiano de
la circunferencia unitaria y la esfera de dos dimensiones. Nadie hubiera imaginado que
el gran matematico que defini6 el n-ésimo producto simétrico 18 anos antes, estuviera
equivocado. Sin embargo, en el ano 1952, R. Bott escribe una carta a K. Borsuk haciéndole
saber los errores que habia encontrado en su trabajo: “En su articulo, Sobre la tercera
potencia simétrica de la circunferencia, usted afirma que la tercera potencia simétrica S%S)
del circulo Sy es homeomorfo al producto Cartesiano de S7 y la esfera de dos dimensiones
Ss. En la prueba de este enunciado, dos partes deben resaltarse. En la primera y principal
parte, usted demuestra que SES) puede ser obtenido por una adecuada identificacion de la
frontera de dos anillos de anclaje. Como segunda parte, usted afirma que la identificacion
de la frontera de estos anillo de anclaje es tal que la variedad obtenida es homeomorfa a
S1 %X Sy. Pero de hecho, la identificacion que usted realiza es incorrecta y, en consecuencia,
su conclusion final de que la variedad obtenida es homeomorfa a Sy x Sy es falsa” (|21]).

Para conocer més sobre la historia del desarrollo de modelos de hiperespacios se puede
consultar [74].

2.2. Funciones inducidas

Dados dos continuos X y Y, f : X — Y una funcién continua y H(X) y H(Y
hiperespacios para X y Y respectivamente, tales que si A € H(X), entonces f(A)
H(Y), se puede definir una funcion H(f) : H(X) — H(Y), dada por H(f)(A) = f(A),
para cada A € H(X). A esta clase de funciones se les conoce como funciones inducidas
entre hiperespacios. Existe un gran niimero de trabajos en los que se analizan propiedades
de las funciones inducidas entre hiperespacios, las mas estudiadas hoy en dia son 2/, C(f),
Co(f)y Ful(f) (ver |6, 17,149, 53] v [65]). Son algunos de estos trabajos de los cuales surgi6
nuestro deseo de intentar contribuir al engrandecimiento de esta rama tan importante de
las matematicas analizando propiedades dinamicas de la funcion F,(f) que se define a
continuacion.

~—

m

~—

Definicion 2.2.1. Sean X un espacio topologico y f : X — X una funciéon. A la funcion
Foulf) : Fu(X) = Fo(X) dada por F,(f)(A) = f(A), para cada A € F,(X), se le llama
funcion inducida por f, al hiperespacio F,(X).

Observacion 2.2.2. Sean X un espacio topologico, f : X — X una funcién y n,s € N.
Observemos que F,(f*) = (F.(f))°.
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Son muchas las propiedades topolégicas y dinamicas de la funcion F,(f) que se han
analizado a lo largo de la historia de la teoria de hiperespacios y no bastaria una seccion
para mencionar cada una de ellas. Por ello, en la tabla de la Figura a manera de
resumen, se muestran algunas de estas propiedades. Los interesados en conocer la prueba
de cada una de estas afirmaciones pueden consultar [80]. Es importante resaltar que en
este proyecto de investigacion ademas de analizar méas clases de funciones, trabajamos
con funciones no necesariamente continuas.

H Propiedad H Folf)=f H f= F.f) H
Continua Si Si
Inyectiva Si Si
Sobreyectiva Si S1
Homeomorfismo Si Si
Transitiva Si No
Mezclante Si Si
Débilmente mezclante Si Si
Totalmente transitiva Si No
Fuertemente transitiva Si No
Localmente eventualmente sobreyectiva Si St
Irreducible Si Problema abierto
Minimal Si No
Cadtica Si No
Semi-abierta Si Si

Figura 2.7: Resumen de relaciones entre f y F,,(f) cuando X es T} y f cualquier funcion.

A los interesados en conocer mas sobre como se ha desarrollado la teoria de los hiper-
espacios a través de la historia, avances y los tultimos hiperespacios que se han definido,
les sugerimos revisar [74].

2.3. Transitividad topolbgica en productos simétricos

El concepto de sistema dindmico discreto transitivo, actualmente conocido como tran-
sitividad topologica, fue introducido en 1920 por G. D. Birkhoff [23] (para espacios mé-
tricos). Desde sus inicios, este concepto ha sido objeto de estudio de un gran numero de
mateméticos y por esta razon, son muchos los trabajos en los que se puede encontrar
informacion de esta nociéon. Sin embargo, a nuestro parecer, un buen texto introductorio
al estudio de la transitividad topologica se encuentra en [54]. Ademéas, han surgido otras
nociones muy similares, las cuales estéan relacionadas o son equivalentes a la transitividad
topologica en espacios topologicos generales y/o particulares, algunas de ellas se encuen-
tran en [3], 43] [63] y [83]. Por otro lado, el nimero de publicaciones referente al estudio de
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esta nociéon en los productos simétricos y en general en hiperespacios, ha ido en aumento
en los ultimo anos (ver [6, 10, [17] y [41]). Es de resaltar que la transitividad topologica en
productos simétricos ha sido muy estudiada dentro de la teoria de continuos, sin embargo,
el trabajo de C. Good y S. Macias [42] sugiere que muchas de estas nociones se pueden
generalizar a espacios topologicos méas generales, y en efecto, en [80)] iniciamos con el es-
tudio de la transitiviadad topologica en espacios topologicos T; y en [I3], continuando
con la generalizacion de resultados, iniciamos el estudio de la transitividad topoldgica en
productos simétricos considerando espacios topologicos.

Continuando con estas ideas, en esta seccion presentamos més propiedades topologicas
y dindmicas de los productos simétricos de un espacio topologico. Es importante senalar
que a partir de esta seccion, todos los resultados que se presentan en este trabajo de
tesis son originales a excepcion de algunos ejemplos que tomamos de articulos a los cuales
hacemos referencia. Referente a los resultados de esta seccion, los Teoremas 2.3.2
2.3.3} [2.3.4] y [2.3.5]los incluimos en [13]. Por otro lado, los Teoremas [2.3.11], [2.3.13] [2.3.15),
2.3.17, 2.3.18| y Proposiciones [2.3.12 y [2.3.19] los incluimos en [78].

Teorema 2.3.1. Sea (X, 7) un espacio topologico. Luego, X tiene una base numerable
si y solo si F,,(X) tiene una base numerable.

Demostracion. Sea v = {V; € 7 | i € N} una base numerable para X. Vamos a verificar
que:
v ={(V,...., Vi) | Vi €, paracada i€ {l,...,l} y €N}

es una base numerable para F,,(X). Claramente, 7' es una coleccion numerable. Por [47,
Lema 4.2|, 5/ = {(Uy,...,U,) | U; € 7, paracada i € {1,...,n}} forma una base para
la topologia de Vietoris, 1y, en F,(X). Asi, por el Teorema es suficiente con
verificar que, para cada A € [ y para cada A € A, existen ] € Ny Vi,...,V; en 7,
tales que A € (Vq,....V)) C A Sea Ae 'y A={z1,...,2:} € A Por [47, Lema 4.2],
existen subconjuntos abiertos no vacios Uy, ..., U, de X tales que A € (Uy,...,U,) C A.
Para cada i € {1,...,k}, sea U,, = ({U € {Uy,...,U,} | z; € U}. Notemos que,
A€ (Uy,...,U,) C(Uy,...,U,). Por hipotesis, para cada i € {1,...,k}, existe V; € v
tal que z; € V; C U,,. De aqui, A € (Vq,..., Vi) C A, con (V4,... Vi) € 4. Por lo tanto:

Y ={(Vi,....Vi)) | ;€8 paracada i€{l.....l} y I€N}

es una base para F,,(X).

Supongamos que F,(X) tiene una base numerable U. Sea B = {|JV | V € U}. Por
[13, Teorema 3.2|, los elementos de B son subconjuntos abiertos de X, claramente, B es
un conjunto numerable. Veamos que B es una base para X. Sea U un subconjunto abierto
de X y x € U. Luego, (U) es un subconjunto abierto de F,,(X) y {z} € (U). Ya que U
es una base para F,(X), por el Teorema [1.1.12] existe # € U tal que {z} € U C (U).
Luego, z € |JU C U. Notemos que | JU € B. Por lo tanto, B es una base numerable para
X. O

Teorema 2.3.2. Sean X un espacio topologico y n € N. Luego, X es T} siy solo si F,,(X)
es 7).
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Demostracion. Supongamos que X es 7. Sean A y B puntos distintos en F,(X). De
aqui, AZ B o B ¢ A. Sin pérdida de generalidad, supongamos que A ¢ B. Asi, existe
a € Atal que a & B. Seal € N con !l < ny pongamos B = {b,...,b}. Esto implica
que, para cada j € {1,...,l}, a # b;. Ya que X es T}, para cada j € {1,...,[}, existen
subconjuntos abiertos U; y V; de X tales que a € U;\ 'V, y b; € V;\ U;. Sea U = ﬂi:l U;.
Notemos que U es un subconjunto abierto no vacio de X tal que A € (X,U)\ (V4,...,V))
y Be (W,...,V)) \ (X,U). Por lo tanto, F,,(X) es 1.

Ahora supongamos que F,(X) es Tj. Sean z y y puntos distintos de X. Luego, {z} v
{y} son puntos diferentes de F,,(X). Ya que F,(X) es T}, existen subconjuntos abiertos
Uy V de F(X) tales que {z} e U\ V y {y} € V\U. De aqui, existen subconjuntos
abiertos no vacios Vi,...,V,, Uy, ..., U, de X tales que {z} € (Uy,...,U;) \ (V4,.... V)
vy iyt € Vi,...,Vi) \(Uy, ..., Uy). En consecuencia, x € ();_, U; y existe k € {1,...,1}
tal que = & Vi. Ademaés, y € ﬂ;zl‘/} y existe m € {1,...,r} tal que y & U,,. Sean
U= ﬂ;zl Uiy V = ﬂ;zl V;. Luego, U y V son subconjuntos abiertos de X tales que
reU\V yyeV\U. Por lo tanto, X es Tj. O

Teorema 2.3.3. Sean X un espacio topolégico y n € N. Luego, X es de Hausdorff si y
solo si F,,(X) es de Hausdorff.

Demostracion. Supongamos que F,(X) es de Hausdorff. Sean x; y z5 puntos distintos
de X. Asi, {z1} vy {22} son puntos distintos de F,(X). Ya que F,,(X) es de Hausdorff,
existen subconjuntos abiertos U y V de F,,(X) tales que {1} e U, {z2} e VyUNV = 0.
Por [47, Lema 4.2|, existen subconjuntos abiertos no vacios Uy, ..., U,, Vi,...,V, de X
tales que {z1} € (Uy,...,U,) CUy {x2} € (V1,...,V,) CV. Notemos que (Uy,...,U,)N
Vi...,Va)y=0.Sean U =N, Uiy V=, Vi Luego, z; e U, 2o € VyUNV = 0.
Por lo tanto, X es de Hausdorff.

Ahora supongamos que X es de Hausdorff. Sean A y B puntos distintos de F,,(X).
De aqui, A € B o B ¢ A. Sin pérdida de generalidad, supongamos que A ¢ B. Sean
a€ A\B,meNyB={by,...,b,}. Asi, para cadai € {1,...,m}, a # b;. Ya que X es
de Hausdorff, para cada i € {1,..., m}, existen subconjuntos abiertos U; y V; de X tales
queacU,beV;yUnV,=0.Sean U = (X, 2, U;) y V= (Vi,..., V). Luego, U y
Y son subconjuntos abiertos de F,(X) tales que A € U y B € V. Veamos que U NV = ().
Supongamos que existe D € U N V. Esto implica que DN (N, U;) #0y D C U2, Vi
Sea z € DN (N2, U;). Asi, z € |J;~, Vi. De aqui, existe ig € {1,...,m} tal que z € Vj,. Ya
que z € (i, U;, obtenemos que z € Uy, vy asi, z € Vi, N U,,, lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto, YNV =0 y F,(X) es de Hausdorff. O

Teorema 2.3.4. Sean X un espacio topoldgico y n € N. Luego, X es pseudo-regular si y
solo si F,(X) es pseudo-regular.

Demostracion. Supongamos que X es pseudo-regular. Sea I/ un subconjunto abierto no
vacio de F,,(X). Asi, por [47, Lema 4.2], existen subconjuntos abiertos no vacios Uy, . .., U,
de X tales que (Uy,...,U,) CU. Ya que X es pseudo-regular, para cada i € {1,...,n},
existe un subconjunto abierto no vacio V; de U; tal que clx(V;) C U;. Notemos que
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(Vi,...,V,) es un subconjunto abierto de 7, (X). Veamos que clg, x)({(V1,...,V,)) C U.
Por [I3, Teorema 3.2], tenemos que clg, (x)((V1, ..., Vo)) = (clx(V1), ..., clx(V;)). Clara-
mente, (clyx(V1),...,clx(V,)) € (Ui,...,U,). En consecuencia, clg, x)((Vi,...,Va)) CU.
Por lo tanto, F,(X) es pseudo-regular.

Ahora supongamos que F,(X) es pseudo-regular. Sea U un subconjunto abierto no va-
cio de X. Asi, (U) es un subconjunto abierto no vacio de F,,(X). Ya que F,,(X) es pseudo-
regular, existe un subconjunto abierto no vacio V de F,(X) tal que clz,(x)(V) € (U).
De [47, Lema 4.2|, existen subconjuntos abiertos no vacios Vi,...,V, de X tales que
(Vi,..., V) C V. Por otro lado, de [I3, Teorema 3.2|, tenemos que (clx(V1), ..., clx(V;)) C
(U). Sea V- =J_, Vi. Luego, V es un subconjunto abierto no vacio de X. Resta verificar
que clx (V) CU. Sea z € clx(V). De aqui, existe iy € {1,...,n} tal que x € clx(V;,). Sin
pérdida de generalidad, supongamos que ig = 1. Para cada i € {2,...,n},seay; € clx(V;).
Notemos que {z,ys,...,yn} € {clx(V1),...,clx(V,)). Luego, {z,y2,...,yn} € (U). Asi,
{z,y2,...,yn} € U. Finalmente, x € U y clx(V) C U. Por lo tanto, X es pseudo-
regular. O]

Teorema 2.3.5. Sean X un espacio topolodgico, U un subconjunto abierto de X y n € N.
Luego, clx(U) es pseudo-regular si y solo si (clx(U)) es pseudo-regular.

Demostracion. Supongamos que clx (U) es pseudo-regular y verifiquemos que {(clx (U)) es
pseudo-regular. De [I3, Teorema 3.2|, esto es equivalente a verificar que clg, x)({(U)) es
pseudo-regular en F,,(X). Sea VW un subconjunto abierto no vacio de clz, x)((U)). De aqui,
W = clg,x)((U)) N W', con W' subconjunto abierto de F,,(X). Ya que W # (), podemos
tomar un punto B € W. Luego, existen subconjuntos abiertos W7, ..., W,, de X tales que
B e (Wi,...,Wp)Nclg, x)((U)) € W. De [13, Teorema 3.2, tenemos que (W1,..., W,)N
clr,x)y((U)) = (Wi, ..., Wy) N {clx(U)). De [80, Observacion 3.1.9], obtenemos que
(Wi, oo, W) N {elx (U)) = (Ui, Winelx (U), clx (U) N WA, ..., clx (U) N W,,) . De aqui,
B e (UL, Wineclx(U),clx(U) N Wy,...,clx(U)NW,,). Asi, para cada i € {1,...,m},
BN (clx(U) N W;) # 0. Por otro lado, para cada i € {1,...,m}, sea T; = W; Nclx (V).
Notemos que, para cada i € {1,...,m}, T; # 0. Ya que, para cada i € {1,...,m}, T;
es un subconjunto abierto de cly(U) y clx(U) es pseudo-regular, existe un subconjun-
to abierto no vacio T} en clx(U) tal que clx(7}) C T;. Sea T = (T7,...,T} ). Luego,
T es un subconjunto abierto de (clx(U)). También, de [13, Teorema 3.2|, tenemos que
(clx(U)) = clr,x)((U)). Asi, T es un subconjunto abierto de clg,x)((U)). Observe-
mos que clg, (x)(T) = (clx(17),...,clx(7},)). Ya que (clx(T7),...,clx(T},)) € (WinN
cx(U),..., Wy Nclx(U)), obtenemos que clg, (xy(7T) € (WiNclx(U),..., Wy Nclx(U)).
Finalmente, puesto que (Wi Nclx(U),..., Wy, Nclx(U)) € (Wi, ..., W) Nelr,x)((U)) v
(Wi, ..., Wn) Nelg,x((U)) €W, tenemos que clg,x)(7) € W. Como W es arbitrario,
deducimos que, para cada subconjunto abierto W de clz, x)((U)), existe un subconjunto
abierto T de clz, (x)({(U)) tal que clz,x)(7T) € W. Por lo tanto, clz,x)((U)) es pseudo-
regular en F,(X).

Ahora supongamos que (clx(U)) es pseudo-regular. Sea V' un subconjunto abierto no
vacio de clx(U). Veamos que existe un subconjunto abierto no vacio W de V tal que
clay @) (W) € V. Recordemos que V = T'Nclx (U), con T subconjunto abierto no vacio de
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X. Asi, (V) = (T) N {clx(U)) es un subconjunto abierto de (clx(U)). Ya que {(clx(U)) es
pseudo-regular, existe un subconjunto abierto no vacio W de (V') tal que clia @) (W) C
(V). Observemos que W = AN (V), con A subconjunto abierto de F,,(X). De [47, Lema
4.2|, tenemos que, existen subconjuntos abiertos no vacios Aj,..., A, de X tales que
(Aq,...,A,) C A. Esto implica que, (Ay,...,A,) N (V) C AN (V) = W. También,
notemos que [80, Observacion 3.1.9]|, clr, x)((A1,..., A,) N (V) = clrx) (Ui 4i N
V.VNAL .., VNA), dex((UL, ANV.VN AL .. ,VNA,)) = (cdx(U, 4N
V), clx(VNAL),...,cdx(VNA,)) y (cx (U, AinV),clx(VNA), ... clx(VNA,)) C (V).
Sea W = [J;_;(V N A4;). Veamos que clay @) (W) C V. Recordemos que clg, (W) =
clx(W) Nnelx(U). Ya que clx(W) C clx(U), tenemos que clx (W) Neclx(U) = clx(W).
Asi, solo debemos verificar que clx (W) C V. Sea z € clx(W) = clx(U_, (VN 4;)) =
Ui, clx (V N 4;). De aqui, existe ig € {1,...,n} tal que z € clx(V N A;,). Sin pérdida
de generalidad, supongamos que ig = 1. Sea y; € clx(V N A;), para cada i € {2,...,n}.
Luego, {x,y2,...,yn} € (cIx(V N Ay),....clx(V N A,)). Asi, {z,y2,...,y,} € V. En
particular, x € V. Ya que z € clx (W) es arbitrario, concluimos que clx (W) C V. Por lo
tanto, clx(U) es pseudo-regular. O

Teorema 2.3.6. Sean X un espacio topologico, n € N, B € F,(X)y f: X — X una
funcion. Entonces, para cada b € B, b es un punto periodico de F,(f) siy solo si B es un
punto periddico de F,,(f).

Demostracion. Pongamos B = {z1,...,x,} con 2 < r < n. Supongamos que, para cada
i€ {l,...,r}, ; es un punto periddico de f. De aqui, para cada i € {1,...,r}, existe
ki € N tal que f*(x;) = ;. Sea k = ky---k,. Se cumple que, para cada i € {1,...,r},
[ (x;) = 2. Ast, (Fo(f))*(B) = B. Por lo tanto, B es un punto periédico de F,(f).
Ahora supongamos que, B es un punto periodico de F,(f). Asi, existe k € N tal que
(Fu(f))*¥(B) = B. Lo cual implica que, f*(B) = B. Se sigue que, f* ‘B: B — B es una
permutaciéon. Ya que B es un subconjunto finito, el nimero de permutaciones de B es r!.
Luego existe m € N tal que (f*)™ {B: idg. En consecuencia, para cada ¢ € {1,...,r},
fEm(x;) = ;. Por lo tanto, para cada x; € B, x; es un punto periédico de f. ]

Por la importancia que tienen los conjuntos +invariantes para la obtencion de resulta-
dos en [80], en este trabajo retomamos esta propiedad con el fin de enriquecer el estudio
de esta nocién en los productos simétricos.

El Teorema [2.3.7] es una generalizacion de [13, Teorema 3.3|.

Teorema 2.3.7. Sean m y n ntmeros naturales, X un espacio topologico, f : X — X

una funcion y Ay, ..., A, subconjuntos no vacios de X. Si, para cada i € {1,...,m}, A,
es +invariante bajo f, entonces el conjunto (A, ..., A,,) es +invariante bajo F,(f).
Demostracion. Supongamos que, para cada i € {1,...,m}, A; es +invariante bajo f.

Sea B € F,(f)((A1,...,An)). Luego, existe A € (A;,..., A,,) tal que F,(f)(A) = B.
De aqui, A C [JX, A; vy, para cada ¢ € {1,...,m}, AN A; # 0. Esto implica que,
f(A) C f(UE, A) = UL, f(A;). Puesto que, para cada i € {1,...,m}, 4; es +invariante
bajo f, tenemos que f(A) C [J, A;. Con lo cual deducimos que B = F,(f)(A) = f(A) C
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Ui~ A;. Ahora veamos que, para cada i € {1,...,m}, BNA; # (. Sea iy € {1,...,m}.
Por hipotesis, AN A;, # (0. Sea z € AN A;,. Luego, f(z) € f(A) y f(z) € f(4;). De
aqui, f(z) € By f(z) € A, Asi, f(z) € BN A;,. Ya que iy se tom6 arbitrario, tenemos
que, para cada i € {1,...,m}, BN A; # . De todo lo anterior, podemos concluir que
B e (Ay,..., A,). Por lo tanto, el conjunto (A4, ..., A,,) es +invariante bajo F,(f). O

Teorema 2.3.8. Sean m y n numeros naturales, X un espacio topologico, f : X — X

una funcion y Ay, ..., A,, subconjuntos no vacios de X. Si, para cada i € {1,...,m}, A;
es —invariante bajo f, entonces (A, ..., A,,) es —invariante bajo F,(f).
Demostracion. Supongamos que, para cada i € {1,...,m}, A; es —invariante bajo f.

Sea B € (Fn(f))'({A1,..., A)). Luego, Fo(f)(B) € (Ay,...,A). De aqui, f(B) C
Uy A v, para cada i € {1,...,m}, f(B) 0 A; # 0. Ast, f(F(B)) € fH(U, A) =
U, f71(A;). Puesto que, para cada i € {1,...,m}, A; es —invariante bajo f, tenemos
que B C [J*, A;. Ahora veamos que, para cada i € {1,...,m}, BN A; # 0. Sea iy €
{1,...,m}. Por hipotesis, f(B) N A;, # 0. Sea z € f(B) N A,,. Luego, existe b € B
tal que f(b) = z. De aqui, f(b) € A,. Se sigue que, f~1(f(b)) C f7'(A;). Asi, ya
que {b} C f71(f(b)) y A, es —invariante bajo f, b € BN A;,. Como iy es arbitrario,
concluimos que, para cada i € {1,...,m}, BN A; # 0. De todo lo anterior, obtenemos
que B € (Ay,..., A,). Por lo tanto, (A;,..., A,,) es —invariante bajo F,(f). O

En los Teoremas y a partir de conjuntos +invariantes (—invariantes) en X,
construimos conjuntos +invariantes (—invariantes) en F,,(X). A continuacion presentamos
un resultado en el que se analiza el reciproco para conjuntos +invariantes.

Teorema 2.3.9. Sean X un espacio topologico, f : X — X una funcién, n € N y U un
subconjunto de F,(X). Si U es +invariante bajo F,,(f), entonces [ JU es +invariante bajo

f.

Demostracion. Supongamos que U es +invariante bajo F,,(f). Sea = € f(|JU). De aqui,
existe y € JU tal que f(y) = x. Con lo cual tenemos que, existe B € U tal que y € B.
Puesto que U es +invariante bajo F,(f), tenemos que F,(f)(B) € U. En consecuencia,
f(B)eUy f(B) CJU. En particular f(y) € [JU. Por lo tanto, x € [JU y asi, | JU es
+invariante bajo f. O]

El teorema que mostramos a continuacion involucra una propiedad muy importante
en la demostracion de resultados que presentamos en lo que resta de este capitulo y en el
capitulo 3.

Teorema 2.3.10. Sean X un espacio topolégico, f : X — X una funcién y n € N. Luego,
X es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f si y solo si F,(X) es +invariante
sobre subconjuntos abiertos bajo F,(f).

Demostracion. Supongamos que X es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f.
Sea U un subconjunto abierto no vacio de F,(X). Veamos que F,(f)(U) C U. Sean
m € Nconm <ny{x,...,en} € Fo(f)(U). De aqui, existen | € Nconl < ny
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{y1,...,u} € U tal que F.(f){y1,.--,u}) = {z1,...,zn}. Por otro lado, de [47, Lema
4.2], existen subconjuntos abiertos no vacios Uy,...,U, de X tales que {y1,...,y} €
(Uy,...,U,) CU. Veamos que {z1,...,z,} € U. O bien, que {x1,...,z,} € (Uy,...,Up,).
Sea z € {x1,...,x,}. De aqui, existe k € {1,...,l} tal que z = f(yx). Puesto que
{y1,...,u} € (Ur,...,Uy,), existe s € {1,...,n} tal que yp € Us. Asi, z = f(yx) € f(Us).
Como Uy es +invariante bajo f, x € Us. De aqui, {z1,..., 2} € U, U;. Ahora bien, sea
io € {1,...,n}. Veamos que {z1,...,x,} NU;, # 0. Por hipotesis, {y1,...,u} NU;, # 0.
Sea k € {1,...,1} tal que yx € U;,. De aqui, f(yx) € f(Ui,). Como {f(y1),...,f(w)} =
{x1,..., 2}, existe j € {1,...,m} tal que f(yx) = z;. Ademas, ya que U;, es +invariante
bajo f, z; = f(yx) € Uj,. En consecuencia, {z1,...,2,} NU;, # 0. Como iy € {1,...,n}
es arbitrario, tenemos que, para cada i € {1,...,n}, {z1,...,2,} NU; # (. Por lo tanto,
{z1,...,2n} € (Ui,...,U,) C U. Finalmente, F,(f)(U) C U y F,.(X) es +invariante
sobre abiertos bajo F,(f).

Ahora supongamos que F,,(X) es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo F,,(f).
Sea U un subconjunto abierto no vacio de X. Notemos que (U) es un subconjunto abierto
no vacio de F,(X). Por hipétesis, F,,(f)((U)) C (U). Como |J(U) = U, por el Teorema
[2.3.9 se tiene que f(U) C U. Por lo tanto, X es +invariante sobre subconjuntos abiertos
bajo f. ]

Sean X un espacio topologico T1, f : X — X una funcion y n € N. En [80] se analizan
relaciones entre las funciones f y F,,(f) para cuando alguna de ellas es: exacta, mezclante,
débilmente mezclante, transitiva, totalmente transitiva, fuertemente transitiva, cadtica en
el sentido de Devaney, minimal, irreducible, semi-abierta, turbulenta, érbita-transitiva,
estrictamente orbita-transitiva, w-transitiva, IN, TT o TT, . A continuacién hacemos
un andlisis semejante al que se hace en [80] considerando a X un espacio topoléogico y
las siguientes clases de funciones: exactamente Devaney caodtica, Touhey, minimal inversa,
totalmente minimal, suavemente mezclante, dispersora o un F-sistema.

Teorema 2.3.11. Sean X y Y espacios topologicos, f: X — X y g: Y — Y funciones
y n € N. Si F,,(f) x g es transitiva, entonces f X g es transitiva.

Demostracion. Supongamos que JF,(f) X g es transitiva. Sean U/ y V subconjuntos abiertos
no vacios de X x Y. De aqui, existen subconjuntos abiertos no vacios U; y Uy de X y
Viy VodeY tales que Uy x Vi CU y Uy x Vo C V. Asi, (Uy) v (Us) son subconjuntos
abiertos no vacfos de F,,(X). Por hipotesis, existe k € N tal que (F,.(f) x ¢)*((U;) x
Vi) N ((Uy) x Va) # (. Esto implica que, existe ({zy,...,2z,},v1) € (U;) x V5 tal que
[Fulf) x g*(({z1,... 2. },v1)) € (Us) x V. Sea x € {z1,...,2z,}. Notemos que, x €
Uy y f¥(x) € U,. Consecuentemente, para cada x € {x1,..., 2.}, (z,v) € Uy x Vi y
(f x ¢)¥((w,v1)) € Uy x Vs. Por lo tanto, (f x g)*U)NV # 0y asi f X g es transitiva. [

La prueba de la Proposicion [2.3.12] se sigue de [13, Teoremas 3.4 y 4.10].

Proposicion 2.3.12. Sean X un espacio topolégico, f : X — X una funciéon y n € N.
Luego, f es exactamente Devaney cadtica si y solo si F,(f) es exactamente Devaney
cadtica.
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Teorema 2.3.13. Sean X un espacio topologico, f : X — X una funciéon, n € N y
M alguna de las siguientes clases de funciones: Touhey, un F-sistema, minimal inversa,
totalmente minimal, suavemente mezclante o dispersora. Si F,(f) € M, entonces f € M.

Demostracion. Supongamos que JF,(f) es Touhey. Sean U y V subconjuntos abiertos no
vacios de X. De aqui, (U) y (V) son subconjuntos abiertos no vacios de F,,(X). Puesto
que F,(f) es Touhey, existen un punto periodico {z1,...,2,.} € (U) y k € Z, tales que
(Fu( ({1, ... 2, }) € (V). Asi, por el Teorema [2.3.6, para cada i € {1,...,7}, z; es
un punto periédico de f. Mas atin, para cada i € {1,...,r}, x; € Uy f*(x;) € V. Por lo
tanto, f es Touhey.

Supongamos que JF,(f) es un F-sistema. De aqui, F,(f) es totalmente transitiva y
Per(F,(f)) es denso en F,(X). De [13, Teorema 4.14], tenemos que f es totalmente
transitiva y por [13, Teorema 3.4|, obtenemos que Per(f) es denso en X. Por lo tanto, f
es un F-sistema.

Supongamos que F,(f) es minimal inversa. Sean x € X y U un subconjunto abierto
no vacio de X. De aqui, (U) es un subconjunto abierto no vacio de F,(X) y {z} €
Fn(X). Puesto que F,(f) es minimal inversa, el conjunto {A € F,(X) : (F.(f))(A) =
{z}, para algin ! € N} es denso en F,,(X). Lo cual implica que, existen {z1,...,z,.} € (U)
v | € N tales que (F,,(f))'({z1,...,7,}) = {x}. De esto altimo obtenemos que, para cada
ic{l,....,r}, x; € Uy f'x;) = z. En consecuencia, {y € X : f'(y) = x, para algtin | €
N} NU # . Por lo tanto, el conjunto {y € X : f'(y) = x, para algiin [ € N} es denso en
X. Como x € X es arbitrario, tenemos que, f es minimal inversa.

Supongamos que F,(f) es totalmente minimal. Sea s € N. Por hipotesis, (F,(f))® es
minimal. Luego, por la Observacion [2.2.2 F,,(f*) es minimal. Asi, de [I3, Teorema 4.18|,
f* es minimal.

Supongamos que JF,(f) es suavemente mezclante. Sean Y un espacio topolégico y
g :Y — Y una funcion transitiva. Por hipotesis, F,(f) x g es transitiva. De aqui, por el
Teorema f x g es transitiva. Por lo tanto, f es suavemente mezclante.

Supongamos que F,(f) es dispersora. Sean Y un espacio topologico, g : Y — Y una
funcién minimal. Por hipotesis, F,,(f) x g es transitiva. De aqui, por el Teorema ,
f X g es transitiva. Por lo tanto, f es dispersora. O

S

El reciproco del Teorema [2.3.13| no se cumple en general. Veamos un ejemplo parcial
de esto considerando a la clase de las funciones Touhey.

Ejemplo 2.3.14. Sean X = [0,1] y f: X — X la funcién dada por:

2x—|—%, si xE[O,;ﬂ;

flr)=2< 2 —-2x, si z€ i,%};
i1

20+

2
1l—z, sl ze€

En [47, Ejemplo 4.10] se prueba que f es una funcion cadtica, pero que sin embargo, la

funcion F,(f) no es caotica. Por otro lado, observemos que f es una funcion continua. Asi,

por [83, Proposicion 2.6, f es Touhey. Si suponemos que F,(f) es Touhey, nuevamente,

por [83, Proposicion 2.6|, F,,(f) es una funciéon cadtica, lo cual es una contradiccion. Por

lo tanto, F,,(f) no es Touhey.
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Teorema 2.3.15. Sean X y Y espacios topologicos, f: X — X y g: Y — Y funciones
y n € N. Si X es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f y f X g es transitiva,
entonces JF,(f) X g es transitiva.

Demostracion. Supongamos que X es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f y
que f X g es transitiva. Sean U y V dos subconjuntos abiertos no vacios de F,,(X) x Y.
De aqui, existen subconjuntos abiertos no vacios Uy y Us de F,(X)y Vi y Vo de Y tales
que Uy x Vi CTU y Uy x Vo C V. De [47, Lema 4.2], existen subconjuntos abiertos no
vacios Ul ... UL U?, ... U2 de X tales que (U},...,Ul) C Uy y (UZ, ..., U?) C U.
Puesto que f X g es transitiva, para cada ¢ € {1,...,n}, existe k; € N tal que (f X
)k (Ul x Vi) N (U? x V) # 0. En consecuencia, para cada i € {1,...,n}, existe (u;,v;) €
Ul x Vi tal que (f x ¢)%((u;,v;)) € U? x Va. Esto implica que, para cada i € {1,...,n},
fi(u;) € U2 Sea k = max{ki,...,k,}. Por el Lema [[.2.7} para cada i € {1,...,n},
f¥(u;) € U?. Consecuentemente, {f*(uy), ..., ff(u,)} € (UZ,...,U?) lo cual implica que,
[(Fu(OF{us, ... un}) € (UZ, ..., U2). Ademas, {uy, ..., u,} € (U},...,UL). Supongamos
que k = k;,, donde iy € {1,...,n}, y sea v = v;,. Asi, ¢*(v) € Vo y v € V;. Finalmente,
(FulH) <)M ((ury - yunb,v) € (UR ., U X Vo y ({ug, ..., upb,v) € (UL, ..., UL x Vs
Por lo tanto, (F,(f) X ¢)*(U) NV # 0y ast, F,(f) x g es transitiva. O

Observacion 2.3.16. Sean X un espacio topologico y f : X — X una funcién. Obser-
vemos que si X es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f, entonces f no puede
ser fuertemente transitiva a menos que X tenga la topologia trivial.

A continuaciéon analizamos el reciproco del Teorema [2.3.13

Teorema 2.3.17. Sean X un espacio topolégico, f : X — X una funcién y n € N. Sea
M alguna de las siguientes clases de funciones: transitiva, totalmente transitiva, cadtica,
Touhey, un F-sistema, suavemente mezclante o dispersora. Si f € M y X es +invariante
sobre subconjuntos abiertos bajo f, entonces F,(f) € M.

Demostracion. Supongamos que f es transitiva. Sean U y V subconjuntos abiertos no
vacios de F,,(X). Por [47, Lema 4.2|, existen subconjuntos abiertos no vacios Uy, ..., U,,
Vi,...,V, de X tales que (Uy,...,U,) CUY (Vi,...,V,) C V. Puesto que f es transitiva,
para cada i € {1,...,n}, existe k; € N tal que f*(U;) NV; # 0. De aqui, para cada
i €{l,...,n}, existe u; € U; tal que f*i(u;) € V;. Sea k = méx{ky, ..., k,}. Por el Lema
1.2.7, para cada i € {1,...,n}, f*(u;) € V;. Esto implica que, {uy,...,u,} € (Uy,...,U,)
v (Fn()*Eur, -y un}) € (Vi,..., Vi), Por lo tanto, (F,(f)*U) NV # 0y F.(f) es
transitiva.

Supongamos que [ es totalmente transitiva. Sean s € N y i/ y V subconjuntos abier-
tos no vacios de F,(X). De [47, Lema 4.2|, existen subconjuntos abiertos no vacios
Upy oo Uy, Vi, .00,V de X tales que, (Up,...,U,) CU Y (V,..., V) C V. Ya que f*
es transitiva, para cadai € {1,...,n}, existe k; € N tal que ()% (U;) NV, # ). Para todo
i € {1,...,n}, sea u; € U; tal que (f*)*(u;) € V;. Sea k = max{ky,...,k,}. Del Lema
[.2.7, obtenemos que, para cada i € {1,...,n}, (f*)*(u;) € V;. De aqui, {u,...,u,} €

<U1?‘I"7Un> y {<fs)k<u1>77<fs>k<un)} € <V1,,Vn> Asi, ([‘Fn<f)]s)k({u1=7un}) €
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(Vi,..., V). Con lo cual podemos deducir que, ([F,(f)]*)*U) NV # (. Consecuente-
mente, (F,(f))® es transitiva. Finalmente, ya que s es arbitrario, tenemos que F,(f) es
totalmente transitiva.

Supongamos que f es caotica. Esto es, f es transitiva y Per(f) es denso en X. Asi, de
[13, Teorema 3.4|, deducimos que Per(F,(f)) es denso en F,,(X). Ademas, por el primer
parrafo de la prueba de este teorema, tenemos que F,,(f) es transitiva. Por lo tanto, F,(f)
es caodtica.

Supongamos que f es Touhey. Sean U y V subconjuntos abiertos no vacios de F,,(X).
De [47, Lema 4.2|, existen subconjuntos abiertos no vacios Uy,...,U,, Vi,...,V, de X
tales que (Uy,...,U,) C Uy (Vi,...,V,) C V. Puesto que f es Touhey, para todo
i € {1,...,n}, existen un punto perioédico z; € U; y k; € Z, tales que f¥i(z;) € V;. Sea
k = méx{ki,...,k,}. Del Lema , deducimos que, para cada i € {1,...,n}, f*(z;) €
V;. Consecuentemente, (F,(f))*({x1,...,2n}) € (V4,..., V). Mas atn, {z1,...,2,} €
(Ui, ...,U,). Por otro lado, ya que, para cada i € {1,...,n}, x; es un punto periddico de
fi, del Teorema [2.3.6] tenemos que {z1,...,z,} es un punto periodico de F,(f). Por lo
tanto, F,,(f) es Touhey.

Supongamos que f es un F-sistema. Asi, f es totalmente transitiva y Per(f) es denso
en X. Por la segunda parte de la prueba de este teorema, tenemos que F,(f) es totalmente
transitiva. También, de [I3 Teorema 3.4|, Per(F,(f)) es denso en F,(X). Por lo tanto,
Fo(f) es un F-sistema.

Supongamos que f es suavemente mezclante. Sean Y un espacio topolégicoy g : Y —
Y una funcioén transitiva. Por hipotesis, f x ¢ es transitiva. Puesto que X es +invariante
sobre subconjuntos abiertos bajo f, por el Teorema , Fo(f) X g es transitiva. Por lo
tanto, F,(f) es suavemente mezclante.

Supongamos que f es dispersora. Sean Y un espacio topologico y g : ¥ — Y una
funcion minimal. Por hipoétesis, f X g es transitiva. Puesto que, X es +invariante sobre
subconjuntos abiertos bajo f, por el Teorema , Fu(f) x g es transitiva. Por lo tanto
Fn(f) es dispersora. O

En el Teorema no consideramos a las funciones minimales ni a las funciones
totalmente minimales ya que para estas dos clases de funciones es necesario anadir la
hipoétesis de continuidad a la funcién.

Teorema 2.3.18. Sean X un espacio topolégico, f : X — X una funciéon continua y
n € N. Si f es minimal y X es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f, entonces
Fu(f) es minimal.

Demostracion. Supongamos que f es minimal y que X es +invariante sobre subconjuntos
abiertos bajo f. Puesto que f es una funcién continua, de [13, Teorema 6.1], tenemos que
Fo(f) es una funcion continua. Asi, para verificar que F,(f) es minimal, por [63, Propo-
sicion 6.2], basta verificar que, para cada A € F,,(X), clz,x)(O(A, F,(f))) = Fu(X). Sea
{z1,..., 2.} € Fo(X). Ya que f es minimal, para cada i € {1,...,r}, clx(O(z;, f)) = X.
Sea U un subconjunto abierto no vacio de F,(X). De [47, Lema 4.2|, existen subcon-
juntos abiertos no vacios Uy, ..., U, de X tales que (Uy,...,U,) C U. Consideremos los
siguientes casos:
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Caso (i): r = n. En este caso, para cada i € {1,...,n}, existe k; € Z, tal que
fri(z;) € U;. Sea k = méx{ky, ..., k,}. De aqui, por el Lema , tenemos que, para todo
i€ {l,...,n}, fF(x;) € Up. Ast, (Fu(f)*({x1,...,2,.}) € (Uy,...,U,). Esto implica que,
O({z1, ...,z }, Ful(f)) NU # 0. Por lo tanto, clg,x)(O({z1,..., 2.}, Fu(f))) = Fu(X).
Finalmente, ya que {xy,...,x,} € F,(X) es arbitrario, obtenemos que F,,(f) es minimal.

Caso (ii): 7 < n. En este caso, para cada i € {1,...,7}, O(z;, f)NU; # 0 y para cada
je{r+1,...,n}, O(z,, f)NU; # 0. Asi, para todo i € {1,...,7}, existe k; € Z, tal que
f¥i(z;) € U; y para cada j € {r +1,...,n}, existe k; € Z, tal que f*(z,) € U;. Sea k =
méx{ki, ..., k,}. Luego, por el Lema , para cada i € {1,...,r}, f¥(x;) € U; y para
todo j € {r+1,...,n}, f*(z,) € U;. Notemos que en este caso, Uy, ..., U, no pueden ser
mutuamente ajenos. De lo anterior concluimos que, { f*(z1),. .., f*(x,)} € (Uy,...,U,) C
U. Consecuentemente, (F,(f))*({x1,...,2.}) € U. Asi, O({xy,..., 2.}, Fo(f)) NU # 0.
Por lo tanto, clz, x)(O({x1, ..., 2}, Fu(f))) = Fon(X). Finalmente, como {x1,...,z,} €
Fn(X) es arbitrario, concluimos que F,(f) es minimal. O

Proposicion 2.3.19. Sean X un espacio topoléogico, f : X — X una funcién continua y
n € N. Si f es totalmente minimal y X es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo
f, entonces F,(f) es totalmente minimal.

Demostracion. Sea s € N. Por hipoétesis, f* es minimal y continua. De aqui, por el Teo-
rema [2.3.18 F,(f*) es minimal. Asi, de la Observacion [2.2.2] (F,(f))* es minimal. Como
s € N es arbitrario, concluimos que F,(f) es totalmente minimal. O
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Capitulo 3

Transitividad topolégica en productos y productos
simétricos

Es complicado dar una fecha exacta en la que inicia el estudio de propiedades dinamicas
de funciones producto. Ya que en muchos trabajos, aunque no se habla de la dindmica
de funciones producto como tal, se pueden encontrar algunos resultados que involucran
alguna propiedad dindmica de estas funciones. En 1967, H. Furstenberg ya hablaba de
dinamica topolégica, producto de procesos y producto de flujos [40]. Anos mas tarde,
W. Bauer y K. Sigmund, citando algunas ideas de H. Furstenberg, analizan la dindmica
topologica de transformaciones inducidas sobre espacios de medida [18], en dicho trabajo,
también se pueden encontrar algunos resultados encaminados al estudio de propiedades
dindmicas de funciones producto. Es hasta el afio 2010 cuando N. Degirmenci y 3. Kogak le
dan formalidad al estudio de propiedades dinamicas (principalmente el caos en el sentido
de Devaney) en espacios producto [34]. Después del trabajo de N. Degirmenci y S. Kogak,
el nimero de publicaciones que han surgido referente a esta problematica se vuelve cada
vez méas importante (ver [61], 66] (73], 86] y [87]). Referente a las funciones inducidas a los
productos simétricos de espacios producto, hasta donde sabemos, los tinicos trabajos en
los que se analiza este problema son [48] y [86].

Retomando las ideas de los articulos mencionados en el parrafo anterior, sean m un
entero mayor o igual que dos, X7, ..., X,, espacios topologicos y, para cada i € {1,...,m},
fi + Xi = X, una funcién. En este capitulo estudiamos propiedades topolégicas y dinami-
cas del espacio producto [, X; y de la funcién producto [ [, fi. Ademas, considerando a
M como alguna de las siguientes clases de funciones: exacta, transitiva, fuertemente transi-
tiva, totalmente transitiva, érbita-transitiva, estrictamente 6rbita-transitiva, w-transitiva,
mezclante, débilmente mezclante, suavemente mezclante, cadtica, exactamente Devaney
cadtica, minimal, minimal inversa, totalmente minimal, 77", ., dispersora, Touhey o un
F-sistema, obtenemos relaciones entre las siguientes cuatro condiciones: (1) para cada
ie{l,....m}, fie M, (2) [I~, fi e M, (3) para cada i € {1,...,m}, F.(f;) e My
(4) FuTT2 1) € M.
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3.1. Transitividad topolégica sobre el producto carte-
siano

En esta seccion generalizamos los conceptos de producto cartesiano, topologia produc-
to y funciéon producto que dimos en la Seccion 2 del Capitulo 1 y estudiamos propiedades
topologicas y dinamicas del espacio producto [, X; y su relacion con los espacios to-
pologicos X;, para cada i € {1,...,m}. La mayoria de los resultados que presentamos en
este capitulo los incluimos en [78].

Definicién 3.1.1. Sean m un entero mayor o igual que dos y Xj, ..., X,, conjuntos no
vacios. Se define y denota su producto cartesiano como el conjunto:

HXi ={(x1,...,2m) : x; € X;, paracadai € {1,...,m}}.
i=1

Si en la Definicién [3.1.1] en vez de considerar conjuntos, consideramos espacios topo-
logicos, una pregunta que surge inmediatamente es: ; Existe una forma natural de definir
una topologia sobre el producto cartesiano de estos espacios topologicos?

Definicion 3.1.2. Sean m un entero mayor o igual que dos y (X1,71),.. ., (X, Tim)
espacios topologicos. La topologia producto X sobre el conjunto [[;", X; es la topologia
que tiene como base la coleccion f = {U; X -+ - x Uy, : U; € 7;, para cadai € {1,...,m}}.
El espacio topologico ([~ X;, X) se llama espacio producto de la familia {(X;, )}, v
se denota simplemente por [, X;.

Una vez definido el espacio producto [[I~, X;, lo siguiente es definir una funcién sobre
este nuevo espacio y asi poder estudiar propiedades topoldgicas y dinamicas del sistema
dindmico que se genera.

Definiciéon 3.1.3. Sean m un entero mayor o igual que dos, Xi,...,X,, conjuntos no
vacios y para cada i € {1,...,m}, f; : X; — X una funcion. Se define la funcion producto

H;L Ji HZL X — H?; X,; como:

<H fi) (1, 2m)) = (fi(x1), - s fn(Tm)),

para cada (z1,...,2,) € [[1, X.
Las siguientes propiedades no son dificiles de verificar.

Observacion 3.1.4. Sean m un entero mayor o igual que dos, X, ..., X, espacios topo-
logicos, para cada ¢ € {1,...,m}, sean U; y V; subconjuntos no vacios de X, f; : X; — X;
una funcién y £ € N. Entonces se cumple lo siguiente:

(1) (ITZ, fi)F =TI, £
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(2) [FulITLy £)F = FuITZ 1)
(3) Si (IT, f)*II~, U:) =TI, Vi, entonces, para cada i € {1,...,m}, fF(U;) = V..

Lema 3.1.5. Sean m un entero mayor o igual que dos, X1,...,X,, espacios topoldgicos,
para cada i € {1,...,m}, sean U; y V; subconjuntos no vacios de X;, f; : X; — X;
una funcién y k € N. Para cualquier i € {1,...,m}, fFU) NV, # 0 si y solo si

(T2, )R (T, Un) N (T, Vi) # 0.

Demostracion. Supongamos que ([T, fi)*(TT~, U) N (TT~, Vi) # 0. Sea (uy, ..., un) €
[T, Ui tal que (TT7, fi)*((ua, ..., um)) € IT7, Vi. Por la Observacion [3.1.4] parte (1),
tenemos que, para cadai € {1,...,m}, ff(u;) € Vi. Por lo tanto, paracadai € {1,...,m},
I (w;) € f5(U;) NV;. Finalmente, para toda i € {1,...,m}, f&5(U;) NV; # 0.

Ahora supongamos que, para cada i € {1,...,m}, fF¥(U;)) N'V; # (. De aqui, pa-
ra cada i € {1,...,m}, sea u; € U; tal que fF(u;) € Vi. Asi, (u1,...,un) € [[I, Ui
vy (ff(ur), . f5(um)) € [I%, Vio Por la Observacion parte (1), tenemos que,
(ITE% f)*((ua, - - um)) € T2, Vi Por lo tanto, (T2, fi)"(IT2, Us) N (IT2, Vi) # 0. O

En base a la Definicién es natural pensar que si el espacio producto [[", X
tiene alguna propiedad topologica o dindmica, esta se herede a los espacios topologicos
X;, para cada ¢ € {1,...,m}. A continuaciéon nos enfocamos en analizar relaciones entre
los espacios [[;~; X; y X, para cada i € {1,...,m}, considerando algunas propiedades
topologicas. De propiedades dinamicas nos ocupamos méas adelante.

Teorema 3.1.6. Sean m un entero mayor o igual que dos y Xi,...,X,, espacios topo-
logicos. Luego, (ai,...,an) € [/~ X; es un punto aislado en [[", X; si y solo si, para
cada i € {1,...,m}, a; es un punto aislado en X.

Demostracion. Supongamos que (ay,...,a,) es un punto aislado en []", X;. De aqui,
existe un subconjunto abierto U de [[", X; tal que ([[i"; Xi) NU = {(a1,...,am)}
Mas aun, para cada i € {1,...,m}, existe un subconjunto abierto no vacio U; de X; tal
que (IT%, Un) n(IT2, Xi) = {(a1,...,am)}. Observemos que, para cada i € {1,...,m},
U; N X; = {a;}. Consecuentemente, para cada i € {1,...,m}, a; es un punto aislado en
X;.

Ahora supongamos que, para cada i € {1,...,m}, a; es un punto aislado en X;. Asi,
para cada i € {1,...,m}, existe un subconjunto abierto U; de X; tal que U; N X; = {a;}.
Notemos que, (ay,...,an) € [, Uiy (1T, U:) N (TT%, Xi) = {(a1,...,an)}. De aqui,

(a1,...,an) es un punto aislado en [[*, X;. O
Corolario 3.1.7. Sean m un entero mayor o igual que dos y Xi,...,X,, espacios to-
pologicos. Luego, [~ X; es perfecto si y solo si, existe ig € {1,...,m}, tal que X;, es
perfecto.

Demostracion. Supongamos que [[;*, X; no es perfecto. De aqui, existe (ay,...,an,) €

[T~ X; tal que (ay,...,an) es aislado. Por el Teorema para cada i € {1,...,m},
a; es un punto aislado en X;. Asi, para cada ¢ € {1,...,m}, X; no es perfecto.
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Ahora supongamos que, para cadai € {1,...,m}, X; no es perfecto. De aqui, para cada
i € {1,...,m}, existe un punto aislado a; en X;. Asi, por el Teorema 3.1.6 (a1,...,an)
es aislado en ], X;. Por lo tanto, [];", X; no es perfecto. O

Teorema 3.1.8. Sean m un entero mayor o igual que dos y Xi,...,X,, espacios topo-
logicos. Luego, [, X; es pseudo-regular si y solo si, para cada i € {1,...,m}, X; es
pseudo-regular.

Demostracion. Supongamos que [\, X; es pseudo-regular. Sean iy € {1,...,m} y U;, un
subconjunto abierto no vacio de X;,. Para cada i € {1,...,m}\{io}, pongamos V; = X;
y Viy = Uiy Asi, T[2, Vi es un subconjunto abierto no vacio de [[;-, X;. Puesto que
[T~ X; es pseudo-regular, existe un subconjunto abierto no vacio V de [[;~; X; tal que
e, x, (V) € TTL, Vi. Més atin, para cada i € {1,...,m}, existe un subconjunto abierto
no vacio V; C X; tal que [[\", V/ € V. Consecuentemente, clypm x, (ITi2, Vi) € [T;2, Vi
De lo anterior obtenemos que, clx, (V) C Uy, Por lo tanto, X, es pseudo-regular. Ya
que, ig € {1,...,m} es arbitrario, tenemos que, para cada i € {1,...,m}, X; es pseudo-
regular.

Ahora supongamos que, para cada i € {1,...,m}, X; es pseudo-regular. Sea I un sub-
conjunto abierto no vacio de [}, X;. De aqui, para cada i € {1,...,m}, existe un subcon-
junto abierto no vacio U; de X; tal que [[;~, U; € U. Puesto que, para cadai € {1,...,m},
X; es pseudo-regular, tenemos que, para cadai € {1,..., m}, existe un subconjunto abier-
to no vacio V; de X; tal que cly,(V;) C U;. Asi, [[12, clx, (Vi) C [I:%, U;. Por otro lado,
ya que clpr x, (ITi%, Vi) € TT2, clx, (Vi), obtenemos que, clpp x, (IT%, Vi) € U. Por lo
tanto, [[;~, X; es pseudo-regular. O

El resultado del Lema [3.1.9 es una generalizacion del Lema [I.2.7]

Lema 3.1.9. Sean m un entero mayor o igual que dos, X1, ..., X,, espacios topologicos,
para cada i € {1,...,m}, U; un subconjunto no vacio de X;, z; € X; y f; : X; = X
una funcion. Si, para cada i € {1,...,m}, X; es +invariante sobre subconjuntos abiertos
bajo f; v, para cada i € {1,...,m}, existe k; € N tal que f"(z,;) € U;, entonces, para
k = méx{ky,...,kn}, se cumple que, para cada i € {1,...,m}, fF(x;) € U;.

Demostracion. Supongamos que, para cada i € {1,...,m}, X; es +invariante sobre sub-
conjuntos abiertos bajo f; y que, para cada i € {1,...,m}, existe k; € N tal que f¥(z;) €
U;. Pongamos k = max{ki, ..., kn,}. Se sigue que, para cada i € {1,...,m}, existe [; € Z,
tal que k = k; + l;. Asi, para cada i € {1,...,m}, ff(z;) = fFthi(a) = fH(fF ().
Consecuentemente, para cada i € {1,...,m}, fF(z;) € fllz(Uz) Puesto que, para ca-
da i € {1,...,m}, U; es +invariante bajo f;, tenemos que, para cada i € {1,...,m},

En el Teorema [3.1.10| retomamos la idea del Teorema |3.1.6| considerando ahora puntos
transitivos, periodicos y la nociéon de conjunto w-limite de un punto.

Teorema 3.1.10. Sean m un entero mayor o igual que dos, X1, ..., X,, espacios topo-
logicos, para cada ¢ € {1,...,m}, f; : X; — X; una funcion y (z1,...,2,) € [[-; X
Entonces se cumplen las siguientes condiciones:
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1) Si T1,...,Ty) €S UN |)Ullt0 transitivo de m i elltOlICQS, ara cada ¢ € 1, oo, Mmy,
=1 P
I; €S un punto transitivo de fl

(2) Stw((@1,...,zm), [T, fi) = 12, X, entonces, para cada i € {1,...,m}, w(z;, f;) =
X;.

(3) (z1,...,2,) es un punto periodico de [[;-, fi si y solo si, para cada i € {1,...,m},
x; es un punto periddico de f;.

Demostracion. Supongamos que clipr x,(O((z1, ..., 2m), [ 112 fi)) = TTiZ; Xi. Sean i €
{1,...,m}, U, un subconjunto abierto no vacio de X;, y para cada i € {1,...,m}\{io},
sea U; = X;. De aqui, [[", U; es un subconjunto abierto no vacio de [[", X;. Por hi-
potesis, O((x1,...,2m), [112; fi) N (T[2, Ui) # 0. Se sigue que, existe k € Z; tal que
(T, f)F (w1, .. 2m)) € TI%, Us. Luego, por la Observacion , parte (1), tenemos
que (T, fi)f((x1, ... 2m)) = (ff (1), ..., fE(zn)) y en consecuencia, ff(x;,) € Uy,. Por
lo tanto, Ui, N O (i, fiy) # 0y clx, (O, fiy)) = Xig-

Supongamos que w((1,...,%m), [[1o, fi) = [1ie; Xi. Sean ig € {1,...,m}, v, €
Xi,, k € N, U;, un subconjunto abierto de X, tal que y;, € U,, vy, para cada j €
{1,...,m}\{io}, seay; € X,. Ademas, para cadai € {1,...,m}\{io}, pongamos U; = X;.
De lo anterior obtenemos que, [[;", U; es un subconjunto abierto no vacio de [[*, X;
tal que (y1,...,ym) € [l-, U;. Asi, por hipotesis, existe | € N con [ > k tal que
(IT™, f)' (z1, - -y 2m)) € Tt Ui. Por la Observacion parte (1), tenemos que,

! (i,) € Ui, Por lo tanto, y;, € w(w;y, fi,). Consecuentemente, X;) = w(;,, fi,)-

Supongamos que (21, ..., Zy) es un punto periodico de [[;~; f;. De aqui, existe k € N
tal que ([T, fi)*((z1,...,2m)) = (z1,...,@y). Asi, por la Observacion m, parte (1),
para cada i € {1,...,m}, ff(x;) = z;. Por lo tanto, para cada i € {1,...,m}, z; es un
punto periddico de f;.

Ahora supongamos que, para cada i € {1,...,m}, z; es un punto perioédico de f;.
Asi, para cada ¢ € {1,...,m}, existe k; € N tal que ff’(:cz) =ux;. Sea k = ky---k,,. De
aqui, para cada i € {1,...,m}, fF(z;) = x;. En consecuencia, (fF(z1),...,f"(zn)) =
(1,...,2Tm). Por la Observacion m, parte (1), (TT2, fi) ((z1, -y 2m)) = (@1, .-+, Tm).
Por lo tanto, (z1, ..., %) es un punto periddico de [, fi. ]

El Corolario [3.1.11] se deduce de los Teoremas [3.1.6] y [3.1.10]

Corolario 3.1.11. Sean m un entero mayor o igual que dos, Xi, ..., X,, espacios topo-
logicos y, para cada i € {1,...,m}, sea f; : X; — X; una funcién. Entonces se cumple lo
siguiente:

1) trans(IT2, fi) C T2, trans(f;).

2) w((z1, .. 2m), ITL fi) € TLZ wias, fi)-
3) P[(H;il X@') = H;ll P[(Xi)-
)

(
(
(
(4) Per(IL:Z, fi) = IIiZ, Per(fi).
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Teorema 3.1.12. Sean m un entero mayor o igual que dos, Xi,...,X,, espacios topo-
logicos y, para cada i € {1,...,m}, fi :+ X; — X; una funcién. Entonces se cumple lo
siguiente:

(1) el x,(trans(ILL, fi) € T cly, (trans(f;)).-
(2) e, x,(ILZ, Per(fi) = T2, clx, (Per(fi)).
Demostracion. En virtud del Corolario [3.1.11] parte (1), es suficiente con verificar que:

clm x, (ﬁ trans(fi)> - ﬁdxi (trans(f;)).
i=1 i=1

Sean un punto (z1,...,%n) € clpyn ([T, trans(fi)) e 4o € {1,...,m}. Veamos que
Tig € cly, (trans(fi,)). Sea U;, un subconjunto abierto no vacio de X;, tal que z;, € Uy,
y para cada i € {1,...,m}\{io}, pongamos U; = X;. Observemos que (z1,...,x,) €
[[%, Uiy que TT, U es abierto en [[1%, X;. Ast, (IT%, Ui) N (IT2, trans(fi)) # 0.
Sea (u1,...,un) € [[2,U; tal que, para cada i € {1,...,m}, v; € trans(f;). De
aqui, U, N trans(fi,) # 0. Como Uy, e iy € {1,...,m} son arbitrarios, tenemos que
iy € cly, (trans(fi,)) y en consecuencia, (21, ...,2y) € [[1"; clx, (trans(f;)). Por lo tan-
to, clpm x, (ILZ, trans(fi)) € 12, cly, (trans(f;)). Finalmente, por el Corolario ,
parte (1), tenemos que, clppm x, (trans(I[;2, fi) € TIi%, cl, (trans(fi)).

Sean (x1,...,%,) € Cll‘[?;lXi(H?ll Per(f;)) e ip € {1,...,m}. Veamos que z;, €
cly, (Per(fi,)). Sea U;, un subconjunto abierto de X;, tal que z;, € U;, y, para cada i €
{1,...,m}\{io}, pongamos U; = X;. Notemos que (z1,...,z,) € [[I-, U; y que [[, U;
es abierto en [[", X;. Asi, ([[\2, Per(fi)) N (IT2, Ui) # 0. Sea (u1,...,uy) € [[ie, Us
tal que, para cada i € {1,...,m}, u; € Per(f;). De aqui, u;, € Per(f;,) NU;,. Ya que U,
e i9 € {1,...,m} son arbitrarios, obtenemos que, z;, € cly, (Per(f;,)) v asi, para cada
i€{l,...,m}, ; € cly (Per(f)). Por lo tanto, (z1,...,x,) €[], cly, (Per(f;)).

Ahora, sean (21, ...,zm) € [[;%; clx, (Per(fi)) y U un subconjunto abierto de [[", X;
tal que (x1,...,2,) € U. Veamos que ([[:~, Per(f;)) NU # (. Tenemos que, para cada
i € {1,...,m}, existe un subconjunto abierto no vacio U; de X; tal que (x1,...,2,) €
[1;%, U; C U. Por hipotesis, para cada i € {1,...,m}, U; N Per(f;) # (. Para todo i €
{1,...,m}, sea u; € U;N Per(f;). De aqui, (u1,...,un) € ([T, U:) N (T2, Per(f:)). En
consecuencia, U N ([T:2, Per(f;)) # 0. Ya que U es arbitrario, tenemos que (z1,...,2y,) €
clpm | x,(ITZ, Per(fi)). Por lo tanto, clym « (ITZ; Per(fi)) = [[iZ; cly, (Per(f)). O

El Ejemplo [3.1.13| muestra que los reciprocos del Teorema [3.1.10 partes (1) y (2) no

se cumplen en general.
Ejemplo 3.1.13. Sea f : X — X como en el Ejemplo [1.2.5] Notemos que:

(1) ey (O(1, f)) = X y cl(O(2, f)) = X. Sin embargo, O((1,2), f**) N {1}* = 0. En
consecuencia, cly(O((1,2), f*?)) # X2
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(2) w(l, f) = X yw(2, f) = X. Sin embargo, w((1,2), f*?) # X2

Existen condiciones bajo las cuales se cumplen los reciprocos del Teorema(3.1.10, partes
(1) y (2). Una de estas condiciones es la que mostramos en el Teorema |3.1.14}

Teorema 3.1.14. Sean m un entero mayor o igual que dos, X1, ..., X,, espacios topolo-
gicos, para cada i € {1,...,m}, x; € X; y fi : X; — X, una funciéon. Entonces se cumple
lo siguiente:

(1) Si, para cada i € {1,...,m}, w(x;, f;) = X; y X; es +invariante sobre subconjuntos
abiertos bajo f;, entonces w((z1,...,zm), [ 112 fi) = 11, X

(2) Si, para cada i € {1,...,m}, cly, (O(z;, f;)) = X; y X es +invariante sobre subcon-
juntos abiertos bajo f;, entonces clym . (O ((z1,...,zn), [[1Z, fi)) = [[[Z, X

Demostracion. Supongamos que, para cada i € {1,...,m}, w(x;, f;) = X; y que X; es
+invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f;. Sean (yi,...,ym) € [, Xi, £ € N
y U un subconjunto abierto de [, X; tal que (y1,...,ym) € U. De aqui, para cada
i € {1,...,m}, existe un subconjunto abierto no vacio U; de X;, tal que (y1,...,ym) €
[, U; € U. Por hipotesis, para todo i € {1,...,m}, existe [; € N tal que [; > k y
fli(x;) € U;. Sea | = max{ly,...,l,}. Por el Lema ﬂ para cualquier i € {1,...,m},
;) € U Ast, (TTE, f)'((z1,. .., 7)) € U. También, note que [ > k. Por lo tanto,
(Y1, -y Ym) € w1,y zm), [y fi) v ast w((z1, .., 2m), [Ty fi) = [T, X

Ahora supongamos que, para cada i € {1,...,m}, cly (O(zy, fi)) = X; y que X;
es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f;. Sea U un subconjunto abierto no
vacio de [, X;. De aqui, para cada i € {1,...,m}, existe un subconjunto abier-
to no vacio U; de X; tal que [[", U; € U. Por hipoétesis, para cada i € {1,...,m},
O(z;, f;)NU; # 0. Asi, para cadai € {1,...,m}, existe k; € N tal que f¥ (z;) € U;. Sea k =
méx{k, ..., kn}. Por el Lema[3.1.9] para todo i € {1,...,m}, fF(x;) € U;. Consecuen-
temente, ([T, f) (21, ... zm)) = (F(z1), ..., [E(2,)) € [TI-, Ui. De aqui concluimos
que, O((z1, ..., xm), [[;Z; fi) NU # 0. Por lo tanto, clypm «, (O ((z1,. .., 2m), [[IZ; fi) =
H?il Xi. .

El resultado del Teorema[3.1.14] nos hace pensar que los conjuntos -+invariantes juegan
un papel fundamental para que el reciproco de algunas condiciones se cumpla. Es por esto
que a continuaciéon veremos una forma natural de construir conjuntos +invariantes en el
espacio producto [[*, X; a partir de conjuntos +invariantes en los factores X;, para cada
ie{l,...,m}.

Proposicion 3.1.15. Sean m un entero mayor o igual que dos, Xi,...,X,, espacios
topologicos, para cada i € {1,...,m}, U; un subconjunto de X; y f; : X; — X, una
funcion. Luego, para cada i € {1,...,m}, U; es +invariante bajo f; si y solo si [[~, U; es

+invariante bajo [~ fi.

Demostracion. Supongamos que, para cada ¢ € {1,...,m}, U; es +invariante bajo f;.
Sea (a1, ...,am) € (1T, fi)(IT~, Us). Se sigue que, existe (z1,...,xy,) € [[;~, U; tal que
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(ITZ, f)((z1, .-y 2m)) = (ai,...,am). De aqui, para cada ¢ € {1,...,m}, fi(z;) = a.
Luego, para todo i € {1,...,m}, a; € fi(U;). Puesto que, para cualquier i € {1,...,m},
U; es +invariante bajo f;, tenemos que, para cada i € {1,...,m}, a; € U;. Por lo tanto,
(a1,...,am) € [I;~, U;. Consecuentemente, [[;*, U; es +invariante bajo [, fi-

Ahora supongamos que [[", U; es +invariante bajo [[", f;. Sean ig € {1,...,m} y
ziy € fio(Us,). Asi, existe u;, € U;, tal que f;,(u;,) = x4, Para cada j € {1,...,m}\{io},
sea u; € Uj. Se sigue que, (uq, ..., uy) € [[;~, U;. Puesto que [}, U; es +invariante bajo
[T, fi, obtenemos que ([T%, fi) (w1, ... um)) = (filw), ..., fm(um)) € TI72, Ui Asi,
Tiy = fio(ui,) € Uy, Por lo tanto, fi,(Us,) C Us,- O

Proposicién 3.1.16. Sean m un entero mayor o igual que dos, Xi,...,X,, espacios
topologicos, para cada ¢ € {1,...,m}, U; un subconjunto de X; y f; : X; — X, una
funcion. Si, para cada i € {1,...,m}, U; es —invariante bajo f;, entonces [, U; es
—invariante bajo [, fi.

Demostracion. Supongamos que, para cualquier ¢ € {1,...,m}, U; es —invariante bajo

fi- Sea (a1,...,am) € (IT, fi) "I, Ui). De aqui, (IT, fi)((a1,-..,am)) € T1, Us.
Esto implica que, para cada i € {1,...,m}, fi(a;) € U;. Asi, para todo i € {1,...,m},

a; € f;1(U;). Puesto que, para cada i € {1,...,m}, U; es —invariante bajo f;, tenemos
que, para cada i € {1,...,m}, a; € U;. Consecuentemente, (ay,...,a,) € [[\~, U;. Por lo
tanto, [[;~, U; es —invariante bajo [, f;. O

El reciproco de la Proposicion |3.1.16/ no se cumple en general.

Ejemplo 3.1.17. Sean X = {1,2,3,4} un conjunto con la topologia {X,0,{1,2}} y
f X — X la funcién dada por f(z) = 1, para cada x € X. Sea A = {1} x {2,3,4}.
Notemos que (f*?)71(A) = (. Asi, (f*?)71(A) C A. De aqui, A es —invariante bajo f*2.
Por otro lado, f~'({1}) = X. Se sigue que, f~*({1}) € {1}. Consecuentemente, {1} no
es —invariante bajo f.

Siempre que sea posible daremos condiciones bajo las cuales los reciprocos de algunos
resultados se cumplen.

Teorema 3.1.18. Sean m un entero mayor o igual que dos, Xi,...,X,, espacios to-
pologicos, para cada i € {1,...,m}, U; un subconjunto de X; y f; : X; — X, una
funcion sobreyectiva. Luego, [, U; es —invariante bajo []\", fi si y solo si, para cada
i€ {l,...,m}, U; es —invariante bajo f;.

Demostracion. Supongamos que [ [1", U; es —invariante bajo [[\~, fi. Seanig € {1,...,m}
y a;, € fl-gl(UiO). Asi, f;(a;,) € Uy,. Por otro lado, puesto que, para todo j € {1,...,m},
f; es sobreyectiva, tenemos que, para cada j € {1,...,m}, fj_l(Uj) # (). De aqui, para
cada j € {1,...,m}\{io}, podemos tomar a; € f;'(U;). En consecuencia, para todo j €
{1,...,m}, f;i(a;) € Uj. De lo anterior concluimos que, (fi(a1),..., fm(an)) € 11, Ui
Asf, (H:il fi)((ah s 7am)) € H?il U;. Luego, (alv s ,am) € (HZl fi)il(n?il Ul) Fi-
nalmente, puesto que [[\", U; es —invariante bajo [[%, fi, (a1,...,am) € [[;~, Us. Esto
implica que, a;, € U;,. Por lo tanto, U;, es —invariante.

El reciproco se sigue de la Proposicion [3.1.16] O
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Nos falta analizar la relacion entre los espacios [ [~ X; y X;, paracadai € {1,...,m},
para cuando alguno de ellos es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo [/~ f; v fi,
para cada i € {1,...,m}, respectivamente.

Teorema 3.1.19. Sean m un entero mayor o igual que dos, X1, ..., X,, espacios topologi-
cos y, para cada i € {1,...,m}, f; : X; = X, una funcion. Luego, [[", X; es +invariante
sobre subconjuntos abiertos bajo [[i~, fi si y solo si, para cada i € {1,...,m}, X; es

+invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f;.

Demostracion. Supongamos que, para cada i € {1,...,m}, X; es +invariante sobre
subconjuntos abiertos bajo f;. Sea U un subconjunto abierto no vacio de [[", X; y
(z1,.. . zm) € ([T, fi)(U). Asi, existe (a1, . .., an) € U tal que (TT, fi) (a1, ... am)) =
(1,...,2y). Esto implica que, para cada ¢ € {1,...,m}, existe un subconjunto abierto
no vacio U; de X; tal que (ay,...,an,) € [[[~,U; € U. Por hipotesis y la Proposicion
3.1.150 (T2, f)(IT2, Us) C TLE, Ui Asi, (24, ...,2m) € [[i-, Ui € U. Por lo tanto, U
es +invariante bajo Hznil fi- Ya que U es arbitrario, tenemos que H:L X, es +invariante
sobre subconjuntos abiertos bajo [~ f;.

Ahora supongamos que [[!"; X; es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo la
funcion [[12, fi. Sean iy € {1,...,m}, U;, un subconjunto abierto de X;, y, para cada
i € {L,...,m}\{io}, pongamos U; = X;. Luego, [[*, U; es un subconjunto abierto no
vacio de [[*, X;. Puesto que [[*, X; es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo
[T, fi, tenemos que [, U; es +invariante bajo [}, f;. Asf, por la Proposicion [3.1.15]
Ui, es +invariante bajo f;,. Como ig € {1,...,m} es arbitrario, concluimos que, para cada
ie{l,...,m}, X; es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f;. O

En los siguientes tres resultados analizamos propiedades del conjunto de puntos pe-
riodicos y transitivos de una funciéon producto.

Teorema 3.1.20. Sean m un entero mayor o igual que dos, Xi,...,X,, espacios topo-
logicos y, para cada i € {1,...,m}, f; :+ X; — X; una funcion. Luego, Per([]", fi) es
denso en [[%, X; si y solo si, para cada i € {1,...,m}, Per(f;) es denso en X;.

Demostracion. Supongamos que Per([]!", f;) es denso en []}"; X;. Por el Teoremal[3.1.12]
parte (2), [T", cly, (Per(f;)) = [I;~, Xi. Consecuentemente, para todo ¢ € {1,...,m},
cly,(Per(fi)) = X;. Por lo tanto, para cada i € {1,...,m}, Per(f;) es denso en X;.
Ahora supongamos que, para cualquier i € {1,...,m}, Per(f;) es denso en X;. En
consecuencia, [ [, cly, (Per(fi)) = [[;Z, Xi. Por otro lado, por el Corolario y el
Teorema 3.1.12} parte (2), obtenemos que [T, clx, (Per(fi)) = clpm x, (ILZ, Per(fi) =
clp x, (Per ([T, £i)) - Esto implica que, clypm ., (Per([[i2, fi)) = [T;Z, X;. Por lo tan-
to, Per([]", fi) es denso en []", X;. O

Proposicion 3.1.21. Sean m un entero mayor o igual que dos, Xi,...,X,, espacios
topologicos y, para cada i € {1,...,m}, fi : X; — X, una funcion. Si trans([[\2, fi) es
denso en [[;*, X;, entonces, para cada i € {1,...,m}, trans(f;) es denso en X;.
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Demostracion. Supongamos que trans([[;~, fi;) es denso en [[", X;. De aqui:

CIH?Lle‘ (tmns (ﬁ fl>> = ﬁXi.
i=1 i=1

Luego, por el Teorema/3.1.12} parte (1), [T:", X; C [[%, cly, (trans(f;)). Consecuentemen-
te, para cadai € {1,...,m}, X; C cly (trans(f;)). Por lo tanto, para todoi € {1,...,m},
trans(f;) es denso en Xj. O

El reciproco de la Proposicion |3.1.21 no se cumple en general.

Ejemplo 3.1.22. Sean X = {1,2} un conjunto con la topologia 7 = {0, X, {1},{2}}, v
f: X — X la funcién dada por f(1) =2y f(2) = 1. Notemos que:

(1) O, f) ={1,2} es denso en X y O(2, f) = {2,1} es denso en X. Asi, trans(f) es
denso en X.

(2) trans(f x f) = 0.

Teorema 3.1.23. Sean m un entero mayor o igual que dos, X, ..., X,, espacios topolo-
gicos y, para cada 7 € {1,...,m}, f; : X; — X, una funcién. Si, para cada i € {1,...,m},
trans(f;) es denso en X; y X; es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f;, entonces
trans([[;~, fi) es denso en [", X;.

Demostracion. Supongamos que, para cada i € {1,...,m}, trans(f;) es denso en X; y
que X; es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f;. Sea U un subconjunto abier-
to no vacio de lel X;. De aqui, para cualquier i € {1,...,m}, existe un subconjunto

abierto no vacio U; de X; tal que [[*, U; C U. Por hipétesis, para todo ¢ € {1,...,m},
U; N trans(f;) # 0. Consecuentemente, para cada i € {1,...,m}, existe x; € U; tal
que z; es punto transitivo de f;. Puesto que, para cualquier i € {1,...,m}, X; es
+invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f;, por el Teorema , parte (2), tenemos
que (x1,...,%y,) es un punto transitivo de [[%, fi. Por otra parte, (z1,...,,,) € U. Por
lo tanto, trans([[;~, f;) es denso en [[*, X;. O

Lema 3.1.24. Sean m un entero mayor o igual que dos, Xi, ..., X,, espacios topoldgicos
y, para cadad € {1,...,m}, fi : X; = X, una funcién. Sij € {1,...,m} y U; y V; son dos
subconjuntos abiertos no vacios de X, y, para cada ¢ € {1,...,m}\{j}, ponemos U; = X;
y Vi = X;, entonces nl_[?;lfi(H?il Ui, ITZ, Vi) € ny (U, V7).

Demostracion. Seak € npy £ (L U T, Vi) Ast, (T, U ([T 1fl) (I~ Vi) #

0. Sea (y1, .-, ym) € ([T 1U) (I, fi) (T2, Va)- De aqui, (T2, fi) (W15 ym)) €
[T, Vi. Por la Observacion [3.1.4] parte (1), tenemos que, (ff(yl) e SR (ym)) € TT, Vi
Luego, y; € U; N f; *(V;). Por lo tanto, k € ny, (U, V;) y asi, np (Hz JULTTE Vi) €

n; (Uj, Vj). O
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3.2. Propiedades dindmicas de funciones producto

Como mencionamos anteriormente, es dificil saber a ciencia cierta en qué ano se in-
troduce el analisis de propiedades dinamicas de una funcién producto. Sin embargo, dos
trabajos son de resaltar, el primero y mas importante es el de N. Degirmenci y S. Kogak
[34], quienes en el 2010 analizan las condiciones bajo las cuales el producto de dos fun-
ciones (sobre espacios métricos) f y g cadticas en el sentido de Devaney es también una
funcién cadtica. Ademas, demuestran que si el producto f X g es mezclante, entonces f
y g también lo son. Tres anos después, R. Li y X. Zhou [6I], considerando a M como
alguna de las siguientes clases de funciones: sindéticamente transitivas, sindéticamente
sensitivas, cofinitamente sensitivas, multi-sensitivas, ergodicamente sensitivas, mezclantes
y transitivas, analizan las relaciones entre las condiciones: (1) f xg € My (2) f,g € M.

Sean m un entero mayor o igual que dos, X1, ..., X,, espacios topologicos, para cada
ie{l,...,m}, fi : X; = X, una funcion y M alguna de las siguientes clases de fun-
ciones: exacta, transitiva, débilmente mezclante, mezclante, totalmente transitiva, fuer-
temente transitiva, cadtica, minimal, érbita-transitiva, estrictamente 6rbita-transitiva, w-
transitiva, 77", ., suavemente mezclante, minimal inversa, Touhey, totalmente minimal,
dispersora, exactamente Devaney cadtica o un F-sistema. Motivados por las ideas de N.
Degirmenci, . Kocak, R. Li y X. Zhou, en esta secciéon analizamos relaciones entre las
siguientes condiciones: (1) [[%, f € My (2) para cada i € {1,...,m}, f; € M.

Comencemos analizando las nociones para las cuales las condiciones (1) y (2) son
equivalentes.

Teorema 3.2.1. Sean m un entero mayor o igual que dos, X3, ..., X,, espacios topolégicos
y, para cada i € {1,...,m}, f; : X; — X; una funcion. Luego, para cada i € {1,...,m},
i es exacta si y solo si [, fi es exacta.

Demostracion. Supongamos que [[, f; es exacta. Sean iy € {1,...,m} y U, un sub-
conjunto abierto no vacio de X;,. Para cada i € {1,...,m}\{ip}, pongamos U; = X;. De
aqui, [T, U; es un subconjunto abierto no vacio de []!", X;. Por hipotesis, existe k € N
tal que ([T;%, f)*(TT~, Ui) = 1%, X Por la Observaciénm parte (3), fE(Us,) = X,
Por lo tanto, f;, es exacta.

Ahora supongamos que, para cada i € {1,...,m}, f; es exacta. Sea U un subconjunto
abierto no vacio de [[;*, X;. De aqui, para cada ¢ € {1,...,m}, existe un subconjunto
abierto no vacio U; de X; tal que [[", U; C U. Por hipotesis, para todo i € {1,...,m},
existe k; € N tal que fiki(Ui) = X;. Por otro lado, por el diagrama de la Figura, tene-
mos que, para cualquier i € {1,...,m}, f; es sobreyectiva. Asi, para cada i € {1,...,m}
y para cada | € N, fI(X;) = X;. Sea k = max{ki,...,k,}. Se sigue que, para ca-
da i € {1,...,m}, existe [; € Z, tal que k = k; + ;. Esto implica que, para todo
i€ {1,...,m}, f{U;) = fitRy) = fi(fFU)) = f4(X;) = X;. Finalmente, por la
Observacion 7 parte (1), (T2, fi)*(IT;Z, Us) = ITiLy £5(U:) = [T, Xi. Por lo tanto,
(TT, £ @) = 11", X v ast [17 fi es exacta. .

De los Teoremas |3.1.20] y [3.2.1], tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 3.2.2. Sean m un entero mayor o igual que dos, X3, ..., X,, espacios topologicos
y, para cada i € {1,...,m}, f; : X; — X; una funcion. Luego, para cada i € {1,...,m},
fi es exactamente Devaney cadtica si y solo si Hzl fi es exactamente Devaney cadtica.

Teorema 3.2.3. Sean m un entero mayor o igual que dos, X7, ..., X,, espacios topologicos
y, para cada ¢ € {1,...,m}, fi : X; = X; una funciéon. Luego, [[", f; es mezclante si y
solo si, para cada i € {1,...,m}, f; es mezclante.

Demostracion. Supongamos que [[" f; es mezclante. Sean ig € {1,...,m}, Uy, v Vi
subconjuntos abiertos no vacios de X;, y para cada i € {1,...,m}\{io}, pongamos U; =
Xy Vi=X;. Deaqui, [\, U; y [[2, Vi son subconjuntos abiertos no vacios de [\, X;.
Puesto que [}, f; es mezclante, existe N € N tal que (T2, fi)*(TTi~, U)NITE, Vi) # 0,
para todo k£ > N. De aqui, por el Lema m, para cada k > N y todo i € {1,...,m},
fEU;) NV, # 0. En particular, ff(U;,) NV, # 0, para cada k > N. Por lo tanto, f;, es
mezclante.

Ahora supongamos que, para cada i € {1,...,m}, f; es mezclante. Sean U y V subcon-
juntos abiertos no vacios de []}*, X;. De aqui, para todo i € {1,...,m}, existen subcon-
juntos abiertos no vacios U; y V; de X;, tales que [[;", U; CU y [[:~, Vi € V. Ya que, para
cualquier i € {1,...,m}, f; es mezclante, existe N; € N tal que f*(U;)NV; # 0, para cada
k > N;. Sean N = max{Ny,..., Ny} y [ > N. Por hipétesis, para cada i € {1,...,m},
fHU;) N'V; # 0. De aqui, por el Lema [3.1.5, (T, f)'(IT~, Us) N (T2, Vi) # 0. Ya que
| > N es arbitrario, concluimos que, para cada { > N, ([T, f)'(IT~, U)n(TT~, Vi) # 0.
Por lo tanto, [[;, f; es mezclante. O

Son pocas las clases de funciones para las cuales las condiciones (1) y (2) mencionadas
al inicio de esta seccion, son equivalentes. En el siguiente teorema observamos que para
la mayoria de estas funciones se satisface la proposicion: (1) implica (2).

Teorema 3.2.4. Sean m un entero mayor o igual que dos, X1, ..., X,, espacios topologi-
cos, paracadai € {1,...,m}, f; : X; — X, una funcion y M alguna de las siguientes clases
de funciones: transitiva, débilmente mezclante, totalmente transitiva, fuertemente transi-
tiva, cadtica, orbita-transitiva, estrictamente érbita-transitiva, w-transitiva, 77, , mini-
mal inversa, Touhey, un F-sistema, dispersora o suavemente mezclante. Si [, f; € M,
entonces, para cada i € {1,...,m}, fi € M.

Demostracion. Supongamos que [[-, f; es transitiva. Sean iy € {1,...,m}, Uy v Vi
subconjuntos abiertos no vacios de X;, y para cada ¢ € {1,...,m}\{io}, pongamos U; =
X;y Vi =X;. Deaqui, [[2, U; y [[;~, Vi son subconjuntos abiertos no vacios de [, X;.
Puesto que, []}", f; es transitiva, existe k € N tal que (TT", f)"(IT~, U) N (T, Vi) # 0.
Luego, por el Lema , para cada i € {1,...,m}, fF(U;) N V; # (. En particular,
F(Us,) NV, # 0. Por lo tanto, f;, es transitiva.

Supongamos que [[;*, f; es débilmente mezclante. Sean ig € {1,...,m}, U y V sub-
conjuntos abiertos no vacfos de X;, x X;,. De aqui, existen subconjuntos abiertos no
vacios UL, U2, Vil y V2 de X;, tales que Ul x U} C Uy Vil x V2 C V. Para cada

207 T10? Tt

i € {1,...,mN\{io}, sea U! = U? = V;! = V? = X,. Luego, ([[I,U}) x (I[~,U?) v
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(TT%, Vih) x (TT~, Vi?) son subconjuntos abiertos no vacios de (", X;) x ([[;~, X;). Por
hipotesis, existen ((ai,...,am), (b1,...,bm)) € ([T, UL) x ([T~ U?) v k € N tales que
(T ) % (T S (). (b)) € (12 V) x (T2, V). Ast, por
Observaci(’)nm, parte (1), (fl0 foO) ((am, bi,)) € Vil x V2. Mas aan, (a;,, b;,) € UL xUZ.
Por lo tanto, (fi, X fio)*U) NV # 0y f7? es transitiva. Finalmente, f;, es débilmente
mezclante.

Supongamos que [[i", fi es totalmente transitiva. Sean ig € {1,...,m} y s € N. Por
hipétesis, ([T7, f;)* es transitiva. Luego, por la Observacion [3.1.4] parte (1), [T, f7 es
transitiva. Asi, por el primer parrafo de la prueba de este teorema, se tiene que f; es
transitiva. Por lo tanto, f;, es totalmente transitiva.

Supongamos que [[", f; es fuertemente transitiva. Sean iy € {1,...,m}, U;, un sub-
conjunto abierto no vacio de X, y para cada i € {1,...,m}\{io}, pongamos U; = X;. De
aqui, [T}, U; es un subconjunto abierto no vacio de [}, X;. Por hipotesis, existe s € N tal
que [T, X; = Uiso(TT%, f)P(TT, Us). Sea z;, € Xi, v, para todo i € {1,...,m}\{io},
sea r; € X;. Luego, existe k; € {0,...,s} tal que (z1,...,2,) € ([1i2, fi)*(TT%, Us).
A I, por la Observacion m parte (1) tenemos que x;, € fZZ( ,). Por lo tanto,

= Uiz fE(U,) v ast fi, es fuertemente transitiva.

Supongamos que [ ", f; es caotica. Por el primer parrafo de la prueba de este teorema,
para cada i € {1,...,m}, f; es transitiva. Ademas, por el Teorema , para todo
i€ {l,...,m}, Per(f;) es denso en X;. Asi, para cada i € {1,...,m}, f; es cadtica.

Supongamos que [ ]}~ f; es orbita-transitiva. Consecuentemente, existe (21, . .., Zy,) €
[TZ, Xi tal que clppm + (O((21,- .- 2m), [T, £i)) = [LiZ, Xi. Por el Teorema (3.1.10]
parte (1), para cada ¢ € {1,...,m}, tenemos que, cly (O(z;, f;)) = X;. Asi, para cualquier
i€ {l,...,m}, f; es Orbita-transitiva.

Supongamos que [[", f; es estrictamente Orbita-transitiva. Asi, existe (z1,...,Z,) €
[[Z, Xi tal que clypn « (O((TLZ, fi)((21, - 2m)) ITZ, fi)) = [[iZ, Xi. Por el Teorema
3.1.10} parte (1), para cada i € {1,...,m}, cly, (O(fi(z:), fi)) = X; y asi, para cualquier
i€ {l,...,m}, f; es estrictamente orbita-transitiva.

Supongamos que [, f; es w-transitiva. Consecuentemente, existe (z1,...,%,) €
[T, X; tal que w((@1,...,zm), [Tty fi) = TIio; X;. Asi, por el Teorema [3.1.10} parte
(2), para cada i € {1,...,m}, w(z;, fi) = X;. Por lo tanto, para todo i € {1,...,m}, f;
es w-transitiva.

Supongamos que [ [~ f; es TTy . Sean iy € {1,...,m}, U;, y V;, subconjuntos abier-
tos no vacios de X;, y para cada i € {1,...,m}\{io}, pongamos U; = X; y V; = X;. De
aqui, por el Lema 1y (T Ul,Hl Vi) C ny, (Ui, Vi ). Ademas, por hipote-
SIS, ppm (IT=, U, HZ 1 V) e mﬁnlto Por lo tanto, ny, (Uiy, Viy) es infinito y asi f;, es

+te

Supongamos que [[", f; es minimal inversa. Sean ig € {1,...,m}, z;, € Xy, U;, un
subconjunto abierto no vacio de X;, y para cadai € {1,...,m}\{ip}, sean U; = X; y x; €
X;. De aqui, [}, U; es un subconjunto abierto no vacio de [\, X;. Por hipotesis, tenemos
que {A e [T, X, (T2, f)Y(A) = (z1,...,7), para algin | € N}N (], U;) # 0. Sean
(uty - um) € [T, Ui vy 1€ N tales que (TT2, i) ((u1, .., um)) = (21,...,2). De la
Observacion @, parte (1), u, € {y € Xi, : fL(y) = x4, para algin | € N} N U;, # 0.

K1
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Asi, el conjunto {y € X, : fl (y) = x;,, para algtin | € N} es denso en X;,. Puesto que
x;, € X, es arbitrario, podemos concluir que f;, es minimal inversa.

Supongamos que [[“, fi es Touhey. Sean iy € {1,...,m}, U, y Vi, subconjun-
tos abiertos no vacios de X;, y para cada ¢ € {1,...,m}\{io}, pongamos U; = X,
y Vi = X;. Ast, [[2,U; v [1%, Vi son subconjuntos abiertos no vacios de [[-, X;.
Por hipotesis, existen un punto periodico (z1,...,2,) € [[[L, Ui v k € Z, tales que
(T, f)* (1, ..y zm)) € [1i%, Vi. Por el Teorema [3.1.10, parte (3), x;, es un punto pe-
riodico de f;, tal que x;, € U, y por la Observacion 3.1.4] parte (1), f (x;,) € V;,. Por lo
tanto, f;, es Touhey.

Supongamos que [~ fi es un F-sistema. De aqui, [[;", f; es totalmente transitiva
y Per(I]%, f;) es denso en [[;", X;. Por el tercer parrafo de la prueba de este teorema,
tenemos que, para todo i € {1,...,m}, f; es totalmente transitiva. Ademas, por el Teore-
ma para cualquier i € {1,...,m}, Per(f;) es denso en X;. Por lo tanto, para cada
i€ {l,...,m}, fi es un F-sistema.

Supongamos que [ [, f; es dispersora. Sean ig € {1,...,m}, Y un espacio topologico,
g :Y — Y una funcién minimal y & y V subconjuntos abiertos no vacios de X;, x Y. De
aqui, existen subconjuntos abiertos no vacios UilO y Ufo de X;, y subconjuntos abiertos no
vacios V1 y Va de Y tales que UL x Vi CU y U2 x Vo C V. Para cadai € {1,...,m}\{io},
sea Ul = U? = X;. Asi, [[2, U} v [I[~, U? son subconjuntos abiertos no vacfos de
[T, X;. Puesto que (J]}", fi) X g es transitiva, existen ((u1, ..., un),v1) € ([[i~, U}) x Vi
y k € N tales que ([T~ fi) X 9)*((u1, ..., um),v1) € ([T~ U?) x Va. De aqui, (u;y,v1) €
UL x Vi y por la Observacion [3.1.4] parte (1), (fi, X 9)*((us, v1)) € UZ x Va. Por lo tanto,
(fio X Q)FU)YNV # D y asi fi, es dispersora.

La prueba para las funciones suavemente mezclantes es analoga a la prueba dada para
funciones dispersoras. O

El reciproco del Teorema no es cierto en general. Veamos un ejemplo parcial de
esto en el siguiente:

Ejemplo 3.2.5. Sea f :[0,2] — [0, 2] la funcién dada por:

2x + 1, siOSmS%;
fl@y=¢ —2z+3, sij<z<I;
—x+2, sil<z<2

En [34, Ejemplo 1], se verifica que f es una funciéon cadtica. Ademaés, se prueba que
72 :00,2]* — [0,2]% no es transitiva y por lo tanto, no es cadtica. Mas atn, en [3] y
[63], se verifica que para continuos y funciones continuas, las funciones: transitiva, 6rbita-
transitiva, estrictamente orbita-transitiva, w-transitiva y 77", son equivalentes. Por lo
tanto, el reciproco del Teorema [3.2.4] para todas estas clases de funciones no se cumple
en general.

Las funciones minimales y totalmente minimales no las incluimos en el Teorema, (3.2.4
ya que para estas dos clases de funciones requerimos la continuidad de la funcion.
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Teorema 3.2.6. Sean m un entero mayor o igual que dos, X3, ..., X,, espacios topolégicos
y, para cada i € {1,...,m}, fi + X; — X; una funcién continua. Si [[*, f; es minimal,
entonces, para cada i € {1,...,m}, f; es minimal.

Demostracion. Sea ig € {1,...,m}. Puesto que f;, es continua, por [63, Proposicion 6.2]
es suficiente con verificar que, para cada z € X;, clx, (O(z, fi,)) = Xi,. Sean z;, € Xj,
y para todo ¢ € {1,...,m}\{io}, ; € X;. De aqui, (z1,...,2,) € [[[~, X;. Puesto que,
para cada i € {1,...,m}, f; es continua, tenemos que, [, f; es una funcién continua
y minimal. Asi, clpr x,(O((21,...,2n), [[;2; fi)) = T2, Xi. Luego, por el Teorema
3.1.10, parte (1), para cualquier i € {1,...,m}, clx,(O(z;, fi)) = X;. En particular,
clx,, (O(ziy, fiy)) = Xiy. Como z;, € X, es arbitrario, de [63, Proposicion 6.2], f;, es
minimal. ]

Corolario 3.2.7. Sean m un entero mayor o igual que dos, Xi,...,X,, espacios topo-
logicos y para cada i € {1,...,m}, f; + X; — X; una funciéon continua. Si []", fi es
totalmente minimal, entonces, para cada i € {1,...,m}, f; es totalmente minimal.

Demostracion. Sea s € N. Por hipotesis, ([]i, f;)° es minimal. De aqui, por la Ob-
servacion parte (1), [T, ff es minimal. Asi, por el Teorema [3.2.6 para cada

ie{l,...,m}, ff es minimal. O
Teorema 3.2.8. Sean m un entero mayor o igual que dos, Xi,...,X,, espacios topo-
logicos, para cada i € {1,...,m}, fi : X; — X, una funcion y (a1,...,a,) € [[ir; X
Si [T, X; es perfecto y (ay,...,an) es un punto transitivo de [[}", f;, entonces, existe
ip € {1,...,m}, tal que f;, es transitiva.

Demostracion. Supongamos que [[1~, X; es perfecto y que (ai, ..., a;,) es un punto tran-

sitivo de [[}", f;. Luego, por el Teorema 3.1.10 parte (1), para cada i € {1,...,m}, a; es
un punto transitivo de f;. Ademas, por el Corolario [3.1.7] existe ig € {1,...,m}, tal que

X, es perfecto. Asi, por [80, Teorema 1.5.15|, f;, es transitiva. ]

Lema 3.2.9. Sean m un entero mayor o igual que dos, X3, ..., X,,11 espacios topologicos
y, para cada i € {1,...,m+ 1}, f; : X; — X una funcién. Si, para cada i € {1,...,m},
X, es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f; v f; X f.i1 es transitiva, entonces
(TT, fi) X fing1 es transitiva.

Demostracion. Supongamos que, para cada i € {1,...,m}, X; es +invariante sobre sub-
conjuntos abiertos bajo f; v que f; X f,11 es transitiva. Sean U y V' dos subconjuntos
abiertos no vacios de ([, X;) X X,n41. De aqui, existen subconjuntos abiertos no va-
clos Uy y Uy de T];~, X y subconjuntos abiertos no vacios Vi y Vo de X1 tales que,
U x Vi CU YU, xVy T V. Asi, paratodoi € {1,...,m}, existen subconjuntos abiertos no
vacios U} y U? de X tales que [, U} C Uy y [1;~, U? C Us. Por hipétesis, para cualquier
i€ {l,...,m}, existe k; € N tal que (f; X frnr1)" (U} x V1) N (U2 x V3) # 0. Luego, para
cadai € {1,...,m}, existe (u;,v;) € Ul x V; tal que (f; X frns1)® ((us,v;)) € U2 x Vy. Con-
secuentemente, para todo i € {1,...,m}, fF(u;) € U2. Sea k = méx{ky, ..., ky}. Por el
Lema , obtenemos que, para cada i € {1,...,m}, fF(u;) € U2. Sean iy € {1,...,m}




58 3.2. Propiedades dinamicas de funciones producto

tal que k = k;, y v = v;,. Asi, fE ., (v) € Vs Esto implica que, ((u1,...,un),v) €
(TT2 U2) % Vi v (T ) % Sms )M ((rs - ton), ) € (IT2% U2) X Vi, Consecuente-
mente, ([T, fi) X fms1) U X V1) N (U x Vi) # 0. Por lo tanto, (TT%, fi) X fini1 €s
transitiva. [

Como mencionamos anteriormente, los conjuntos +invariantes juegan un papel muy
importante para que el reciproco de varios de los resultados que presentamos en este
trabajo se puedan verificar. Veamos por ejemplo la prueba del Teorema [3.2.10

Teorema 3.2.10. Sean m un entero mayor o igual que dos, Xi,...,X,, espacios to-
pologicos y, para cada i € {1,...,m}, fi : X; — X, una funcién. Sea M alguna de
las siguientes clases de funciones: transitiva, débilmente mezclante, totalmente transiti-
va, cadtica, orbita-transitiva, estrictamente orbita-transitiva, w-transitiva, 71", ,, Touhey,
dispersora, un F-sistema o suavemente mezclante. Si, para cada i € {1,...,m}, fi € M
y X; es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f;, entonces [[1", fi € M.

Demostracion. En toda la prueba estamos suponiendo que, para cada i € {1,...,m}, X;
es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f;.

Supongamos que, para cada i € {1,...,m}, f; es transitiva. Sean U y V subcon-
juntos abiertos no vacios de [[;“, X;. De aqui, para todo ¢ € {1,...,m}, existen sub-
conjuntos abiertos no vacios U; y V; de X; tales que H;L Ui CUY H?;V; c V.
Por hipétesis, para cualquier i € {1,...,m}, existe k; € N tal que f"(U;) NV, # 0.
Asi, para cada i € {1,...,m}, podemos tomar u; € U; tal que ffl(uz) € V;. Ponga-
mos k = méax{ky,...,k,}. Por el Lema [3.1.9] tenemos que, para todo ¢ € {1,...,m},
1k (u;) € V;. Esto implica que, para cadai € {1,...,m}, fF(U;)NV; # 0. Asi, por el Lema
3.1.5} parte (2), ([T, fi)" (I, Ui) N (IT2, Vi) # 0. Por lo tanto, (IT2, f:)*@) NV # 0
y asi [, fi es transitiva.

Supongamos que, para cada i € {1,...,m}, f; es débilmente mezclante. Sean Uy, Us, V;
y Vs, subconjuntos abiertos no vacios de [[, X;. De aqui, para todo ¢ € {1,...,m},
existen subconjuntos abiertos no vacios U}, UZ, V;' y Vi de X;, tales que [[;*, U} C U,
[[2, U2 C o, TT, VP C VYV y T, V2 € Va. Puesto que f; es débilmente mezclante,
para todo i € {1,...,m}, existe k; € N tal que f*(U7) NV # 0, para cada j € {1,2}.
Para cualquier i € {1,...,m}, sea a; € U} tal que fri(a;) € V' y ) € U? tal que
fiki(a;) € V? y pongamos k = max{ky,...,k,}. Luego, por el Lema @L para cada
i €{1,....,m}, fF(a;) € V' y fF(a}) € V2. Esto implica que, (TT, fi)*((a1,...,an)) €
[0, Vi v (T £ (ah, . .d})) € TTI%, V2. Consecuentemente, (T17, f)¢@)1V1 0
y (TT, fi)*(Uz) N Va # 0. Por lo tanto, [, fi es débilmente mezclante.

Supongamos que, para todoi € {1,...,m}, f; es totalmente transitiva. Sean s € Ny U
y V subconjuntos abiertos no vacios de [/, X;. De aqui, para cada i € {1,...,m}, exis-
ten subconjuntos abiertos no vacios U; y V; de X; tales que H;il Ui CUYy H:’il V. C V.
Puesto que, para todo i € {1,...,m}, f; es totalmente transitiva, tenemos que, para
cualquier 7 € {1,...,m}, existe k; € N tal que (f5)*(U;) N V; # 0. Esto implica que,
para cada i € {1,...,m}, f*(U,) NV; # 0. Ahora, para todo i € {1,...,m}, po-
demos tomar u; € U; tal que ffk’(uz) € Vi. Sea k = max{ky,...,k,}. Por el Lema
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m, para cada i € {1,...,m}, f*(u;) € Vi. Ast, (fi*(u1), ..., fF(um)) € | 85(Uy)
y (fi%(w), ..., fiF(um)) € TI-, Vi- Ademas, por la Observacion parte (1), tene-
mos que, (Hznll fi)Sk((ulv s ?um)) € (H?; fl>8k(H1zZ1 Ul') y (HZl fi)Sk((uh s 7um)) €

[T~, Vi. Consecuentemente:

(Hfz) (w1, um)) € (Hﬁ) (HUZ> ﬂ(HV,)

De aqui, ([[:%, fi)® es transitiva y como s € N es arbitrario, tenemos que [[;", f; es
totalmente transitiva.

Supongamos que, paracadai € {1,...,m}, f; es cadtica. Asi, paratodoi € {1,...,m},
fi es transitiva 'y Per(f;) es denso en X;. Por la primera parte de la prueba de este teorema,
tenemos que, [[", f; es transitiva y por el Teorema [3.1.20] Per([]"", fi) es denso en
[T~, X;. Por lo tanto, %, fi es cadtica.

Supongamos que, para cada ¢ € {1,...,m}, f; es oOrbita-transitiva. Asi, para todo

€ {1,...,m}, existe 7; € X; tal que cly (O(x;, fi)) = X;. Por el Teorema [3.1.14} parte

(2), i i
clpm  x, <(9 <($1,,$m),Hfz>> =11X.

=1 i=
Por lo tanto, [];, fi es orbita-transitiva.
Supongamos que, para todo ¢ € {1,...,m}, f; es estrictamente Orbita-transitiva. Asi,
para cada i € {1,...,m}, existe z; € X; tal que cly (O(fi(z:), fi)) = Xi. Por el Teorema

3.1.14) parte (2):
ClH;LXi (O <(f1<171)7 e 7fm<xm))7 Hfl>> - :[[‘XZ
i=1 i=1

Consecuentemente, clym v (O (ILL, fi) (21, 2m)), [ L2, fi)) = [ 2, Xi. Por lo tan-
to, [[i~, fi es estrictamente orbita-transitiva.

Supongamos que, para cada i € {1,...,m}, f; es w-transitiva. De aqui, para todo
i € {1,...,m}, existe z; € X; tal que w(z;, f;) = X;. Por el Teorema [3.1.14] parte (1),
w((z1,...,zm), [[12, fi) = [1i~, Xi. Por lo tanto, [\~ fi es w-transitiva.

Supongamos que, para cada i € {1,...,m}, f; es TT, . Sean U y V subconjuntos
abiertos no vacios de [[;-, X;. Luego, para cada i € {I,...,m}, existen subconjun-
tos abiertos no vacios U; y V; de X; tales que H:L U CUY H;’il‘/} C V. Puesto
que, para todo ¢ € {1,...,m}, f; es TT,,, tenemos que, para cada ¢ € {1,...,m},
nys, (U, V;) es infinito. Para todo i € {1,...,m}, sea k; € ny,(U;,V;). Asi, para cualquier
ie{l,...,m}, fF(U)NV; # . Se sigue que, para todo i € {1,...,m}, existe u; € U; tal
que fF(u;) € Vi. Sea k = méx{ky, ..., kn}. Por el Lema , para cada i € {1,...,m},
fF¥(u;) € Vi. De aqui, (TT%, fi) (w1, .. um)) € (TT, f)F(T, Us) N (TT2, Vi) Conse-
cuentemente, ([T, f;)*(U4) NV # 0. Por lo tanto, k € npp= 1, (U, V). Ahora, ya que, para
todo i € {1,...,m}, ny(U;,V;) es infinito, para cada i € {1,...,m}, podemos tomar
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ki € ng,(U;, Vi) tal que k] > k. Sea ky = max{ki,...,kl,}. Por el Lema [3.1.9 para cada
i€ {1,....,m}, f*(u;) € Vi. Se sigue que, ([T, fi)"(TT, Us) N ([T, Vi) # 0. En conse-
cuencia, ([T, fi)* () NV # 0. Por lo tanto, ky € nppn 1, (U, V) y k1 > k. Continuando
con este proceso, obtenemos que npym (U, V) es un conjunto infinito y como U y V son
arbitrarios, concluimos que [, f; es TT} .

Supongamos que, para cada i € {1,...,m}, f; es Touhey. Sean U y V subconjuntos
abiertos no vacios de [[;*, X;. De aqui, para todo i € {1,...,m}, existen subconjuntos
abiertos no vacios U; y V; de X, tales que [[;",U; CU y [[[~, Vi C V. Ademas, ya que,
para cualquier i € {1,...,m}, f; es Touhey, tenemos que, para cada par de subconjuntos
abiertos no vacios U; y V;, existen un punto periddico xz; € U; y k; € Z, tales que
fFi(x;) € Vi. Sea k = méx{ky, ..., kn}. Luego, por el Lema , obtenemos que, para
cada i € {1,...,m}, fF(x;) € V;. Por el Teorema , parte (4), podemos concluir
que, (1,...,%,) es un punto periodico de [[1~, fi tal que (z1,...,2) € [[[L Ui CU Y
(T, f)* (1, . yzm) € TT, Vi C V. Por lo tanto, [}, f; es Touhey.

Supongamos que, para cada ¢ € {1,...,m}, f; es un F-sistema. Asi, para todo i €
{1,...,m}, f; es totalmente transitiva y Per(f;) es denso en X;. Por el tercer parrafo de
la prueba de este teorema, tenemos que [[1-, f; es totalmente transitiva. Ademas, por el
Teorema [3.1.20], sabemos que Per (], f;) es denso en []I", X;. Por lo tanto, []}", f; es
un F'-sistema.

Supongamos que, para cada i € {1,...,m}, f; es suavemente mezclante. Sean Y
un espacio topologico y g : Y — Y una funcién transitiva. Por hipotesis, para todo
i € {1,...,m}, fi x g es transitiva. Asf, por el Lema [3.2.9] (IT", fi) x g es transitiva. Por
lo tanto, [[I*, fi es suavemente mezclante.

Supongamos que, para cada i € {1,...,m}, f; es dispersora. Sean Y un espacio topo-
logico y g : Y — Y una funcién minimal. Por hipdtesis, para cualquier ¢ € {1,...,m},
fi x g es transitiva. Asi, por el Lema[3.2.9) ([T, fi) x g es transitiva. Por lo tanto, [T", fi
es dispersora. O

Las funciones minimales y totalmente minimales no las incluimos en el enunciado del
Teorema (3.2.10] porque para estas dos condiciones volvemos a requerir la continuidad de
la funcion.

Proposiciéon 3.2.11. Sean m un entero mayor o igual que dos, Xi,...,X,, espacios
topologicos y, para cada i € {1,...,m}, fi : X; = X, una funciéon continua. Si, para todo
i € {1,...,m}, f; es minimal y X; es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f;,
entonces [[~, fi es minimal.

Demostracion. Supongamos que, para cada i € {1,...,m}, f; es minimal y que X, es
+invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f;. Por hipotesis tenemos que [[%, fi es
continua. Asi, por [63, Proposicion 6.2], solo hay que verificar que, para todo (x1, ..., 2,,) €
H?il Xi, Cll—[lrll XZ(O((‘TD c. ,$m), H:il fz)) = H;nll Xz Sea (.%'1, c ,l’m) c HZI Xz Ya
que, para cualquier i € {1,...,m}, f; es minimal, obtenemos que cly, (O(x;, fi)) = Xi y
puesto que, para cada i € {1,...,m}, X; es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo
fi, por el Teorema 3.1.14; parte (2), tenemos que clym . (O((z1, ..., 2w), [[2, fi) =
[T~, X;. Por lo tanto, [[;-, fi es minimal. O
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Corolario 3.2.12. Sean m un entero mayor o igual que dos, X1, ..., X,, espacios topo-
logicos y, para cada i € {1,...,m}, fi : X; — X, una funcién continua. Si, para todo
i€ {l,...,m}, fi es totalmente minimal y X; es +invariante sobre subconjuntos abiertos
bajo f;, entonces [[;~, fi es totalmente minimal.

Demostracion. Sea s € N. Por hipotesis, para cada ¢ € {1,...,m}, f’ es minimal y

continua. Asi, por la Proposicion [3.2.11} T[], f# es minimal. Luego, por la Observacion

3.1.4 parte (1), (T[", fi)® es minimal. Finalmente, ya que s € N es arbitrario, tenemos
m o .

que [[;2, fi es totalmente minimal. O

3.3. Funciones inducidas a los productos simétricos de
espacios producto

En el 2008, B. Hou, G. Liao y H. Liu [48] demuestran el siguiente resultado para
funciones continuas entre espacios métricos compactos sin puntos aislados: Si 2/ es sen-
sitiva, entonces 2/*9 es sensitiva. Méas tarde, citando algunas ideas de B. Hou, G. Liao
y H. Liu, X. Wu, J. Wang y G. Chen [86] prueban, entre muchas otras cosas, que la
F-sensitividad de 2/ o 29 implica la F-sensitividad de 2/*9 (f y g funciones continuas
entre espacios métricos compactos). Hasta donde sabemos, estos son los tnicos trabajos
en los que se analiza una funcién inducida de un producto de funciones. Ademés, refe-
rente a las funciones inducidas a los productos simétricos de espacios producto, no existe
ninguna publicacién en la que se haga un analisis semejante a los dos anteriores. Por estas
razones, es importante para nosotros, contribuir al engrandecimiento de esta nueva linea
de investigacion mediante la realizacion de esta seccion.

Sea M alguna de las siguientes clases de funciones: exacta, transitiva, débilmente mez-
clante, mezclante, totalmente transitiva, fuertemente transitiva, caética, minimal, 6rbita-
transitiva, estrictamente orbita-transitiva, w-transitiva, 77", , , suavemente mezclante, mi-
nimal inversa, Touhey, totalmente minimal, dispersora, exactamente Devaney cadtica o
un F-sistema. En esta seccion estudiamos principalmente, relaciones entre las siguientes
condiciones: (1) F,(ITi%, fi) € M, (2) para cada i € {1,...,m}, F,(fi) € My (3) para
cadai € {1,...,m}, f; € M.

Lema 3.3.1. Sean m un entero mayor o igual que dos, X1, ..., X,, espacios topologicos,
io€{l,...,m},ne N {ay,...,a.} € F(X;,) conr <nyUy,...,U,subconjuntos abier-
tos no vacios de X, tales que {a1,...,a,} € (Uy,...,U,). Paracadai e {1,...,m}\{io}
y para toda l € {1,...,7}, sean al € X; y aﬁ-o = q.

(1) Si,paracadal € {1,...,r}, ponemosb; = (a,...,al ,... a'

Fu(lTiZ, X0)-

(2) Si, paracadai € {1,...,m}\{io} y para cualquier j € {1,...,n}, V/ = X,y Vlf) =Uj,
entonces {by,...,b.} € (Uj,...,U}), donde, para todo j € {1,...,n}, Uj = [[2, V;.

), entonces {by,...,b.} €
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Demostracion. No es dificil verificar que (1) se satisface. Veamos que se cumple (2). Sea
p€{l,...,7}. Puesto que {ay,...,a,} € (Uy,...,U,), existe jo € {1,...,n} tal que a, =

a;, € Ujy. Asi, b, = (af,...,af,...,ab) € [[L, V" = Uj . Por lo tanto, b, € Uj_, Uj
Consecuentemente, {b1,...,b.} C |Jj_, U. Ahora veamos que, para cada j € {1,...,n},
{br,...,b:} NUj # 0. Sea k € {1,...,n}. De aqui, Uy, = [[", V}*. Como {ay,...,a,} N
Uy # 0, existe [y € {1,...,r} tal que a;, € Uy. Esto implica que, (af,... a,...,ak) €
Uy.. Consecuentemente, para cada j € {1,...,n}, {b1,...,b.} NUj # (). Por lo tanto,
{by,...;b.} € (U],....U}). O
El siguiente resultado es clave para un mejor desarrollo de esta seccion.
Lema 3.3.2. Sean m un entero mayor o igual que dos, X1, ..., X,, espacios topologicos,
I,n € N tales que [ < n, para cada i € {1,...,m}, U},..., U’ subconjuntos abiertos no

vacios de X; y, para cada j € {1,...,1}, («],...,23) € [I", Xi. Si {(2f,...,20) :j €
{1,...,03y e QI U, .. T, Ub), entonces, para cada @ € {1,...,m}, {z},... 2t} €
(Ui, ..., Ub).

n

Demostracion. Sea iy € {1,...,m}. Vamos a verificar que {:L'ZO, ol Y e (U, .. Ub).
Primero veamos que {z,,..., 2} } C Uj— UZ0 Sea k € {1,...,l}. Por hlpote81s existe
s € {1,...,n} tal que (2% ...  2F) € Jia 1Up De aqui, zf € UZ. Esto implica que,
zf € U;_, Up. Por lo tanto, {zj ...z} } €U\, U}

Ahora veamos que, para cada j € {1,...,n}, {z},..., m} N U’O # (). Sea p €
{1,...,n}. Por hipotesis, {(x{, conxd )y cgoe {1 0 (T8, U;) # . Asi, existe
je{l,...,1} tal que (¢],...,2,) € [[, U,. Esto implica que, :c{o € Uj. En consecuen-
cia, {xlo, LT YU £ 0. Puesto que p 6 {1,...,n} es arbitrario, tenemos que, para
cada p € {1,...,n}, {xlo,..., zt }NUP # (. Por 10 tanto, {z} ..., 2L} € (UP,... UP).
Finalmente, ya que ig € {1,...,m} es arbitrario, podemos concluir que, para todo
iE{l,...,m},{x%,...,xﬁ}é(Uf,...,UQ. O
Lema 3.3.3. Sean m un entero mayor o igual que dos, X1, ..., X,, espacios topologicos,
para cada i € {1,...,m}, f; : X; — X; una funcion, n € Ny U}, ... .UV ... V¢»
subconjuntos abiertos no vacios de X;. Si, (F,,(IT~, fi)* (U], ..., UL, ..., V) #0,
entonces, para cada i € {1,...,m}, (F.(f:)* (U}, ..., U")) N (VL ..., V") # 0. Donde,
para cada j € {1,...,n}, Uj = I, Ul-j y Vi = I, Vz]

Demostracion. Supongamos que (F, ([T, FNEQUL . U)LYV £ D Asi,
existe {(z7,...,20) 7€ {1,...,r}} € (U],...,U), con r <n tal que:

(fn (Hf,)) (], el ) jef{l,....r}}) e (V{,.... V).

Por la Observacion m, partes (1) y (2), {(fF!),....f5@2)) : j € {1,...,r}} €

(V/,..., V). Asi, por el Lema [3.3.2 para cada i € {1,.. m} {fFh), ..., fR@ah)} e
(V1 ..., V™). Lo cual implica que (F,(f))*({z},... }) (V1 ... v, Por otro lado,

{z},..., 2T} € (U}, ..., U"). Por lo tanto, (.Fn(fz))k(< ; U”>) (V... VM #0. O
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Lema 3.3.4. Sean m un entero mayor o igual que dos, X1, ..., X,, espacios topologicos,
para cada i € {1,...,m}, f; : X; — X; una funcién, n € Ny U{,... .U, V}, ..., V!
subconjuntos abiertos no vacios de X;. Para cada i € {1,...,m}:

n}'n(]_[:';l fi) ((U{7 B U’r/z> ) <V1/7 I V7:>) - n]—'n(fi)(<Uf7 B U:z>v <Vv11> N V;))
Donde, para cada j € {1,...,n}, Ui =2, Ul y V] =T[:2, V.

Demostracion. Sea k € ng qpm. LS UL T U) (DT VS - TS Vi) De

aqui, (7, ([T;2, fz))k (T2, UL, S TES Un) NTES VA - T Vi) # 0. Por el Lema
3.3.3, para cada i € {1,...,m} se cumple que:

(FalF)) ({a2i}) € (Falf) " (UL, ., UI) NV V).
Por lo tanto, para todo i € {1,...,m}, k € ny . ((Uf,...,Up), (V{,.... V7). O
Por el Corolario [3.1.7]y por [I3, Teorema 3.14], podemos concluir lo siguiente.

Proposicion 3.3.5. Sean m un entero mayor o igual que dos, X3, ..., X,, espacios topo-
logicos y n € N. Entonces se cumple lo siguiente:

(1) Existe 49 € {1,...,m} tal que F,(X;,) es perfecto si y solo si [[", X; es perfecto.

(2) Existe i € {1,...,m} tal que X, es perfecto siy solo si F, (][~ X;) es perfecto.

(3) Existeig € {1,...,m} tal que F,,(X;,) es perfecto si y solo si F, (][~ Xi) es perfecto.
Por el Teorema y |13, Teorema 3.8], se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 3.3.6. Sean m un entero mayor o igual que dos, X3, ..., X,, espacios topo-
logicos y n € N. Entonces se cumple lo siguiente:

(1) Para cada i € {1,...,m}, X; es pseudo-regular si y solo si F,([[;~; X;) es pseudo-
regular.

(2) Para cada i € {1,...,m}, F,(X;) es pseudo-regular si y solo si []", X; es pseudo-
regular.

En los Teoremas y mostramos la forma en la que podemos construir puntos
transitivos o puntos w-limites en los espacios F,(X;), para cada i € {1,...,m}, a partir
de puntos en F,([]:~, X;) con la misma propiedad.

Teorema 3.3.7. Sean m un entero mayor o igual que dos, Xi,..., X, espacios topold-
gicos, para cada i € {1,...,m}, f; : X; = X, una funcion y [,n € N tales que [ < n. Si
A={(z],...,20):j€{1,....1}} € Fo([[", Xi) es un punto transitivo de F, (T[7, fi),
entonces, para cada i € {1,...,m}, {z},..., 2t} es un punto transitivo de F,(f;).
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Demostracion. Supongamos que A es un punto transitivo de F, ([~ f;). Sean iy €
{1,...,m} y U un subconjunto abierto no vacio de F,(X;,). Asi, por [47, Lema 4.2],
existen subconjuntos abiertos no vacios Uy, ..., U, de X, tales que (Ul, LUy CU.
Para cada i € {1,...,m}\{io} y para toda j € {1,...,n}, pongamos V/ = X, y V! = U,
y, para todo j € {1,...,n}, sea Uj = [[, VZ] De aqui, (Uj,...,U]) es un subconjunto
abierto no vacio de F,(I[/~, X;). Por hipotesis, (Uy,...,U.) N O(A, F.(I1%, f;)) # 0.
En consecuencia, existe k € Z, tal que (F,([Ti~, fi))*(A) € (U7,...,U.). Esto implica
que, {(fF(),... ,ffl(ajﬁn)) cje{l,...,1}} € (Uf,...,U). Por el Lema m tenemos
que {fE(z}),..., fE(«l )} € (Uy,...,U,). Consecuentemente, (Fy(f;,))" ({x}o,...,xio ) €
(Ur,...,Up) C U y L[ﬂ@({xm,..., zt 3, Fu(f)) # 0. Por lo tanto, {z},,..., 2! } es un
punto transitivo de F,(f;,). Ya que ig € {1,...,m} es arbitrario, podemos concluir que,
para cada i € {1,...,m}, {z},..., 2!} es un punto transitivo de F,(f;). O

Teorema 3.3.8. Sean m un entero mayor o igual que dos, Xj,..., X,, espacios topolo-
gicos, para cada ¢ € {1,...,m}, f; : X; — X; una funcion, [,n € N tales que [ < n, y

A=A, o) g € {1 3} € FulT Xo). Siw(A Fu(TT2 £2) = FallTE, X0,
entonces, para cada i € {1,...,m}, w({z}, ..., 2t} F.(f)) = Fu(X0).

Demostracion. Supongamos que w( A, F,,(ITi%, fi) = Fallln, Xi). Seaig € {1,...,m}.
Vamos a verificar que w({z}, ...,z }, Fu(fio)) = Fu(Xi). Sea {ar,...,a,} € Fo(Xy,)
con 7 < n, U un subconjunto abierto de F,(X;,) tal que {ai,...,a,} € U y k €
N. Por [47, Lema 4.2|, existen subconjuntos abiertos no vacios Uy, ..., U, de X, ta
les que {ai,...,a,} € <U1,...,Un> C U. Para cada | € {1,...,r} y para todo i €
{1,...,m}\{io}, sean o} € X; y al, = a;. Luego, para cada | € {1,...,r}, sea a] =
(a},...,al)). Por otro lado, para Cada i 6 {1 .,m}\{ig} y para todo j € {1,...,n},
pongamos V/ = X, y Vf) = Uj. Flnalmente para cada j € {1,...,n}, sea U =
[17, V7. Por el Lema @, parte (1), {a},...,a.} € F (]2, X;). Ademas, por hip6tesis,
{a},...,a.} € w(A F,(ITi%; f:))- De aqui, por el Lema [3.3.1] parte (2), {a},...,a.} €
(Uy,...,U}). Asi, existe s > k, tal que (F,([[.%, fi))*(A) € (Uj,...,U}). Por la Ob-
servacion , partes (1) y (2), tenemos que {(ff(2}),...,fo(zh), .., fm(@h)) 1 p €
{1,...,1}} € (Uy,...,U}). Por el Lema , {fi(x), ..., fi(al)} € (U, ,U,). BEs-
to implica que, (Fo(fi))*({zf,...,2L}) € (Ui,...,U,) C U. De aqui, {ai,...,a,} €

) 0

w({z},, ..., 2l }, Falfiy))- Por lo tanto, w({al, ... 2t }, Fu(fio)) = Ful(Xi,). O
Por el Teorema [3.1.20| y [13, Teorema 3.4|, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.3.9. Sean m un entero mayor o igual que dos, Xi,...,X,, espacios topolo-
gicos, para cada i € {1,...,m}, f; : X; — X; una funcion, y n € N. Entonces se cumple
lo siguiente:

(1) Para cada i € {1,...,m}, Per(f;) es denso en X; si y solo si Per(F,(I[/~, f;)) es
denso en F,([[1%, Xi )

(2) Para cada i € {1,...,m}, Per(F,(f;)) es denso en F,(X;) siy solo si Per([[;~, fi)

es denso en [[1%, X
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Por la Proposicion [3.1.15 y [I3, Teorema 3.3], podemos concluir lo siguiente:

Proposiciéon 3.3.10. Sean m un entero mayor o igual que dos, Xi,...,X,, espacios
topologicos, para cada i € {1,...,m}, f; :+ X; — X, una funcién y n € N. Entonces se
cumple lo siguiente:

(1) Paracadai € {1,...,m}, U; es +invariante bajo f; siy sélosi ([ [}, U;) es +invariante
bajo fn(l—ﬂ’; fi).

(2) Para cada i € {1,...,m}, (U;) es +invariante bajo F,(f;) si y solo si [[\2, U; es
+invariante bajo [~ fi.

En lo que resta de este capitulo analizamos las relaciones entre las condiciones: (1)
FolllZ, fi) € M, (2) para cada ¢ € {1,...,m}, F.(f;) € M y (3) para cada i €
{1,,m}, fz EM

Teorema 3.3.11. Sean m un entero mayor o igual que dos, X1, ..., X,, espacios topolo-
gicos, para cada i € {1,...,m}, f; : X; = X, una funciéon y n € N. Entonces se cumple
lo siguiente:

(1) Fu(ITZ, fi) es exacta si y solo si, para cada ¢ € {1,...,m}, F,(fi) es exacta.
(2) Fu(TT%, fi) es exacta si y solo si, para cada i € {1,...,m}, f; es exacta.

Demostracion. Supongamos que F, ([~ fi) es exacta. Sean ig € {1,...,m} y U un sub-
conjunto abierto no vacio de F,,(X;,). Por [47, Lema 4.2], existen subconjuntos abiertos
no vacios Uy, ..., U, de X;, tales que (Uy,...,U,) C U. Para cada i € {1,...,m}\{io}
y para todo j € {1,...,n}, pongamos U’ = X; y U{O = U,. También, para cada
je{l,...,n}, sea Uj = [[, U’. Notemos que (U!,...,U") es un subconjunto abier-
to no vacio de F, ([, X;). Puesto que F,(I[;~, fi) es exacta, existe k € N tal que
(fn (H:il fl))k<<U{7 T U’r/L>) = Fn (H:?il XZ) Sea {Il’ - IT} € Fn (Xlo) conr < n
Para cada j € {1,...,m}\{io} vy para cada [ € {1,.. r} sean a € X; y aZ = 1.
Finalmente, para todo [ € {1,...,7}, sea x, = (a},...,dl)). Por el Lema 1 parte

(1), {21, 20} € Fu(llZ, Xi). Luego, {1, ..., 27} € (Fu([T2, i) (<U{,---,,Un>)- As,

existe {(b],...,b0) : j € {1,. ..,p}} e (U;,...,U) tal que (F([Ti%, N ({(®1,...,00,) -
jeA{l,...,p}}) = {2f,...,2.}. En consecuencia, {fE(bL), ..., fE(W)} = {x1,... 2}
Se sigue que, (F,(fi,))" ({bw ce 10}) = {x1,...,x.}. Por otro lado, por el Lema
[onreeo 0} € (Falful MO Tn)). Por Lo tanto, Fu(X) = (Falfi)HWU) v FalFo)
es exacta.

Supongamos que, para cada i € {1,...,m}, F,(f;) es exacta. De aqui, por [I3], Teorema

4.10], para cada i € {1,...,m}, f; es exacta. Asi, por el Teorema 7 [T%, fi es exacta.
Finalmente, por [I3, Teorema 4.10], F,,(I[;~, /i) es exacta.

Supongamos que F,([[", f;) es exacta. Por [I3, Teorema 4.10], [\~ fi es exacta. Asi,
por el Teorema , para cada i € {1,...,m}, f; es exacta.

Finalmente, supongamos que, para cada i € {1,...,m}, f; es exacta. Por el Teorema
B-2.1] TI, f; es exacta. De aqui, por [13, Teorema 4.10], F,,([T™, f;) es exacta. O
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De la Proposicion [2.3.12] y el Teorema |3.2.2) deducimos el siguiente resultado.

Teorema 3.3.12. Sean m un entero mayor o igual que dos, Xy, ..., X,, espacios topolo-
gicos, para cadai € {1,...,m}, f; : X; — X, una funcion y n € N. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) Para cada i € {1,...,m}, f; es exactamente Devaney caotica.
(2) FulII, fi) es exactamente Devaney caotica.

(3) Para cada i € {1,...,m}, F,(f:;) es exactamente Devaney caotica.
De [13, Teorema 4.8] y el Teorema [3.2.3] obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.3.13. Sean m un entero mayor o igual que dos, Xy, ..., X,, espacios topolé-
gicos, para cadai € {1,...,m}, f; : X; — X, una funciéon y n € N. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) Para cadai € {1,...,m}, f; es mezclante.
(2) Fu(IIZ, fi) es mezclante.
(3) Para cada i € {1,...,m}, F,(f:;) es mezclante.

Teorema 3.3.14. Sean m un entero mayor o igual que dos, Xi,...,,X,,11 espacios
topologicos, n € N y, para cada ¢ € {1,...,m + 1}, f; : X; — X, una funcion. Si
FulllZ, fi) X fms1 es transitiva, entonces, para cada i € {1,...,m}, F,.(fi) X fmi1 €s
transitiva.

Demostracion. Supongamos que F,,([[%; fi) X fm41 es transitiva. Sean ig € {1,...,m}y
U, y Uy subconjuntos abiertos no vacios de F,,(X;,) X X,,+1. De aqui, existen subconjuntos
abiertos no vacios U y V de F,,(X;,) y F1y Fy de X, 11 talesque U X Fy C Uy y VX Fy C Us.
Luego, por [47, Lema 4.2|, existen subconjuntos abiertos no vacios Uy, ..., U,, Vi,...,V,
de Xy, tales que (Uy,...,U,) CU Yy (Vi,...,V,) C V. Para todo i € {1 mP\{io} v,
para cada j € {1,...,n}, pongamos U/ = X;, V/ = X, UJ =U; Vz) V Finalmente,
para cada j € {1,...,n}, sean Uj = [[.2, U’y V)= Hi:l VZJ. Se sigue que, (U{,..., U}y
(V{,...,V.]) son subconjuntos abiertos no vacios de F,(][“; X;). Por hipotesis, tenemos
que, existe k € N tal que [F,([Ti%, fi) X ford[F(U7, ... ULy x F) N ((V], ..., V) X F) #
@ Esto implica que, existe ({(z},...,2)) : 1 < n},v) € (U],...,U) x I} tal que

I, fl X fort ({2, 2l) o1 < n} vl)) (V/,..., V) x Fy. Luego, por el

LemaB 3.3.2, {zl ...,z }E(Ul,..., )y{ Flal), ... Z(ZO)}€<V1,..., )Encon—
secuencia, {xZO, . xl v) € (Uy,..., >><F1 y [ n(fm) X fra ) (({z, . .. ,01)) €
(Vi,..., Vo) x Fs. Por lo tanto, (Fn(fie) X fma1) (U) NUy # O y asi F, (fm) ¥ fma1 es
transitiva. U

Solo para las funciones exactas, exactamente Devaney cadticas y mezclantes es posible
verificar la equivalencia de las condiciones (1), (2) y (3) que se mencionaron al inicio de
esta seccion. Ahora veamos lo que sucede para el resto de las clases de funciones que en
este trabajo estamos considerando.
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Teorema 3.3.15. Sean m un entero mayor o igual que dos, Xi,...,X,, espacios to-
pologicos, para cada i € {1,...,m}, f; + X; — X, una funcién, n € N y M alguna
de las siguientes clases de funciones: transitiva, débilmente mezclante, totalmente tran-
sitiva, fuertemente transitiva, cadtica, orbita-transitiva, estrictamente érbita-transitiva,
w-transitiva, Touhey, un F-sistema, minimal inversa, suavemente mezclante, dispersora o

TT,+. St Fo(IT2, fi) € M, entonces, para cada i € {1,...,m}, F,(f;) € M.

Demostracion. Supongamos que F,([[\~, fi) es transitiva. Sean ig € {1,...,m} y U y
V subconjuntos abiertos no vacios de F,,(X;,). De aqui, por [47, Lema 4.2|, existen sub-
conjuntos abiertos no vacios Uy, ..., U,, Vi,...,V, de X, tales que (Uy,...,U,) CUy
(Vi,...,V,) € V. Para cada ¢ € {1,...,m}\{ip} y para toda j € {1,...,n}, ponga-
mos U,L-j = X, Ufo = Uj, Vij =X,y VZ{) = Vj. Finalmente, para toda j € {1,...,n},
pongamos Uj = [[, Ul y Vi =TI V7. Notemos que (U/,...,U’) y (V{,...,V!) son
subconjuntos abiertos no vacios de F,([[~, X;). Por hipotesis, existe & € N tal que
(Fn (IT, I SN n(VY,..., V) # 0. De aqui, por el Lema M, para ca-
dai € {1,....,m}, (Fu(f:)E(UL, ..., UM) N (VL ... V") # (). En particular, podemos
concluir que (F,(fi,))* (U, ..., U N)N(V4, ..., V,) # 0. Por lo tanto, F,(f,) es transitiva.
Supongamos que F,, ([ -, f;) es débilmente mezclante. Sean iy € {1,...,m} y Uy, Us, Vs
y Vs, subconjuntos abiertos no vacios de F,, (X, ). De aqui, por [47, Lema 4.2|, existen sub-
conjuntos abiertos no vacios Ui,..., Ul U2, ... U2, Vi, ..., VI V2 ... V?de X, tales
que (Uf,....UY C Uy, (UE,...,U? CUy, (V}, ...,V CV, y (V2,...,V2) CVy. Para
cada i € {1,...,m}\{io} y para toda j € {1,...,n}, pongamos W/ = X;, T/ = X,
Fl =X, Ll = X;,, W), = U}, T! =U? F, =V}!y L] = V2 También, para cada
j € {1,...,71}, searn VV] = H:zlvvz]? T] = H?;sz’ E = szlej y Lj = Hzning Se s1-
gue que, (Wi, ... . W), (Th,...,T,.), (F1,..., F,) y (L1, ..., Ly,) son subconjuntos abiertos
no vacfos de F, (", X;). Por hipotesis, (Fo ([T fi)) (Wi, ..., Wu)) N (Fy, ..., F,) #
0y (FullZy fi)*((Th, ..., T0)) N (Ly, ..., Ly) # 0. Asi, existen {(z,...,29) : j €
{1,...,r}eWy,.... W)y y{(yl,...,v2): 5 €{1,...,p}} € (T1,...,T,) tales que:

(]—"n ( f,)) {(,...,2l)je{l,....r}}) e (F,..., F,)

7

(]-n (Hfl>> ({(y{,,yfn) cje{l,...,p}}) € (Ly,...,Ly,).

De aqui, por la Observacion m, partes (1) y (2), tenemos que {(fFD), ... fr ()

J € {et}} € (Fuoo oo Fu) 3 L) P 2 5 € (L)) € (Lrooo L),
En consecuencia, por el Lema (3.3.2, tenemos que {fF(z}),..., fE(z})} € (Vi,...,V,})
y { Z!f)(ygo)’"" 'Llf)(yZ))} E <‘/127"‘7V?’L2>' Luego7 ('Fn<f10))k<{x307'""I‘:O}) E <‘/v117 Y Tl:,l>
y (Fn(fio))k({yilo, YY) € (VZ,...,V2). Ademas, como {:17110, LTy} E (Ut,....U0Y y
{yi, .- uh} € (UF,...,U2), obtenemos que, (F,(fi,))"((UL, ..., UN) NV, V) #0
v (Fu(fi)F(UE, .., UD)Y N (V2 ..., V2 # (. Esto implica que, para cada i € {1,2},

(Fu(fi)E(U;) NV; # 0. Finalmente, F,,(f;,) es débilmente mezclante.
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Supongamos que F,, ([~ f;) es totalmente transitiva. Sean i € {1,...,m}, s€ Ny
U y V dos subconjuntos abiertos no vacios de F,,(X;,). De |47, Lema 4.2], existen sub-
conjuntos abiertos no vacios Uy,...,U,, V1,...,V, de X;, tales que (Uy,...,U,) C Uy
(Vi,...,V,) C V. Paracada i € {1,...,m}\{ig} y para toda j € {1,...,n}, pongamos
Ul-j = X, Vij = X, Ufo =U,y sz) = V;. También, para cada j € {1,...,n}, sean
Ui =11, Uy Vi =1I-, V7. Se sigue que (U!,...,U") y (V{,..., V') son subconjuntos
abiertos no vacios de F,,(][~, X;). De aqui, puesto que (F,([[;~, fi))® es transitiva, tene-
mos que, existe k € N tal que ([F,(TT~, f)]) (UL, ..., UL)) N (V{,..., Vi) # 0. Luego,
por el Lema[3.3.3] para cadai € {1,...,m}, (F.(£))* (UL, ..., UNN(V, ... Vi) £ 0.
En particular, ([F,(fi,)]*)*((Uy, ..., UNN{(V4, ..., V,) # 0. Finalmente, ([F,(fi,)]*)*@U)N
V # (). Por lo tanto, (F,(fi,))° es transitiva. Ya que s € N es arbitrario, obtenemos que

Fn(fi,) es totalmente transitiva.

Supongamos que F,([]~, fi) es fuertemente transitiva. Sean iy € {1,...,m} y U
un subconjunto abierto no vacio de F,(X;,). De [47, Lema 4.2], existen subconjun-
tos abiertos no vacios Uy, ..., U, de X;, tales que (Uy,...,U,) C U. Luego, para todo
i€ {1,...,m}\{io} y para cualquier j € {1,...,n}, pongamos Uij =X,y UZJ0 = U;.
También, para toda j € {1,...,n}, sea Uj = [[_, U. Notemos que (Ul,...,U’) es
un subconjunto abierto no vacio de F,([[;%, X;). Por hipétesis, existe s € N tal que
Fu (17 Xa) = Up_o [Fn (T £O)F (UL, ..., UL)). Sea {1, ..., 2.} € Fu(X;,). Para ca-
da i€ {1,...,m}\{io} y para todo j € {1,...,r}, sean a] € X; y a] = x;. Asi, para
cualquier j € {1,...,7}, sea 2} = (a],...,al,). Notemos que {24, ..., 2"} € Fo(TI", X).
De aqui, existe k € {0,...,s} tal que {z},...,2.} € [F.(IT~, f)]*((U7,...,UL)). Co-
mo consecuencia, tenemos que, existe {(y,...,90) : j € {1,...,p}} € (U],...,U’) tal

ue [F, (I, NG, ) G e{l,....p}) = {z},...,2.}. Por la Observacion
3.1.4] partes (1) y (2), podemos concluir que {(ff(y1),...,fe(yl)) : j € {1,...,p}} =
{af, ... 2L} Ast, (Fu(fi))*(yh, - vh}) = {@1,..., 2.}, Por otro lado, por el Lema
, {vt,....,yh} € (U,...,Uy,). De aqui, {z1,...,2,} € (Fulfi,)) (U1,...,Uy)). Por
lo tanto, {z1,..., 2.} € Up_o(Fu(fio))*U) y ast, Fu(Xiy) = Ui (Fn(fio))*(U). De donde,

Fn(fi,) es fuertemente transitiva.

Supongamos que F, (][~ f;) es cadtica. De aqui, tenemos que F,, ([ [\~ fi) es transiti-
va y el conjunto Per(F,([]", fi)) es denso en F,([[;~, X;). Asi, por el primer parrafo de
la prueba de este teorema, para cada i € {1,...,m}, F,(f;) es transitiva y por el Teorema
3.3.9, parte (2), para todo ¢ € {1,...,m}, Per(F,(f;)) es denso en F,,(X;). Por lo tanto,
para cualquier i € {1,...,m}, F,(fi) es cadtica.

Supongamos que F,([[;~, fi) es orbita-transitiva. De aqui, existe un punto transi-
tivo {(2],...,23) : j € {1,...,1}} de Fu([[", f;). Por el Teorema , para to-
doi € {1,...,m}, {z},...,2!} es un punto transitivo de F,(f;). Asi, para cualquier
ie{l,...,m}, O{zl,..., 2k}, F.(fi)) es un subconjunto denso de F,(X;). Lo cual im-
plica que, para cada i € {1,...,m}, F,.(f;) es orbita-transitiva.

Supongamos que ]—"n(H:.ll fi) es estrictamente orbita-transitiva. De aqui, existe un
punto transitivo {(fi(x]),..., fm(2d)) : 5 € {1,...,1}} de Fu([I, fi). Por el Teo-
rema [3.3.7} para cada i € {1,...,m}, tenemos que {fi(z}),...,fi(z})} es un punto
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transitivo de F,(f;). Asi, para todo i € {1,...,m}, F, (fz)({xz,..., zt}) es un pun-
to transitivo de F, ( fl) En consecuencia, para cada i € {1,...,m}, el subconjunto
( (k. 2ty Fu(fi)) es denso en F,(X;). Por lo tanto, para cadai € {1,...,m},

Fo(f;) es estrictamente orbita-transitiva.

Supongamos que Fy, ([T, fi) es w-transitiva. Por hipétesis, existe {(z7,...,24,) : j €
{1,...,03} € F.(ITE, Xo) tal que w({(21,...,20) = j € {1,....00}, F(II2, fi) =
Fo(IT1%, X;). De aqui, por el Teorema [3.3.8 para cada i € {1,...,m}, tenemos que
w{z}, ..., 2}, Fu(fi) = Fu(X3), lo cual implica que, para todo i € {1,...,m}, F.(fi) es
w-transitiva.

Supongamos que F, ([, fi) es TT 4. Sean iy € {1,...,m} y U y V subconjuntos
abiertos no vacios de F,,(Xj;,). De [47, Lema 4.2], existen subconjuntos abiertos no vacios
Up, oo, U Vi, Vi de X, tales que (U, ..., Uy) S Uy (Vi,...,V,) € V. Para cada
ie{l,...,m}\{io} y para toda j € {1,...,n}, pongamos U/ = X;, V/ = X, Ul =Ujy
V7 = V;. También, para cada j € {1,...,n},sean U = [[*, U/ y V/ = I[}", V/. Notemos
que (U{,...,Ul) y (V{,..., V) son subconjuntos abiertos no vacios de F,([[:~, X;). Por
hipétesis, nz, ., 1) (U7, -, U}), (V{,..., V) es infinito. Por otro lado, por el Lema

[3:3-4], tenemos que:
n]:n(l—[:rél fz)(<U{7 .. '7U?{L>7 <‘/1/, .. .,V >> C n]_-n fz (<U1, o -7Un>7 <‘/1, ce ,Vn>>

Consecuentemente, ny (i) (Ut .., Un), (V1, ..., V3)) es infinito. Por lo tanto, Fnu(fi,) es
TT, .

Supongamos que F,([[;~, fi) es Touhey. Sean iy € {1,...,m} y U y V subconjuntos
abiertos no vacios de F,(X;,). De [47, Lema 4.2], existen subconjuntos abiertos no vacios
Ui, ..., Un, V1,00, Vi de X, tales que (Uy,...,U,) CU Yy (Vi,...,V,) C V. Para cada
i€ {1,...,m}\{io} vy para todo j € {1,...,n},sea U/ = X, V/ = X;, U, =U; y
Vlf) = V;. Finalmente, para cada j € {1,... 7n}, sean U} = | UZ? y Vi = I, Vf. Se
sigue que, (U7,...,U}) y (V{,..., V) son subconjuntos abiertos no vacios de F,, ([ [\~ X;)-
Puesto que F, (] ", fi) es Touhey, existen un punto periédico {(24,...;2L):r<nyle

{1,...,7}} e (U],...,U") y k € Z, tales que [F, ([T, )]  {(ah,...,2L):r<nyle
{1,...,r}}) € (,...,V,). Por la Observamonm parte (2), {(ff( Dy fh(2l)
r<nyle{l,....r}} € (V,...,V.). Luego, por el Lemaw {fE(}), ..., Z-’f)(x;-"o)} €
(Vi,..., Vi) CV. Ast, (Fu(fi))* ({xm,..., 2} }) € V. Por otro lado, como {(xll, coab )

r<nyle{l,...;r}} € (Uj,...,U)), por el Lemau {mm,..., vi} € (Ur,...,Uy).
También, puesto que {(z},...,2z) :r < mnyl € {1,...,r}} es un punto periddico

) m

FullI, fi), del Teorema para todo | € {1,. r} (xt,... 2! ) es un punto
periodico de [];~, fi- Asi, por el Teoremam parte 3) para cualquier [ € {1,...,r},
x}, es un punto periodico de f;,. Nuevamente, del Teorema“ {z} !l } esun punto
perlodlco de F,.(fi,). Por lo tanto, F,(fi,) es Touhey.
Supongamos que F,([[;~; f;) es un F-sistema. De aqui, F,(][", f;) es totalmente
transitiva y el conjunto Per(F,([[%, fi)) es denso en F,,([[;~; X;). De [13, Teorema 3.4],
Per(TT2, f;) es denso en ], X;. En consecuencia, por el Teorema [3.1.20] para todo

i € {1,...,m}, Per(f;) es denso en X;. Nuevamente, de [I3| Teorema 3.4|, para cada

ZO,..., 740
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i €{l,...,m}, Per(F,(f;)) es denso en F,(X;). Por otro lado, por el tercer parrafo de
la prueba de este teorema, tenemos que, para cada i € {1,...,m}, F,(f;) es totalmente
transitiva. Por lo tanto, para cada i € {1,...,m}, F,(f;) es un F-sistema.

Supongamos que F,([];%, fi) es minimal inversa. Sean igp € {1,...,m} y un pun-
to {z1,..., 2.} € Fo(Xj,). Para cada i € {1,...,m}\{ip} y para cada j € {1,...,7},
sean y; € X; y y), = x;. De aqui, {(y],...,%%,) : j € {1L,...,r}} € F(I[:2, Xi). Ya
que F,(TT", fi) es minimal inversa, el conjunto {4 € F,(IT~, X;) : [F(IT, f)]'(A) =
{(yl,...,y3) -5 €{1,...,r}}, para algin | € N}, es denso en F,,([[", X;). Seaid un sub-
conjunto abierto no vacio de F,,(X;,). De [47, Lema 4.2|, existen subconjuntos abiertos no
vacios Uy, ..., U, de X, tales que (Uy,...,U,) CU. Paratodoi € {1,...,m}\{io} y para
toda j € {1,...,n}, sean Uij =X;y UZJ0 = U;. Finalmente, para cada j € {1,...,n}, pon-
gamos Uj = [, Ul. Asi, (U], ..., U") es un subconjunto abierto no vacio de F,, (T, X;).
Por hipotesis, existen {(z{", nZ)ip<nyjed{l,....p}} e (Uf,....U) yl €N ta-
les. que [T fOF (o oob) =9 < ny G € AL p}}) = AWl ih) G €
{1,...,r}}. Mientras tanto, por el Lema , {zi,...,20} € (Un,...,U,). También, por
la Observacion [3.1.4) partes (1) v (2), {(f1(2]),..., fL(z0)) :p<nyje{l,....,p}} =
(W9l - 7 € {L....r}). Se sigue aue, {f(2L). - fE(2)} = {ub, o).
Consecuentemente, (F,(fi,))' ({z},...,20}) = {yi,-..,y5}. Por lo tanto, el conjunto
{A € Fu(Xy) : [Falfi)l'(A) = {z1,...,2,}, para algin | € N} es denso en F,(X;,) vy
asi, F,.(fi,) es minimal inversa.

Supongamos que F, ([, fi) es suavemente mezclante. Sean iy € {1,...,m}, ¥ un
espacio topologico y ¢ : Y — Y una funcion transitiva. Por hipotesis, F,, (]~ fi) X g es
transitiva. Asi, por el Teorema Fnlfis) X g es transitiva. Por lo tanto, F,(fi,) es
suavemente mezclante.

Supongamos que F,([]", f;) es dispersora. Sean iy € {1,...,m}, Y un espacio topo-
logico y ¢ : Y — Y una funcién minimal. Por hipotesis, F,([];~, fi) X ¢ es transitiva.
En consecuencia, por el Teorema [3.3.14] F,,(fi,) X ¢ es transitiva. Por lo tanto, F,(f;,) es
dispersora. O

Teorema 3.3.16. Sean m un entero mayor o igual que dos, Xy, ..., X,, espacios topologi-
cos, para cada i € {1,...,m}, f; : X; — X, una funcion continua y n € N. Si F,,([T:2, f:)
es minimal, entonces, para cada i € {1,...,m}, F,(f;) es minimal.

Demostracion. Supongamos que F, ([, f;) es minimal. Sea iy € {1,...,m}. Por hi-
potesis, f;, es continua. De aqui, F,(f;,) es continua. Asi, de [63] Proposicion 6.2], es
suficiente con verificar que, para cada A € F(Xi,), clg, (x, ) (O(A, Fulfiy))) = FulXi,).

Sea {x1,..., 7} € Fn(Xj,) con r < n. Para cada i € {1,...,m}\ {40} y para toda j €

{17 SR 7T}7 seall yzj €X;y Yig = Xj- Luego, {(yia SR 7y%1) 1J€ {17 s 7T}} S ‘FH(HZl XZ)
Puesto que F, ([~ /i) es minimal, tenemos que:

len(H?;1Xi) (O <{(y{a>y7]n) ] € {1,...,7’}},.7” (Hfz))) = Jn (HX’> .
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Asi, del Teorema [3.3.7, para cada i € {1,...,m}, clz x,(OHy;, .,y }, Fulfi)) =
F(X;). En particular, tenemos que Cl}—n(Xio)(O({yilo’ Ui b Fulfig))) = Ful(Xi,). Ast:

Cl]—'n(Xio)(O({xb s 7xr}7-7:n(fio))) = fn(XZ )

Finalmente, ya que {z1,..., 2.} € F,(X,,) es arbitrario, concluimos que F,(f;,) es mini-
mal. ]

Teorema 3.3.17. Sean m un entero mayor o igual que dos, X3, ..., X,, espacios topologi-
cos, para cada i € {1,...,m}, f; : X; — X; una funcién continua y n € N. Si F,,([[;~, f;)
es totalmente minimal, entonces, para cada i € {1,...,m}, F,(f;) es totalmente minimal.

Demostracion. Supongamos que F,, ([, f;) es totalmente minimal. Sea s € N. Por hipo-
tesis, (F([Ti~, fi))* es minimal. De aqui, por la Observacion [3.1.4] parte (2), (T, f7)
es minimal. Asi, por el Teorema para cada i € {1,...,m}, F,(ff) es minimal.
Nuevamente, por la Observacion [3.1.4] parte (2), para todo i € {1,...,m}, (F.(fi))® es
minimal. Ya que s € N es arbitrario, tenemos que, para cada i € {1,...,m}, F,(fi) es

totalmente minimal. O

La prueba del siguiente teorema se sigue de [I3], Teoremas 4.11, 4.12, 4.14, 4.15, 4.19,
5.1, 5.3, 5.6 y 5.9] y de los Teoremas [2.3.13|y [3.3.15]

Teorema 3.3.18. Sean m un entero mayor o igual que dos, Xi,...,X,, espacios to-
pologicos, para cada i € {1,...,m}, f; + X; — X; una funcién, n € N y M alguna
de las siguientes clases de funciones: transitiva, débilmente mezclante, totalmente tran-
sitiva, fuertemente transitiva, cadtica, orbita-transitiva, estrictamente orbita-transitiva,
w-transitiva, 77T, Touhey, un F-sistema, minimal inversa, suavemente mezclante o dis-
persora. Si F,([]~, fi) € M, entonces, para cada i € {1,...,m}, fi € M.

El reciproco del Teorema [3.3.18 no se cumple en general. Veamos un ejemplo parcial
de esto.

Ejemplo 3.3.19. Sea f : [0,2] — [0, 2] la funcién dada por:

2x 4+ 1, si()ga:g%;
flx) =< —2z+ 3, Si%ﬁxﬁl;
—x+2, sil<x<2

En [34, Ejemplo 1], se verifica que f es transitiva, sin embargo, f*2 : [0,2]*> — [0,2]?
no es transitiva. Si suponemos que F,,(f*?) es transitiva, por |13, Teorema 4.11], tenemos
que f*? es transitiva. Lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, F,(f*?) no es transitiva.

De los Teoremas [2.3.13] [3.3.16| y [3.3.17| y de |13, Teorema 4.18|, tenemos lo siguiente.

Teorema 3.3.20. Sean m un entero mayor o igual que dos, X1, ..., X,, espacios topolo-
gicos, para cada i € {1,...,m}, f; : X; — X, una funcion continua y n € N. Entonces se
cumple lo siguiente:
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(1) Si (T2, fi) es minimal, entonces, para cada ¢ € {1,...,m}, f; es minimal.

(2) Si Fuo(IT%, fi) es totalmente minimal, entonces, para cada i € {1,...,m}, f; es to-
talmente minimal.

De los Teoremas [2.3.17} [3.1.19| y [3.2.10| y de [13, Teoremas 5.2, 5.4 y 5.7|, obtenemos
el siguiente resultado.

Teorema 3.3.21. Sean m un entero mayor o igual que dos, Xi,...,X,, espacios topo-
logicos, para cada i € {1,...,m}, fi : X; — X, una funciéon, n € N y M una de las
siguientes clases de funciones: transitiva, totalmente transitiva, cadtica, érbita-transitiva,
estrictamente orbita-transitiva, w-transitiva, Touhey, un F-sistema, suavemente mezclan-
te, dispersora o T'T ;. Si, para cada i € {1,...,m}, X; es +invariante sobre subconjuntos
abiertos bajo f; y f; € M, entonces F,([[", fi) € M.

Corolario 3.3.22. Sean m un entero mayor o igual que dos, Xi,...,X,, espacios topo-
logicos, para cada i € {1,...,m}, f; : X; — X; una funcién, n € N y M alguna de las
siguientes clases de funciones: transitiva, totalmente transitiva, cadtica, érbita-transitiva,
estrictamente orbita-transitiva, w-transitiva, Touhey, un F-sistema, suavemente mezclan-
te, dispersora o T'T; ;. Si, para cada i € {1,...,m}, X; es +invariante sobre subconjuntos
abiertos bajo f; y F,(f;) € M, entonces F,([]\~, fi) € M.

Teorema 3.3.23. Sean m un entero mayor o igual que dos, Xi, ..., X,, espacios topo-
logicos, para cada ¢ € {1,...,m}, f; : X; — X, una funcion y n € N. Si, para cada
i€ {l,...,m}, fi es débilmente mezclante y continua, y X; es +invariante sobre subcon-
juntos abiertos bajo f;, entonces F,(]];", fi) es débilmente mezclante.

Demostracion. Supongamos que, para cada i € {1,...,m}, f; es débilmente mezclante
y continua y que X; es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f;. De aqui, por el
Teorema [3.2.10, []:", fi es débilmente mezclante. Mas atn, [[;", f; es continua. Asi, de
[13, Teorema 4.13|, tenemos que F, (], f;) es débilmente mezclante. O

Corolario 3.3.24. Sean m un entero mayor o igual que dos, X1, ..., X,, espacios topo-
logicos, para cada ¢ € {1,...,m}, f; : X; — X, una funcion tal que [[;, f; es continua y
n € N. Si, para cada i € {1,...,m}, F,(f;) es débilmente mezclante y X; es +invariante
sobre subconjuntos abiertos bajo f;, entonces F,([[%, fi) es débilmente mezclante.

Demostracion. Supongamos que, para cada i € {1,...,m}, F,(f;) es débilmente mez-
clante, y que X; es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f; y [[;~, fi continua.
De aqui, por [13, Teorema 4.12], para cada i € {1,...,m}, f; es débilmente mezclante.
Mas atn, no es dificil verificar que, para cada i € {1,...,m}, f; es continua. Asi, por el
Teorema Fu(IT%, fi) es débilmente mezclante. O

Teorema 3.3.25. Sean m un entero mayor o igual que dos, Xi, ..., X,, espacios topo-
logicos, para cada i € {1,...,m}, f; : X; — X; una funcion continua y n € N. Si, para
cada i € {1,...,m}, f; es minimal y X; es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo
fi, entonces F,, ([~ fi) es minimal.
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Demostracion. Supongamos que, para cada ¢ € {1,...,m}, f; es minimal y que X; es
+invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f;. De aqui, por la Proposicion [3.2.11}
[1%, fi es minimal. Mas atn, [[", fi es continua y por el Teorema (3.1.19, [, X;
es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo [, f;. Asi, por el Teorema [2.3.18]
Fo(ITZ, fi) es minimal. O

Como una consecuencia del Teorema [3.3.25( y de [13, Teorema 4.18|, tenemos el si-
guiente resultado.

Corolario 3.3.26. Sean m un entero mayor o igual que dos, X1, ..., X,, espacios topo-
logicos, para cada i € {1,...,m}, f; : X; — X; una funcion continua y n € N. Si, para
cada i € {1,...,m}, F,(f;) es minimal y X; es +invariante sobre subconjuntos abiertos
bajo fi, entonces F,, ([~ f;) es minimal.

Del Corolario [3.2.12] el Teorema [3.1.19)y la Proposicion [2.3.19], obtenemos el siguiente
corolario.

Corolario 3.3.27. Sean m un entero mayor o igual que dos, X1, ..., X,, espacios topolo-
gicos, para cada i € {1,...,m}, f; : X; — X; una funciéon continua y n € N. Si, para cada
i€ {l,...,m}, f; es totalmente minimal y X; es +invariante sobre subconjuntos abiertos
bajo fi, entonces F,, (][~ f;) es totalmente minimal.

El siguiente corolario es una consecuencia del Teorema [2.3.13]y el Corolario [3.3.27]

Corolario 3.3.28. Sean m un entero mayor o igual que dos, X1, ..., X,, espacios topo-
logicos, para cada i € {1,...,m}, f; : X; — X, una funcion continua y n € N. Si, para
cadai € {1,...,m}, F,.(f;) es totalmente minimal y X; es +invariante sobre subconjuntos
abiertos bajo f;, entonces F,([]\~, fi) es totalmente minimal.
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Capitulo 4

Espacios cociente

En este capitulo se introduce la definiciéon de espacio cociente. Principalmente, pre-
sentamos la definicion de los productos simétricos suspensiéon de un espacio topologico y
analizamos algunas propiedades de transitividad topologica sobre los sistemas dinamicos
que estos espacios inducen.

4.1. Espacios cociente

De manera intuitiva, un espacio cociente es un espacio que surge de identificar ciertos
puntos de un espacio topolégico dado, por ejemplo:

Ejemplo 4.1.1. (1) El circulo se obtiene al identificar los puntos 0 y 1 del intervalo [0, 1].

Figura 4.1: St

(2) Si identificamos todos los puntos de la tapa superior de un cilindro obtenemos un
cono.

1)
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L~ '/'-7-.
. N
o

y

Figura 4.2: Cono.

(3) Partiendo del cuadrado I? = [0,1]?, podemos identificar los puntos de dos lados
opuestos y obtener dos espacios cociente diferentes. Con las flechas se indica el sentido
en el que identificamos los lados (ver Figura . En el primer caso obtenemos la
famosa banda de Mobius. En el segundo caso obtenemos la superficie lateral de un
cilindro.

Banda de Mobius

Cilindro

Figura 4.3: Banda de M6bius - Cilindro.

(4) Identificando los dos pares de lados opuestos del cuadrado I? en el mismo sentido,
obtenemos el espacio conocido como Toro (ver Figura [4.4)).

A

Figura 4.4: Toro.
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(5) Trataremos ahora de identificar los dos pares de lados opuestos de I? mediante el
esquema de la Figura Hacer esta tltima identificacién de puntos de I? ya no
resulta tan sencilla de visualizar como en los ejemplos anteriores. Sin embargo, se sabe
que el resultado (la botella de Klein) ya no puede representarse de manera adecuada
en R3. Pese a esto, existe un modelo bidimensional que nos sirve para formarnos una
idea de este nuevo espacio, aunque tenga autointersecciones que la botella de Klein
no tiene en realidad.

Figura 4.5: Botella de Klein.

En base al dltimo ejemplo podemos concluir que no siempre es posible obtener una
representacion grafica de un espacio cociente. Por este motivo, es necesario conocer una
manera matematica de poder definir estos espacios.

Definicion 4.1.2. Sean A y B dos conjuntos. Una relacion binaria entre A y B o de A
en B es un subconjunto R de A x B.

Cuando A = B, se dice que R es una relacion en A. Para indicar que (a,b) € R,
escribimos aRb y se dice que a esta relacionado con b.

Ejemplo 4.1.3. Los siguientes son ejemplos de relaciones binarias.

(1) Sea A un conjunto. Luego, {(a,a) : a € A} es una relaciéon binaria en A.

(2) Sean A un conjunto y R = (A*)\{(a,a) : a € A}. Se tiene que R es una relacion
binaria en A.

(3) {(z,y) € R? : z < y} es una relacién binaria en R.

(4) Sean X un conjunto y P(X) su conjunto potencia. Luego, A = {(A,B) : AC B} C
P(X)? es una relacion binaria.

Existen relaciones binarias con propiedades muy particulares, tal es el caso de las
relaciones de equivalencia que presentamos a continuacion.

Definicion 4.1.4. Sean A un conjunto y R una relacién binaria en A, se dice que R es
de equivalencia si:

(1) Para cada a € A: aRa. En este caso se dice que R es reflexiva.

(2) Para cada ay ben A: si aRb, entonces bRa. En este caso se dice que R es simétrica.
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(3) Para cada a, by c en A: si aRb y bRc, entonces aRc. En este caso se dice que R es
transitiva.

Definiciéon 4.1.5. Sean A un conjunto, R una relacion de equivalencia en A y a € A.
Se define el conjunto [a] = Ra = {b € A : bRa}. Este conjunto es llamado clase de
equivalencia de a.

Ejemplo 4.1.6. A continuacién presentamos dos ejemplos de relaciones de equivalencia.
Ademés en cada caso damos las respectivas clases de equivalencia.

(1) Sea R como en el Ejemplo [1.1.3] parte (1). Luego, R es una relacién de equivalencia.
Ademas, para cada a € A, Ra = {a}.

(2) Sean X y Y conjuntos y f: X — Y una funciéon. Luego, la relacion R = {(z,2’) :
f(z) = f(2')} es una relacién de equivalencia en X. Ademaés, para cada © € X,

Ry ={a' € X : f(z) = f(a")} = [~ (f(2)).

Una propiedad muy importante que cumplen las clases de equivalencia de una relaciéon
de equivalencia dada, es que definen una familia de subconjuntos disjuntos no vacios
cuya union es todo el conjunto sobre el que se definen. Esta propiedad la describimos
formalmente en el Teorema [4.1.7]

Teorema 4.1.7. Sean A un conjunto y R una relaciéon de equivalencia en A. Entonces se
cumple lo siguiente:

(1) H{Ra:ac A} =A
(2) Sean a y b elementos de A. Si aRb, entonces Ra = Rb.

(3) Sean a y b elementos de A. Si a no esté relacionado con b, entonces Ra N Rb = ().

En este punto del trabajo nos queda claro que a partir de un conjunto dado, podemos
construir nuevos conjuntos. Méas atn, si consideramos un espacio topologico, podemos
definir un nuevo espacio topolégico a partir de él. Hemos visto por ejemplo los productos
cartesianos y los productos simétricos. Otro ejemplo muy importante en nuestro trabajo
es el producto simétrico suspension de un espacio topologico.

Definicion 4.1.8. Sean A un conjunto y R una relacion de equivalencia en A. El conjunto
cuyos elementos son las clases de equivalencia en A es llamado el conjunto cociente de A
por Ry se denota por A,/ R. La funciéon p, : A — AR dada por p,(x) = Rx es llamada
funcion cociente de A en A/ R.

Definicion 4.1.9. Sean A y B dos conjuntos con relaciones de equivalencia R y 5,
respectivamente. Una funciéon f : A — B es llamada una funcion que preserva la relacion
si cumple lo siguiente: si aRb, entonces f(a)Sf(b), para cualesquiera a y b en A.
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Ejemplo 4.1.10. Sean f : Z — Z la funcion dada por f(z) = x + 2 y R la relacion de
equivalencia: aRb si y solo si a = b(mo6d 10). Veamos que f es una funcion que preserva
la relacion. Sean x1,z5 € A tales que x1Rz,. De aqui, existe una constante ¢ tal que
x1 — xy = 10c. Asi, (z1 +2) — (22 + 2) = 10c. De donde, z1 + 2 = x5 + 2(mdd 10). Por lo
tanto, f(z1)Sf(z2) vy asi f es una funcién que preserva la relacion.

La importancia de un conjunto reside en las propiedades con las que cuenta. Por
esto, siempre que se define un nuevo conjunto es sumamente necesario averiguarlas y una
herramienta muy poderosa para atacar esta problematica es la definicion de funciones
sobre estos conjuntos.

Teorema 4.1.11. (|37, Teorema 7.7, pag. 17|) Sean Ay B dos conjuntos, Ry S relaciones
de equivalencia en A y B, respectivamente, p, vy pp la funcién cociente de A en ARy
la funcién cociente de B en B /S, respectivamente y f : A — B una funcién que preserva
la relacion. Luego, existe una tnica funcion f, tal que el siguiente diagrama conmuta:

A / B

es decir, pgo f = f. o pa.

Demostracion. Sea f. : A/R — B/ S, dada por f.(Ra) = Sf(a). Primero vamos a
verificar que f, esta bien definida. Sean Ra y Ra’ elementos de A /R tales que Ra = Ra/'.
Veamos que f.(Ra) = f.(Ra’) o bien, que Sf(a) = Sf(a’). Existen dos posibles casos por
los cuales Ra = Ra/':

Caso (i): a = d’. En este caso, es facil ver que Sf(a) = Sf(a’).

Caso (ii): a # d'. Luego, @’ € Ra. En este caso a’ Ra. Puesto que f preserva la relacion,
f(a@")Sf(a). Asi, por el Teorema[.1.7} Sf(d') = Sf(a).

De los casos (i) y (ii), tenemos que f, esta bien definida.

Ahora veamos que pg o f = f.op,. Observemos que pgo f: A —= B/Sy fiopy:
A — B/S. Asi, pgo [y f.op, tienen el mismo dominio y el mismo rango. Resta
verificar que tienen la misma regla de correspondencia. Sea a en A. Luego, (pg o f)(a) =
pp(f(a)) = Sf(a) = fi(Ra) = (f.opy)(a). Finalmente, hay que verificar que f, es tunica.
Supongamos que existe g, : A/ R — B,S tal que pgo f = g.op, con f, # g.. De aqui,
existe A, € AR tal que g.(A,) # f«(As). Puesto que p, es sobreyectiva, existe a € A

tal que py(a) = Aqa. Asl, g.(pa(a)) # f.(pa(a)). Por otro lado, g.(p4(a)) = (pg o f)(a) =
(fxop4)(a), lo cual nos lleva a una contradiccion. Por lo tanto, f, es tnica. O

Recordemos que uno de nuestros objetivos principales es estudiar propiedades dina-
micas sobre espacios cociente. Asi que es importante tener a la mano propiedades sobre
la composicion de la funcion f, que acabamos de definir.
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Observacion 4.1.12. Sean A un conjunto, R una relacion de equivalenciaen A, f : A —
A una funcién que preserva la relacion y s € N. Observemos que (f,)*: A/R— A/ /Ry
(f*)« : A/R — A/R. Por otro lado, si ¢ € A/R, (f*)«(¢) = (f*)«(Ra) = Rf*(a), con
a € A. Ademas:

(f*)s<90> = (f* ©--+-0 f*)(Ra’)
~—_—

= (foo-o0 £)(Rf(@)
—_—

(s—1)—wveces

= (fio--0 f)(Rf*(a))
————

(s—2)—wveces

= Rf°(a).
Por lo tanto, (f*). = (f.)°.

Observacion 4.1.13. Sean A un conjunto, R una relaciéon de equivalencia en A, p, la
funcién cociente de Aen A /R, f : A — A una funcién que preserva la relacion y s, k € N.

Del Teorema |4.1.11] y la Observacion 4.1.12 concluimos lo siguiente:

Claramente uno puede definir distintas relaciones de equivalencia sobre un conjunto y
asi obtener diferentes conjuntos cociente. Sin embargo, en este trabajo estamos interesa-
dos particularmente en la relaciéon de equivalencia y el espacio cociente que se definen a
continuacion.

Observacion 4.1.14. Sean A un conjunto y K un subconjunto de A. Se define la coleccion
de subconjuntos de A, A = {{z} : 2 € A\K}U{K}. Sien A se define la relacion: z,y € A
estan relacionados si y solo si, existe B € A tal que z,y € B, no es muy dificil verificar
que esta relacion es de equivalencia. Ademas, si a € A, Ra = {a} o Ra = K. De aqui,
A/R={{a}:a€ A\K} U{K}. Esto es, A = A/R. Puesto que este conjunto cociente
queda perfectamente determinado por K, el conjunto A R es denotado por A K.

Teorema 4.1.15. (|57, Teorema 4, pag. 12]) Sean X un espacio topolégico compacto y
de Hausdorff, F' un subconjunto de X no vacio y cerrado y py la funcion cociente de X
en X /F. Luego, py }X\F: X\F — (X /F)\{F} es un homeomorfismo.
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La relaciéon de equivalencia que se define en la Observacion tiene una propiedad
muy particular, resulta que para un conjunto X, un subconjunto K de X y una funciéon
f:X — X,sien X yen suimagen f(X) definimos una relacion de equivalencia como
en la Observacion 4.1.14] entonces f es una funcién que preserva la relacion.

Teorema 4.1.16. Sean X un conjunto, f : X — X una funcién y K un subconjunto
de X. Si en X se define la relacion S: x1,y; € X estan relacionados si y solo si, existe
¢ € X /K tal que 21,11 € ¢ y en f(X) se define la relacion R: xq,y2 € f(X) estan
relacionados si y solo si, existe § € f(X),/f(K) tal que xq,y2 € ¥, entonces f es una
funciéon que preserva la relacion.

Demostracion. Sean x',y € X tales que 2’ Ry’. Luego, existe ¢ € X /K tal que ',y € .
Se tienen los siguientes casos:
Caso (i): ¢ = K. En este caso, ',y € K. Asi, f(2/), f(v/) € f(K). Por lo tanto,
f&@)SFy).
Caso (ii): ¢ = {z} con z € X\K. En este caso, ' = 3y = z. Se sigue que f(z') =
f(@) = f(2). De aqui, f(2'), f(v') € {f(2)}. Consideremos los siguientes subcasos:

Subcaso (a): f(z) € f(K). En este caso, f(2'), f(y') € f(K). Por lo tanto, f(z')Sf(v/).

Subcaso (b): f(z) & f(K). En este caso, f(2'), f(y') € {f(2)}, con f(z) € F(X)\f(K).
Por lo tanto, f(z")Sf(y).

De los casos (i) y (ii), concluimos que f es una funciéon que preserva la relacion.  [J

Hasta este punto ya hemos definido el conjunto cociente A /K y la funcién f,
A/K — A/K, podriamos decir que estamos listos para empezar a analizar propie-
dades del sistema dinamico (A, K, f.), sin embargo, hay que recordar que un sistema
dindmico es una pareja formada por un espacio topoldgico y cualquier funcién definida
sobre este espacio. Asi que nos hace falta dotar de una topologia al conjunto cociente y
entonces estaremos listos para estudiar el sistema dinamico que este espacio induce.

Definicién 4.1.17. Sean (X, 7) un espacio topolégico, R una relacion de equivalencia
sobre X y py la funcién cociente de X en X /R. La topologia {U C X /R : p;'(U) € 7}
se llama topologia cociente de T por R y es denotada por 7, R. Al espacio topoldgico
(X,/R, 7,/ R) se le llama espacio cociente de (X, T) bajo R.

Finalizamos esta seccion con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.1.18. Sean X = {0,1,2,3} con la topologia 7 = {0, X,{0,1},{2,3}}, la
relacion de equivalencia R definida como sigue: xRy si y solo si, existe k € Z tal que
r —y = 3k y py la funciéon cociente de X en X R. Observemos que [0] = {0, 3},
1] = {1}, [2] = {2} v [3] ={0,3}. De aqui, X /R = {[0], [1],[2]}. Ademas, notemos que,
P01 = {03} & 7, p (1) = {13 & 7w (121) = 2} & 7, p (0, [1]}) =
{0,3,1} & 7, px' ({[0], [2]}) = {0.3,2} & 7y px' ({[1],[2]}) = {1,2} & 7. Asi, 7/R =
(0,X /R}.

Como vimos a lo largo de esta seccion, los espacios topologicos X y X K y las
funciones f y f. estan fuertemente relacionadas. Asi que es de esperarse que muchas de
las propiedades que se cumplen para X y f sean heredadas a X /K y f, y viceversa.
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4.2. Productos simétricos suspension de un espacio to-
polégico

Dado un espacio topologico (X, 7), un subconjunto K de X y una funciéon f: X — X,
en la seccion anterior vimos que con estos elementos podemos construir el espacio X /K
y una funcién f, : X /K — X /K. Por otro lado, se define el n-ésimo producto simétrico
de X, F.(X), y un subconjunto muy particular de F,(X) es el subconjunto Fi(X),
que consta de todos los subconjuntos unipuntuales de X. Se define también la funciéon
Fulf) : Fu(X) = Fo(X) como F,(A) = f(A), para cada A € F,(X). Observemos que si
en el Teorema[d.1.16] consideramos a X = F,,(X) y K = F(X), tenemos que F,(f) es una
funcién que preserva la relacion. De aqui, por el Teorema |4.1.11], existe una tnica funcion
[ Fa(X)/FA(X) = Fu(X),/Fi(X) tal que pr )0 Fulf) = fiopz x) El espacio
cociente F,(X),/Fi(X) y la funcion f, @ F,(X)/ Fi(X) = F.(X),/Fi(X) tienen una
notaciéon especial. A continuaciéon definimos de manera formal este nuevo espacio cociente
y la funcién f, que induce.

Definicion 4.2.1. Sean X un espacio topolégico y n un entero mayor o igual que dos.
Se define el n-ésimo producto simétrico suspension del espacio topoldgico X denotado por
SF,(X) como el espacio cociente F,,(X),/Fi(X) con la topologia cociente [9]. Denotamos
a la funcion cociente con p : F,(X) — SF,(X) y el elemento p(F;(X)) lo denotamos por
Fx. Asi:

SF.(X)={{A}: Ae F,(X)\F(X)}U{Fx}.

Si f: X — X es una funcion, se define la funcion SF,(f) : SF.(X) — SF,.(X) dada de

la siguiente manera [10]:
P(Fn(M)P~HX)), si X # Fx;
FX7 si X = FX

Observacion 4.2.2. Sean X un espacio topologico, f : X — X una funcion, p la funciéon
cociente de F,(X) en SF,(X) y n un entero mayor o igual que dos. Por el Teorema
4.1.11} tenemos que el siguiente diagrama conmuta:

Fn(f)

Fn(X) Fn(X)
SFo(X)—2TD s F (X)

Esto es, po F,(f) = SF.(f) op.
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Observacion 4.2.3. Sean X un espacio topolégico no degenerado, compacto y de Haus-
dorff, p la funcién cociente de F,(X) en SF,(X) y n un entero mayor o igual que dos.
Notemos que p |fn(X)\f1(X): Fo(XN\F1(X) = SF.(X)\{Fx} es un homeomorfismo. En
efecto, por [80, Teorema 3.2.11], F,(X) es compacto y por el Teorema Fu(X)
es de Hausdorff. Ademés, de [51, pag. 8], X es homeomorfo a Fi(X) y asi, Fi(X) es
cerrado. Finalmente, por el Teorema 4.1.15, concluimos que la funcién p ‘ £

Fo(XON\F1(X) = SFL(X)\{Fx} es un homeomorfismo.

(X)\FL(X)"

A continuacién presentamos el n-ésimo producto simétrico suspensiéon de tres espacios
topologicos muy conocidos y estudiados. Cabe mencionar que no es parte de nuestro
objetivo estudiar a detalle cada uno de ellos, por esto, damos sélo un bosquejo de la manera
en la que se construyen estos tres espacios cociente. Para los interesados en conocer los
detalles de estas construcciones sugerimos revisar [16, Ejemplos 4.4, 4.5y 4.6 |.

Ejemplo 4.2.4. (1) Sea I un arco [79, Ejemplo 2.1.3]. Sabemos que F5(!) es homeomorfo
a I?. Ademas, Fi(I) queda representado por el conjunto {(z,0) € R? : 0 < z < 1}.
Si identificamos Fi(I) a un punto, obtenemos una 2-celda. De manera que SFo(I) es
homeomorfo a I?.

SF>(1)

/\/_»

Figura 4.6: SFy(1).

(2) Sea T un triodo simple [79, Ejemplo 2.1.5]. Sabemos que F»(T") es un triangulo con
alas como el que se muestra en la Figura [4.7] Este tridngulo consiste de un triangulo Dy
los tres triangulos Fo (1), Fo(l2) y Fa(13). Notemos que Fi(T') = Fi (1) UFi(I2) U Fi(I3)
(representado por una linea més gruesa), para cada ¢ € {1, 2,3}, F1(I;)ND es un segmento
de recta y F1(T) ND = {{p}}. Asi que, si identificamos al conjunto F;(7") a un punto,
obtenemos nuevamente un triangulo con alas. Por lo tanto, un modelo geométrico para

SF5(T) es también un tridngulo con alas (ver Figura [4.7).
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SF,(T)

*

Figura 4.7: SFo(T).

(3) El modelo geométrico de SF(S") es el plano proyectivo real RP2.

st SF, (S

1D
I
£
N

Figura 4.8: SF»(S1).

Como una consecuencia inmediata de la Observaciéon [4.1.13] tenemos la Observacién
4.2l

Observacion 4.2.5. Sean X un espacio topolodgico, f : X — X una funcion, p la funciéon

cociente de F,,(X) en SF,(X) y n un entero mayor o igual que dos. De la Observacion
4.1.13| tenemos lo siguiente:

(1) po (Fulf))* = (SFa(f))* o p.
(2) po (Fulf))* = (SFu(f) op
(3) po (Falf)))F = ((SFulf))*)" o
(4) po (Falf)))F = (SFulf*))" o

o

4.3. Dinamica en los productos simétricos suspension

En esta seccion estudiamos propiedades dinamicas sobre el n-ésimo producto simétri-
co suspension de un espacio topologico no degenerado, compacto y de Hausdorff. Ade-
mas, dados un espacio topoldgico no degenerado, perfecto y de Hausdorff X, una funciéon
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f X — X, un ntimero entero n mayor o igual a dos y alguna de las siguientes clases de
funciones, M: continua, exacta, débilmente mezclante, transitiva, totalmente transitiva,
fuertemente transitiva, cadtica, minimal, 6rbita-transitiva, estrictamente érbita-transitiva,
w-transitiva, Touhey, minimal inversa, exactamente Devaney cadtica, un F-sistema, to-
talmente minimal, suavemente mezclante, dispersora o 7T, ,, analizamos principalmente
las relaciones que existen entre las siguientes tres condiciones:

(1) feM.
(2) Fu(f) € M.
(3) SF.(f) e M.

Sean X un espacio topologico, f : X — X una funciéon y K un subconjunto de X.
Comenzamos esta seccion estableciendo relaciones entre los espacios X y X /K y las
funciones f : X — Xy f.: X /K — X /K. Estos resultados nos servirin més adelante
para el caso particular en el que X = F,,(X) y f = F.(f).

Teorema 4.3.1. Sean X un espacio topologico, f : X — X una funciéon, K un sub-
conjunto de X, py la funcién cociente de X en X /K y x € X. Entonces se cumple lo
siguiente:

(1) Six es un punto transitivo, periddico, casi-periddico, recurrente o no errante de f, en-
tonces py (z) es un punto transitivo, periodico, casi-periodico, recurrente o no errante
de f,., respectivamente.

(2) Siw(z, f)= X, entonces w(py(z), f,) = XK.

Demostracion. Supongamos que x es un punto transitivo de f. Sea (2 un subconjunto
abierto no vacio de X /K. De aqui, p}l(Q) es un subconjunto abierto no vacio de X. Por
hipotesis, px' () N O(z, f) # 0. Sea y € p () N O(z, f). Se sigue que, py(y) € Ny
existe k € Z, tal que f*(z) = y. Esto implica que, px(y) = px(f*(z)). Por la Observacion
, parte (1), (f.)¥(px(z)) = px(y). Consecuentemente, py(y) € O(px(x), fi). Por lo
tanto, QN O(py(x), f«) # D v asi, py(z) es un punto transitivo de f..

Supongamos que x es un punto periddico de f. Asi, existe k£ € N tal que fr(x) =
z. Esto implica que, py(f*(z)) = pyx(z). Luego, por la Observacion 3, parte (1),
py(z) = (f.)*(px(2)). Por lo tanto, py () es un punto periddico de f..

Supongamos que x es un punto casi-periodico de f. Sea €2 un subconjunto abierto
no vacio de X /K tal que py(r) € Q. Asi, py'(px(z)) € px (). En consecuencia,
x € px (). Puesto que py' () es abierto y x es casi-periddico, existe m € N tal que
ffm(z) € pit (Q), para cada k > 0. Consecuentemente, para todo k > 0, py (f*"(x)) € Q.
Finalmente, por la Observacion[4.1.13] parte (1), para cualquier & > 0, (f.)*"(px(z)) € Q.
Por lo tanto, py(x) es un punto casi-periodico de f.

Supongamos que x es un punto recurrente de f. Sea {2 un subconjunto abierto no vacio
de X /K tal que py(z) € Q. De aqui, x € py' (). Puesto que z es recurrente y py' ()
es abierto en X, existe m € N tal que f™(x) € p' (). En consecuencia, py(f™(x)) € .
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Asi, por la Observacion 4.1.13] parte (1), (f.)"(px(z)) € Q. Por lo tanto, px(x) es un
punto recurrente de f,.

Supongamos que z es un punto no errante de f. Sea {2 un subconjunto abierto no vacio
de X /K tal que py(z) € Q. De aqui, z € py'(Q). Puesto que py' () es un subconjunto
abierto en X y x es no errante, existe m € N tal que f™(py'(2)) N px (Q) # 0. Sea
y € px'(Q) tal que f™(y) € px' (). Se sigue que px(y) € Vy py(f™(y)) € Q. Luego, por
la. Observacion [LLT3, parte (1), (1.)"(px (1) € ©. Asi, (1) (px (1) € (£)"(€) N1 2.
Por lo tanto, (f,)™(Q) N Q # 0y asi py(x) es un punto no errante de f,.

Ahora supongamos que w(zx, f) = X. Sean ¢ € X /K, {2 un subconjunto abierto de
X/ K tal que ¢ € Q y k € N. Puesto que py es sobreyectiva, existe y € X tal que
px(y) = p. De aqui, y € px (). Ya que y € w(z, f) y py () es un subconjunto abierto
de X tal que y € py'(), existe m > k tal que f™(x) € py' (). Luego, py(f™(z)) € Q.
Por la Observacion , parte (1), (fi)™(px(x)) € Q. Por lo tanto, ¢ € w(py(z), fu) y
en consecuencia, w(py(x), fi) = X K. O

Lema 4.3.2. Sean X un espacio topologico, f : X — X una funcién y K un subconjunto
de X. Si Per(f) es denso en X, entonces Per(f.) es denso en X /K.

Demostracion. Supongamos que Per(f) es denso en X. Sean {2 un subconjunto abierto no
vacio de X /K y py la funcién cociente de X en X /K. De aqui, px' () es un subconjunto
abierto no vacio de X. Por hipétesis, py' ()N Per(f) # 0. Seax € py* (Q)NPer(f). Luego,
pyx(z) € Q. Ademas, por el Teorema [1.3.1] parte (1), py(z) € Per(f.). En consecuencia,
px(z) € QN Per(f.). Puesto que Q es arbitrario, tenemos que Per(f,) es denso en
X /K. 0

El reciproco del Lema no se cumple en general.

Ejemplo 4.3.3. Sean X = {1,2,3} con la topologia 7 = {0, X, {1}} v f : X = X
la funcion dada por f(1) = 2, f(2) =2y f(3) = 1. Luego, X 7{1,2} = {{3},{1,2}}.
Ademds, £.({3}) = {12} v £.({L2}) = {1.2}. Ast, Per(f.) = {{L.2}} ¥ 7y 11 =
{0, X {1,2}}. Consecuentemente, Per(f.) es denso en X /{1,2}. Sin embargo, Per(f)N
{1} =0.

Teorema 4.3.4. Sean X un espacio topoléogico, f : X — X una funcién y K un subcon-
junto de X. Si trans(f) es denso en X, entonces trans(f.) es denso en X /K.

Demostracion. Supongamos que trans(f) es denso en X. Sean ) un subconjunto abierto
no vacio de X K y py la funcién cociente de X en X K. De aqui, p;(l(Q) es un
subconjunto abierto no vacio de X. Por hipétesis, trans(f)Npx (Q) # 0. Sea z € p ()N
trans(f). Luego, py(z) € Q. Ademas, por el Teorema[1.3.1] parte (1), py(z) es un punto
transitivo de f,. En consecuencia, QNtrans(f.) # 0. Ya que ) es arbitrario, tenemos que
trans(f.) es denso en X /K. O

Teorema 4.3.5. Sean X un espacio topoléogico, f : X — X una funcién y K un subcon-
junto de X. Si f*? es transitiva, entonces (f,)*? es transitiva.
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Demostracion. Supongamos que f*? es transitiva. Sean 2 y A subconjuntos abiertos no
vacios de (X /K)2. De aqui, existen subconjuntos abiertos no vacios €, Q, Ay y Ay de
X /K tales que 3 xA; € Qy QyxAy C A Seapy la funciéon cociente de X en X /K. Asi,
px (1), px (M), p% () v px (A2) son subconjuntos abiertos no vacios de X. De donde,
P (1) x pH (A1) ¥y p(Q2) x px'(Ag) son subconjuntos abiertos no vacfos de X2. Por
hipotesis, existe k € N tal que (f*?)* (pX () X py (Al)) (px* (Qg) x py'(Ay)) # 0. Sea
(z,9) € px' (1) x px'(Ay) tal que e (F*)*((x,y)) € px' () x px'(Az). Esto implica que,
px(z) € Qu, py(y) € Ay, py(fF(z)) € Qo y pX(f’“( )) € As. Por la Observacion [4.1.13)]
parte (1), (f.) (px () € Q2 v (f)*(px(y)) € Az. En consecuencia, (py (), px(y)) € O X

(f
Ay (R (px (1), () € 02 % Ag. Por o tanto, ((£.)*2)H(5h x An) (0% x Ay) £
v (f+)*? es transitiva. 0

El Teorema es una generalizacion de [I7, Teorema 3.4| a espacios topolégicos, y
su prueba es esencialmente la misma que dan en [I7, Teorema 3.4|.

Teorema 4.3.6. (Comparar con [I7, Teorema 3.4]) Sean X un espacio topologico, f :
X — X una funciéon y K un subconjunto de X. Sea M alguna de las siguientes clases
de funciones: continua, exacta, transitiva, mezclante, débilmente mezclante, totalmente
transitiva, fuertemente transitiva o caotica. Si f € M, entonces f, € M.

La prueba del Teorema es esencialmente la misma que se da en [17, Teorema
3.4].

Teorema 4.3.7. (Comparar con [I7, Teorema 3.4]) Sean X un espacio topologico, f :
X — X una funcién continua y K un subconjunto de X. Si f es minimal, entonces f, es
minimal.

Teorema 4.3.8. Sean X un espacio topologico, f : X — X una funciéon y K un sub-
conjunto de X. Si Y es un espacio topologico y g : ¥ — Y es una funcion tal que
fxg: X xY = X XY es transitiva, entonces f, X g: (X /K)xY — (X /K) XY es
transitiva.

Demostracion. Supongamos que f X g es transitiva. Sean U y V subconjuntos abiertos no
vacios de (X /K) xY. De aqui, existen subconjuntos abiertos no vacios Qy y Qs de X /K
y subconjuntos abiertos no vacios Vi y V5 de Y tales que Q; x V; C U y Qy x Vo C V.
Sea py la funcién cociente de X en X /K. Se sigue que, py' (1) x Vi y py' (€2) x V3 son
subconjuntos abiertos no vacios de X x Y. Por hipotesis, puesto que f X g es transitiva,
existe k € N tal que (f x ¢)*(px (1) x Vi) N (px () x V2) # (. En consecuencia,
existe (1,y) € (px (1) x V1) tal que (f x 9)*((z,v)) € (p% () x V3). Esto implica que,
px(2) € Q1 v px(fF(x)) € Q. Luego, por la Observacion [4.1.13] parte (1), (f.)*(py(z)) €
Q5. Con lo cual obtenemos que (py(x),y) € Q1 x Vi v (f« X 9)*((px(2),9)) € Q2 x Va.
Consecuentemente, (f, X ¢)*(Q1 x V1)N (s x Va) # (. Por lo tanto, f, x g es transitiva. [

En el Teorema [4.3.9, consideramos las clases de funciones: orbita-transitiva, estric-
tamente oOrbita-transitiva, w-transitiva, Touhey, minimal inversa, exactamente Devaney
cadtica, un F-sistema, suavemente mezclante, dispersora y 177", y establecemos un re-
sultado semejante al dado en el Teorema [4.3.6]
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Teorema 4.3.9. Sean X un espacio topologico, f : X — X una funcién, K un subconjun-
to de X y M alguna de las siguientes clases de funciones: érbita-transitiva, estrictamente
orbita-transitiva, w-transitiva, Touhey, minimal inversa, exactamente Devaney cadtica, un
F-sistema, suavemente mezclante, dispersora o T, .. Si f € M, entonces f, € M.

Demostracion. En toda la prueba, py es la funcién cociente de X en X /K.

Supongamos que f es 6rbita-transitiva. De aqui, existe zo € X tal que clx (O(zo, f)) =
X. Por el Teorema [4.3.1] parte (1), tenemos que clx  x(O(px (o), f)) = X /K. Asi, f,
es Orbita-transitiva.

Supongamos que f es estrictamente oOrbita-transitiva. Asi, existe o € X tal que
clx (O(f(zo), f)) = X. Por el Teorema[£.3.1] parte (1), clx  x (O(px (f(20)), f+)) = X /K.
Ademas, por la Observacion [4.1.13] parte (1), px(f(z0)) = fu(px(zo)). Por lo tanto,
clx  k(O(fu(px(x0)), fu)) = X /K y asi, f. es estrictamente o6rbita-transitiva.

Supongamos que f es w-transitiva. De aqui, existe zy € X tal que w(zg, f) = X.
Luego, por el Teorema [4.3.1] parte (2), concluimos que w(py(zo), f) = X /K. Por lo
tanto, f, es w-transitiva.

Supongamos que f es Touhey. Sean 2; y {25 subconjuntos abiertos no vacios de X /K.
De aqui, px' (1) v px (€2) son subconjuntos abiertos no vacios de X. Ya que f es
Touhey, existen un punto periédico z € py' () v k € Z, tales que f¥(z) € pyt ().
Luego, py(z) € Q4. Por otro lado, por la Observacion [4.1.13] parte (1), tenemos que
(f)k(pyx(z)) € Qy. Ademés, por el Teorema , parte (1), py(x) es un punto periddico
de f,. Por lo tanto, f, es Touhey.

Supongamos que f es minimal inversa. Sea ¢ € X /K. Veamos que {a € X /K :
(fo)¥(a) = ¢, para algin k € N} es denso en X /K. Sea Q un subconjunto abierto no
vacio de X /K. De aqui, py'(£2) es un subconjunto abierto no vacio de X. Puesto que py
es sobreyectiva, existe z € X tal que py(z) = . Por hipétesis, pi' () N{y € X : f¥(y) =
z, para algin k € N} # (. De lo anterior podemos concluir que, existen y € px'(Q) y
k € N tales que f*(y) = x. Luego, py(y) € Q. Por otro lado, py(f*(y)) = px(x). Por
la Observacion [4.1.13} parte (1), (f.)*(px(y)) = px(z) = ¢. En consecuencia, py(y) €
QONn{a e X/K : (f.)%a) = ¢, para algin k € N}. Asi, el conjunto {a € X /K :
(fo)¥(a) = ¢, para algtin k € N} es denso en X /K. Como ¢ es arbitrario, tenemos que
f+ es minimal inversa.

Supongamos que f es exactamente Devaney caotica. De aqui, f es exacta y Per(f) es
denso en X. Por el Teorema [1.3.6] f. es exacta. Mas atn, por el Lema [£.3.2] Per(f,) es
denso en X /K. Por lo tanto, f, es exactamente Devaney caotica.

Supongamos que f es un F-sistema. De aqui, f es totalmente transitiva y Per(f) es
denso en X. Por el Teorema , f« es totalmente transitiva y por el Lema m, Per(f)
es denso en X 7K. Por lo tanto, f, es un F-sistema.

Supongamos que f es suavemente mezclante. Sean Y un espacio topoloégicoy g : Y —
Y una funcién transitiva. Por hipotesis, f X g es transitiva y asi, por el Teorema [4.3.8]
f« X g es transitiva. Por lo tanto, f, es suavemente mezclante.

Supongamos que f es dispersora. Sean Y un espacio topologico y g : Y — Y una
funcion minimal. Por hipotesis, f X g es transitiva. Asi, por el Teorema [£.3.8 f. X g es
transitiva. Por lo tanto, f, es dispersora.
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Supongamos que f es 7T, . Sean 2; y {25 subconjuntos abiertos no vacios de X /K.
De aqui, px' (1) v px (Q2) son subconjuntos abiertos no vacios de X. Puesto que f es
TT,+, el conjunto ns(px' (), px (Q2)) es infinito. Sea k € n;(py' (1), py (22)). Luego,
ke Ny fF(p (1)) Npx'(Q) # 0. Esto implica que, existe x € py' () tal que f*(z) €
px (). De lo anterior podemos concluir que, py(z) € @ y px(f¥(z)) € Q. Por la
Observacion , parte (1), (f.)¥(px(z)) € Q. En consecuencia, (f.)*(£2,) Ny # (. De
lo cual obtenemos que, k € ny, (Q1,€s). Finalmente, ya que n(py (1), px' (22)) es un
conjunto infinito, tenemos que ny, (€21, €22) es también un conjunto infinito. Por lo tanto,
feesTT, . ]

Teorema 4.3.10. Sean X un espacio topologico, f : X — X una funciéon continua y K
un subconjunto de X. Si f es totalmente minimal, entonces f, es totalmente minimal.

Demostracion. Supongamos que f es totalmente minimal. Sea s € N. Por hipétesis, f*
es minimal. De aqui, por el Teorema , (f*)« es minimal. En consecuencia, por la
Observacion (f+)? es minimal. Puesto que s € N es arbitrario, tenemos que f, es
totalmente minimal. [

La prueba del Teorema se sigue de los Teoremas [3.2.4}, 4.3.6|y [4.3.9]

Teorema 4.3.11. Sean m un entero mayor o igual que dos, Xi,...,X,, espacios to-
pologicos, para cada ¢ € {1,...,m}, f; : X; — X; una funcion y K; un subconjunto
de X;. Sea M alguna de las siguientes clases de funciones: continua, exacta, transitiva,
mezclante, débilmente mezclante, totalmente transitiva, fuertemente transitiva, cadtica,
orbita-transitiva, estrictamente orbita-transitiva, w-transitiva, Touhey, minimal inversa,
exactamente Devaney caotica, un F-sistema, suavemente mezclante, dispersora o 177, . .

Si [[%, fi € M, entonces, para cada i € {1,...,m}, (fi). € M.

Como una consecuencia inmediata de los Teoremas [3.2.6] [4.3.7] y [£.3.10] y del Corolario
3.2.7, tenemos el resultado del Teorema [4.3.12

Teorema 4.3.12. Sean m un entero mayor o igual que dos, X, ..., X,, espacios topolo-
gicos, para cada ¢ € {1,...,m}, f; : X; — X, una funcién continua y K; un subconjunto
de X;. Sea M alguna de las siguientes clases de funciones: minimal o totalmente minimal.
Si [1%, fi € M, entonces, para cada i € {1,...,m}, (fi). € M.

Recordemos que el objetivo principal de esta seccion es analizar algunas relaciones
entre las funciones f, F,(f) vy SF.(f). Ademas, hay que notar que los resultados que se
han presentado hasta este punto de la seccién, ya nos dan bastante informacién sobre las
relaciones que existen entre las funciones F,(f) y SF,.(f). Ahora veamos qué relaciones
podemos encontrar entre las funciones f y SF,(f).

Ejemplo 4.3.13. Sea Ry : S' — S! como en el Ejemplo . Observemos que S* es un
espacio perfecto, parcialmente compacto y pseudo-regular con una base numerable. Ade-
més, Ry es continua. De aqui, por el Diagrama en [63, pag. 952| y por [3, Teorema 1.4,
las funciones: transitiva, Orbita-transitiva, estrictamente érbita-transitiva, w-transitiva y
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TT, . son equivalentes. Asi, por el Ejemplo [[.3.5] Ry es transitiva, orbita-transitiva, es-
trictamente orbita-transitiva, w-transitiva y 777 ;.

Finalmente, notemos que Ry es una isometria. De aqui, por [I7, Teorema 4.4], Ry
es transitiva, orbita-transitiva, estrictamente orbita-transitiva, w-transitiva y 77" ., sin
embargo, SF,(Rp) no es transitiva, orbita-transitiva, estrictamente érbita-transitiva, w-
transitiva ni 77 .

Es muy importante conocer las condiciones que debe cumplir una funcion f : X — X o
bien X, para que sus funciones inducidas SF,,(f) satisfagan o no alguna de las propiedades
dadas en las Definiciones [I.2.8]y [1.3.2]

A continuaciéon presentamos una alternativa para saber si las inducidas SF,(f) de
una funcion f pueden ser alguna de las siguientes clases de funciones: transitiva, exac-
ta, mezclante, débilmente mezclante, totalmente transitiva, fuertemente transitiva, caoti-
ca, T'T, ., w-transitiva, suavemente mezclante, exactamente Devaney caotica, dispersora,
Touhey o un F-sistema.

Teorema 4.3.14. (Comparar con [I7, Teorema 4.3]) Sean X un espacio topologico no
degenerado, compacto y de Hausdorff, f : X — X una funcién y n un entero mayor o
igual que dos. Si existen Uy, Uy, V1 v V5 subconjuntos abiertos no vacios de X, ajenos dos
a dos, tales que dos de ellos son +invariantes bajo f, entonces SF, (f) no es transitiva.

Demostracion. Supongamos que existen Uy, Us, V] y V5 subconjuntos abiertos no va-
cios de X ajenos dos a dos, tales que dos de ellos son +invariantes y supongamos
también que SF,(f) es transitiva. Sin pérdida de generalidad, supongamos que U; y
U, son +invariantes. Notemos que (U, Us) y (Vi, V,) son subconjuntos abiertos no va-
cios de F,(X) tales que (U1, Us) N Fi(X) = 0y (Vi, Vo) N Fi(X) = 0. Sea p la fun-
cion cociente de F,(X) en SF,(X). De aqui, por la Observacion p((U1,U3)) ¥
p((V1,V2)) son subconjuntos abiertos no vacios de SF,(X) con la propiedad de que
Fx & p((U1,Us)) v Fx & p({(V1,V2)). Ya que SF,(f) es transitiva, existe k € N tal que
(SFEA(F)H (U, U Np((Vi, V2)) £ 0. Sea g € (SFu(H) (U1, Ta)) p((Va, Va))- De
aqui, existe ¥ € p((Uy, Us)) tal que (SF,(f))*(9¥) = . También, existen C' € (Vy,Va) y
C" € (U, Uy) tales que p(C) = o y p(C") = 9. Asi, (SF.(f))*(p(C")) = p(C). Luego, por
la Observacion [4.2.5] parte (1), obtenemos que p((F,.(f))*(C")) = p(C'). Consecuentemen-
te, por la Observacion [4.2.3) (F,,(f))*(C") = C. Por otro lado, puesto que C" € (U;,Us) y
por el Teorema m, (U1, Us) es +invariante bajo F,(f), tenemos que C € (Uy, Us). Por
lo tanto, (U, Us) N (V1,Va) # 0. Sea A € (Uy,Us) N (V1, Va). De [80, Observacion 3.1.9]
tenemos que A € (U UUy) NV, (UL UUL) N Vo, Uy N (VL U V), Uy N (Vi U VA)). De aqui,
existe a € A tal que a € (U UUy) N V. Luego, a € Uy NV oa € UyNVj. Lo cual es
una contradiccion. Esta contradiccion surge de suponer que SF,(f) es transitiva. Por lo
tanto, SF,(f) no es transitiva. O

El resultado del Teorema se sigue del Teorema [4.3.14]y el diagrama de la Figura
[LI0

Teorema 4.3.15. (Comparar con [I7, Teorema 4.4]) Sean X un espacio topolégico no
degenerado, compacto y de Hausdorff, f : X — X una funcién y n un entero mayor o igual
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que dos. Si existen Uy, Us, V; y V5 subconjuntos abiertos no vacios de X, ajenos dos a dos,
tales que dos de ellos son +invariantes bajo f, entonces SF,(f) no es exacta, mezclante,
débilmente mezclante, totalmente transitiva, fuertemente transitiva, cadtica, TT |, w-
transitiva, suavemente mezclante, exactamente Devaney caotica, dispersora, Touhey ni
un F-sistema.

Observacion 4.3.16. Sean X un espacio topologico no degenerado, compacto, perfecto
y de Hausdorff, n un entero mayor o igual que dos y f : X — X una funciéon. Como Flx es
un punto fijo de SF,(f), se tiene que si ¢ € SF,(X) es un punto transitivo de SF,(f)
ow(,SF,(f)) = SFn(X), entonces ¢ # F.

En [13], F. Barragan, S. Macias y A. Rojas, analizan relaciones entre los dos sistemas
dindmicos (X, f) y (Fn(X), Fn(f)) considerando espacios topologicos T y funciones no
necesariamente continuas. En esta tesis retomamos el estudio de relaciones entre estos dos
sistemas dinamicos via el sistema dindmico (SF,(X),SF.(f)).

Teorema 4.3.17. Sean X un espacio topoldgico no degenerado, compacto, perfecto y de
Hausdorff, p la funcién cociente de F,,(X) en SF,(X), n un entero mayor o igual que
dos, B € F,(X)y f: X — X una funcion. Consideremos las siguientes condiciones:

(1) Para cada « € B, = es un punto transitivo de f.
(2) B es un punto transitivo de F,(f).
(3) p(B) es un punto transitivo de SF,(f).

Luego, se cumple lo siguiente: (2) implica (3), (3) implica (1), (2) implica (1), (1) no
implica (2) y (1) no implica (3).

Demostracion. Del Teorema [4.3.1] parte (1), tenemos que (2) implica (3).

Supongamos que p(B) es un punto transitivo de SF,,(f). De aqui, por la Observacion
4.3.16) p(B) # Fx. Sea x € B. Veamos que x es un punto transitivo de f. Sea U un
subconjunto abierto no vacio de X. Puesto que X es un espacio topoldgico no degenerado,
perfecto y de Hausdorff, existen subconjuntos abiertos no vacios Uy y Uy de X tales que
UynNU, =0y U UU; C U. Se sigue que (U, Us) es un subconjunto abierto no vacio
de F.(X) tal que (Up,Us) N Fi(X) = (). De aqui, por la Observacion [4.2.3] p((Uy, Us))
es un subconjunto abierto no vacio de SF,(X) tal que Fy & p((Uy,Us)). Por hipotesis,
O(p(B),SF.(f)) Np({(U,Us)) # 0. Asi, existen k € Z, tal que (SF,(f))*(p(B)) €
p((Uy, Us)) y C" € (U, Uy) tal que (SF,(f)¥(p(B)) = p(C"). Por la Observacion [4.2.5]
parte (1), p([F.(f)]*(B)) = p(C’). De lo anterior y por la Observacion {4.2.3| podemos
concluir que, (F,(f))*(B) = C’. En consecuencia, f¥(B) = C’. En particular, f*(z) €
C" C U. Por lo tanto, O(z, f)NU # () y asi x es un punto transitivo de f. Puesto que
x € B es arbitrario, tenemos que, para cada x € B, x es un punto transitivo de f. Luego,
por transitividad tenemos que (2) implica (1).

Supongamos que (1) implica (3). Sea Ry : S* — S! como en el Ejemplo . Luego,
Ry es una funcion orbita-transitiva. De aqui, existe z € S! tal que z es un punto transitivo.
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Por hipétesis, p({z}) = Fx es un punto transitivo. Lo cual, por la Observacion [4.3.16] no
puede ocurrir. Por lo tanto, (1) no implica (3).

Finalmente, si suponemos que (1) implica (2), ya que (2) implica (3), se concluye que
(1) implica (3), los cual, por el parrafo anterior no puede suceder. Por lo tanto (1) no
implica (2). O

Teorema 4.3.18. Sean X un espacio topolégico no degenerado, compacto, perfecto y de
Hausdorff, n un entero mayor o igual que dos y f : X — X una funcién. Consideremos
las siguientes condiciones:

(1) Existe x € X tal que w(z, f) = X.

(2) Existe A € F,,(X) tal que w(A, F.(f)) = Fu(X).

(3) Existe p € SF,(X) tal que w(p, SF,(f)) = SF.(X).

Luego, se cumple lo siguiente: (2) implica (3), (3) implica (1) y (2) implica (1).

Demostracion. Del Teorema [4.3.1] parte (2), tenemos que (2) implica (3).

Supongamos que existe ¢ € SF,(X) tal que w(p, SF,(f)) = SF,(X). Por la Ob-
servacion ¢ # Fy. Sea p la funciéon cociente de F,(X) en SF,(X). De aqui,
¢ = p(B), con B € F,(X)\Fi(X). Sea x € B. Veamos que w(z, f) = X. Sean y € X,
k € N y U un subconjunto abierto de X tal que y € U. Puesto que X es un espacio
topologico no degenerado, perfecto y de Hausdorff, existen subconjuntos abiertos no va-
cios Uy y Uy de X tales que Uy NU; =0 y Uy UU; C U. Notemos que, (U, Us) es un
subconjunto abierto no vacio de F,,(X) tal que (U, Us) N F1(X) = (). Asi, por la Obser-
vacion p({U1,Us)) es un subconjunto abierto de SF,(X) tal que Fy & p((Uy, Us)).
Ahora, sean 21 € U; y 1o € Us. Notemos que, p({x1,22}) € p((Uy,Us)). Ademas, por
hipotesis, tenemos que, p({z1,z2}) € w(p,SF,(f)). De aqui, existe m > k tal que
(SFn(f)™(@) € p({U1,Us)). Esto es, (SFn(f))"(p(B)) € p({U1,Us)). Luego, por la
Observacion [1.2.5] parte (1), p((F.(f))™(B)) € p((Ui,Us)). Nuevamente, por la Obser-
vacion [1.2.3] tenemos que (F,(f))™(B) € (Ui, Us). De aqui, f™(B) C U. En particular,
f™(x) € U. Por lo tanto, y € w(z, f) y w(z, f) = X. Puesto que x € B es arbitrario,
concluimos que, para cada r € X, w(z, f) = X.

Por transitividad tenemos que (2) implica (1). O

Teorema 4.3.19. Sean X un espacio topolégico no degenerado, compacto, perfecto y de
Hausdorff, p la funcion cociente de F,,(X) en SF,(X), n un entero mayor o igual que
dos, B € F,(X)\F1(X) y f: X — X una funcion. Entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) Para cada x € B, x es un punto periddico de f.
(2) B es un punto periodico de F,(f).

(3) p(B) es un punto periodico de SF,(f).
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Demostracion. Del Teorema tenemos que (1) y (2) son equivalentes y del Teorema
[4.3.1] obtenemos que (2) implica (3).

Pongamos B = {x1,...,2,} con 2 < r < n y supongamos que p(B) es un punto
periodico de SF,(f). De aqui, existe k € N tal que (SF,(f))*(p(B)) = p(B). Por la
Observacion m, parte (1), p((F.(f))¥(B)) = p(B). Luego, por la Observacién ,
(Fu(f))¥(B) = B. Se sigue que, f* |B: B — B es una permutacion. Ya que B es un
subconjunto finito, el nimero de permutaciones de B es r!. Luego, existe m € N tal que
(fFym |B: idg. En consecuencia, para cada i € {1,...,r}, f*"(2;) = z;. Por lo tanto,
para cada x € B, x es un punto periédico de f. O

Teorema 4.3.20. Sean X un espacio topoldgico no degenerado, compacto, perfecto y de
Hausdorff, f : X — X una funcién y n un entero mayor o igual que dos. Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes.

(1) Per(f) es denso en X.
(2) Per(F,(f)) es denso en F,(X).
(3) Per(SF,(f)) es denso en SF,,(X).

Demostracion. De [13, Teorema 3.4], tenemos que (1) y (2) son equivalentes. Por otro
lado, del Lema obtenemos que (2) implica (3).

Supongamos que Per(SF,(f)) es denso en SF,(X). Sea U un subconjunto abierto
no vacio de X. Puesto que X es un espacio topologico no degenerado, perfecto y de
Hausdorff, existen subconjuntos abiertos no vacios U; y U, de X tales que Uy N Uy = ()
y Uy UU; C U. Notemos que (U, Us) es un subconjunto abierto no vacio de F,,(X) tal
que (Up,Us) N Fi(X) = 0. Sea p la funcion cociente de F,(X) en SF,(X). Asi, por
la Observacion [4.2.3] tenemos que, p((Uy,Us)) es un subconjunto abierto no vacio de
SF.(X) tal que Fx & p({(Uy,Us)). Por hipotesis, Per(SF,(f)) N p((U1,Us)) # 0. Sea
¢ € p((Uy,Us)) tal que ¢ es un punto perivdico de SF,(f). Luego, existe m € N tal
que (SF,(f))™(p) = ¢. Por otro lado, existe B € (U, Us) tal que p(B) = ¢. De aqui,
(SF.(f)™(p(B)) = p(B). Por la Observacion [4.2.5 parte (1), p(F,(f)™(B)) = p(B) y
por la Observacion [4.2.3] (F,(f))™(B) = B. Finalmente, por el Teorema [4.3.19] tenemos
que, para cada b € B, b es un punto periédico de f. Mas atn, ya que B C U; UU; C U,
concluimos que, para cada b € B, b € U. Por lo tanto, U N Per(f) # 0 y Per(f) es denso
en X. O

Teorema 4.3.21. Sean X un espacio topoldgico no degenerado, compacto, perfecto y de
Hausdorff, f : X — X una funcién y n un entero mayor o igual que dos. Consideremos
las siguientes condiciones:

(1) trans(f) es denso en X.
(2) trans(F,(f)) es denso en F,(X).
(3) trans(SF,(f)) es denso en SF,(X).
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Luego, se cumple lo siguiente: (2) implica (3), (3) implica (1) y (2) implica (1).

Demostracion. Del Teorema [4.3.4] tenemos que (2) implica (3).

Supongamos que trans(SF,(f)) es denso en SF,(X). Sea U un subconjunto abierto
no vacio de X. Puesto que X es un espacio topologico no degenerado, perfecto y de
Hausdorff, existen subconjuntos abiertos no vacios U; y U, de X tales que Uy NU; =0 y
Uy UU; C U. Notemos que (Uy, Us) es un subconjunto abierto no vacio de F,(X) tal que
(Uy,Us) N F1(X) = (. Sea p la funciéon cociente de F,(X) en SF,(X). De aqui, por la
Observacion 4.2.3] p({(Uy, Us)) es un subconjunto abierto no vacio de SF,(X) tal que Fy &
p((Uy, Us)). Por hipotesis, trans(SF,(f)) Np((Ur,Us)) # 0. Sea ¢ € trans(SF,(f)) N
p({(U1,Us)). De lo anterior podemos concluir que, existe A € (U, Us) tal que ¢ = p(A).
Por el Teorema , para cada a € A, a € trans(f). Mas aun, para cadaa € A, a € U.
Asi, trans(f) NU # (. Como U es arbitrario, tenemos que trans(f) es denso en X.

Por transitividad concluimos que (2) implica (1). O

Teorema 4.3.22. Sean X un espacio topolégico no degenerado, compacto, perfecto y de
Hausdorff, f : X — X una funcién y n un entero mayor o igual que dos. Si Y es un
espacio topologico y g : Y — Y es una funcion tal que SF,(f) X g es transitiva, entonces
f X g es transitiva.

Demostracion. Supongamos que SF,(f) X g es transitiva. Sean U; y U, subconjuntos
abiertos no vacios de X x Y. De aqui, existen subconjuntos abiertos no vacios U; y U,
de X y subconjuntos abiertos no vacios Vi y Vo de Y tales que Uy x V; C Uy v Us X
Vo C Us. Puesto que X es un espacio topoldgico no degenerado, perfecto y de Hausdorft,
existen subconjuntos abiertos no vacios U}, U2, Uy y U2 de X tales que Ul NUZ = 0,
UynU; =0, Ul UU2 C U y Uy UU; C Us,. Observemos que (U}, U?) y (U3, UZ) son
subconjuntos abiertos no vacios de JF,(X) tales que (U, UZ) N F(X) =0y (U}, U3) N
F1(X) = 0. Sea p la funcion cociente de F,,(X) en SF,(X). Asi, por la Observacion [4.2.3]
tenemos que p({(U{,U?)) y p({(Us,U3)) son subconjuntos abiertos no vacios de SF,(X)
tales que Fx & p((U},U?)) Up({U},U2)). Puesto que SF,(f) X g es transitiva, existen
(p,01) € p((U],U7)) x Vi y k € N tales que (SF.(f) x 9)*((p,v1)) € p((Us,Us)) x Va.
De lo anterior tenemos que, existen C' € (U}, U?) y C' € (U},U3) tales que p(C) = ¢
y p(C") = (SF.(f)F(p). Asi, p(C") = (SF.(f))*(p(C)). Por la Observacion [4.2.5] parte
(1), p(C") = p((Fu(£))*(C)). Nuevamente, por la Observacion [4.2.3) C' = (F,(f))*(O).
Como C" € (U;,U2), se cumple que (f)*(C) C U,. En consecuencia, para cada ¢ € C,
(c,01) € Uy x Vi CUyy (f xg)*((c,v1)) € Uy x Vo C Uy. Por lo tanto, (f x g)*(Uy)NUy # 0
y f X g es transitiva. O

De [13, Teorema 6.1] y del Teorema tenemos el Teorema [4.3.23]

Teorema 4.3.23. Sean X un espacio topoldgico no degenerado, compacto, perfecto y de
Hausdorff, n un entero mayor o igual que dos y f : X — X una funciéon. Consideremos
las siguientes condiciones:

(1) f es continua.
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(2) Fn(f) es continua.
(3) SF.(f) es continua.
Luego, se cumple lo siguiente: (1) y (2) son equivalentes y (2) implica (3).

Sean X un continuo, n un entero mayor o igual que dos, f : X — X una funcién
continua y M alguna de las siguientes clases de funciones: exacta, transitiva, débilmente
mezclante, totalmente transitiva, fuertemente transitiva, caética, minimal o irreducible.
F. Barragan, A. Santiago-Santos y J. F. Tenorio [I7] analizan relaciones entre las condi-
ciones: (1) f € M, (2) F.(f) € My (3) SF,.(f) € M. Con la finalidad de contribuir
en esta linea de investigacion, a continuacion generalizamos los Teoremas 4.7, 4.9, 4.10,
4.11, 4.12, 4.13, 4.17 y 4.18 de [17], a espacios topologicos no degenerados, compactos,
perfectos y de Hausdorff y funciones no necesariamente continuas, para después utilizar
estos resultados como una herramienta que nos facilite establecer relaciones similares pero
ahora considerando las nociones dadas en la Definicion [[.3.2]

La prueba de los Teoremas 4.3.24) [4.3.25, [4.3.26] y [4.3.28| es similar a las dadas en [17,
Teoremas 4.7, 4.9, 4.10, 4.11, 4.12, 4.13, 4.17 y 4.18].

Teorema 4.3.24. (Comparar con [I7, Teoremas 4.7 y 4.9]) Sean X un espacio topologico
no degenerado, compacto, perfecto y de Hausdorff, n un entero mayor o igual que dos y
f X — X una funciéon. Sea M alguna de las siguientes clases de funciones: exacta o
mezclante. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) fe M.
(2) Fu(f) € M.
(3) SF.(f) e M.

Teorema 4.3.25. (Comparar con [I7, Teoremas 4.10, 4.12 y 4.13]) Sean X un espa-
cio topolégico no degenerado, compacto, perfecto y de Hausdorff, n un entero mayor o
igual que dos y f : X — X una funcién. Sea M alguna de las siguientes clases de funcio-
nes: transitiva, totalmente transitiva o fuertemente transitiva. Consideremos las siguientes
condiciones:

(1) feM.
(2) Fu(f) € M.
(3) SF.(f) € M.

Luego, se cumple lo siguiente: (2) implica (3), (3) implica (1), (2) implica (1), (1) no
implica (2) y (1) no implica (3).

Teorema 4.3.26. (Comparar con [17, Teorema 4.18]) Sean X un espacio topologico no
degenerado, compacto, perfecto y de Hausdorff, n un entero mayor o igual que dos y
f X — X una funciéon continua. Consideremos las siguientes condiciones:
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(1) f es minimal.
(2) Fo(f) es minimal.
(3) SF.(f) es minimal.

Luego, se cumple lo siguiente: (2) implica (3), (3) implica (1), (2) implica (1), (1) no
implica (2) y (1) no implica (3).

En el Teorema [1.4.3] establecemos que para espacios métricos compactos y funciones
continuas se cumple que toda funcién minimal es minimal inversa y en el Teorema [4.3.26
establecemos que la minimalidad de la funcion SF, (f) implica la minimalidad de f. Esto
nos lleva a establecer el siguiente resultado.

Teorema 4.3.27. Sean X un espacio métrico no degenerado, compacto y perfecto, n
un entero mayor o igual que dos y f : X — X una funcién continua. Consideremos las
siguientes condiciones:

(1) f es minimal inversa.
(2) Fa(f) es minimal.
(3) SF.(f) es minimal.

Luego, se cumple lo siguiente: (2) implica (3), (3) implica (1), (2) implica (1), (1) no
implica (2) y (1) no implica (3).

Teorema 4.3.28. (Comparar con [I7, Teoremas 4.11 y 4.17]) Sean X un espacio topo-
logico no degenerado, compacto, perfecto y de Hausdorff, n un entero mayor o igual que
dosy f: X — X una funcién. Sea M alguna de las siguientes clases de funciones: cadtica
o débilmente mezclante. Consideremos las siguientes condiciones:

(1) feM.
(2) Fu(f) e M.
(3) SF.(f) e M.

Luego, se cumple lo siguiente: (2) implica (3), (3) implica (1) y (2) implica (1).

Los Teoremas [4.3.29, [4.3.30], [£.3.33], [4.3.36], [£.3.37], [£.3.38 y [£.3.39], son resultados que
se pueden deducir facilmente gracias a resultados que verificamos al inicio de esta seccion.
De los Teoremas 4.3.20| y [4.3.24] tenemos el siguiente:

Teorema 4.3.29. Sean X un espacio topoldgico no degenerado, compacto, perfecto y de
Hausdorff, n un entero mayor o igual que dos y f : X — X una funcién. Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes:

(1) f es exactamente Devaney caotica.
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(2) Fn(f) es exactamente Devaney caotica.
(3) SF.(f) es exactamente Devaney caotica.
Como una consecuencia del Teorema [4.3.17], tenemos el resultado del Teorema [4.3.30]

Teorema 4.3.30. Sean X un espacio topolégico no degenerado, compacto, perfecto y de
Hausdorff, n un entero mayor o igual que dos y f : X — X una funciéon. Consideremos
las siguientes condiciones:

(1) f es orbita-transitiva.
(2) Fu(f) es orbita-transitiva.
(3) SF.(f) es orbita-transitiva.

Luego, se cumple lo siguiente: (2) implica (3), (3) implica (1), (2) implica (1), (1) no
implica (2) y (1) no implica (3).

Demostracion. Por el Teorema [4.3.9, tenemos que (2) implica (3).

Supongamos que SF,(f) es orbita-transitiva. De aqui, existe p € SF,(X) tal que ¢
es un punto transitivo de SF,(f). Asf, por la Observacion [£.3.16] tenemos que, ¢ # F.
Sea p la funcién cociente de F,,(X) en SF,(X). Luego, ¢ = p(B) con B € F,(X)\F1(X).
Finalmente, por el Teorema para cada z € B, x es un punto transitivo de f. Por
lo tanto, f es orbit-transitiva. Por otra parte, por transitividad tenemos que (2) implica
(1).

En virtud del Ejemplo deducimos que (1) no implica (3). Por este mismo
ejemplo y el Teorema [£.3.9] concluimos que (1) no implica (2). O

En [63, Proposicion 4.1] se verifica que en espacios topologicos perfectos y 77, la tran-
sitividad y la orbita-transitividad son equivalentes y en el Teorema[4.3.30] se establece que
la, o6rbita-transitividad de SF,(f) implica la érbita-transitividad de f, esto nos permite
establecer el siguiente resultado.

Teorema 4.3.31. Sean X un espacio topoldgico no degenerado, compacto, perfecto y de
Hausdorff, n un entero mayor o igual que dos y f : X — X una funciéon. Consideremos
las siguientes condiciones:

(1) f es transitiva.
(2) Fu(f) es orbita-transitiva.
(3) SF.(f) es orbita-transitiva.

Luego, se cumple lo siguiente: (2) implica (3), (3) implica (1), (2) implica (1), (1) no
implica (2) y (1) no implica (3).
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Sabiendo que en [63, Proposicion 2.7] se verifica que en espacios perfectos y T} la érbita-
transitividad y la estrictamente orbita-transitividad son equivalentes y considerando el
resultado del Teorema 4.3.30, podemos deducir lo siguiente.

Teorema 4.3.32. Sean X un espacio topolégico no degenerado, compacto, perfecto y de
Hausdorff, n un entero mayor o igual que dos y f : X — X una funciéon. Consideremos
las siguientes condiciones:

(1) f es estrictamente orbita-transitiva.
(2) Fu(f) es orbita-transitiva.
(3) SF.(f) es orbita-transitiva.

Luego, se cumple lo siguiente: (2) implica (3), (3) implica (1), (2) implica (1), (1) no
implica (3) y (1) no implica (2).

Teorema 4.3.33. Sean X un espacio topolégico no degenerado, compacto, perfecto y de
Hausdorff, n un entero mayor o igual que dos y f : X — X una funciéon. Consideremos
las siguientes condiciones:

(1) f es estrictamente 6rbita-transitiva.
(2) Fn(f) es estrictamente 6rbita-transitiva.
(3) SF,.(f) es estrictamente Orbita-transitiva.

Luego, se cumple lo siguiente: (2) implica (3), (3) implica (1), (2) implica (1), (1) no
implica (2) y (1) no implica (3).

Demostracion. Por el Teorema [4.3.9] tenemos que (2) implica (3).

Supongamos que SF,(f) es estrictamente orbita-transitiva. Asi, existe ¢ € SF,(X)
tal que SF,(f)(¢) es un punto transitivo. Por la Observacion [£.3.16, SF,.(f)(y) # Fx.
Sea p la funcion cociente de F,(X) en SF,(X). De aqui, SF,.(f)(¢) = p(B), con B €
Fn(X)\F1(X). Notemos que ¢ # Fx. En consecuencia, ¢ = p(A) con A € F,,(X)\F1(X).
De lo anterior concluimos que, SF,(f)(p(A)) = p(B). Por la Observacion [1.2.5 parte (1),
p(Fn(f)(A)) = p(B). Consecuentemente, p(F,(f)(A)) es un punto transitivo de SF,(X).
Por la Observacion [4.3.16] F,(f)(A) € Fo(X)\F1(X). Sea A = {z1,...,2,} con2 <r <
n. Luego, por el Teoremald.3.17 para cada z € {f(z1),..., f(z,)}, = es un punto transitivo
de f. Por lo tanto, f es estrictamente érbita-transitiva. Por transitividad deducimos que
(2) implica (1).

Del Ejemplo y del Teorema [£.3.9] podemos concluir que (1) no implica (3) y
que (1) no implica (2). O

De [63, Proposicion 3.2], se tiene que en espacios topologicos perfectos la w-transitividad
y la estrictamente orbita-transitividad son nociones equivalentes. De lo anterior y del Teo-
rema [£.3.33 deducimos lo siguiente:
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Teorema 4.3.34. Sean X un espacio topolégico no degenerado, compacto, perfecto y de
Hausdorff, n un entero mayor o igual que dos y f : X — X una funciéon. Consideremos
las siguientes condiciones:

(1) f es w-transitiva.
(2) Fu(f) es estrictamente orbita-transitiva.
(3) SF.(f) es estrictamente orbita-transitiva.

Luego, se cumple lo siguiente: (2) implica (3), (3) implica (1), (2) implica (1), (1) no
implica (3) y (1) no implica (2).

En [63, Proposicion 5.2] se establece que en espacios topologicos y para funciones
continuas, una funcién es estrictamente érbita-transitiva si y sélo si es transitiva. Sabiendo

lo anterior y considerando el resultado del Teorema [4.3.33], deducimos el Teorema [4.3.35]
Teorema 4.3.35. Sean X un espacio topologico no degenerado, compacto, perfecto y
de Hausdorff, n un entero mayor o igual que dos y f : X — X una funcién continua.
Consideremos las siguientes condiciones:

(1) f es transitiva.

(2) Fu(f) es estrictamente Orbita-transitiva.

(3) SF.(f) es estrictamente oOrbita-transitiva.

Luego, se cumple lo siguiente: (2) implica (3), (3) implica (1), (2) implica (1), (1) no
implica (3) y (1) no implica (2).

Como una consecuencia del Teorema 4.3.18| del Ejemplo |4.3.13|y de [13, Teorema 5.6],
tenemos el resultado del Teorema [4.3.30

Teorema 4.3.36. Sean X un espacio topoldgico no degenerado, compacto, perfecto y de
Hausdorff, n un entero mayor o igual que dos y f : X — X una funciéon. Consideremos
las siguientes condiciones:

(1) f es w-transitiva.

(2) Fu(f) es w-transitiva.

(3) SF.(f) es w-transitiva.

Luego, se cumple lo siguiente: (2) implica (3), (3) implica (1), (2) implica (1), (1) no
implica (2) y (1) no implica (3).
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Demostracion. Por el Teorema [4.3.9] tenemos que (2) implica (3).

Supongamos que SF,(f) es w-transitiva. Asi, existe un punto ¢ € SF,(X) tal que
w(p, SFn(f)) = SF.(X). Luego, por el Teoremal[d.3.18] existe z € X tal que w(z, f) = X.
Por lo tanto, f es w-transitiva. Asi, (3) implica (1). Consecuentemente, (2) implica (1).

Finalmente, del Ejemplo , deducimos que (1) no implica (3) y que (1) no implica
(2). O

Como una consecuencia de los Teoremas [4.3.20] y [4.3.25], obtenemos el siguiente:

Teorema 4.3.37. Sean X un espacio topolégico no degenerado, compacto, perfecto y de
Hausdorff, n un entero mayor o igual que dos y f : X — X una funciéon. Consideremos
las siguientes condiciones:

(1) f es un F-sistema.

(2) F.(f) es un F-sistema.

(3) SF.(f) es un F-sistema.

Luego, se cumple lo siguiente: (2) implica (3), (3) implica (1) y (2) implica (1).

Teorema 4.3.38. Sean X un espacio topolégico no degenerado, compacto, perfecto y de
Hausdorff, n un entero mayor o igual que dos y f : X — X una funciéon. Consideremos
las siguientes condiciones:

(1) f es dispersora.

(2) Fn(f) es dispersora.

(3) SF.(f) es dispersora.

Luego, se cumple lo siguiente: (2) implica (1), (2) implica (3) y (3) implica (1).

Demostracion. Por el Teorema [4.3.9] concluimos que (2) implica (3).

Supongamos que SF,(f) es dispersora. Sean Y un espacio topologicoy g : Y — Y
una funciéon minimal. Por hipotesis, SF,(f) X g es transitiva. De aqui, por el Teorema
f X g es transitiva. Por lo tanto, f es dispersora. Asi, concluimos que, (3) implica
(1). Luego, por transitividad tenemos que (2) implica (1). O

Teorema 4.3.39. Sean X un espacio topoldgico no degenerado, compacto, perfecto y de
Hausdorff, n un entero mayor o igual que dos y f : X — X una funciéon. Consideremos
las siguientes condiciones:

(1) f es suavemente mezclante.
(2) Fu(f) es suavemente mezclante.

(3) SF.(f) es suavemente mezclante.




Capitulo 4. Espacios cociente 101

Luego, se cumple lo siguiente: (2) implica (1), (2) implica (3) y (3) implica (1).

Demostracion. Por el Teorema [4.3.9] obtenemos que (2) implica (3).

Ahora supongamos que SF,(f) es suavemente mezclante. Sean Y un espacio topolo-
gicoy g : Y — Y una funcion transitiva. Por hipotesis, SF,(f) X g es transitiva. De aqui,
por el Teorema [£.3.22] f x g es transitiva. Por lo tanto, f es suavemente mezclante. Por
transitividad tenemos que (2) implica (1). O

Teorema 4.3.40. Sean X un espacio topoldgico no degenerado, compacto, perfecto y de
Hausdorff, n» un entero mayor o igual que dos y f : X — X una funciéon. Consideremos
las siguientes condiciones:

(1) fesTT,,.
(2) Fu(f) es Ty
(3) SFnlf) es TT.

Luego, se cumple lo siguiente: (2) implica (3), (3) implica (1), (2) implica (1), (1) no
implica (2) y (1) no implica (3).

Demostracion. Del Teorema [4.3.9] tenemos que (2) implica (3).

Supongamos que SF,(f) es TT, .. Sean U y V subconjuntos abiertos no vacios de
X. Veamos que ns(U,V) es un conjunto infinito. Puesto que X es un espacio topolo-
gico no degenerado, perfecto y de Hausdorff, existen subconjuntos abiertos no vacios
U, Uy, ViyVode X tales que UyNUy, =0, ViNnVo =0, U UU, CUy VUV, CV.
Observemos que (Uy, Us) y (V1,Va) son subconjuntos abiertos no vacios de F,(X) ta-
les que (Up,Us) N Fi(X) = 0y (i, Vo) N Fi(X) = 0. Sea p la funciéon cociente de
Fo(X) en SF,(X). Asi, por la Observacion 4.2.3) p((Uy,Us)) v p({V1,V2)) son sub-
conjuntos abiertos no vacios de SF,(X) tales que Fx & p((Uy,Us)) U p({Vi,V5)). Sea
k € nsz, ) (p((U, U2)), p({V1, V2))). De aqui, (SFu(f))*(p((U, U2))) N p((V1,V2)) # 0.
Sea o € (SF,.(f)*(p((Uy,Uz))) N p({(Vi, V). De lo anterior concluimos que, existen
X € p((U,Us)) y C" € (V1,Vs) tales que (SF.(f)F(X) = ¢ v p(C") = ». Por otro
lado, existe C” € (Uy,Us) tal que p(C") = X. Asi, (SF.(f)*(p(C")) = p(C"). Por
la Observacion , parte (1), p((Fn(f))*(C")) = p(C"). Mas atin, por la Observacion
4.2.3] (Fa(f)*(C") = C'. Sea x € C". Luego, x € U y f¥(x) € V. En consecuencia,
fFO)YNV £ 0y k € ng(U,V). Finalmente, ya que nsz, 5 (p((Ur, U2)), p((V1, V2))) es un
conjunto infinito, tenemos que, ny(U, V') es un conjunto infinito. Por lo tanto, f es TT} .
Asi, (3) implica (1). Luego, por transitividad, tenemos que (2) implica (1).

Del Ejemplo y el Teorema [1.3.9] se deduce que (1) no implica (3) y (1) no
implica (2). O

Teorema 4.3.41. Sean X un espacio topoldgico no degenerado, compacto, perfecto y de
Hausdorff, n un entero mayor o igual que dos y f : X — X una funciéon. Consideremos
las siguientes condiciones:

(1) f es Touhey.
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(2) Fn(f) es Touhey.
(3) SF.(f) es Touhey.
Luego, se cumple lo siguiente: (2) implica (1), (2) implica (3) y (3) implica (1).

Demostracion. Del Teorema [4.3.9] obtenemos que (2) implica (3).

Ahora supongamos que SF,,(f) es Touhey. Sean U y V subconjuntos abiertos no vacios
de X. Puesto que X es un espacio topolégico no degenerado, perfecto y de Hausdorff,
existen subconjuntos abiertos no vacios Uy, Us, Vi y Vs de X tales que UiNU, = 0, ViNV, =
0, U1UU; C Uy ViUV, C V. Observemos que (Uy, Us) y (V4, V3) son subconjuntos abiertos
no vacios de F,,(X) tales que (Uy, Us) NF1(X) = Dy (Vi, Vo) NF1(X) = 0. Sea p la funcion
cociente de F,,(X) en SF,,(X). Asi, por la Observacion p((Uy,Us)) vy p({(V1, V2)) son
subconjuntos abiertos no vacios de SF,(X) tales que Fxy ¢ p((Uy,Us)) U p((V1, Va)).
Por hipétesis, ya que SF,(f) es Touhey, existen, un punto perioédico ¢ € p((Uy,Us)) v
k € Z, tales que (SF.(f)*(p) € p({V1,Vs)). Esto implica que, existan A € (Uy, Uy)
y C € (V1,Vs) tales que p(A) = ¢ y p(C) = (SF.(f))*(¢). En consecuencia, p(C) =
(SF.(f)*(p(A)). Por la Observacion parte (1), p(C) = p((F.(f))*(4)) y de la
Observacion tenemos que (F,(f))*(A) = C. Por otro lado, ya que A es un punto
periédico de F,(f) y A € Fo(X)\F1(X), por el Teorema [4.3.19, para cada a € A, a es
un punto periédico de f. Consecuentemente, para cada a € A, a es un punto periédico
de f tal que a € U. Por otra parte, ya que (F,(f))*(A) = C y C € (V4,V3), tenemos que,
para cada a € A, f¥(a) € V. Por lo tanto, f es Touhey. De lo anterior concluimos que (3)
implica (1). Finalmente, por transitividad concluimos que (2) implica (1). O

Teorema 4.3.42. Sean X un espacio topolégico no degenerado, compacto, perfecto y de
Hausdorff, n un entero mayor o igual que dos y f : X — X una funciéon. Consideremos
las siguientes condiciones:

(1) f es minimal inversa
(2) Fn(f) es minimal inversa.
(3) SF,(f) es minimal inversa.

Luego, se cumple lo siguiente: (2) implica (1), (2) implica (3), (3) implica (1), (1) no
implica (2) y (1) no implica (3).

Demostracion. Del Teorema [4.3.9] deducimos que (2) implica (3).

Supongamos que SF,(f) es minimal inversa. Sean x € X y U un subconjunto abierto
no vacio de X. Ya que X es un espacio topologico no degenerado, perfecto y de Hausdorff,
existen dos subconjuntos abiertos no vacios U; y U, de X tales que Uy NUy = 0 y
Uy UU, C U. Notemos que (Uy, Us) N F1(X) = (. Sea p la funcion cociente de F,(X) en
SFn(X). Asi, por la Observacion [4.2.3, p({Uy,Us)) es un subconjunto abierto no vacio
de SF,(X) tal que Fx & p((U1,Us)). Sea y € X tal que = # y. Por hipotesis, {¢) €
SF(X) : (SF.(f)*) = p({z,y}), para algiin k € N} es denso en SF,(X). De aqui,
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{6 € SFA(X) : (SFa(F)H() = pl{z, 4}), para algin k € N} N p((Th, Un)) £ 0. Sea o €
{¢ € SF.(X) : (SFA(f))F (@) = p({z,y}), para algin k € N} tal que p € p((Uy, Us)).
Esto implica que, existe k; € N tal que (SF,.(f))* (¢) = p({z,y}). Ya que ¢ € p((Uy, Us))
y Fx & p((U1,U2)), ¢ = p(B), con B € F,(X)\F1(X). De aqui, (SF.(f))"(p(B)) =
p({z,y}). Luego, por la Observacion [4.2.5] parte (1), p((F.(f))*(B)) = p({z,y}) y por
la Observacion [4.2.3 (F,(f))*(B) = {z,y}. Por otro lado, puesto que ¢ € p((Uy, Us)),
existe C € (U, Us) tal que p(C) = p(B). Asi, por la Observacion §.2.3) C = B. En
consecuencia, B € (U;,Us) y B C U. Finalmente, existe b € B tal que f*(b) = x y
b € U. Por lo tanto, b € UN{y € X : f¥(y) = x, para algin k € N} y el conjunto
{y € X : f¥(y) = z, para algiin k € N} es denso en X. Puesto que z € X es arbitrario,
tenemos que f es minimal inversa. Asi, (3) implica (1). Luego, por transitividad tenemos
que (2) implica (1).

Por el Ejemplo tenemos que Ry es minimal inversa. Ademas, del Ejemplo [4.3.13],
SF,.(Ry) no es transitiva. Por lo tanto, del Teorema [1.3.3] tenemos que SF,(Ry) no es
minimal inversa.

Finalmente, por [I7, Ejemplo 4.6|, tenemos que JF,,(Ry) no es transitiva. Nuevamente,
por el Teorema [1.3.3] tenemos que F,(Ry) no es minimal inversa. O]

Teorema 4.3.43. Sean X un espacio topologico no degenerado, compacto, perfecto y
de Hausdorff, n un entero mayor o igual que dos y f : X — X una funcién continua.
Consideremos las siguientes condiciones:

(1) f es totalmente minimal.
(2) F.(f) es totalmente minimal.

(3) SF.(f) es totalmente minimal.

Luego, se cumple lo siguiente: (2) implica (1), (2) implica (3), (3) implica (1), (1) no
implica (2) y (1) no implica (3).

Demostracion. Del Teorema [4.3.10} concluimos que (2) implica (3).

Supongamos que SF,(f) es totalmente minimal. Sean m € Ny x € X. Por el resul-
tado en [3, Proposicion 6.2], es suficiente con verificar que clx(O(z, f)) = X. Sea U un
subconjunto abierto no vacio de X. Ya que X es un espacio topologico no degenerado,
perfecto y de Hausdorff, existen subconjuntos abiertos no vacios Uy y Uy de X tales que
UynNUy,=0y U UU, CU. Notemos que (U, Us) es un subconjunto abierto no vacio de
Fn(X) tal que (Uy, U2> NF1(X) = 0. Sea p la funcion cociente de F,,(X) en SF,(X). Asi,
por la Observacion p((Uy, Us)) es un subconjunto abierto no vacio de SF,,(X) tal que
Fx & p((Uy, Us)). Sea y € X con z # y. Puesto que f es continua, por el Teorema [4.3.23
SF,.(f) es continua. Por hipotesis, ya que (SF,(f))™ es minimal, por 3, Proposicion 6.2],
O(p({z, y}), (SFu(f))™)Np((U1, U2)) # 0. Sea ¢ € O(p({z, y}), (SFu(f))™)Np((Ut, Uz)).
Luego, existe C' € (U, Us) tal que p(C) = ¢. Si ¢ = p({x,y}), entonces C' = {x,y}. Co-
mo C' C U, concluimos que U N O(x, f) # (). De otra forma, existe | € Z, tal que
(SFLL)™(p{z,y}) = ¢ De aqui, p(C) = (SF(£))™(p({z,y})). Por la Obser-
vacion [1.2.5 parte (1), p(C) = p((Fn(f))™ ' ({z,y})). Asi, por la Observacion [4.2.3]
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C = (Fu(f))™({x,y}). En consecuencia, ya que C C U, concluimos que f™*(z) € U.
Por lo tanto, O(x, f™)NU # () y asi f™ es minimal. Finalmente, ya que m € N es arbi-
trario, tenemos que f es totalmente minimal. De lo anterior concluimos que (3) implica
(1). De aqui, por transitividad podemos concluir que (2) implica (1).

Por el Ejemplo tenemos que Ry es totalmente minimal y por el Teorema [I.4.1]y
por [17, Ejemplo 4.6], concluimos que F,,(Ry) y SF,(Ry) no son totalmente minimales. []

De los Teoremas [3.2.1], [3.2.2] [3.2.3], [£.3.24] y [4.3.29], deducimos el siguiente resultado.

Teorema 4.3.44. Sean m y n enteros mayores o iguales que dos, X1, ..., X,, espacios to-
poldgicos no degenerados, compactos, perfectos y de Hausdorff y, para cada i € {1,...,m},
fi + Xi — X, una funcién. Sea M alguna de las siguientes clases de funciones: exacta,
exactamente Devaney cadtica o mezclante. Entonces las siguientes condiciones son equi-
valentes:

(1) ITZ, fi e M.
(2) Para cadai € {1,...,m}, F.(f;) € M.

(3) Para cadai € {1,...,m}, SF,(f;) € M.




Capitulo 5

Sistemas Dinamicos y Criptografia

En este capitulo revisamos una aplicacion de los sistemas dinamicos discretos en Crip-
tografia. Mas especificamente, mostramos una aplicaciéon de los sistemas dinamicos cad-
ticos en Criptografia.

5.1. Breve introduccion a la Criptografia y su relacion
con la teoria del caos

Desde tiempos muy lejanos ha existido la necesidad de mantener en secreto ciertos
mensajes (texto plano) que deseamos intercambiar con una tnica persona. A raiz de
esto, se ha trabajado incansablemente en el desarrollo de métodos que dejen un mensaje
ilegible (texto cifrado) para personas no deseadas, y es la Criptografia la que se encarga del
estudio y analisis de todos ellos. Desde el surgimiento de esta ciencia se han desarrollado
muchisimos métodos que nos permiten cifrar informacion, sin embargo, muchos de ellos
han quedado obsoletos por su poca efectividad [35].

El primer método de cifrado apareci6 durante la guerra entre Atenas y Esparta. Los
gobernantes de Esparta utilizaban un palo o baston en el que se enrollaba en espiral una
tira de cuero y sobre ella se escribia el mensaje en columnas paralelas al eje del palo. La tira
desenrollada mostraba un texto sin sentido, pero que se podia leer volviendo a enrollar la
tira sobre un palo del mismo didmetro que el primero, a este artefacto se le llamé escitala.
Este método se sigui6 utilizando hasta la aparicion del cifrado César, llamado asi por ser el
método que utilizé Julio César para enviar mensajes secretos a sus legiones. Este método
se basaba en la sustitucion de las letras originales de un texto plano por las de un alfabeto
alterado. Este alfabeto alterado se construia desplazando el alfabeto hacia la derecha por
tres espacios. Si, por ejemplo, se desea enviar el mensaje secreto “sistemas dinamicos”, el
texto cifrado utilizando el cifrado César es “vlvwhpdv glqdpdfrv”. En el siglo XVI surgio
uno de los métodos de cifrado més importantes en la historia de la Criptografia, el tablero
de Vigeneére, llamado asi en honor al creador de este método, Blaise de Vigenére. Si, por
ejemplo, quisiéramos enviar el mensaje secreto “transitividad topologica” utilizando este
método, tendriamos que proceder de la siguiente manera:
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(i) Buscamos una palabra clave (es un fragmento de informacion, generalmente repre-
sentado por letras o ntmeros que especifica la manera en céomo va a ser cifrado
un texto plano o como seréd descifrado un texto cifrado) que podamos recordar sin
problemas, para este ejemplo usamos la palabra caos.

(ii) Escribimos el mensaje a cifrar y sobre él la palabra clave, repitiéndola tantas veces
€cOomo sea necesario.

Clave clalo|s|clalo|s|c|lalo|ls|c|alo|s|c|la]o|s|c|a|o
Texto plano | t|r|a|n|s|i|t|i|v|i|dl a|dlt|o|plo|l|6|gli|c|a

(iii) Cada letra del texto plano se codifica usando el tablero de Vigenére que se muestra
en la Figura[5.1] Nos colocamos en la columna correspondiente a la primera letra del
texto plano y marcamos la interseccion con la fila de la primera letra de la palabra
clave. Asi, la primera letra del texto cifrado es v. En la tabla se encuentran marcadas
las primeras siete letras del texto cifrado. Una vez terminado el proceso, el texto
cifrado queda como sigue: “vrofuihaxirsftchqlccykco”

La llegada de la Revoluciéon Industrial trajo consigo la creacion de maquinas de ro-
tores que desplazaron rapidamente los métodos de cifrado en papel que se conocian. El
primer método de cifrado con estas caracteristicas fue creado por Leon Battista Alberti,
disco de cifras. Con este método se sustituyen las letras del texto plano con caracteres
de diferentes alfabetos con el fin de conseguir el texto cifrado. Quinientos anos después
aparece la segunda y més importante maquina criptografica, la mdquina Enigma, creada
por el aleman Arthur Scherbius. Matematicos como Marian Rejewski y Alan Turing tu-
vieron una fuerte participacion en el mundo de la criptografia después de la creaciéon de la
maquina Enigma. Son muchos los métodos de cifrado que surgieron desde la invencion de
esta maquina, cada uno de ellos tratando de mejorar la seguridad de los mensajes cifrados.
En este trabajo estamos especialmente interesados en uno de estos métodos.

En los tltimos treinta anos, ciencias como: Quimica, Fisica, Biologia, Medicina y Eco-
nomia han hecho uso de los sistemas dindmicos como herramienta que les ayuda a modelar
un gran nimero de problemas. Recientemente, la Criptografia también ha adoptado es-
ta herramienta con el fin de crear algoritmos criptograficos més eficientes. Una primera
aplicacion para transmitir senales usando caos fue propuesta por L. M. Pecora y T. L.
Carroll [75]. Desde entonces, el namero de publicaciones sobre criptografia con caos ha
ido en aumento [2 [19] 20, 58]. Se ha comprobado que los sistemas cadticos cumplen con
algunas de las caracteristicas que en los algoritmos criptograficos se buscan [33]. Ambos
son sensibles a pequenios cambios en las condiciones iniciales o en los pardmetros (recor-
demos la Definiciéon y la Figura[1.9), esto quiere decir que cambios muy pequernos
en la entrada provocaran cambios muy grandes en la salida, ambos tienen un compor-
tamiento aleatorio, por un lado, los algoritmos criptogréaficos desordenan y dispersan los
datos mediante rondas de cifrado, mientras que los sistemas caéticos extienden una regiéon
pequena de datos sobre todo el espacio fase mediante iteraciones. Por ultimo, tanto los
sistemas caoticos como los algoritmos de cifrado producen salidas complejas aun cuando
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Figura 5.1: Tablero de Vigenére

las funciones o algoritmos aparentan simplicidad. L. Kocarev [56] analiza a profundidad
las propiedades cadticas aplicables en los métodos de cifrado, ademéas analiza los criterios
que se deben considerar para una eleccién adecuada del sistema cadtico a utilizar.

5.2. Meétodo criptografico utilizando teoria del caos

El proposito de esta seccion es mostrar un ejemplo de un algoritmo criptografico en el
que se involucra una funcién caotica.

Son muchas las publicaciones que han surgido en torno a la relaciéon entre estas dos
areas de investigacion [2, [19] 20, [58]. Sin embargo, para este trabajo de tesis nos enfocamos
en mostrar a muy grandes rasgos los pasos del método de cifrado desarrollado en [67].
Este algoritmo permite cifrar textos de cualquier dimensién con un alto nivel de seguridad
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y su principal caracteristica es que se basa en la construcciéon de dos llaves; la primera es
generada por una funcion cadtica y la segunda se genera a partir de una funciéon no lineal.
Como mencionamos anteriormente, es muy importante elegir el sistema cadtico que mejor
se adapte a las condiciones del problema al que nos vamos a enfrentar. L. R. Marcial, E.
L. Basurto, M. Rivera y M. Sandoval [67] trabajan con la funcién dada por:

T = 1 —ny?, dondenes una constante,

Yir1 = cos(k cos ' (x;)), donde k es una constante.

Se sabe que esta funcion tiene un exponente de Lyapunov positivo A = 1.25 [62]. Asi,
de acuerdo con el dltimo parrafo de la Seccién 1.2 del Capitulo 1, se trata de una funciéon
caotica. Justo por esta propiedad es conocida como funcion cadtica cruzada y fue definida
por K. Singh y K. Kaur [82] en 2011. Cuando n = 2 y k = 6 este sistema exhibe una gran
variedad de comportamientos cadticos. Debido a los buenos resultados obtenidos en las
pruebas experimentales del algoritmo de cifrado de imagenes propuesto por K. Singh y
K. Kaur, resulté que L. R. Marcial, E. L. Basurto, M. Rivera y M. Sandoval [67] retoman
el uso de la funcién cadtica cruzada en su algoritmo criptografico.

A continuacion se describe, con un ejemplo particular, el algoritmo criptografico pro-
puesto en [67] mediante el cifrado del texto plano “The 10th International Congress on
Intelligent and Information Technologies 2016”. Los pasos del algoritmo que aqui se des-
cribe con mas detalle, se encuentran en [67].

Paso 1. Se obtiene el nimero de caracteres del texto a cifrar tomando en cuenta los
espacios y se iguala este nimero a la variable n. En este caso n = 80.

Paso 2. Se crea la variable m cuyo valor seré el menor entero que es mayor o igual al
valor de v/n. Esto es m = [\/n]. En este ejemplo m = 9.

Paso 3. Se crea el arreglo T, de longitud m? cuyas entradas son los caracteres del
texto a cifrar. De ser necesario se agrega “basura” a este arreglo para llenarlo. En este
caso la longitud del texto a cifrar es 80, asi que es necesario agregar texto basura para
llenar el arreglo T,. Finalmente, el arreglo T, queda como sigue:

T| h|e 110t |h [|n|t|le|lr|nja|t|i|o|n|a]|l Clo|n
glr|ie|s|s oln I[lnjt|ell|l|i]|g|le|[n]|t n|d I
nfflofrimal|t|i|o|n Tle|c|h|ln|jo|l]|o|g|i|e]|s 210
16| %

Figura 5.2: Arreglo T,.

Paso 4. Usando el codigo ASCII, se convierte a decimal cada una de las entradas del
arreglo T, y se guardan estos valores en el arreglo T;. Para este ejemplo, T; queda como
se muestra a continuacion:
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84 104 | 101 | 32 |49 |48 | 116 |104 |32 |73 | 110 | 116 | 101 | 114 | 110
97 | 116 | 105 | 111 | 110 | 97 | 108 | 32 | 67 | 111 | 110 | 103 | 114 | 101 | 115
115 |32 | 111 | 110 | 32 | 73 | 110 | 116 | 101 | 108 | 108 | 105 | 103 | 101 | 110
116 | 32 | 97 | 110 | 100 | 32 | 73 | 110 | 102 | 111 | 114 | 109 | 97 | 116 | 105
111 | 110 | 32 | 84 | 101 | 99 | 104 | 110 | 111 | 108 | 111 | 103 | 105 | 101 | 115
32 |50 |48 |49 |54 |37

Figura 5.3: Arreglo 7.

Paso 5. Se guardan los datos del arreglo T; en una matriz I de 9 x 9.

84 |73 | 111 | 114 | 110 | 116 | 111 | 84 | 105
104 | 110 | 110 | 101 | 116 | 32 | 114 | 101 | 101
101 | 116 | 97 | 115 | 101 | 97 | 109 | 99 | 115
32 | 101 | 108 | 115 | 108 | 110 | 97 | 104 | 32
49 | 114 |32 |32 | 108 | 100 | 116 | 110 | 50
48 | 110 | 67 | 111 | 105 | 32 | 105 | 111 | 48
116 | 97 | 111 | 110 | 103 | 73 | 111 | 108 | 49
104 | 116 | 110 | 32 | 101 | 110 | 110 | 111 | 54
32 | 105 | 103 | 73 | 110 | 102 | 32 | 103 | 37

Figura 5.4: Matriz [.

Paso 6. Las entradas de la matriz I son transformadas a binarios usando 8 bits para
cada digito y los resultados se almacenan en una matriz I, (la matriz [, la escribimos en
dos partes por cuestiones de espacio).

01010100 | 01001001 | 01101111 | 01110010 | 01101110 | 01110100
01101000 | 01101110 | 01101110 | 01100101 | 01110100 | 01100001
01100101 | 01110100 | 01100001 | 01110011 | 01100101 | 01100001
00100000 | 01100101 | 01101100 | 01110011 | 01101100 | 01101110
00110001 | 01110010 | 00100000 | 00100000 | 01101100 | 01100100
00110000 | 01101110 | 01000011 | 01101111 | 01101001 | 00100000
01110100 | 01100001 | 01101111 | 01101110 | 01100111 | 01001001
01101000 | 01110100 | 01101110 | 00100000 | 01100101 | 01101110
00100000 | 01101001 | 01100111 | 01001001 | 01101110 | 01100110
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01101111 | 01010100 | 01101001
01110010 | 01100101 | 01100101
01101101 | 01100011 | 01110011
01100001 | 01101000 | 00100000
01110100 | 01101110 | 0110010
01101001 | 01101111 | 0110000
01101111 | 01101100 | 00110001
01101110 | 01101111 | 00110110
00100000 | 01100111 | 00100101

Figura 5.5: Matriz I.

Paso 7. La informacién en el ADN se almacena como un c6digo compuesto por cuatro
bases quimicas: adenina (A), guanina (G), citosina (C) y tiamina (T). Para este algoritmo,
L. R. Marcial, E. L. Basurto, M. Rivera y M. Sandoval [67] codifican la Adenina, Tiamina,
Guanina y Citosina con 00, 11, 10 y 01, respectivamente. Asi, una secuencia binaria la
podemos expresar como una secuencia de ADN y viceversa. Por ejemplo, la secuencia
binaria 00100101 queda, como secuencia de ADN representada por AGCC.

Este paso del algoritmo consiste en escribir los ntimeros binarios de las entradas de la
matriz [ como secuencias de ADN. Estas secuencias se almacenan en la matriz L.

CCCA | CAGC | CGTT | CTAG | CGTG | CTCA | CGTT | CCCA | CGGC
CGGA | CGTG | CGTG | CGCC | CTCA | AGAA | CTAG | CGCC | CGCC
CGCC | CTCA | CGAC | CTAT | CGCC | CGAC | CGTC | CGAT | CTAT
AGAA | CGCC | CGTA | CTAT | CGTA | CGTG | CGAC | CGGA | AGAA
ATAC | CTAG | AGAA | AGAA | CGTA | CGCA | CTCA | CGTG | ATAG
ATAA | CGTG | CAAT | CGTT | CGGC | AGAA | CGGC | CGTT | ATAA
CTCA | CGAC | CGTT | CGTG | CGCT | CAGC | CGTT | CGTA | ATAC
CGGA | CTCA | CGTG | AGAA | CGCC | CGTG | CGTG | CGTT | ATCG
AGAA | CGGC | CGCT | CAGC | CGTG | CGCG | AGAA | CGCT | AGCC

Figura 5.6: Matriz L.

Paso 8. Este paso del algoritmo es uno de los dos méas importantes, pues es cuando
se crea la primera llave o palabra clave. Primero se generan dos valores importantes, k1 y
ko, de la siguiente manera:

(2] m
1
ki = — méd ZIW-,%G ,

1 j=1

NE

-.
Il
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1 m m
iy = T méd > me-, 256
i=[F]+1 j=1

Donde méd(a, b) devuelve el resto después de la division de a por b.

A continuacion, se generan de forma aleatoria los valores iniciales x; y 1, sobre el
intervalo real [0, 1]. Luego, se calculan xy y yo como se indica: zg = x1 + k1. Si xy > 1,
entonces o = mod(zg, 1). En otro caso, zy conserva su valor inicial. Para calcular y, se
sigue la misma regla pero ahora usando el valor y; y k5. Lo siguiente es generar el vector
columna X = (z1,...,x9) v el vector fila Y = (y1,...,ys1) utilizando la funcion cadtica
cruzada con los parametros n = 2 y k = 6. Luego, se multiplica el vector columna X por
el vector fila Y, para obtener la matriz M de dimensién 9 x 81. Los valores de la matriz
M se pasan a binario utilizando la siguiente funcién:

[0, siM(,j)<0;
My, j) _{ 1, si M(i,§) > 0.

Finalmente, se codifica la matriz M, a cadenas de ADN para asi obtener la matriz K.

GAGC | CAGG | TCCA | GATT | ATTG | TTTA | TAGT | TGGC | AACC
CTCG | GTCC | AGGT | CTAA | TAAC | AAAT | ATCA | ACCG | TTGG
CTCG | GTCC | AGGT | CTAA | TAAC | AAAT | ATCA | ACCG | TTGG
GAGC | CAGG | TCCA | GATT | ATTG | TTTA | TAGT | TGGC | AACC
CTCG | GTCC | AGGT | CTAA | TAAC | AAAT | ATCA | ACCG | TTGG
CTCG | GTCC | AGGT | CTAA | TAAC | AAAT | ATCA | ACCG | TTGG
GAGC | CAGG | TCCA | GATT | ATTG | TTTA | TAGT | TGGC | AACC
GAGC | CAGG | TCCA | GATT | ATTG | TTTA | TAGT | TGGC | AACC
GAGC | CAGG | TCCA | GATT | ATTG | TTTA | TAGT | TGGC | AACC

Figura 5.7: Matriz K.

Paso 9. Se realiza la suma de las matrices L y K utilizando la regla de adiciéon para
el ADN que se muestra en la Figura [5.8|

HoQQ»+
HQQ»= >
> H QO
Q= HQe
Q Q> HH

Figura 5.8: Regla de adicion para el ADN.
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Si por ejemplo queremos sumar las secuencias en la posicion (1,1) de las matrices L
y K. De acuerdo a la regla de adicion, C+G=T, C+A=C, C+G=T y A+C=C. Asi, la
entrada (1,1) de la nueva matriz es TCTC. Se repite este proceso con cada una de las

entradas de las matrices L y K y se obtiene la matriz NADN.

TCTC

GAAT

ATAT

TTTC

CCGA

AGAA

AGCG

ATTC

CGTG

GCTG

TCAT

CACC

GCCC

ATCC

AGAT

CGCG

CTGT

ACTT

GCGT

TGGC

CAGA

GGAT

AGCG

CGAA

CCAC

CTCC

AGGC

GGGC

GGTT

ATAA

TTTG

CCGG

ACGG

AGGA

AAAC

AGCC

CGCT

TGCT

AAGT

CCAA

AGTC

CGCT

CGGA

CTAA

TGGA

CGCG

TCAT

CGGG

GCTT

AGGG

AGAT

CCTC

CTAC

TGGG

TTTC

GGGT

ATAT

TGGC

CCAC

ATCC

AGCG

AACC

ATCG

TGAC

GTTG

ATAG

GGTT

CCAT

ACGG

AGCC

AACA

ATGT

GGGC

GGAT

ATGT

TACA

CCGA

ACAG

TGGT

AATA

AGGG

Paso 10. Las entradas de la matriz NADN se convierten a binarios utilizando la

Figura 5.9: Matriz NADN.

codificacién mencionada en el paso 7 para obtener una matriz I7.

11011101

10000011

00110011

11111101

01011000

00100000

10011110

11010011

01000101

10010101

00110101

00100011

10011011

11101001

01001000

10100011

00100110

01100000

10101001

10101111

00110000

11111110

01011010

00011010

01100111

11100111

00001011

01010000

00101101

01100111

01100110

11010011

01101010

10011111

00101010

00100011

11111101

10101011

00110011

11101001

01010001

00110101

11100001

10111110

00110010

10101111

01010011

00011010

10101001

10100011

00111011

11000100

01011000

00010010

00100110

00111101

01101110

01100110

01111011

00011111

010

10001

01110101

00101001

00101000

00000001

00100101

01101000

01110000

11101000

01011101

01110001

11101010

00100110

00000101

00110110

00100101

00000100

00111011

11101011

00001100

00101010

Figura 5.10: Matriz I7.
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Paso 11. Cada una de las entradas de la matriz I? pasan de binario a decimal para
obtener la dltima matriz, C,, antes de obtener el mensaje cifrado.

221 | 131 | 51 | 253 |88 |32 |38 |61 | 110
158 | 211 | 69 | 149 | 53 | 35 | 102 | 123 | 31
155 1233 |72 | 163 | 38|96 |81 | 117 |41
169 | 175 | 48 | 254 |90 | 26 |40 |1 37
103 | 231 | 11 | 80 | 45| 103 | 104 | 112 | 232
102 | 211 | 106 | 159 | 42 | 35 |93 | 113 | 234
253 | 171 |51 | 233 |81 |53 |38 |5 o4
225 1190 | 50 | 175 |83 |26 |37 |4 29
169 | 163 | 59 | 196 | 88 | 18 | 235 | 12 | 42

Figura 5.11: Matriz C,,.

Paso 12. En este paso del algoritmo se genera la segunda llave seleccionando una
funcion no lineal f(z). Para este ejemplo se usa la funcion f(z) = az® + bcos(z). Una
vez seleccionada la funcion, se generan de forma aleatoria las constantes a y b dentro del
intervalo [0, 1]. Estas contantes seran la segunda palabra clave del algoritmo. Para este
ejemplo a = 7.638979442864783e — 001 y b = 7.593273831310963e — 001.

Paso 13. Finalmente, se genera el arreglo C' con el texto cifrado, como se indica a
continuacion: para cada ¢ € {1,...,9} y toda j € {1,...,81}, se busca alguna raiz ¢; ; de
la funcién no lineal f(z) — C,, ;, donde C, es la matriz obtenida en el paso 11. En este
algoritmo de cifrado se utiliza el método de Newton para hallar las raices ¢; ;.

Paso 14. Para cada i € {1,...,m x m}, el valor ¢; se pasa a una cadena hexadecimal
c?. Con estos valores, se construye el arreglo C' con el texto cifrado.

La tabla de la Figura[5.12| muestra el texto cifrado que arroja el algoritmo criptografico
que acabamos de presentar. La interpretacion es como sigue: el texto se empieza a leer
comenzando en la posicion (1, 1) y nos desplazamos hacia la derecha sobre esa misma fila.
Ahora nos encontramos sobre la posicion (1,4). Sobre esa misma columna, nos movemos
a la fila 2 y continuamos moviéndonos hacia la izquierda hasta llegar a la posicion (2, 1).
Desde la posicion (3,1) aplicamos el mismo procedimiento y continuamos asi con el resto
de la tabla para finalmente, obtener el texto cifrado.

Existen diferentes formas de probar la fortaleza de un sistema criptogréafico. Sin em-
bargo, para probar la fortaleza de este algoritmo de cifrado en particular, L. R. Marcial,
E. L. Basurto, M. Rivera y M. Sandoval [67] utilizan el ataque por fuerza bruta, que con-
siste en probar todas las palabras clave o llaves posibles hasta encontrar la clave con la
cual se obtenga un texto claro significativo. Un ataque por fuerza bruta sélo es factible
cuando el espacio de claves es pequeno. De modo que, para evitarlo, el nimero de claves
debe ser tan grande como sea posible. Lo cual ocurre en este método de cifrado, ya que
el total de posibles claves es de 3.4028x10%® y se sabe que para que un sistema pueda
resistir el ataque por fuerza bruta, requiere de un espacio de claves posibles superior a
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401a6d303b77h38f | 40179ecda782¢ef8e 40177841d2962af6 | 40182836¢cled798
40147dbfaaf0c981 | 40146cdd2d199¢2b | 401ba7149539747c | 401a95febcf0d786
40182836¢cc1ed698 | 401630f5884fd08a | 401a0501cheafdc | 401ae6335d64bd7a
401870bb03277bd2 | 401ad2523455744b | 401a0501cheafdd | 40184091bcaeacd3
40191£36f44d7ef5 4017de01cf6a6db9 | 40104672751f056e | 4011f633ffhabedb
401236bb5cbbef59 | 400fea5291610c¢10 | 4003cfleeacedb97 | 4014afc6f0595b09
40104672751f0acc | 40102bb58d026495 | 401110e9c8ccec3? | 401ba7149539747¢
401729b0e23f2caa | 4017de01cf6c649d | 401bb074bef5{47e | 4012dablfec3491e
4017ab8bf2451582 | 401ae6335d65643a | 401870bb03277e89 | 4019627e794f1955
4013745¢2b909c¢74 | 40107ae8bc0c3cc9 | 400d966499343aa9 | 4013995a5c45abfl)
400f40ed7d8632bc | 400e8feb2ed2e8c9 | 4012ee6e7f0feedd | 4013156fb5e5638a
4013745¢2b909¢73 | 400bfd084b717326 | 400ccf8fab828904 | 4014053e2faf2c66
400a2c850e84dd64 | 40147dbfaafOcbb2 | 400cct8fab873228 | 40107ae8bc0c35fa
400a2c850ea76eec | 40073e9bc8110182 | 400d966499343877 | 40146cdd2d197dfc
4012ee6e7f0fdb6d 400e1538b7c2c¢99d | 40148e872d073835 | 4013cfdc1a3f7818
400d96649934387¢e | 400d55503bd38da2 | 401af9f7de3be7df | 401140b086812c78
4015bb4c74527537 | 40155fcbb998242f | 3fec0a9df4a76336 | 40151128dfa70a65
4015210f82ab020b | 3ffe6999dfed1963 3ffclael7f876d80 | 4004614646a369c2
4014f114bd52a05d | 400bb3ef591b1c04 | 400e53109ebf5cef | 400d55503bb{82e5
401adc46643bdabe | 401af0192¢872d9b | 401094a79¢f91721 | 401110e9c¢8cceb79
400e8feb2ed2e9ed
Figura 5.12: Arreglo C.
2100 — 1.2677 x 103°. Ahora bien, la sensibilidad a las condiciones iniciales de la funcion

caodtica cruzada le dan al sistema criptogréafico sensibilidad a variaciones pequenas en las
llaves o palabras clave, brindando asi, una gran resistencia ante ataques exhaustivos. Si,
por ejemplo, se realiza la ejecucion de la implementacion computacional con los valores
iniciales zo = 0.3 y yo = 0.6 dejando fijos los valores iniciales de la segunda llave, se desci-
fra de forma correcta el texto plano utilizado en este ejemplo. Pero al alterar tan solo un
poco los valores iniciales a xq = 0.30001 y yo = 0.5999, se obtiene un mensaje descifrado
que no corresponde al texto original. También, si se dejan fijos los valores iniciales de la
funcién caotica y se usan los valores iniciales a = 0.3 y b = 0.6 en la segunda llave, se
obtiene el mensaje original, sin embargo, modificando ligeramente los valores iniciales a y
b como 0.30001 y 0.59999 se obtiene un mensaje descifrado que tampoco corresponde al
mensaje original. El algoritmo de descifrado ya no lo revisamos en este trabajo de tesis,
sin embargo, se puede revisar en [67].

No nos queda ninguna duda de que el uso de sistemas caéticos en métodos de cifrado
mejora la fortaleza en los algoritmos criptograficos. Pese a que el algoritmo criptografico
que presentamos en este capitulo no es trabajo nuestro, nos ha servido para conocer las
bases de la criptografia caética y ha despertado nuestro deseo de querer contribuir en el
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area de la criptografia con ayuda de los sistemas dindmicos y en un futuro no muy lejano,
de la teoria de hiperespacios.
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Conclusiones

Sean m y n enteros mayores o iguales que dos, X1,..., X,, espacios topoldgicos, para
cada i € {1,...,m}, f; : X; — X, una funcién y M alguna de las siguientes funcio-
nes: exacta, débilmente mezclante, mezclante, transitiva, totalmente transitiva, fuerte-
mente transitiva, cadtica, minimal, érbita-transitiva, estrictamente oérbita-transitiva, w-
transitiva, Touhey, minimal inversa, exactamente Devaney cadtica, un F'-sistema, total-
mente minimal, suavemente mezclante, dispersora o 77, .. En este trabajo de investi-
gacion estudiamos la transitividad topolégica en productos, productos simétricos y pro-
ductos simétricos suspension. Por ello, considerando los grupos de condiciones (C1) y

(C2):

(C1)

2

(Fu (IT2, Xa) , Fo (IT £2) € M
Para cada i € {1,...,m}, (F.(X ) W(fi) € M

(1)
(2)
(3) (ILZ Xi, ITZ 1fz) GM
(4) Para cadai € {1,...,m}, (X, f;) € M;
(1)
(2) (£ ( ): Fulf)) € M;

(3) (SFn(X),SFn(f)) € M;

(C2)

para cubrir el estudio de la transitividad topologica en productos y productos simétricos,
buscamos relaciones entre las condiciones del grupo (C1), y el estudio de la transitividad
topologica en productos simétricos suspension lo cubrimos analizando relaciones entre las
condiciones del grupo (C2).

Referente al grupo de condiciones (C1), considerando espacios topolégicos y funciones
(no necesariamente continuas), encontramos que para las funciones: exacta, exactamente
Devaney caotica y mezclante, las condiciones (1), (2), (3) y (4) son equivalentes, Teore-
mas [3.3.11] [3.3.12] y [3.3.13] respectivamente. Sin embargo, si M es una de las siguientes
funciones: débilmente mezclante, transitiva, totalmente transitiva, fuertemente transitiva,
cadtica, orbita-transitiva, estrictamente orbita-transitiva, w-transitiva, Touhey, minimal
inversa, un F-sistema, suavemente mezclante, dispersora o T7T', ,, s6lo pudimos demostrar

que se cumple: (1) implica (2), (3) implica (4) y (1) implica (4), Teoremas [3.3.15
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y [3:3.18] respectivamente. Para el caso de las funciones minimales y totalmente minima-
les, para cada i € {1,...,m}, es necesaria la continuidad de la funcion f; para que se
cumpla lo siguiente: (1) implica (2), (3) implica (4) y (1) implica (4), Teoremas [3.2.6]
3:3.16] [3:3.17 y 3-3:20] y Corolario 3:2.7 Para este tltimo grupo de funciones, las equi-
valencias de las cuatro condiciones del grupo (C1) se da bajo la hipotesis de que, para
cada i € {1,...,m}, X; sea +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f;, Teorema
Proposicién y Corolario [3.2.12] Estos y otros resultados forman parte de un
articulo de investigacion recientemente publicado [78)].

Referente al grupo de condiciones (C2), pudimos verificar que las proposiciones (1) y
(2) son equivalentes cuando alguno de los espacios: tiene una base numerable, es T}, de
Hausdorff, pseudo-regular o +invariante sobre subcojunto abiertos, Teoremas [2.3.1], 2.3.2]
2.3.3 2.3.4] y 2.3.10] respectivamente. Este conjunto de resultados fueron incluidos en un
articulo aceptado para su publicacion en la revista Mathematica Pannonica [13]. Ademas,
para las clases de funciones de la Definicion m, generalizamos [I7, Teoremas 4.7, 4.9,
4.10, 4.11, 4.12, 4.13, 4.17 y 4.18] a espacios topologicos no degenerados, compactos,
perfectos y de Hausdorff y funciones no necesariamente continuas, Teoremas [4.3.24] [4.3.25]
14.3.26| v [4.3.28] Por otro lado, las funciones de la Definiciéon las estudiamos por
primera vez en los productos simétricos suspension, Teoremas4.3.29] 4.3.30} |4.3.33 [4.3.306),
[A.3.37 [4.3.38, [£.3.39, [1.3.40, 1.3 41] [£.3.42 y 1.3.43]

Los Teoremas [4.3.24} [1.3.25] [.3.26] [1.3.28] [£.3.29] [4.3.30], [4.3.33] [4.3.36}, [4.3.37] [.3.38
4.3.39] |4.3.40], 4.3.41} 4.3.42] v [4.3.43| forman parte de un articulo en el que seguimos
trabajando para pronto someterlo a revision para su posible publicacion.

Con la elaboraciéon de este trabajo de investigacidén esperamos, principalmente, que
despierte en alguien la curiosidad de seguir engrandeciendo el estudio de la transitividad
topologica en productos, productos simétricos y productos simétricos suspension.
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