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Resumen

Este trabajo aborda el diseño, construcción y caracterización de un sistema de
levitación magnética de un grado de libertad, el cual emplea dos electroimanes pa-
ra ejercer fuerzas de reluctancia en ambas direcciones sobre un disco de acero. Se
muestra el diseño detallado de la etapa de realimentación del estado del sistema y el
circuito de amplificación de potencia para los actuadores, así como el algoritmo de
control basado en un DSP.

Posteriormente, a partir del modelo matemático que describe la dinámica del sis-
tema, se diseña una ley de control basada en modos deslizantes con el enfoque de
rechazo activo de perturbaciones, para realizar seguimiento de una trayectoria de
referencia para la posición del elemento suspendido y, al mismo tiempo, la corrien-
te del actuador inferior es regulada para ajustar el amortiguamiento y rigidez de la
suspensión.

Los parámetros invariantes en el tiempo que describen la dinámica del sistema
se obtienen de manera experimental. Asimismo, se estudia el comportamiento de
la densidad del flujo magnético en función de las variables que describen la fuerza
de reluctancia y la robustez del controlador se analiza a través de la respuesta de la
posición del elemento suspendido bajo perturbaciones internas y externas.
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Abstract

The present research work adresses the design, construction and caracterization
of a one degree of freedom magnetic levitation system, which uses two electromag-
nets in order to generate reluctance forces in both directions. The detailed design of
the state feedback subsystem and the power amplification circuit for the actuators
are shown, as well as the control algorithm based on a DSP.

Subsequently, from the system dynamics mathematical model, a control law with
the active disturbance rejection approach, based on sliding mode, is designed to trac-
king of a desired reference trajectory for the suspended element and, at the same ti-
me, the current of the lower actuator is regulated to adjust the damping and rigidity
of the suspension.

The time invariant parameters that describe the dynamics of the system are ex-
perimentally obtained. In the same way, the behavior of the magnetic flux density
is studied regarding on the variables that describe the reluctance force and the con-
troller robustness is analyzed by means of the position response of the suspended
element under internal and external perturbations.
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Capítulo 1

Introducción

Junto con el crecimiento demográfico y el desarrollo tecnológico, llega el corres-
pondiente incremento de demanda energética en los distintos campos de aplicación.
Desde necesidades básicas, hasta como recurso básico en la producción industrial, y
cuya solución ha sido todo un reto para los ingenieros, físicos y matemáticos involu-
crados en dicho sector. Para responder a tal demanda se requiere de una producción
apropiada, la cual se ve favorecida con crecimiento y desarrollo en el ámbito tec-
nológico y científico. De ahí que, las estrategias energéticas, en función del tipo de
producción, se encuentren sujetas a la materia prima y las características geográficas
con las que se disponga, dando como resultado centrales geotérmicas, hidroeléctri-
cas, eólicas, nucleoeléctricas, entre otras. Por otro lado, surge la constante búsque-
da del uso eficiente de la potencia electromecánica, como una solución al problema
energético, sobre todo en procesos industriales dado que suelen disipar una canti-
dad considerable de dicho recurso. En particular, los principales generadores de uso
improductivo de energía son los efectos de rozamiento de contacto y transmisión
de vibraciones en los mecanismos empleados en determinados sistemas electrome-
cánicos. Especialmente, aquellos que involucran el uso de turbo maquinaria de alta
potencia. A causa de ello, a inicios del siglo anterior, se origina una solución revo-
lucionaria y bastante peculiar que emplea el uso de fuerzas compensadoras a través
de campos magnéticos, al que se denominó tecnología de levitación magnética o le-
vitador magnético. En dichos sistemas no existe contacto físico entre la parte móvil
del mecanismo y la parte fija permitiendo una operación sin lubricación y sin meca-
nismo motriz. Además, una ventaja particular que se presenta en el uso de los sis-
temas de levitación magnética es la capacidad de controlar activamente la dinámica
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del elemento suspendido. En consecuencia, tales propiedades permiten minimizar
el uso ineficiente de la energía en procesos de producción.

Para obtener los resultados deseados, al implementar los sistemas mencionados
anteriormente, es necesario regular la fuerza compensadora del cojinete mediante la
manipulación del fenómeno que la produce, el campo magnético. Esto es posible uti-
lizando devanados como electroimanes, los cuales tienen la capacidad de producir
campos magnéticos de magnitud y dirección variable. Sin embargo, en los sistemas
de levitación magnética se recurre a fuerzas de carácter electromagnético, cuya in-
tensidad es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia al origen de la
fuente, por lo que se presentan características no lineales e inestables en el compor-
tamiento global del sistema, de modo que se requiere una etapa de control y moni-
toreo del estado completo o parcial de este último, para manipular adecuadamente
el elemento suspendido.

En el presente trabajo de investigación se aborda el diseño e implementación de
un esquema de control, con el enfoque al rechazo activo de perturbaciones, para rea-
lizar seguimiento de un sistema de levitación magnética. En este capítulo introduc-
torio se presentan de manera breve los antecedentes, el planteamiento del problema
y la justificación del trabajo de tesis. Además, se plantea la hipótesis, los objetivos
y metas establecidos para el trabajo de investigación. Por otro lado, se muestra la
metodología implementada para el desarrollo, los alcances y limitantes de la misma,
y finalmente se presenta la organización del documento de tesis.

1.1. Estado del arte

La idea de manipular un cuerpo en suspensión sin ningún contacto físico, me-
diante el uso de fuerzas magnéticas, es un viejo anhelo del ser humano. Sin embar-
go, no ha sido fácil lograrlo. A principios del siglo XX, con el desarrollo de la teoría
del electromagnetismo de Maxwell, se obtiene una nueva perspectiva de la interac-
ción entre el campo eléctrico y el campo magnético, además de proporcionar una
poderosa herramienta matemática para obtener la evolución temporal de este tipo
de fenómenos. Así, en 1937, Kemper aplica para una patente de un sistema de levi-
tación magnética, una posible solución para el transporte de cargas pesadas [28]. Al
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siguiente año, expone un experimento en el cual desplaza una carga de 210 Kg, lo-
grando una suspensión de 15 mm, empleando un electroimán como actuador, senso-
res inductivos y capacitivos para la retroalimentación del sistema, y amplificadores
de válvula para el controlador [29]. Desde luego, este experimento es el predecesor
de los vehículos levitados magnéticamente (Maglev), los cuales fueron desarrollados
a mediados del siglo pasado. Por otro lado, Beams y Holmes implementan en 1946
un sistema experimental, en la Universidad de Virginia, para suspender magnéti-
camente bolas milimétricas de acero y hacerlas girar a altas velocidades angulares,
para someter a prueba la resistencia mecánica de su material [3]. Del mismo modo,
la investigación en el área de la ingeniería aeroespacial ha permitido desarrollar rue-
das de reacción suspendidas magnéticamente para el control de altitud de satélites
orbitales [59], y estabilización giroscópica de naves espaciales.

El desarrollo científico y el crecimiento del estudio que involucra la tecnología
de levitación magnética, han permitido utilizar dichos sistemas en aplicaciones in-
dustriales y de investigación, al aprovechar la propulsión del campo magnético y
reduciendo o eliminando la fricción que las fuerzas de contacto producen en la su-
perficie del elemento móvil. Asimismo, con la llegada de los conmutadores electróni-
cos basados en semiconductores a mediados del siglo XX y el desarrollo de la teoría
moderna de control y sus distintas técnicas de análisis y diseño, ha sido posible dise-
ñar e implementar sistemas con mayor grado de complejidad, permitiendo reducir
costos y tiempos de producción en el sector industrial. Gracias a ello, ha sido posible
enfocar la investigación de dicha tecnología en distintas áreas de la ingeniería, tal
como en el diseño y construcción de cojinetes magnéticos para el rotor de motores y
generadores eléctricos, o en el caso de la suspensión libre de vibraciones para com-
ponentes sensibles y frágiles, como por ejemplo dispositivos ópticos, que requieren
una exactitud milimétrica. Por otra parte, ha sido de gran interés el desarrollo de la
tecnología de levitación magnética utilizada por los vehículos levitados magnética-
mente, con el objetivo de obtener un transporte con mayor velocidad y eficiencia. El
desarrollo del tren Maglev se basa en el progreso de nuevas tecnologías de ingenie-
ría eléctrica y su integración y, como una tecnología de transporte totalmente nueva,
presenta ventajas significativas respecto a los sistemas de transporte convenciona-
les, debido a que es el único transporte terrestre de alta velocidad capaz de alcanzar
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hasta 500 km/h bajo un menor consumo de potencia [39]. Recientemente, una ruta
de transporte público, entre el centro de Shanghai y el Aeropuerto de Pudong, que
utiliza el principio de levitación magnética, ha sido puesta en operación. En la Fi-
gura 1.1 se muestra un vagón de la línea S1 del tren de suspensión magnética de
Beijing, la cual fue puesta en operación a finales del 2017 y cuya extensión total es
de 10.2 km compuesto de 8 estaciones [36]. El diseño y construcción de nuevas rutas
de transporte utilizando vehículos suspendidos magnéticamente ha sido considera-
do últimamente por distintos países como una alternativa a los ineficientes métodos
de transporte convencionales [33]. En Estados Unidos el sistema propuesto Maglev
2000 se encontraba basado en cuadrupolos magnéticos superconductores que per-
miten al vehículo suspendido desplazarse sobre superficies planas tal como rieles,
con paneles de aluminio para la retroalimentación [68].

FIGURA 1.1: Línea S1 de tren levitado magnéticamente puesto en mar-
cha en Beijing, China [36].

A grandes rasgos, las técnicas de levitación magnética pueden ser clasificadas en
dos categorías, la suspensión electrodinámica (SED) y la suspensión electromagnéti-
ca (SEM), categorizadas por la manera en que se interpretan las fuerzas de compen-
sación del soporte magnético [73]. En el siguiente apartado se describe una clasifica-
ción detallada de los sistemas de levitación magnética.
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1.1.1. Clasificación de sistemas de levitación magnética

Actualmente, existe una numerosa variedad de arreglos para generar fuerzas de
campo con el fin de soportar o suspender un cuerpo sin ningún contacto, incluso
aunque este no pueda ser suspendido de manera libre o estable, al menos la levi-
tación se logra en algunos de sus grados de libertad. A continuación, se presenta
una clasificación de sistemas de levitación magnética, propuesta en [5], en donde
se distinguen dos grupos principales por la manera en que las fuerzas pueden ser
calculadas y representadas: la fuerza de reluctancia y la fuerza de Lorentz. Desde
luego, el principio físico, la causa del efecto magnético en el movimiento de cargas
eléctricas, es el mismo para ambos grupos. En el primer caso, la fuerza de reluctancia
actúa de tal manera que tiende a disminuir la reluctancia del arreglo mecánico, y se
deriva de la energía electromagnética almacenada en el campo magnético del siste-
ma siendo convertida en energía mecánica [57]. Por otro lado, la segunda principal
categoría, caracterizada por la fuerza de Lorentz, se basa en la fuerza inducida sobre
una carga en movimiento en presencia de un campo magnético. De ahí que, en los
sistemas de levitación magnética que utilizan este principio se requiere de un con-
ductor por el cual se transporte una corriente de electrones y un campo magnético
variable.

En la primera categoría, caracterizada por el uso de la fuerza de reluctancia, se en-
cuentran los soportes basados en fuerza de reluctancia activos. Este tipo de sistemas
requieren de una retroalimentación de control para lograr una suspensión estable en
donde el campo magnético, el flujo magnético, o en el caso de los soportes con auto
retroalimentación, la inductancia del arreglo es controlada. En cambio, los soportes
de levitación basado en circuito RLC sintonizado consigue una levitación estable
con una rigidez característica, al excitar la red LC cerca de su punto de resonancia de
manera que esta se presente cuando el elemento suspendido se aleje de su posición
nominal provocando un aumento en la corriente del circuito y retornando al elemen-
to de vuelta a su estado nominal. Por otro lado, en una configuración estacionaria no
es posible estabilizar la posición de un cuerpo en suspensión mediante imanes per-
manentes, para lograrlo son requeridas fuerzas giroscópicas. Y finalmente, dentro
del primer grupo principal de sistemas de levitación magnética se presenta el uso de
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una propiedad que presentan ciertos materiales a temperaturas cercanas al cero ab-
soluto, denominada superconductividad, donde el material permite el movimiento
libre de cargas eléctricas sin resistencia, es decir, sin pérdida alguna y, por tanto, es
posible producir campos magnéticos potentes totalmente eficientes.

La levitación electrodinámica se encuentra en la segunda categoría, y se logra
cuando corrientes de Foucault elevadas son inducidas a través de un movimiento
relativamente rápido entre el estator y el cuerpo en movimiento. Del mismo modo,
otro tipo de sistemas de levitación magnética basado en la fuerza de Lorentz son
los soportes de corriente alterna, generando un sistema de levitación pasivo que, a
diferencia del anterior, el movimiento relativo es sustituido por un flujo magnético
alternante. Luego, es posible obtener la interacción entre la corriente alterna y la
corriente inducida mediante un sistema activo [57]. De manera similar a un motor de
inducción, se inducen fuerzas axiales para soportar el rotor, en lugar de tangenciales
para generar un movimiento angular. Por último, dentro de la segunda categoría
principal, se encuentra un sistema análogo al anterior con la diferencia de que el
rotor que contiene las corrientes inducidas es sustituido por un rotor magnetizado.

1.1.2. Investigación y aplicaciones en la industria

Los sistemas de levitación magnética son una prometedora tecnología en apli-
caciones de control de movimiento activo de alta precisión. En efecto, la evidente
ventaja de la integración de soportes de levitación magnética activos en maquinaria
industrial desde hace un par de décadas ha motivado el profundizar el estudio en
nuevos diseños de arreglos con electroimanes para generar fuerzas de campo, así
como el desarrollo de técnicas de diseño de controladores para regulación y segui-
miento de posicionamiento, y ajuste de parámetros variables como rigidez y amor-
tiguamiento del elemento suspendido. Luego, la popularidad del desarrollo de la
teoría moderna de control junto con técnicas avanzadas de diseño como el método
de modos deslizantes permiten una exploración más profunda en los sistemas de
control no lineales tal como los soportes de levitación magnéticos [10], [37]. En 1996,
se describe el diseño y simulación de un control adaptativo de auto centrado de un
cojinete magnético activo considerando una carga desbalanceada desconocida en el
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rotor [27]. Al siguiente año, Won-Jong Kim y David Trumper presentan un experi-
mento de un controlador multivariable óptimo aplicado a un levitador magnético
planar de 6 grados de libertad como una solución al posicionamiento para fotolito-
grafía en la manufactura de semiconductores [32]. Asimismo, en [6], [70] y [8] se pre-
senta el diseño e implementación de esquemas de control basados en la información
de la posición sin utilizar sensor para dicha variable. En [65] se expone el diseño de
un controlador desacoplado para un rotor suspendido magnéticamente de alta ve-
locidad utilizando el método de rechazo activo de perturbaciones lineal. Y en [52]
se desarrolla un algoritmo mejorado de control para sistemas levitación magnética
basado en la ley de doble alcance exponencial del control de modo deslizante.

Por otra parte, a nivel nacional, en los centros de investigación del Instituto Po-
litécnico Nacional (IPN) se han desarrollado contribuciones en el área, como en la
construcción y control de sistemas de levitación magnética de un grado de libertad
mediante técnicas clásicas de control recurriendo a una linealización aproximada
del sistema [21], y en el diseño de un controlador no lineal utilizando la técnica de li-
nealización exacta por retroalimentación junto con compensadores basados en redes
neuronales para la estimación de dinámicas no modeladas o perturbaciones en el sis-
tema [14]. Asimismo, en [46] se presenta un estudio comparativo entre controladores
clásicos lineales y controladores basados en técnicas no lineales como el método de
linealización exacta. Desde luego, para digitalizar la ley de control diseñada se han
integrado distintas plataformas dependiendo del tipo de tarjeta de procesamiento
digital que se utilice. En el trabajo [62] se emplea la plataforma LabView para imple-
mentar un controlador clásico PID a un sistema de levitación magnética.

En cambio, dentro del ámbito de producción industrial, se han realizado contri-
buciones esenciales en la aplicación de cojinetes magnéticos desarrolladas por las
compañías Société de Mécanique Magnétique (S2M) y Habermann [17]. En 1975 se
obtienen soluciones teóricas y experimentales para el amortiguamiento activo de tur-
bo sistemas auto perturbados con vibraciones [56]. En efecto, del creciente progreso
de la tecnología que integran los sistemas de levitación magnética y su variada de-
manda en el sector industrial e ingenieril en las últimas décadas surgen los primeros
esfuerzos de estandarizar el vocabulario y el rendimiento de los cojinetes magnéticos
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activos [1]. De esta manera, los beneficios de los sistemas de soporte magnético ac-
tivo en cuanto al uso eficiente de la energía se encuentran particularmente prácticos
en aplicaciones como sistemas de vacío y salas limpias, máquinas herramienta, dis-
positivos médicos, turbomaquinaria y soportes superconductores [57]. En la Figura
1.2 se muestra una bomba turbo molecular suspendida con un soporte magnético de
la marca HiMag. Recientemente, se han enfocado esfuerzos en investigación concer-
niente a la aplicación de soportes magnéticos en turbinas aéreas para la generación
de propulsión o energía eléctrica para toda la aeronave [11]. En [48] se desarrolla un
motor de rodamiento con cojinete magnético para aplicaciones de bombas de quí-
micos de alta pureza, y en [58] se diseña un controlador de corriente proporcional e
integral para un soporte de levitación magnética.

FIGURA 1.2: Bomba turbo molecular suspendida por soporte magnético
activo, HiMag 2400 [57].

Del mismo modo, en [34] se muestra un sistema novedoso y original de un sopor-
te magnético para turbinas de viento de eje vertical. Mientras tanto, se han enfocado
esfuerzos en investigación en el diseño de sistemas de control de posicionamiento de
trenes Maglev basados en fusión de múltiple información. En [71] se diseña un es-
timador de Kalman para obtener una mayor precisión en las variables medidas por
múltiples sensores de un sistema de levitación para un tren, y en [45] se diseña un
controlador por retroalimentación del estado para orientar activamente un sistema
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de tren de levitación magnética de alta velocidad. Recientemente, en [63] se imple-
menta un esquema de control robusto de posición adaptativo difuso neuronal para
un sistema de tren Maglev, presentando mejoras significativas en la regulación de
posición respecto a los controladores diseñados mediante métodos clásicos.

1.2. Planteamiento del problema

La rigidez y amortiguamiento de un dispositivo de suspensión magnética depen-
den directamente de la ley de control diseñada para este. Sin embargo, el compor-
tamiento no lineal inherente del sistema, la inestabilidad en lazo abierto y las auto
inductancias e inductancias mutuas variantes en el tiempo hacen que el control de un
sistema de levitación magnética sea un desafío [66]. Asimismo, todo sistema definido
por ecuaciones diferenciales que interactúa con un entorno dinámico es susceptible
a ser perturbado por este, además del ruido eléctrico introducido al sistema debido a
la instrumentación de control utilizada para retroalimentar el estado de este último.

Las perturbaciones o vibraciones en un sistema de levitación magnética pueden
ser eliminadas variando la rigidez de este mediante control robusto [25]. En este tra-
bajo de investigación se desarrolla el diseño, construcción y caracterización de un
sistema de levitación magnética de un grado de libertad, compuesto de dos electro-
imanes para ejercer fuerzas de compensación en ambas direcciones. Posteriormente,
se diseña e implementa una ley de control basada en modos deslizantes con el en-
foque al rechazo activo de perturbaciones, para estabilizar, realizar seguimiento y
regular los estados del sistema, de manera que se minimicen o eliminen los efectos
de perturbaciones endógenas y exógenas. Como se ha mencionado, el principal pro-
blema recae en las incertidumbres del modelado y el comportamiento no lineal de
la planta, y una linealización aproximada del modelo para tratar a este con técnicas
clásicas de control genera un deterioro en la exactitud con el comportamiento real
de la planta, inclusive es probable que el sistema sea inestable ante perturbaciones
externas [69]. Por otra parte, para el modelado y caracterización de la plataforma del
sistema se consideran los parámetros característicos que determinan su comporta-
miento dinámico, y son determinados de manera experimental.
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1.3. Justificación

Desde hace más de tres décadas los sistemas de levitación magnética se han uti-
lizado en diversas aplicaciones en el sector industrial de manera exitosa, tales co-
mo en trenes de pasajeros de alta velocidad, rodamientos sin fricción, aislamiento
de maquinaria sensible, túneles de viento por levitación y fotolitografía [35], debi-
do principalmente al ahorro energético que implica su práctica [18]. Además, en un
sistema de levitación activo es posible ajustar los parámetros de amortiguamiento
y rigidez del soporte, atenuación de fuerzas en cargas rotatorias desbalanceadas,
monitoreo y generación de fuerzas de excitación y posicionamiento estático inde-
pendiente a la carga [57]. En consecuencia, los especialistas en el tema señalan un
incremento significativo en la importancia de la tecnología de levitación magnética,
en las siguientes dos décadas, en las áreas de transporte de pasajeros de alta velo-
cidad, levitación magnética urbana, tecnología de levitación magnética en edificios
y espacios públicos, y aplicaciones militares [67]. Por otro lado, como se plantea en
la sección anterior, la principal dificultad presente en el diseño de un controlador de
regulación o seguimiento para un sistema de levitación magnética es el comporta-
miento no lineal de la planta. Sin embargo, existen escasos trabajos registrados en los
cuales se utilicen técnicas no lineales de control, con el enfoque al rechazo activo de
perturbaciones, para regular y realizar seguimiento de una trayectoria en un sistema
de levitación magnética, puesto que se suele recurrir a una linealización del sistema
alrededor de un punto de equilibrio constante.

Ahora bien, en la Universidad Tecnológica de la Mixteca (UTM) no se encuentran
trabajos previos a esta investigación en la que se diseñe e implemente una ley de
control de estructura variable, con enfoque al rechazo activo de perturbaciones, a
un sistema de levitación magnética de un grado de libertad. Por lo que se encuentra
como una motivación el impulsar la investigación en esta área de control aplicado a
sistemas de levitación magnética. Finalmente, la plataforma experimental, diseñada
y construida para la evaluación de los resultados experimentales de este trabajo de
investigación, puede ser utilizada a futuro con motivos pedagógicos dentro y fuera
de la universidad.
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1.4. Hipótesis

Con base en los apartados anteriores, donde se describe la problemática y la so-
lución que se busca implementar a esta, se establece la siguiente hipótesis para el
presente trabajo de investigación:

Es posible modelar, caracterizar y aproximar el comportamiento dinámico de un
sistema de levitación magnética de un grado de libertad con dos actuadores, tal que
es factible diseñar un controlador robusto para seguimiento, basado en modos desli-
zantes con el enfoque al rechazo activo de perturbaciones, para estabilizar y realizar
seguimiento del sistema.

1.5. Objetivos

En esta sección se presenta el objetivo general establecido para el presente trabajo
de investigación, y se determinan los objetivos específicos de la misma.

1.5.1. Objetivo general

Diseñar e implementar una ley de control robusto con el enfoque al rechazo acti-
vo de perturbaciones a un sistema de levitación magnética de un grado de libertad.

1.5.2. Objetivos específicos

Determinar los requerimientos de diseño estructural y funcional para la planta
experimental de sistema de levitación magnética de un grado de libertad.

Diseñar e implementar la instrumentación requerida para el sistema de control.

Caracterizar y calibrar los sensores de retroalimentación de estado del sistema.

Obtener el modelo matemático que describe el comportamiento dinámico del
sistema de suspensión electromagnética.

Obtener el comportamiento de la fuerza de reluctancia y la densidad de flujo
magnético de los actuadores del sistema.
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Diseñar la ley de control por rechazo activo de perturbaciones para el sistema
de levitación magnética.

Simular el comportamiento dinámico del sistema en conjunto con la ley de
control y los estimadores en una plataforma de software.

Integrar los elementos estructurales y los componentes de la plataforma expe-
rimental.

Diseñar y programar el algoritmo de procesador digital de señales para el mi-
crocontrolador TMS320F28335 del sistema de control.

Implementar y evaluar la ley de control en la plataforma experimental del sis-
tema de levitación magnética.

1.6. Metas

Para determinar la efectividad de las actividades de desarrollo de investigación,
en virtud de los objetivos del apartado anterior, es factible establecer las siguientes
metas del trabajo de investigación:

Ecuaciones de la ley de control basada en modos deslizantes con enfoque al
rechazo activo de perturbaciones para regulación del sistema.

Parámetros característicos de la dinámica del sistema de levitación magnética
de un grado de libertad.

Gráficos de simulación del comportamiento dinámico del sistema.

Planta experimental del sistema de suspensión electromagnética.

Algoritmo de programación del procesador digital de señales del sistema de
control.

Margen de eficiencia e índice de desempeño del controlador diseñado para
sistema de levitación magnética.



1.7. Alcances y limitaciones de la tesis 13

1.7. Alcances y limitaciones de la tesis

De acuerdo con el planteamiento del problema del presente trabajo de investiga-
ción, tomando en cuenta el objetivo de desarrollo del mismo, se plantean las delimi-
taciones de la tesis que acotan el alcance de las actividades y metas de la investiga-
ción. Primeramente, se delimita la caracterización y el control no lineal por rechazo
activo de perturbaciones del sistema de suspensión electromagnética de únicamente
un grado de libertad de manera que se simplifique el diseño y la caracterización de la
planta experimental, así como el análisis y diseño del sistema de control. Del mismo
modo, a disposición de las características de los actuadores del sistema, se restringe
el desplazamiento lineal del elemento suspendido del sistema a una distancia máxi-
ma de 10 milímetros. Asimismo, la presente investigación analiza la caracterización
de la dinámica de los electroimanes utilizados para el sistema de levitación magné-
tica y no discute el diseño y la construcción de dichos actuadores. Por último, para
los observadores lineales de estado extendido, que se diseñan para estimar las per-
turbaciones e incertidumbres del sistema, se agrega un único integrador para evitar
una estabilidad crítica y reducir la complejidad de la sintonización en dichos esti-
madores, considerando que la frecuencia de muestreo del controlador digital es lo
suficientemente grande para que estas señales se aproximen a su valor real. Desde
luego, se realiza la conjetura de que la función real y sus derivadas son acotadas y
continuamente diferenciables en todo momento.

Por otro lado, el desarrollo del trabajo de investigación queda restringido por
las siguientes limitaciones de tesis en las que se consideran los recursos de carácter
económico y de equipo técnico disponible para la investigación.

La precisión y resolución del monitoreo en tiempo real del estado del sistema
de levitación magnética están sujetos a la calidad y, por tanto, al precio de la
instrumentación de control utilizada en la planta experimental.

La eficiencia de los actuadores del sistema de control se encuentra restringida
por las pérdidas del material y la geometría de estos.
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El presupuesto del trabajo de investigación se limita al disponible otorgado por
el Instituto de Electrónica y Mecatrónica (IEM) de la institución educativa de
procedencia y el autor de la presente investigación.

1.8. Metodología de desarrollo

Dentro de este apartado se describe la metodología de desarrollo a seguir para
el diseño del sistema de control. En el presente trabajo de investigación se utiliza la
metodología de desarrollo para sistemas embebidos propuesta por Arnold S. Berger
en [4], la cual se compone de siete fases como se muestra en la Figura 1.3.

Fase 1. Especificaciones de diseño: en esta primera fase se delinean los requerimien-
tos, especificaciones y herramientas necesarias para diseñar e implementar
el sistema propuesto, con el objetivo de cumplir con las tareas de caracteriza-
ción y control por rechazo activo de perturbaciones del sistema de levitación
magnética de un grado de libertad, así como de asegurar su correcto funcio-
namiento.

Fase 2. Partición hardware y software: esta fase consiste en una vista general de có-
mo resolver el problema, se comienza a diferenciar la etapa del sistema que
es posible implementar con hardware y la etapa que es posible implementar
con software a partir de percibir al sistema como un elemento de proceso
únicamente de entradas y salidas.

Fase 3. Iteraciones para refinar la partición: en esta fase cada etapa de hardware y
software de la fase anterior es percibida también como un elemento de pro-
ceso en la que se realizan iteraciones para detallar y subdividir las tareas
hasta conseguir los elementos base de hardware y software con los que se
habrá de trabajar. Aquí se espera identificar subsistemas que sean conocidos
para su diseño.

Fase 4. Diseño detallado del hardware y software: en esta fase se realizan las tareas
de cada parte hardware y software en las que se ha dividido el sistema en
las fases previas. Se realizan pruebas funcionales de la etapa hardware y
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simulaciones de los controladores en la parte software del sistema. Ambas
partes son independientes, por lo que se trabajan en paralelo.

Fase 5. Integración hardware y software: durante esta fase se integran las etapas de
hardware y software en un solo sistema, y se detallan los aspectos finales de
la planta experimental del sistema completo para realizar pruebas de funcio-
namiento.

FIGURA 1.3: Diagrama del ciclo de vida del diseño integrado [4].

Fase 6. Pruebas: en esta fase se realizan todas las pruebas al sistema de levitación
magnética para validar el cumplimiento de las especificaciones iniciales. La
culminación de esta investigación se lleva a cabo al obtener todos los resul-
tados. A partir de estos, se acepta o rechaza la hipótesis propuesta y se abre
la discusión para plantear las conclusiones de la investigación realizada.

Fase 7. Mantenimiento y actualización: esta fase define un seguimiento de mejora
continua y mantenimiento del producto obtenido. Dado que el objetivo de
esta investigación se cumple al finalizar la fase 6, se propone esta fase como
línea futura de investigación.
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1.9. Organización del documento de tesis

El presente documento de tesis es desarrollado en 6 capítulos. En el primer capí-
tulo, como se ha mostrado, se aborda el preámbulo de la investigación. En el segun-
do capítulo se presenta el contenido teórico empleado en el diseño, caracterización
y control de un sistema de suspensión electromagnética. Seguidamente, en el tercer
capítulo se muestra el diseño de los elementos principales del sistema propuesto y el
modelado del comportamiento dinámico del mismo, así como el diseño de la ley de
control. Después, en el cuarto capítulo se desarrolla la caracterización del sistema y la
validación en simulación por computadora de su respectivo comportamiento. Poste-
riormente, en el quinto capítulo se abordan los resultados obtenidos de la plataforma
experimental del sistema propuesto. Finalmente, en el sexto capítulo se presentan las
conclusiones del trabajo de investigación y los trabajos futuros propuestos.
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Capítulo 2

Marco Teórico

En este segundo capítulo se presenta el contenido teórico requerido para desa-
rrollar la investigación analítica y experimental del presente trabajo de investiga-
ción. Inicialmente, se describe el principio de levitación magnética detallando las
causas de los fenómenos electromagnéticos involucrados en un sistema de soporte
magnético. Luego, se muestran los componentes principales, a grandes rasgos, que
componen un sistema de levitación magnética. Y por último, se presentan los funda-
mentos de la teoría de control que se utilizan en el diseño de la ley de control para el
sistema de suspensión electromagnética que se propone en este trabajo.

2.1. Principio de levitación magnética

El principio físico fundamental en el que se basan los sistemas de levitación mag-
nética es la conversión de la energía electromagnética almacenada en un campo mag-
nético en energía mecánica, de manera que se generen fuerzas de campo, atractivas
o repulsivas según sea el caso, para producir un empuje sobre el elemento suspendi-
do y contrarreste su peso. Por tanto, para lograr una suspensión estable se requiere
generar un campo magnético variable sobre el elemento por levitar. Asimismo, los
campos magnéticos son el mecanismo fundamental para convertir la energía de una
forma a otra en motores, generadores y transformadores. Existen cuatro principios
básicos que describen cómo se utilizan los campos magnéticos [9]:

1. Un conductor que porta corriente produce un campo magnético a su alrededor.
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2. Un campo magnético variable en el tiempo induce un voltaje en una bobina de
alambre si pasa a través de ella.

3. Un conductor que porta corriente en presencia de un campo magnético expe-
rimenta una fuerza inducida sobre él.

4. Un conductor eléctrico que se mueva en presencia de un campo magnético
tendrá un voltaje inducido en él.

Es importante mencionar que, dependiendo de la manera en que se genere, la
densidad y dirección del flujo del campo magnético puede variar. Por ello, es nece-
sario considerar el fenómeno físico que produce un campo magnético controlable y
obtener un análisis adecuado de un sistema de suspensión electromagnética.

2.1.1. Producción de un campo magnético

La ley básica que gobierna la producción de un campo magnético por medio de
una corriente es la ley de Ampere, descrita por la siguiente ecuación:∮

C
H · dl =

∫
S

J · dA = Ineta (2.1)

donde H es la intensidad del campo magnético generado por la corriente Ineta, y dl es
el elemento diferencial a lo largo de la trayectoria de integración [9]. Si el núcleo es
de hierro o de ciertos metales similares, denominados materiales ferromagnéticos,
casi todo el campo magnético producido por la corriente permanecerá dentro del
núcleo, de modo que el camino de integración especificado en la ley de Ampere es la
longitud media del núcleo ln, como se muestra en la Figura 2.1. La corriente que pasa
por el camino de integración Ineta es entonces Ni, puesto que la bobina de alambre
corta dicho camino N veces mientras pasa la corriente i. De esta manera, la ley de
Ampere se expresa entonces como

H =
Ni
ln

(2.2)

La intensidad del campo magnético H es una medida del esfuerzo de una corrien-
te por establecer un campo magnético. La potencia del campo magnético producido
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en el núcleo depende también del material de que está hecho [38]. Así, la relación en-
tre la intensidad del campo magnético H y la densidad del flujo magnético resultante
B producida dentro del material está dada por

B = µH =
µNi

ln
(2.3)

donde H es la intensidad del campo magnético, µ es la permeabilidad magnética del
material y B es la densidad de flujo magnético resultante.

FIGURA 2.1: Modelo de núcleo magnético sencillo [9].

La densidad de flujo magnético real producida en una sección del material está
dada entonces por el producto del esfuerzo de la corriente por establecer un campo
magnético y la facilidad relativa para establecer un campo magnético en un material
dado [9]. Por tanto, la intensidad del campo magnético se mide en ampere-vueltas
por metro, la permeabilidad en henrys por metro y la densidad de flujo resultante
en webers por metro cuadrado, conocido como teslas (T). Luego, el flujo magnético
total en cierta área está determinado por

φ =
∫

A
B · dA = BA =

µNiA
ln

(2.4)
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2.1.2. Circuitos magnéticos

Es posible definir un circuito magnético cuyo comportamiento está determinado
por ecuaciones análogas a aquellas establecidas para un circuito eléctrico. En ocasio-
nes, el modelo de circuito del comportamiento magnético se utiliza en el diseño de
sistemas electromecánicos para simplificar el proceso de diseño. En el circuito eléc-
trico, el voltaje o fuerza electromotriz genera el flujo de corriente. Por analogía, la
cantidad correspondiente en el circuito magnético se denomina fuerza magnetomo-
triz [13]. La fuerza magnetomotriz de un circuito magnético es igual al flujo efectivo
de corriente aplicado al núcleo

F = Ni (2.5)

siendo F la fuerza magnetomotriz y su unidad de medida es amperes-vuelta. En el
circuito magnético, al igual que la fuente de voltaje en el circuito eléctrico, la fuer-
za magnetomotriz tiene una polaridad asociada a ella. La relación entre la fuerza
magnetomotriz y el flujo es la siguiente

F = φR (2.6)

donde R es la reluctancia del circuito magnético. La reluctancia de un circuito mag-
nético es el homólogo de la resistencia del circuito eléctrico y se mide en amperes-
vueltas por weber [9]. Del mismo modo, la reluctancia es un elemento pasivo que
disipa energía en forma de calor.

Sin embargo, la reluctancia se puede expresar en términos de un parámetro que
caracteriza cualquier devanado, la inductancia total de un circuito magnético, y esta
se define como el enlace de flujo por unidad de corriente. Dicha relación se puede
representar como

L =
λ

i
=

Nφ

i
(2.7)

Esta definición es válida tanto para autoinductancia e inductancia mutua produ-
cida por una corriente [38] y su unidad es el henrio (H).
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2.1.3. Conversión de energía electromecánica

Los sistemas de levitación magnética se pueden categorizar en dos grupos depen-
diendo de la naturaleza de la causa física que produce el efecto de levitación magné-
tico. La primera categoría es referida como soportes de fuerza de Lorentz mientras
que el segundo grupo se denominan soportes de fuerza de reluctancia [57]. Entonces,
la ley de la fuerza de Lorentz determina la fuerza experimentada por una partícula
en movimiento con carga en presencia de un campo electromagnético

f = q(E + v× B) (2.8)

donde q es la carga de la partícula, v es la velocidad de la partícula, E es la intensidad
del campo eléctrico, B es la intensidad del campo magnético [13]. Este principio físico
es el responsable del origen de los motores eléctricos.

En cambio, la fuerza de reluctancia se deriva del trabajo virtual obtenido de la
energía almacenada en el campo magnético a lo largo de un desplazamiento del
elemento suspendido y actúa de manera que tiende a disminuir la reluctancia del
arreglo del sistema

f =
∂W
∂s

(2.9)

donde W es la energía almacenada en el campo magnético y s es el desplazamiento
del elemento suspendido [38]. Luego, la energía del campo magnético se encuentra
definida por la siguiente relación

Wm =
∫

F dφ (2.10)

donde L es la inductancia del arreglo mecánico. Por tanto, la fuerza de reluctancia
total, en términos de las variables que describen un circuito magnético, resulta ser

f =
∂

∂s
(
∫

F dφ) (2.11)

Este principio es aplicado en sistemas de suspensión electromagnética para gene-
rar fuerzas de carácter atractivo si el elemento suspendido no cuenta con su propio
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campo magnético, y repulsivo si el elemento suspendido genera un campo magnéti-
co opuesto al del elemento fijo.

2.1.4. Ecuación de movimiento

El comportamiento de un sistema electromecánico se encuentra gobernado por
las ecuaciones dinámicas eléctricas y mecánicas. Las fuerzas externas que actúan so-
bre cualquier cuerpo representan el efecto de las fuerzas gravitacionales, eléctricas,
magnéticas o de contacto entre cuerpos adyacentes. Luego, la segunda ley de New-
ton para el movimiento traslacional plantea que la suma de todas las fuerzas que
actúan en el cuerpo es igual a su masa por la aceleración de su centro de masa

∑ F = ma = m
dv
dt

(2.12)

donde m, a y v son la masa del cuerpo, la aceleración y la velocidad del centro de
masas del cuerpo, respectivamente. Esta expresión se conoce como ecuación de mo-
vimiento de traslación del centro de masa de un cuerpo rígido [22].

2.2. Sistema de soporte magnético

La función principal de un soporte magnético es generar fuerzas de campo sin
ningún contacto controladas activamente mediante electroimanes. Un sensor mide
el desplazamiento del elemento suspendido a partir de su posición de referencia, un
microprocesador realiza la función de controlador y deriva una señal de control a
partir de las mediciones realizadas. Y un amplificador de potencia transforma dicha
señal en una corriente de control de modo que se produzcan fuerzas magnéticas de
manera que el elemento suspendido permanezca en su posición nominal [57].

2.2.1. Elementos de lazo de control

Un elemento suspendido, rotor o plataforma es levitado libremente a una distan-
cia previamente establecida, en donde un sensor de posición sin contacto mide cons-
tantemente la desviación entre la posición deseada y la posición real del elemento,
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y alimenta con esta información a un controlador como se muestra en la Figura 2.2.
La función principal es mantener la posición del rotor en su valor deseado [40]. Fi-
nalmente, el controlador envía una señal de comando de posición a un amplificador
de potencia el cual transforma dicha señal en una corriente eléctrica en la bobina
del electroimán del soporte y un campo magnético en el núcleo ferromagnético del
mismo, y por tanto se genera una fuerza magnética deseada.

FIGURA 2.2: Lazo de control de un soporte magnético simple y sus ele-
mentos [57].

El amplificador de potencia y el electroimán son elementos interdependientes. De
ello resulta que la fuerza dinámica depende ampliamente en el diseño del sistema
de amplificación de potencia, así como de las características del electroimán.

2.2.2. Actuadores

El elemento clave de un sistema de levitación magnética activo es el actuador. En
general, los actuadores de tales sistemas se encuentran compuestos por un arreglo de
un número arbitrario de electroimanes, conectados a un arreglo de amplificadores de
potencia. La geometría de los electroimanes empleados depende del elemento que
se ha de levitar, para generar la mayor fuerza de reluctancia posible [57].
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2.2.3. Amplificador de potencia

El amplificador de potencia tiene como función elevar la potencia de la señal de
control para manipular el campo magnético producido por el actuador. Para ello,
es factible utilizar convertidores de corriente directa. Los convertidores de corrien-
te directa son circuitos electrónicos de potencia que convierten una tensión en otro
nivel de tensión continua y, normalmente, proporcionan una salida regulada [20].
Entre los convertidores CD-CD más utilizados se encuentran el convertidor conmu-
tado básico, el convertidor tipo reductor, el convertidor tipo elevador, el convertidor
reductor-elevador y el convertidor tipo Sepic.

2.2.4. Transductores

Una parte importante en el desempeño de un sistema de levitación magnética
depende en las características del sensor de desplazamiento utilizado. Para medir
la posición de un elemento movible es necesario utilizar un sensor funcionalmente
libre de contacto. Cuando se selecciona el sensor de desplazamiento, dependiendo
de la aplicación del soporte magnético, el rango de medición, linealidad, sensibi-
lidad, resolución, rango de temperatura, inmunidad al ruido, factores ambientales
como polvo o humedad, factores mecánicos como vibraciones, factores eléctricos
y frecuencia son parámetros que se deben considerar [57]. Los sensores comunes
utilizados en sistemas de soporte magnético son inductivos, de corrientes de Eddy,
capacitivos, magnéticos y ópticos.

2.3. Materiales ferromagnéticos

En el contexto de dispositivos de conversión de energía electromecánica, la im-
portancia de los materiales ferromagnéticos se debe a dos motivos: mediante su uso
es posible obtener una gran densidad de flujo magnético con relativamente bajos ni-
veles de fuerza magnetomotriz; y las fuerzas magnéticas y la densidad de energía
aumentan proporcionalmente con la densidad de flujo magnético. Por otra parte, los
materiales ferromagnéticos pueden ser utilizados para restringir y dirigir los campos
magnéticos por un camino bien definido [13].
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2.3.1. Composición y dominios magnéticos

Los materiales ferromagnéticos se encuentran compuestos por hierro y aleaciones
de hierro con cobalto, tungsteno, níquel, aluminio, y otros metales, y es el material
magnético más abundante. Además, los materiales ferromagnéticos se encuentran
compuestos por un gran número de dominios magnéticos, regiones en las que el
momento magnético de todos los átomos son paralelos de manera que se alinean y,
en consecuencia, surge una red de momento magnético para dicho dominio. En un
material desmagnetizado, los momentos magnéticos de su dominio están orientados
aleatoriamente, y la red de flujo magnético resultante dentro del material es cero [13].

2.3.2. Permeabilidad magnética

La permeabilidad magnética de un material es la capacidad de establecer un flujo
magnético en dicho medio. Así, la permeabilidad del espacio libre es

µ0 = 4π × 10−7H/m (2.13)

y la permeabilidad de cualquier material comparada con la del espacio libre se de-
nomina permeabilidad relativa, definida como

µr =
µ

µ0
(2.14)

donde µ es la permeabilidad del material. Los materiales con permeabilidad relativa
mayor a la unidad se denominan materiales ferromagnéticos, los materiales con per-
meabilidad relativa cercana a uno se nombran paramagnéticos y los materiales con
permeabilidad relativa inferior a la unidad se denominan diamagnéticos [38].

2.3.3. Comportamiento magnético

La permeabilidad magnética de los materiales ferromagnéticos es hasta 6,000 ve-
ces la permeabilidad del espacio libre. Debido a que la permeabilidad del hierro
es mucho mayor que la del aire, la mayor parte del flujo en un núcleo de hierro



26 Capítulo 2. Marco Teórico

permanece dentro del núcleo en lugar de viajar a través del aire circundante, cuya
permeabilidad es mucho más baja.

FIGURA 2.3: a) Curva de magnetización de un núcleo ferromagnético.
b) Curva de magnetización en términos de densidad de flujo e intensi-

dad del campo magnético [9].

Cuando se gráfica el flujo producido en el núcleo contra la fuerza magnetomotriz
que lo produce, se obtiene una gráfica como la de la Figura 2.3, la cual se denomina
curva de saturación o curva de magnetización. Al comienzo, un pequeño incremento
de la fuerza magnetomotriz produce un gran aumento del flujo resultante. Después
de cierto punto, aunque se incremente mucho la fuerza magnetomotriz, los aumen-
tos de flujo serán cada vez más pequeños. Finalmente, el incremento de la fuerza
magnetomotriz casi no produce cambios en el flujo. La región del gráfico en la cual
la curva se aplana se llama región de saturación, y se dice que el núcleo está satura-
do. La región en la cual el flujo en el núcleo cambia con rapidez se llama región no
saturada de la curva.

Por otro lado, cuando la corriente de excitación es sinusoidal el núcleo ferromag-
nético está sujeto a cambios oscilantes de fuerza magnetomotriz y la cantidad de
flujo presente en el núcleo no depende solamente de la cantidad de corriente aplica-
da a los devanados del núcleo, sino también de la historia previa del flujo presente
en el núcleo, como se muestra en la Figura 2.4. Esta dependencia de la historia pre-
via del flujo y el seguir una trayectoria diferente en la curva se denomina histéresis
[9]. Cuando se incrementa la corriente por primera vez, el flujo en el núcleo sigue
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la trayectoria ab, entonces la corriente decrece y el flujo en el núcleo sigue la trayec-
toria bcd y, más adelante, cuando la corriente se incrementa de nuevo, el flujo sigue
la trayectoria deb. La trayectoria bcdeb, que representa la variación de la corriente
aplicada, se denomina curva o lazo de histéresis.

FIGURA 2.4: Curva de histéresis en un núcleo ferromagnético [9].

En realidad, si primero se aplica al núcleo una fuerza magnetomotriz intensa y
luego se deja de aplicar, la trayectoria del flujo en el núcleo será abc. Cuando se
suspende la fuerza magnetomotriz, el flujo no llega a cero ya que permanece cierto
flujo en el núcleo, denominado flujo residual. Para que el flujo llegue a cero, se debe
aplicar al núcleo, en dirección opuesta, cierta fuerza magnetomotriz llamada fuerza
magnetomotriz coercitiva.

2.4. Teoría de control

Las técnicas de control que se utilizan habitualmente se basan en la teoría de con-
trol clásico, la teoría de control moderno y la teoría de control robusto [51]. En este
apartado se presentan los fundamentos teóricos, conceptos y criterios empleados en
el trabajo de investigación concernientes a la teoría de control.
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2.4.1. Acciones básicas de control

Las acciones básicas de control se componen de tres elementos que operan con
el error de referencia del sistema, de manera que influyan en una característica de la
respuesta de tal sistema. A continuación, se describen los efectos de las acciones de
control proporcional, integral y derivativa en el comportamiento del sistema [2].

Control proporcional: la acción de control proporcional es un factor escalar que
opera sobre el error actual de referencia del sistema, por lo que modifica la
estabilidad relativa del sistema.

Control integral: la acción de control integral en el controlador elimina o reduce
el error en estado estacionario del sistema. En el control integral de una planta,
la señal de control, que es la señal de salida a partir del controlador, es en todo
momento el área bajo la curva de la señal de error hasta tal momento.

Control derivativo: cuando una acción de control derivativo se agrega a un
controlador proporcional, aporta un modo de obtener un controlador con al-
ta sensibilidad. Una ventaja de usar una acción de control de este tipo es que
responde a la velocidad del cambio del error y produce una corrección signi-
ficativa antes de que la magnitud del error se vuelva demasiado grande. Por
tanto, el control derivativo prevé el error, inicia una acción correctiva oportuna
y tiende a aumentar la estabilidad del sistema. Sin embargo, tiene como des-
ventaja amplificar el ruido eléctrico de las señales.

2.4.2. Variables de estado

Una variable de estado es una magnitud física macroscópica que caracteriza el
estado de un sistema en equilibrio. Entonces, dado un sistema físico en equilibrio,
puede escogerse un número finito de variables de estado, tal que sus valores deter-
minan unívocamente el estado del sistema. Este conjunto de variables forman un
vector de dimensión finita, generando una geometría diferencial [51]. De esta mane-
ra, se define estado de un sistema como la mínima cantidad de información necesaria
en un instante para que, conociendo la entrada a partir de ese instante, se pueda de-
terminar cualquier variable del sistema en cualquier instante posterior [12].
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2.4.3. Controlabilidad y observabilidad

Se dice que un sistema es controlable en el tiempo inicial si se puede transferir
desde cualquier estado inicial a cualquier otro estado, mediante un vector de control
sin restricciones, en un intervalo de tiempo finito [51]. Por otra parte, un sistema
es observable en el tiempo inicial si, con el sistema en el estado inicial, es posible
determinar este estado a partir de la observación de la salida y la entrada de control
durante un intervalo de tiempo finito.

2.4.4. Planitud diferencial

La planitud diferencial es una idea natural asociada con los sistemas de ecuacio-
nes diferenciales indeterminados, el cual representa la posibilidad de parametrizar
completamente cada variable del sistema en términos de un conjunto finito privile-
giado de variables internas y sus derivadas sucesivas. Este concepto fue introducido
por el Prof. M. Fliess y sus colegas en 1992. En esencia, las condiciones para la plani-
tud diferencial de un sistema de una sola entrada y una única salida son resumidas
por la propiedad de controlabilidad de este último. Considérese ahora un sistema no
lineal de una entrada en la forma general

.x = f (x) + g(x)u, x ∈ Rn, u ∈ R (2.15)

donde f = ( f1, ..., fn)T es una función suave del vector de estado x = (x1, ..., xn)T, la
entrada de control es u y el rango de la matriz jacobiana de f (x) con respecto de x es
máximo. Luego, generalmente, φs es una función diferencial de x si

φs = φs(x,
.x,

..x, ..., xβ) (2.16)

donde β es un entero finito. Y si x obedece a un conjunto de ecuaciones diferenciales
controladas entonces, necesariamente, la diferenciación respecto del tiempo de or-
den superior del estado debido a la definición de una ecuación diferencial implica
considerar las derivadas de la componente de control u. En otras palabras, una fun-
ción diferencial del estado x es una función del estado y de un número finito de las
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derivadas temporales de la entrada

φs = φs(x, u,
.u,

..u, ..., uβ−1) (2.17)

entonces, un sistema de la forma (2.15) se dice que es diferencialmente plano si existe
una función diferencial del estado x, denotada por y, dada como

y = h(x, u,
.u,

..u, ..., uα) (2.18)

tal que el sistema inverso,
.x = f (x) + g(x)u, con y como entrada y u como salida, no

tiene ninguna dinámica. Además, un sistema es plano si existe cierta salida artificial,
tal que esta salida parametriza diferencialmente todas las variables del sistema. Esto
significa que las variables de estado, las entradas de control y las variables de salida
originales en el sistema pueden ser expresadas como una función diferencial de la
salida plana y, esto es

x = A(y,
.y,

..y, ..., y(γ)), u = B(y,
.y,

..y, ..., y(γ+1)) (2.19)

en donde γ es un entero finito. Cabe mencionar que la razón de la presencia de una
derivada de más alto orden de y en la expresión de la entrada se debe a la dinámica
del sistema y al hecho de que

.
A =

∂A
∂y

.y +
∂A
∂

.y
..y + ... +

∂A
∂y(α)

yα+1 (2.20)

Claramente, una función escalar suave h(x) califica como salida plana del sistema
(2.15) si y solo si la enésima derivada de h(x), a lo largo de las trayectorias del siste-
ma, exhibe explícitamente la influencia de la entrada de control u, es decir que h(x)
sea una salida de grado relativo n. Por tanto, resulta que una condición necesaria y
suficiente para la existencia de la salida plana es que la matriz [g, ad f g, ..., adn−1

f g] sea
de rango n y que el subconjunto {g, ad f g, ..., adn−2

f g} sea involutivo, en donde ad f g
es el corchete o producto de Lie de los campos vectoriales f y g. En consecuencia, se



2.4. Teoría de control 31

tiene que la salida plana h(x) satisface

∂h(x)
∂x

[g, ad f g, ..., adn−2
f g, adn−1

f g] = [0, 0, ..., 0, a(x)] (2.21)

para alguna función escalar a(x) diferente de cero. Por otro lado, no existe una me-
todología general para evaluar la planitud diferencial en un sistema no lineal multi-
variable, especialmente en aquellos casos en los que es necesaria una extensión de la
dinámica del sistema para hacerlo linealizable por medio de una retroalimentación
del estado estática y un cambio de coordenadas [60].

2.4.5. Observadores de estado

Un sistema de control requiere que las variables de estado se encuentren disponi-
bles para su realimentación en todo momento. Sin embargo, en la práctica no todas
las variables de estado están accesibles para poder realimentarse [51]. Para aquellas
variables de estado que no son medidas directamente se utilizan sus valores estima-
dos, obtenidos a partir de un observador de estado [72]. Si bien, el diseño de estos
observadores ha sido un problema importante en el control de sistemas no lineales y,
debido a esto, el enfoque basado en el observador de Luenberger es el más utilizado.

Cuando el observador de estado capta todas las variables de estado del sistema,
sin importar si algunas están disponibles por medición directa, se denomina obser-
vador de estado de orden completo. Un observador que estima menos variables de
estado que las variables de estado del sistema se denomina observador de estado de
orden reducido [51]. En 1995, Jinqing Han propone el observador de estado extendi-
do, el cual estima tanto las variables de estado del sistema como las incertidumbres
[19]. Este último es el elemento principal en el control por rechazo activo de pertur-
baciones (ADRC, por sus siglas en ingles), ya que en lugar de calcular la función
f (x) se estima y se compensa en la variable de control en tiempo real. Gracias a esto,
un controlador por ADRC resulta sencillo de utilizar y sintonizar, debido a que con-
tiene únicamente dos parámetros de sintonización: el ancho de banda del sistema en
lazo cerrado y el ancho de banda del observador [72]. En particular, para un sistema
no lineal de orden n con una entrada y una salida, descrito por la ecuación (2.15), el
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observador de estado extendido es de la forma

.
x̂1 = x̂2 + λ1α1(y− x̂1),

.
x̂2 = x̂3 + λ2α2(y− x̂1),

...
.
x̂n = x̂n+1 + λnαn(y− x̂1) + u,

.
x̂n+1 = λn+1αn+1(y− x̂1)

siendo y la salida del sistema y λi, para i = 1, 2, ..., n + 1, son ganancias regulables
constantes [16]. De esta manera, la idea principal del observador de estado extendido
es que para unas funciones αi elegidas apropiadamente el estado del observador x̂i,
para i = 1, 2, ..., n, y x̂n+1 pueden ser, mediante la regulación de λi, consideradas
como las aproximaciones de los estados correspondientes xi, para i = 1, 2, ..., n, y la
perturbación total del sistema, respectivamente.

2.4.6. Criterio de estabilidad de Lyapunov

El enfoque más general y práctico en el estudio de la estabilidad de sistemas de
control no lineales es la teoría introducida a finales del siglo XIX por el matemático
ruso Alexandr Mikhailovich Lyapunov. En esta presenta dos métodos para el análisis
de la estabilidad: el método por linealización y el método directo. El método por
linealización extrae conclusiones acerca de la estabilidad local de un sistema no lineal
alrededor de un punto de equilibrio a partir de las propiedades de estabilidad de su
aproximación lineal. El método directo no se encuentra restringido a un movimiento
local y determina las propiedades de estabilidad de un sistema no lineal al construir
una función escalar que asocie la energía almacenada en el sistema y examinar la tasa
de cambio respecto del tiempo de esta función [61]. Ahora, supóngase que x ∈ D es
un punto de equilibrio del sistema (2.15) y, sin pérdida de generalidad, se asume que
f (x) satisface f (0) = 0 en el estudio del punto de equilibrio en el origen x = 0. No
obstante, es importante primero definir formalmente tres tipos de estabilidad.
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El punto de equilibrio x = 0 es estable si, para cada ε > 0, existe una función
δ(ε) > 0 tal que ‖x(0)‖ < δ, entonces ‖x(t)‖ < ε para todo t ≥ 0. En otro caso, el
punto de equilibrio es inestable. Además, se dice que el punto de equilibrio x = 0 es
asintóticamente estable si es estable y además la función δ puede ser elegida tal que
‖x(0)‖ < δ, entonces lı́mt→∞ x(t) = 0.

Como se ha comentado, la idea básica en el análisis de estabilidad mediante el
criterio de Lyapunov se basa en describir la energía asociada al sistema con una
función candidata, para posteriormente explorar el comportamiento de la primera
derivada respecto del tiempo de esta función, la cual debe ser monótonamente de-
creciente para asegurar la estabilidad del sistema. En concreto, sea x = 0 un punto
de equilibrio del sistema (2.15) y D ⊂ Rn es un dominio que contiene a x = 0. Ahora,
sea V : D → R una función continuamente diferenciable tal que

V(0) = 0 y V(x) > 0 en D− {0} (2.22)

.
V(x) ≤ 0 en D (2.23)

entonces, el punto de equilibrio x = 0 es estable. Además, si

.
V(x) < 0 en D− {0} (2.24)

entonces x = 0 es asintóticamente estable. Y, en efecto, una función diferenciable que
satisface las condiciones (2.22) y (2.23) se denomina función de Lyapunov. Así que la
superficie V(x) = c, para algún c > 0, se llama superficie de Lyapunov o superficie
de nivel. Entonces, la condición

.
V(x) ≤ 0 implica que cuando una trayectoria del

sistema en el espacio de estados cruza una superficie de Lyapunov V(x) = c, esta se
mueve dentro del conjunto Ωc = {x ∈ Rn | V(x) ≤ c} y nunca puede volver a salir.
Cuando

.
V(x) < 0 la trayectoria se mueve de una superficie de Lyapunov a una su-

perficie de Lyapunov interna con un c más pequeño. A medida que c decrementa, la
superficie de Lyapunov V(x) = c se encoge hacia el origen, mostrando que la trayec-
toria se aproxima al origen a medida que el tiempo avanza [30]. En cambio, si solo se
sabe que

.
V(x) ≤ 0, no se puede asegurar que la trayectoria del sistema se aproxime

al origen, pero se puede concluir que el origen es estable debido a que la trayectoria
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se puede contener dentro de cualquier esfera Bε al requerir que el estado inicial x(0)
se encuentre dentro de una superficie de Lyapunov contenida en tal esfera.

2.4.7. Funciones de comparación

En teoría de control, para el estudio de la estabilidad de sistemas no lineales, se
suelen utilizar algunas funciones especiales de comparación. Las funciones K, K∞ y
KL pertenecen a esta familia, las cuales son fundamentales en el análisis de estabili-
dad con el enfoque de entrada al estado [30]. A continuación, se definen formalmente
cada una de estas.

Una función continua α : [0, a]→ [0, ∞) es de claseK si es estrictamente creciente
y α(0) = 0. Del mismo modo, una función continua α : [0, ∞) → [0, ∞) es de clase
K∞ si es estrictamente creciente, α(0) = 0 y lı́mr→∞ α(r) = ∞. Y una función conti-
nua β : [0, a)× [0, ∞) → [0, ∞) es de clase KL si, por cada s fijo, la función β(r, s)
pertenece a una función clase K, por cada r fijo, la función β(r, s) es decreciente con
respecto a s y lı́ms→∞ β(r, s) = 0.
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Capítulo 3

Diseño y Modelado del Sistema
Propuesto

En el presente capítulo se muestra el diseño detallado del sistema de suspensión
electromagnética de un grado de libertad propuesto para el trabajo de investigación,
así como el modelado matemático de su correspondiente comportamiento dinámico.
Posteriormente, se presenta el diseño de una ley de control basada en el enfoque al
rechazo activo de perturbaciones para estabilizar y realizar seguimiento del sistema.

3.1. Especificaciones de diseño

El sistema de levitación magnética de un grado de libertad, que se aborda en
el presente trabajo de investigación, se compone de dos electroimanes como actua-
dores y un disco de acero como elemento suspendido. Cada uno de estos produce
fuerzas de carácter atractivo cuya intensidad depende de la corriente eléctrica que
fluye en sus devanados, como se muestra en la Figura 3.1. Como resultado de utilizar
dos electroimanes, para controlar el único grado de libertad del sistema, es posible
generar fuerzas atractivas de compensación en ambas direcciones. Este sistema re-
presenta la simplificación a un grado de libertad del problema de control de una
chumacera magnética [40]. De la misma manera, se propone un controlador basado
en modos deslizantes con el enfoque al rechazo activo de perturbaciones, que opere
sobre la dinámica de los actuadores para obtener las corrientes necesarias que per-
mitan producir las fuerzas de reluctancia atractivas, que se requieren para levitar y
posicionar el elemento suspendido a lo largo de una trayectoria de referencia.
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Por consiguiente, los actuadores utilizados para la plataforma experimental del
sistema deben tener la capacidad de potencia suficiente para sostener el peso del
elemento suspendido a una distancia mayor a la separación máxima de operación de
dicho elemento. Asimismo, la posición del origen se encuentra a la distancia media
entre las caras de sujeción de los electroimanes.

FIGURA 3.1: Diagrama del sistema de levitación magnética de un grado
de libertad con un par de electroimanes [57].

Entonces, los requerimientos del sistema de levitación magnética, propuesto en
el presente trabajo de investigación, son los siguientes:

La geometría y material de los actuadores del sistema deben permitir generar
un acoplamiento magnético con el elemento suspendido por uno de los bordes
transversales al devanado del electroimán.

El circuito de amplificación de potencia y los sensores de corriente deben so-
portar una corriente mayor a la corriente nominal de los actuadores.

El sensor de posición del elemento suspendido debe tener una resolución mi-
crométrica para estabilizar el sistema de manera óptima.

Los transductores diseñados deben proporcionar un voltaje menor al nivel ló-
gico del procesador.
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La estructura del sistema debe restringir el movimiento del elemento suspen-
dido a un grado de libertad.

El procesador digital de las señales de control debe ser lo suficientemente rápi-
do para estimar las perturbaciones e incertidumbres del sistema y compensar-
las en la variable de control.

3.2. Arquitectura del sistema

Un sistema de levitación magnética de un grado de libertad requiere, como se ha
mencionado, de los elementos básicos de un lazo de control. Así que, la arquitectura
del sistema propuesto es el descrito en la Figura 3.2. La etapa de realimentación del
sistema, la cual se compone de un sensor de posición y dos de corriente, obtiene
la información en tiempo real del estado del sistema y es transferida e interpretada
por una tarjeta de procesamiento digital, donde es utilizada para implementar la ley
de control diseñada para el sistema. Esto incluye la estimación de las incertidumbres
estructuradas y no estructuradas en el modelado matemático de su comportamiento.

FIGURA 3.2: Arquitectura del sistema propuesto.
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Luego, las señales de control, generadas por la etapa del procesamiento digital de
señales, son introducidas en el circuito de amplificación de potencia de cada actua-
dor para regular la corriente que fluye en sus devanados. De este modo, es posible
controlar las fuerzas atractivas de los electroimanes para levitar el elemento suspen-
dido sobre una posición deseada.

3.3. Partición de hardware y software

En esta sección se describe la partición de los subsistemas hardware y software
del sistema propuesto, con base en las especificaciones y requerimientos de diseño,
de acuerdo con la arquitectura descrita anteriormente. De esta manera, los compo-
nentes hardware del sistema son: los actuadores, el elemento suspendido, la etapa de
electrónica de potencia, la etapa de realimentación del sistema con los transductores
de estado y la tarjeta de procesamiento digital de señales. Por otra parte, los com-
ponentes del subsistema software lo comprenden: el algoritmo de la adquisición de
datos y de la conversión de las señales de tipo analógico a digital, el cálculo de la
estimación de las incertidumbres asociadas a las salidas del sistema y el cálculo de
las señales de control para el convertidor de potencia de los actuadores.

En relación con las funciones y características que deben cumplir los elementos
de hardware del sistema, se han seleccionado los dispositivos accesibles en el mer-
cado que se adecúan para la aplicación del sistema propuesto. Así, los componentes
hardware son los siguientes.

Un par de electroimanes CL-80/38.

Disco de acero de 28 mm de diámetro.

Cojinete lineal LM6UU.

Eje de aluminio de 6 mm de diámetro y 40 mm de largo.

Sensor de posición LVDT.

Sensores de corriente de parte alta.
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Circuitos de amplificación de potencia para actuadores.

Kit experimental para procesamiento digital de señales TMS320F28335.

Fuente de suministro de potencia de corriente directa.

Elementos estructurales del sistema experimental.

En cuanto a la partición de la etapa software de la plataforma experimental se
tienen como elementos los algoritmos requeridos que rigen el comportamiento del
procesamiento digital de las señales de control. En concreto, los elementos de la eta-
pa de software del sistema son las siguientes

Algoritmo del controlador del convertidor analógico a digital.

Algoritmo del filtro digital pasa bajas de primer orden para señales.

Modelo de observadores lineales de estado extendido.

Controlador por rechazo activo de perturbaciones.

Una vez definidos los elementos que integran los subsistemas de hardware y
software del sistema, se realiza el refinamiento de la partición de cada etapa. En los
siguientes apartados se describe el desarrollo de dicha fase de diseño.

3.3.1. Refinamiento de hardware

Para el refinamiento de la etapa hardware del sistema se han separado las fun-
ciones de cada parte que lo constituye, para reducir las tareas que realiza cada una,
simplificando y optimizando la etapa de diseño e implementación. En la Figura 3.3
se muestra el diagrama de refinamiento del subsistema hardware, donde se perci-
be la relación entre cada elemento. A continuación, se describe el funcionamiento y
consideraciones del diseño de cada componente del subsistema hardware.

La estructura de la plataforma experimental se basa en un anaquel de tres niveles
soportado por cuatro perfiles estructurales de aluminio, con superficie transversal
cuadrada de 30 mm por lado. Estos perfiles de soporte tienen una longitud de 350
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mm y son utilizados perfiles con conexión transversal de 14 mm de longitud para
sujetar los niveles del estante, integrados por tres placas de aluminio de 6 mm de es-
pesor. En la parte inferior es colocado el sensor de posición LVDT de manera vertical.
A un lado de este, se ubican las placas de circuito impreso para el acondicionamien-
to de la señal del sensor de posición y el circuito convertidor de potencia junto con
los sensores de corriente para los actuadores. Asimismo, en el estante superior se
posicionan los electroimanes y el disco como elemento suspendido, de manera con-
céntrica, y se sujeta a este la conexión del sensor de posición. Por último, en una base
inferior lateral son colocadas las terminales de conexión para el controlador digital.

FIGURA 3.3: Refinamiento del subsistema de hardware.

La etapa de potencia del sistema consiste en un circuito de acondicionamiento
para aumentar el voltaje de las señales de modulación por ancho de pulso prove-
nientes del procesador digital de señales y accionar el circuito de amplificación de
potencia de los actuadores del sistema. En efecto, aprovechando la resistencia e in-
ductancia interna del actuador, este convertidor de potencia es un circuito reductor
de corriente constituido con un conmutador de potencia, que opera como interrup-
tor, y un diodo que permita la descarga del efecto inductivo de la carga, el devanado
del electroimán. De este modo, la corriente regulada, en proporción a la variable de
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control, es introducida a los actuadores del sistema. La etapa de monitoreo del esta-
do del sistema se comprende de un sensor de posición basado en un transformador
diferencial variable lineal y dos sensores de corriente de parte alta. Cada uno de es-
tos tiene su correspondiente circuito de acondicionamiento de señales para otorgar
una salida de voltaje analógico menor a 3 V, de manera que sea adaptable con el
convertidor analógico a digital del procesador digital de señales, sin que se pierda
información o se comprometa el estado de los puertos del dispositivo.

3.3.2. Refinamiento de software

El refinamiento del subsistema de software se basa en describir los algoritmos
por implementar en el dispositivo de procesamiento digital para las señales de con-
trol del sistema de levitación magnética. En la Figura 3.4 se muestra el diagrama
a bloques del refinamiento del subsistema software, el cual es implementado en el
kit experimental TMDSDOCK con microcontrolador TMS320F28335 de la compañía
Texas Instruments. A continuación, se describe el funcionamiento y consideraciones
del diseño de cada elemento del subsistema software.

FIGURA 3.4: Refinamiento del subsistema de software.

La información de las señales analógicas de la etapa de realimentación del estado
del sistema: la posición del elemento suspendido y las corrientes de los actuadores;
es introducida al subsistema software mediante los convertidores analógico a digital
del microcontrolador. Estas señales son acondicionadas mediante un filtro pasa bajas
de primer orden con una frecuencia de corte suficientemente pequeña para eliminar
el ruido de alta frecuencia en las señales analógicas, pero sin influir en la dinámica
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dominante del sistema. Posteriormente, la información es interpretada y transmitida
a los modelos del controlador basado en modos deslizantes y los observadores de
estado extendido para la estimación de incertidumbres. De estos últimos dos resulta
la ley de control, con el enfoque al rechazo activo de perturbaciones, para realizar
seguimiento de la posición del elemento suspendido sobre una trayectoria deseada
y regular la corriente del actuador inferior. Y finalmente, estas señales de control
son transformadas a señales de control por modulación de ancho de pulso para el
conmutador de potencia del driver de los actuadores.

3.3.3. Dibujo asistido por computadora del prototipo

Un dibujo asistido por computadora del sistema de levitación magnética, pro-
puesto para el presente trabajo de investigación, se muestra en la Figura 3.5, el cual
ha sido elaborado en la plataforma de desarrollo Solidworks, de la compañía Das-
sault Systèmes. En este se aprecia el diseño estructural y la disposición de los ele-
mentos de la plataforma experimental del sistema de suspensión electromagnética
de un grado de libertad. Como se describe en el apartado anterior, la fuente de ali-
mentación se posiciona en el costado izquierdo de la estructura del sistema. Ambos
son montados sobre una base de tablero de fibra de densidad media de color negro.

FIGURA 3.5: Dibujo asistido por computadora del prototipo de sistema.
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Asimismo, en la Figura 3.6 se presenta un acercamiento de los principales ele-
mentos hardware del sistema de levitación magnética: los actuadores, el disco de
acero con el rodamiento lineal y el elemento de conexión del sensor de posición. El
cojinete lineal del elemento suspendido y el eje de guía son incluidos para absor-
ber el momento angular que se genera debido al peso de la conexión del sensor y
restringir el movimiento a un grado de libertad de tal elemento.

FIGURA 3.6: Dibujo asistido por computadora del prototipo de sistema.

Por otro lado, el disco de acero se sujeta a la parte superior del cojinete para im-
pedir que el desplazamiento del centro de masa del elemento suspendido sea mayor
a 20 mm de la cara de absorción del electroimán superior. Esto último se debe al
comportamiento del flujo magnético de los actuadores respecto a la distancia.

3.4. Diseño de etapa de potencia del sistema

En el presente apartado se aborda el diseño de los circuitos eléctricos requeridos
para la etapa de potencia del sistema. En concreto, para controlar la corriente sumi-
nistrada a los actuadores se utiliza un convertidor por conmutación, de modo que se
minimicen las pérdidas ocasionadas al integrar dicha etapa. Dado que la salida de
control por modulación de ancho de pulso, del dispositivo de procesamiento digital
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de señales del sistema, es de baja potencia es necesario un circuito de accionamiento
para el conmutador.

3.4.1. Circuito de amplificación de potencia

El circuito de amplificación de potencia para los actuadores del sistema consis-
te en un convertidor reductor de corriente por conmutación, el cual es controlado
mediante modulación por ancho de pulso, y se agrega un diodo en antiparalelo que
permita la descarga del inductor del electroimán [23]. En la Figura 3.7 se muestra el
circuito de amplificación de potencia que se utiliza para los actuadores.

Vs

Electroimán

u

FIGURA 3.7: Circuito de amplificación de potencia para electroimán.

En la siguiente tabla se presentan los componentes seleccionados, y sus princi-
pales características, utilizados para la implementación del circuito de amplificación
de potencia de los electroimanes.

Elemento Componente Características

Transistor IRF530 Transistor tipo MOSFET de rápida conmutación
de 14 A a 100 V con empaquetado TO-220AB.

Diodo 1N4004 Rectificador de 1 A con corriente de fuga inversa
baja y baja caída de voltaje.

TABLA 3.1: Componentes y características del amplificador de potencia.
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3.4.2. Circuito de accionamiento del conmutador

Para el accionamiento del conmutador de potencia, del circuito de amplificación
del actuador, se requiere de un circuito de aislamiento entre la etapa de control y
la etapa de potencia del sistema, así como un driver para accionar el transistor del
amplificador de potencia. Por ello, se utiliza el circuito integrado PC923 de la com-
pañía SHARP, el cual cuenta con un circuito de accionamiento directo incorporado
para unidad MOS-FET o IGBT, aislado de la etapa de control mediante un opto-
acoplador. En la Figura 3.8 se muestra el circuito diseñado para el accionamiento del
conmutador de potencia.

FIGURA 3.8: Circuito de accionamiento del conmutador de potencia.

3.5. Diseño de etapa de retroalimentación del sistema

El diseño de la etapa de realimentación y monitoreo del sistema de levitación
electromagnética propuesto se desarrolla en esta sección. Para obtener la informa-
ción acerca de las variables de estado del sistema de un grado de libertad se utiliza
un sensor de posición y dos sensores de corriente. A continuación, se presenta el
diseño detallado de cada transductor.
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3.5.1. Sensor de posición

Para monitorear la posición del elemento suspendido del sistema se utiliza un
sensor de posición basado en un transformador diferencial variable lineal (LVDT,
por sus siglas en ingles). Cabe mencionar que su implementación es bastante ex-
tensa debido a sus benéficas propiedades de ser un sensor sin contacto, con una
resolución virtual infinita y de alta precisión [49]. Dicha resolución y precisión están
determinadas principalmente por la electrónica de acondicionamiento. Este tipo de
transformador eléctrico está constituido por un núcleo ferromagnético móvil y tres
devanados: uno primario y dos secundarios.

FIGURA 3.9: Diagrama de funcionamiento del transformador diferen-
cial variable lineal [55].

El principio de funcionamiento del transformador diferencial variable lineal se
muestra en la Figura 3.9. En efecto, el elemento suspendido del sistema se encuentra
unido al núcleo ferromagnético móvil del transformador. La posición del núcleo mo-
difica el acoplamiento magnético entre el embobinado primario y los secundarios en
proporción del elemento móvil. Cuando un voltaje de corriente alterna es aplicado
al embobinado primario, el transductor genera una salida eléctrica proporcional al
desplazamiento del núcleo móvil. En particular, cuando el núcleo se encuentra com-
pletamente en un extremo de la estructura, el voltaje de un embobinado secundario
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es máximo mientras que el otro devanado se mantiene en el mínimo voltaje induci-
do. Entonces, cuando el núcleo se encuentra posicionado a mitad de la estructura,
ambos devanados secundarios poseen el mismo voltaje. Luego, considerando que el
voltaje de alimentación del devanado primario es de la forma

Es(t) = Apcos(2π f0t)

en los devanados secundarios del transformador se induce un voltaje de la misma
forma, pero con distinta amplitud y fase

Ex(t) = Axcos(2π f0t) + ψx

Ey(t) = Aycos(2π f0t) + ψy

De esta manera, la posición del núcleo del transformador pude ser extraída de
una lectura diferencial de las señales de los devanados secundarios. Las amplitudes
de las señales de los devanados secundarios dependen en la sensibilidad y la posi-
ción del núcleo del transformador diferencial variable lineal [43]. Una consideración
importante en el sistema es la linealidad de este. De modo que, se busca que la re-
lación entre la posición del núcleo y el voltaje de salida del acondicionador de señal
sea lineal, por ello las características físicas de los devanados deben ser idénticas. En
la Tabla 3.2 se presentan los requerimientos característicos para el sensor de posición.

Desplazamiento total de núcleo 40 mm
Frecuencia de señal 1.5 kHz

Voltaje en devanado primario 4 Vrms
Voltaje de salida 0 - 2.5 VDC

TABLA 3.2: Requerimientos de diseño para el sensor de posición.

La estructura sobre la cual se montan los devanados se compone de un cilin-
dro hueco de 162 mm de longitud axial, en el cual se desplaza el núcleo del sensor.
Después, considerando que el núcleo ferromagnético móvil del transformador debe
acoplar al menos dos de los tres devanados montados sobre el sensor, se ha selec-
cionado una longitud de 50 mm para tal núcleo. Asimismo, el orificio sobre el cual
se desplaza el núcleo móvil es de 6 mm de diámetro, para evitar agregar un peso
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significativo a causa del sensor. Sobre la estructura descrita anteriormente, construi-
da con polímero de ácido láctico, se montan los devanados de cobre de 700 vueltas
cada uno y misma longitud. Por otro lado, a pesar de que la lectura del sensor puede
ser precisa incluso en instalaciones críticas o con influencia de ruido en la señal, este
sensor ha demostrado ser altamente sensible ante variaciones externas de un cam-
po magnético [42]. La influencia de tales fenómenos puede conducir a errores en la
lectura de posición y, por tanto, se añade un blindaje de aluminio sobre los deva-
nados para reducir el ruido eléctrico en las señales del dispositivo producido por la
interferencia magnética generada por los actuadores del sistema.

FIGURA 3.10: Circuito de acondicionamiento para la señal del devana-
do primario del sensor LVDT.

Luego, para el acondicionamiento de las señales del transductor, se requiere dise-
ñar un circuito que suministre una corriente alterna al devanado primario. Para ello,
se implementa un circuito oscilador eléctrico que genere una onda sinusoidal a una
frecuencia de 1.5 kHz. Para generar dicha señal se emplea un amplificador operacio-
nal con un arreglo resistivo capacitivo, como se muestra en la Figura 3.10. Seguido
al oscilador se coloca un potenciómetro para ajustar el voltaje efectivo que alimenta
el devanado primario. Este es ajustado a un voltaje nominal de 4 Vrms. De la mis-
ma manera, se añade un amplificador complementario con dos transistores: NPN y
PNP; para aumentar la capacidad de corriente de salida del circuito, dado que se
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alimentan bobinas de unos pocos ohmios. Y, a fin de mejorar el desempeño del sen-
sor, se agregan dos condensadores eléctricos para causar resonancia en el devanado
primario y este se comporte como una carga puramente resistiva. Por otro lado, se
sabe que las dos bobinas secundarias proporcionan un voltaje inducido que también
es de forma sinusoidal. En primer lugar, se debe convertir dicha onda sinusoidal a
una tensión constante a la altura de su amplitud. Para realizar esto, se emplea una
pequeña modificación del rectificador de precisión que permite mantener el máximo
de una señal, al cual se le ha remplazado la resistencia a la salida por un capacitor.

FIGURA 3.11: Circuito de acondicionamiento para la señal de los deva-
nados secundarios del sensor LVDT.

Una vez se han rectificado las señales de las dos bobinas secundarias se restan
con un amplificador operacional, como se muestra en la Figura 3.11, y posterior-
mente se añade un circuito restador que permita ajustar el cero del dispositivo de
manera manual, ya que los devanados no están precisamente calibrados o no tienen
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exactamente el mismo número de vueltas y longitud, de modo que el cero no coin-
cide con la posición central del núcleo. Entonces, la amplitud y offset del voltaje de
salida del transductor de corriente directa pueden ser ajustados para establecer una
comunicación de manera óptima con el controlador digital de señales.

3.5.2. Sensor de corriente

Del mismo modo, para monitorear las corrientes que fluyen a través de los deva-
nados de los actuadores se utiliza un método directo de detección. Este consiste en
un sensor de corriente de parte alta mediante una resistencia de prueba conectada en
serie de baja impedancia, pero suficiente para generar una pequeña caída de tensión
entre sus terminales. Así, este voltaje diferencial puede ser amplificado mediante un
circuito restador, como se muestra en la Figura 3.12, con una ganancia suficiente para
comunicarse de manera apropiada con el controlador digital de señales del sistema.
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FIGURA 3.12: Circuito de sensor de corriente de parte alta.

El circuito del sensor de corriente de parte alta permite al sistema identificar un
corto circuito y no genera una perturbación de tierra en la carga [24]. Asimismo, se
debe utilizar el amplificador operacional en su región de operación lineal, por lo que
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se requiere un componente que opere en todo el rango de voltaje de alimentación
para obtener un amplio rango de operación lineal en el transductor. En la Tabla 3.3
se muestran los principales requerimientos deseados en el diseño del circuito para el
monitoreo de las corrientes de los actuadores.

Entrada Imin 10 mA
Imax 1 A

Salida Vmin 10 mV
Vmax 2.5 V

Alimentación Vee 0 V
Vcc 12 V

TABLA 3.3: Requerimientos de diseño para el sensor de corriente.

Por otra parte, se ha seleccionado el amplificador operacional de entradas y sali-
das de riel a riel OPA2192, de la compañía Texas Instruments, el cual permite operar
en su región lineal en todo el rango de voltaje de alimentación. Luego, la resistencia
de prueba se establece a partir de la caída de voltaje máximo y la corriente máxima
que fluye a través de tal elemento

Rshunt =
Vimax

Imax
=

100mV
1A

= 100mΩ

y la ganancia del amplificador diferencial se determina en base al rango de oscilación
máxima de salida

Gan =
Vmax −Vmin

(Imax − Imin)Rshunt
=

(2.5V − 0.01V)

(1A− 0.01A)100mΩ
= 25.1515

entonces, estableciendo los resistores como Ra = Rb = 1kΩ, se tiene que

Rc = Rd = Ra(Gan) = 1kΩ(25.1515) = 25.15kΩ

y se calcula el voltaje en modo común del amplificador, para verificar que no supere
el límite del rango de voltaje, y se asegure la operación lineal del sensor

Vcm = Vcc(
Rc

Rb + Rc
) = 12V(

25.15kΩ
1kΩ + 25.15kΩ

) = 11.54V
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3.6. Modelo matemático de sistema

El sistema de levitación magnética de un grado de libertad se modela consideran-
do parámetros concentrados e invariantes en el tiempo. En la Figura 3.13 se muestra
la representación esquemática del cual se basa el modelado matemático del sistema.

FIGURA 3.13: Modelo promedio del sistema de levitación magnética de
un grado de libertad.

La auto-inductancia de los electroimanes se encuentra dado por la capacidad del
enlace de flujo magnético por unidad de corriente,

L =
Nφ

i
=

µ0N2A
la +

le
µr

(3.1)

y se tiene que la permeabilidad relativa del núcleo de los electroimanes es signifi-
cativamente mayor que la del aire, entonces el efecto del hueco de aire entre la cara
del electroimán y el elemento suspendido rige el comportamiento del circuito mag-
nético. Luego, para el caso en el que el flujo magnético es proporcional a la fuerza
magnetomotriz y tomando en consideración que los campos magnéticos de los ac-
tuadores están desacoplados, la energía del campo puede ser expresada en términos
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de la auto-inductancia de cada electroimán [38]. Así, la energía almacenada en el
volumen donde se desplaza el elemento suspendido, considerando el sistema de re-
ferencia del diagrama en la Figura 3.13, es la siguiente

Wm =
1
2

L1i2
1 +

1
2

L2i2
2 =

µ0N2
1 A

2(h− y)
i2
1 +

µ0N2
2 A

2(h + y)
i2
2 (3.2)

donde i1 e i2 son las corrientes del actuador superior e inferior, respectivamente. Por
tanto, despreciando los efectos de borde del campo magnético y definiendo a k1 y k2

como los coeficientes de acoplamiento, la fuerza de reluctancia total inducida en el
elemento suspendido del sistema es

fm =
∂Wm

∂y
=

k1

(h− y)2 i2
1 −

k2

(h + y)2 i2
2 (3.3)

y de la segunda ley de Newton para el movimiento lineal del elemento suspendido,
en el dominio |y| < h, se obtiene la siguiente dinámica mecánica del sistema

m
d2y
dt2 =

k1

(h− y)2 i2
1 −

k2

(h + y)2 i2
2 −mg− b

dy
dt

+ fp (3.4)

donde m es la masa del elemento suspendido, h es la longitud del hueco de aire cuan-
do y = 0, b es el coeficiente de fricción viscosa generado entre el rodamiento lineal
y el eje, g es la gravedad terrestre y fp es una fuerza de perturbación desconocida
pero acotada. Por otro lado, se realiza el análisis del comportamiento del circuito de
ambos electroimanes, en los estados de saturación y corte del transistor y diodo.

−+ Vs

R1 i1

L1

(A) Circuito de electroimán superior.

−+ Vs

R2 i2

L2

(B) Circuito de electroimán inferior.

FIGURA 3.14: Diagramas de los circuitos de actuadores cuando los in-
terruptores se encuentran cerrados (u1 = u2 = 1).
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Entonces, aplicando la ley de voltajes de Kirchhoff en el circuito de cada electro-
imán cuando el interruptor de potencia se encuentra en estado de conducción, como
se muestra en la Figura 3.14, se obtienen las siguientes ecuaciones

L1
di1
dt

= Vs − R1i1 (3.5)

L2
di1
dt

= Vs − R2i2 (3.6)

donde L1 y L2 son las inductancias nominales del electroimán superior e inferior,
respectivamente; R1 y R2 son las impedancias nominales del electroimán superior
e inferior, respectivamente; y Vs es el voltaje de alimentación del sistema. Por otro
lado, considerando la dinámica de los circuitos eléctricos más rápida que la dinámi-
ca mecánica del sistema es posible utilizar únicamente los valores nominales para
describir el comportamiento de los actuadores [40], sin tomar en cuenta la relación
de la inductancia dependiente de la posición descrita en la ecuación (3.1).

R1 i1

L1

(A) Circuito de electroimán superior.

R2 i2

L2

(B) Circuito de electroimán inferior.

FIGURA 3.15: Diagramas de los circuitos de actuadores cuando los in-
terruptores se encuentran abiertos (u1 = u2 = 0).

De la misma manera, cuando el interruptor se encuentra en estado de corte, el
diodo se polariza directamente y comienza a conducir, como se aprecia en la Figura
3.15, generando el siguiente par de ecuaciones

L1
di1
dt

= −R1i1 (3.7)

L2
di1
dt

= −R2i2 (3.8)
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y se observa que la diferencia del comportamiento de los electroimanes, entre los es-
tados de conmutación del interruptor de potencia, se presenta debido el término del
voltaje de alimentación del sistema. Por tanto, el comportamiento promedio de los
actuadores o la etapa eléctrica del sistema es descrito por las siguientes ecuaciones

L1
di1
dt

= Vsu1 − R1i1 (3.9)

L2
di1
dt

= Vsu2 − R2i2 (3.10)

Luego, para llevar el sistema a su forma no lineal afín se definen las variables de
estado de la siguiente manera

x1 = y x2 =
dy
dt

x3 = i1 x4 = i2

entonces, el modelo matemático que describe el comportamiento dinámico del siste-
ma de suspensión electromagnética de un grado de libertad, representado en varia-
bles de estado, es el siguiente

.x1 = x2 (3.11)

.x2 =
k1

m(h− x1)2 x2
3 −

k2

m(h + x1)2 x2
4 − g− b

m
x2 +

1
m

fp (3.12)

.x3 =
Vs
L1

u1 −
R1

L1
x3 (3.13)

.x4 =
Vs
L2

u2 −
R2

L2
x4 (3.14)

Es posible observar que el modelo obtenido es un sistema no lineal autónomo
de cuarto orden con dos entradas de control desacopladas, por lo que es factible
apreciar al sistema de dos entradas como dos subsistemas de una entrada. Posterior-
mente, se obtienen los puntos de equilibrio {x1, x2, x3, x4, u1, u2} asociados al estado
y las entradas de control del sistema en estado estacionario. Esto implica igualar las
ecuaciones que describen la dinámica de las variables de estado a cero, y expresar
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estas últimas en términos de la variable que se requiere estabilizar y regular: la posi-
ción del elemento suspendido; y se han obtenido las siguientes expresiones

x1 = yd (3.15)

x2 = 0 (3.16)

x3 =

√
k2(h− yd)2

k1(h + yd)2 i2
2d +

(h− yd)2(mg− fp)

k1
(3.17)

x4 = i2d(yd, x3) (3.18)

u1 =
R1

Vs

√
k2(h− yd)2

k1(h + yd)2 i2
2d +

(h− yd)2(mg− fp)

k1
(3.19)

u2 =
R1

Vs
i2d (3.20)

Como se ha demostrado en [40], las entradas de control se deben acoplar me-
diante una selección particular de las salidas del sistema, de modo que se controle
la posición del elemento suspendido de manera activa a través de ambas entradas
de control. Es decir, las dos salidas del sistema deben ser dependientes una respecto
de la otra. Hacer esto requiere de un análisis más riguroso y con una mayor com-
plejidad para el diseño del controlador del sistema, por lo que se busca evitar este
acoplamiento al momento de realizar la parametrización diferencial de las variables
de estado y las funciones de control.

3.6.1. Controlabilidad del sistema

En primer lugar se debe demostrar que el sistema es diferencialmente plano, por
lo que se tiene el siguiente modelo matemático del sistema de levitación magnética
representado en su forma no lineal matricial

.x = f (x) + g1u1 + g2u2 (3.21)
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donde x es el vector de estado, f (x) es el vector de funciones que describen el com-
portamiento natural del sistema y g1, g2 son los vectores de control

x =


x1

x2

x3

x4

 (3.22)

f (x) =


x2

k1
m(h−x1)2 x2

3 −
k2

m(h+x1)2 x2
4 − g− b

m x2 +
1
m fp

−R1
L1

x3

−R2
L2

x4

 (3.23)

g1 =


0
0

Vs
L1

0

 (3.24)

g2 =


0
0
0

Vs
L2

 (3.25)

Después, considerando las dos entradas de control, se emplean las columnas li-
nealmente independientes de la matriz de controlabilidad de Kalman del sistema
para construir una matriz ς de rango completo [54], a partir de la siguiente ecuación

ς = [g1 ad f g1 ad2
f g1 g2] (3.26)

donde el corchete o producto de Lie se define de la siguiente manera

adn
f g1 = [ f , adn−1

f g1] = ∇adn−1
f g1 · f −∇ f · adn−1

f g1
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entonces

ad f g1 = [ f , g1] =


0

− 2k1Vsx3
mL1(h−x1)2

R1Vs
L2

1

0

 (3.27)

ad2
f g1 =


2k1Vsx3

mL1(h−x1)2

2R1k1Vs(1−x3)
mL2

1(h−x1)2 −
2k1bVsx3

m2L1(h−x1)2 − 4k1Vsx2x3
mL1(h−x1)3

−R2
1Vs

L3
1

0

 (3.28)

Luego, el determinante de la matriz de controlabilidad del sistema, en relación a
las dos entradas de control, es el siguiente

det(ς) =
4k2

1V4
s x2

3

m2L3
1L2(h− x1)4

(3.29)

donde se observa que si x1 6= h y x3 6= 0 entonces det(ς) 6= 0, causando que el
sistema sea de estado completamente controlable a partir de ambas entradas de con-
trol. En consecuencia, el sistema de levitación magnética es diferencialmente plano.
Por otra parte, al apreciar el sistema de levitación magnética como un sistema de
una entrada y una salida, donde únicamente se considera la entrada de control u1,
es posible demostrar con facilidad la existencia de la primer salida diferencialmente
plana del sistema. Para ello, se considera el siguiente subconjunto de la matriz de
controlabilidad

D = {g1 ad f g1}

y se obtiene el producto de Lie de un par de elementos de tal subconjunto

[g1, ad f g1] =


0

− 2k1V2
s

mL2
1(h−x1)2

0
0

 (3.30)
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de esta manera, se tiene que el subconjunto

D+1 = {g1 ad f g1 adg1 ad f g1}

permanece invariante en su rango y, por tanto, el conjunto D es involutivo y el siste-
ma es linealizable de entrada a estado [7]. Más adelante, se muestra que las salidas
planas del sistema se encuentran definidas, y la suma de los grados relativos de di-
chas salidas es igual al orden del sistema.

3.6.2. Parametrización diferencial

Se ha demostrado que el sistema es diferencialmente plano y linealizable de ma-
nera exacta y cuenta con dos entradas de control, por lo que el sistema tiene defi-
nidas dos salidas diferencialmente planas [60]. La primera salida diferencialmente
plana del sistema de levitación magnética de un grado de libertad es tal que cumple
la siguiente condición

∇F1 · (g1 ad f g1) = (0 0)

de donde se obtiene el siguiente par de ecuaciones

Vs
L1

∂F
∂x3

= 0 (3.31)

− 2k1Vsx3

mL1(h− x1)2
∂F
∂x2

+
R1Vs

L2
1

∂F
∂x3

= 0 (3.32)

Por otra parte, el elemento no nulo del último vector columna de la matriz de
controlabilidad sugiere una relación directa entre la entrada de control u2 y la varia-
ble de estado x4, dado que esta última presenta un comportamiento independiente
a la primera entrada de control [12]. Así, y basándose en la parametrización dife-
rencial en [40], se observa que una posible elección de las salidas diferencialmente
planas del sistema son la posición vertical del elemento suspendido y la corriente en
el electroimán inferior

y1 = F1 = x1 y2 = F2 = x4
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Luego, obteniendo las derivadas temporales sucesivas de ambas salidas planas, y
tomando en cuenta las ecuaciones que describen la dinámica del sistema, se obtiene
la siguiente parametrización diferencial

x1 = F1 (3.33)

x2 =
.

F1 (3.34)

x3 =

√
m(h− F1)2

k1

..
F1 +

b(h− F1)2

k1

.
F1 +

k2(h− F1)2

k1(h + F1)2 F2
2 +

(h− F1)2(mg− fp)

k1
(3.35)

x4 = F2 (3.36)

u1 =
mL1(h− F1)

2

2αk1Vs

...
F1 + ϕ1 (3.37)

u2 =
L2

Vs

.
F2 + ϕ2 (3.38)

con

α =

√
m(h− F1)2

k1

..
F1 +

b(h− F1)2

k1

.
F1 +

k2(h− F1)2

k1(h + F1)2 F2
2 +

(h− F1)2(mg− fp)

k1

ϕ1 =
bL1(h− F1)

2

2αk1Vs

..
F1 −

mL1(h− F1)

αk1Vs

.
F1

..
F1 −

mgL1(h− F1)

αk1Vs

.
F1 −

2k2h(h− F1)

αk1Vs(h + F1)3 F2
2

.
F1

+
k2L1(h− F1)

2

αk1Vs(h + F1)2 F2
.

F2 −
bL1(h− F1)

αk1Vs

.
F1

2 +
L1(h− F1)

αk1Vs
fp

.
F1 −

L1(h− F1)

2αk1Vs

.
fp

+
R1

Vs

√
m(h− F1)2

k1

..
F1 +

b(h− F1)2

k1

.
F1 +

k2(h− F1)2

k1(h + F1)2 F2
2 +

(h− F1)2(mg− fp)

k1

ϕ2 =
R2

L2
F2

donde ϕ1 y ϕ2 engloban las perturbaciones endógenas y exógenas del sistema y, en
general, cualquier comportamiento dinámico que no aparezca explícitamente en las
ecuaciones del modelo tal como los efectos de borde del campo magnético, los efec-
tos de la temperatura en los componentes de los circuitos del sistema, la inductancia
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mutua entre los electroimanes y el fenómeno de histéresis en el núcleo ferromagné-
tico de los actuadores. Del mismo modo, se observa que la salida plana asociada a
la posición lineal del elemento suspendido es de grado relativo tres (r1 = 3), debido
a que se requiere derivar tres veces dicha salida para obtener una relación directa
con la entrada de control u1. Mientras que la salida plana asociada a la corriente del
electroimán inferior es de grado relativo uno (r2 = 1), debido que se requiere derivar
una vez tal salida para obtener una relación directa con la entrada de control u2.

3.7. Control por rechazo activo de perturbaciones

El esquema de control por rechazo activo de perturbaciones requiere del diseño
de una señal de control como diferenciador de seguimiento que minimice el error de
realimentación del estado del sistema, y el diseño de un observador de estado exten-
dido para estimar la compensación de las incertidumbres y perturbaciones endóge-
nas y exógenas del sistema que se ha modelado [26]. A continuación, se desarrolla
el diseño de la ley de control para el sistema de levitación magnética del presente
trabajo de investigación.

3.7.1. Controlador basado en modos deslizantes

Se propone un controlador por planitud diferencial basado en la técnica de mo-
dos deslizantes como primera fase del diseño de la ley de control. De esta manera, a
partir de la parametrización diferencial del sistema, se diseña un controlador auxiliar
sobre la derivada de más alto orden de cada salida plana de la siguiente forma

mL1(h− F1)
2

2αk1Vs

...
F1 + ϕ1 =

mL1(h− F1)
2

2αk1Vs
υ1 + ϕ̂1 (3.39)

L2

Vs

.
F2 + ϕ2 =

L2

Vs
υ2 + ϕ̂2 (3.40)

en donde los términos ϕ̂1 y ϕ̂2 son las funciones estimadas correspondientes a las
incertidumbres paramétricas y perturbaciones externas. Estas variables se estiman
mediante observadores para aumentar la robustez del controlador al introducir un
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término aditivo en las entradas de control que se adapte ante cambios en el siste-
ma. En realidad, estas son las señales que requiere introducir la ley de control en
el sistema para rechazar los términos no lineales, incertidumbres y perturbaciones
de manera que este último presente una dinámica lineal en lazo cerrado. Más abajo,
se diseñan las superficies de deslizamiento para cada salida diferencialmente plana,
las cuales deben cumplir con la condición de ser una función diferenciable de grado
relativo uno y ser de fase mínima, por lo que se definen de la siguiente manera

Si(x, t) = (
d
dt

+ Ci)
ri−1F̃i (3.41)

para i = 1, 2, donde ri es el grado relativo de cada salida y F̃i es el error de se-
guimiento y regulación asociado a cada salida plana. Entonces, las superficies de
deslizamiento para el sistema de levitación magnética son

S1 = (
d
dt

+ C1)
2(F1 − F∗1 ) =

..
F1 −

..
F∗1 + 2C1(

.
F1 −

.
F∗1 ) + C2

1(F1 − F∗1 ) (3.42)

S2 = (
d
dt

+ C2)
0(F2 − F∗2 ) = F2 − F∗2 (3.43)

con C1 > 0 y donde F∗1 , F∗2 son los valores deseados para la primera y segunda
salida plana, respectivamente. En consecuencia, se ha remplazado el problema de
control de tercer orden por un problema de seguimiento de primer orden. Ahora,
se construye la dinámica equivalente de Filippov del sistema en régimen deslizante,
determinada por

.
Si = 0, para encontrar el controlador equivalente que garantice que

las trayectorias del sistema en el espacio de estados sean tangentes a las superficies
de deslizamiento [61]. En síntesis, se despeja la derivada de mayor orden de la pri-
mera salida plana de la ecuación (3.42) y, considerando a

.
S1 = S1 = 0, se deriva su

respectiva superficie de deslizamiento respecto del tiempo

..
F1 −

..
F∗1 = −2C1(

.
F1 −

.
F∗1 )− C2

1(F1 − F∗1 )

.
S1 =

...
F1 −

...
F∗1 + 2C1(

..
F1 −

..
F∗1 ) + C2

1(
.
F1 −

.
F∗1 ) (3.44)
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entonces, utilizando la ecuación (3.39) y definiendo a ∆ϕ1 = ϕ1 − ϕ̂1, se tiene que

υ1eq−
2αk1Vs

mL1(h− F1)2 ∆ϕ1−
...
F∗1 + 2C1(−2C1(

.
F1−

.
F∗1 )−C2

1(F1− F∗1 ))+C2
1(

.
F1−

.
F∗1 ) = 0

υ1eq =
...
F∗1 + 3C2

1(
.
F1 −

.
F∗1 ) + 2C3

1(F1 − F∗1 ) +
2αk1Vs

mL1(h− F1)2 ∆ϕ1 (3.45)

De la misma manera, se obtiene el controlador equivalente asociado a la superfi-
cie de deslizamiento S2, considerando a

.
S2 = S2 = 0, y se tiene que

.
S2 =

.
F2 (3.46)

donde empleando la ecuación (3.40) y definiendo a ∆ϕ2 = ϕ2 − ϕ̂2, la expresión se
reescribe como

υ2eq −
Vs

L2
∆ϕ2 = 0

υ2eq =
Vs

L2
∆ϕ2 (3.47)

Así, las funciones del controlador interno equivalente de cada salida del sistema
quedan acotadas de la siguiente manera

|υ1eq| ≤ |
...
F∗1 |+ 3C2

1 |
.
F1 −

.
F∗1 |+ 2C3

1 |F1 − F∗1 |+
2αk1Vs

mL1(h− F1)2 |∆ϕ1|

|υ2eq| ≤
Vs

L2
|∆ϕ2|

y por tanto, la ley de control auxiliar basada en modos deslizantes, para el sistema
de suspensión electromagnética de un grado de libertad, es la siguiente

u1 =
mL1(h− F1)

2

2αk1Vs
υ1 + ϕ̂1 (3.48)

u2 =
L2

Vs
υ2 + ϕ̂2 (3.49)
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donde se ha agregado un término de discontinuidad en los controladores internos
debido a la presencia de incertidumbre en el modelo

υ1 = −Λ1|υ1eq|sgn(S1) (3.50)

υ2 = −Λ2|υ2eq|sgn(S2) (3.51)

con Λ1 > 1 y Λ2 > 1. Por otra parte, el control por rechazo activo de perturbaciones,
para el sistema de levitación magnética de un grado de libertad, requiere de obser-
vadores tipo Luenberger para la estimación de las señales ϕ1 y ϕ2, presentes en las
funciones de control del sistema. En el siguiente apartado se presenta el diseño de
tales estimadores lineales.

3.7.2. Observador de estado extendido

En el diseño de un observador de estado extendido lineal se realiza una copia del
modelo matemático del sistema, al cual se le agrega un término de corrección, y se
extiende la dinámica del estado asociado a la función que se desea estimar a partir de
la entrada de control y la salida del sistema, como se describe detalladamente en [72].
Además, se ha demostrado que el sistema es linealizable de entrada a estado, por lo
que existe una transformación de cambio de coordenadas para llevar el sistema a la
forma normal de Brunovsky. Por tal motivo, se definen las siguientes variables

z1 = F1 z2 =
.
F1

z3 =
..
F1 z4 = F2

de esta manera, se obtiene la siguiente representación del sistema en su forma canó-
nica controlable

.z1 = z2 (3.52)

.z2 = z3 (3.53)

.z3 =
2αk1Vs

mL1(h− F1)2 u1 −
2αk1Vs

mL1(h− F1)2 ϕ1 (3.54)
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.z4 =
Vs

L2
u2 −

Vs

L2
ϕ2 (3.55)

y a partir de las ecuaciones 3.52, 3.53 y 3.54 se propone un observador de estado
extendido con un integrador, para estimar la función que engloba las perturbaciones
exógenas y endógenas asociadas a la salida plana F1, por lo que se realiza el siguiente
cambio de variable

η = − 2αk1Vs

mL1(h− F1)2 ϕ̂1 (3.56)

entonces, realizando la copia del modelo mediante las expresiones mencionadas, se
tiene que las ecuaciones del observador lineal de estado extendido son

.
ẑ1 = ẑ2 + λ3(F1 − ẑ1) (3.57)

.
ẑ2 = ẑ3 + λ2(F1 − ẑ1) (3.58)

.
ẑ3 =

2αk1Vs

mL1(h− F1)2 u1 + η + λ1(F1 − ẑ1) (3.59)

.
η = λ0(F1 − ẑ1) (3.60)

siendo ẑ1, ẑ2 y ẑ3 las variables estimadas para la posición, velocidad y aceleración del
elemento suspendido, respectivamente; η es el estado asociado a la dinámica que se
extiende con el estimador y {λ0, λ1, λ2, λ3} son las ganancias del observador. Luego,
la dinámica del error de estimación es

e1 = F1 − ẑ1

(4)
e 1 + λ3

...e1 + λ2
..e1 + λ1

.e1 + λ0e1 =
.
η(F1,

.
F1,

..
F1, ϕ1) (3.61)

en donde se ha considerado que la perturbación η(F1,
.
F1,

..
F1, ϕ1) y sus derivadas son

uniformemente acotadas. Esto implica que la tasa de cambio de dicha señal tiende a
cero, en sentido práctico, a medida que la frecuencia de muestreo del sistema digital
tiende a infinito. Y para sintonizar las ganancias del observador se iguala el poli-
nomio característico de la dinámica del error de estimación del observador con un
polinomio Hurwitz de cuarto orden, de tal forma que se asegure que los polos de
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dicha dinámica se encuentren en el semiplano izquierdo del plano complejo

PH1(s) = (s2 + 2ζωn + ω2
n)

2 (3.62)

con 0 < ζ < 1 y ω > 0. Entonces, las ganancias del observador se encuentran
definidas de la siguiente manera

λ0 = ω4
n

λ1 = 4ζω3
n

λ2 = 4ζ2ω2
n + 2ω2

n

λ3 = 4ζωn

Seguidamente, basándose en la ecuación 3.55, se propone un observador de es-
tado extendido con un integrador, para estimar la función que engloba las perturba-
ciones exógenas y endógenas asociadas a la salida plana F2, en donde se lleva a cabo
el siguiente cambio de variable

ρ = −Vs

L2
ϕ̂2 (3.63)

entonces, realizando la copia del modelo mediante la expresión mencionada, se tiene
que las ecuaciones del observador lineal de estado extendido son

.
ẑ4 =

Vs

L2
u2 + ρ + µ1(F2 − ẑ4) (3.64)

.
ρ = µ0(F2 − ẑ4) (3.65)

siendo ẑ4 la variable estimada para la corriente del actuador inferior, ρ es el estado
asociado a la dinámica que se extiende con el estimador y {µ0, µ1} son las ganancias
del observador. Luego, la dinámica del error de observación es

e2 = F2 − ẑ4

..e2 + µ1
.e2 + µ0e2 =

.
ρ(ϕ2) (3.66)

en donde se ha considerado que la perturbación ρ(ϕ2) y sus derivadas son unifor-
memente acotadas, lo que implica que la tasa de cambio de dicha señal tiende a cero,
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en sentido práctico, a medida que la frecuencia de muestreo del sistema digital tien-
de a infinito. Y para sintonizar las ganancias del observador se iguala el polinomio
característico de la dinámica del error de estimación del observador con un polino-
mio Hurwitz de segundo orden, de tal forma que se asegure que los polos de dicha
dinámica se encuentren en el semiplano izquierdo del plano complejo

PH2(s) = s2 + 2ζωn + ω2
n (3.67)

con 0 < ζ < 1 y ω > 0. Entonces, las ganancias del observador se encuentran
definidas de la siguiente manera

µ0 = ω2
n

µ1 = 2ζωn

por tanto, la ley de control con enfoque al rechazo activo de perturbaciones, en tér-
minos de las variables de los estimadores, resulta ser

u1 =
mL1(h− F1)

2

2αk1Vs
(υ1 − η) (3.68)

u2 =
L2

Vs
(υ2 − ρ) (3.69)

Nótese que para obtener la ganancia del controlador u1 es posible emplear tanto
el valor real de la corriente del actuador superior como el que proporciona su para-
metrización diferencial. Sin embargo, es conveniente utilizar el valor otorgado por
el transductor de corriente, puesto que es una variable accesible para su medición y
no contiene términos significativos de perturbaciones no estructuradas. En definiti-
va, se han obtenido los elementos de la ley de control con enfoque al rechazo activo
de perturbaciones para el sistema de levitación magnética propuesto en el presen-
te trabajo de investigación, por lo que se encuentra de interés indagar acerca de la
estabilidad del sistema en sentido matemático.



68 Capítulo 3. Diseño y Modelado del Sistema Propuesto

3.7.3. Estabilidad de sistema en lazo cerrado

La estabilidad del sistema de suspensión magnética, propuesto en el presente
trabajo de investigación, depende directamente de la convergencia asintótica de los
estimadores a una vecindad cercana a la función real, por lo que se realiza un aná-
lisis de la estabilidad de las ecuaciones que conforman los observadores lineales de
estado extendido que se han diseñado para estimar las perturbaciones e incertidum-
bres asociadas a la posición del elemento suspendido y la corriente del electroimán
inferior. Este estudio se basa en el criterio de estabilidad entrada al estado, desarro-
llado a detalle en [41], en donde se analiza la evolución en el tiempo de la solución
de la ecuación de estado, con lo que es factible comprobar que las funciones estima-
das convergen a su valor real o, por lo menos, a un vecindario cercano a este punto.
Ahora, se sabe que dado un sistema lineal invariante en el tiempo de la forma

.y = Ay + Bu , y ∈ Rn

las trayectorias del sistema en el espacio de estado, con la condición inicial y(t0) y la
entrada de control no trivial u(t), son dadas por

y(t) = eAty(t0) +
∫ t

0
eA(t−τ)Bu(τ)dτ

denominada como la solución de la ecuación de estado. En este sentido, se considera
a la dinámica del error de estimación del primer observador, determinada por la
ecuación (3.61), como un sistema lineal en donde la entrada es la variación respecto
del tiempo de la señal que se aproxima mediante el estimador. Así, realizando el
siguiente cambio de variable

x̃1 = e1 x̃2 =
.e1 ux =

.
η(F1,

.
F1,

..
F1, ϕ1)

x̃3 =
..e1 x̃4 =

...e1

se obtiene el siguiente sistema lineal de cuarto orden

.
x̃1 = x̃2 (3.70)
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.
x̃2 = x̃3 (3.71)
.
x̃3 = x̃4 (3.72)

.
x̃4 = −λ0x̃1 − λ1x̃2 − λ2x̃3 − λ3x̃4 + ux (3.73)

a lo que la representación de este sistema en su forma lineal matricial es

.
x̃ = Axx̃ + Bxux (3.74)

con x̃ = [x̃1, x̃2, x̃3, x̃4]
T, Ax ∈ R4x4 y Bx ∈ R4. Como se ha establecido anteriormente,

el origen del espacio del error de estimación de este observador es asintóticamente
estable debido a que todos los eigen valores de la matriz Ax tienen parte real negativa
y, por tanto, se tiene que ‖eAxt‖ es acotada para todo t ≥ 0 y satisface la siguiente
condición

‖eAxt‖ ≤ Kxeλxt , λx < 0 (3.75)

donde λx es el ínfimo eigen valor de la dinámica del error de observación. De ahí se
tiene que la trayectoria del sistema (3.74) cumple

‖x̃(t)‖ ≤ Kxeλxt‖x̃(0)‖+
∫ t

0
Kxeλx(t−τ)‖Bx‖|ux(τ)|dτ (3.76)

‖x̃(t)‖ ≤ Kxeλxt‖x̃(0)‖+ Kx‖Bx‖
λx

supt0<τ<t|ux(τ)|

por lo tanto, se sigue que ante una entrada acotada da como lugar a estados acotados
y que si lı́mt→∞ ux(t) = δ(t), entonces lı́mt→∞ x̃(t) = δ(t). De ello resulta que el ob-
servador lineal de estado extendido asociado a la posición del elemento suspendido
es estable de entrada a estado, debido a que existe una función βx de clase KL y una
función γx de clase K tal que, para cualquier estado inicial x̃(t0) y cualquier entrada
ux(t), la solución x̃(t) satisface la siguiente condición

‖x̃(t)‖ ≤ max{βx(‖x̃(t0)‖, t− t0), γx(supt0<τ<t|ux(τ)|)} (3.77)

Después, se considera a la dinámica del error de estimación del segundo observa-
dor, determinada por la ecuación (3.66), como un sistema lineal en donde la entrada
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es la variación respecto del tiempo de la señal que se aproxima mediante el estima-
dor. En efecto, realizando el siguiente cambio de variable

w̃1 = e2 w̃2 =
.e2 uw =

.
ρ(ϕ2)

se obtiene el siguiente sistema lineal de segundo orden

.
w̃1 = w̃2 (3.78)

.
w̃2 = −µ0w̃1 − µ1w̃2 + uw (3.79)

a lo que la representación de este sistema en su forma lineal matricial es

.
w̃ = Aww̃ + Bwuw (3.80)

con w̃ = [w̃1, w̃2, w̃3, w̃4]
T, Aw ∈ R2x2 y Bw ∈ R2. Como se ha determinado anterior-

mente, el origen del espacio del error de estimación de este observador es asintótica-
mente estable debido a que todos los eigen valores de la matriz Aw tienen parte real
negativa y, por tanto, se tiene que ‖eAwt‖ es acotada para todo t ≥ 0, y satisface la
siguiente condición

‖eAwt‖ ≤ Kweλwt , λx < 0 (3.81)

donde λw es el ínfimo eigen valor de la dinámica del error de observación. De ahí se
tiene que la trayectoria del sistema (3.80) cumple

‖w̃(t)‖ ≤ Kweλwt‖w̃(0)‖+
∫ t

0
Kweλw(t−τ)‖Bw‖|uw(τ)|dτ (3.82)

‖w̃(t)‖ ≤ Kweλwt‖w̃(0)‖+ Kw‖Bw‖
λw

supt0<τ<t|uw(τ)|

por lo tanto, se sigue que ante una entrada acotada da como lugar a estados acotados
y que si lı́mt→∞ uw(t) = δ(t), entonces lı́mt→∞ w̃(t) = δ(t). A causa de ello, el obser-
vador lineal de estado extendido asociado a la corriente del electroimán inferior es
estable de entrada a estado, debido a que existe una función βw de clase KL y una
función γw de claseK tal que, para cualquier estado inicial w̃(t0) y cualquier entrada
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uw(t), la solución w̃(t) satisface la siguiente condición

‖w̃(t)‖ ≤ max{βw(‖w̃(t0)‖, t− t0), γw(supt0<τ<t|uw(τ)|)} (3.83)

Así que, a partir de las condiciones de acotamiento que se han obtenido, es po-
sible determinar la desviación máxima entre la función estimada proporcionada por
cada observador respecto al valor real al que se aproxima, dado que se han utili-
zado observadores lineales para estimar señales no lineales y, consecuentemente, el
error de estimación no converge a cero. En específico, la diferencia entre el valor es-
timado y real para las perturbaciones e incertidumbres asociadas con la posición del
elemento suspendido, considerado que ‖Bx‖ = 1, cumple una cota de la forma

|ϕ1 − ϕ̂1| ≤
K′x
λx

supt0<τ<t|ux(τ)| (3.84)

mientras que la discrepancia entre el valor estimado y real para las perturbaciones
e incertidumbres asociadas con la corriente del actuador inferior, considerado que
‖Bw‖ = 1, satisface una cota de la siguiente forma

|ϕ2 − ϕ̂2| ≤
K′w
λw

supt0<τ<t|uw(τ)| (3.85)

Posteriormente, la estabilidad del controlador se aborda a partir de la condición
única y suficiente que se requiere para que exista el régimen deslizante [30]. Así, se
parte de las siguientes variedades diferenciales que se han diseñado como superfi-
cies de deslizamiento, las cuales representan la dinámica de las salidas diferencial-
mente planas del sistema en lazo cerrado

S1 =
..
F1 −

..
F∗1 + 2C1(

.
F1 −

.
F∗1 ) + C2

1(F1 − F∗1 )

S2 = F2 − F∗2

y sus correspondientes funciones de tasa de cambio respecto del tiempo son

.
S1 =

...
F1 −

...
F∗1 + 2C1(

..
F1 −

..
F∗1 ) + C2

1(
.
F1 −

.
F∗1 )
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.
S2 =

.
F2

entonces, se demuestra que la trayectoria del sistema en el espacio de estados al-
canza la variedad de deslizamiento en un tiempo finito basándose en el criterio de
estabilidad de Lyapunov, explicado detalladamente en [64] y [61]. Para ello, se pro-
pone la siguiente función candidata de Lyapunov que representa la energía asociada
a las superficies de deslizamiento

V(S1, S2) =
1
2

S2
1 +

1
2

S2
2 (3.86)

la cual es definida positiva, puesto que

V(0, 0) = 0

V(S1, S2) > 0 para ∀(S1, S2) 6= (0, 0)

seguidamente, se obtiene su primera derivada respecto del tiempo

.
V(S1, S2) = S1

.
S1 + S2

.
S2 (3.87)

y utilizando las ecuaciones (3.44) y (3.46), se tiene que

.
V(S1, S2) = S1(υ1 + 2C1S1 −

...
F∗1 − 3C2

1(
.
F1 −

.
F∗1 )− 2C3

1(F1 − F∗1 )

− 2αk1Vs

mL1(h− F1)2 ∆ϕ1) + S2(υ2 −
Vs

L2
∆ϕ2)

por lo que, sustituyendo los términos respecto a los controladores internos auxiliares
de cada salida, la función se transcribe como sigue

.
V(S1, S2) = S1(−Λ1|υ1eq|sgn(S1)− υ1eq + 2C1S1) + S2(−Λ2|υ2eq|sgn(S2)− υ2eq)

donde la amplitud del controlador auxiliar υ1eq = υ1eq(F1,
.
F1,

...
F∗1 ), asociado a la posi-

ción del elemento suspendido, satisface

Λ1|υ1eq| ≥ υ1eq − 2C1S1 =
...
F∗1 − 2C1(

..
F1 −

..
F∗1 )− C2

1(
.
F1 −

.
F∗1 ) +

2αk1Vs

mL1(h− F1)2 ∆ϕ1
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utilizando una ganancia C1 suficientemente grande. Entonces, se inspecciona el com-
portamiento de la tasa de cambio de cada superficie de deslizamiento para los casos
en que la superficie en cuestión sea definida positiva o negativa, obteniendo las si-
guientes expresiones

.
S1 =

{
−Λ1|υ1eq| − υ1eq + 2C1|S1| < 0 para S1 > 0
Λ1|υ1eq| − υ1eq − 2C1|S1| > 0 para S1 < 0

(3.88)

.
S2 =

{
−Λ2|υ2eq| − υ2eq < 0 para S2 > 0
Λ2|υ2eq| − υ2eq < 0 para S2 < 0

(3.89)

de modo que el producto entre cada superficie de deslizamiento con su respectiva
función de tasa de cambio respecto del tiempo es menor a cero en todo momento que
los términos Λ1|υ1eq| y Λ2|υ2eq| sean los elementos de mayor contribución en cada
función y, por consiguiente, se cumple la condición única y suficiente para demostrar
la estabilidad asintótica del sistema en lazo cerrado. Luego, recordando que

sgn(S)S = |S|

se tiene que la ecuación (3.87) se puede simplificar a

.
V(S1, S2) = −Λ1|υ1eqS1| − υ1eqS1 + 2C1S2

1 −Λ2|υ2eqS2| − υ2eqS2 (3.90)

por tanto, se observa que la primer derivada temporal de la función candidata de
Lyapunov es definida negativa seleccionando unas ganancias Λ1 y Λ2 apropiadas.
En consecuencia, se puede obtener una expresión matemática para la condición de
deslizamiento del sistema

.
V(S1, S2) =

1
2

d
dt

S2
1 +

1
2

d
dt

S2
2 = −η1|S1| − η2|S2| ≤ 0 para ∀(Λ1, Λ2) ≥ (1, 1)

donde η1 y η2 son funciones estrictamente positivas, asegurando que las superficies
de deslizamiento S1 y S2, relacionadas con el error de seguimiento de la primer salida
diferencialmente plana y el error de regulación de la segunda salida, respectivamen-
te, converjan a cero asintóticamente. En concreto, se garantiza gráficamente que las
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trayectorias del sistema convergen a la variedad de deslizamiento en un tiempo fi-
nito. De esta manera, se ha demostrado que seleccionando unas ganancias para el
controlador y el observador lo suficientemente grandes se garantiza la estabilidad
asintótica del sistema, asegurando que las variables del controlador y el observador
que se han diseñado carezcan de un tiempo de escape finito. En consecuencia, el
sistema de control de suspensión electromagnética de un grado de libertad es asin-
tóticamente estable en lazo cerrado.
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Capítulo 4

Caracterización del Sistema

La caracterización de los parámetros del sistema y la simulación por computado-
ra de su comportamiento se aborda en el presente capítulo. En concreto, se identifi-
can los parámetros característicos del modelo matemático que describe la dinámica
del sistema y se determina el comportamiento de los actuadores, así como los trans-
ductores de la etapa de monitoreo. Asimismo, se muestran los resultados obtenidos
mediante simulación de la respuesta del sistema en lazo cerrado.

4.1. Identificación de parámetros del sistema

Todo modelo matemático que describe el comportamiento de un sistema físico,
por lo menos en el campo de la ingeniería, es una mera aproximación al comporta-
miento real de la planta. Sin embargo, este comportamiento puede ser representado
por los parámetros y términos que tienen una mayor contribución en el comporta-
miento dinámico total del sistema. Así, identificando y determinando cada uno de
estos parámetros, es posible obtener un conjunto de ecuaciones diferenciales que
describen con precisión un sistema físico real. Entonces, para el sistema electrome-
cánico de levitación magnética propuesto en el presente trabajo de investigación, se
obtienen los parámetros mecánicos y eléctricos del modelo matemático obtenido en
el capítulo anterior. A continuación, se desarrolla la identificación de esto últimos
y se explica detalladamente el cálculo de la aproximación de tales coeficientes. Así
también, se describen los subsistemas experimentales implementados para la adqui-
sición de la información empleada en la caracterización de estos parámetros.
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4.1.1. Parámetros mecánicos

La dinámica mecánica del sistema de levitación magnética se encuentra descrita
por los parámetros que, como se ha mencionado, surgen del comportamiento descri-
to al aplicar la segunda ley de Newton al elemento suspendido del sistema, conside-
rando los términos que realizan una mayor contribución a la respuesta del sistema.
En concreto, tales parámetros son la masa del elemento suspendido, la distancia del
hueco de aire cuando este elemento se encuentra en el origen, el coeficiente de fric-
ción viscosa y los coeficientes de acoplamiento de las fuerzas magnéticas.

La masa de los componentes que integran el elemento suspendido del sistema y
la separación del hueco de aire en el origen pueden ser obtenidos de manera expe-
rimental directamente. En cambio, para el coeficiente de fricción viscosa se requiere
conocer el ángulo de fricción entre el contacto del rodamiento lineal del elemento
suspendido y el eje de guía, así como la aceleración máxima generada en relación
con dicho ángulo [53]. De tal modo que el coeficiente asociado a este factor de disi-
pación se puede obtener de la siguiente manera

b = tanθ − a
gcosθ

(4.1)

donde g es la aceleración de la gravedad y el ángulo de fricción θ se obtiene incli-
nando la línea de contacto desde la posición vertical de los elementos en cuestión,
hasta obtener un movimiento inminente. Cabe mencionar que, para simplificar el
cálculo, se ha considerado que el rodamiento lineal se desplaza con una aceleración
constante en todas las pruebas. Por otra parte, la aceleración se calcula a partir de
la cinemática del movimiento relativo de tales elementos [44], mediante la siguiente
expresión

a =
2
t2 (d− d0 − v0t) (4.2)

entonces, considerando condiciones iniciales nulas, se puede obtener la aceleración
máxima del movimiento relativo de los elementos que forman el contacto de des-
lizamiento, en términos de la distancia recorrida y el tiempo transcurrido. De este
modo, realizando pruebas experimentales con un soporte fijo y utilizando aceite sin-
tético para lubricar la superficie de contacto, se ha obtenido que el ángulo de fricción
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es θ = 4.71◦, en donde la distancia que se desplaza el rodamiento lineal durante la
prueba es de d = 85 mm en un tiempo de t = 1 s y se toma una aceleración gravi-
tatoria de g = 9, 8066 m/s2. Por tanto, una aproximación del coeficiente de fricción
viscosa del contacto entre los balines del cojinete lineal del elemento suspendido y
el eje de guía es la siguiente

b = tanθ − 2d
gt2cosθ

= 0.0651 kg/s (4.3)

Luego, los coeficientes de acoplamiento de las fuerzas magnéticas se calculan a
partir de los gráficos presentados más adelante, en la sección de caracterización de
los electroimanes. En realidad, se aproxima la relación de la curva entre la fuerza
de reluctancia magnética de cada actuador, en función de la corriente consumida,
mediante un polinomio de segundo orden de la forma

Pf j(ij) = a2i2
j + a1ij + a0

para j = 1, 2. Y, tomando en cuenta únicamente el coeficiente que multiplica el tér-
mino de la corriente al cuadrado, se obtiene el coeficiente de acoplamiento de la
fuerza de cada electroimán a partir de

k j = a2d2
p

donde dp es la distancia de prueba a la cual se realizan las mediciones de la fuerza
atractiva ejercida sobre el disco de acero y el rodamiento lineal. Entonces, utilizando
la ecuación (4.7) y dp = 0.025 m, se obtiene el coeficiente de acoplamiento de la fuerza
magnética del actuador superior a partir de

k1 = 0.2550d2
p = 1.6x10−4Nm2/A2 (4.4)

mientras que, basándose en la ecuación (4.8), el coeficiente de acoplamiento de la
fuerza magnética del actuador inferior es

k1 = 0.2529d2
p = 1.6x10−4Nm2/A2 (4.5)
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De esta manera, se identifican los parámetros, presentados en la Tabla 4.1, que
describen el comportamiento mecánico del sistema de suspensión electromagnética
propuesto en el presente trabajo de investigación.

m Masa de elemento suspendido 25 g
h Separación en el origen 15 mm
b Coeficiente de fricción viscosa 0.0651 kg/s

k1
Coeficiente de acoplamiento de
fuerza del electroimán superior. 1.6 x10−4 Nm2/A2

k2
Coeficiente de acoplamiento de
fuerza del electroimán superior 1.6 x10−4 Nm2/A2

TABLA 4.1: Parámetros del comportamiento mecánico del sistema.

4.1.2. Parámetros eléctricos

La dinámica eléctrica del sistema de levitación magnética se encuentra descrita
por los parámetros que, como se ha mencionado, surgen del comportamiento des-
crito al aplicar las leyes de voltajes de Kirchhoff al esquema eléctrico simplificado de
los electroimanes, considerando los términos que realizan una mayor contribución
a la respuesta del sistema. En particular, tales parámetros son la impedancia eléctri-
ca e inductancia nominales del devanado de los actuadores. Cabe mencionar que se
han despreciado los efectos de borde y la saturación del núcleo ferromagnético del
electroimán, y además se ha considerado una dinámica eléctrica más rápida que la
parte mecánica del sistema. Por otro lado, estos coeficientes son obtenidos de manera
experimental directamente y se obtiene la Tabla 4.2, mostrada a continuación.

R1 Resistencia nominal de devanado de actuador superior 12.8 Ω
L1 Inductancia nominal de devanado de actuador superior 23.81 mH
R2 Resistencia nominal de devanado de actuador inferior 12.8 Ω
L2 Inductancia nominal de devanado de actuador inferior 23.12 mH

TABLA 4.2: Parámetros del comportamiento eléctrico del sistema.
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4.2. Caracterización de actuadores

Los actuadores del sistema consisten en un par de solenoides con encapsulado
de aluminio y cuyas características se presentan en la Tabla 4.3. Específicamente, con
el objetivo de comprobar las suposiciones planteadas en el momento del modelado
matemático de las fuerzas atractivas de los electroimanes, se identifican y caracteri-
zan las fuerzas de reluctancia magnética en relación con la corriente consumida, así
como las variaciones de la inductancia y la densidad de flujo magnético generado en
función de las variables que se han utilizado para modelar la fuerza de reluctancia
de cada actuador.

Modelo CL-P 80/38
Voltaje de alimentación 12 V
Consumo energético 14 W
Fuerza de sujeción 1000 N
Diámetro 80 mm
Altura 38 mm
Diámetro de plato de atracción 34 mm
Longitud de conexión 250 mm
Tamaño de rosca M8

TABLA 4.3: Características principales del actuador del sistema.

Es evidente que se debe analizar el comportamiento de la densidad de flujo mag-
nético de los electroimanes en función de la distancia de separación y la corriente que
fluye a través de sus devanados, y validar el comportamiento del sistema con su mo-
delo matemático. En los siguientes apartados se presentan los resultados obtenidos,
utilizando el sensor de flujo magnético de precisión modelo GM 1-ST de la compañía
AlphaLab Inc, con relación a la intensidad de la densidad del flujo magnético gene-
rado por los electroimanes. Por otro lado, se realiza un análisis de la distribución de
la densidad de este flujo producido por los actuadores del sistema y los efectos de
borde que se generan por la distorsión del campo magnético.
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4.2.1. Fuerza de reluctancia magnética

Se realiza un estudio de las fuerzas de compensación ejercidas por los actuado-
res del sistema sobre el elemento suspendido, el cual constituye un disco de acero
sobre un rodamiento lineal. Para ello, se acondiciona un subsistema experimental
descrito en [15], donde cada electroimán es colocado sobre una báscula electrónica,
en este caso a una distancia de prueba de 25 mm, de manera que el campo magnético
generado alcance el disco de acero, que reposa sobre la plataforma de la báscula.

FIGURA 4.1: Fuerza de reluctancia magnética del actuador superior.

Posteriormente, se alimenta el devanado del actuador, en donde se le proporciona
una potencia regulada aumentando en pasos equidistantes su corriente, para generar
un campo magnético proporcional a esta y se ejerzan fuerzas atractivas sobre el disco
de acero tal que su peso total, medido por la báscula, se vea disminuido. De esta
forma, considerando la ecuación (3.4), se tiene que la fuerza de reluctancia magnética
en estado estacionario efectuada sobre el elemento suspendido debe ser equivalente
al peso que se encuentra soportando

fm = (melemento −mmedida)g (4.6)

entonces, se obtiene la información de la fuerza de cada actuador en función de la
corriente que consume su devanado interno y se aproxima esta relación, utilizando la
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técnica de mínimos cuadrados, mediante un polinomio de segundo orden. Tal como
se ha descrito en la sección anterior y de acuerdo a las conjeturas planteadas para el
cálculo de la fuerza en el modelo matemático del sistema, se encuentra un relación
de la fuerza de reluctancia predominantemente cuadrática respecto a la corriente
consumida por el electroimán, como se muestra en la Figura 4.1, por lo que respecta
al actuador superior. Así, el polinomio que describe la curva del gráfico mencionado
es el siguiente

Pf1(i1) = 0.2550i2
1 − 0.0589i1 + 0.004 (4.7)

Posteriormente, en la información de la Figura 4.2 se presenta la curva obteni-
da para la fuerza de reluctancia magnética del actuador inferior, en donde es fácil
apreciar una relación predominantemente cuadrática.

FIGURA 4.2: Fuerza de reluctancia magnética del actuador inferior.

Igualmente, se obtiene el polinomio de segundo orden que describe la aproxima-
ción concerniente a la variación de la fuerza ejercida, por el solenoide inferior, sobre
el disco de acero

Pf2(i2) = 0.2529i2
2 − 0.0599i2 + 0.0042 (4.8)

En consecuencia, tomando en cuenta la distancia de prueba del hueco de aire
junto con las ecuaciones (4.7) y (4.8), es posible obtener una aproximación de los
coeficientes de acoplamiento de la fuerza de reluctancia de cada actuador.
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4.2.2. Relación de la inductancia de devanado

Ahora bien, se estudia la variación del efecto inductivo del devanado de los ac-
tuadores del sistema, en función de la separación del disco de acero con la cara de
absorción del electroimán. Recordando la relación de la aproximación que descri-
be el comportamiento de la autoinductancia de cada electroimán, se tiene que esta
puede ser descrita mediante la siguiente expresión

Li(x) = Li(0) +
Mi

x
(4.9)

para i = 1, 2, donde Li(0) es el valor nominal de la inductancia del devanado, x es la
distancia entre el elemento suspendido y la cara de sujeción del núcleo ferromagné-
tico y Mi es la constante de proporcionalidad de la variación del efecto inductivo de
cada electroimán.

FIGURA 4.3: Relación de la inductancia para circuito magnético del ac-
tuador superior.

Respecto al primer actuador, en la Figura 4.3 se presenta la relación de la induc-
tancia de la bobina del electroimán superior. Con certeza, se aprecia la relación inver-
samente lineal de la inductancia del arreglo a medida que la separación del disco de
acero aumenta, comprobando la exactitud de la aproximación respecto a la autoin-
ductancia de los actuadores del sistema. Desde luego, en el subsistema experimental
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acondicionado para obtener esta relación no se consideran los efectos de distorsión
de la inductancia generados por el rodamiento lineal, el eje de guía y el elemento de
conexión del sensor de posición. Además, es importante resaltar que la caracteriza-
ción de la inductancia variable de los solenoides proporciona información referente
al coeficiente de acoplamiento de la fuerza que ejercen los electroimanes sobre el ele-
mento suspendido, pues bien la variación respecto de la posición del término que
acompaña la inductancia nominal constante representa, en sentido matemático, la
fuerza de reluctancia de un sistema de suspensión electromagnética.

FIGURA 4.4: Relación de la inductancia para circuito magnético del ac-
tuador inferior.

Asimismo, en la Figura 4.4 se muestra la relación de la inductancia de la bobi-
na del electroimán inferior del sistema, la cual presenta las mismas características
de variación en su efecto inductivo que el primer actuador. Entonces, utilizando los
datos obtenidos se obtienen dos conjuntos de ecuaciones no lineales y son resuel-
tos, mediante una aproximación numérica, para obtener los términos constantes en
la ecuación (4.9). Y, en definitiva, se han estudiado los parámetros de mayor impor-
tancia concernientes a la parametrización de la fuerza de reluctancia magnética y el
efecto inductivo de los actuadores del sistema de levitación magnética que se aborda
en el presente trabajo de investigación. Más adelante, en la Tabla 4.4 se muestran las
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constantes de proporcionalidad calculadas a partir de los gráficos presentados para
el actuador superior e inferior del sistema.

Actuador
Coeficiente de acoplamiento

experimental

Electroimán superior 2.1 e−8

Electroimán inferior 1.05 e−8

TABLA 4.4: Coeficiente de acoplamiento para la inductancia de los ac-
tuadores del sistema.

Ahora, un aspecto importante en el proceso de caracterización de las bobinas de
tales actuadores es la información referente al flujo de campo magnético, en una re-
gión homogénea, en función de la corriente aplicada al mismo y la distancia de sepa-
ración respecto a la cara de sujeción del devanado [50]. Precisamente, se encuentra
el comportamiento definido por la teoría de materiales ferromagnéticos, donde es
de interés encontrar la capacidad de los electroimanes seleccionados de generar un
campo magnético cuyo flujo prevalezca en el espacio próximo a la cara de absorción
de estos últimos.

4.2.3. Relación de la densidad del flujo magnético

El comportamiento de la densidad del flujo magnético producido por los actua-
dores del sistema se ha obtenido al posicionar el disco de acero sobre la distancia
de prueba, el cual es sujetado mediante un soporte fijo, y se realiza la lectura con-
cerniente a la densidad de flujo magnético en el centroide del elemento suspendido.
Así, la información de las curvas presentadas en los siguientes gráficos se ha obteni-
do por medio del sensor de densidad de flujo magnético mencionado anteriormente,
al variar la posición del disco de acero y la corriente que alimenta al solenoide. De
este modo, la relación de la variación de la densidad de flujo magnético respecto a
la corriente del actuador superior se muestra en la Figura 4.5. En efecto, se obtiene
el comportamiento de la densidad de flujo magnético en función de la corriente que
consumen los devanados en los actuadores a distintas distancias de la cara de suje-
ción del electroimán, desde 5 mm hasta 30 mm. Desde luego, es posible apreciar la
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relación lineal entre la fuerza magnetomotriz que es aplicada al núcleo ferromagné-
tico, a través de la corriente que fluye en las espiras de la bobina, y el flujo magnético
generado por el electroimán superior, con lo que se verifica la ecuación (3.2). Y a par-
tir de esta información se obtienen las constantes de proporcionalidad, mostrados en
la Tabla 4.5, en relación con cada curva obtenida.

FIGURA 4.5: Comportamiento de la densidad del flujo magnético del
electroimán superior en función de la corriente.

De esta manera, se tiene que la expresión matemática (3.2), que describe la energía
de campo magnético almacenado en el espacio de trabajo del elemento suspendido,
es adecuada en relación a la corriente dentro del rango de operación del sistema.

Distancia Constante de proporcionalidad
experimental

5 mm 0.8553
10 mm 0.5716
15 mm 0.3536
20 mm 0.2610
25 mm 0.2068
30 mm 0.1858

TABLA 4.5: Constantes de proporcionalidad de la densidad de flujo
magnético del electroimán superior en función de la corriente.
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Luego, se obtienen la información del comportamiento de la variación de densi-
dad del flujo magnético respecto a la separación de la cara de sujeción, presentada
en la Figura 4.6, a distintos puntos de operación en relación con la potencia consu-
mida por el actuador. Como es de esperarse, la densidad de flujo magnético de los
actuadores del sistema presenta el comportamiento característico de los campos vec-
toriales centrales que se distribuyen en un espacio euclídeo tridimensional, el cual
determina que la intensidad de estos campos decae proporcionalmente al inverso de
la distancia al cuadrado a la que es medido desde el punto de origen de la fuente, tal
como el campo eléctrico, el campo gravitatorio o cualquier campo que sea descrito
mediante la ecuación de onda.

FIGURA 4.6: Comportamiento de la densidad del flujo magnético del
electroimán superior en función de la distancia.

Por otra parte, en la Figura 4.7 se muestra la relación de la variación de la densi-
dad de flujo magnético en función de la corriente del actuador inferior. Y en la Tabla
4.6 se muestran las constantes de proporcionalidad entre dicha relación. De igual
manera, se obtiene un comportamiento similar al actuador superior. Es importante
mencionar que el factor de proporción entre cada curva presenta un comportamien-
to no lineal. Ciertamente, el experimento implementado para obtener la información
del sensor de densidad de flujo magnético de precisión únicamente considera el dis-
co de acero como elemento suspendido, despreciando el efecto de incluir el eje, el
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cojinete lineal y el elemento de conexión del sensor de posición al campo magnético
generado por el actuador. Sin embargo, se espera que este sea despreciable en com-
paración al efecto del disco de acero inmerso en dicho campo magnético, debido a
que el material del eje de guía y el rodamiento es de una aleación de aluminio, en
consecuencia presentan una permeabilidad relativa cercana a la unidad.

FIGURA 4.7: Comportamiento de la densidad del flujo magnético del
electroimán inferior en función de la corriente.

En cambio, el elemento de conexión del sensor es fabricado mediante manufac-
tura aditiva de poliácido láctico de baja densidad, un material que presenta una per-
meabilidad relativa menor a la del aluminio.

Distancia Constante de proporcionalidad
experimental

5 mm 0.9111
10 mm 0.5638
15 mm 0.3943
20 mm 0.2862
25 mm 0.2337
30 mm 0.1702

TABLA 4.6: Constantes de proporcionalidad de la densidad de flujo
magnético del electroimán inferior en función de la corriente.
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No obstante, debido a la parte del elemento de conexión del transductor de posi-
ción que se encuentra inmerso en el campo magnético es posible despreciar su efecto
en este último. En realidad, todos estos factores incluyen cierta incertidumbre con-
siderable en la identificación y caracterización de los parámetros que describen el
comportamiento de las fuerzas de reluctancia del sistema. De ello resulta que la elec-
ción del diseño de un controlador con enfoque al rechazo activo de perturbaciones
para el sistema de levitación magnética se presente como una solución efectiva al
problema en cuestión. Del mismo modo, una característica del sistema determinada
a partir de los gráficos presentados en el presente apartado es la distancia máxima
a la que los electroimanes realizan alguna acción sobre el elemento suspendido. Por
lo que es factible, en base al peso del elemento suspendido, acotar el dominio de
operación del sistema.

FIGURA 4.8: Comportamiento de la densidad del flujo magnético del
electroimán inferior en función de la distancia.

Pues bien, se ha obtenido la relación de la densidad del flujo magnético de los
actuadores del sistema en función de las variables que describen el comportamiento
de la fuerza de reluctancia atractiva generada por estos, y se han determinado las
características principales en la variación del la energía almacenada en el campo
magnético. En el siguiente apartado se desarrolla un estudio de la distribución de la
densidad de flujo magnético generado por la bobina de cada actuador individual.
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4.2.4. Distribución de la densidad del flujo magnético

La descripción matemática de las fuerzas de reluctancia presentes en el modelo
matemático, del comportamiento del sistema de levitación magnética, supone un
flujo homogéneo en todo el espacio de trabajo del elemento suspendido del sistema.
Sin embargo, el comportamiento real de un campo magnético presenta efectos de
borde cuando existe un cambio de material en su flujo. De ahí que, la fuerza de
reluctancia magnética generada por un solenoide con núcleo ferromagnético resulte
ser complicada de calcular analíticamente de manera exacta.

FIGURA 4.9: Geometría elaborada para simulación de la distribución de
la densidad del flujo magnético del sistema.

Para ello, se emplea la técnica de solución numérica de elemento finito con la
que se predice, con base en la respuesta de la densidad de flujo del actuador, la
distribución de su campo magnético generado [31]. En concreto, el análisis se basa en
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la herramienta computacional de desarrollo ANSYS Mechanical CFD Maxwell 3D,
de la corporación ANSYS, teniendo como geometría para simulación la mostrada
en la Figura 4.9. Esta representa un arreglo promedio del elemento suspendido y el
núcleo de un electroimán del sistema, incluyendo el eje de guía.

FIGURA 4.10: Resultados de simulación para la distribución de la den-
sidad del flujo magnético del sistema.

El devanado del actuador se ha modelado como un decágono que permita si-
mular el flujo de una corriente tangencial, seccionada en diez puntos distribuidos
equitativamente, a lo largo de la circunferencia externa del solido que representa el
núcleo ferromagnético. Efectivamente, se simula el circuito magnético conformado
por el núcleo del actuador y el elemento suspendido. En la Figura 4.10 se presenta
la distribución para la densidad del flujo magnético que se genera en este arreglo,
donde se aprecia la distorsión del campo en el espacio circundante al disco de acero.
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4.3. Caracterización de sensores

Los elementos de realimentación del estado del sistema se caracterizan obtenien-
do la variación de la respuesta de su voltaje de salida en lo que se refiere a su rango
de medición, y se ajusta un polinomio que describe la variable medida. Por consi-
guiente, se ha obtenido el gráfico de la respuesta del voltaje de salida del sensor de
posición del elemento suspendido y los sensores de corriente de los actuadores del
sistema. En los siguientes apartados se muestra el desarrollo de la caracterización de
los transductores diseñados para el sistema propuesto.

4.3.1. Sensor de posición

El sensor de posición basado en un transformador diferencial variable lineal di-
señado para el sistema de levitación magnética presenta la respuesta de voltaje de
salida mostrado en la Figura 4.11, en donde es posible observar que el transductor
presenta una respuesta lineal en un rango de distancia de 20 mm a 52 mm.

FIGURA 4.11: Relación del voltaje de salida para el sensor de posición
LVDT.

De este modo, se tiene que el sensor de posición diseñado proporciona una dife-
rencia de voltaje de aproximadamente 2 V, obteniendo como desplazamiento efec-
tivo 30 mm del núcleo ferromagnético del sensor. Luego, utilizando la técnica de
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regresión lineal por mínimos cuadrados, se obtiene un polinomio de quinto orden
que describe toda la curva obtenida del sensor de posición del elemento suspendido
del sistema

P(vp) = 8.1367v5
p − 57.1549v4

p + 148.6812v3
p − 174.8645v2

p + 105.3599vp − 0.8061

donde vp es el voltaje de salida. Y la expresión que describe la región lineal de la
respuesta del voltaje del transductor es la siguiente

Pl(vp) = 15.7279vp + 14.1861 (4.10)

Cabe mencionar que en el momento de la integración del sistema se debe encon-
trar la función del voltaje de salida del transductor en términos de los valores del
convertidor analógico digital del controlador digital de señales.

4.3.2. Sensor de corriente

Por otro lado, en la Figura 4.12 se muestra el comportamiento del voltaje de salida
del sensor de corriente de parte alta diseñado para la bobina del actuador superior.

FIGURA 4.12: Relación del voltaje de salida del sensor de corriente para
actuador superior.
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El transductor presenta una región de comportamiento lineal para una corriente
mayor a 200 mA pero, no obstante, se considera un polinomio de primer orden para
aproximar la corriente consumida por el electroimán superior en función del voltaje
de salida del sensor diseñado, despreciando los efectos no lineales del mismo. Así,
el polinomio obtenido mediante regresión lineal es el siguiente

i1(vc1) = 343.7664vc1 − 141.2880 (4.11)

donde vc1 es el voltaje de salida del transductor. Mientras que, el comportamiento de
la relación del voltaje de salida del sensor de corriente de parte alta diseñado para
medir el consumo en el devanado del actuador inferior se presenta en la Figura 4.13,
y ciertamente se aprecia el mismo efecto no lineal que muestra el primer sensor.

FIGURA 4.13: Relación del voltaje de salida del sensor de corriente para
actuador inferior.

De la misma forma, se obtiene un polinomio de primer orden para aproximar la
corriente consumida por el electroimán inferior en función del voltaje de salida del
sensor diseñado

i2(vc2) = 386.4567vc2 − 94.9125 (4.12)

donde vc2 es el voltaje de salida del transductor de corriente del actuador inferior.
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4.4. Simulación del sistema

Con el fin de predecir y estudiar la respuesta de la planta se realiza una simula-
ción del comportamiento del sistema en una plataforma de software. Se analiza el
efecto de utilizar una frecuencia de conmutación finita en el circuito de los actua-
dores y, de la misma manera, se obtiene la respuesta de los estados del sistema en
lazo cerrado y se le es perturbado para comprobar la robustez del controlador. En el
Apéndice A se presentan los diagramas esquemáticos elaborados en la plataforma
de simulación Simulink de MATLAB, para los resultados por solución numérica del
comportamiento dinámico del sistema de levitación magnética.

4.4.1. Comportamiento del actuador

El comportamiento dinámico de los actuadores del sistema se encuentra descrito
por un circuito RL, por lo que si se le es aplicado una señal de voltaje de forma
cuadrada entre sus terminales eléctricas, el efecto inductivo del arreglo producirá
una corriente triangular en la red.

FIGURA 4.14: Resultado de simulación para la dinámica de la corriente
del actuador del sistema.

Asimismo, para la simulación del comportamiento del actuador se consideran los
parámetros parásitos de los semiconductores de potencia utilizados para el circuito
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de amplificación de los electroimanes, como la resistencia que presentan en estado
de conducción, los efectos capacitivos con cambios de voltajes entre sus terminales
y los retardos en la transición de estados. La etapa de amplificación de potencia, co-
mo se ha mencionado, se basa en un amplificador por conmutación y efectivamente,
el circuito es controlado utilizando la técnica de modulación por ancho de pulsos,
así que el voltaje en las terminales del actuador del sistema es una señal de forma
cuadrada. En consecuencia, el devanado presenta un proceso de carga y descarga,
generando una corriente triangular en el circuito donde el rizo de esta corriente de-
pende directamente de la frecuencia de conmutación empleada para el amplificador.
En la Figura 4.14 se muestra el rizo de corriente en estado estacionario del actuador
generado al utilizar una frecuencia de conmutación de 2.3 kHz. Esta es selecciona-
da considerando el rizo de corriente máximo deseado y le interferencia magnética
permisible generada por los actuadores del sistema.

4.4.2. Simulación en lazo cerrado

Respecto a los resultados obtenidos mediante simulación numérica de la respues-
ta de los estados del sistema de suspensión electromagnética en lazo cerrado se ob-
tienen los siguientes gráficos. En la Tabla 4.7 se muestran los valores numéricos utili-
zados para las ganancias del controlador y el modelo del observador para el control
por rechazo activo de perturbaciones del sistema durante la simulación.

Ganancias de controlador
C1 40
Λ1 10
Λ2 2

Ganancias de observador ζ 0.707
ωn 1200 rad/s

TABLA 4.7: Ganancias del controlador y observador para la simulación
del sistema en lazo cerrado.

Se realiza una simulación para estabilizar y realizar seguimiento del sistema a lo
largo de una trayectoria suave entre dos estados deseados para la posición del disco
de acero, descrita en el Apéndice B, de acuerdo al sistema de referencia establecido.
Y la corriente del electroimán inferior se regula a un estado constante de 400 mA.
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La simulación tiene un tiempo de duración de 6 segundos. En la Figura 4.15 se pre-
senta el resultado por solución numérica para la posición del elemento suspendido
del sistema, donde se aprecia que, efectivamente, esta converge exponencialmente
hacia la trayectoria en un tiempo de 180 ms, aproximadamente. Luego, las corrientes
consumidas por los actuadores se muestra en la Figura 4.16. Como se ha demostra-
do, la corriente en el devanado del actuador inferior es una variable que puede ser
controlada de forma independiente, de modo que se produzca una fuerza atractiva
de compensación opuesta a la del actuador superior. De esta manera, la rigidez y
amortiguamiento del sistema de suspensión electromagnética de un grado de liber-
tad pueden ser reguladas de acuerdo a la aplicación del soporte.

FIGURA 4.15: Resultado de simulación para la posición del elemento
suspendido.

Por el contrario, la corriente del actuador superior es controlada de manera indi-
recta ya que esta rige la estabilidad del elemento suspendido, puesto que el sistema
es de estado completamente controlable a partir de la entrada de control asociada
al actuador en cuestión, por lo que no puede tomar un valor arbitrario deseado. Es
decir, el consumo del electroimán superior se encuentra determinado por la posición
del elemento levitado. Del mismo modo, en la Figura 4.17 se presenta la respuesta
de las señales de control para los circuitos de amplificación de los actuadores.
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FIGURA 4.16: Resultado de simulación para las corrientes de los elec-
troimanes.

Ciertamente, la señales del controlador representan un valor porcentual de la
fuerza magnética requerida para posicionar la masa del disco de acero, el cojinete
lineal y el sensor de distancia en el estado deseado.

FIGURA 4.17: Resultado de simulación para las señales de control.
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FIGURA 4.18: Resultado de simulación para las señales discontinuas de
los controladores del sistema.

Por lo que respecta a la parte discontinua de la señal del controlador, en la Figura
4.18 se presentan los resultados obtenidos concerniente a esta variable.

FIGURA 4.19: Resultado de simulación para las variables estimadas de
incertidumbre del sistema.

Después, en la Figura 4.19 se muestra las variables estimadas asociadas a las per-
turbaciones e incertidumbres en el modelado de cada salida plana del sistema. Es
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importante mencionar que estas comprenden la parte continua de la señal del con-
trolador y, evidentemente, realizan una mayor contribución en la ley de control total.

4.4.3. Simulación en lazo cerrado con perturbaciones

Para terminar, se realiza una simulación del comportamiento del sistema en lazo
cerrado para estabilizar el elemento suspendido a su estado nominal y posterior-
mente introducir una perturbación mediante una carga puntual, una carga oscilante
y un cambio en el coeficiente de acoplamiento del actuador superior. La simulación
se ejecuta con un tiempo de duración de 15 segundos. En la Figura 4.20 se muestra el
resultado obtenido para la primera salida diferencialmente plana del sistema, donde
se aprecian los efectos transitorios de las perturbaciones.

FIGURA 4.20: Resultado de simulación para la posición del elemento
suspendido del sistema perturbado.

Luego, en el segundo 6 se perturba el elemento suspendido del sistema con una
carga de 400 mN en dirección negativa, asimismo la posición de este último se recu-
pera y alcanza el valor nominal en alrededor de 150 ms. En efecto, se tiene que la ley
de control diseñada para el sistema presenta robustez ante perturbaciones puntua-
les sobre el elemento suspendido. Seguidamente, en el segundo 9 de la simulación
se sustituye la carga puntual por una de carácter sinusoidal, de manera súbita, con
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una amplitud de 50 mN y una frecuencia de 1.2π rad/s, y se observa que la posición
del disco de acero presenta un ligero efecto transitorio hasta que se establece nueva-
mente oscilando sobre la posición de referencia por 80 µm, aproximadamente. Por
tanto, el controlador del sistema es capaz de rechazar perturbaciones variables en el
tiempo y minimizar sus efectos en la primera salida plana.

FIGURA 4.21: Resultado de simulación para las corrientes de los actua-
dores del sistema perturbado.

De igual forma, en el segundo 12 se disminuye súbitamente el valor del coefi-
ciente de acoplamiento de la fuerza magnética de 1.6 x10−4 a 4 x10−5 Nm2/A2, y se
observa que la posición del disco de acero se estabiliza y regresa al valor de referen-
cia en aproximadamente 1.5 s. En la Figura 4.21 se muestran las corrientes consu-
midas por los devanados de los actuadores y el electroimán superior es el actuador
encargado de eliminar las perturbaciones e incertidumbres que afectan al elemento
suspendido. Mientras que, el electroimán inferior ejerce una fuerza magnetomotriz
coercitiva que le permite al sistema alcanzar una mayor frecuencia natural en lazo
cerrado. De la misma manera, se presentan las señales del controlador de los actua-
dores en la Figura 4.22, en donde se aprecia, al igual que la primera simulación im-
plementada, la similitud de las señales con las corrientes de los actuadores. Además,
con esto último se puede comprobar la suposición realizada respecto a la diferencia
entre la frecuencia natural de la etapa eléctrica del sistema y la etapa mecánica.
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FIGURA 4.22: Resultado de simulación para las señales de control del
sistema perturbado.

Luego, se presentan las señales de la parte discontinua de los controladores, para
el electroimán superior e inferior, en la Figura 4.23. Y, finalmente, en la Figura 4.24 se
muestran las variables de incertidumbre estimadas asociadas a las salidas diferen-
cialmente planas del sistema perturbado.

FIGURA 4.23: Resultado de simulación para las señales discontinuas de
los controladores del sistema perturbado.
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FIGURA 4.24: Resultado de simulación para las variables estimadas de
incertidumbre del sistema perturbado.

Después de todo, una vez comprobada la evolución temporal de la dinámica del
sistema mediante solución numérica, se ha obtenido una estimación de la estabilidad
y comportamiento de las variables de estado del sistema físico. Entonces, es factible
continuar con la integración de los elementos de la plataforma experimental y el
diseño del algoritmo de programación para el procesamiento digital de las señales
de control.
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Capítulo 5

Plataforma Experimental y Resultados

En este capítulo se presenta la integración de la plataforma experimental, el dise-
ño del algoritmo de programación para el subsistema de software y adquisición de
datos, y se describen los resultados obtenidos para el control por rechazo activo de
perturbaciones del sistema de levitación magnética propuesto en el presente trabajo
de investigación. De la misma manera, se plantea la discusión acerca del análisis de
los resultados de la estabilización e índices de desempeño del controlador.

5.1. Componentes de la plataforma experimental

Se realiza una descripción detallada del proceso de implementación de los ele-
mentos diseñados de hardware del sistema de suspensión electromagnética pro-
puesto, así como los elementos adquiridos para la integración de este último. En
un principio, se especifican los detalles principales en la elaboración y ensamble del
elemento suspendido. Asimismo, se describen las principales características de los
actuadores y las condiciones físicas, de su correspondiente fuerza atractiva de reluc-
tancia, que deben ser consideradas en el proceso de integración. Luego, se detalla la
elaboración de los sensores de retroalimentación del sistema, el sensor de posición
y los transductores de corriente. Finalmente, se presentan las características princi-
pales del controlador digital de señales utilizado para implementar el subsistema de
software de la plataforma experimental.
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5.1.1. Elemento suspendido

Como elemento suspendido para el sistema de levitación magnética del presente
trabajo de investigación, se emplea un disco de acero montado sobre la parte su-
perior de un rodamiento lineal. Este es posicionado de forma que se encuentre to-
talmente inmerso en el campo magnético generado, como se observa en la Figura
5.1. En realidad, se dispone de un elemento en forma de anillo que restringe la po-
sición inferior del elemento suspendido, ya que cuando el rodamiento lineal realiza
contacto con alguno de los dos actuadores el sistema se encuentra en un estado no
controlable. Mientras que, el eje de guía es posicionado de manera concéntrica res-
pecto a los núcleos ferromagnéticos de ambos electroimanes.

FIGURA 5.1: Elemento suspendido para sistema de suspensión electro-
magnética.

Es importante considerar el efecto de las ruedas milimétricas de acero incorpo-
radas en el interior del cojinete lineal ya que, al ser de un material paramagnético,
influyen en la reluctancia del arreglo y al momento de accionar algún actuador estas
tienden a adherirse entre ellas. Por tanto, es preciso lubricar el contacto entre estos
elementos y el eje de guía con aceite sintético de baja viscosidad. Por otro lado, el
disco de acero cuenta con un orificio en uno de sus extremos, donde es conectado el
núcleo ferromagnético del sensor de posición.
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5.1.2. Electroimán CL-80/38

El actuador utilizado en el sistema de levitación magnética, como se ha menciona-
do, es el electroimán CL-80/38 que se muestra en la Figura 5.2, el cual es alimentado
con 12 V. En particular, el actuador comprende un devanado de alambre de cobre
sobre un núcleo ferromagnético cilíndrico y, a causa del encapsulado de aluminio
que protege tal embobinado, el electroimán cuenta con una única cara de sujeción.

FIGURA 5.2: Actuador del sistema: electroimán CL-80/35.

Debido a la geometría de dicho núcleo ferromagnético del embobinado, un circui-
to magnético cerrado es imposible de lograr utilizando este electroimán. Es evidente
que esta propiedad afecta de manera significativa la fuerza de reluctancia magnéti-
ca generada por el actuador del sistema al limitar la región en la que se almacena la
energía magnética proporcionada por los electroimanes y, en consecuencia, disminu-
ye el espacio de trabajo del elemento suspendido. Cabe mencionar que, de acuerdo
a los resultados obtenidos para la distribución de la densidad del flujo magnético en
el capítulo anterior, los efectos de borde producidos por las perforaciones del disco
de acero originan un momento de torsión sobre el eje de desplazamiento.

5.1.3. Sensor de posición LVDT

Respecto al sensor de posición lineal basado en un transformador diferencial va-
riable, la estructura interna y externa de este es elaborada mediante manufactura
aditiva con filamento de poliácido láctico, y se ha teñido de color negro como se
aprecia en la Figura 5.3, junto con sus cuatro terminales eléctricas. Además, se ha
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agregado una parte circular de soporte en uno de sus extremos para ser fijado, pos-
teriormente, a la placa inferior de la estructura del sistema.

FIGURA 5.3: Sensor de posición lineal construido para sistema de levi-
tación magnética.

El circuito de acondicionamiento de las señales de los devanados del sensor de
posición para el elemento suspendido del sistema es el mostrado en la Figura 5.4, el
cual se ha implementado en una tablilla fenólica de una cara.

FIGURA 5.4: Circuito implementado de acondicionamiento para señal
del sensor de posición lineal.
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Sin embargo, como se ha comentado en el apartado anterior, debido al momen-
to de torsión generado por las distorsiones de la densidad de flujo magnético del
actuador se agrega aceite sintético de baja viscosidad al núcleo ferromagnético mó-
vil que acopla los devanados del transductor de posición, de modo que sea mínima
la fuerza de rozamiento entre este último y la pared interna del hueco de desplaza-
miento en la estructura del sensor. En cambio, la geometría estructural de la platafor-
ma experimental del sistema es tal que un embobinado secundario se encuentra lo
suficientemente cerca de los electroimanes para ser perturbado por estos mediante
interferencia magnética, por ello es colocada una jaula de Faraday de malla metálica
en la parte externa de la estructura del sensor de posición.

5.1.4. Amplificador de potencia y sensor de corriente

El circuito implementado del amplificador de potencia de los actuadores y el sen-
sor de corriente de sus respectivos devanados se presenta en la Figura 5.5. Del mismo
modo, el circuito es elaborado en una tarjeta fenólica de una cara.

FIGURA 5.5: Circuito implementado de amplificador de potencia y sen-
sores de corriente para actuadores.
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Más adelante, en el Apéndice C se presentan los diagramas de los circuitos impre-
sos elaborados en la plataforma de desarrollo Eagle CAD, de la compañía Autodesk.
Cabe mencionar que se han empleado resistores cerámicos de alta potencia como im-
pedancias de prueba para los sensores de corriente y un disipador de calor para los
interruptores de conmutación, de manera que se almacene el menor calor posible en
el volumen circundante a las tarjetas de circuito y, adicionalmente, se agregan cuatro
tornillos en cada esquina de ambos circuitos como soporte y se evite algún contacto
entre las conexiones de estos y la placa inferior de aluminio.

5.1.5. Controlador digital de señales

Una característica que definen el desempeño de un sistema de control es la capa-
cidad de procesamiento digital de señales con la que cuenta el subsistema de softwa-
re. En el presente trabajo de investigación se emplea el kit experimental de desarrollo
para procesamiento digital de señales mostrado en la Figura 5.6, el cual se basa en
el microcontrolador TMS320F28335 Delfino que pertenece a la familia C200, de la
compañía Texas Instruments.

FIGURA 5.6: Kit experimental de procesador digital de señales con mi-
crocontrolador TMS320F28335.

El controlador digital mencionado se encuentra optimizado para procesamien-
to, detección y actuación con el fin de mejorar el rendimiento en lazo cerrado de
aplicaciones de control en tiempo real, y cuenta con la particularidad de incorporar
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una unidad dedicada a procesamiento en punto flotante. De igual manera, los re-
gistros del dispositivo son modificados utilizando la plataforma de desarrollo Code
Composer Studio, perteneciente a la misma empresa. A continuación, se exhiben las
características principales del dispositivo.

Microcontrolador con unidad de procesamiento de 32 bits.

Tecnología CMOS con tiempo de ciclo de hasta 150 MHz.

Arquitectura de bus Harvard.

16 canales de conversión analógico a digital con resolución de 12 bits.

Hasta 18 salidas de modulación por ancho de pulso.

Ciertamente, se han discutido los detalles importantes que se han considerado
para la implementación de los elementos diseñados que incorporan el sistema em-
bebido. Así, en la siguiente sección se aborda la integración de la etapa de hardware
y el subsistema software de los componentes recién descritos.

5.2. Integración de hardware y software

La fase de integración del ciclo de desarrollo del sistema propuesto en el presente
trabajo de investigación incorpora herramientas y métodos especiales para gestionar
la complejidad de dicha integración. Este es un proceso en el que se encuentran y
depuran las fallas e imperfecciones de la plataforma experimental. En concreto, se
presenta a detalle la plataforma experimental del sistema de suspensión electromag-
nética propuesto y elaborado para el desarrollo del presente trabajo de investigación,
así como el algoritmo de programación del subsistema de software, y se describe la
manera en que se adquiere la información del sistema para su posterior análisis.

5.2.1. Sistema de levitación magnética

El sistema físico de levitación magnética de un grado de libertad mediante dos
electroimanes que se ha diseñado e implementado se presenta en la Figura 5.7, don-
de se observan sus elementos de retroalimentación de control y la etapa de potencia
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eléctrica. Por lo que respecta a la estructura del sistema, se han realizado las perfo-
raciones necesarias en las placas y perfiles estructurales de aluminio de manera que
los cables de conexión de los actuadores no queden expuestos. De igual manera, la
base de la misma ha sido construida con una placa de madera de densidad media,
la cual se ha pintado con pintura acrílica en aerosol de color negro mate. Este es el
mismo caso para las tapas laterales y trasera del estante inferior.

FIGURA 5.7: Plataforma experimental del sistema.

Por otra parte, se emplean escuadras elaboradas con base en manufactura aditiva
con polímero de ácido poliláctico, para ensamblar y sujetar los perfiles de la estruc-
tura del sistema utilizando tornillos sin cabeza para llave hexagonal. Mientras que,
para obtener una plataforma experimental compatible con cualquier controlador di-
gital de señales, se han incorporado seis terminales eléctricas en una tapa lateral del
estante inferior de la estructura, como se muestra en la Figura 5.8, mediante conecto-
res hembra de tipo banana para la conexión de las señales analógicas de monitoreo
del estado del sistema y las señales digitales de la ley de control implementada, y su
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respectiva referencia eléctrica. Además, se ha agregado un interruptor a un lado de
estos para activar la fuente de alimentación de los actuadores.

FIGURA 5.8: Conexiones de señales analógicas y digitales para la plata-
forma experimental.

Cabe mencionar que, a diferencia de los sensores de corriente en los devanados,
se ha utilizado una fuente de voltaje independiente como alimentación del trans-
ductor de posición. De tal manera que se evite cualquier interferencia eléctrica en las
señales analógicas de información de los estados, producida por el generador de la
señal del devanado primario, la interferencia electromagnética de los electroimanes
y las componentes de alta frecuencia de las señales del controlador.

5.2.2. Algoritmo de programación de software

El conjunto de ecuaciones que conforman la ley de control del sistema requiere
de operadores matemáticos complejos, como es el caso en la integración de las ecua-
ciones dinámicas, y cuya ejecución digital requiere de una discretización de estos
modelos. No obstante, el subsistema de control puede ser implementado utilizando
la plataforma de desarrollo para sistemas de potencia PSIM, de la compañía Power-
sim, por medio de la herramienta Code Generator. Entonces, se genera un proyecto
con el código en lenguaje C, que permite modificar los registros del microcontrola-
dor, a partir del diagrama esquemático del modelo de las ecuaciones de la ley control.
De esta manera, se habilitan y configuran los puertos de entrada para la conversión
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analógico a digital de las señales de retroalimentación del estado del sistema, así
como los puertos digitales de salida para las señales de control por modulación de
ancho de pulso.

FIGURA 5.9: Diagrama esquemático del algoritmo de programación pa-
ra el controlador digital de señales.

Asimismo, se ha empleado una frecuencia de 10 kHz para el muestreo de la lectu-
ra de los transductores y una frecuencia de 2.3 kHz para las señales de control. Por lo
que respecta a las frecuencias de corte del filtro pasa bajas de las señales analógicas,
se han seleccionado 10 Hz para el sensor de posición y 30 Hz para los sensores de
corriente, basándose en la frecuencia natural de su comportamiento dinámico. Vale
decir que, se han establecido relaciones de carácter lineal para efectuar la conver-
sión del voltaje medido de los transductores a la variable medida correspondiente.
En el Apéndice D se presentan los diagramas esquemáticos y las especificaciones
establecidas en los módulos de configuración, realizados en la plataforma de simu-
lación mencionada, utilizados para implementar el controlador por rechazo activo
de perturbaciones del sistema de levitación magnética del presente trabajo de inves-
tigación. Por otra parte, es importante tomar en cuenta los límites de las variables
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estimadas y las amplitudes de las superficies de deslizamiento, con base en los re-
sultados de simulación obtenidos en el capítulo anterior, de tal forma que se evite la
saturación del controlador y el desbordamiento de las variables estimadas.

5.2.3. Adquisición de datos

La adquisición de información de los procesos internos del sistema se realiza
mediante la interfaz de comunicación serial del controlador digital de señales. Para
ello, se configuran los puertos utilizados como receptor y transmisor mediante el
módulo de configuración de la misma interfaz, en donde se establece una velocidad
de transmisión de 115200 bits por segundo y una frecuencia de muestreo de 200 Hz
para cada señal de dicha comunicación.

FIGURA 5.10: Interfaz DSP Oscilloscope para la adquisición de datos
por comunicación serial.

De hecho, la visualización de la lectura de información se apoya en la herra-
mienta DSP Oscilloscope de la plataforma de simulación mencionada anteriormen-
te, cuya interfaz se muestra en la Figura 5.10, que permite visualizar y modificar las
variables internas del sistema en tiempo real, tal como los valores deseados para las
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salidas diferencialmente planas y una bandera de inicialización. Desde luego, esta
última característica permite ahorrar tiempo en la sintonización de los estimadores
y el controlador.

5.3. Resultados obtenidos

En el presente apartado se reportan los resultados experimentales obtenidos para
el control por rechazo activo de perturbaciones del sistema de suspensión electro-
magnética, de un grado de libertado que se aborda en el presente trabajo de inves-
tigación. A continuación, en la Tabla 5.1 se muestran las ganancias del controlador
por modos deslizantes y de los estimadores de estado extendido, con las cuales se
ha obtenido la mejor respuesta del sistema.

Ganancias de controlador
C1 56
Λ1 2
Λ2 2

Ganancias de observador
ζ 1

ωn 400 rad/s

TABLA 5.1: Ganancias del controlador y observador para la implemen-
tación del sistema en lazo cerrado.

Por lo que respecta a los límites establecidos para el controlador equivalente de
cada electroimán, se utiliza un valor no nulo pero menor a la unidad debido a la
presencia de perturbaciones de alta frecuencia en las señales de los transductores,
por lo que se definen de la siguiente manera

υ1eq =
...
F∗1 + 3C2

1(
.
F1 −

.
F∗1 ) + 2C3

1(F1 − F∗1 ) +
1
2

υ2eq =
1
2

Ahora bien, se realizan pruebas en lazo cerrado del sistema para estabilizar sus
salidas a distintos valores deseados de manera que sea posible un análisis determi-
nante de las características y prestaciones del controlador diseñado. Posteriormente,
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se obtienen resultados para la respuesta del sistema ante perturbaciones sobre el ele-
mento suspendido y el flujo magnético.

5.3.1. Pruebas en lazo cerrado

Se implementa una prueba del sistema en lazo cerrado donde se regula la po-
sición del elemento suspendido y la corriente del actuador inferior a tres estados
constantes. Y, efectivamente, se estabiliza y regula el disco de acero en la posición de
10 mm, de la cual se inician las pruebas que se presentan más adelante. En la Figura
5.11 se muestran los resultados obtenidos concernientes a la posición de la pieza sus-
pendida, en donde se observa que esta tiene un tiempo de establecimiento de poco
mayor a un segundo, realizando un desplazamiento de medio milímetro.

FIGURA 5.11: Regulación de la posición del elemento suspendido.

El sistema de control elaborado presenta una alta sensibilidad ante cambios rá-
pidos, por lo que se ha utilizado el actuador inferior de manera que permita a la
primera salida diferencialmente plana establecerse en un menor tiempo sin que se
induzca inestabilidad en el sistema. Por consiguiente, se aumenta la corriente del
electroimán inferior al mismo tiempo que se le exige al elemento suspendido una
posición más cercana al actuador superior, mientras que la corriente del actuador
superior realiza el esfuerzo de posicionar al elemento suspendido sobre el valor de
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referencia, como se muestra en la Figura 5.12. Por otro lado, en la Figura 5.13 se
muestran los resultados obtenidos para la variable de control de ambos actuadores.

FIGURA 5.12: Corriente de los actuadores del sistema experimental.

Como se ha comentado, la etapa eléctrica del sistema presenta una dinámica con
una frecuencia natural mayor a la del comportamiento mecánico. De ello resulta que
las corrientes de los electroimanes sean similares a las señales de la ley de control.

FIGURA 5.13: Señales de control para los actuadores del sistema expe-
rimental.
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FIGURA 5.14: Variable estimada η para la incertidumbre asociada a la
posición del elemento suspendido.

Asimismo, el comportamiento de las señales de control es determinado por las
variables estimadas para las perturbaciones e incertidumbres asociadas a la primera
y segunda salida plana del sistema, como se muestra en la Figura 5.14 y 5.15, respec-
tivamente. Estas últimas definen la parte continua de los controladores.

FIGURA 5.15: Variable estimada ρ para la incertidumbre asociada a la
corriente del actuador inferior.
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FIGURA 5.16: Error de regulación F̃1 para la posición del elemento sus-
pendido del sistema experimental, x1.

En la Figura 5.16 se presenta el error de regulación de la posición del disco de
acero, en donde es apreciable su convergencia exponencial al origen y, de la misma
manera, en la Figura 5.17 se muestra el error de regulación para la corriente en el
devanado del actuador inferior y su rápida convergencia al origen.

FIGURA 5.17: Error de regulación F̃2 para la corriente del actuador infe-
rior del sistema experimental, x4.
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FIGURA 5.18: Índice de desempeño para la regulación de la primera
salida plana, F1.

El índice de desempeño del controlador u1 para la regulación del elemento sus-
pendido, basado en la integral del error cuadrático, se presenta en la Figura 5.18. Y de
la misma forma, en la Figura 5.19 se expone el índice de desempeño del controlador
u2 para la regulación de la corriente del actuador inferior.

FIGURA 5.19: Índice de desempeño para la regulación de la segunda
salida plana, F2.
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Luego, se realiza una prueba experimental en la que se establece una trayectoria
suave de seguimiento para la posición del elemento suspendido del sistema, y una
referencia fija para la corriente del actuador inferior a fin de ajustar el amortigua-
miento para el desplazamiento del rodamiento lineal. Ciertamente, la trayectoria se
ha diseñado para realizar una transición entre el estado inicial de 10 mm y el esta-
do final de 12 mm, en un tiempo de 40 segundos. En la Figura 5.20 se presentan los
resultados obtenidos para la posición del disco de acero.

FIGURA 5.20: Seguimiento de trayectoria para la posición del elemento
suspendido.

Por otra parte, se utiliza la corriente mínima para el actuador inferior con la cual
se logra el seguimiento de manera eficiente de la pieza suspendida a lo largo de la
trayectoria de seguimiento. Los resultados obtenidos concernientes a las corrientes
que han consumido los actuadores durante la prueba se muestran en la Figura 5.21.
En esta última, es posible apreciar los cambios de la corriente en el devanado del
actuador superior generados para estabilizar y controlar la posición del elemento
suspendido. Del mismo modo, en la Figura 5.22 se exponen las señales de la ley
de control para cada electroimán, en donde se observa que la contribución de los
estimadores en la variable de control total es mayor que la contribución ejercida por
el controlador discontinuo, lo cual coincide con los resultados por solución numérica
que se han obtenido en el capítulo anterior. De hecho, el aumentar las ganancias del
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controlador discontinuo acentúa las oscilaciones del sistema en estado estacionario
lo suficiente para inducir una dinámica inestable en este.

FIGURA 5.21: Corriente de los actuadores del sistema experimental.

Al igual que en el caso anterior, las corrientes que consumen los actuadores du-
rante la prueba de seguimiento de trayectoria tienen un comportamiento similar a
las señales de control.

FIGURA 5.22: Señales de control para los actuadores del sistema expe-
rimental.
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FIGURA 5.23: Variable estimada η para la incertidumbre asociada a la
posición del elemento suspendido.

Adicionalmente, el comportamiento de las señales de control es determinado por
las variables estimadas para las perturbaciones e incertidumbres asociadas a la pri-
mera y segunda salida plana del sistema, como se muestra en la Figura 5.23 y 5.24,
respectivamente. Estas últimas componen la parte continua de los controladores.

FIGURA 5.24: Variable estimada ρ para la incertidumbre asociada a la
corriente del actuador inferior.
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FIGURA 5.25: Error de seguimiento F̃1 para la posición del elemento
suspendido del sistema experimental, x1.

En la Figura 5.25 se presenta el error de seguimiento de la posición del disco de
acero, en donde se aprecia que este siempre es menor a 200 µm en amplitud a lo
largo de toda la trayectoria y, del mismo modo, en la Figura 5.26 se muestra el error
de regulación para la corriente en el devanado del actuador inferior.

FIGURA 5.26: Error de regulación F̃2 para la corriente del actuador infe-
rior del sistema experimental, x4.
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FIGURA 5.27: Índice de desempeño para el seguimiento de la primera
salida plana, F1.

El índice de desempeño del controlador u1 para el seguimiento del elemento sus-
pendido, basado en la integral del error cuadrático, se presenta en la Figura 5.27. Y de
la misma forma, en la Figura 5.28 se exhibe el índice de desempeño del controlador
u2 para la regulación de la corriente del actuador inferior.

FIGURA 5.28: Índice de desempeño para la regulación de la segunda
salida plana, F2.
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5.3.2. Robustez del sistema ante perturbaciones

Seguidamente, se estudia la robustez del controlador implementado mediante
cuatro pruebas experimentales, en cuyas se estabiliza la posición del elemento sus-
pendido a 11.5 mm y la corriente del actuador inferior es regulada a 300 mA, con el
objetivo de amortiguar la alta sensibilidad del sistema ante cambios abruptos en la
ley de control. A continuación, se exponen los resultados obtenidos cuando se acerca
un imán artificial permanente al volumen de trabajo del sistema, de manera que se
perturbe el flujo magnético generado por los electroimanes. De esta manera, en la
Figura 5.29 se presentan los resultados obtenidos del efecto transitorio en la posición
del disco de acero y, efectivamente, esta se restablece a su valor deseado.

FIGURA 5.29: Respuesta de la posición del elemento suspendido bajo
perturbación del flujo magnético.

Las corrientes de los devanados se comportan de acuerdo con la parametrización
diferencial realizada para el diseño del controlador, en donde el actuador superior
controla la posición del elemento suspendido y rechaza activamente las perturba-
ciones e incertidumbres paramétricas del sistema mecánico, como se muestran en
la Figura 5.30. En cambio, la corriente del actuador inferior contribuye en el aco-
plamiento magnético efectuado por los electroimanes y el disco de acero junto con
el cojinete lineal, de modo que infiere en la velocidad de excitación descendente al
contribuir con una fuerza magnetomotriz coercitiva. Por consiguiente, se tiene una



126 Capítulo 5. Plataforma Experimental y Resultados

mayor flexibilidad para sintonizar las ganancias del controlador discontinuo del ac-
tuador superior para obtener una respuesta más rápida del sistema en lazo cerrado.

FIGURA 5.30: Corriente de los actuadores del sistema experimental bajo
perturbación del flujo magnético.

En la Figura 5.31 se muestran los resultados obtenidos para las variables de con-
trol, en donde es apenas distinguible el efecto de la etapa discontinua de la señal.

FIGURA 5.31: Señales de control para actuadores del sistema experi-
mental bajo perturbación del flujo magnético.
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Después, se realiza una prueba experimental en la que se influye directamente
sobre la masa del elemento suspendido y el coeficiente de acoplamiento magnético.

FIGURA 5.32: Respuesta de la posición del elemento suspendido bajo
un cambio en la masa y el coeficiente del acoplamiento magnético.

Para esta prueba, se introduce una pieza de acero plana en el volumen de trabajo
del sistema de manera que se adhiera a un costado del cojinete lineal.

FIGURA 5.33: Corriente de los actuadores del sistema experimental bajo
un cambio en la masa y el coeficiente del acoplamiento magnético.
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La posición del elemento suspendido es perturbada generando un efecto transi-
torio, como se presenta en la Figura 5.32, y se restablece en aproximadamente medio
segundo. De igual manera, el comportamiento de las variables de control define la
dinámica de las corrientes en los electroimanes, como se muestra en la Figura 5.33,
en comparación con los resultado obtenidos para las señales de control que se ex-
ponen en la Figura 5.34. Con certeza, se aprecia la rápida respuesta de la variable
de control del actuador superior, para regresar la posición del elemento suspendido
sobre su valor de referencia.

FIGURA 5.34: Señales de control del sistema experimental bajo un cam-
bio en la masa y el coeficiente del acoplamiento magnético.

En seguida, se repite una prueba similar, pero en esta ocasión se utiliza una pieza
de acero de mayor tamaño. En la Figura 5.35 se muestra la respuesta de la posición
del elemento suspendido, ante el efecto del aumento de la masa y la distorsión del
flujo magnético al modificar el acoplamiento de la fuerza de reluctancia, y presenta
un tiempo de establecimiento de aproximadamente 3 segundos. A diferencia que en
el caso anterior, la posición del disco de acero se desvía en sentido positivo, por lo
que la corriente en el actuador superior es obligada a disminuir, como se demuestra
en la Figura 5.36. Así, de acuerdo con los resultados obtenidos, es posible determi-
nar que la pieza adherida al cojinete lineal, en este caso, aumenta el acoplamiento
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magnético del arreglo mecánico, de modo que la fuerza atractiva del electroimán
superior se intensifica en una proporción mayor al peso agregado por tal elemento.

FIGURA 5.35: Respuesta de la posición del elemento suspendido bajo
un cambio en la masa y el coeficiente del acoplamiento magnético.

Respecto a la respuesta de las señales de control que regulan la corriente en los
devanados de los actuadores, esta se expone en la Figura 5.37.

FIGURA 5.36: Corriente de los actuadores del sistema experimental bajo
un cambio en la masa y el coeficiente del acoplamiento magnético.
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FIGURA 5.37: Señales de control del sistema experimental bajo un cam-
bio en la masa y el coeficiente del acoplamiento magnético.

Para terminar, se lleva a cabo una prueba experimental en la que se introduce una
pieza cilíndrica en el espacio de trabajo del sistema, con la diferencia de que ahora se
evita el contacto entre dicha pieza y el elemento suspendido. Así, en la Figura 5.38
se presenta la respuesta de la posición del disco de acero para esta prueba.

FIGURA 5.38: Respuesta de la posición del elemento suspendido ante
perturbación del flujo magnético.
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FIGURA 5.39: Corriente de los actuadores del sistema experimental ante
perturbación del flujo magnético.

En efecto, la corriente del actuador superior responde al mismo tiempo que la
primera salida del sistema se aleja de su valor de referencia, como se muestra en
la Figura 5.39, de modo que la posición del elemento suspendido se restablece en 2
segundos, aproximadamente.

FIGURA 5.40: Señales de control del sistema experimental ante pertur-
bación del flujo magnético.
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Por su parte, la respuesta de las señales de control para esta prueba se exhiben en
la Figura 5.40. Por tanto, la ley del control diseñada para el actuador superior rechaza
activamente, de manera eficiente, tanto las perturbaciones externas del sistema como
el efecto de incertidumbres paramétricas en el modelado matemático que representa
su comportamiento dinámico.

5.4. Discusión

En las distintas pruebas que se han realizado en la plataforma experimental del
sistema de suspensión electromagnética, se han controlado sus correspondientes sa-
lidas a lo largo de una trayectoria de referencia sobre el espacio de estados, deter-
minando las limitantes físicas del arreglo experimental y los puntos de operación en
los cuales el sistema trabaja de modo óptimo. De esta manera, es posible estudiar las
prestaciones de los actuadores y las características internas del sistema construido,
junto con la ley de control diseñada para el mismo. Es importante tomar en cuenta
que, para su comportamiento dinámico, se ha considerado un modelo matemático
basado en parámetros invariantes, lo cual es una mera aproximación al comporta-
miento real del sistema de levitación magnética. Sin embargo, el controlador dise-
ñado con enfoque al rechazo activo de perturbaciones, basado en un controlador
discontinuo mediante la técnica de modos deslizantes, ha permitido compensar las
incertidumbres en el modelo matemático para estabilizar el sistema a cualquier esta-
do deseado, dentro del volumen de trabajo permisible por sus propiedades físicas.

Desde luego, ciertas características de diseño presentes en el sistema experimen-
tal, que le impiden operar de manera ideal, y la existencia de efectos dinámicos que
no se han considerado matemáticamente en el modelo, generan una estabilidad crí-
tica en el sistema cuando se presentan componentes de alta frecuencia en la variable
de control del actuador superior. Por lo tanto, para alcanzar una mayor frecuencia
natural del sistema en lazo cerrado, y se conserve la estabilidad, se utiliza el flujo
magnético generado por el actuador inferior, a fin de acelerar el proceso de desmag-
netización del elemento suspendido. Así, es factible ajustar el amortiguamiento y
rigidez de la suspensión de este último.
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Conclusiones y Trabajo Futuro

En el presente y último capítulo se establecen las conclusiones generales del tra-
bajo desarrollado referente a la caracterización y control de un sistema de suspensión
electromagnética de un grado de libertad, se mencionan las aportaciones relevantes
realizadas por la misma y se presentan las propuestas de trabajos futuros para con-
tinuar con esta línea de investigación.

6.1. Conclusiones

En este trabajo de tesis se ha diseñado e implementado un sistema de levitación
magnética de un grado de libertad, donde se han utilizado dos electroimanes pa-
ra ejercer fuerzas atractivas de reluctancia en ambas direcciones sobre un disco de
acero. Al mismo tiempo, se ha descrito detalladamente el diseño de los elementos es-
tructurales de la plataforma experimental, así como la etapa de retroalimentación del
sistema y el circuito de amplificación de potencia para los actuadores. Posteriormen-
te, se ha diseñado una ley de control con enfoque al rechazo activo de perturbaciones
basado en modos deslizantes y planitud diferencial para realizar seguimiento de la
posición del elemento suspendido y regulación de la corriente del actuador inferior,
a partir del modelo matemático que se ha obtenido para describir su dinámica. De
la misma manera, se ha caracterizado el comportamiento de los subsistemas imple-
mentados que conforman el arreglo experimental y se ha demostrado su operación
lineal. Igualmente, los parámetros presentes en el modelo matemático que describe
la dinámica del sistema se han obtenido de manera experimental y, en particular, se
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ha estudiado el comportamiento de la fuerza atractiva de cada actuador y el compor-
tamiento de la densidad de flujo generada por estos. De este modo, se han obtenido
resultados satisfactorios para la estabilización, seguimiento y regulación de las sali-
das diferencialmente planas del sistema. Con esto, queda comprobada la validez de
la hipótesis planteada para el presente trabajo de investigación y, evidentemente, se
han alcanzado los objetivos definidos para la misma. No obstante, cabe mencionar
los siguientes aspectos importantes que se han observado en la elaboración, integra-
ción e implementación del sistema propuesto.

Respecto al desempeño del controlador diseñado, este ha presentado robustez
ante perturbaciones externas e incertidumbres paramétricas, en donde el controla-
dor basado en modos deslizantes proporciona una acción correctiva proporcional-
derivativa y la contribución del estimador de estado extendido proporciona una ac-
ción correctiva integral. Además, se ha obtenido que en un controlador por modos
deslizantes basado en planitud diferencial exhibe una señal en la que predominan
las componentes de carácter continuo, por lo que se resuelve naturalmente un pro-
blema común en lo que se refiere a la actividad de alta frecuencia en este tipo de
controladores. Este último criterio se ha ratificado por simulación y experimental-
mente. En específico, cuando la amplitud de la señal discontinua se hace lo suficien-
temente grande, el elemento suspendido oscila indefinidamente y en el peor de los
casos es sujetado por la cara de atracción del actuador superior y, en consecuencia,
la controlabilidad del sistema desaparece. Sin embargo, el esquema de control dise-
ñado presenta un eficiente desempeño para estabilizar el sistema y resulta sencillo
de implementar, en cuyas ecuaciones de control se requiere un menor número de
coeficientes característicos que los utilizados para describir su dinámica.

Por otro lado, se ha utilizado una fuerza magnetomotriz coercitiva generada por
el actuador inferior, para acelerar el proceso de desmagnetización del elemento sus-
pendido y aumentar la velocidad de respuesta del sistema en lazo cerrado. En cam-
bio, el efecto del acoplamiento magnético mutuo de las fuerzas atractivas de los elec-
troimanes tiene una contribución considerable en el sistema cuando el disco de acero
y el cojinete lineal se encuentran a una distancia menor a 400 mum de cualquier cara
de absorción. Por su parte, se ha determinado que la polarización en el devanado
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de los actuadores debe ser tal que los flujos magnéticos que generan sean cancela-
dos con el fin generar fuerzas magnetomotrices en una dirección opuesta sobre el
elemento suspendido. Asimismo, las inevitables pérdidas de potencia por resisten-
cia eléctrica en el conductor de los actuadores no permiten establecer una operación
nominal eficiente del sistema por un tiempo mayor a 15 minutos, debido al incre-
mento de temperatura de los devanados de estos. Por ello, es recomendado realizar
las pruebas del sistema cuando estos se encuentren a una temperatura ambiente.

6.2. Principales aportaciones

Las contribuciones de mayor relevancia realizadas en el desarrollo del presente
trabajo de investigación se basan en la metodología propuesta para el diseño y cons-
trucción de los elementos de una plataforma experimental de un sistema de suspen-
sión electromagnética, tal como el sensor de posición lineal implementado a partir
de un transformador diferencial variable y los sensores de corriente de parte alta
para el consumo de potencia del devanado de los actuadores. Del mismo modo, se
ha presentado el diseño de un controlador basado en modos deslizantes y planitud
diferencial, con enfoque al rechazo activo de perturbaciones, en donde dicha pa-
rametrización ha permitido controlar pasivamente el amortiguamiento del elemento
suspendido mediante la regulación de la fuerza atractiva del actuador inferior. De es-
ta manera, se obtiene que la trayectoria del sistema presenta características híbridas,
debido a que contiene un comportamiento con elementos de naturaleza continua y
discontinua en el espacio de estados, resultando en un sistema de especial interés
en sentido matemático. Por otra parte, se ha demostrado la estabilidad asintótica del
sistema en lazo cerrado mediante el criterio de estabilidad de Lyapunov y el análisis
de estabilidad entrada a estado.

6.3. Trabajos futuros

El sistema de suspensión electromagnética de un grado de libertad diseñado e
implementado puede ser utilizado en trabajos de investigación posteriores y, como
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se ha planteado, se busca impulsar la línea de investigación de control de estructu-
ra variable en sistemas no lineales, tal como el levitador magnético. Desde luego,
existen bastantes mejoras que se pueden efectuar en la plataforma experimental. En
específico, se proponen los siguientes trabajos futuros.

Diseñar e implementar un esquema de control considerando técnicas sensor-
less para la variable de posición.

Ampliar el movimiento del elemento suspendido del sistema a dos grados de
libertad.

Proponer unas salidas diferencialmente planas distintas que permitan imple-
mentar un controlador colaborativo.

Analizar y modelar el comportamiento del efecto de histéresis en los actuado-
res del sistema.

Estudiar el comportamiento de los actuadores del sistema respecto a las varia-
ciones de temperatura de su núcleo ferromagnético.

Modelar y estudiar el acoplamiento magnético mutuo entre los actuadores.
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A.1. Simulación de comportamiento de actuador

FIGURA A.1: Diagrama esquemático para la simulación de comporta-
miento del actuador.
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A.2. Simulación de sistema en lazo cerrado

FIGURA A.2: Diagrama esquemático general para la simulación de com-
portamiento de los estados del sistema en lazo cerrado.
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FIGURA A.3: Diagrama esquemático del modelo dinámico para la si-
mulación de comportamiento del sistema en lazo cerrado.
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FIGURA A.4: Diagrama esquemático del controlador para la simulación
de comportamiento del sistema en lazo cerrado.
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FIGURA A.5: Diagrama esquemático de la trayectoria de seguimiento
para la simulación del sistema en lazo cerrado.
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FIGURA A.6: Diagrama esquemático de los estimadores para la simula-
ción del sistema en lazo cerrado.
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FIGURA A.7: Diagrama esquemático para el cálculo de las ganancias del
estimador para la simulación del sistema en lazo cerrado.
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Apéndice B

Trayectoria de Seguimiento

B.1. Función de referencia

La trayectoria de referencia para la primer salida diferencialmente plana del sis-
tema, referente a la posición del elemento suspendido, es una función definida por
partes de la siguiente manera

F∗1 (t) =


F∗ini para t ≤ tini

F∗ini + (F∗f in − F∗ini)PB(t, tini, t f in) para tini < t < t f in

F∗f in para t ≥ t f in

(B.1)

donde F∗ini y F∗f in son los valores deseados inicial y final, respectivamente, entre la
transición de la curva de seguimiento para la posición del disco de acero. Y la fun-
ción suave PB(t, tini, t f in) es un polinomio Bezier de décimo orden, utilizado en [47],
definido por la siguiente expresión

PB(t, tini, t f in) = 252(
t− tini

t f in − tini
)5 − 1050(

t− tini

t f in − tini
)6 + 1800(

t− tini

t f in − tini
)7

− 1575(
t− tini

t f in − tini
)8 + 700(

t− tini

t f in − tini
)9 − 126(

t− tini

t f in − tini
)10 (B.2)

Por otra parte, la superficie de deslizamiento diseñada para el seguimiento de
la primera salida plana y su correspondiente controlador equivalente requieren de
hasta la tercer derivada temporal de la trayectoria de referencia. A continuación, se
presentan tales funciones.
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B.2. Derivadas temporales

En la función de referencia el único termino dependiente del tiempo es el polino-
mio Bezier, por lo que es necesario conocer solo la variación temporal de este. Así, la
primera derivada respecto del tiempo de dicho polinomio se encuentra descrito por
la siguiente expresión

.
PB(t, tini, t f in) =

1
t f in − tini

[1260(
t− tini

t f in − tini
)4 − 6300(

t− tini

t f in − tini
)5

+ 12600(
t− tini

t f in − tini
)6 − 12600(

t− tini

t f in − tini
)7

+ 6300(
t− tini

t f in − tini
)8 − 1260(

t− tini

t f in − tini
)9] (B.3)

la segunda derivada temporal es

..
PB(t, tini, t f in) =

1
(t f in − tini)2 [5040(

t− tini

t f in − tini
)3 − 31500(

t− tini

t f in − tini
)4

+ 75600(
t− tini

t f in − tini
)5 − 88200(

t− tini

t f in − tini
)6

+ 50400(
t− tini

t f in − tini
)7 − 11340(

t− tini

t f in − tini
)8] (B.4)

y la tercera derivada respecto del tiempo está dada por

...
PB(t, tini, t f in) =

1
(t f in − tini)3 [15120(

t− tini

t f in − tini
)2 − 126000(

t− tini

t f in − tini
)3

+ 378000(
t− tini

t f in − tini
)4 − 529200(

t− tini

t f in − tini
)5

+ 352800(
t− tini

t f in − tini
)6 − 90720(

t− tini

t f in − tini
)7] (B.5)
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C.1. Circuito de acondicionamiento de señal de sensor

de posición

FIGURA C.1: Diagrama del circuito impreso del acondicionamiento de
las señales del sensor de posición.
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C.2. Circuito de sensor de corriente y amplificador de

potencia

FIGURA C.2: Diagrama del circuito impreso del sensor de corriente y
amplificador de potencia para los actuadores.
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FIGURA D.1: Diagrama esquemático del controlador para la implemen-
tación del sistema en lazo cerrado.
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FIGURA D.2: Diagrama esquemático de los estimadores para la imple-
mentación del sistema en lazo cerrado.
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FIGURA D.3: Diagrama esquemático de la trayectoria de seguimiento
para la implementación del sistema en lazo cerrado.
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FIGURA D.4: Configuración del bloque del reloj interno del procesador
digital de señales.

FIGURA D.5: Configuración del bloque de comunicación serial del pro-
cesador digital de señales.
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