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Formalizacion de la teoria dinamica discreta y el
algebra lineal que surgen en la teoria economica

Maria Monserrat Zapata Gordillo

Diciembre de 2019






Introduccion

La Economia es una ciencia que estudia las leyes de produccién, distribucion, inter-
cambio y consumo de bienes y servicios. Uno de sus principales objetivos es describir las
acciones de los individuos que estan involucrados en dichas actividades [37]. Para lograrlo,
ha sido necesaria la incorporacion, entre otras areas de conocimiento, de la Matematica
a la Economia, a través de modelos matematicos que expliquen los fenémenos sociales
y formalicen la ciencia econémica [29]. Lo anterior es una consecuencia del “progreso
cientifico-técnico y de la mayor complejidad que alcanzan los nexos econdmicos” |5l pag.
159].

Sin embargo, la utilizacién de los modelos matematicos en la Economia, y en general de
herramientas matemaéticas, ha generado un debate en la forma de como se usan, dividiendo
las opiniones de los economistas, y limitando a los interesados en obtener el maximo
potencial de la Matemaética en problemas econdmicos [24]. Més atin, esta problematica se
ve reflejada, en menor o mayor grado, en las exposiciones de autores tanto de libros como
de articulos de investigacion especializados, donde con frecuencia se detecta una ausencia
de formalidad y detalles en la aplicaciéon de la herramienta matematica, dificultando al
lector identificar el proceso de su desarrollo en los temas de la Economia.

Lo anteriormente expuesto, nos ha motivado a plantear el presente trabajo de tesis
como una aportaciéon a la solucion de la problematica que hemos mencionado, aunque
nos queda claro que es bastante compleja y amplia de atender. Creemos conveniente
poner al alcance de los interesados en la aplicacion de la Matematica en la Economia, un
escrito pormenorizado en donde se muestre el potencial matematico, sin perder de vista la
teoria econdmica. Especificamente, nos enfocamos en revisar y detallar, tanto en su parte
matemadatica como econdémica, algunas aplicaciones del modelo de Markov, el modelo de
Leontief, el modelo de oferta y demanda y el modelo keynesiano.

Respecto a estos modelos, brevemente mencionamos que en particular el modelo de
Markov es estocéstico, dado que esta enfocado a resolver problemas que involucran cam-
bios de estado a corto y largo plazo, empleando algunos hechos del algebra lineal. De igual
forma, el modelo de Leontief utiliza herramientas de esta rama de la matematica para su



formulacion. Cabe senalar que este modelo es estético, pues estudia el comportamiento de
los entes econémicos en un instante, o bien considera que los cambios son tan rapidos que
no es relevante el estudio de lo que pasa en cada periodo sino el comportamiento final [21].
A su vez, el modelo de oferta y demanda y el modelo keynesiano se denominan mode-
los dinamicos, porque explican el comportamiento de sus respectivas variables a través
del tiempo, y utilizan en su planteamiento algunas nociones de los sistemas dindmicos
discretos [35].

Para la eleccion del estudio de los modelos que hemos mencionado nos basamos en
la relevancia de sus aplicaciones y que son pieza fundamental de modelos econémicos
mas complejos. Es preciso decir que una buena parte del desarrollo tedrico de los temas
propuestos los tomaremos de los trabajos de Friedberg [9], Miller [21], Schuschny [33] y
Shone [34}35].

La presente investigacion se encuentra dividida en 4 capitulos. En el Capitulo (1] se
revisan conceptos preliminares del area de las matematicas que se requieren. En el Capitulo
se describe el modelo de Markov, el cual emplea nociones del algebra lineal, en especifico
se detalla la aplicacion de la diagonalizacién de matrices, valores y vectores propios en
la existencia del limite de una sucesion de potencias de una matriz. En el Capitulo |3| se
analiza el modelo de Leontief, en el cual se detallan las nociones del algebra lineal que
se emplean en la aplicacién del modelo. En el Capitulo [4] se detalla la parte matemética
de los modelos de oferta y demanda y keynesiano que utilizan la teoria de los sistemas
dindmicos discretos. Cabe destacar que cada uno de los modelos esta ejemplificado en
los apartados de cada uno de los capitulos correspondientes, con la finalidad de ilustrar
los conceptos matematicos. Finalmente se encuentran las conclusiones y la bibliografia.
Conviene subrayar que, a lo largo de este trabajo, se utiliza <) como simbolo para denotar
que se finaliza un ejemplo.




Capitulo 1

Nociones basicas de Matematicas y Economia

En este capitulo se revisan conceptos preliminares del area de las matematicas y del
area econdémica que se requieren para el desarrollo del presente trabajo. Por la naturaleza
de los modelos econémicos que se detallan en la presente tesis se dividio el capitulo en
tres secciones.

En la Seccion describimos algunas nociones del algebra lineal utilizadas en los
modelos de Markov y de Leontief. En la Seccién[1.2] detallamos los preliminares requeridos
para el desarrollo de la teoria de sistemas dinamicos discretos que se aplican en los modelos
de oferta y demanda y keynesiano. Por tltimo, en la Seccion enunciamos algunos
conceptos tutiles de la teoria econémica que se emplean en los modelos propuestos.

Durante el desarrollo del presente trabajo, como es usual, con N, R y Z, denotamos
el conjunto de los niimeros naturales, el conjunto de los nimeros reales y el conjunto
de los nimeros enteros no negativos, respectivamente. Mas ain, R" denota el producto
cartesiano de R consigo mismo n veces, para cualquier n € N.

Seccion 1.1

Matrices y sistemas de ecuaciones lineales

Recordemos uno de los objetos de estudio de este escrito, a saber, el concepto de
matriz. Consideremos m,n € N fijos. Una matriz de tamano m X n con componentes o
entradas en el conjunto R de nimeros reales es un arreglo rectangular (o simplemente
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matriz real) de la forma:

A A A ... A
Agy Ay Az ... Ay,
: : : - : ’
Aml Am2 Am3 s Amn
donde cada componente A;; es un nimero real, para cada i € {1,2,...,m} y j €
{1,2,...,n}. Comtinmente, las matrices se denotan con letras maytsculas, por ejemplo

A, B, C, etcétera. Aunque también es posible considerar matrices con componentes a;;
en nimeros complejos, en el presente trabajo, sélo usamos matrices reales.

Una matriz de m xn en la cual m = n, se denomina matriz cuadrada de tamano n x n.
Esto es, un arreglo de la forma:

All A12 o .. Aln
A Ap . Agy
Anl An? s Ann
Las entradas Aqq, Asa, ..., A,, de una matriz cuadrada conforman lo que se conoce como

diagonal principal.

Una matriz de tamafio m x 1 se le conoce como vector columna (vea Figura[l.1.1}(a)),
y una matriz de tamafio 1 x n se llama vector rengldn (vea Figura[1.1.1}(b)). Los vectores
los denotamos con las letras p, q, u, v, etcétera; es preciso senalar que a las componentes
de los vectores se les suele denominar como coordenadas. Si p es un vector de tamano
m % 1 escribimos p € R™. De manera anéloga, si p es un vector de tamano 1 X n escribimos
p € R™, sin hacer distincion explicita si es un vector rengléon o vector columna.

an
as1
(an a2 ... aln)
am1
(a) Vector columna de m x 1 (b) Vector renglén de 1 xn

Figura 1.1.1: VECTORES.

Sean A una matriz de tamano m xn y B una matriz de tamano pxq. Se dice que A = B
si se cumple que m = p, n = ¢ y para cada i € {1,2,...,m} y cada j € {1,2,...,n},
A;j = B;j. Es decir, dos matrices A y B son iguales si son del mismo tamano y coinciden
componente a componente.
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Dados m,n € N fijos, denotamos por M,,«,(R) el conjunto de todas las matrices reales
de tamano m X n.

Algunos tipos especiales de matrices. Una matriz de tamano n x n tal que todas sus
componentes son cero se denomina matriz nula y la denotamos por O, vea Figura|l.1.2
(a). De igual forma, un vector cuyas coordenadas son todas cero se denomina vector nulo
y se denota por 0. A su vez, la matriz identidad de tamano n x n, que denotamos por I,
se define, para cada ¢,7 € {1,2,...,n}, como (I,,);; = 1,sii=jy (I,);; =0,sii # j (vea
Figura [1.1.2}(b)). Cuando no existe confusién simplemente denotamos por I la matriz
identidad de cualquier tamano. Una matriz D de tamano n X n, se llama matriz diagonal
si, para cada 7,5 € {1,2,...,n}, D;; = 0, si i # j (vea Figura M(C)) Una matriz
diagonal también la denotamos por D = diag(D11, Das, ..., Dpy).

00 ... 0 10 ... 0 Dy 0 ... 0
00 ... 0 01 ... 0 0 Dy ... 0
O=1. . . . I=1{(. . . . D={ . o :
00 ... 0 00 ... 1 0 0 ... Dy,
(a) Matriz nula (b) Matriz identidad (¢) Matriz diagonal

Figura 1.1.2: ALGUNOS TIPOS DE MATRICES DE TAMANO 7. X 7.

Sea A € My,xn(R). Se define la transpuesta de A como la matriz A* de tamafio n x m,
tal que para cada i € {1,2,...,m} y j € {1,2,...,n}, (4");; = Aj.

Requerimos otras propiedades de las matrices, necesarias para el desarrollo de la tesis.
Primero, veamos el concepto de producto de matrices.

Definicién 1.1.1. Sean A, B € M, y,(R). El producto de A por B es la matriz AB €
M, «»(R). La componente (AB);; de AB es la sumatoria del producto del reglén ¢ de Ay

la columna j de B, es decir, (AB);; = Z A;;Bj;, para cada i € {1,2,...,n}.
j=1

Es importante notar que el producto de matrices inicamente es posible si el nimero
de renglones de la matriz A es igual al nimero de columnas de B. De hecho, algunas
propiedades de esta operacién son las siguientes [2, pag. 50]:

Proposicién 1.1.2. Sean A, B,C € M,,(R). Se cumple lo siguiente:
(a) AT =A=1TA.
(b) (AB)' = B'A".
(¢c) A(BC) = (AB)C.




En la Proposicién , la parte (a) nos dice que si multiplicamos una matriz A por
la matriz identidad obtenemos la misma matriz A; la parte (b) indica que la transpuesta
del producto de dos matrices AB es el producto de la transpuesta de B por la trans-
puesta de A; y la parte (c) indica que el producto de matrices es asociativo, con lo cual
podemos multiplicar cualquier cantidad finita de matrices, en este caso, cuadradas del
mismo tamano. Esto es, dado k € N y las matrices Ay, Ag, ..., Ax € M,x,(R), se tiene
que Ay Ay - Ay = A (As(- - Apo(Ar—1Ar))).

Un caso particular del producto de m matrices cuadradas es cuando la matriz se
multiplica por si misma. El producto AAA--- A, lo denotamos por A™, y se denomina

—_—

m-veces

potencia m-ésima, o simplemente potencia m, de la matriz A. La transpuesta de una
potencia de una matriz cuadrada se comporta como sigue.

Observacién 1.1.3. Sea A € M, (R). Para cada m € N, (A™)" = (A")™.

Las potencias de una matriz diagonal son particularmente sencillas de calcular. De
hecho, s6lo debemos calcular la potencia m de cada componente en su diagonal principal.
Esto lo establecemos en el siguiente resultado cuya demostracion se sigue de la Definicion

LII

Proposicién 1.1.4. Sea D = diag(D,,,D,,,...,D,, ) € M,x,(R) una matriz diagonal.

Para cualquier m € N, se tiene que D™ = diag(D”", D", ..., D™ ) es una matriz diagonal.

Esquematizamos la Proposicién [1.1.4] como sigue:

D, 0 ... 0
0O D, ... O
Si D =diag(D,,,D,,,...,D, ) = ) o . ,
0 o ... D,
D0 ... 0
o D» ... 0
entonces DDD-.--D=D" = ) )
%/ : : . :
0 o ... D"

Una nociéon muy importante dentro de la teoria de matrices es la de matriz invertible.
Sea A € M, (R). Si existe B € M,,x,(R) tal que AB = BA = I,,, entonces se dice que A
es tnvertible. Se puede demostrar que si A es invertible, entonces la matriz B que cumple
AB = BA = I, es tnica [2, pdg. 55]. B se conoce como la inversa de A denotandose
como B = A~ |12, pag. 103]. La siguiente proposicién es una consecuencia directa de lo
explicado anteriormente.

Proposicién 1.1.5. Sea A € M,,»,,(R). Si A es invertible, entonces la inversa de A, A™1,
también es invertible. De hecho, (A71)~! = A.
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Para los fines de nuestro trabajo requerimos el siguiente concepto. Dadas A, B €
M, «n(R), se dice que A es semejante o equivalente a B si existe una matriz invertible
C € Muxn(R) tal que B = C~1AC. La relacién “semejante a” de matrices satisface la
propiedad de simetria, como lo vemos a continuacion.

Proposicién 1.1.6. Sean A, B € M,,(R). Si A es semejante a B, entonces B es seme-
jante a A.

Demostracion. Supongamos que A es semejante a B. Asi, existe una matriz invertible,
digamos Q, tal que B = Q 'AQ. Multiplicando a ambos lados por @ obtenemos que
QB = Q(Q1AQ). Asi, en vista de la Proposicién tenemos que QB = AQ). Ahora,
multiplicando por Q! a ambos lados y nuevamente aplicando la Proposicién [1.1.2] con-
cluimos que A = QBQ™!. Definiendo C' = Q~', vemos, por la Proposicién [1.1.5] que C
es invertible. Ademés, A = C~1BC. Por lo tanto, B es semejante a A. ]

En vista de la Proposicion [1.1.6] decir que A es semejante a B es equivalente a decir
que A y B son semejantes.

Proposicién 1.1.7. Sean A, B,C € M, ,(R) tales que C es invertible y A = C~'BC.
Para cada m € N, se cumple que A™ = C~'B™C.

Demostracion. Sea m € N cualquiera. Puesto que A = C~'BC, elevando a la m potencia
ambos lados de esta igualdad, obtenemos que A™ = (C~'BC)™. Esto es:

A™ = (C7'BC)(CBC) --- (C'BC).

Se sigue de la parte (c) de la Proposicién que:
A™ =Cc'B(coehB(CCHB---(CCHBC.
Asi, por la parte (a) de la Proposicién [1.1.2) concluimos que A™ = C~!B™C. O

El siguiente resultado, donde se se verifica que se cumple que A™ = C~'B™C, es
consecuencia de la Proposicion [1.1.7]

Corolario 1.1.8. Sean A, B € M,..,(R). Si Ay B son semejantes, entonces para cualquier
m € N se tiene que A™ y B™ son semejantes.

Con la herramienta del algebra lineal que hemos expuesto, estamos preparados para
abordar la nocion de diagonalizacién, concepto ttil para el desarrollo de muchas aplicacio-
nes. Comenzamos recordando que si A € M,,.,(R), el nimero real A es un valor propio de
A si existe un vector no nulo v € R” tal que Av = M. El vector v se llama vector propio de
A correspondiente al valor propio A. Por otro lado, un conjunto de vectores {v1,vo, ..., v,}
en R™ es linealmente independiente si la igualdad (0,0, ...,0) = avy + agvs + - - - + a,v,
ocurre unicamente cuando a; = ag = --- = a, = 0.




Definicién 1.1.9. Sea A € M, «,(R). Se dice que A es diagonalizable si existe una matriz
diagonal D € M, ,(R) tal que A es semejante a D.

Notemos que la Definicién dice que A es diagonalizable si y sélo si existe una
matriz diagonal D y una matriz invertible Q tales que D = Q 'AQ. Equivalentemente,
A =QDQ™!. Por otro lado, otra manera equivalente al concepto de matriz diagonalizable
la encontramos en el siguiente teorema, cuya demostraciéon puede ser consultada en [12,
péag. 580].

Teorema 1.1.10. Sea A € M,+,(R), A es diagonalizable si y sélo si tiene n vectores
propios linealmente independientes. De hecho, si existe la matriz diagonal D semejante
a A, entonces D es tal que D = diag (A, A,,...,A), donde A, \,,..., A, son los valores
propios de A.

Terminamos esta seccion recordando algunos aspectos de los sistemas de ecuaciones
lineales, herramienta indispensable para comprender uno de los temas abordados en esta
tesis.

Un sistema de ecuaciones lineales de tamano m X n es un conjunto de m ecuaciones
lineales con n variables. Esto es, un arreglo de la forma:

Anzry + Az + -+ Apz, = b
A2'1$1 + A2?$2 + -+ A27.1In = b.2 (1.1.1)
Am‘1$1 + Am'Q-r2 + - + Am:n,xn = b;n
Sean:
L1 A A - A b1
., At Aua -+ A b

donde A es la matriz de coeficientes del sistema y z el vector de incégnitas. El
sistema se escribe como Az = b y se dice que esta dado en su forma matricial. Si
b = o, se dice que el sistema es un sistema de ecuaciones homogéneo. Si b # o, se dice que
el sistema es un sistema de ecuaciones no homogéneo.

S1

s
Una solucién del sistema (|1.1.1)) es un vector s = '2 tal que As = b |2, pag. 20].

Sm
Especificamos que no todos los sistemas de ecuaciones lineales tienen solucién. Los

sistemas de ecuaciones que no tienen solucién se les denomina inconsistentes. En el caso
de que tengan una o infinitas soluciones se les conoce como consistentes.
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Ahora bien, el siguiente resultado es basico y muy importante dentro del algebra lineal.
Su demostracién puede consultarse en [12, pag. 114]

Teorema 1.1.11. Sea A € M,,,(R). Son equivalentes:
(1) A es invertible.
(2) La tnica solucién del sistema homogéneo Ax = o es la solucién trivial z = o.

(3) El sistema Az = d tiene una tnica solucién para cualquier vector d € R™, la cual
estd dada por z = A~1d.

Seccién 1.2

Calculo diferencial

Antes de abordar nociones propias del célculo, necesitamos los siguientes conceptos de
la topologia, el lector interesado en este tema puede consultar [16].

La distancia entre dos puntos pertenecientes a un conjunto se define de la siguiente
manera.

Definicién 1.2.1. Sea X un conjunto no vacio. Una métrica en X es una funciéon denotada
por d, la cual posee las siguientes propiedades:

(a) Para cualesquiera x,y € X se cumple que d(z,y) > 0.

(b) Sean x,y € X. La métrica d(x,y) = 0 si y sélo si x = y.

(c) Para cualesquiera z,y € X se cumple que d(x,y) = d(y, x).

(d) Para cualesquiera z,y,z € X se cumple que d(z,y) < d(z, z) + d(y, 2).

Asi, dado el conjunto X y la métrica d definida sobre X, al par (X, d) se le denomina
espacio métrico |16, pag. 16]. De manera intuitiva, un espacio métrico se entiende como
un conjunto en el cual es posible medir las distancias entre cualesquiera dos de sus puntos.
Definiremos ahora un subconjunto de X en términos de su métrica d.

Definicién 1.2.2. Sean (X,d) un espacio métrico, a € X y § > 0. Se denomina bola
abierta de centro en a y radio 0 al conjunto que se define y se denota como:

B(a,0) ={x € X : d(z,a) < 0}.
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Un ejemplo particular de un espacio métrico es el conjunto de los niimeros reales
(R), donde la métrica correspondiente es la diferencia entre dos puntos en valor absoluto.
En este caso, se entiende como una bola abierta al intervalo abierto compuesto por el
conjunto de nimeros que se encuentran entre el centro zy y un radio . Matematicamente
se representa como B(xg,0) = {y € X : |zg —y| < 0}, donde zp € X y 6 > 0 [16].

Por otro lado, del area de calculo diferencial recordemos que, si se tiene dos conjuntos
X y Y, una funcion f de X en Y es una correspondencia que asocia a cada elemento de
X con un unico elemento de Y, a la cual se le denota como f : X — Y. En este sentido,
a X se le conoce como dominio y a 'Y como contradominio de f.

Definiciéon 1.2.3. Sean X,Y conjuntos y f : X — Y una funcién. Dados A un sub-
conjunto de X y B un subconjunto de Y. Se denota y se define la imagen de A bajo f
como:

flA)={yeY :y= f(x), para algin z € A}.

La preimagen de B bajo f como:
f'(B)={r € X : f(x) € B, para algin z € A}.

La funcion identidad, de un conjunto cualquiera X, es un ejemplo de una funcion.
Se le denota como I, : X — X y define por I, (z) = z, para cada x € X. La siguiente
definicion relaciona dos funciones.

Definicién 1.2.4. Sean X, Y y Z conjuntosy f: X =Y yg:Y — Z funciones. La
funcién h : X — Z es la composicion de f sequida de g si h(x) = g(f(x)), para toda
x € X. En tal caso h se denota como go f.

La asociacion de la composicion de funciones es una de las propiedades que son rele-
vantes para nuestro estudio. Notemos que, si f1: X7 — Xo, fo: Xo =2 X3y f3: X5 — X4
son funciones, entonces f3 o (fy o f1) = (f3 0 f2) o fi. Teniendo en cuenta lo anterior y
partiendo de las Definiciones y [1.2.4] tenemos la siguiente observacion.

Observacién 1.2.5. Sean X un conjunto, f : X — X una funcién y n € N. Denotaremos
como f" la composicién de f consigo misma n veces. Ademds, si A C X, entonces la
imagen de A bajo f™ lo denotaremos por f"(A).

No sélo nos interesa revisar la composicion de las funciones, sino también algunas
caracteristicas especificas de éstas. Para lograrlo necesitamos lo siguiente.

Definicién 1.2.6. Sean A un conjunto no vacio tal que AC Ry f: A — R una funcion.

(a) La funcién f es creciente en A, si para cualesquiera x1,x9 € A se tiene que si
r1 < Ty, entonces f(z1) < f(xq).
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(b) La funcién f es decreciente en A, si para cualesquiera xy,z5 € A se tiene que si
x1 < T, entonces f(x1) > f(xq).

Veamos ahora la siguiente definicion, la cual hace referencia al tipo de concavidad que
se puede presentar en una funcion.

Definicién 1.2.7. Sean [ un intervalo en Ry f: I — R una funcién.

(a) La funcién f es convezra en I, si para toda a,b € I tal que a < b, se cumple que
para toda x € (a,b):

f@) = f(a) _ f(b) — f(a)
T —a b—a

La grafica de una funcién convexa es como la que se observa en la Figura (a).

(b) La funcién f es concava en I, si para toda a,b € I tal que a < b, se cumple que
para toda = € (a,b):

F0) ~ f(0) _ @)~ o)
b—a r—a

La grafica de una funcién céncava es como la que se observa en la Figura [L.2.1}(b).

(a) Gréfica de una funcién convexa. (b) Grafica de una funcién céncava.

Figura 1.2.1: GRAFICAS DE UNA FUNCION CONVEXA Y CONCAVA

Para visualizar mejor la Definicién [1.2.7], ejemplificamos cada concepto como sigue.

Ejemplo 1.2.8. (a) Sean I = (—5,5) y la funcién f: I — R definida como f(x) = z2.
Si tomamos a = —4 y b = 4, se cumple que a < b. Asi, al tomar un x € (—4,4), por

ejemplo x = 1 se cumple lo siguiente:
J)—f(=4) f4)—f(=4) J(4)—f(1)
i g S 7 B

1-16 16—16 16—1
5 < 8 <

3
-3 < 0 <5

Asi, no es dificil de verificar que la funcién es convexa, y su grafica se presenta en

la Figura [1.2.2}(a).
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(b) Sean I = (—5,5) y la funcién f : I — R definida como f(z) = —z?. Si tomamos
a=—4yb=4,secumple que a < b. Asi, al tomar un = € (—4,4), por ejemplo
x = 1 se cumple lo siguiente:

f4)—f(=4) fA)—f(=4)
1—(—4) < 1

—16—(—16)

3 <

0 < 3

No es dificil generalizar esta idea y verificar que la funcién es concava. Su grafica se
muestra en la Figura[1.2.2}(b).

(a.f(a)) 16 (b.f(b)) ( i( )
X, £(x:

(x.f(x))

(a.fa) (b,f(b))

(a) Gréfica de la funcién f(z) = 2. (b) Gréfica de la funcién f(z) = —a22.

Figura 1.2.2: GRAFICAS DE LAS FUNCIONES DADAS POR f(z) =22 v f(x) = —2?.

Mas atn, las funciones particulares que son de nuestro interés son las funciones con-
tinuas. Estas funciones se pueden definir de la siguiente manera.

Definicién 1.2.9. Sean A un conjunto no vacio tal que A C R,a e Ay f: A—- R
una funcién. La funcién f es continua en el punto a si lim f(z) = f(a). La funcién f es

Tr—a
continua en A si es continua en cada punto de A.

Considerando lo anterior, se puede caracterizar a una funcién continua como se muestra
a continuacién.

Observacién 1.2.10. Sean A un conjunto no vacio tal que ACR,ac Ay f: A—=R
una funcién. La funcién f es continua en el punto a si para cada ¢ > 0, existe un 6 > 0
tal que six € Ay |xr —a| <0, entonces |f(z) — f(a)| <e.

Tomemos en cuenta el siguiente resultado puesto que nos interesa la continuidad de
una funcién en valor absoluto.
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Teorema 1.2.11. Sean A un conjunto no vacio tal que AC R, a € Ay f: A— R una
funcién. Si f es continua en a, entonces |f| es continua en a.

Demostracion. Supongamos que f es continua en a. Veamos que si |z — a| < 6, entonces
|f(z)| = |f(a)|| < e Seae > 0. Como f es continua, en vista de la Observacion [1.2.10]
existe un d > 0 tal que si |x — a| < 0, entonces |f(x) — f(a)| < e. Veamos que ||f(z)| —
|f(a)|]| < e. Tomando en cuenta que, para cualquier z,y € R se cumple que ||z| — |y|| <
|z —y| (vea [36, pag. 20]), se sigue que ||f(z)| —|f(a)|]| < |f(x) — f(a)|. De lo anterior, se

tiene que [[f(z)] — [f(a)|| < [f(z) — f(a)| <€ por consiguiente ||f(z)| —|f(a)l| <e. Por
lo tanto, |f| es una funcién continua. O

Sea A un subconjunto no vacio de R. Se define el derivado de A como sigue.
Definicién 1.2.12. Sean A un conjunto no vacio tal que A C Ry x € R.

(a) Se dice que x es un punto de acumulacién de A si para todo € > 0 existe un punto
a€ Atalque 0 < |z —a| <e.

(b) Al conjunto de todos los puntos de acumulacién de A se le llama derivado de A 'y
se denota por A’

Un concepto importante que necesitamos incluir es el de derivada de una funcién, el
cual definimos a continuacion.

Definicién 1.2.13. Sean A un conjunto no vacio tal que ACR,a € Atalqueae A’y
f: A — R una funcién. La funcién f es derivable en a si existe:

I~ ()

T—ra Tr — Qa
A este limite se le denota por f’(a) y se le conoce como la derivada de f en a.
Observacién 1.2.14. Notemos que, partiendo de la Definicion [1.2.13] se define recursi-

vamente la n-ésima derivada de f en a de la siguiente manera:
Sabemos que

f/(a) - 91352 T —a )
entonces:
@ = !/ ©-S@
" f”(l‘) - f//(a)
f (a) - 31131{}(11 T —a )
[ (@) = [ D(a)
(n) —
f(a) = lim - :

para toda n € N.
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En vista de que conocemos ahora la derivada de una funcién, veamos el siguiente
resultado, el cual indica que la pendiente de la recta secante que pasa por los puntos (a, b)
y (f(a), f(b)), coinciden con la pendiente de la recta tangente a la gréfica de la funcién
en algin punto del intervalo. La demostracién se puede consultar en [36, pag. 266].

Teorema 1.2.15 (Teorema del valor medio). Sean a,b € R tales quea <by f: I —- R
una funcién continua, donde I es el intervalo cerrado [a,b]. Si f es derivable en (a,b),
entonces existe ¢ € (a, b) tal que:

£0) = f(a)

o=

Consideremos la siguiente proposicion, ya que es relevante en el desarrollo del presente
trabajo.

Proposiciéon 1.2.16. Sean A un conjunto no vacio tal que A C R, a € A, un niimero no

negativo ¢y f: A — R una funcién. Si lim f(x) < ¢, entonces existe un 6 > 0 tal que si
T—a

r€ Ay |r—al <J,se cumple que f(x) < c.
De manera similar, se tiene el siguiente resultado.

Proposiciéon 1.2.17. Sean A un conjunto no vacio tal que A C R, a € A, un nimero no

negativo ¢y f : A — R una funcién. Si ¢ < lim f(x), entonces existe un § > 0 tal que, si
Tr—a

r €Ay |r—al <J,se cumple que ¢ < f(x).

La siguiente proposicién hace referencia a la funcién |f| y serd de mucha utilidad mas
adelante.

Proposicién 1.2.18. Sean A un conjunto no vacio tal que A CR,ae Ay f: A—>R
una funcién. Si L € R tal que lim f(z) = L, entonces lim|f(z)| = |lim f(x)| = |L|.
r—a r—a r—a

Hasta ahora, hemos revisado el concepto de la primera derivada de una funcién. En
relacién a ésta, el criterio de la primera derivada permite determinar el comportamiento
de la funcién en intervalos especificos tal como lo muestra el siguiente resultado, cuya
demostracién se puede consultar en [36, pag. 269].

Teorema 1.2.19. Sean a,b € R tales que a < by f: I — R una funcién continua, donde
I es el intervalo cerrado [a,b] y f derivable en (a,b).

(a) Si0 < f'(x), para cada = € (a,b), entonces f es una funcién creciente en (a, b).
(b) Si f'(z) <0, para cada x € (a,b), entonces f es una funcién decreciente en (a,b).

También recordemos el siguiente lema (vea [36, pdg. 307]).
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Lema 1.2.20. Sean a,b € R tales que a < by f: I — R una funcién continua, donde [
es el intervalo cerrado [a,b] y f derivable en (a,b).

(a) Si f’ es creciente y f(a) = f(b), entonces f(z) < f(a) = f(b) para toda = € (a,b).

(b) Si f” es decreciente y f(a) = f(b), entonces f(z) > f(a) = f(b).

Mas aun, si tomamos en cuenta el Teorema |1.2.19| podemos determinar si una funcién
es concava o convexa. El siguiente resultado nos garantiza dichas propiedades.

Teorema 1.2.21. Sean un intervalo I CR y f: I — R una funciéon derivable en 1.
(a) f’ es creciente sobre [ siy sélo si f es convexa en .
(b) f’ es decreciente sobre I siy sélo si f es concava en .

Demostracion.
(a) Supongamos que f’ es creciente, veamos que f es convexa en I. Sean a,b € [ tales
que a < b. Tomamos = € (a,b) y definimos la funcién g como sigue:

Observemos que g(a) = f(a) = g(b). Luego, derivando la funcién g tenemos lo siguiente:

g = ) - 1O =T

Es facil notar que ¢’ es creciente al serlo f’. Asi, por el Lema |1.2.20 sabemos que si a < b
v g(a) = g(b), entonces g(z) < g(a) = g(b), para toda = € (a,b), esto es:

f(b) - f(a)

fla) = 52—

(z —a) < f(a).

Luego, tenemos que:

flz) = fla) _ f(b) — f(a)
r—a b—a
Por lo tanto, en vista de la Definicién [1.2.7 f es convexa.

Por el otro lado, suponiendo que f es convexa, veamos que f’ es creciente. Sean a,b € [

tales que a < by tomamos a = € (a,b). Puesto que f es convexa, se sigue de la Definicién

[1.2.7 que:
' F) ~ fa) _ F0) ~ fla) _ )~ (@)

< <
r—a b—a b—x

Asi, el limite de las desigualdades anteriores es:

o F@) = fa) SO = f@) | f0) = @)

T—a T —a z—a b—a z—a —x

(1.2.1)
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Notemos que la desigualdad ([1.2.1)) se puede dividir en dos partes. De la primera parte,
puesto que f es derivable en a y en vista de la Definicién [1.2.13] tenemos que:

1) = f(a)

o) < B

Mas atin, por el Teorema del valor medio [1.2.15| se sigue que existe ¢ € (a,b) tal que:

F(b) = fla)

flo =1

De modo que f'(a) < f’(c). Luego, de la segunda parte de ([1.2.1]), puesto que f es derivable
en b y en vista de la Definicion [1.2.13] tenemos que:

f(b) = f(a)

. < 1'(b).

De manera que f'(c) < f'(b). En vista de que f'(a) < f'(c) v f'(¢) < f'(b) se concluye
que f’ es creciente.
(b) Se demuestra de manera similar a como se hizo en (a). O

Note que la convexidad o concavidad también puede analizarse mediante la segunda
derivada cuando ésta existe. A esta propiedad se le conoce como el criterio de convexidad.
En el siguiente resultado se caracteriza la convexidad de una funcién en base a su segunda
derivada.

Teorema 1.2.22. Sean un intervalo I C Ry f: I — R una funcién derivable en [.
(a) Si0 < f’(x), para cada x € I, entonces f es convexa en el intervalo I.
(b) Si f”(x) <0, para cada « € I, entonces f es céncava en el intervalo I.

Demostracion.

(a) Supongamos que f”(z) > 0. Veamos que f es convexa. Dado que f”(z) > 0 se
tiene que f’ es creciente. Asi, por el Teorema |1.2.21} se sigue que f es convexa.

(b) Se demuestra de manera similar a como se hizo en (a). O

También es necesario hacer mencién de algunas caracterizaciones de las sucesiones.
Una sucesion en R es una funciéon f : N — R. Para toda n € N pongamos f(n) = z,.
A z, se le llama el n—ésimo término de la sucesion y al conjunto de los términos de la
[36].

sucesion se denota como {x,}, oy

Definicién 1.2.23. Sea {z,}, una sucesion en R.

(a) La sucesion {z,}, .y €s una sucesion acotada superiormente si existe un nimero
K € R tal que para toda n € N se cumple que z, < K.
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(b) La sucesién {z,}, .y es una sucesion acotada inferiormente si existe un nimero
K € R tal que para toda n € N se cumple que K < z,,.

El concepto de limite de una sucesién estd definido de la siguiente manera.

Definicién 1.2.24. Sean {z,}, .y una sucesién en R y L € R. La sucesion {z,},y
converge a L si para toda € > 0, existe un nimero N € N tal que para cada n € N con

N < n, se cumple que |z, — L| < e.

Una sucesién creciente y una sucesion decreciente se definen bajo las siguientes con-
diciones.

Definicién 1.2.25. Sea {x,},, .y una sucesién en R.

(a) La sucesion {z,}, .y €s una sucesion creciente, si para toda n € N se cumple que
Tn S Tpi1-

(b) La sucesién {z,}, .y es una sucesion decreciente, si para toda n € N se cumple que
Tnt1 S L.

En el caso de que una sucesién {x,}, .y sea creciente o decreciente y ademds acotada,
el siguiente resultado nos garantiza que dicha sucesién converge. La demostracion del
resultado se puede consultar en |36, pag. 621].

Teorema 1.2.26. Sean {x,}, .y una sucesiéon en R.

(a) Sila sucesion {x,}, .y es creciente y acotada superiormente, entonces {2y}, .y con-
verge. Més aun lim z,, = K, donde K = sup{z, : n € N}

n—o0

(b) Si la sucesién {x,},.y es decreciente y acotada inferiormente, entonces {z,}, .y

converge. Més aun lim z,, = K, donde K = inf{xz,, : n € N}
n—oo

Se define la convergencia de un nimero real de la siguiente forma.

Definicién 1.2.27. Sea {a,} una sucesiéon de nimeros reales. Se dice que la sucesién

converge a [, es decir, lima, = [, si para todo € > 0 existe un N € N tal que para
n—oo

cualesquiera n € N se cumple que n > N, entonces |a,, — | < €.

El siguiente resultado indica la convergencia de un ejemplo particular de sucesién de
numero reales, a saber la sucesion de potencias de un ntimero real, cuya demostracion se
puede consultar en 36, pag. 618].

Teorema 1.2.28. Si z € R tal que |z| < 1, entonces lim 2" = 0.
n—o0
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Seccion 1.3

Teoria economica

La Economia es una ciencia que estudia como las sociedades utilizan recursos escasos
para producir bienes y servicios, y cémo distribuirlos para su consumo entre diferentes
personas, evaluando entre las distintas alternativas para lograr su cometido. Para ello, la
teoria econémica construye modelos de los fenémenos sociales con el objetivo principal de
determinar la forma en que se organiza la sociedad, de tal manera que se logré el uso mas
eficiente de los recursos para satisfacer las necesidades y deseos de los individuos [32].

Para cumplir con dicho objetivo, la Economia emplea dos métodos de razonamiento,
variando dependiendo del tipo de investigacién, por un lado el desarrollo de las teorias
emplean razonamientos deductivos a partir del planteamiento de ciertos supuestos mien-
tras que por otro lado las aplicaciones de dichas teorias, es decir los estudios empiricos,
aplican razonamientos inductivos [13].

Las investigaciones tanto deductivas como inductivas, con la finalidad de complemen-
tarse, se auxilian de las herramientas matematicas como el algebra lineal y el calculo
diferencial, entre otros, logrando describir y predecir los costos y beneficios que generan
un progreso y una distribucion eficiente y equitativa de los recursos en la sociedad resol-
viendo qué bienes se producen, cémo se producen y para quienes se producen, las cuales
son tres probleméticas fundamentales de la organizacion econémica [32]. Para determinar
las decisiones que solventen las problematicas antes mencionadas, es necesario tomar en
cuenta dos conceptos: los insumos y los productos.

Los insumos (inputs), son los bienes o servicios que son empleados por las unidades
econdémicas de produccién para generar bienes o servicios, también se les denomina como
factores de produccion y se pueden clasificar en tres categorias: tierra, que abarca los
recursos naturales o ambientales; trabajo, que se refiere al tiempo, capacidad intelectual
y esfuerzo que un individuo dedica a las actividades productivas; y capital, que integra
los bienes durables de una economia cuyo objetivo no es satisfacer el consumo, sino que
son utilizados en el proceso de produccién |22, pag. 2|. Y los productos (outputs), son los
distintos bienes o servicios que resultan de la combinacién de los insumos en el proceso
de produccién, cuya finalidad es satisfacer el consumo [32, pag. 9].

Ademas de los insumos y los productos, se requiere del lugar donde se efectuard la
interaccién, para ello se define al sistema economico como el “conjunto de relaciones basi-
cas, técnicas e institucionales que caracterizan la organizaciéon econémica de una sociedad
y condicionan el sentido general de sus decisiones fundamentales, asi como los cauces pre-
dominantes de su actividad” [22, pag. 14]. En dicho sistema si los agentes sociales acttian
libremente, entonces se trata de una economia de mercado, donde el mercado se entien-
de como el mecanismo a través del cual interactian los compradores y vendedores para
determinar los precios de los productos y servicios que requieren intercambiar |32, pag.
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25]. Es necesario tener en cuenta que no solo participan compradores y vendedores, ya
que existen otras instituciones econémicas involucradas como es el caso del organismo de
Estado, que se encarga de regular la actividad econémica.

En un sistema econémico existen diferentes problemas que la Economia trata de sol-
ventar, sin embargo dependiendo del agente econémico a quien va dirigido, la variable
econdmica o la relacién a analizar se requiere una visiéon microscopica o macroscopica,
por lo que cabe senalar que la Economia se estudia segiin dos enfoques, el microeconomi-
co y el macroeconomico.

La microeconomia estudia y modela los comportamientos basicos y las elecciones rea-
lizadas por los agentes econdémicos individuales, que inciden en el funcionamiento de mer-
cados especificos. Por otra parte, la macroeconomia analiza y modela comportamientos
agregados o globales, es decir, los fendmenos que afectan al conjunto de la economia co-
mo el empleo, la inflacién, el producto total o ingreso general de una region, el mercado
monetario, entre otros [22]. Esta dicotomia no es precisamente rigurosa al analizar los
fenémenos sociales, puesto que las agregaciones son las sumas de los valores individua-
les, y lo tnico que diferencia un enfoque del otro son los objetivos y métodos de las
problematicas a las que se enfrenta la ciencia econémica.

Antes de abordar los conceptos que se requieren para los modelos propuestos en la
presente investigacién, es necesario tener en cuenta que se basan en el principio de opti-
mizacion y en el principio del equilibrio, sin importar el enfoque econémico que se le esté
dando. Especificamente, el principio de optimizacion supone que los individuos tratan de
elegir niveles de consumo o produccién que estan a su alcance, de manera racional y que
les proporcione mayor satisfaccién; mientras que el principio del equilibrio implica que los
precios se ajustan hasta que la cantidad que demandan los individuos de un bien es igual
al que se ofrece |37, pag. 2]. Aunque esta sea la definicién general del equilibrio, cada
modelo puede variar dicha definicién para ser adecuada a las necesidades del investiga-
dor, por ejemplo, Varian determina que “el equilibrio exigira que los actos de los agentes
econémicos sean mutuamente coherentes” [37, pag. 2].

En este sentido, cada uno de los modelos propuestos en la presente tesis sigue los
principios mencionados con algunas adecuaciones particulares que son detallados en los
capitulos correspondientes.

El objetivo general de las teorias microecondémicas es el andlisis de la determinacién
de los precios y el intercambio de bienes y servicios con fines de uso particular; para ello,
Henderson senala que se proponen modelos matematicos que “traducen los argumentos
verbales en formas concisas y consistentes” [13, pag. 4]. Mds aun, las matemdticas per-
miten la vinculacion de conceptos y resultados que no pueden ser explicados inicamente
con la légica filosoéfica.

Antes de comenzar con las relaciones matematicas que se proponen en los modelos
econémicos de este trabajo, incluimos algunos conceptos de la microeconomia que permi-
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tan comprender en que consiste el intercambio entre entres econémicos, partiendo de la
teoria del productor y de la teoria del consumidor.

Dentro de la teoria del productor se revisa el concepto de frontera de posibilidades
de produccion, que se entiende como el limite entre los niveles de produccién alcanzables
y los que no lo son cuando todos los recursos disponibles se utilizan. La frontera de
posibilidades de produccion depende principalmente del costo de oportunidad y el costo
marginal [26, pag. 35]. Y dentro de la teoria del consumidor se revisa el concepto de
beneficio o utilidad marginal de los consumidores, el cual es el beneficio que se obtiene de
consumir una unidad més de un bien. Se mide a través de los precios que los individuos se
estan dispuestos a pagar por un bien |26, pag. 35]. De lo anterior, se tiene que los recursos
de una economia se estan utilizando eficientemente cuando el costo marginal cada bien es
igual a su beneficio marginal.

Si los recursos se emplean eficientemente podemos hablar entonces del intercambio de
bienes y servicios entre los entes econémicos dentro de un mercado competitivo. En el
cual se efectiian las siguientes acciones. El consumidor es el ente econémico que efectia
la siguiente accién [13].

Definicién 1.3.1. Demandar significa estar dispuesto a comprar, mientras que comprar
es efectuar realmente la adquisicién. Asi, la demanda refleja una intencion, y la compra
constituye una acciéon. Un agente demanda un bien cuando lo desea y, ademas, posee los
recursos necesarios para adquirirlo.

La cantidad demandada es la cantidad de un bien que los compradores quieren y
pueden comprar. Por otro lado, el productor es el ente econdomico que efectia la siguiente
accion [13].

Definicién 1.3.2. Ofrecer es tener la intencién de vender o estar dispuesto a ello, mien-
tras que vender es hacerlo realmente. La oferta refleja las intenciones de venta de los
productores.

La cantidad ofrecida de un bien es la que los vendedores quieren y pueden vender. En
relacién a lo anterior, de forma general se define al equilibrio en relacién a la demanda y
la oferta, como sigue.

Definicién 1.3.3. La condicién de equilibrio entre la oferta y la demanda se cumple
cuando la cantidad demanda y la cantidad ofrecida son la mismas a un precio dado.

Sin embargo, cuando no se cumplen la condiciéon de equilibrio en una economia, se
pueden dar dos casos importantes que dependen de que los precios estén por encima del
precio de equilibrio, esto es que exista un excedente de la oferta o de la demanda, los
cuales se definen a continuacién.
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Definicién 1.3.4. El excedente de la oferta o el excedente del productor es el valor de la
produccién menos el valor consumido de los bienes producidos dentro de una economfa.

Definicion 1.3.5. El ezcedente de la demanda o el excedente del consumidor ocurre
cuando la cantidad demandada de un bien es superior a la oferta de dicho bien dentro de
un mercado.

Cuando los precios estan por debajo del precio de equilibrio surge un faltante que con
el tiempo genera que los precios suban [26, pag. 69]. Dicho desequilibrio es solucionado
por el mercado por si solo, puesto que hay ajustes en los precios o en la demanda u oferta
del mercado externo de dicho excedente. El lector interesado en la microeconomia puede
consultar [13},26,32,37].

Por otra parte, los objetivos de las teorias macroeconémicas estan enfocados en la
determinacién de los niveles de renta nacional y del empleo agregado de recursos, permi-
tiendo describir el estado y el progreso de la economia como un todo. Parten de definiciones
similares a las que se abordan en microeconomia. Para los fines de la presente investigacion
se requieren los siguientes conceptos.

Definicién 1.3.6. La demanda que se dirige a un mercado que esta fuera del sistema,
el cual puede ser otra economia, los demandantes finales, el gobierno, entre otros, se le
conoce como demanda externa.

Partiendo de la definicién anterior, se puede generalizar lo siguiente.

Definicién 1.3.7. Una economia abierta se entiende como aquella en la que existe un
intercambio con una entidad econémica exdgena al sistema. O bien, una economia cerrada
se entiende como aquella en la que el intercambio se da s6lo con los entes econémicos del
sistema sin que exista intercambio de entrada o salida con el exterior.

Sin embargo, no solo nos interesa hablar de la demanda. Por el lado de la oferta,
requerimos conocer la siguiente definicion.

Definicion 1.3.8. La produccion bruta es el total de la produccién sin depreciacion, ni
impuestos.

Los modelos de enfoque macroeconomicos desarrollados en los capitulos posteriores
son el modelo de Leontief y en el modelo keynesiano. Los modelos al ser de corrientes de
pensamiento distintas presentan secuencias diferentes de como abordar el estudio de una
economia, por lo cudl en los apartados correspondientes de los capitulos donde se desa-
rrollan dichos modelos, se hace un analisis de los conceptos econémicos que se requieren.
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Capitulo 2

Modelo de Markov

El tema principal de este capitulo esta enfocado en la aplicacion de algunos hechos
del Algebra lineal en la resolucién de problemas de las ciencias econémicas que involucran
un tipo particular de procesos estocasticos discretos. Especificamente fenémenos para los
cuales lo que se prevé ocurra en el futuro depende de la probabilidad de lo que ocurra
en el presente, sin que importe ningin conocimiento sobre la historia anterior. Dichos
fenémenos suelen modelarse de manera dindmica con los procesos estocasticos discretos
denominados procesos y cadenas de Markov, herramienta de la teoria de la probabilidad
desarrollada por el matemdtico ruso A. Markov en 1907 [14].

A lo largo del presente capitulo, nos referimos a los procesos y cadenas de Markov
solamente como procesos de Markov. Lo anterior, con la finalidad de facilitar la lectura y
en vista de que algunos autores utilizan dicho término para referirse a este modelo.

Los procesos de Markov se puede interpretar coloquialmente como un proceso para el
cual lo que se prevé pase manana depende de la probabilidad de lo que ocurra hoy, sin
tomar en cuenta lo que sucedi6 ayer. Uno de los principales objetivos, de dichos procesos,
es el de predecir el comportamiento de los cambios de estado a corto y largo plazo. La
representacion matematica de este modelo es mediante matrices de transicién, que son la
forma matematica de describir las probabilidades de movilidad, y de vectores de estado,
que son las tasas de movilidad general. De esta manera, requerimos de algunos hechos
mas del algebra lineal.

En vista de la naturaleza del modelo, el capitulo se divide en cuatro secciones. En
primer lugar, en la Seccién se detallan algunos hechos del algebra lineal requerida para
describir el comportamiento de los fendmenos modelados. A saber, analizamos limites de
sucesiones de matrices, en particular el limite de una sucesién de potencias de una matriz.
En segundo lugar, en la Seccién se describe brevemente en qué consiste el modelo y
algunas nociones propias de la teoria de la probabilidad que se requieren para comprender
el modelo. Finalmente en las Secciones y se dan ejemplos de aplicaciones en
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diferentes contextos de indole econémico. En particular, en la Seccién se atienden
problemas referentes a produccién sectorial y preferencias de consumo; y en la Seccion
se analizan problemas migratorios.

Seccion 2.1

Limites de sucesiones de matrices

Partiendo de lo expuesto en la Seccién del Capitulo [, abordamos lo necesario
para atender las aplicaciones que se modelan con procesos de Markov. En esta seccion
revisamos la teoria basica de los limites de sucesiones de matrices. Cabe senalar que en
el analisis de estos conceptos vemos claramente una aplicacién de la diagonalizacién de
matrices, de los valores y vectores propios en la existencia del limite de una sucesién de
potencias de una matriz. Primero, comenzamos con la definicion del limite de una sucesion
de matrices.

Definicién 2.1.1. Sean Ay, As,..., Ap, ..., L € M,y,(R). Se dice que la sucesién de

matrices {A,,} | converge a la matriz L, si lim (Ay,),; = Lij, paracadai € {1,2,...,n}
m= m—00

yje{L,2,...,p}

Llamamos a la matriz L de la Definicién el limite de la sucesiéon {A,,}"_, vy lo
denotamos por lim A,, = L. Una forma en que podemos visualizar la matriz L es:

m—00
lim (Am)ll lim (Am)lg cee lim (Am)lp
m—00 m—00 m—00
lim (Am)Zl lim (Am)22 tee lim (Am>2p
L = lim Am — | m—oo m—00 m—00
m—00 : : . :
oAbt i Az o 00 (Ao

Observacién 2.1.2. Paracadai € {1,2,...,n} yj€{1,2,...,p} tal que lim (4,,);; es
m—0o0

el limite de una sucesién de ntimeros reales.
A continuacién ejemplificamos algunas sucesiones de matrices.

Ejemplo 2.1.3. Consideremos la sucesion {Am}::p donde para cada m € N, A, €
Ms,.3(R), definida por:

Y2TmSm (1_%)"1 _3

4mA—m-+5

1 G)" 05
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Determinemos lim A,,. Notemos que los primeros términos de la sucesién son:

m—0o0
¥/28 0 —3 Y1730 1 _3 ¥19686 8 _3
NG NG 4 V/326 27
A = 7A2 = 7A3 = ’
1 1 _q 1 1 _9 1 1 =5
1 6 5 36 7 6 216 3

El limite de la sucesion es:

- YrEim 1 )
lim Y2tmitm ]y (1 —21)™  lfm —3 3.1 _3
m—oo V4Am*—m+5  m—oo m—c0 2 e
lim A, = =
m—00 ’ z m ’
lim 1o lim (%) lim m+? 00 1
m—0o0 m— 00 m—00

Ejemplo 2.1.4. Consideremos la sucesién de matrices {A,,} _ , donde para cada m € N,
A € Msyo(R) estd dada por:

1+ VmFi-ym
A, =

1

( 7m) m 27;2;;:;12

En este caso, los primero términos de la sucesién son:

2 vV2-1 2 -2 o 2-v3
A = ’ Ay = ) Az = ).
71 VIL g TR

Asi, el limite esta dado por:

A A
m—00 1 (7 )% lfm m2em+1 1 1
mlj}réo m mglgo2m27m+2 2

Un caso particular de sucesiones de matrices es el siguiente:

Observacién 2.1.5. Sea A € M,.,(R). La sucesién de potencias de la matriz A estd
dada por:

De hecho, en este trabajo de tesis estamos interesados en las aplicaciones que involu-
cran limites de sucesiones de potencias de una matriz diagonal. Mas atin, nos restringimos
a un tipo particular de matrices diagonales como vemos a continuacién.
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Observacién 2.1.6. Sea D € M, ,(R) una matriz diagonal. Supongamos que D =
diag (D,,, D,,,..., D, ), entonces en vista de la Proposicién [1.1.4] para cada m € N,
D™ = diag (D}, D..,...,D™). Asi, si para cada i € {1,2,...,n}, se cumple que 0 <

117 227

D, <1, entonces por la Observacion y por el Teorema |1.2.28] tenemos que:

0 sia, <1

M—>00 1 sia,=1

lim D™ = diag (A, A,,...,A,), donde A\, = {

Esto es, el limite de la sucesién {Dm}:: es una matriz diagonal, cuya diagonal principal

1
consta de 0 o 1.

Ejemplo 2.1.7. Veamos una sucesién de matrices como se indica en la Observacion [2.1.5]
00

Sea D = . Definimos la sucesién:

o O =
O vl
ja=)

S

D =D, D,=D, D,=D,....D, =D",...

Puesto que D es una matriz diagonal, los primeros términos de la sucesién quedan de la
siguiente manera:

1 00 1 0 0 1 0 0
Di=(0 3 0], Do=(0 1 0|, Ds=(0 5 0],
00 1 00 & 0 0 335
1m™ 0 0 1 0 0
Ademas, se tiene por la Proposicién(l.1.4que D™ = [ 0 ()™ 0 =0 & 0
o 0w/ \o oo &
100
De donde, Iim D,, = lim D™= [0 0 0
e e 000

Mostramos una propiedad importante del limite de una sucesién de matrices. Notemos
la analogia con una propiedad del limite de una sucesiéon de nimeros reales, a saber

lim cx,, = ¢ lim z,, la cual, de hecho, se utiliza en la demostraciéon. Recordemos que
m—00 m—r0o0

dos matrices son iguales si coinciden componente a componente. También recordemos la
definicién del producto de matrices (vea Definicién [1.1.1)).

Teorema 2.1.8. Sea {A,,} _ una sucesién de matrices, donde para cada m € N, A4, €
Myyp(R) y sean P € M., (R) y Q € My s(R). Si lim A,, existe y lo denotamos como

m—0o0
L, entonces:
lim PA,, — P ( lfm Am> —PL y limA,Q— ( lfm Am) 0= LO.
m—00 m—o0 m—00 m—00
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Demostracion. Veamos que se cumple la igualdad de matrices lim PA,, = PL. Para
m—0o0

esto, demostremos que coinciden componente a componente. Sean ¢ € {1,2,...,r} y
j €{1,2,...,p} cualesquiera. Se tiene que:

A (PAn); = Y ) PalAm)e
= I [P (An)ij + Pio(Am)oj + - - + Pir(Am )]
= [ Pl ] + [ Jim Patdne] +--+ [ fim Pl

- P (Ao Pl )y o P ()
= Pulyj+ PiaLoj+ -+ Py Ly

= ) PuLy = (PL);.
k=1

Por lo tanto, lim PA,, = PL. De forma similar se demuestra la igualdad lim A,,Q = LQ.
m—0o0 m—00
]

Corolario 2.1.9. Sean A,Q € M, «,(R), donde @ es una matriz invertible. Si lim A™

m—0o0

existe, entonces se cumple que lim (QAQ™H)" = Q ( lim Am) QL
m—00 m—00

Demostracion. Notemos que para cada m € N, en vista de la Proposicién [1.1.7] se cumple
que (QAQ™H)™ = QA™Q~'. Asi, lim (QAQ™)" = lim QA™Q™". Por lo tanto, aplican-
m—r0o0 m—o0

do dos veces el Teorema [2.1.8] se tiene que:

JinanQ =@ (Jim A"Q™) =@ (Jin A7) @

m—00
Se tiene el corolario. O

El siguiente teorema brinda condiciones suficientes para la existencia del limite de una
sucesion de potencias de una matriz diagonalizable.

Teorema 2.1.10. Sea A € M, +,(R). Si se cumplen las siguientes condiciones:
(a) Cada valor propio A de A cumple que A =1 o bien |A| < 1.

(b) A es diagonalizable,

entonces, lim A™ existe.
m—00
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Demostracion. Puesto que A es diagonalizable, en vista de la Definicion [1.1.9] se tiene
que A es semejante a una matriz diagonal. Asi, existen una matriz invertible ) y una
matriz diagonal D tales que A = QD@ ~'. De hecho, por el Teorema D es tal que
D = diag (A, A,,...,\,), donde para cada i € {1,2,...,n}, A, es un valor propio de A.
Observemos que por la Proposicién , se tiene que D™ = diag (/\T, AV )\;”) Por
otro lado, en vista de la hipdtesis (a), tenemos que, para cada i € {1,2,...,n}:

h’mx.“:{ LoosiA =1

m—oo 0 en otro caso,

asi, por la Observacién [2.1.6], lim D™ existe. En vista del Corolario [2.1.9] se tiene que:
m—00

lim A™ = lim QD™Q ' =Q ( lfim Dm) Q"
m—r0o0

m—0o0 m—0o0

por lo que concluimos que lim A™ existe. O
m—0o0

No solo estamos interesados en la aplicacién de la herramienta hasta ahora detallada,
requerimos exponer también algunos otros conceptos del dlgebra lineal que estdn enfocados
en la probabilidad. Es decir, nos centraremos en las matrices de transicion y los vectores
de estado.

Definicién 2.1.11. Una matriz cuadrada con entradas no negativas tal que la suma de
las componentes de cada una de sus columnas es uno se llama matriz de transicion o
matriz estocastica.

Ejemplo 2.1.12. Las siguientes matrices son un ejemplo de matriz de transiciéon:

05 05 0 1 04 0.125

. 1
A:(ggi 88§> B=105 0 1f, C=]0 04 0850
' ' 0 05 0 0 02 0.025

Observacién 2.1.13. Las entradas de una matriz de transicién representan probabilida-
des. Sin embargo, en ocasiones es conveniente considerar dichas entradas como proporcio-
nes [9, pag. 289].

Definicién 2.1.14. Un vector columna de n coordenadas se llama wvector de estado o
vector de probabilidad si sus entradas son no negativas y suman uno.

0.3
Ejemplo 2.1.15. Los vectores p = (gz) y q = | 0.4 ] son ejemplos de vectores de

0.3
estado.
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Observacién 2.1.16. Las coordenadas de un vector de estado también representan pro-
babilidades. En ocasiones, es conveniente considerar estas coordenadas como porcenta-
jes |9, pag. 289].

Veamos un resultado que caracteriza la nocion de una matriz de transicion.

Teorema 2.1.17. Sean A € M,,,(R) una matriz con entradas no negativas, v € R"
un vector columna con coordenadas no negativas y # € R™ un vector columna cuyas
coordenadas son uno. Se cumple:

(a) A es una matriz de transicién si y sélo si Alu = u.
(b) v es un vector de estado si y sélo si u'v = (1).

Demostracion. Sea A € M, ,(R) tal que paratodai,j € {1,2,...,n} se tiene que 4;; > 0
y sea u € R™ un vector columna, cuya coordenada u; = 1 para cada i € {1,2,...,n}.

(a) Supongamos que A es una matriz de transicién. Se tiene que:

> A
All A21 Ce Anl kil

‘ A12 A22 Ce Ang 1 ZAICQ
FUYE e I Bl I =
Ay, Asy . A 1 n

Z Akn
k=1

Puesto que A es de transicién, obtenemos que para cada j € {1,2,...,n}, > Ay =
k=1

1. Por lo tanto, A'u = u. Supongamos que se cumple la igualdad A'u = u. Veamos
que A es de transicién. Por la forma en que hemos tomado A se cumple que todas
sus componentes son no negativas. Ademés, observemos que A'u = u equivale a

tener que:

> A

k‘il 1
> Awe 1

k=1 =1 .
n 1
Z Akn

k=1

Cada columna de A suma uno. Por lo tanto, A es una matriz de transicion.
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(b) Sea v € R™ un vector columna tal que, para toda i € {1,2,...,n}, se tiene que
v; > 0 y supongamos que v es un vector de estado. Notemos que u' = (1,1,...,1),
asi:

U1
Vo n
v =(1,1,...,1) | . :(ka).
: k=1
Un

Puesto que v es un vector de estado, obtenemos que ulv = (1) Reciprocamente,

supongamos que se cumple que u'v = (1) Veamos que v es un vector de estado.

Por la forma en que se tomé v se tiene que sus coordenadas son no negativas. Mas
n n

aun, la condicién u'v = (ka> equivale a Y v, = 1. Por lo tanto, v es un vector
k=1

k=1
de estado.

El Teorema lo empleamos para demostrar lo siguiente.
Corolario 2.1.18. Se cumple:

(a) El producto de dos matrices de transicién de tamano nxn es una matriz de transicién
de tamano n x n. En particular, cualquier potencia de una matriz de transicién es
una matriz de transicién.

(b) El producto de una matriz de transicién por un vector de estado es un vector de
estado.

Demostracion.

(a) Sean A, B € M,,(R) matrices de transicién. Es claro que AB € M,y (R). Vea-
mos que AB es una matriz de transicion. Sea u € R™ un vector columna cuyas coor-
denadas son todas uno. Puesto que A y B son matrices de transicién, se sigue del Teo-
rema que A'u = w y B'u = u. Ahora, por la parte (b) de la Proposicién m
tenemos que (AB)'u = (B'A')u. Ademaés, por la parte (c) de la Proposicién m,
(B'A")u = B'(Atw) = B'(A'w) = B'u = u. Se sigue que, (AB)'u = u. Por lo que
podemos concluir, por el Teorema que AB es una matriz de transicién.

Veamos que para cada m € N, A™ es una matriz de transicion, esto es (Am)tu = u.
Para demostrar esta afirmaciéon usamos inducciéon matematica sobre m. Para m = 1 se
tiene que, en vista de que A es una matriz de transicion, (Al)tu = A'u = u. Supongamos
la veracidad de la igualdad (A™)'u = u, veamos que también es verdad la igualdad
(Amﬂ)t'u, = u. En efecto, utilizando la Observacién m, tenemos que:

(Am“)tu = (At)mHu =A"(AY"u = Au=u.
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Concluimos, por la parte (a) del Teorema [2.1.17, que A™ es una matriz de transicion.

(b) Sean A € M,,,,(R) una matriz de transicién y v € R™ un vector de estado. Veamos
que Av es un vector de estado. Sea u € R™ un vector columna con todas sus entradas
iguales a uno. Veamos que u' (Av) = (1) En efecto, por la parte (c) de la Proposicién
tenemos que u' (Av) = (u'A)v. Notemos que por la parte (a) del Teorema ,
(u'A)v = u'v. Asi, u' (Av) = u'v. Puesto que v es un vector de estado, por la parte (b)
del Teorema m, se tiene que u'v = (1). De donde, u' (4v) = (1). Nuevamente por la
parte (b) del Teorema [2.1.17, obtenemos que Av es un vector de estado. O

Ejemplo 2.1.19. Para visualizar de mejor manera el Corolario [2.1.18| consideremos lo
siguiente.

(a) Sean By C' las matrices del Ejemplo [2.1.12] Se tiene que:

0.5 05 0 1 04 0.125 0.500 0.400 0.488
BC=105 0 1 0 04 0.850| ={0.500 0.400 0.088 ],
0 05 0 0 0.2 0.025 0 0.200 0.424

es una matriz de transicion.
Maés aun, para la matriz A del Ejemplo [2.1.12] se tiene que:

AA— A2 — 0.65 0.15\ (0.65 0.15\  [0.475 0.225
7 \0.35 085/ \0.35 0.85)  \0.525 0.775)°

es una matriz de transicion.
Y para la matriz B del mismo ejemplo,

0.375 0.500 0.250 0.50 0.25 0.50 0.375 0.469 0.312
B®=B*B*=[0.500 0.125 0.750 025 0.75 0 = 10469 0.219 0.625 |,
0.125 037 0 025 0 0.50 0.156 0.312 0.063

es una matriz de transicién, donde ademds B? y B? también lo son.
(b) Tomando en cuenta las matrices de transicion A y B del Ejemplo [2.1.12] y los
vectores de estado p y q del Ejemplo [2.1.15] notamos que:

0.50 0.25 0.50\ /0.3 0.400
0.65 0.15\ /0.2 0.25

Ap = (0 o 085) (o 8) = (0 75), B%q=1025 075 0 04]=102375
‘ ‘ ' ' 025 0 050/ \0.3 0.225

Asi, Ap v B?q son vectores de estado.

Veamos que la propiedad de la parte (a) del Corolario [2.1.18| se generaliza para cual-
quier numero de factores. Esta generalizacién es relevante para las aplicaciones.
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Teorema 2.1.20. Sea A € M,,»,(R) una matriz de transicién. Si 1lim A™ existe, entonces
m—00

lim A™ es una matriz de transicion.
m—0o0

emostracién. Supongam ue lim xiste. m ue lim una matriz
D t Supongamos que lim A™ existe. Veamos que lim A" es una matriz de
—00

m—r0o0 m
transicién. Para esto utilizamos el Teorema [2.1.17, Sea u un vector columna cuyas coor-
denadas son todas uno. Demostremos que u'( lim A™) = u’. Por la parte (a) del Coro-
m—ro0

lario [2.1.18 sabemos que A™ es una matriz de transicién. Luego, por el Teorema 2.1.17],
u'A™ = u'. Asi, sustituyendo y aplicando el Teorema [2.1.8 tenemos que u'( lim A™) =
m—o0

lim u'A™ = 1im u' = u’. Por lo tanto, lim A™ es una matriz de transicién. O
Seccién 2.2

Los procesos de Markov

Existen fenomenos en diversas areas de conocimiento, principalmente en ciencias natu-
rales y sociales, que presentan un comportamiento temporal, en los cuales la probabilidad
de ocurrencia depende sélo del presente; tal es el caso del movimiento migratorio de alguna
especie, las preferencias de consumo, los mercados financieros, entre otros. Para predecir
el comportamiento de dichos fenémenos se utilizan los procesos de Markov, modelo que se
propone para resolver las incertidumbres que se tienen al respecto de lo que ocurrira con
la evolucién de estos problemas [38]. De hecho, se entiende que un proceso de Markov,
herramienta de la teoria de la probabilidad desarrollada por el matematico Andréi Markov
en 1907, es un proceso estocastico para el cual se establece que la probabilidad de que
suceda un evento tiene una dependencia tnicamente con el evento anterior, sin tomar en
cuenta la historia de eventos. [14].

Uno de los principales objetivos de los procesos de Markov es el de predecir el compor-
tamiento de los cambios de estado a corto y largo plazo, teniendo en cuenta tres hipdtesis
fundamentales. A saber, (a) la propiedad markoviana, la cual supone que la posicién del
sistema en un instante depende solamente de su posicién en un instante anterior; (b)
homogeneidad de los eventos, que ocurre cuando la probabilidad de transicién del estado
i al j en cualquier instante s6lo depende del cambio en el tiempo; y finalmente, (c) ho-
mogeneidad temporal, que se refiere a que los periodos en el proceso son iguales |14 pég.
475].

Una de las ventajas del planteamiento y analisis de fenomenos a través de los pro-
cesos de Markov es proporcionar al investigador de tales fenémenos un instrumento de
prediccion de ocurrencias sin renunciar a la consistencia de los resultados al corto plazo
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como se senala en [14, pag. 476]. Esto ha generado una aplicacién real en dreas econémico-
administrativas al permitir analizar y estimar los patrones de conducta de los sujetos de
estudio derivado de su experiencia y las consecuencias de sus conductas. Algunos ejem-
plos de las aplicaciones de los procesos de Markov en esta area son los estudios de la
conducta del consumidor, la prevenciéon de morosidad o la demanda estacionaria de mano
de obra, algunos ejemplos de la aplicacién de los procesos de Markov a fenémenos reales
se puede consultar en [14}28,38]. En este sentido, antes de abordar los ejemplos que pro-
ponemos para ejemplificar las aplicaciones de los procesos de Markov requerimos conocer
previamente algunos conceptos propios del modelo.

De manera informal un proceso estocdstico discreto es un proceso en el que los ele-
mentos de un conjunto se ubican en uno de varios estados fijos que pueden cambiar con el
tiempo. Dichos cambios se describen por una probabilidad, la cual generalmente depende
de factores tales como: (a) el estado y el tiempo presente, (b) los estados previos en los que
el objeto ha permanecido y (c) los estados en los que permanece o permanecié otro objeto
relacionado [9]. El lector interesado en una definicién formal de los procesos estocdsticos
discretos puede consultar |3}1530].

Sea n € N, denotamos con n a uno de los varios estados fijos del proceso estocastico
discreto. A un tipo particular de proceso estocastico discreto, el que satisface sélo la
condicién (a), se le denomina proceso de Markov, como vemos a continuacién [9).

Definicién 2.2.1. Un proceso estocastico discreto se denomina proceso de Markov de
n estados si cumple que la probabilidad de cambio de un estado en el proceso depende
solamente del estado anterior y no de otros estados o algin otro factor.

A un proceso de Markov de n estados se le asocia una matriz de transicion A €
M, «n(R) y un vector de estado p € R™ [4] pag. 212], en el siguiente sentido. Los renglones
y columnas de A corresponden a los n estados del proceso, donde la componente A;; de A
representa la probabilidad de moverse del estado j al estado ¢ en una etapa. A su vez, la
coordenada j del vector de estado p corresponde a la probabilidad de pertenecer al estado
j en el inicio del proceso. A continuacién exponemos algunas caracteristicas de la matriz
de transicion asociada a los procesos de Markov.

Observacién 2.2.2. Dados un proceso de Markov de n estados y A su matriz de transicién
asociada, tenemos lo siguiente:

(a) La entrada A;; de A representa la probabilidad de cambio del estado j al estado i.
En vista de que A = Al este cambio de estado se dice que ocurre en la etapa 1 o en
la primera etapa.

Por otro lado, en vista del Corolario(2.1.18], se tiene que A% es nuevamente una matriz
de transicién. De este modo, la entrada (A?);; de A? representa la probabilidad de
cambio del estado j al estado i, pero en la etapa 2 o en la segunda etapa.
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Considerando que, por el Corolario[2.1.18], A™ sigue siendo una matriz de transicion,
se tiene que la componente (A™);; de la potencia m de A, representa la probabilidad
de cambio del estado j al estado 7 en la etapa m o en m etapas.

(b) En vista del Teorema [2.1.20| tenemos que lim A™ es una matriz de transicién. Asi,
m—0o0

la entrada ( lim A™);; de la matriz lim A™ representa la probabilidad de cambio
m—0o0 m—0o0
del estado j al estado ¢ en una etapa lo suficientemente grande.

Veamos un analisis similar para el vector de estado asociado a un proceso de Markov
de n estados.

Observacion 2.2.3. El vector de estado p de un proceso de Markov de n estados re-
presenta la manera en que se disponen inicialmente las probabilidades de ocurrencia de
cada estado del proceso. Es decir, la coordenada p; de p representa la probabilidad de
ocurrencia del estado 4, para cada i € {1,2,...,n}.

Tomando en cuenta las Observaciones y [2.2.3] un proceso de Markov se puede
interpretar de la siguiente manera.

Observacion 2.2.4. Dados un proceso de Markov de n estados, A su matriz de transicién
asociada y p su vector de estado, tenemos lo siguiente:

Hemos dicho en la Observacion [2.2.3| que la coordenada p; de p representa la probabilidad
de ocurrencia del estado i del proceso. Puesto que, A%p es un vector de estado (vea la
parte (b) del Corolario 2.1.18) y p = A%, podemos decir que la coordenada (A%); del
vector A representa la probabilidad de ocurrencia del estado i del proceso en la etapa
cero, o bien, que es la manera en que se disponen las probabilidades para cada estado de
manera inicial.

Similarmente, por la parte (b) del Corolario como el vector Ap es un vector de
estado podemos decir que la coordenada (Ap); del vector Ap representa la probabilidad
de ocurrencia del estado ¢ del proceso en la etapa uno, o bien, que es la manera en que se
disponen las probabilidades para cada estado en la etapa uno.

En general, para cada m € N, en vista de las partes (a) y (b) del Corolario tenemos
que A™p es un vector de estado. Asi, podemos decir que la coordenada (A™p); del vector
A™p representa la probabilidad de ocurrencia del estado 7 del proceso en la etapa m, o
bien, que es la manera en que en que se disponen las probabilidades para cada estado en
la etapa m.

Es importante destacar que, en vista de las Observaciones y 2.2.4] para analizar
el comportamiento a largo plazo en los procesos de Markov, se requiere la aplicacion del
limite de una sucesion de potencias de una matriz, particularmente se hace una aplicacion
de los valores propios de una matriz diagonalizable.
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Finalmente, para el desarrollo de las aplicaciones, requerimos dos hechos fundamen-

tales de la combinatoria que involucra la teoria de probabilidades |20, pag. 23-24]. Estos

SOI:

Definicién 2.2.5.

(a)

El principio de multiplicacion:

Si existen k procedimientos y el i-ésimo procedimiento se puede hacer de n; maneras,
donde i € {1,2,...,k}, entonces el procedimiento que consiste en el procedimiento
1, seguido por el procedimiento 2, ..., seguido por el procedimiento k puede hacerse
de ning - - - ny, maneras.

El principio de adicion:

Si existen k procedimientos y el i—ésimo procedimiento se puede hacer en n; ma-
neras, donde i € {1,2,...,k}, entonces el nimero de maneras como se puede hacer
el procedimiento 1, el procedimiento 2, ..., o el procedimiento k estd dado por
niy + ng + - -+ + ng, bajo el supuesto que los procedimientos no se pueden realizar
conjuntamente.

Los principios definidos anteriormente los ejemplificamos a continuacion, el lector in-

teresado en profundizar mas sobre este tema puede consultar |19, pag. 25].

Ejemplo 2.2.6.

(a)

Principio de multiplicacion.

Un articulo manufacturado debe pasar por tres controles. En cada uno de los con-
troles, se inspecciona una caracteristica particular del articulo y se le anota de
conformidad. En el primer control hay tres mediciones posibles mientras que en ca-
da uno delos dos ultimos controles hay cuatro mediciones posibles. Por lo tanto hay
3 X 4 x 4 = 48 maneras de anotar el articulo.

Principio de adicion.

Supongamos que proyectamos un viaje y debemos decidir entre el transporte por
camién o tren. Si hay tres rutas para el camién y dos para el tren, entonces hay
3 + 2 = 5 rutas posibles para el viaje.
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Seccion 2.3

Aplicaciones de procesos de Markov a produccion

por sectores y consumo

Ahora estamos en posibilidades de entender las aplicaciones de los procesos de Markov
para fenémenos estudiados por el area econémico-administrativo. En esta seccién aborda-
mos dos ejemplos. El Ejemplo se basa en el que se presenta en |18, pag. 53], el cual
atiende un problema de interdependencia sectorial. El Ejemplo lo hemos adecuado
del ejemplo de |9} pag. 301], que estudia un problema de consumo. Los cambios realizados
en estos ejemplos se reducen a cambios en el nombre de los estados posibles del proceso,
y se debieron a que se busca familiaridad con los términos y facilitar la comprension del
modelo; ademas de incorporar interrogantes que permitan determinar una estimacién del
proceso en el corto y largo plazo.

Ejemplo 2.3.1. Supdngase que una economia comprende dos sectores, Agricultura y
Mineria, y la produccién de cada uno de estos sectores se distribuye entre ellos como se
muestra en la Tabla [2.3.1] donde cada columna representa las proporciones de la produc-
cion que pone a la venta cada sector, para un periodo en particular.

Agricultura Mineria

Agricultura 0.60 0.20
Mineria 0.40 0.80

Tabla 2.3.1: PROPORCIONES DE LA PRODUCCION POR SECTORES.

Suponiendo que para mantener el equilibrio entre la oferta y la demanda la produccion
total es constante en cada periodo, pero hay un intercambio continuo en las proporciones
de produccion entre los sectores, estamos interesados en saber:

a) /Cuél es la proporcién de produccién que Agricultura le vende a Mineria en dos
periodos?

b) ;Qué proporcién de produccién conservard y pondré a la venta cada sector al tercer
periodo?

c¢) Bajo el supuesto inicial de que Agricultura aporta el 40 % de la produccién total
y Minerfa el 60 %, ;qué porcentaje aporta a la produccion total cada uno de los sectores
para los tres primeros periodos?
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Solucidn:

Previo a atender cada inciso, indicamos la interpretacion de la informacién de la Tabla
La produccion del sector agricola se divide en 0.60, que es la proporcion de produc-
cién que se conserva con la finalidad de operar su actividad, y en 0.40 que es la proporcion
que le vende al sector minero; mientras que la produccién del sector minero se divide en
0.20, que corresponde a lo que le vende al sector agricola, y el 0.80 que es la proporcion
de su produccion que conserva. Puesto que se deben considerar todas las producciones, la
suma de las cantidades de cada columna es 1.

De esta forma hay dos maneras de intercambiar las producciones entre los sectores:
que un sector le venda una proporcién de su produccion al otro sector o que lo conserve
para continuar con su actividad. Estos hechos corresponden a los estados de un proceso
estocastico discreto. Asi, suponiendo que la proporcién de produccién que vendera o con-
servara cada uno de los sectores no depende de la proporcion de produccion que conservo
o vendié en periodos anteriores, o de la proporcion de produccién que conserve o ponga a
la venta el otro sector, nos encontramos con un proceso de Markov de dos estados, cuyas
etapas estan dadas por los periodos (vea Definicién . Por consiguiente, con la infor-
macién de la Tabla [2.3.1] podemos conformar la siguiente matriz de transicién asociada
al proceso de Markov en cuestion:

. <0.60 0.20)
0.40 0.80)°

Notemos que A representa las proporciones de la produccion de cada sector que vende
en cada periodo. Especificamente, la componente A;; de A es la proporcion de la produc-
cién de Agricultura que conserva, Ay es la proporcién de la produccion que Agricultura
vende a Mineria. A su vez, la componente A1y es la produccién de Mineria que le vende a
Agricultura y Asy es la produccién que Mineria conserva para si. Es importante destacar
que, por la parte (a) de la Observacién m, este intercambio de produccién corresponde
al primer periodo, es decir la primera etapa. Mencionado lo anterior, resolvemos cada
inciso.

a) La proporcién de la produccion del sector agricola que venderd al sector minero en
dos periodos puede ser calculada de dos posibles formas debido a como puede darse el
intercambio entre los sectores. Caso 1, que Agricultura conserve su produccién el primer
periodo, y al segundo le venda a Mineria. Caso 2, que en el primer periodo Agricultura
le venda a Mineria y ésta lo conserve para volver a utilizarlo en su actividad el segundo
periodo. Asi, la proporcién buscada se obtiene de la probabilidad de que ocurra el caso
1 mas la probabilidad de que ocurra el caso 2. Lo anterior lo visualizamos en la Figura
2.3.11

Con relacion a los principios de adiciéon y multiplicacion, se obtiene la proporcion de
produccién que el sector agricola le vendera al sector minero después de dos periodos de
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Agricultura

Agricultura Mineria

Mineria

Figura 2.3.1: INTERCAMBIO DE PRODUCCION AGRICULTURA-MINERfA EN DOS
PERIODOS.

la suma de los productos resultantes de: la proporcién de la produccién que Agricultura
reservara para mantener su actividad en el primer periodo por la proporcion de produc-
ciéon que vendera a Mineria en el segundo periodo, lo cual corresponde al caso 1; mas la
proporcion de la produccion que vendera a Mineria en el primer periodo por la propor-
cién de la produccion que reservara en el segundo periodo, es decir, el caso 2. Esto es,
(0.60 x 0.40) + (0.40 x 0.80) = 0.56.

Cabe senalar que nos hemos ayudado de la herramienta de combinatoria para solu-
cionar el problema planteado. Si bien, este procedimiento se puede hacer para obtener la
proporcion de produccion de cada uno de los sectores para el segundo periodo podemos
recurrimos a la herramienta del dlgebra lineal, debido a que se puede facilitar el calculo
empleando especificamente la teoria de las matrices de transicion. Tal como se indica en la
parte (a) de la Observacién [2.2.2] el movimiento de estado del segundo perfodo lo obtene-

0.44 0.28
0.56 ().72)'
La proporcién 0.56 es la componente del renglén 2 y la columna 1 de A%, Por lo tanto,

mos de la potencia 2 de la matriz A. En efecto, consideremos la matriz A% = (

la proporcion que el sector agricola le venderd al sector minero, en el segundo periodo, es
del 0.56, como se obtuvo con los principios de adicién y multiplicacion.

Aunque en el inciso sélo nos pregunta por la proporcién de producciéon que Agricultura
le vendera al sector minero en el segundo periodo, los valores 0.44 y 0.72 de las compo-
nentes (A?),, v (A?),, de la matriz A? corresponden a las proporciones de produccién
que Agricultura y Mineria conservaran, respectivamente; y el valor 0.28 de la componente
(A?),, es la proporcién de produccién que el sector minero le venderd al sector agricola,
todo lo anterior en el segundo periodo.

b) Siguiendo la explicacién del inciso (a) previo y nuevamente por la parte (a) de la

Observacién para determinar las proporciones de produccién a la venta de cada
0.376 0.312>. D
0.624 0.688
donde, observamos que Agricultura conservard el 37.60 % de su produccion y le vendera
a Mineria el 62.40 %; mientras que Minerfa le venderd el 31.20% de su produccién a

sector, para el tercer perfodo, es necesario considerar la matriz A3 = (
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Agricultura y conservara el 68.80 %.

Notesé que, los principios de adicion y multiplicaciéon también pueden ser empleados
para hallar estas proporciones, sin embargo utilizando el algebra lineal se facilita el célculo.

c) Para saber los porcentajes que cada sector aporta a la produccién total en los
tres primeros periodos consideramos que, la aportacion de cada uno de los sectores en
la producciéon total en el primer periodo se puede obtener utilizando los principios de
Adicién y Multiplicacién de la siguiente manera. El porcentaje de la produccion total que
aportara Agricultura se obtiene de la suma de la proporcién que ésta reservard para su
actividad para el primer periodo, 0.60, por la proporcion de produccion total del sector
agricola en el periodo inicial. 0.40, més la proporciéon de la producciéon que vendera a
Mineria en el primer periodo, 0.20, por la proporcion de produccion total del sector textil
en el periodo inicial, 0.60. Esto es, el porcentaje que aporta Agricultura a la produccion
total en el primer periodo es 0.60 x 0.40 + 0.20 x 0.60 = 0.36. A su vez, el porcentaje de
la produccién total que aportara Mineria es la suma de la proporciéon de la produccion
que Mineria le venderd a Agricultura en el primer periodo, 0.40, por la proporcién de
produccién total del sector agricola en el periodo inicial ,0.40, mas la proporciéon de la
produccion que reservara en el primer periodo, 0.80, por la proporcién de produccion total
del sector minero, 0.60. Esto es, el porcentaje que aporta Mineria a la produccion total
en el primer periodo es 0.40 x 0.40 + 0.80 x 0.60 = 0.64. Lo anterior s6lo corresponde al
primer periodo, se debe hacer los mismos calculos para el segundo y tercer periodo.

Estas proporciones o porcentajes también pueden ser obtenidas utilizando la herra-
mienta de las matrices de transicion y los vectores de estado, dado que la produccion
inicial conforma el vector de estado asociado al proceso de Markov. En vista de la Ob-
servacion , registramos la informacién adicional proporcionada en el inciso (c) en el
0.40
0.60
a la produccion total del sector agricola, y la segunda coordenada a la del minero. Asi, la
Observacion indica que, para cada m € N, las coordenadas del vector A™p corres-
ponden a la produccion total del sector agricola y del minero, respectivamente, para un

vector de estado p = ( ), del que se entiende que la primera coordenada corresponde

periodo m. Observemos que, la aportaciéon de cada uno de los sectores en la produccion
total en el primer perfodo queda determinada por Ap, para el segundo periodo por A%p y
para el tercer periodo por A3p.

En consecuencia se tiene que:

_{0.60 0.20\ /0.40\  (0.36
P= 1040 0.80/)\0.60) ~ \0.64)°
es igual a lo que encontramos anteriormente mediante la combinatoria. De igual forma,
la aportacion de cada sector en el segundo periodo es:

e (044 028) (0.40\ _ (0.344
P=V056 0.72)\060) ~ \0656)
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Para el tercer periodo es:
A3p — 0.376 0.312) (0.40\ [0.338
P=V0.624 0688/ 0.60) ~ \0.662)°
Se tiene que, la aportacién en la produccién total del sector agricola sera de 36 %, 34.40 %
y 33.80% para el primer, segundo y tercer periodo, respectivamente; mientras que el

sector minero aportara 64 %, 65.60 % y 66.20 %, igualmente para el primer, segundo y
tercer periodo, respectivamente. &

Veamos a continuacién un ejemplo de procesos de Markov para el caso de un problema
econémico en el cual se hace alusiéon a la preferencia de consumo. Este ejemplo parte de
tomar a un grupo determinado de estudiantes del que se quiere conocer cuales son sus
preferencias respecto a ciertos alimentos, con base en encuestas aplicadas cada mes.

Ejemplo 2.3.2. Una encuesta llevada acabo en una escuela primaria, referente al desa-
yuno de los estudiantes, arrojo en un dia cualquiera, que el 50 % de los alumnos preferia
ensalada de pollo, el 30 % preferfa sincronizadas y el 20 % preferia sandwich. Una encuesta
posterior, un mes después, arrojé los datos registrados en la Tabla [2.3.2]

Ensalada Sincronizada Sandwich

Ensalada 0.40 0.20 0.20
Sincronizada 0.10 0.70 0.20
Sdndwich 0.50 0.10 0.60

Tabla 2.3.2: PROPORCIONES DEL CONSUMO A PARTIR DE LA PREFERENCIA PREVIA.

Suponiendo que esta tendencia continte, ;cudl es el porcentaje de estudiantes que prefiere
cada alimento, para cada mes, posterior a la encuesta original?

Solucidn:

La informacién proporcionada por la Tabla se puede interpretar como sigue.
De aquellos alumnos que prefirieron ensalada de pollo en la primera encuesta, el 40 %
continué prefiriéndola, el 10 % ahora preferia sincronizada y el 50 % preferia séndwich.
De aquellos que primero prefirieron sincronizada, el 20 % ahora preferia ensalada, el 70 %
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continué prefiriendo sincronizada y el 10 % ahora preferia séndwich. Finalmente, de los
que prefirieron sandwich en la primera encuesta, el 20 % ahora preferia ensalada, el 20 %
preferia sincronizada y el 60 % siguié prefiriendo sandwich. Observemos que cada columna
de la Tabla suma 1, pues se contempla la totalidad de estudiantes y todas las
preferencias.

En vista de la naturaleza de los datos de la Tabla[2.3.2]nos encontramos con un proceso
estocastico discreto de tres estados, los cuales son la preferencia por la ensalada de pollo,
por las sincronizadas y por el sindwich. M&s atin, al suponer que las preferencias de los
estudiantes no se ven afectadas por las preferencias previas o por las preferencias de algin
companero, se sigue de la Definicién que es un proceso de Markov, cuyas etapas
estan dadas por meses. Representamos la informacion de la Tabla en la matriz de
transicién de tres estados asociada al proceso de Markov:

04 0.2 0.2
A=101 0.7 02
0.5 0.1 0.6

Veamos la informacién que podemos obtener de las componentes de la matriz A. En
vista de la parte (a) de la Observacién 2.2.2] por ejemplo, la componente Ai; de A,
representa el porcentaje de estudiantes que sigue prefiriendo ensalada de todos aquellos
estudiantes que en la primera encuesta también preferia ensalada; la componente Ajg;
de A, representa el porcentaje de estudiantes que prefieren sandwich de todos aquellos
estudiantes que en la primera encuesta preferia ensalada; la componente Ay, representa el
porcentaje de estudiantes que sigue prefiriendo sincronizada de todos aquellos estudiantes
que en la primera encuesta también preferia sincronizada; y la componente Ass, representa
el porcentaje de estudiantes que sigue prefiriendo sandwich de todos aquellos estudiantes
que en la primera encuesta también preferia sandwich.

Notemos que la primera encuesta conforma el vector de estado asociado al proceso de
Markov. Esto es, por la Observacion la preferencia por ensalada de pollo, sincroni-
zadas y sandwich, respectivamente, de la encuesta original conforman el vector de estado

0.5
p=|0.3]. Asi, siguiendo el andlisis del inciso (c) del Ejemplo [2.3.1|y de la Observacién

0.2
para cada m € N, las coordenadas del vector A™p representan el porcentaje de

estudiantes que prefieren cada uno de los alimentos en el mes m posterior a la primera

encuesta.

Para calcular el porcentaje de estudiantes que prefieren cada uno de los alimentos en
cualquier mes posterior a la primera encuesta, requerimos primero conocer la proporcion
de estudiantes que prefieren cada uno de los alimentos también para cualquier mes m
posterior; esto es, en vista de la parte (b) de la Observacién , debemos calcular la

matriz de transicién lim A™.
m—00
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Primero debemos asegurar que lim A™ existe. Para ello, con ayuda de una calculadora
m—0o0

de matrices, por ejemplo [39], obtenemos que A es diagonalizable. De hecho, obtenemos
que A = QDQ~!, donde las matrices Q, D, Q! halladas son:

o Lo
R e A R IR [
1 1 1 -1 3 3 00 1
Observemos que, por el Teorema , los valores propios de A son 1, %, %, De modo
que, A cumple con las condiciones del Teorema [2.1.10] lo que nos asegura que nll_{r(l)o A™

existe. Con ésto, por el resultado del Corolario [2.1.9] se tiene que:

0.25 0.25 0.25
lim A™ = lim (QD™Q™')={0.35 0.35 0.35
m—0o0 m—r0o0

0.40 0.40 0.40

De la matriz de transicién lim A™, en vista de la parte (b) de la Observacién [2.2.2} por
m—0o0

ejemplo, la componente ( lim Am> de lim A™, representa la proporcién de estudiantes
m—o0 m—00

que sigue prefiriendo ensalada de todos aquellos estudiantes que en la primera encuesta

también preferia ensalada para cualquier mes m posterior; la componente < lim Am> ,
m—r0o0 29

representa la proporcion de estudiantes que sigue prefiriendo sincronizada de todos aque-
llos estudiantes que en la primera encuesta también preferia sincronizada para cualquier

mes m posterior; y la componente ( lim Am> , representa la proporcién de estudiantes
m—o0
33

que sigue prefiriendo sandwich de todos aquellos estudiantes que en la primera encuesta
también preferia sindwich para cualquier mes m posterior.

Ahora bien, de la Observacion [2.2.4] se sigue que, el porcentaje de estudiantes que pre-
fieren cada uno de los alimentos en los meses posteriores a la primera encuesta corresponde

a calcular el vector de estado lim A™p. Por el Teorema [2.1.8] se tiene que:
m—0o0

0.25 0.25 0.25 0.5 0.25
lim A™p=10.35 0.35 0.35 03] =10.35
m—0o0

0.40 0.40 0.40 0.2 0.40

Por tal motivo, en los meses posteriores a la encuesta original, el 25 % de los estudiantes
preferird una ensalada, el 35 % sincronizadas y el 40 % sandwich. &
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Seccion 2.4

Aplicaciones de procesos de Markov a migracion

A continuacion se senalan otras aplicaciones de los procesos de Markov de indole de-
mografico. La interpretacién de los supuestos y de los resultados obtenidos en los ejemplos
parecen estar alejados de la realidad. Sin embargo, son ilustrativos para la estimacion del
comportamiento de una poblacién. Cabe senalar que, el Ejemplo [2.4.1] se ha adecuado del
ejemplo en [8, pag. 81] y el Ejemplo estd inspirado en [9, pag.288]. Los cambios rea-
lizados en estos ejemplos van en el sentido de adecuar los nombres de los estados posibles
del procesos por términos familiares e incorporar interrogantes adicionales al problema
con el objetivo de conocer la distribucién de la poblacion en el largo plazo.

Ejemplo 2.4.1. En cierto pais se clasificé a una generacion inicial de mujeres segiin el
area en la que viven: urbana, suburbana o rural. Los registros de un censo indican que las
hijas de mujeres urbanas tienen una probabilidad de 0.10 de establecerse en areas rurales
y de 0.50 en areas suburbanas; las hijas de mujeres suburbanas tienen una probabilidad
de 0.20 de establecerse en areas rurales y de 0.30 en areas urbanas; y las hijas de mujeres
rurales tienen una probabilidad de 0.20 de establecerse en zonas suburbanas y de 0.70 en
areas rurales. Con esta informacion y bajo la restriccién de que tenemos una poblacién
constante en el sentido de que cada mujer tiene sélo una hija, quien a su vez tiene sélo
una hija, y asi sucesivamente, y ademas de que no hay decesos, podemos analizar la
distribucién de las nuevas generaciones de mujeres en una regién diferente a la de su
madre, es decir, el comportamiento a futuro de esta poblacién en distintos aspectos; por
ejemplo, de manera particular podriamos responder las siguientes cuestiones:

a) {Qué probabilidad existe de que las hijas de las mujeres de la generacién inicial,
que habitan dreas urbanas, migren a zonas suburbanas?
Incluso esta pregunta puede realizarse para las nietas y para las bisnietas de la generacion
inicial, asi como el movimiento hacia las otras regiones. Més atn, si el censo arroja la
informacién adicional de que la poblacién inicial de mujeres estd distribuida en 40 %
mujeres urbanas, 50 % mujeres suburbanas y 10 % mujeres rurales, entonces podemos ser
capaces de predecir como quedara distribuida la poblaciéon de mujeres en las tres zonas
para las generaciones futuras. En particular, podriamos cuestionarnos:

b) {Cémo queda distribuida la poblacién de las hijas, las nietas y las bisnietas en las
tres areas bajo estas nuevas consideraciones?

¢) {Es posible que la poblacién de mujeres se distribuya equitativamente a largo plazo
en cada region? o jcomo seria su distribucién?
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Solucidn:

Conviene presentar en la Tabla la informacion brindada de antemano.

Urbana Suburbana Rural

Urbana 0.40 0.30 0.10
Suburbana 0.50 0.50 0.20
Rural 0.10 0.20 0.70

Tabla 2.4.1: PROBABILIDADES DEL AREA DE RESIDENCIA DE LA PRIMERA GENERACION.

Cada renglén de la Tabla representa la probabilidad que tiene la hija de una
mujer, ubicada en alguna de las 4dreas (urbana, suburbana o rural), de establecerse en una
zona determinada (urbana, suburbana o rural). En consecuencia, puesto que tenemos la
restricciéon de una poblacién constante, la suma de cada columna es uno.

Se senala a continuacion la solucién de cada inciso, para lo cual debemos tener presente
que la generacion inicial de mujeres, o bien generacion cero, corresponde a las madres; la
primera generacion, corresponde a las hijas; la segunda generacion a las nietas; la tercera
a las bisnietas, etc.

a) Para obtener la probabilidad que tienen las hijas de las mujeres de la generacién ini-
cial, que habitan areas urbanas, de migrar a zonas suburbanas, existen tres posibilidades:
que las hijas vivan en zonas urbanas, suburbanas o rurales. Estos hechos corresponden a
los estados de un proceso estocéstico discreto. Aunado a que la probabilidad de que la hija
se establezca en alguna de las regiones depende unicamente de donde se ubico su madre
y no de donde se ubique otra mujer contemporanea o alguna mujer de otra generacion,
se sigue de la Definicion que tenemos un proceso de Markov de tres estados, cuyas
etapas estan dadas por el periodo de tiempo de una generacién a otra.

Ahora bien, es importante senalar que la informacion de la Tabla[2.4.1| corresponde a la
primera generacion. De esta forma, conformamos con dichos datos la matriz de transicion
asociada al proceso de Markov:

0.40 0.30 0.10
A= {050 0.50 0.20
0.10 0.20 0.70

En particular, la probabilidad que tiene la hija de una mujer urbana de ser suburbana es
la componente As, esto es, las hijas de las mujeres de la generacion inicial que habitan
areas urbanas tienen el 0.50 de probabilidad de migrar a zonas suburbanas.

De hecho, las componentes de la matriz A, o bien A!, proporcionan la probabilidad de
migraciéon de la primera generacion a cada una de las zonas. Por ejemplo, la componente




2. Modelo de Markov 45

A3 de A es la probabilidad que tiene la hija de una mujer rural de mudarse a una zona
urbana; de igual forma, la componente Az de A es la probabilidad que tiene la hija de
una mujer rural de permanecer en una zona rural.

Por otro lado, para determinar cudl es la probabilidad que tienen las nietas de las
mujeres de la generacién inicial, que habitan en areas urbanas, migren a zonas suburbanas
existen tres formas diferentes en las que puede ocurrir tal movimiento: que la hija de una
mujer urbana permanezca en una zona urbana y la hija de esta hija se mueva a la zona
suburbana; que la hija de la mujer urbana se mude a una zona suburbana y la hija de la
hija permanezca ahi; o que la hija de la mujer urbana se mueva a una zona rural y la hija
de la hija se mude a la zona suburbana. Estas probabilidades se muestran en el esquema

de la Figura [2.4.1]
Urbana

0.40 0.50

0.50
Urbana —— Suburbana o050 Suburbana

0.10 0.20

Rural

Figura 2.4.1: CAMBIO DE RESIDENCIA DE LAS MUJERES EN DOS ETAPAS.

Ahora bien, para conocer la probabilidad de migracién de las nietas es necesario tener
en cuenta que, tal como se indica en la parte (a) de la Observacién m, el movimiento
de estado de la segunda generacién lo obtenemos de la potencia 2 de la matriz A:

0.32 0.29 0.17
A% = 1047 0.44 0.29
0.21 0.27 0.54

Asi, la componente (A?),, es la probabilidad que tienen las nietas de las mujeres de la
generacion inicial, que habitan areas urbanas, de ser suburbana. En vista de lo anterior,
las nietas de las mujeres de la generacion inicial, que habitan areas urbanas, tienen el 0.47
de probabilidad de migrar a zonas suburbanas. Notemos que las componentes de la matriz
A? proporcionan la probabilidad de migracién de la segunda generacién a cada una de las
zonas.

Cabe senalar que, este calculo también puede realizarse mediante la herramienta de la
probabilidad, como una aplicacion de los llamados principios de la multiplicacion y de la
adicién tal y como se planteo en el inciso (a) del Ejemplo [2.3.1} En efecto, auxilidandonos
de la Figura podemos determinar que la probabilidad que tiene la nieta de una
mujer urbana de vivir en una zona suburbana es la suma de los productos resultantes
de las diversas formas de combinacién de los casos posibles de residencia de las hijas de
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mujeres urbanas por la probabilidad de que las hijas de éstas sean suburbanas. Esto es,
(0.40 x 0.50) 4+ (0.50 x 0.50) + (0.10 x 0.50) = 0.470, valor que coincide con la componente
(A%)3;1, como lo habfamos encontrado.

Finalmente, para establecer la probabilidad de migracion de las bisnietas de las mujeres
de la generacion inicial que habitan areas urbanas, requerimos seguir el mismo procedi-
miento anterior ahora para la tercera generacion. Para ello, siguiendo el andlisis de la
parte (a) de la Observacién [2.2.2 sabemos que el cambio de estado de las mujeres de la
generacion inicial a la tercera, esta dada por la potencia 3 de la matriz A:

0.290 0.275 0.209
A®= (0437 0419 0.338
0.273 0.306 0.453

De lo anterior, la componente (A3),, de A? es el nimero que corresponde a la probabilidad
que tiene la tercera generaciéon de migrar a zonas suburbanas; esto es, las bisnietas, de
las mujeres de la generacién inicial que habitan en areas urbanas, tienen el 0.437 de
probabilidad de migrar a zonas suburbanas. Observemos que las componentes de la matriz
A3 proporcionan la probabilidad de migracién de la tercera generacién a cada una de las
zonas.

b) Para conocer cémo se distribuye la poblacién de las hijas, nietas y bisnietas en
las tres zonas, considerando la informacién indicada originalmente, primero requerimos
establecer que dicha informacion corresponde a la distribucién de la poblacién inicial de
las mujeres censadas. Notemos que esto equivale a decir cémo estan ubicadas las mujeres
de la generacién inicial en cada uno de los estados posibles del proceso. Asi, en vista de
la Observacién [2.2.3] registramos la informacién adicional indicada en el vector de estado

0.40
p = | 0.50 |. La Observacion [2.2.4] indica que, para cada m € N, las coordenadas del

0.10
vector A™p corresponden a la manera en que se disponen los porcentajes de la poblacién

para cada estado de la generaciéon m. De esto, se deduce que el vector Ap representa la
manera en que se ubica el total de las hijas en cada una de las tres regiones. Observemos

que:
0.40 0.30 0.10 0.40 0.32

Ap=1(0.50 0.50 0.20 0.50 | = 10.47

0.10 0.20 0.70 0.10 0.21

Del total de las mujeres de la primera generacién, el 32 % se establecerd en zonas urbanas,
el 47 % en dreas suburbanas y el 21 % en regiones rurales.

De igual forma, para determinar la ubicacién de las nietas en cada una de las zonas,
requerimos conocer el valor correspondiente a cada una de las coordenadas del vector A%p.
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Puesto que:

0.32 0.29 0.17\ /0.40 0.290
A*p =047 044 0.29 0.50 | = |0437],
0.21 0.27 0.54/ \0.10 0.273

obtenemos que del total de las mujeres de la segunda generacion, el 29 % se establecera
en zonas urbanas, el 43.70 % en areas suburbanas y el 27.30 % en regiones rurales.

Finalmente, para saber como se ubican las bisnietas en cada una de las zonas, sélo es
cuestion de calcular el vector A%p. Notemos que:

0.290 0.275 0.209 0.40 0.274
A’p= (0437 0419 0.338 0.50 | = 10.418
0.273 0.306 0.453 0.10 0.308

Del total de las mujeres de la tercera generacion, el 27.40 % seran urbanas, el 41.80 %
suburbanas y el 30.80 % rurales.

c) Para poder ver si es posible que las mujeres se distribuyan equitativamente o no entre
las tres regiones conforme pasen las generaciones necesitamos conocer la distribucion de
las mujeres en estas tres regiones para una generacion m lo suficientemente grande. Dicha

distribucién es el vector lim A™p. De esta forma, primero debemos encontrar la matriz
m—o0

lim A™, la cual por la parte (b) de la Observacién [2.2.2 es una matriz de transicion, y
m—0o0

nos indica la probabilidad que tienen las mujeres de una generacion futura de moverse de

una region a otra.

Para poder encontrar las componentes de la matriz lim A™ primero debemos asegurar-
m—r0o0

nos que tal limite existe. Para esto, notemos que, utilizando una calculadora de matrices,
por ejemplo [39], obtenemos que la matriz A es semejante a una matriz diagonal, es decir

A es diagonalizable (vea la Definicién [1.1.9)). De hecho, se tiene que A = QDQ~', donde:

11 _ 15 15 15
15 \/6 +2 \/6 +2 43 43 43
_ 17 -1 _ 45 _ _
Q — 'H _\/6 _ 3 \/6 _ 3 , Q — 31\458 4 19\§6 90 67\5/1€6+168
—31/6-45  —19v/6—90 671/6+168
1 1 1 258 516 51J5
1 0 0

y D=0 = (

0 0 ¥Bts

Por el Teorema [1.1.10, 1, =8+ y ¥6+3 gon los valores propios de A. De modo que A

cumple con las condiciones del Teorema [2.1.10, lo que nos asegura que el lim A™ existe.
m—0o0
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Observemos que, como A es semejante a [, entonces por el Corolario A™ es semejante
a D™, para cada m € N. Mds atn, en vista del Corolario |2.1.9, tenemos que:

2199 2199 2199
8600 8600 8600

; ; -1 . -1
lim A™ = lim (QD™Q™") = Q( lim D™)Q™" = | 8% 8% 8%
B 0B 0B

Siguiendo la explicacién de la Observacion [2.2.4] la distribucién de mujeres de alguna
generacion futura que habitaran las zonas urbanas, suburbanas y rurales es la primera,
segunda y tercera coordenada, respectivamente, del vector lim A™p. De hecho:

00
A WAL 0.256
lim A™p = | 8 % 555 | | 090 | = [0.395
2 2 £/)\0w0 0.349

43 43 43

Asi eventualmente, del total de mujeres de la generacién m, alrededor del 25.60 %
vivird en zonas urbanas, el 39.50 % en zonas suburbanas y el 34.90 % en zonas rurales.
Por lo tanto, se puede asegurar que no habra una distribucion equitativa en el largo plazo.
Mas atn, las mujeres de las siguientes generaciones, sin importar de que regién sean sus
madres, preferiran establecerse en zonas suburbanas. &

También desarrollamos otra aplicacion en el contexto de fendmenos demograficos. En
este ejemplo abordamos las probabilidades de movilidad laboral de una persona entre la
capital y la provincia.

Ejemplo 2.4.2. En la Tabla [2.4.2| encontramos informacion referente a la migracion de
una poblacién, proporcionada por una empresa especializada que estd interesada en regis-
trar el movimiento poblacional de una cierta entidad causada por cuestiones laborales. En
lo que respecta a dicha tabla, las entradas en cada columna representan las probabilidades
que tiene alguien que vive en la capital o en la provincia el primero de enero de 2017, de
seguir viviendo o mudarse de regién en enero del siguiente ano.

Suponiendo que la poblaciéon permanece constante, es decir, sélo existe un movimiento
continuo entre la capital y la provincia y los individuos registrados son personas que en
ese momento contaban con un empleo, podemos analizar el movimiento migratorio de las
personas. Por ejemplo, en primer lugar:
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Capital Provincia

Capital 0.90 0.02
Provincia 0.10 0.98

Tabla 2.4.2: PROBABILIDADES DEL MOVIMIENTO MIGRATORIO DE 2018.

a) Determinemos la probabilidad que tiene una persona de moverse de una zona a otra
o de permanecer en la zona de origen después de dos anos.
Asimismo, suponiendo que en 2017 el 70 % de la poblacién vivia en la capital y el 30 %
en la provincia, podemos calcular:

b) Calcular el porcentaje de la poblacién que vivird en la capital en 2018, en 2019 y
en 2020.
Finalmente, podemos responder a la siguiente pregunta:

¢) ¢La poblacién de la provincia podria agotarse eventualmente si las probabilidades
de migracion registradas permanecen constantes?

Soluciodn:

Antes de abordar cada uno de los incisos que hemos planteado, consideremos que de
la Tabla [2.4.2] el valor 0.9 indica la probabilidad que tiene una persona que vive en la
capital de permanecer ahi en 2018; o bien, que el 90 % de la poblacién que vive en la
capital en 2017 se quedard en la misma regién en 2018. Asi, el 10 % restante se mudara
a la provincia. En cambio, el valor 0.98 nos indica la probabilidad que tiene una persona
que vive en la provincia de permanecer ahi en 2018, o bien de las personas que viven en
la provincia en 2017, el 98 % permanecerd en su lugar de residencia y en consecuencia el
2 % restante se mudara a la capital para 2018. Note que bajo el supuesto de la poblacién
constante, cada columna suma 1.

De lo anterior, notemos que una persona tiene dos posibilidades de lugar de residencia:
la ciudad o a la provincia. Esto corresponde a los estados de un proceso estocastico
discreto. Mas aun, suponiendo que la probabilidad de que una persona viva en la ciudad o
la provincia no depende del lugar donde viva otra persona o donde vivié en el pasado, se
sigue de la Definicion [2.2.1f que nos encontramos con un proceso de Markov de dos estados,
cuyas etapas estan dadas por los anos. Por consiguiente, con los datos de la Tabla
conformamos la matriz de transicion asociada al proceso de Markov:

0.90 0.02
A= .
<0.10 0.98)
Al igual que en el Ejemplo [2.4.1} analizamos las componentes de A; veamos que la com-
ponente Ay, de A es la probabilidad de moverse de la capital a la provincia; y la A5 de




50

A es la probabilidad de moverse de la provincia a la capital.

a) De manera similar a como se obtuvieron las probabilidades de movimiento migra-
torio generacional en el Ejemplo [2.4.1} es posible encontrar la probabilidad que tiene un
individuo de moverse de una zona a otra o de permanecer en la zona de origen después
de dos etapas, esto es después de dos anos. Tal como se indica en la parte (a) de la
Observacién basta con calcular la matriz de transicion:

22 (0.812 0.038)‘
0.188 0.962

Después de dos anos, es decir en 2019, la probabilidad de que las personas permanezcan
en su zona de origen es de 0.812 para la capital y 0.962 para la provincia. Mientras que la
probabilidad de moverse de la capital a la provincia es 0.188 y la probabilidad de moverse
de la provincia a la capital es de 0.038. Notemos que las componentes de las matrices
A3, A* .. representan las probabilidades de migracién entre capital y provincia de una
persona para el ano 2020, 2021, etcétera.

b) Para establecer el porcentaje de la poblacién que vivird en la capital para los

siguientes tres anos: 2018, 2019 y 2020, bajo los supuestos adicionales de distribucién de
la poblacién en el 2017 que se han indicado, hacemos un analisis similar como el realizado

0.70
0‘30) , donde
la primera y segunda coordenada son las proporciones de la poblacion que reside en la

en la parte (b) del Ejemplo[2.4.1f De esta forma conformamos el vector p = (

capital y en la provincia en 2017, respectivamente, es decir, los dos estados del proceso
de Markov. Notemos que por la Observacion [2.2.3] p es un vector de estado. Luego, por
la Observacion [2.2.4], la proporcién de la poblacién que vivird en la capital para 2018 se
obtiene mediante el siguiente vector:

Ap — 0.90 0.02\ [0.70\ [0.636
P= V010 0.98) \0.30) ~ \0.364)
El 63.60 % de la poblacién total vivira en la capital en 2018.

Por otro lado, para saber la distribucién poblacional de 2019, basta sélo con hacer el
producto de A%p. Esto es:

Aoy — 0.812 0.038\ (0.70  [0.58
P= 10188 0962/ \0.30) ~ \0.42)"
En consecuencia, el porcentaje de la poblacion total que vivira en la capital en 2019 es
del 58 %.

A su vez, el porcentaje de la poblacion que vivird en la capital para el ano 2020, es
decir la tercera etapa del proceso, simplemente lo obtenemos del vector:

APy — 0.735 0.053\ (0.70) _ [0.53
P=10.265 0947/ \0.30) = \oa7)
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El porcentaje de la poblacién total que vivird en la capital en 2020 es del 53 %.
c) Para establecer si la poblacién de la provincia se puede agotar eventualmente cuando
la tendencia de movimiento migratorio continué, es necesario conocer el vector lim A™p,

m—00
que por la Observacion sus coordenadas representan el porcentaje de la poblacién
total que vivird en cada una de las areas en una etapa m, para un m € N lo suficientemente

grande. Cabe senalar que si existe lim A™, por el Teorema [2.1.20] éste es una matriz
m—0o0

de transicién y por la parte (b) de la Observacién [2.2.2] representa las probabilidades

migratorias a largo plazo.

Para encontrar el vector lim A™p, primero veamos que lim A™ existe. En efecto,
m—0o0 m—0o0

mediante la calculadora de matrices [39)], obtenemos que A es diagonalizable, es decir, A
es semejante a una matriz diagonal. Mds ain, A = QDQ ™!, donde:

= 11 1 0

Q= , Q= y D=

-5 1 0 0.88

D=

[« ][]
=

En vista del Teorema[1.1.10] los valores propios de A son 1y 0.88. Por lo tanto, A cumple

con las condiciones del Teorema [2.1.10, De donde, lim A™ existe.
m—o0

Puesto que A es semejante a D, se tiene del Corolario que A™ es semejante a
D™, para toda m € N. De hecho, por la Proposicién [1.1.7, A™ = QD™Q~!. M4s atn, en

vista del Teorema y el Corolario [2.1.9] tenemos que:

lim A™p = 1fm (QD™Q )p = [Q( 1fm Dm)Q—l] P

m—00 m—+00 m—00
Va2 0) 1 1\ /0.70
\& 1/ \o o/ \=5 1/ \o30
L1\ £0.70
53/ \0.30
0.167
0.833

Por tal razon, aproximadamente el 83.30 % de la poblacién total vivird en provincia
en los anos posteriores. Con lo que podemos concluir que la poblacién de la provincia no
puede agotarse si la tendencia continua. &
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Finalmente, los procesos de Markov son sencillos y tienen aplicaciones en distintas
areas de la ciencia. Sin embargo, son muy criticados por esta misma razén, porque al ser un
modelo simplificado no puede ser totalmente efectivo en procesos complejos. Actualmente,
los procesos de Markov se han retomado como complemento de modelos estaticos, por
ejemplo para ampliar el modelo de Leontief. Por lo cual, a pesar de esta desventaja, los
procesos de Markov son ilustrativos para observar el comportamiento de los individuos
en el modelo.




Capitulo 3

Modelo de Leontief

En este capitulo se revisa el modelo macroeconémico propuesto por el economista
estadounidense W. Leontief, el cual recibe el nombre de modelo de Leontief o modelo
input-output. Dicho modelo describe las demandas de insumos de cada uno de los sectores
cumpliendo la regla de partida doble contable, que consiste en que los gastos producidos
al consumir sean iguales a los ingresos obtenidos por las ventas manteniendo el equilibrio
general estédtico de Walras [7].

A mediados de los anos 30’s, Leontief dio a conocer el concepto de Tabla input-output
con lo cual comenzaria a elaborar el modelo que recibe su nombre [7]. Sin embargo, su
trabajo no fue bien recibido por las corporaciones y gobiernos de Estados Unidos y la
Unioén Soviética, por lo cual su investigacion se vio parcialmente suspendida. Fue por
esto que hasta en el ano 1973, Leontief obtuvo el Premio Nobel de Economia al publicar
su modelo, utilizando los datos que le proporciono el Consejo Econdémico y Social de
las Naciones Unidas para la estructura de una economia a la que denomino economia
mundial [27).

La contribuciéon de Leontief es la unién de la teoria econdémica clasica de corte ri-
cardiano y la contabilidad de los flujos de mercancias producidas y distribuidas en una
economia, siguiendo la linea iniciada en el Tableau économique de Quesnay, continuada
por Marx en los esquemas de reproduccion y formalizada por medio de los esquemas
extendidos de Von Bortkievicz [27].

El modelo de Leontief parte de una tabla que representa los balances contables secto-
riales observados en un momento dado del tiempo y utiliza dicha informaciéon para calcular
unos coeficientes que son equivalentes a las propensiones medias del gasto propuestos en
los modelos macroeconémicos de corte keynesiano y no a los coeficientes técnicos de la
teorfa de la produccién [27]. Entre sus principales funciones destaca el permitir medir el
impacto directo o indirecto de cambios en la demanda final sobre la produccién bruta.

En vista de la estructura del modelo, el presente capitulo se encuentra dividido en
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cuatro secciones. En la Seccion se revisan conceptos del algebra lineal utilizados en el
desarrollo de la aplicacién del modelo de Leontief; en la Seccién se detallan conceptos
propios del modelo. Finalmente en las ultimas secciones vemos las aplicaciones, particu-
larmente, en la Seccion se desarrolla un ejemplo de un modelo abierto de Leontief y
en la Seccion un ejemplo de un modelo cerrado de Leontief.

Seccion 3.1

Matrices no negativas

Antes de entender el modelo de Leontief, es necesario tener presente las siguientes
nociones del dlgebra lineal que permitiran plantear la solucién al sistema de ecuaciones
lineales del modelo. Por lo que, en esta seccién abordaremos la teoria de las matrices no
negativas, en particular la que esta enfocada a la nocién de matriz productiva.

Definicién 3.1.1. Sean a,b € R".

(a) Sedice que a > b (respectivamente, @ > b) si se cumple que a; > b; (respectivamente,
a; > b;), para cada i € {1,2,...,n}.

(b) Se dice que b es un vector no negativo si b > o. Se dice que b es un vector positivo
sib>o.

Debido a la transitividad de la relacion “>” en R se tiene lo siguiente:

Observacion 3.1.2. Para cualesquiera vectores a,b,c € R", sia > by b > ¢, entonces
a > c (respectivamente si cambiamos > por >).

De manera similar a la relacién entre vectores, se puede definir una relacion entre ma-
trices comparando componente a componente. Lo anterior estd formalizado en la siguiente
definicion. Recordemos que O es la matriz nula, de tamano adecuado a cada contexto.

Definicién 3.1.3. Sean A, B € M,,.,(R).

(a) Se dice que A > B (respectivamente, A > B) si se cumple que A;; > B;; (respecti-
vamente, A;; > B;;), para cada i € {1,2,...,m} y cada j € {1,2,...,n}.

(b) Se dice que A es una matriz no negativa si A > O. Se dice que A es una matriz
positiva si A > O.

El siguiente tipo de matrices es utilizada en las aplicaciones.
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Definicién 3.1.4. Sea A € M,,«,(R). Se dice que A es una matriz productiva, si A es no
negativa, la suma de cada una de sus columnas es menor a 1 y si existe un vector positivo
x € R” tal que £ > Ax.

La condicion de £ > Az, para un x € R" tal que £ > o, se llama condicion de
productividad de una matriz productiva A. Veamos un ejemplo de una matriz productiva.

Ejemplo 3.1.5. Sea A € M, »,(R). A es de la forma:

0.15 0.10 0.20
0.30 0.05 0.30
020 030 O

Notemos que A es una matriz no negativa porque todas sus componentes son mayor o
igual a cero (vea la parte (b) de la Definicién [3.1.3]). Més ain, la suma de cada una de

100
sus columnas son menor que 1. Ademds, si tomamos a x = | 200 | , comprobemos la
150
condicién de productividad.
0.15 0.10 0.20 100 65 100
0.30 0.05 0.30 2001 = |85 ] < [ 200
0.20 0.30 O 150 80 150

En vista de lo anterior, A cumple la condicién de productividad. Por lo cual concluimos
que A es una matriz productiva.

Respecto a la teoria de matrices productivas, tenemos los siguientes tres resultados
(Lemas yB.1.7 y Teorema los cuales estan tomados de [1]. Una demostracién
del Lema se puede consultar en [1, pag. 174], dado que su demostracién esta fuera
del alcance de este trabajo de tesis.

Lema 3.1.6. Sean A € M,,,(R) una matriz productiva y & € R". Si £ > Az, entonces
x > o.

Otro resultado importante de matrices productivas es el siguiente. Para simplificar la
notacién usamos el simbolo I para representar la matriz identidad de tamano n x n.

Lema 3.1.7. Sea A € M, +,(R) una matriz no negativa, cuyas suma de cada una de sus
columnas son menores que 1. Entonces, A es una matriz productiva si y sélo si I — A es
una matriz invertible.

Demostracion. Supongamos que A es una matriz productiva. Para ver que I — A es
una matriz invertible, utilizamos la parte (2) del Teorema [1.1.11] Sea x € R" tal que
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(I — A)x = 0. Veamos que £ = 0. Como (I — A)x = o, se tiene que * = Az. Luego
por el Lema [3.1.6] se tiene que £ > o. Por otro lado, puesto que también se cumple
(I — A)(—z) = o, nuevamente por el Lema [3.1.6] obtenemos que —z > o. Asi, se sigue
que 0 < z < 0. De donde, = 0. De aqui, por la parte (2) del Teorema[1.1.11], obtenemos
que I — A es invertible.

Ahora, supongamos que I — A es una matriz invertible. Para ver que A es una matriz
productiva, resta verificar que A cumple la condicién de productividad. Puesto que I — A
es invertible, se sigue de la parte (3) del Teorema , que para un vector d € R" tal
que d > o, existe un unico vector x € R" tal que (I — A)x = d. Luego, (I — A)x > o. Asi,
x — Ax > 0. De donde x > Azx. Por lo tanto, A es productiva. n

El siguiente resultado garantiza la existencia y unicidad de una solucién no negativa
para un sistema no homogéneo que involucra una matriz productiva y un vector positivo.

Teorema 3.1.8. Sea A € M,,»,,(R) una matriz no negativa, cuyas suma de cada una de
sus columnas son menores que 1. Si d > o0, entonces A es una matriz productiva si y sélo
si existe un unico vector x € R” tal quez > oy (I — A)x =d.

Demostracion. Supongamos que d > o y que A es una matriz productiva. Por el Lema
, la matriz I — A es invertible. Luego, por la parte (3) del Teorema , existe un
tnico vector £ € R™ tal que (I — A)x = d. Resta ver que > 0. Puesto que (I — A)x =d
y d > o, se tiene que (I — A)x > o. Luego, £ — Az > o. Esto es £ > Az. Asi, por el Lema
[3.1.6] concluimos que z > o.

Reciprocamente, veamos que A es productiva. Por hipotesis para algin £ > o se cumple
que (I — A)x = d. Como d > o, se sigue que (I — A)x > o. Luego, x > Az. Por lo tanto
A es productiva. O

Seccion 3.2

El modelo de Leontief: modelo abierto y modelo
cerrado

El modelo de Leontief es un modelo de enfoque macroeconémico que se basa en el
analisis del equilibrio general estatico. Entre los principales objetivos de dicho modelo
esta el representar la estructura intersectorial de una economia y medir el impacto en la
producciéon bruta causado por la respuesta de la demanda a politicas econémicas, como
por ejemplo reducir el desempleo, entre otros [7].

Para cumplir dicho objetivo se parte de suponer que todo lo producido es consumido
y que se cumplen tres hipdtesis fundamentales. A saber, (a) homogeneidad sectorial, que
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implica suponer que cada insumo es producido por un unico sector; (b) invarianza de
precios relativos, que indica que se homogeneiza la medicion de los valores agregados,
es decir, todos los datos estdn medidos en unidades monetarias; y (c¢) proporcionalidad
estricta, que asume que los insumos requeridos para producir una unidad de mercancia
son fijos |33, pag. 15].

Para poder identificar si un problema econémico puede ser modelado con el modelo
de Leontief, se requiere primero identificar con qué informacién se cuenta. Para ello,
recordemos las siguientes definiciones, las cuales se pueden consultar en [1,}4.|9}21}33].

Definicién 3.2.1. La demanda intermedia de una entidad econdémica, por ejemplo un
sector o una economia, es la composicion de los insumos requeridos por un sector en
particular para lograr la produccién del bien que ofrece.

En la Definicion se introduce el concepto de demanda externa. La demanda total
se define en términos de la demanda intermedia y la demanda externa como sigue.

Definicion 3.2.2. La demanda total de una entidad econdémica es la suma de la demanda
intermedia mas la demanda externa.

Para el resto del presente capitulo consideramos una economia con una técnica de
produccion no derrochadora, es decir, una economia en la que cada sector es capaz de
producir méas de lo que consume como insumo. Ademéds, asumimos que de la economia
dada se conoce informacién de los balances contables sectoriales, o bien la entrada y
salida (compra y venta) de productos de los sectores que la componen, observados en un
momento dado de tiempo.

Una de las formas en que normalmente se presentan estos datos es a través de tablas,
las cuales por sus caracteristicas es posible identificarlas con un nombre. A saber, las tablas
input-output donde se concentra la informacién de entrada y salida (compra y venta) de
insumos de la economia dada. En este caso las filas de la tabla estan destinadas para
describir la distribucién de la produccién de un sector entre los otros sectores, asi como la
demanda externa (vea Tabla , lo cual corresponde a las salidas o ventas de insumos.

Otra forma de leer o interpretar la tabla de input-ouput (Tabla es dividiendo sus
columnas en dos secciones. La primera seccién corresponde a las columnas de los sectores:
Sector 1, Sector 2, ..., Sector n, las cuales se caracterizan porque detallan la informacién
del intercambio entre sectores. En esta parte encontramos la demanda intermedia de la
economia. A su vez, la segunda seccién corresponde a las columnas de demanda externa
y produccién bruta. La columna de demanda externa registra las ventas de cada sector
al mercado final o externo, y la columna de produccion bruta registra la informacion del
total de la produccién que genera cada uno de los sectores [33, pag. 7-9]. El andlisis por
columnas corresponde a las entradas o compras de los insumos. Es importante senalar que
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Salida a »
Sector 1 Sector 2 ... Sector n | Demanda externa | Produccién
Entrada para
Sector 1 11 T12 R T1in dl 1
Sector 2 T2 o9 . Ton dg To
Sector n Tnl Tno e Tnn d, Tn

Tabla 3.2.1: TABLA INPUT-OUTPUT

los valores de la tabla deben expresarse en unidades monetarias, para permitir la suma
de las columnas. En caso contrario no se podria hacer el analisis antes mencionado.

Las tablas input-ouput permiten apreciar la informacién fundamental utilizada en
el andlisis de insumos y productos, es decir muestran el equilibrio entre la oferta y la
demanda detallando el proceso de produccién y la utilizacion de bienes y servicios que se
producen dentro de una economia |21, pdg. 2]. La relevancia de presentar de esta manera
la informacion recae en que se considera a cada sector como productor y consumidor.

Otra utilidad de las tablas input-output es facilitar el estudio de la estructura producti-
va, sus tendencias y sus cambios en un periodo dado. Asi, se puede conocer la importancia
relativa de los sectores y el grado de interdependencia a través de la identificacién de los
principales flujos de produccién e intercambio y los requerimientos de bienes para su uso
intermedio y final [33].

Teniendo en cuenta lo anterior, parai,j € {1,2,...,n}, denotamos la produccién bruta
del sector ¢ como z;, las ventas del sector ¢ al sector j como z;; y la demanda externa del
sector ¢ como d;. Asi, los datos en la Tabla [3.2.1] se representan por las igualdades:

ry = $11+£L’12+"'+$1n+d1
Ty = T+ Top+ o+ T+ d2

Tn = mn1+xn2++mnn+dna

las cuales representan la relacién de equilibrio que existe entre la produccion bruta del
sector 7 y la venta de insumos del sector ¢ entre todos los sectores x;1, x;o, . . ., Ti, Mas la
demanda externa del sector .

Si bien las cantidades expresadas en la Tabla son los datos obtenidos de los
sectores involucrados, es conveniente manejar estas cantidades como proporciones de pro-
duccion, con la finalidad de expresar qué cantidad de produccion del sector i se requiere
para producir una unidad del bien j. Asi, dados los datos w;;, donde ¢,j € {1,2,...,n}
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de la Tabla definimos al término:

tii ==L  paracadai,je{1,2,...,n}. (3.2.1)

Cada término t;; corresponde a una entrada de la Tabla la cual recibe el nombre de
Tabla de tecnologia de input-output.

Salida a
Sector 1  Sector 2 ... Sector n
Entrada para
Sector 1 11 T12 A T1in
Sector 2 To1 T99 - Ton
Sector n Tn1 Tno RN Tnn

Tabla 3.2.2: TABLA DE TECNOLOGIA DE INPUT-OUTPUT

La informacién concentrada en la tabla de tecnologia nos auxilia para representar la
relacién que existe entre la produccion bruta del sector ¢ y las proporciones puestas a la
venta del sector ¢ al j, més la demanda externa del bien 7. Es decir, se tienen las siguientes
igualdades:

Ty = tnxy +tre+ -+, +d;
Ty = tgll'l + t22$2 + -+ thZ'n + dg (322)

Tp = b1 +lp2ro+ - +tpr, + dn

Notese que el conjunto de las ecuaciones en conforman un sistema de ecuaciones
lineales. Llamamos 7" a la matriz de coeficientes del sistema, esto es T;; = t;;, T al vector
columna cuyas coordenadas son los términos z; y d al vector columna con coordenadas
los términos d;. De lo anterior, la forma matricial del sistema (|3.2.2) es:

Tz +d=r. (3.2.3)

Todo el analisis anterior nos lleva a definir una nociéon importante que, entre otras cosas,
relaciona la economia con el dlgebra lineal.

Definicién 3.2.3. Sea T' € M,,»,,(R) una matriz no negativa. Se dice que T" es una matriz
tecnoldgica o matriz de consumo para una economia si sus componentes son los cocientes
de las ventas (salidas) de cada sector entre la produccién bruta del sector comprador
(entradas).
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De esta forma, la matriz T" del sistema ((3.2.3)) es una matriz tecnolégica. Observemos
lo siguiente referente a una matriz tecnologica.

Definicién 3.2.4. Sea T" una matriz tecnoldgica. A la componente 7;; de T" se le denomina
coeficiente tecnologico y representa los requerimientos de insumos del sector ¢ necesarios
para la produccién bruta del sector j.

Dado que estamos considerando economias no derrochadoras, se cumple lo siguiente.

Observacién 3.2.5. Si T' es la matriz tecnoldgica de una economia, entonces los coefi-
cientes tecnolégicos T;; de T son menores que 1.

A partir de la matriz tecnoldgica se define otra matriz que es de nuestro interés, a saber,
la matriz de Leontief. Recordemos que con I estamos denotando la matriz identidad de
n X n.

Definicién 3.2.6. Sea T' € M,,,,(R) una matriz tecnolégica de una economia. Se dice
que la matriz L = [ — T es una matriz de Leontief para la economia dada.

A una matriz de Leontief también se le denomina matriz de requerimientos totales [33,
péag. 17]. Observemos la siguiente propiedad de una matriz de Leontief, la cual se desprende
de la Observacién [3.2.5

Observacion 3.2.7. Sean T' € M,,«,(R) una matriz tecnolégica y L = I — T su matriz
de Leontief asociada. Para cada i € {1,2,...,n} se cumple que, 0 < L; < 1. Mds atn,
para todo 4,5 € {1,2,...,n}, i # j, se tiene que L;; <0y |L;;| < 1.

El sistema Tz + d = z que hemos deducido y analizado en (3.2.3) es equivalente a
Lz =d, donde L = (I — T'). Este sistema recibe un nombre particular.

Definicién 3.2.8. Sean L € M, ,(R) una matriz de Leontief para una economia y
z,d € R". Se dice que el sistema Lz = d es un modelo de Leontief para la economia dada.

Un modelo de Leontief puede ser abierto o cerrado, dependiendo el tipo de sistema
que éste determine.

Definicién 3.2.9. Sean L € M, ,(R) una matriz de Leontief para una economia y
z,d € R". El modelo de Leontief Lx = d es un modelo abierto, si el sistema es no
homogéneo. En caso contrario el modelo de Leontief es cerrado.

Una forma de interpretar un modelo abierto o un modelo cerrado de Leontief es como
sigue.
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Observacién 3.2.10. En la presente tesis, al hacer referencia a un modelo de Leontief
para una economia no homogéneo sélo estamos considerando que d > o, aunque la con-
dicién de no homogéneo sea mas general. Esto es cuando la demanda externa para los
sectores sea mayor que cero. De igual forma, el modelo de Leontief es cerrado si d = o, lo
cual se obtiene cuando no existe una demanda externa de todos los sectores.

Es importante resaltar que el modelo de Leontief se interpreta, economicamente ha-
blando, de diferente manera dependiendo si se trata del modelo abierto o cerrado.

Observacién 3.2.11. Sean L € M,,(R) una matriz de Leontief para una economia
y £,d € R". El modelo de Leontief Lx = d equivale a la representaciéon matematica
del equilibrio entre la oferta y la demanda de una economia dada. En el caso de un
modelo abierto, se entiende que, el valor del excedente del productor (vea Definicién
denotado por Lz debe ser igual a la demanda externa denotada por d. Para el caso
de un modelo cerrado no debe existir un exceso del productor, por lo cual Lx = o.

Respecto a la solucién del modelo de Leontief, primero consideremos el modelo abierto
Lxr =d, donde L = I — T y T es la matriz tecnolégica de la economia (vea Definicién
. Puesto que Lx = d es no homogéneo se tiene, por la Observacion que d > o.
El siguiente teorema brinda condiciones bajo las cuales dicho sistema tiene una tunica
solucién.

Teorema 3.2.12. Sea T € M, ,(R) la matriz tecnolégica de una economia no derrocha-
dora. Si T es productiva, entonces el sistema no homogéneo Lx = d, donde L = I — T,
tiene una tunica soluciéon no negativa.

Demostracion. Como T' es productiva por el Lemal|3.1.7, podemos garantizar que la matriz
de Leontief L es invertible. Observemos que d > o (porque el sistema es no homogéneo,
vea Observacion . De donde, por el Teorema , el sistema Lx = d tiene una
tnica solucién no negativa. De hecho, dado que L es invertible, entonces por la parte (3)
del Teorema la solucién es ¢ = L 1d. ]

Cabe senalar que a cada una de las coordenadas de la solucién z = L~'d se interpreta,
como las cantidades, en unidades monetarias, que debe producir cada uno de los sectores
para mantener la condicién de equilibrio entre la oferta y la demanda en un periodo de
tiempo fijo, con lo cual se genera una nueva tabla de input-output.

Observacion 3.2.13. En relacion con la solucion del modelo abierto de Leontief, se debe
considerar que el vector £ = L~ 'd se obtiene univocamente a partir del vector d y de la
matriz T'. Por lo cual se cumple lo siguiente:

(a) La solucién del modelo abierto de Leontief para un periodo inicial, al cual denotamos
como xy = L~ 'dy, corresponde a los valores de las Tablas y 13.2.2 Asi, las
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entradas de las columnas de produccién bruta y demanda externa de la Tabla[3.2.1
son las coordenadas de x( y dy, respectivamente; y la matriz de Leontief L es la que
estd asociada a la matriz tecnoldgica, la cual representa los términos de la Tabla
0. 2.2l

(b) En vista de lo anterior, para determinar el valor de la produccién bruta de cualquier
periodo posterior, se requiere determinar un nuevo vector de demanda externa d y
calcular la matriz tecnoldgica a partir nuevamente de los datos que se proporcionan

en la Tabla para este otro vector d.

En el modelo cerrado de Leontief para una economia no derrochadora, la matriz tec-
nolégica de la economia cumple que las sumas de cada una de sus columnas sean igual a
1. Respecto a su solucion tenemos lo siguiente.

Observacién 3.2.14. Consideremos el sistema homogéneo Lx = o, donde L =1 — T
En vista de que el sistema es homogéneo, se sabe que una solucién es la solucion trivial
(z = o). Sin embargo, es de interés poder obtener una solucién no trivial, la cual queda
garantizada si la matriz de Leontief L no es invertible (vea Teorema [1.1.11]).

Es importante resaltar que, cada una de las coordenadas del conjunto soluciéon corres-
ponden a las cantidades, en unidades monetarias, que deben producir cada uno de los
sectores para mantener la condicién de equilibrio entre la oferta y la demanda para el
periodo de tiempo n, con lo cual se genera una nueva Tabla de input-output.

Partiendo de lo mencionado respecto a que el modelo de Leontief mide el impacto
de cambios en la demanda sobre la produccion, estos cambios pueden ser en la demanda
intermedia o en la demanda externa. Aunque hasta ahora sélo se ha mencionado que la
variacion en la demanda total sea resultado de un cambio en la demanda externa, el cambio
en la demanda intermedia puede ser resultado de la aplicacion de politicas encaminadas
a incrementar la productividad de los sectores, cambios en los precios o resultado de un
cambio tecnolégico, entre otros; y se ve reflejado en la tabla de tecnologia y por ende en
la matriz tecnoldgica que genera una nueva matriz de Leontief asociada. Por lo que, para
encontrar una soluciéon al modelo de Leontief, dependiendo de si se trata de un modelo
abierto o cerrado, basta con cumplir las condiciones del Teorema [3.2.12] o bien seguir lo
indicado en la Observacion 3.2.14] respectivamente.

Por lo antes mencionado, en el presente estudio hemos analizado el modelo de Leontief
considerando que el modelo cerrado es un caso particular del modelo abierto, ya que se
considera que la economia no produce un excedente que pueda comerciar con el merca-
do externo. Sin embargo, histéricamente la descripcién original hecha por W. Leontief
presenta un enfoque contrario, esto es, primero presenta el modelo cerrado y después el
modelo abierto. De hecho, en 1936, Leontief publicé su modelo para el caso de una eco-
nomia aislada, es decir, en donde todo lo que se produce es consumido y no hay entrada




3. Modelo de Leontief 63

o salida de mercancias. Todo esto corresponde a un modelo cerrado. A su vez, el analisis
del modelo abierto fue presentado en 1973.

Seccién 3.3

Una aplicacién del modelo abierto de Leontief

En vista de lo que se ha detallado en las Secciones v[3.2) tenemos las herramientas
necesarias para atender la aplicacién del modelo de Leontief a una economia determinada.
A continuacién presentamos la aplicacion del modelo abierto a una economia que se
conforma de tres sectores. Para facilitar el analisis de la aplicacién del modelo, lo hemos
dividido en dos ejemplos, inspirados en el ejemplo de [4, pag. 247-250]. En el Ejemplo
se detalla el desarrollo del modelo de Leontief para una economia abierta. En el
Ejemplo se hacen algunas variaciones con respecto a las variables que componen la
economia del Ejemplo[3.3.1]y se comparan los resultados obtenidos en ambos ejemplos, con
la finalidad de determinar qué consecuencias derivan de las variaciones que se proponen.

Ejemplo 3.3.1. Consideremos que en el ano 2016 una economia estd conformada por
tres sectores: agricultura, manufactura y servicios y aplica una técnica de produccion
no derrochadora. Se produce un solo bien por sector, esto es bienes agricolas, bienes
manufacturados y servicios, respectivamente. Los sectores son interdependientes, ya que
compran y venden insumos entre si sin la intervencion del gobierno ni la importacion de
bienes ni capital. Ademas, suponemos que todos los bienes y servicios terminados que no
son utilizados en el proceso de produccion son consumidos por un sector externo (gobierno,
otras economias, etcétera). El flujo de bienes y servicios de esta economia en el afio 2016,
se resume en la Tabla [3.3.1] cuyos datos estan medidos en miles de millones de pesos.

Salida a i .. C
Agricultura Manufactura Servicios | Demanda Produccion
externa bruta
Agricultura 15 20 30 35 100
Manufactura 30 10 45 115 200
Servicios 20 60 0 70 150

Tabla 3.3.1: TABLA INPUT-OUTPUT PARA EL ANO 2016.
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Suponiendo que para el ano 2017, cada sector mantiene las mismas proporciones de compra
y venta de insumos por unidad producida, pero se aplica una politica exterior que favorece
al intercambio con otras economias, la cual se refleja en una nueva demanda externa de
$100 mil millones de pesos en bienes agricolas, $200 mil millones de pesos en bienes
manufacturados y $300 mil millones de pesos en servicios, queremos determinar jqué
nivel de producciéon bruta deberia generar cada uno de los sectores para satisfacer esta
nueva demanda externa?

Solucidn:

Los datos de la Tabla[3.3.1]los interpretamos como se describe en la Tabla[3.2.1] Asi, en
cualquier fila de la Tabla[3.3.1]se muestra la distribucién de los insumos de los tres sectores
(salidas o ventas). Por ejemplo, en la segunda fila encontramos que la produccién bruta de
Manufactura es de $200, de los cuales $30 se venderdn a Agricultura, $10 se conservardn
para su propia produccién adicional, $45 se venderan a Servicios y $115 satisfacen la
demanda externa. A su vez, los datos en las columnas de la Tabla[3.3.1], indican el total de
insumos por cada sector necesarios para obtener la produccién bruta (entradas o compras).
Por ejemplo, en la segunda columna tenemos que el sector manufacturero requiere $20 de
bienes agricolas como insumos, $10 de sus propios productos y $60 de servicios para tener
una produccion bruta de $200. Observemos, ademds, que el consumo intermedio total del
sector manufacturero es de $90, que corresponde a la suma de los insumos de cada sector
(320, $10 y $60, respectivamente). De manera similar, el consumo intermedio total del
sector agricola es de $65, y el de servicios es de $75.

Teniendo en cuenta lo anterior, para i,j € {1,2,3}, denotamos la produccién bruta
de cada sector como z;, las ventas del sector 7 al sector j como x;; y la demanda externa
de cada sector como d;.

Asi, la relacion que se presenta en la Tabla [3.3.1] es:

T; = Tj1 + Tjo + Tiz + di, 1= 1, 2, 3. (331)

La relacién en dice que la produccion bruta del sector x; consiste en el producto
vendido, como insumo, entre los sectores, lo que corresponde a la suma x;; + ;o + x;3,
mas el producto vendido al sector externo d;. A la suma x;; + x;5 + x;3 se le denomina
demanda intermedia (vea Defininicén [3.2.1)). De donde, la demanda total o produccién
bruta es igual a la suma de la demanda intermedia y la demanda externa (vea Definicién
. Lo anterior, se interpreta como el equilibrio entre la oferta (produccién bruta) y
la demanda (demanda total). En nuestro problema, con la informacién de la Tabla [3.3.1]
tenemos lo siguiente:

100 = 15+ 20+ 30+ 35
200 = 30+ 10+45+ 115
150 = 20+ 60+ 70.
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Es necesario resaltar que las demandas externas de los tres sectores son mayores que cero
por lo cual, en vista de la Definicién [1.3.7], nos encontramos con una economia abierta.

Es necesario transformar los valores obtenidos de los sectores involucrados a propor-
ciones de produccion con la finalidad de expresar la cantidad del producto ¢ necesaria para
producir una unidad del bien j. Para lo cual, definimos el término ¢;; como en .
Esto es:

ty ==L, para cadai,j € {1,2,3}. (3.3.2)

Lj

De esta forma, obtenemos la Tabla que es la Tabla de tecnologia de input-output
del problema.

Salida a Agricultura Manufactura Servicios
Entrada para
Agricultura 0.15 0.10 0.20
Manufactura 0.30 0.05 0.30
Servicios 0.20 0.30 0.00

Tabla 3.3.2: TABLA DE TECNOLOGIA DE INPUT-OUTPUT PARA EL ANO 2016.

Ahora, para conocer el nivel de producciéon bruta que ofrece cada uno de los secto-
res para cualquier demanda externa requerida por cada sector, realizamos lo siguiente.
Comenzamos, primero, reescribiendo la ecuacién (3.3.2) como:

x;; = ti;x;, paracada i, € {1,2,3}.
Sustituyendo en la ecuacién (3.3.1]), obtenemos:
xTr; = tilxl —+ ti2m2 + ti3$3 -+ di, para cada t € {1, 2, 3} (333)

En el problema ejemplificado, el conjunto de las ecuaciones generadas de las relaciones de
intercambio dada en la Tabla [3.3.2 es:

r1 = 0.15x1 4+ 0.1025 + 0.20x3 + d;
o = 0.30x7 + 0.0529 + 0.30x3 + d» (3.3.4)
r3 = 020131 + 0301‘2 + d3

Es importante resaltar que las ecuaciones en (3.3.4) representan la relacién de la
produccién bruta del bien ¢ y las proporciones puestas a la venta del sector ¢ al 7 mas la
demanda externa del bien ¢ (vea Definicion [3.2.4]).
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Definimos la matriz T" con los coeficientes de las ecuaciones en ([3.3.4)), esto es:

0.15 0.10 0.20
T=1030 0.05 0.30
0.20 0.30 0
T dl
De igual forma, definimos los vectores € = | x5 | yd = [ d3 |. En vista de que T es una
T3 d3

matriz no negativa (vea parte (b) de la Definicién [3.1.3), y cada una de sus componentes
son los cocientes de las ventas de cada sector obtenidos en , por la Definicion
B:2.3] la matriz T' es una matriz tecnolégica. Por otro lado, las coordenadas del vector
x corresponden a la produccién bruta de cada sector y las coordenadas del vector d
representan su demanda externa.

Con la matriz Ty los vectores columna x y d, la representaciéon matricial del sistema
queda como x = Tx + d. De donde  — Tt = d. De manera equivalente, en vista
de que el vector d > o, tenemos el sistema no homogéneo:

Lx=d, donde L=15—T. (3.3.5)

Recordemos que L es la matriz de Leontief de la economia (vea Definicion [3.2.6|) y repre-
senta la cantidad de produccién que debe realizar el sector ¢ para satisfacer una unidad
de demanda final del producto j.

Observemos que el sistema Lz = d, de acuerdo a la Definicién [3.2.8] es el modelo de
Leontief para esta economfia. Asf, por la Definicién [3.2.9] Lz = d es un modelo abierto de
Leontief. También, en vista de la Observacién [3.2.11], se tiene que el vector Lz representa
el valor del excedente del productor, lo cual es igual a la demanda externa d y las dos
partes de la ecuacién representa el equilibrio entre la demanda interna de insumos y las
demandas externas (vea Definicién [1.3.3)).

Notemos que, de acuerdo a las entradas de la matriz 7', obtenemos que:

0.85 —0.10 —0.20
L=|-030 095 —030]. (3.3.6)
~020 —0.30 1

Ademas, L cumple la propiedad de la Observacion [3.2.7] De lo anterior, el sistema lineal
Lx = d, para cualquier demanda externa d se expresa como:

085.’131 — 010332 — 020.1'3 = dl
—0.30z, + 0.95z5 — 0.30z5 = dy (3.3.7)
—0.20z1 — 0.3022 + 1.0023 = d3
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Notemos que, en vista de la parte (a) de la Observacién |3.2.13} la informacién corres-
pondiente a la producciéon bruta y la demanda externa de cada unos de los sectores en el

100
ano 2016, dada por la Tabla [3.3.1, la podemos registrar en los vectores xop = | 200 | y
150
35
dy = | 115 |, respectivamente. Asi, junto a la matriz L, satisfacen la siguiente igualdad:
70

085 —0.10 —0.20 100 35
—-0.30 0.95 —0.30 200 ) = | 115
-0.20 —0.30 1 150 70

De esta manera estamos comprobando que el sistema Lz, = dj se satisface para la de-
manda externa inicial dy, que corresponde a los datos del flujo de bienes y servicios del
ano 2016. Ahora, encontrar el nivel de produccién que deberia ofrecer cada uno de los
sectores en el ano 2017 para satisfacer la nueva demanda externa, registrada en el vec-

100
tor d; = | 200 |, se tiene por la parte (b) de la Observacién [3.2.13] que esto equivale a

300
resolver el sistema Lx = d; para la variable x.

Para esto utilizamos el Teorema [3.2.12] Veamos que T es una matriz productiva.
Puesto que, las componentes de 7' son todas mayor o igual a cero, se tiene que 7T’ es una
matriz no negativa (vea Definicién [3.1.3). Més atn, la suma de cada una de las columnas
de T son menores que 1, esto se debe a que estamos suponiendo que la economia es no
derrochadora. Ademas, se cumple que:

100 65 100
T 1200 )| =185] < (200
150 30 150

Esto es, T' cumple la condiciéon de productividad. Con todo, obtenemos que 7' es una
matriz productiva (vea la Definicién . De donde, por el Teorema la solucion
del sistema Lz = d,, esta dada por = L~'d;. Recordemos que la productividad de T
asegura la existencia de L™! (vea Lema
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Con ayuda de una calculadora de matrices, por ejemplo [39], obtenemos que:

860 160 220
639 639 639
[ 40 90 35
71 71 71
280 275 1555

639 639 1278

Por lo tanto, la solucién del sistema Lx = d; es:

860 160 220 100 184000

639 639 639 639
_7-1g _ | 40 9 35 _ | 32500
r=L"d= |7 7 % 200 [ = 71
280 275 1555 316250
639 639 1278 300 639
287.96
Hacemos x; = | 457.76 |, la solucion del sistema para la nueva demanda d;, su in-
494.91

terpretacion es como sigue: el nivel de produccion bruta que satisface el equilibrio del
mercado para esta economia debe ser para el sector agricola de aproximadamente $287.96
mil millones, del sector manufacturero debe ser de $457.76 mil millones y de servicios
debe ser de $494.91 mil millones.

Los vectores  y d; que corresponden a la produccién bruta y a la demanda externa,
respectivamente, generan una nueva Tabla de input-output (vea Tabla para el ano
2017, que satisface la condicién de igualdad entre la produccion bruta y la demanda
intermedia mas la demanda externa que se expresa en las igualdades , manteniendo
de esta forma el equilibrio entre la oferta y la demanda.

De la Tabla [3.3.3| vemos que, por ejemplo, en la segunda fila encontramos que la
produccién bruta de Manufactura para el ano 2017 es de aproximadamente $457.76, de
los cuales, también aproximadamente, $86.38 se venderdn a Agricultura, $22.89 se con-
servaran para su propia produccién adicional, $148.47 se venderan a Servicios y $200
satisfacen la demanda externa. De manera general, con la informacion de la Tabla [3.3.3
tenemos que la demanda total o produccién bruta es igual a la suma de la demanda
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Agricultura Manufactura Servicios | Demanda Produccién
Entrada para
externa bruta
9200 3250 63250
Agricul —_— 1 287.
gricultura 513 7 539 00 87.96
18400 1625 94875
M fact —_— 200 457.76
anulactura 213 71 639
36800 9750
ici —_— —_— 494.91
Servicios 639 1 0 300 94.9

Tabla 3.3.3: TABLA INPUT-OUTPUT PARA EL ANO 2017.

intermedia y la demanda externa, lo cual se expresa de la siguiente manera:

9200 3250 63250
287. = 1
87.96 513 + = + 639 + 100

18400 1625 94875

457. = 2

57.76 513 + 1 + 639 + 200
36800 9750

49491 = —/—— + ——

94.9 639 + 1 + 300

El siguiente ejemplo considera la misma economia que en el ejemplo anterior, pero se
incluyen variaciones en las demandas, con las que se pretenden resaltar las consecuencias
que tienen sobre el nivel de produccion.

Ejemplo 3.3.2. Utilizando la informacién del Ejemplo [3.3.1] volvemos a considerar la
misma economia con tres sectores: Agricultura, Manufactura y Servicios. Analicemos lo
siguiente.

a) Considerando que en el ano 2018 cada sector mantiene las mismas proporciones de
compra y venta de insumos por unidad producida, pero la demanda externa del sector
agricola incrementa de los $100 mil millones de pesos registrados en el ano 2017 a $300 mil
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millones, ;cémo afectara este incremento de la demanda externa en el nivel de produccion
bruta que ofrecera cada sector?

b) De manera similar, si se sabe que para el ano 2019, se mantienen las demandas
externas del ano 2018 para el sector agricola y manufacturero, pero la demanda del sector
servicios se reduce de los $300 mil millones registrados en el ano 2018 a $200 mil millones,
entonces jcémo se veria afectado el nivel de produccién de cada uno de los sectores?

¢) Se tiene conocimiento de que para el ano 2020 el sector servicios lanzara una cam-
pana exitosa para comer productos frescos de granja, e incrementara su participacién con
el sector agricola al 40 %, mientras que su participacién con el sector manufacturero caerd
al 10 %. Analizar si estas decisiones que tomara el sector servicios sobre su participacién en
el intercambio con los otros dos sectores conseguira que se incrementen las producciones
brutas, si se mantienen las demandas externas del ano 2017.

Solucion:

Retomando los datos del Ejemplo[3.3.1} tenemos que la matriz de tecnologia, el vector
de demanda externa y el vector de produccion del ano 2017 son, respectivamente:

0.15 0.10 0.20 100 287.96
T=1030 0.05 030, d, = | 200 y xy = |457.76
0.20 030 0 300 494.91

Con esta informacién analizamos los problemas planteados.

a) Para determinar como afectara el incremento en la demanda externa de agricultura
en el nivel de produccion bruta de cada sector para el ano 2018, primero retomamos el
sistema de Leontief Lx = d, donde L = I3 — T es la matriz de Leontief (vea del
Ejemplo . Recordemos que los vectores & y d son los vectores correspondientes a la
produccién bruta y la demanda externa, respectivamente. Ademads, obtuvimos que L es

(vea (3:3.0) del Ejemplo B3.1):

0.85 —0.10 —0.20
L=1-030 095 -0.30
-0.20 —0.30 1

En vista de que se incremento la demanda externa del sector agricola para el ano 2018,
300
definimos un nuevo vector de demanda externa como dy = | 200 | . La produccién bruta

300
del ano 2018 que deseamos conocer la representamos por el vector 5. Para encontrar dicho
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vector &5 debemos resolver el sistema Lzs = ds. Del Ejemplo se sabe que T' es una
matriz productiva. Luego, por el Teorema [3.2.12] la solucién del sistema es x5 = L™ d,,

donde hemos visto que la inversa de L es:

860 160 220
639 639 639
Lt = 4_0 @ %
7171 71
280 275 1555
639 639 1278
Por lo tanto:
860 160 220 356000
639 639 639 300 639
Ty=L""dy=| 2 D 3B 11200 40500
280 275 1555 372250
630 o3 1278/ \300 630
557.12
Interpretamos la solucion €5 = | 570.42 | como que el nivel de producciéon que sa-
582.55

tisface el equilibrio de mercado para el ano 2018, en miles de millones de pesos, es de
$557.12, $570.42 y $582.55 en bienes del sector agricola, manufacturero y servicios, res-

pectivamente.
287.96 557.12
En vista de que, 1 = | 457.76 | v o = | 570.42 |, tenemos que ; < x5 (vea
494.91 582.55

Definicién . Con esto, podemos notar que el incremento en la demanda del sector
agricola trajo como consecuencia que el nivel de produccién bruta de los tres sectores
para el ano 2018 también incrementara comparada con el ano 2017. Mas atn, puesto que
los incrementos Ax; = 557.14 — 287.96 = 269.18, Axy = 570.42 — 457.76 = 112.68 y
Axs = 582.55 — 494.91 = 87.64, obtenemos que para el ano 2018 el incremento en la
produccién bruta del sector agricola es mayor al incremento de la produccion bruta del
sector manufacturero y que el de servicios.

b) Si resolvemos el sistema Lz = d, tal y como se vio en el inciso previo, para deter-
minar el nivel de produccién para el anio 2019 manteniendo las mismas proporciones de
compra y venta de insumos por unidad producida del ano 2018, pero con una disminucion
de la demanda externa en servicios basta con calcular 3 = L~'ds, donde ahora el vector
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300
de demanda externa para el ano 2019 queda como d3 = | 200 |. De donde:
200
860 160 220 334000
639 639 639 300 639
g3 =L"'dg=| 3 2 B | 1200[=[
280 275 1555 294500
630 30 128/ \200 630
522.69
Se tiene de la solucion 3 = | 521.13 | que el nivel de produccién bruta para el ano 2019,
460.88

en miles de millones de pesos, serda de $522.68, $521.13 y $460.88 en bienes del sector
agricola, manufacturero y servicios, respectivamente.

557.12 522.69
Dado que o = [ 57042 | y 3 = | 521.13 |, tenemos que 3 < x5 (vea Definicién
582.55 460.88

. Con esto podemos notar que la disminucién de la demanda externa de servicios
trajo como consecuencia que el nivel de produccion bruta de los sectores para el ano 2019
también disminuyera comparada con el ano 2018. Mas ain, observemos que al comparar
el nivel de produccién bruta de los anos 2017, 2018 y 2019, existe un incremento en el
nivel de produccién bruta del sector agricola, resultado del incremento de la demanda
externa del ano 2018, ya que pasé de tener un nivel de produccién bruta en el ano 2017,
en miles de millones de pesos, de $287.96 a tener un nivel de produccién bruta en el ano
2019 de $522.69. Sin embargo, existe una disminucién en el nivel de produccién bruta del
sector servicios, resultado de la disminucién de la demanda externa del ano 2019, ya que
pasé de tener un nivel de produccién bruta en el ano 2017 de $494.91 a tener un nivel de
produccién bruta en el ano 2019 de $460.88.

Del andlisis anterior, no podemos garantizar que el impacto del incremento de la
produccion bruta del sector agricola sea mayor o menor que el impacto de la disminucion
de la produccion bruta del sector servicios, ni cémo estas variaciones en la demanda
externa afectan el nivel de produccion bruta de los tres sectores. Es decir, en vista de la
Definicién [3.1.1] no podemos decir que el nivel de produccién bruta en alguno de los tres
anos es mayor o menor que los otros, debido a que al comparar coordenada a coordenada
los vectores x1, x5, T3 no es posible determinar cudl es mayor que el otro. Todo lo anterior
se debe a que el modelo de Leontief planteado de esta manera no permite apreciar la
participacion de los sectores en la producciéon bruta para cada ano.

¢) Determinemos el nivel de produccién para el afio 2020. Consideremos que el sector
servicios lanza su campana que trae como resultado un incremento en la participaciéon de
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dicho sector con el sector agricola. Esto se ve reflejado en la componente t3; de la matriz
tecnoldgica T', pues el valor de 0.20 cambia a 0.40; y la disminucién de la participacion de
servicios con el sector manufacturero se refleja en la componente t35 de la matriz T', pues
el valor pasa de 0.30 a 0.10. Asi, conformamos una nueva matriz tecnoldgica 1"

0.15 0.10 0.20
T'=10.30 0.05 0.30
0.40 0.10 O

A partir de esta nueva matriz, podemos calcular una nueva matriz de Leontief L', es decir,
L' = I3 — T'. De donde:
0.85 —0.10 —0.20
L'=|(-030 095 —0.30
—0.40 —-0.10 1

Notemos que 7" es una matriz no negativa (vea Definicién , la suma de las
componentes de cada una de sus columnas son menores que uno y ademaés, se cumple que:

100 95 100
T 1200 | =[130] < {200
300 60 300

En consecuencia, 7" es una matriz productiva (vea Definicién . Ya que se esta con-
siderando que se mantienen las mismas demanda externas que las del ano 2017, tenemos
100
que di = [ 200 |. Asi, por el Teorema [3.2.12 la solucién del sistema L'z, = d; es
300
z, = (L')"'d;. Con ayuda de una calculadora de matrices, por ejemplo [39], calculamos

la inversa de L', la cual es:

460 60 110
329 329 329
(L’)*l_ @ @ 4_5
47 47 94
205 125 1555

329 658 1316

Por lo tanto, la solucién es:

460 60 110 13000

329 329 329 100 a7

_(rn-13 _ | 30 55 45 _ | 20750
zy= (L) dy = 47 47 94 200 | = a7
205 125 1555 300 21375

329 658 1316 47
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276.60
De la solucion z, = | 441.49 | se tiene que, el nivel de produccion bruta para el ano

454.79
2020, en miles de millones de pesos, que satisface el equilibrio del mercado es de $276.60,
$441.49 y $454.79 en bienes agricolas, manufactureros y servicios, respectivamente.

287.96 276.60
En vista de que £; = [ 457.76 | v x4 = | 441.49 |, tenemos que x; < z; (vea la
494.91 454.79

Definicién . Con esto, podemos notar que las modificaciones de la participacién del
sector servicios traera como consecuencia una disminucion en el nivel de produccion bruta
de la economia para el ano 2020, comparado con el nivel de produccién del anio 2017. De
esto podemos concluir que la campana que planea implementar el sector servicios no
tendra éxito, ya que la produccién bruta de cada uno de los sectores sera menor que si no
implementara dicha campana. &

Seccién 3.4

Una aplicacién del modelo cerrado de Leontief

A continuacién presentamos una aplicacion del modelo cerrado de Leontief a una
economia que se conforma de tres sectores y que no cuenta con un intercambio con el
mercado externo. De hecho, una economia con esta caracteristica normalmente se conoce
como una economia cerrada (vea Definicién . Analicemos el siguiente ejemplo, el
cual estd tomado parcialmente del Ejemplo 1 de [18, pag. 49-51], ya que desarrollamos y
formalizamos la solucion.

Ejemplo 3.4.1. Cierta economia consiste en los sectores carbonero, eléctrico y acerero y
aplica una técnica de produccién no derrochadora. Cada sector compra y vende mercancias
dentro de la economia, por lo que se asume que todo lo que se produce se consume y no
hay productos que entren o salgan del sistema, es decir, no hay demanda externa. Las
transacciones de cierto ano se registraron en la Tabla|3.4.1] cuyos datos estan en millones
de pesos. Note que en esta tabla input-output no incluimos la columna de demanda
externa, porque consta de ceros.

Suponiendo que se sigue manteniendo la misma estructura de mercado, es decir, que se
mantiene el intercambio entre las mismas entidades econémicas sin la intervencién de al-
guien externo, ;qué nivel de produccién debera generar cada sector, para anos posteriores,
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Salida a Carbén  Electricidad  Acero | Produccién bruta
Entrada para

Carbon 200 350 450 1000
Electricidad 500 400 600 1500
Acero 300 750 950 2000

Tabla 3.4.1: TABLA INPUT-OUTPUT PARA UNA ECONOMIA CERRADA.

con la finalidad de mantener un equilibrio entre la oferta y la demanda?

Solucioén:

Notemos que los datos, todos en millones de pesos, en cualquier fila de la Tabla
muestran la distribucién de la produccién de insumos entre los tres sectores (salidas o ven-
tas); y en cualquier columna muestran los insumos requeridos para generar la produccién
bruta de cada uno de los sectores (entradas o compras).

Teniendo en cuenta lo anterior, para i,j € {1,2,3}, denotamos la produccién bruta
de cada sector como z; y las ventas del sector 7 al sector j como z;;. Asi, la relacién que
se presenta en la Tabla |[3.4.1] es:

T; = Tj1 + Tio + iz, para cada i € {1, 2, 3} (341)

La relacién en dice que la produccion bruta u oferta, del sector x; es igual a la
demanda de los sectores z;;, es decir, el producto vendido como insumo entre los sectores
(i1 +xi2+x43), que corresponde a la demanda intermedia. Lo anterior, se interpreta como
el equilibrio entre la oferta y la demanda (vea Definicién . En nuestro problema, con
la informacién de la Tabla tenemos lo siguiente:

1000 = 200 + 350 + 450
1500 = 500 + 400 + 600
2000 = 300+ 750 + 950

Con t;5, tal como se indica en (3.2.1)) indicamos la cantidad del producto i necesaria
para producir una unidad del bien j. Esto se obtiene mediante la relacion:

tij = %, para cada i, j € {1,2,3}. (3.4.2)
J

Tomando esto en cuenta, obtenemos la Tabla [3.4.2] que es la Tabla de tecnologia de
input-output del problema.
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Salida a Carbén Electricidad Acero
Entrada para
Carbén 0.20 0.23 0.225
Electricidad 0.50 0.27 0.300
Acero 0.30 0.50 0.475

Tabla 3.4.2: TABLA DE TECNOLOGIA DE INPUT-OUTPUT PARA UNA ECONOMIA CERRA-
DA.

Para conocer el nivel de produccién bruta que debe generar cada uno de los sectores
para seguir manteniendo un equilibrio entre la oferta y la demanda, realizamos lo siguiente.
Comenzamos, primero, reescribiendo la ecuacién (3.4.2)) como:

r;; = t;jxj, paracadai,j € {1,2,3}.
Sustituyendo en la ecuacién (3.4.1]), obtenemos:
x; = tyxy + tiowe + tizxs, para cada i € {1,2,3}. (3.4.3)

En nuestro problema, el conjunto de las ecuaciones generadas de las relaciones de inter-

cambio dada en la Tabla B.4.2 es:
1 7 9

ry = 5x1 + %1'2 + Efﬂg

1 4 3
Ty = 5331 + 1—5372 + El’g (344)

3 1 19
T3 = Efﬁ + §$2 + Em

Cabe senalar que las ecuaciones en (3.4.4) representan la relacién de la produccion
bruta del bien ¢ y las proporciones puestas a la venta del sector i al j (vea Definicién
3.2.4]). Definimos la matriz T" con los coeficientes de las ecuaciones en ([3.4.4)), esto es:

79
5 30 40
r—|1 2 3
2 15 10
31 19
10 2 40

La matriz T es una matriz tecnolégica (vea Definicién [3.2.3)). Notemos que como estamos
analizando una economia no derrochadora, la suma de cada una de las columnas de la
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T1
matriz 7" son igual a 1. Definimos el vector x = | x5 |, cuyas coordenadas corresponden
T3
a la produccién bruta de cada sector.
Asi, con la matriz T y el vector columna z, la representacién matricial del sistema
queda como x = Tz, que es la representacion de la condicion de equilibrio entre oferta y
demanda.
Lo anterior, lo podemos ver como * — T'x = 0. Esto es, tenemos el sistema homogéneo
Lx = o0, donde L = I3 — T'. La matriz L se denomina matriz de Leontief (vea Definicién
. En vista de la Observacion , se tiene que el vector Lz representa el valor del
excedente del productor, lo cual debe ser igual al vector nulo puesto que se considera que
todo lo producido es consumido dentro de la economia y no hay entradas o salidas de
mercancias.
Notemos que de acuerdo a las componentes de la matriz T, obtenemos que:

4 7 9
) 30 40
| L 1 _3
2 15 10
3 21
10 2 40
El sistema lineal Lx = o se expresa como:
4 7 9
—T1 — =<y — —xX3 = 0

) 30 40

1 11 3

Lo
07 T T " T

Notemos que la informacién correspondiente a la producciéon bruta de cada uno de los

1000
sectores dada por la Tabla [3.4.1] la podemos registrar en el vector £y = | 1500 |. Asi,
2000
junto a la matriz L, en vista de la Observacién |3.2.13] se satisface la igualdad:
4 7 9
= T30 i 1000 0
111 3 _
-5 15 g 15001 =10

—3 12 ]\ 9000 0

40
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Para encontrar el nivel de produccion que deberia ofrecer cada uno de los sectores
para mantener el equilibrio para un ano posterior al registro de los datos de la Tabla
3.4.1] resolvemos el sistema homogéneo Lz, = o para la variable z;. Para esto, primero
haciendo uso de una calculadora de matrices, por ejemplo [39], podemos comprobar que
la inversa de L no existe y como el sistema es homogéneo y en vista de la Observacion
podemos garantizar que existen infinitas soluciones para el modelo de Leontief.

Asi, al resolver el sistema obtenemos el siguiente conjunto solucién:

0.5
S = T3 0.75 €R3:x3€R
1
O.5I3
Interpretamos cada solucion del sistema 1 = | 0.75x3 |, con x3 € R diciendo que el
T3

nivel de produccién que deben ofrecer el sector carbonero y el sector eléctrico, en un ano
posterior, es una proporcién de la produccién que ofrezca el sector acerero.

De manera particular, por cada millén de pesos que produzca en mercancias el sector
acerero, el sector carbonero debe ofrecer $500 mil pesos en productos de carbén y el
sector eléctrico debe producir $750 mil pesos en productos de electricidad. En la Tabla
[3.4.3] vemos la nueva relacién de equilibrio entre la demanda y la oferta que cumple con las
igualdades en (3.4.1)), resultante del nivel de produccién particular que hemos mencionado.

Salida a Carbén  Electricidad Acero | Produccién bruta
Entrada para
Carbon 0.100 0.175 0.225 0.5
Electricidad 0.250 0.200 0.300 0.75
Acero 0.150 0.375 0.475 1

Tabla 3.4.3: TABLA INPUT-OUTPUT PARA UNA ECONOMIA CERRADA.

Notemos que, de la Tabla [3.4.3| por ejemplo, en la primera fila encontramos que la
produccién bruta del sector carbonero, en un ano posterior, es de aproximadamente $500
mil pesos, de los cuales, también aproximadamente, $100 mil pesos conservard para su
propia produccién, $175 mil pesos le venderd al sector eléctrico y $225 mil pesos le venderd
al sector acerero.

De igual forma, en caso de que el sector acerero produzca $4 millones de pesos en
productos de acero, el sector carbonero debe ofrecer $2 millones de pesos en productos de
carbén y el sector eléctrico debe producir $3 millones de pesos en productos de electricidad.
En la Tabla vemos la nueva relacion de equilibrio entre la demanda y la oferta que
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cumple con las igualdades en (3.4.1)), resultante del nivel de produccién particular que
hemos mencionado.

Salida a Carbén  Electricidad Acero | Produccion bruta
Entrada para
Carbén 0.200 0.525 0.900 2
Electricidad 0.500 0.600 1.200 3
Acero 0.300 1.125 1.900 4

Tabla 3.4.4: TABLA INPUT-OUTPUT PARA UNA ECONOMIA CERRADA.

Asi, de la Tabla por ejemplo, en la primera fila encontramos que la produccién
bruta del sector carbonero, en un ano posterior, es de aproximadamente $2 millones de
pesos, de los cuales $200 mil pesos conservard para su produccién, $525 mil pesos le
venderd al sector eléctrico y $900 mil pesos le vendera al sector acerero.

Este analisis lo podemos hacer para cualquier cantidad de produccién en millones de
pesos del sector acerero. &

Finalmente, es importante senalar que el modelo de Leontief ademéas de lo que se pudo
observar en el presente capitulo, también es un instrumento esencial para medir el déficit
de la balanza comercial y el nivel general de los precios, sin embargo se requiere definir
otros conceptos propios de la Economia, que estan fuera del alcance de este trabajo de
tesis.

Si bien el modelo de Leontief planteado como se hizo parece sencillo y tiene una des-
ventaja importante pues carece de temporalidad, existen adecuaciones al modelo original,
en los cuales se ha ido incorporando otras herramientas matemaéaticas que permitan al
modelo predecir la evolucion del intercambio sectorial en el tiempo. Algunos ejemplos
de estos modelos son el modelo de precios y factores primarios, el modelo dindmico, el
modelo ampliado por Miyazawa, el modelo de oferta de Gosh, modelos de proyeccién y de
equilibrio general entre otros; ademas de métodos para la construccion de las tablas como
el método de Ras y procesos de ajuste, matrices de origen y destino, el valor agregado,
entre otros [7].

Es importante agregar que, haciendo una comparativa de publicaciones tanto de as-
pecto tedrico como aplicado del modelo de Leontief, se ha trabajado mas este tema en
paises como Estados Unidos, Holanda y Reino Unido; mientras que México representa
menos del 1% de publicaciones [7, pdg. 21-22].
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Capitulo 4

Modelo de oferta y demanda y modelo keynesiano

En este capitulo se revisa el modelo microeconémico de oferta y demanda, el cual fue
desarrollado por A. Marshall, siendo el modelo estatico la base de modelos aplicados a
la microeconomia y a la macroeconomia, pues parte del equilibrio general propuesto por
L. Walras en 1874. Y el modelo macroeconémico keynesiano, el cual se basa en la teoria
propuesta por J. M. Keynes en 1930 [37].

Los modelos tal y como se plantean en este capitulo no son los clasicos que se estu-
dian a nivel formativo en Economia, sino son una ampliacion puesto que se incorporé el
dinamismo a las variables por la década de los anos 30’s. Tal hecho se le atribuye, en el
caso del modelo de oferta y demanda, a los economistas estadounidenses K. Arrow y L.
W. McKenzie y al economista francés G. Debreu; y en el caso del modelo keynesiano al
economista estadounidense P. Samuelson [29,31].

En particular, el modelo de oferta y demanda describe el ajuste del precio, resultado
del equilibrio entre la disponibilidad de un producto y la disponibilidad de quien desea
adquirirlo a cada precio posible. A su vez, el modelo keynesiano identifica el nivel de
equilibrio de los precios y analiza las interrupciones de los mercados de bienes y servicios,
centrandose en el analisis de las causas y consecuencias de las variaciones de la demanda
agregada y sus relaciones con el nivel de empleo y el ingreso.

En vista de la naturaleza de los modelos, el capitulo se divide en cuatro secciones.
En primer lugar, en la Seccion se detallan algunos hechos de la teoria de los sistemas
dinamicos discretos requeridos para describir los modelos de oferta y demanda y keyne-
siano. A saber, analizamos el concepto de iteracion, érbita, diagrama de cobweb, puntos
fijos y puntos periédicos y algunas caracteristicas de éstos. En segundo lugar, en la Seccién
se describe brevemente en qué consiste el modelo de oferta y demanda y el modelo
keynesiano. Finalmente en las Secciones y se dan ejemplos de aplicaciones de los
modelos mencionados. En particular, en la Seccion se dan ejemplos de la aplicacién
del modelo de oferta y demanda; y en la Seccién se analiza un ejemplo de la aplicacién
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del modelo keynesiano.

Seccion 4.1

Sistemas dinamicos: puntos periédicos, 6rbitas,
diagrama de cobweb

Abordemos un concepto, importante en el desarrollo de los modelos que se desarrollan
en este capitulo, el cual se define a continuacion.

Definicién 4.1.1. Sean X un espacio métrico y (G, %) un semi-grupo con elemento neutro.
Un sistema dindmico es una funcién continua ¢ : G x X — X que satisface lo siguiente:

1) ¢(0,z) = z, para cada x € X, donde 0 es el elemento neutro en G.
2) o(t,p(s,x)) = p(t*s,z), para cada t,s € G y para cada z € X.

Generalmente, al espacio X se le llama espacio fase, al semi-grupo G se le denomina
conjunto de pardmetros y la funcién ¢ se conoce como ley deterministica. Si G = RY,
al sistema dindmico se le llama sistema dindmico continuo o flujo. Si G = N U {0}, al
sistema dinamico se le llama sistema dindmico discreto. Para ampliar esta nocién, el lector
interesado puede consultar [6],11},23].

En vista de lo anterior, se entiende que dado un espacio métrico X y una funcién
continua f : X — X al par (X, f) se le denomina sistema dinamico discreto. Dada la
naturaleza de los modelos en los que se aplicaran estos conceptos, al espacio métrico al
que haremos referencia es al conjunto de los niimeros reales con la métrica usual. Asi, la
funcién continua estd considerada en R (f : R — R), y al referirnos al sistema dindmico
discreto haremos alusion al par (R, f).

A partir de la funcién f, podemos definir el concepto de iteracién, que precisamente
implica que un proceso se repita una y otra vez.

Definicién 4.1.2. Sea f : R — R una funcién. La n-ésima iterada o iteracion de f, para
toda n € Z,, determinada por la funciéon continua f, se define como:

=1
fro=7
2= fof
2= fof

/o= fort
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Que es equivalente a la composicién de f consigo misma n veces.

Por ello, a un sistema dinamico discreto se le puede entender, de manera intuitiva, como
una secuencia de nimeros X,, que se definen recursivamente. Es decir, es una secuencia
en la que para toda n € Z,, cada nimero después del primero estd relacionado con
el nimero anterior por la relacién z,_1 = f(z,) [34]. Teniendo ésto presente, surge la
siguiente definicion.

Definicién 4.1.3. Sean (R, f) un sistema dindmico discreto y  un punto en R. La drbita
de x bajo f se entiende como una sucesion de puntos que cumplen la siguiente condicion
de iteracion:

Oz, f) = {x, f(x), (), FP(2),..} = {f"(x) : n € Zy }.

Una oOrbita se puede interpretar como el movimiento de un objeto a lo largo del tiempo.
Especificamente, en el tiempo n = 0 al que se denomina tiempo inicial, el objeto se
encuentra en la posiciéon x; en el tiempo n = 1 el objeto cambia de posiciéon a f(x);
en el tiempo n = 2 el objeto nuevamente cambia de posicién a f(f(x)) = f*(z), y asi
sucesivamente, tal como lo muestra la Figura 4.1.1}

I(x) 1) S (w) S

)

Figura 4.1.1: ORBITA DE z BAJO f-

En el siguiente ejemplo se ilustra mejor este concepto.

Ejemplo 4.1.4. Sea (R, f) un sistema dindmico discreto, donde la funcién continua esté
definida como f(z) = 22, para toda x € R, y consideramos el punto z = 2. Obtenemos la
érbita de x bajo f de la siguiente manera: Asi, la érbita del punto z (vea Figura
esta dada por el siguiente conjunto O(z, f) = {2,4, 16,256, ...}

Podemos notar que las érbitas cambian dependiendo del valor del punto que se tome.
De lo cuél, surge la siguiente definicién con respecto a uno de los puntos més relevantes
en el estudio de los sistemas dinamicos discretos.
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Tiempos: Posiciones

n=>0 T =

n=1 flx)=4

n=2 f(f(x)) = f*(x) =16
n=3 f(f2(x) = f3(x) = 256

/\/\/\/“

Figura 4.1.2: ORBITA DE z = 2, BAJO f(z) = 2.

Definicién 4.1.5. Sean (R, f) un sistema dindmico discreto y xy un punto de R. El punto
xo es un punto fijo de f si f(xo) = x¢. En este caso, la 6rbita de xy bajo f es el siguiente
conjunto:

O(zo, f) = {0, x0, ...} = {x0}.

De la cual se tiene que, para cada n € N, se cumple que f"(z¢) = x¢. En otras palabras,
la 6rbita O(xg, f) tiende a zg, es decir se cumple que lim f"(xy) = 0.
n—oo

En el siguiente ejemplo se ilustra el concepto anterior.

Ejemplo 4.1.6. Sea el sistema dindmico discreto (R, f), donde f(z) = 2%, en vista de la
Definicién [4.1.5] se tiene que los puntos fijos de esta funcion son 0 y 1.

Esto es facil de comprobar. En el primer caso de que zy = 0, se tiene, al aplicar la iteracion,
que f(zg) =0, f2(xg) =0, f3(x9) = 0,...; al mismo tiempo que en el caso de que zg = 1,
se tiene que f(xg) =1, f2(zo) = 1, f3(z9) = 1,... Por lo tanto ambos son puntos fijos de
la funcion f. En la Figura 4.1.3| se muestra la grafica de los dos tnicos puntos fijos bajo
la funcion f.

Formalmente, buscamos los puntos donde coinciden las dos funciones, en este caso, la
funcién f y la funcién identidad (vea Figura ; asi, f(r) = x si y solo si 22 = z, lo
que equivale a que 22 — x = 0. De lo anterior, se tiene que z(x — 1) = 0 de donde z = 0 o
bien z = 1, por lo tanto los tinicos puntos fijos son t =0y x = 1.
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()]

Figura 4.1.3: PUNTOS F1JOS DE LA FUNCION f(z) = z°.

Diagrama de cobweb

Para observar de manera gréfica la érbita de un punto bajo la funcién f se emplea un
diagrama, el cual permite visualizar el movimiento de un punto perteneciente al sistema
dindmico discreto (R, f) a través de la gréfica de la funcién f y la gréfica de la funcién
identidad. Al proceso que lleva este andlisis gréafico se le conoce como la red de arana o el
diagrama de cobweb.

Para hacer el diagrama de cobweb, por ejemplo, supongamos que deseamos analizar el
comportamiento de la 6rbita del punto x(. Para ello es preciso seguir los siguientes pasos:

1. Se dibujan las gréficas de la funcién f y de la funcién identidad.
2. Se determina el valor de f(zo), con la finalidad de tener la coordenada (x, f(xo)).

3. Se traza una linea recta horizontal de la coordenada (z, f(x)) a la funcién identi-
dad, donde al cruzar con esta se llega a la coordenada (f(xg), f(xo)).

4. De esta nueva coordenada, se traza una nueva recta vertical en direccién a la funcién
2
f, donde encontramos el punto (f(zo), f*(xo))-

5. Se repiten los pasos 3 y 4 tantas veces como sean necesarias.
Para ejemplificar este proceso, comenzaremos con una funcién sencilla; f(z) = 22,
lo cudl nos mostrara graficamente algunos puntos que son importantes en la aplicacion

de modelos que hacen uso de los sistemas dinamicos discretos y que posteriormente se
definiran propiamente.




86

Ejemplo 4.1.7. Sean a = % € Ry f:R — R la funcién continua definida por f(x) = 22,
para toda x € R, y consideremos a ¢ : R — R como la funcién identidad. Observemos
que los puntos fijos de esta funcién son x = 0y z = 1 (vea Ejemplo y la orbita del
punto a se visualiza con el diagrama de cobweb en color negro (vea Figura .

.1

A

(0.0)

Figura 4.1.4: DIAGRAMA DE COBWEB.

Podemos apreciar que la 6rbita del punto a tiende al punto z = 0.

Nuevamente con la misma funcion pero esta vez tomando un punto a diferente al que
se planted en el ejemplo anterior, con la finalidad de ver en la misma grafica diferentes
puntos.

Ejemplo 4.1.8. Seana =2 € Ry f: R — R la funcién continua definida por f(x) = 22,
para toda z € R, y consideremos a g : R — R como la funcién identidad. La orbita del
punto a se visualiza con el diagrama de cobweb (vea Figura .

Podemos apreciar que la érbita del punto a tiende a alejarse del punto z = 1.

En el siguiente ejemplo podemos observar una funcién que es comin encontrarse al
estudiar los sistemas dinamicos discretos, ya que sirve para ejemplificar varios de los con-
ceptos debido a sus propiedades dinamicas, el lector interesado en revisar las propiedades
de esta funcién puede consultar [17].

Ejemplo 4.1.9. Sea T': R — R una funcién continua definida por:

20 sixz <21
T(z) = -2
(z) {2—2x six>%.
A la funcién T se le conoce como la funcion tienda.
Sea a = 7 € Ry T la funcién tienda, para toda x € R, y consideremos a g : R — R como
la funcién identidad. La érbita del punto a se visualiza con el diagrama de cobweb (vea

Figura 4.1.6)).
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a1

(0,0)

Figura 4.1.5: DIAGRAMA DE COBWEB.

T(x)

N =

Figura 4.1.6: DIAGRAMA DE COBWEB DE LA FUNCION TIENDA.




88

Si bien el punto fijo de una funcién es importante, requerimos conocer ademés cual
es el comportamiento de una vecindad de dicho punto. Para ello, es importante resaltar
algunas de las propiedades de los puntos fijos que arrojan informacién sobre la dinamica
inducida por las iteraciones de la funcién f en una vecindad del punto fijo.

Definicién 4.1.10. Sean (R, f) un sistema dindmico discreto y xy € R un punto fijo.

(a) El punto fijo zg es un punto fijo atractor si existe un nimero § > 0 tal que para
toda x € (zg — 0,9 + 0), se cumple que lim f"(x) = zy.
n—oo

(b) El punto xy es un punto fijo repulsor si existe un nimero § > 0 tal que para toda
x € (rg—0,x9+0)\{z0}, se tiene que existe un n € N tal que f"(x) & (xg—3, zo+0).

Intuitivamente, un punto fijo atractor es aquel donde existe una vecindad cuya orbita
eventualmente converge al punto fijo (vea Figura [1.1.7}(a)) y un punto fijo repulsor es
aquel en el que los puntos cercanos escapan en alguna vecindad del punto fijo en un tiempo

finito (vea Figura[4.1.7}(b)).

T(x) 1(x)
1

A

A

N =

J

1
2 4
(a) Punto fijo atractor (b) Punto fijo repulsor

Figura 4.1.7: Punto fijo atractor y repulsor.

Para determinar si un punto fijo es atractor o repulsor podemos hacer uso del siguiente
resultado, el cual muestra la relacién entre la primera derivada de la funcién f.

Teorema 4.1.11. Sean (R, f) un sistema dindmico discreto donde f es una funcién
derivable en R, y 2o € R un punto fijo.

(a) Si|f'(zo)| < 1, entonces xy es un punto fijo atractor.

(b) Si|f'(xo)| > 1, entonces zy es un punto fijo repulsor.
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Demostracion.

(a) Suponiendo que |f'(z¢)| < 1. Veamos que xy es un punto fijo atractor. En vista
de la parte (a) de la Definicién [4.1.10, queremos demostrar que existe un § no negativo
tal que si x € (zg — 0,29 + J), entonces lim f"(x) = zg. Puesto que |f'(zo)| < 1, por la

n—oo

Definicién |1.2.13] esto equivale a | lim M < 1. Como zy es un punto fijo, es
T—x0 T — ,Z'O
f(z) — g

lim < 1. Por la Proposicion [1.2.18] se tiene que

decir f(xg) = xo, se sigue que
z—=z0 T — Xg

f(x) — 2o

T — X

f(x) — xo

T — X

lim
T—T0

< 1. Por otro lado, sea ¢ € (0,1) tal que lim

T—T0

< ¢, en vista

f@—wo|
0

Tr—x

de la Proposicion [1.2.16] existe un ¢ > 0 tal que si | — zo| < J, entonces ’

Notemos lo siguiente: sea x € (xg — 0,2 + d). Asi, |z — xo| < 0. Entonces |f(z) — x| <
clr —zpl. Como ¢ < 1y |x — x| < § se tiene que |f(x) —xo| < . Esto es: si z €
(xo — d,x0 + 9), entonces f(x) € (zg — 6,20 + J). Es decir, si |z — z9| < I, entonces
|f(z) — zo| < d. Por lo tanto, para toda n € N, se cumple que |f"(z) — zo| < 0 (vea la
Definicién [4.1.2)).

Mas atn, si |z —xo| < §, entonces | f(z) — x| < ¢|x — x0|, se sigue que |f(f(x))— f(zo)| <
c|f(x) — f(zo)| < clclx — x0]), es decir, |f2(x) — x| < *|x — xo|. Inductivamente, para
toda n € N, se cumple que |[f"(x) — xo| < ¢"|z — xo|. Ahora bien, aplicando limite
tenemos que nh_}n;Jf"(x) — x| < nh_)rrgoc”]x — z0|. Debido a que 0 < ¢ < 1, por el Teorema

1.2.28 lim ¢"|z — xo| = 0. Asi, lim |f"(x) — zo| < 0. Por la Proposicion [1.2.18 y como,
n—oo n—oo

para toda t € R, [t| > 0 se tiene que

lim f"(x) — x| = 0. De lo anterior, se sigue que
n—oo

lim f"(z) = . Por lo tanto, xy es un punto fijo atractor.
n—oo

(b) Supongamos que |f'(zg)| > 1. Veamos que z( es un punto fijo repulsor. En vista
de la parte (b) de la Definicién 4.1.10] queremos demostrar que existe un § > 0 tal que si

x € (xg—3,x0+0), se tiene que existe un n € N tal que f"(z) ¢ (xo— 0, xo+3). Partiendo
f (@) — o

de forma similar a como se realizo en (a), sea ¢ > 0 tal que 1 < ¢ < lim en
T—x0 T — xo
vista de la Proposicién|1.2.17] existe un § > 0 tal que si |[z—z| < J, entonces ¢ < %;:O

Notemos lo siguiente: sea = € (xg — 0,29 + 0). Asi, |z — xo| < 0 , entonces clx — zg| <
|f(z) — xo|. Como |z — x| < I se tiene que 6 < |f(x) — x| Similarmente a como se hizo
en (a), se tiene que para toda n € N, § < [f"(x) — 0.
Maés aun, si |z — zg| < 6, entonces c|x — xo| < |f(z) — zo|, se sigue que c|f(z) — f(xo)] <
|f(f(x)) — f(x0)], es decir, |z —xo| < | f%(x) — x0|. Inductivamente, para toda n € N, se
tiene que |z — xo| < |f"(x) — xo|. Sin embargo, como ¢ > 1 estd situacién no se puede
mantener por mucho tiempo. En otras palabras, debe existir un N € N que depende de
z, tal que fV(z) no pertenece a (zg — §,xo +J). Por lo tanto, zo es un punto fijo repulsor.
[
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Sin embargo, en el Teorema no se hace mencién de lo que ocurriria si zy es
un punto fijo de f y |f'(z9)| = 1. Para determinar el comportamiento de un punto fijo
en el cual la primera derivada se comporta de dicha forma nos auxiliamos del siguiente
resultado.

Teorema 4.1.12. Sean (R, f) un sistema dindmico discreto y g € R un punto fijo.
Suponiendo que f’(z¢) = 1y que la segunda y la tercera derivada de f en x( son continuas.
Si f"(xo) =0y f"(xp) < 0, entonces x, es un punto fijo atractor.

Demostracion. Supongamos que f”(z9) =0y f"(xo) < 0. Veamos que z( es un punto fijo

atractor. En vista de la parte (a) de la Definicion [4.1.10] queremos demostrar que existe

un 0 > 0 tal que si x € (g — J,z9 + ), entonces lim f"(z) = xo. Como f"(xy) < 0, por
n—oo

" Y
la Observacion [1.2.14}] esto equivale a lim (@) = (o)
n—oo T — IO

la Proposicion [1.2.16] existe un d; > 0 tal que para toda = € (zg — 01,9 + 01)\{z0o}, se
tiene que L= () Sea x € (19— 0y, 19+ 61)\ {70} luego, existen dos posibilidades:

T—x(0

< 0. Notemos que, en vista de

(1) z € (o — 61,20). Asi, x < xy. Como f//(x;:—i;l(w(’) <0y (z—z9) <0 se tiene que
0 < (f"(x) — f"(x0)). Dado que f"(xy) = 0 tenemos que 0 < f”(z). Asi, f"(z) >0
para toda x € (xo—d1,x0). En vista de la parte (a) del Teorema y la parte (a)
del Teorema , la f" es creciente en (xy — 01, ). Veamos que existe un 6 > 0
tal que para toda a € (xg — d1, ), se cumpla que f(a) € (xg — d1,20) y a < f(a).

Primero pongamos b = x¢ y sea a € (b — 0y, b) Tenemos que a < b. Por el Teorema
b) f(a

1.2.15} existe un numero real ¢ € (a, b) tal que = f'(c). Como f’ es creciente,
f'(c) < f'(b). Puesto que b = xg y f'(xo) = 1, se tlene que f'(¢) < 1. De ahi que
f(b) ( ) < 1. De lo anterior se sigue que (f(b)—f(a)) < (b—a). Asi, —f(a) < (b—a)—
f(b) Regresando a la nomenclatura anterior, se tiene que — f(a) < (o —a) — f(zo).

Debido a que z( es un punto fijo, se tiene que —f(a) < (xrg—a) — o = —a, es decir,
a < f(a). Por lo tanto:

a < f(a), paratoda a € (zg— d1,x). (4.1.1)

Sea © € (xg — 01,20). Veamos que f(x) < zo. Ya que f'(z9) = 1, se tiene que
0 < f'(xp). Dicha derivada se puede reescribir, por la Definicién [1.2.13] como 0 <
L TG~ Fw)
T—x0 T — 1‘0

toda x € (950 — 09, T + d2) se cumple que 0 <
0< (;
asi f(2)

. En vista de la Proposicién [1.2.17], existe un 5 > 0 tal que para

W Sea z € (xg — d2, 1), asi

20) Dado que 2z < x, se sigue que z —xy < 0, de donde f(z)— f(xo) < 0;

f
< ( 0). Puesto que zg es un punto fijo se tiene que f(z) < . Por lo tanto:

f(z) < xy, paratoda z € (xg— ds, o). (4.1.2)
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Ahora, sea § = min{d;,d}. Sea a € (xg — 6,x0). Asi, a € (zg — d1,%0) vy a €
(xo — b2,20). Luego por a < f(a). También, como zog — J < a, se sigue
que g — § < f(a). Ademds, por fla) < xp. Asi, 2o — 6 < f(a) < x. En
resumen, se tiene que f(a) € (xg — 0,29) y a < f(a), para toda z € (zg — 9, x¢).
Aplicando las iteraciones de f, se tiene que para toda a € (xg—J, zo) se cumple que
T > ...> f"(x) > ... > f*(z) > f(x) > x. En vista de la parte (a) del Teorema
1.2.26, lim f"(x) = zo, para toda = € (¢ — 0, x¢). Por lo tanto, xy es un punto fijo
arTactor.

x € (xo,70 + 01). Asi, g < x. Como %ﬂ(m) < 0y 0 < (r—xo) se tiene
que f"(z) — f"(xo) < 0. Dado que f"(xg) = 0, se tiene que f”(x) < 0. De donde,
para toda x € (xg,zo + 01), f"(x0) < 0. En vista de la parte (b) del Teorema
[1.2.22] f es céncava en (zg,xg + d1). Veamos que para toda b € (xo,zo + 61), se
cumpla que f(b) € (xg,z9 + d1) v f(b) < b. Primero pongamos a = zy y sea
b € (z9,70 + 01). Tenemos que a < b. Tomemos un nimero cualquiera = € (a,b),
asi a < x < b. Como f es una funcién céncava en (zg,xo + d1), por la parte (b)

f(bzig(a) < f(x;:f:(“). De lo anterior, si x tiende

de la Definicion [1.2.7] se tiene que

a a, entonces se tiene que w < lf_r)nw. Por la Definicion |1.2.13,
h’inw = f'(a). Asi, L0 < £1(4) es decir, f(b) — f(a) < f'(a)(b— a).

a

Asi, f(b) < f'(a)(b— a)+ f(a). Regresando a la nomenclatura anterior, se tiene que
f(b) < f'(xo)(b—x0) + f(x0). Puesto que xy es un punto fijo y f/'(zg) = 1 se sigue
que, f(b) < (b— xo+ o) = b. Por lo tanto:

f(b) <b, paratodab e (xg,z9+ 01). (4.1.3)

Considerando que f’(zg) = 1, se tiene que 0 < f’(x). Dicha derivada se puede
reescribir, por la Definicién |1.2.13, como 0 < lim —f(x) — f(wo)

T—rT( €Tr — xo
Proposicién [1.2.17] existe un dy > 0 tal que para toda = € (zg — d2, 0 + 02) se
cumple que 0 < %ﬁ:gmo) Sea z € (g, xo+ 09) asi, 0 < %ﬁ;éxo) Dado que zy < z,

se sigue que 0 < z — g, de donde 0 < f(2) — f(xo); asi, f(xo) < f(z). Puesto que
xo es un punto fijo se tiene que zg < f(z). Por lo tanto:

. En vista de la

zo < f(z), paratoda x € (xg, o + 2). (4.1.4)

Sea 0’ = min {01, 2}, se sigue de (4.1.3]) y (4.1.4), que para toda x € (xq,xo + ¢'),
se cumple que f(z) € (zg,z0 + ') y f(x) < z. Aplicando las iteraciones de f, se

tiene que para toda x € (g, x9 + ¢') se cumple que zop < ... < f"(z) < ... <
f?(x) < f(z) < x. Por la parte (b) del Teorema [1.2.26, lim f"(x) = x¢, para toda
n—oo

x € (xg, 29+ ¢'). Por lo tanto xy es un punto fijo atractor.
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De los casos (1) y (2), sea § < min {0, 9’} se tiene que z( es un punto fijo atractor. [

Definicién 4.1.13. Sea (R, f) un sistema dindmico discreto y xy un punto de R. El punto
xo es un punto periddico de f, si existe n € N, tal que f™(xg) = .
Al conjunto de todos los puntos periédicos se le denota como Per(f).

Si x es un elemento de Per(f), se dice que O(x, f) es una orbita periddica. Si xq es un
punto periédico, se dice que xy tiene un periodo k, si k es el menor natural para el cual
f¥(x0) = x0. El siguiente ejemplo permite visualizar graficamente la Definicién [4.1.13]

Ejemplo 4.1.14. Sea a = 2 € R y T la funcién tienda. La érbita de a bajo T es

O(a,T) = {%, %} Por lo cual, en vista de la Definicion 4.1.13] a es un punto periédico de

2 periodos. En la Figura podemos observar el diagrama de Cobweb para el punto a.

(S

A

Ll el

A 4

Figura 4.1.8: ORBITA DE a = 2 BAJO T

Seccion 4.2

Los modelos de oferta y demanda y keynesiano

Modelo de oferta y demanda

El modelo de oferta y demanda, desarrollado por Marshall [37], y base fundamental
de varios modelos microeconémicos, describe la interaccion en el mercado entre deman-
dantes y oferentes, también llamados consumidores y productores, respectivamente (vea
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Definicién . Este modelo parte de suponer que se tiene un mercado cuya estructura
es libre y competitiva, campliendo dos principios fundamentales: (a) principio de optimi-
zacion, el cual implica que los individuos tratan de elegir niveles de consumo o producciéon
que estan a su alcance, de manera racional y que les proporcione mayor satisfaccién; (b)
principio de equilibrio, hace referencia a que los precios se ajustan hasta que la cantidad
que demandan los agentes econémicos de un producto es igual a la que se ofrece [37].

Para entender un poco mas lo anterior, se requiere conocer las dos funciones que
representan las acciones de intercambio. Las Definiciones y las hemos tomado
de [35].

Definicién 4.2.1. La funcion de la demanda es aquella que relaciona la eleccién 6ptima
del consumidor, considerando las cantidades demandadas (xg,z1,...,x,), con los dife-
rentes valores de los precios (po, ..., p,) y las rentas (my,...,m,). También denominada
como la Curva de demanda individual.

La relacién que existe entre la cantidad demandada de un bien, su precio y las demas
variables explicativas se refleja en la funcion de demanda. Por ejemplo, cuando decimos
que la cantidad demandada de un bien (gq) se ve influida por el precio de ese bien (p,),
los ingresos (m), los precios de otros bienes (py), los gustos de los consumidores (G) o el
tamano del mercado (N), estamos refiriéndonos a la funcion de demanda, que podemos
expresar de la siguiente forma [22]:

qa = D(pa7m7pb7G>N)'

En relacién a la funcién de demanda, la ley de la demanda establece que cusnto mas alto
sea el precio de un bien menor sera la csntidad demanda de dicho bin, y cuando mas
bajo sea el precio de un bien mayor sera la cantidad demandada del mismo. Ademas, los
factores que provocan cambios en la demanda son los precios de bienes relacionados, los
precios esperados, el ingreso, el ingreso esperado, la poblacion y las preferencias [26].

Definicién 4.2.2. La funcion de la oferta es aquella que relaciona la cantidad del bien
que esta dispuesto a ofrecer el productor (yo,...,y,) a los precios de mercado posibles
(pos - - -, pn)- También denominada como la Curva de oferta individual.

La funcion de oferta establece que la cantidad ofrecida de un bien en un periodo de
tiempo concreto (gs) depende del precio de ese bien (p,), de los precios de otros bienes
(py), de los precios de los factores productivos (), de la tecnologia (z) y del nimero de
empresas que actian en este mercado (H). De esta forma podemos escribir la funcién de
oferta siguiente [22]:

qs = O(pa, Do, 7, 2, H).

En relacién a la funcion de la oferta, la ley de la oferta establece que cuanto mas alto sea
el precio de un bien, mayor sera la cantidad ofrecida de éste, y cuanto més bajo sea el
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precio de un bien, menor serd la cantidad ofrecida del mismo. Ademads, los factores que
provocan cambios en la oferta son los precios de los recursos productivos, precios de los
bienes relacionados, numero de proveedores, tecnologia y estado de la naturaleza [26].

Las curvas de demanda y de oferta representan las elecciones éptimas de los agentes
implicados. El objetivo del modelo es buscar el precio en el cual los demandantes y ofe-
rentes coincidan, es decir, las conductas de dichos entes econémicos sean compatibles (vea
Definicién , en la teoria econdémica a este hecho dentro del modelo se le conoce como
equilibrio general. Si consideramos que el precio se modifica en un periodo préximo, y
éste dependa de lo ocurrido en el periodo actual, se incluye al tiempo como una variable
auténoma o exogena porque las variables de interés no dependen de éste.

La teoria de la oferta y la demanda ofrece un método para analizar los factores que
influyen en los precios y las cantidades a las que se compran y venden los bienes en el
mercado. De acuerdo con ésta, un cambio en el precio es resultado de un cambio en la
demanda, un cambio en la oferta o un cambio tanto en la oferta como en la demanda.

Es importante senalar que el precio de un bien regula las cantidades demandas y
ofrecidas del mismo, por un lado generando que en caso de que exista un faltante, es
decir haya escasez, impulsa el precio hacia arriba, con la finalidad de tener un precio de
equilibrio. Por otro lado, generando que en caso de que exista un excedente, impulsa el
precio hacia abajo, con la finalidad de alcanzar el precio de equilibrio.

De tal forma que el modelo, planteandolo en forma lineal, hace uso de las siguientes
funciones, las cuales notemos que se han planteado como funciones recursivas, es decir cada
una de estas funciones representa el sistemas dindmico discreto (R, d) para la demanda y
(R, s) para la oferta.

LA FUNCION DE LA DEMANDA:
Representa la cantidad de un bien que los consumidores estan dispuestos a comprar
bajo el nivel de precios real, en el tiempo t. Y se representa matematicamente como:

d(p;) = a — bpy; donde b >0

Es importante senalar que p; representa el precio en unidades monetarias, ¢; la cantidad
del bien demandada y a, b son los parametros de la ecuacion. En particular, b representa la
elasticidad precio de la demanda, la cual es una medida carente de unidades. La elasticidad
precio de la demanda mide la sensibilidad de la cantidad demandada de un bien respecto
al cambio en su precio; y los factores que influyen en la elasticidad de la demanda son
la cercania de los sustitutos, la proporcion del ingreso gastado en el bien y el tiempo
transcurridos desde un cambio de precio.

LA FUNCION DE LA OFERTA:
Representa la cantidad de un bien que los productores estan dispuestos a producir en
funcién del precio que espera recibir, en el tiempo t. Y se representa matematicamente
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COmao:

s(ps) = c+dp?; donde d >0

Es importante senalar que p¢ representa el precio esperado en unidades monetarias, g
la cantidad del bien ofrecida y ¢, d son constantes positivas que se denominan parametros.
Especificamente, d representa la elasticidad de la oferta, la cudl mide la sensibilidad de la
cantidad ofrecida de un bien a un cambio en su precio.

En relaciéon al principio de equilibrio antes mencionado, consideramos que el mercado
se autoregula, lo que implica que la cantidad ofertada es igual a la cantidad demandada
y éstas a su vez son igual a la cantidad comercializada en el tiempo t. Esto es d(p;) =

s(pt) = q-

Para resolver el modelo lineal suponemos que el precio esperado depende del precio
del periodo anterior. Por lo que se tiene que:

P; = pi1 (4.2.1)

Sustituyendo el supuesto de equilibrio en el mercado y la funcién del precio esperado

(4.2.1)), tenemos que:

a—bp, = c+dp
—bpy = c+dpi1—a

po= <a;c> - (%) o (4.2.2)

Notemos que (4.2.2)) es la representacién del sistema dindmico discreto no homogéneo
que describe la dindmica del intercambio entre demandantes y oferentes. Dado que el
objetivo del modelo es estudiar el punto de equilibrio, requerimos encontrar el punto
fijo, en vista de la Definicion 4.1.5] resulta al igualar la ecuacién anterior a la ecuacién
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identidad que seria lo mismo que p; = p;_1. Observemos que:

g

L[
ygs b Dt
d
Dt <1—|—5)

b+d
Dt —b
Dt

De

a—=c¢C

a—=c¢

a—=c

a—=c

b+d

a—=c¢

b+d

(4.2.3)

Asi, al punto de equilibrio obtenido en (4.2.3]) se le denota como p*. Del cudl, como se

cumple que b, d > 0, se tiene que 0 < (b+ d); entonces para que se cumpla la desigualdad
0 < (&), tiene que ocurrir que 0 < (a — ¢), y asf ¢ < a.

b+d

Sin embargo, no basta sélo con conocer cual es el punto fijo, se requiere resolver el

modelo, para ello se reduce la ecuacién en diferencias no homogenea a una ecuacion en
diferencias homogenea. Partiendo del sistema dinamico discreto no homogéneo en (4.2.2)),
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al restarle el punto de equilibrio p*, tenemos lo siguiente:

. fa—c\ [d .
bt —p = b bpt—lp

De lo anterior, se observa que la ecuacién en diferencias homogénea es:

pr—p=-— (%) (pi—1 — ") . (4.2.4)

Suponiendo que una condicion inicial, es decir, en el tiempo ¢ = 0 el precio esta fijado
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como py, tenemos que la iteracién de (4.2.4) queda de la siguiente manera.

t=1
* d * z d * *
(pr—p") = — 7 (po—p"). Asi, p1=-— 5 (po—p")+p
t=2

(p2—p") = — (%) (p1 — 1)

) (- Go-rror] )

2 d 2
(po—p"). Asi, pzz(g) (po—p*) +p"
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(pn—p*): = (— (po —p"). Asi, pn=(—

La solucién de (4.2.4)), para toda t € N:

p—p = (—%)t (po —p") (4.2.6)

Asi, la demanda general, sustituyendo la solucién del sistema dindmico discreto ho-
mogéneo queda de la siguiente manera.

= (5 () - (655

= p+ (%d)t [po — 1] - (4.2.7)

Para determinar si el punto de equilibrio p* es un punto atractor o repulsor, tomando
en cuenta de que partimos de ecuaciones lineales, veamos la siguiente observacion.

Observacion 4.2.3. De la ecuacion (4.2.7) podemos deducir, en vista del Teoremal4.1.11}
el comportamiento del sistema dindmico discreto bajo los siguientes supuestos.




4. Modelo de oferta y demanda y modelo keynesiano 99

1. Si |_—bd| < 1, entonces el punto fijo p* es un punto fijo atractor.

Esto es facil de notar, dado que conforme pase el tiempo, es decir ¢ tienda a infinito,
el segundo sumando de sera cero, por lo que p, = p*. Lo anterior, econémi-
camente se cumple si el cociente de las elasticidades de la demanda y la oferta son
menores que 1, lo cudl implica que los consumidores y los demandantes son sensibles
a cambios en los precios.

Caso contrario cuando las elasticidades son mayores que 1. puesto que matemaética-
mente se cumple lo siguiente.

2.511< |_—bd|, entonces el punto fijo p* es un punto fijo repulsor.

Al igual que en el caso anterior, es facil demostrarlo, dado que el segundo sumando
de (4.2.7), conforme pase el tiempo, tenderd a infinito por lo que para vecindades
cercanas, ninguna iteracién de la funcién tendera al punto fijo.

3. Si |%i| = 1, entonces nos encontraremos que se trata de un ciclo con dos periodos,
en el cudl la demanda y de la oferta es perfectamente elastica.

El modelo de oferta y demanda, tal y como se ha planteado en la presente tesis,
parte de suponer que las funciones de demanda y oferta son lineales. Por otra parte, la
funcién del precio esperado puede ser cualquiera que se defina en base a datos obtenidos
empiricamente. El andlisis anterior parte de suponer que el precio esperado es igual al
precio del periodo anterior, pero se puede suponer que el precio esperado es una funcion
no lineal del precio en un periodo anterior, lo cual genera un sistema dinamico discreto no
lineal y para poder determinar si el punto de equilibrio del modelo es atractor o repulsor
se requiere hacer uso del Teorema [4.1.12]

Para visualizar el comportamiento del modelo se utiliza un diagrama de cobweb. Es
preciso senalar que, para el modelo se plantean dos formas de dicho diagrama, que aunque
en esencia muestran lo mismo particularmente cada uno arroja informacién importante
para la interpretacion. A continuacion detallaremos los objetivos de cada uno de estos
diagramas. Es importante anadir que dichos diagramas tienen la finalidad de ejemplificar
las funciones de demanda y oferta lineales, sin embargo, su aplicacién se pueden realizar
en funciones no lineales.

El objetivo de la Figura es mostrar la secuencia de puntos en un diagrama de
oferta y demanda tradicional, porque de esta forma muestra el comportamiento del precio
con respecto a la cantidad. Asi, para graficar dicho diagrama basta con trazar la funciéon
de la demanda y la oferta, utilizando a la funcién de oferta como si fuera la funcion
identidad.

En la Figura se muestra un diagrama de cobweb tradicional, en el cual se traza
la ecuacién del sistema no homogéneo en y la funcién identidad, tal y como ya se
explicé anteriormente al detallarse el concepto de diagrama de cobweb.
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Figura 4.2.1: DIAGRAMA TRADICIONAL DEL MERCADO PARA UNA FUNCION LINEAL.
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Figura 4.2.2: DIAGRAMA TRADICIONAL DE COBWEB PARA UNA FUNCION LINEAL.
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Modelo keynesiano

El modelo keynesiano, basado en la teoria propuesta por el economista estadounidense
J. M. Keynes en 1930 y que posteriormente fue formalizado por P. Samuelson, identifica
el nivel de equilibrio de los precios y analiza las interrupciones de los mercados de bienes
y servicios, centrandose en el analisis de las causas y consecuencias de las variaciones de
la demanda agregada y sus relaciones con el nivel de empleo y el ingreso [10].

Las variables que son objeto de estudio en la macroeconomia son el ingreso nacional,
consumo, inversién, gasto publico, impuestos, exportaciones e importaciones.

En un modelo macroeconémico, el ingreso nacional esta en funcion de las otras va-
riables. De manera particular, en el modelo keynesiano, el ingreso nacional es medido a
través de la produccion. Es decir, equivale al PIB. Su funcion es:

Y=C+I+G+X -7

De dicha igualdad, se tiene que la variable C' representa al consumo familiar, el cual
corresponde al gasto que realizan los individuos de la economia en el consumo. Dicha
variable esta en funcion a una proporcién del ingreso y un consumo auténomo, el cual se
representa como:

C=a+08Y; a>0, 0<pg<l1.

Las variables I, G’ son las que corresponden a la inversion y al gasto publico, respecti-
vamente. La inversion representa el gasto de los entes econémicos dirigido a la compra
de bienes de capital. El gasto publico es la variable que registra el gasto efectuado por
el gobierno y que tiene un impacto directo sobre la produccion nacional. Finalmente, la
variable X — Z representa las exportaciones netas, es decir la diferencia entre el total de
gasto de exportaciones menos las importaciones, en ocasiones se representa como X,,.

Para que el nivel de produccién sea un nivel de equilibrio es necesario que la produccién
sea igual a la demanda agregada (vea Definicién . La demanda agregada consiste en
la suma de tres componentes: consumo familiar, la demanda de inversion deseada de las
empresas y la demanda del sector ptblico de bienes y servicios. Que consiste en cumplir
las siguientes ecuaciones:

Y = F
E = C+I+G+X,
C = a+pY

El modelo Keynesiano es la base de los modelos macroeconémicos que incluyen el
desempleo como una consecuencia de la inestabilidad econémica y no como una situacion
deseable de los individuos. Esta basado en la teoria propuesta por Keynes y formalizado
por Samuelson, y cuyo principal manifiesto es el aumento en el gasto publico, de tal forma
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que este aumente el empleo y en consecuencia se alcance otro punto de equilibrio [32]. Lo
anterior, mediante la formulacién de tres ecuaciones principales: (a) gasto de consumo, que
implica una relacién entre el consumo y el ingreso agregado; (b) gasto total, que expresa
la relacién entre el gasto de consumo, la inversién y el gasto del gobierno; y finalmente
(c) la igualdad entre el ingreso agregado y el gasto total. Para este modelo existen tres
variantes: el de una economia simple, el de una cerrada y el de una abierta.

Para explicar la dinamica del modelo keynesiano, suponemos que estamos hablando
de una economia simple. Para ello consideremos que en el modelo estatico se sabe que
al cumplirse la igualdad entre el ingreso nacional (Y') y el gasto total (E) el punto de

equilibrio estaria dado por:
a+I1+G

1§

Si consideramos que la funcién es una representacion dinamica de la fluctuacion del

Y* =

ingreso en el tiempo, se tendria que las ecuaciones del modelo son:

Y, = E
Et = Ct+[+G
Ci = a+pY;

Suponemos que la inversion (1) y el gasto del gobierno (G) son exogenos, es decir que
no dependen del valor del ingreso, dado que se trata de una economia simple.

Si suponemos que el ajuste del ingreso es una proporcién del exceso de demanda,
representada como sigue:

AYi = ME, = Y}); donde A > 0.

En el punto de equilibrio no existiria exceso de demanda, es decir que AY;,; = 0,
porque E; =Y;. Asi, la siguiente ecuacion representa el ajuste del ingreso en el tiempo:

AV = Ma+ Y+ 14+ G =Y) = MNa+T+G) =M1 -p)Y.

Esta ecuacion recursiva cumple con el mismo punto de equilibrio que el sistema estati-
co, puesto que si se cumple que AY; 1 =0, es:

0 = Ma+I+G)=XM1-p)Y;
.  a+I+G
V= S (4.2.8)

Para homogeneizar el modelo sustituimos la condicién de diferencia en el tiempo del
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ingreso, del que tenemos que el ingreso en el tiempo t + 1 para t € Z, como:

AY;;1 = Ma+T1+G)—A1-p)Y.
Yiii—y = Ma+1+G)—-\1-5)Y,
Yii = Ma+I1+G)+(1-XM1-5)Y; (4.2.9)

Ademas se cumple que:
YV*=XMa+I+G)+(1—-X1-B)Y*

Luego, tenemos que:

Vi =y = (1= A1 —=B)Yi— (1= A(1—B)Y*
Vi -y = (L= A1-B)(¥;—Y")

Considerando como valor inicial del ingreso a Yy en el ¢t = 0, la ecuacion recursiva del
modelo queda de la siguiente manera:

Vi—y" = (1-M1-8)(Yo—Y"); parat =0
oy = (1-M1-8)Yi—Y")=(1-A1-p))*(Yo—Y"); parat =1

Por lo que la ecuacion recursiva general queda de la siguiente manera:
Yo =Y + (1= \1—8)/(Yy—Y¥) (4.2.10)

El objetivo del modelo planteado en busca determinar en cuantos periodos se
alcanzara el punto de equilibrio en el cual no exista exceso de demanda o del productor
que generen desempleo. Para ello, es importante determinar si el punto de equilibrio Y* es
atractor o repulsor. Para posteriormente examinar el comportamiento de algin desajuste
del mercado, para ello veamos la siguiente observacion.

Observacién 4.2.4. De la ecuacion (4.2.10) podemos deducir, en vista del Teorema
4.1.11} el comportamiento del sistema dindamico discreto bajo los siguientes supuestos.

1. Si A <1, entonces el punto fijo Y* es un punto fijo atractor.

2. Si A > 1, entonces el punto fijo Y* es un punto fijo repulsor.
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Notemos que la interpretacién matematica de un punto fijo atractor y repulsor tiene
que ver con la interpretacién econémica, puesto que (1 —A(1—f)) es la representacion del
multiplicador keynesiano, el cual mide la propensiéon marginal a consumir. Cuanto méas
grande sea la propensiéon marginal a consumir, mayor serd el multiplicador. En modelos
donde se incluye la inversion, el gasto del gobierno, las exportaciones e importaciones
como variables explicativas, el multiplicador mide ademés de la propensién marginal a
consumir, la propensiéon marginal a importar, invertir y por la tasa impositiva [25].

Y(t+1),
Y(t+1)=Y(t)

Y(t+)=MatHGyH 1-A(1+b)]Y (1)

Y(0) Y* Y(1)

Figura 4.2.3: DIAGRAMA DE COBWEB PARA EL MODELO KEYNESIANO.

De forma similar a como se hace en el modelo de oferta y demanda, se utiliza el
diagrama de cobweb para analizar el comportamiento de las érbitas de algin punto,
también para visualizar las propiedades de los puntos fijos. Sin embargo, como se ve en la
Figura [4.2.3] el diagrama de cobweb para el modelo keynesiano es el tradicional, puesto
que el modelo analiza las variaciones en la demanda agregada y no particularmente para
cada funcién, como si lo hace el modelo de oferta y demanda.

Seccion 4.3

Aplicaciones del modelo de oferta y demanda

Una vez desarrollado el modelo de oferta y demanda de manera tedrica, estamos
preparados para abordar algunas aplicaciones reales. Es preciso senalar que, la informacion
para el desarrollo de los dos ejemplos de esta seccion se han tomado de manera total o
parcial de [34]. Particularmente, el Ejemplo hace alusion al intercambio de bienes
agricolas, considerando que las funciones de oferta, demanda y precio esperado son lineales.
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Por otra parte, el Ejemplo hace alusién al intercambio de automéviles, considerando
que la funcién de demanda y oferta son lineales, pero la funcién del precio esperado es no
lineal.

Ejemplo 4.3.1. Considere un mercado en el que se intercambia bienes agricolas. Donde
la demanda y la oferta de dicho mercado estan especificadas de la siguiente manera:

d(p:) = 20— 4p,
s(pr) = 2+ 2.5pf (4.3.1)

Suponiendo adicionalmente que, los agricultores determinan cuanto suministrar en el pe-
riodo actual en funcion de lo que esperan que sea el precio, es decir se cumple la condicion
p§ = pr—1. Requerimos saber:

(a) {Cudl es el precio de equilibrio del mercado con el cual se satisface la demanda y la
oferta sin que haya excedentes?

(b) Suponiendo que los demandantes estan solicitando los bienes agricolas a un precio
de 7 unidades monetarias, ;Es posible que con ese precio inicial se regule sélo el
mercado y llegue al precio de equilibrio, con el paso del tiempo?

Solucidn:

Antes de responder cada uno de los incisos, requerimos transformar las funciones del
modelo de Oferta y demanda a una funcién recursiva que represente el sistema dindmico
discreto que queremos analizar.

Para ello, tomemos en cuenta que la funcién de oferta y demanda, respectivamente,
son funciones lineales y que se hace referencia a una condicién de los precios esperados
similares a como se planteé en la explicacion del modelo. Por consiguiente, la funcion
recursiva la vamos a plantear tal y como se sugiere en la ecuacion , donde los valores
correspondientes a cada una de las letras utilizadas quedan de la siguiente manera: a = 20,
b=4,c=2yd=25. Por lo tanto, se tiene que:

v (2)- () 43

Asi, ahora estamos preparados para abordar cada una de las interrogantes planteadas.

a) El precio de equilibrio del mercado con el cual se satisface la demanda y la oferta, sin
que existan excedentes del consumidor o del productor, se puede determinar graficamente
a través del diagrama tradicional del mercado (vea Figura , en el cual se interceptan
ambas funciones.
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qt 20

d(p)=20-4p,

Figura 4.3.1: DIAGRAMA TRADICIONAL DEL MERCADO: MODELO LINEAL.

Notemos que en la Figura solo tenemos un punto fijo, el cual es p* = Tg ~ 2.769.
b) Para saber si es posible que con un precio inicial, el mercado se regule y regrese al
precio de equilibrio requerimos conocer si el precio de equilibrio es un punto fijo atractor

o repulsor. Observemos que en este caso el sistema dinamico esta generado por la funcion

dada por f(z) =5 — 2.

Notemos que, en vista de la Observacién y por el Teorema {4.1.11, podemos
determinar si el punto fijo es atractor o repulsor por la primera derivada de la funcion

f(pi—1). Asi, de la ecuacion recursiva del inciso (a) previo, si f(p;—1) = p; entonces:

f(pe1) = <g> - (g) Pe-1. (4.3.3)

Para hallar el punto fijo seguimos el procedimiento de (4.2.3)). Esto es:
(9 (5
Pt—1 = 5 3 Pt—1
L(3), _ 9
Pt 3 Pt = 5
) 9
1+2) = 2
Pt ( + 8) 5
9
2
9
2
3

5+8 _
Pt 3 =

Pt = 7
B
36
by = 13
Ast, p* = 36




4. Modelo de oferta y demanda y modelo keynesiano 107

Ademas de (4.3.3) se tiene que la primera derivada es:

5

f'pe-1) = =3 (4.3.4)

En vista de que |g| ~ 0.625] < 1, por la parte (a) del Teorema , p* es un punto fijo
atractor. Mas aun, suponiendo que los demandantes estan solicitando los bienes agricolas
a un precio de 7 unidades monetarias, veamos el comportamiento de la 6rbita tomando a
po="T.

Primero, requerimos encontrar la solucion del sistema dindmico discreto homogéneo,
el cual siguiendo la propuesta de la ecuacién , la funciéon queda de la siguiente

(36) (=3[, (36
Pt = 13 S Po 13 )
Sustituyendo el valor de pg, se tiene:
36 —5\' [/ 55
=| = — — . 4.3.5
r= (1) (3 [(5)] 459
Notemos que tllglo Py = 3

Para conocer el conjunto que conforma la drbita O(po, f), notemos que estos estan
tabulados en la Tabla m En vista de que el punto fijo p* = % /R 2.76923, aproxima-
damente en la iteracién nimero 30 la sucesién converge al punto de equilibrio.

manera.

36

En la Figura[4.3.2] podemos ver cual es el comportamiento de la érbita, resaltando que
el punto fijo es un punto fijo atractor, pues el diagrama muestra como se va amortiguando
el movimiento conforme pasa el tiempo.

p 25
20 !
!
!
15 \
: A
Yo N
ol b LI e
B \/
L
5 1
0
0 5 10 15 20

Figura 4.3.2: DIAGRAMA DEL COMPORTAMIENTO DE LA ORBITA.

Analizando la Figura [4.3.3] notemos que los precios se van regulando al precio de
equilibrio conforme incrementa el nimero de bienes agricolas que se demandan, por lo




108

pe| t Pt

7116 2.771524274

0.125 | 17 2.767797329
4421875 | 18 2.770126669
1.736328125 | 19 2.768670832
3.414794922 | 20  2.76958073
2.365753174 | 21  2.769012044
3.021404266 | 22 2.769367473
2.611622334 | 23 2.76914533
2.867736042 | 24 2.769284169
2.707664974 | 25 2.769197394
2.807709391 | 26 2.769251629
2.74518163 | 27 2.769217732
2.784261481 | 28 2.769238917
2.759836574 | 29 2.769225677
2.775102141 | 30 2.769233952
2.765561162

OO0 ||| =W~ O |+

—_
)

—_
—_

—_
[\

—_
w

[a—
s

—
(S48

Tabla 4.3.1: CONJUNTO QUE CONFORMA LA ORBITA O(7, f)

que en un principio existe un exceso de demanda pero conforme pasa el tiempo ésta se
va disminuyendo y la cantidad de bien demandado es igual a la cantidad de bien que se
ofrece.

s(p)=2+2.5p,

A

A\ 4

N

d(p)=20-4p, 0 2 4 6 N

Pr1

0 1 2 3 4 5
Pt

(a) Diagrama tradicional de Mercado (b) Diagrama tradicional de Cobweb

Figura 4.3.3: DIAGRAMA DE COBWEB DE OFERTA Y DEMANDA: MODELO LINEAL.
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Por todo lo anterior podemos concluir que aunque los demandantes de los bienes
agricolas estan tomando un precio por arriba del de equilibrio de mercado generando un
excedente del consumidor, como se supone una estructura competitiva, el comportamiento
de los demandante causa que los productores tengan un incentivo para producir mas
bienes, lo que genera que los bienes se abaraten y de esta forma el mercado se esta
regulando por si solo para alcanzar el precio de equilibrio. &

A continuacién presentamos un ejemplo de una modificaciéon del modelo de oferta y
demanda en el cual la funciéon de del precio esperado es una funcién no lineal.

Ejemplo 4.3.2. Considere un mercado en el que se intercambia automoviles. Donde la
demanda y la oferta de dicho mercado estan especificadas de la siguiente manera.

d(p:) = 10—p,
s(pr) = 22+ 4p;. (4.3.6)

Suponiendo adicionalmente que, las empresas ensambladoras de vehiculos determinan
cuantos automoviles sacar a la venta en el periodo actual en funciéon a un estudio de
mercado que arrojo que los precios se determinan por la funcién:

e_pt—1_7pt—1_ 2
4 4 Dy

Requerimos saber:

(a) ;Cuél es el precio de equilibrio del mercado con el cual se satisface la demanda y la
oferta sin que haya excedentes?

(b) Suponiendo que los demandantes estan solicitando automdviles a un precio de 3
unidades monetarias, ;Es posible que con ese precio inicial se regule solo el mercado
y llegue al precio de equilibrio, con el paso del tiempo?

Solucion:

Antes de responder cada uno de los incisos, requerimos transformar las funciones del
modelo de Oferta y demanda a una funcién recursiva que represente el sistema dindmico
discreto que queremos analizar.

Para ello tomemos en cuenta que la funcién de oferta y demanda, respectivamente,
son funciones lineales, pero los precios esperados son una funcién del precio de un periodo
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anterior. Por consiguiente, la funcién recursiva la vamos a plantear siguiendo el mismo
desarrollo que en (4.2.2)). Por lo tanto, se tiene que:

8
100—p = ———+p> —Tp,_, +22
Dy
8 2
p = —- P’ +Tp,_, —12 (4.3.7)
t—1

Asi, ahora estamos preparados para abordar cada una de las interrogantes planteadas.

a) El precio de equilibrio del mercado con el cual se satisface la demanda y la oferta, sin
que existan excedentes del consumidor o del productor, se puede determinar graficamente
a través del diagrama tradicional del mercado (vea Figura , en el cual se interceptan
ambas funciones.

Figura 4.3.4: DIAGRAMA TRADICIONAL DEL MERCADO: MODELO NO LINEAL.

Notemos que en la Figura solo tenemos un punto fijo, el cual es p* = 2. El cual
también se obtiene, en vista de lo que se hizo en (4.2.3]), igualando la funcién recursiva

(4.3.7) con la funcién identidad.

b) Ahora bien, para saber si es posible que con un precio inicial, el mercado se regule
y regrese al precio de equilibrio requerimos conocer si el precio de equilibrio es un punto
fijo atractor o repulsor.
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Para ello primero requerimos calcular las tres primeras derivadas de (4.3.7)). Esto es:

foes) = %—pfl—F?pt_l—u

(1) = —ZQQi—QPt_l—i-?

(o) = %—2 (4.3.8)
fm(pt—l) = _Z%

Evaluando las derivadas en (4.3.8)) para el punto de equilibrio p* se tiene que f'(p*) =1,
f"(p*) =0y f"(p*) = =3 < 0. En vista del Teorema [4.1.12| p* es un punto fijo atractor.

Maés aun, suponiendo que los demandantes estan solicitando los bienes agricolas a
un precio de 3 unidades monetarias, veamos el comportamiento de la érbita tomando a
Po = 3.

De lo anterior, para encontrar la solucion del sistema dinamico discreto homogéneo,
se sigue el procedimiento descrito en . Asi, el sistema dinamico discreto homogéneo
se obtiene al realizar la resta de la ecuacion en y el punto de equilibrio p*. De esto,
se tiene lo siguiente:

8
pp—2=——p° +7p,,—14 (4.3.9)

t—1

Ahora bien, si suponemos la condicién inicial, donde t = 0 y pg = 3, haciendo las iteracio-
nes de (4.3.9)), obtenemos que aproximadamente en la iteracién nimero 10,000 la sucesién
converge al punto de equilibrio p* = 2.

En la Figura[4.3.5] podemos ver cual es el comportamiento de la 6rbita, resaltando que
el punto fijo es un punto fijo atractor. Analizando dicha figura, notemos que los precios
se van regulando al precio de equilibrio conforme pasa el tiempo. Aunque en un principio
existe un exceso de demanda ésta se va disminuyendo y la cantidad de bien demandado
es igual a la cantidad de bien que se ofrece.

Por lo tanto, aunque los demandantes de los automoviles estén tomando un precio
por arriba del de equilibrio de mercado incentivando a que los oferentes produzcan mas
automoviles, el mercado se autorregulara para alcanzar el precio de equilibrio y eliminar
el excedente de la demanda. O
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Figura 4.3.5: DIAGRAMA DE COBWEB DE OFERTA Y DEMANDA: MODELO NO LINEAL.

Seccion 4.4

Aplicaciones del modelo keynesiano

Una vez desarrollado el modelo keynesiano de manera tedrica, estamos preparados para
abordar un ejemplo de una aplicacion del modelo. Es preciso senalar que, la informacién
para el desarrollo del ejemplo se han tomado de manera parcial de [34]. El ejemplo se
desarrolla para una economia simple, es decir que supone que la inversion y el gasto de
gobierno son endogénos, es decir no dependen del valor de la produccién y no existe un
intercambio con el mercado externo.

Ejemplo 4.4.1. Considere una economia simple en la cual las funciones que conforman
la demanda agregada estan dadas por:

C, = 110+ 0.75Y,
E, = Cy+ 200+ 100 (4.4.1)

Suponiendo adicionalmente que el exceso de demanda esta medida por la ecuacion AY;,; =
E; —Y,. Tomando en cuenta lo anterior, si existe un desajuste en la economia que genera
que los precios sean de 1,000 unidades monetarias, ;cuantos periodos pasaran hasta que
la economia se vuelva a ajustar en el punto de equilibrio?

Solucion:
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Antes de responder a la pregunta, requerimos transformar las funciones del mode-
lo keynesiano a una funcion recursiva que represente el sistema dinamico discreto que
queremos analizar.

Para ello, tomemos en cuenta que las funciones en 7 son funciones lineales y que
el valor de A = 1. Por consiguiente, la funcién recursiva se plantea como se sugiere en
(4.2.9). Por lo tanto, se tiene que:

Y1 = (110 4 200 4 100) + (1 — (1 — 0.75))Y; = 410 + 0.75Y,. (4.4.2)

Primero requerimos conocer cual es el punto de equilibrio para el sistema dinamico
discreto que nos hemos planteado en (4.4.2)). Para ello, en vista del andlisis que se hizo en

(4.2.8)) el punto de equilibrio es:

Ve 110 + 200 + 100
a 1—0.75

— 1640. (4.4.3)

Del punto de equilibrio Y*, requerimos saber si es un punto fijo atractor o repulsor. En
vista de la Observacion y por el Teorema |4.1.11| sabemos que del sistema dinamico
discreto en el punto de equilibrio Y* es atractor, ya que A = 1 y la primera derivada
de es menor que 1.

Maés atn, suponiendo que el precio se registro para esta economia en 1,000 unidades
monetarias, tenemos que en el tiempo t = 0 el nivel de ingreso nacional es Yy = 1000. Si
planteamos la solucion del sistema dinamico discreto homogéneo, tal como se propuso en

(4.2.10)), la funcién queda de la siguiente manera:
Yie1 = 1640 + (0.75) (Yo — 1640).
Sustituyendo el valor de Yy = 1000, se tiene la ecuacion recursiva del modelo.

Yi1 = 1640 + (0.75)"(—640) = 1640 — 640(0.75)". (4.4.4)

Notemos que 1th'rn Y11 = 1640. Asi, al aplicar las iteraciones en (4.4.4]), conformamos la
—00

érbita {1000, 1160, 1280, 1370, ...,1639.99, 1640}, de la cual tenemos que en la iteracién
nimero 65 la sucesion converge al punto de equilibrio Y* = 1640. Como podemos observar

en la Figura [4.4.1]

Por lo tanto, después de 65 periodos la economia se ajustard nuevamente en el punto

de equilibrio, con lo que no habra desempleo. &

Finalmente, aunque el modelo de oferta y demanda y el modelo keynesiano se plan-
tearon en la presente tesis como modelos lineales se pueden generalizar a funciones no
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Y+l

Y(0) Y* Yt
Figura 4.4.1: DIAGRAMA DE COBWEB DEL MODELO KEYNESIANO.

lineales pero al mismo tiempo se incrementara la complejidad del calculo de los puntos
de equilibrio y el conjunto de las 6rbitas. La finalidad de haberlos planteados asi era para
hacer mas ilustrativo el desarrollo de la dinamica en estos modelos clasicos.

Si bien estos modelos son parte de la teoria clasica, aun son utilizados en estudios
de mercados o economias globales, ya que permiten visualizar el comportamiento de los
precios con supuestos sencillos y con la inclusién de la dinamica que no existen en otros
modelos econémicos.




Conclusiones

En la presente tesis se desarrollé detalladamente la parte matematica de los procesos
de Markov, el modelo de Leontief, el modelo de oferta y demanda y el modelo keynesiano,
sin perder la relevancia de la teoria econdémica. Esta investigacion tuvo como objetivo
general realizar un estudio sistematico de temas donde se relaciona la Matematica y
la Economia, con la finalidad de exponer de manera clara y detallada, en ambas areas
del conocimiento, el planteamiento y desarrollo de modelos matematicos aplicados a la
Economia. En particular, se formalizaron algunos modelos que emplean algebra lineal y
sistemas dinamicos discretos. Para su cumplimiento fue necesario realizar los siguientes
objetivos especificos.

El primer objetivo especifico consistié en revisar los aspectos tedricos requeridos del
algebra lineal y de los sistemas dindmicos discretos empleados en el desarrollo de los
modelos econémicos propuestos; y se cumplié al detallar los conceptos del algebra lineal,
calculo diferencial y teoria econémica que se requieren para el desarrollo de los modelos
descritos en el Capitulo [I}

El segundo objetivo especifico, fue analizar y formalizar la parte matematica referente
al algebra lineal y a la parte econémica utilizadas en los procesos de Markov, lo cual se
detallé en el Capitulo [2] al exponer los resultados que se utilizan para la aplicacién de esta
herramienta de la probabilidad que hace uso del algebra lineal. Ademas, se describieron
algunas aplicaciones a problemas de migracién, interdependencia sectorial y preferencias
de consumo.

El tercer objetivo especifico, se cumplié a partir del andlisis y formalizacién de la
parte matematica referente al dlgebra lineal y la parte econdémica utilizadas en el modelo
de Leontief, lo cual se describe en el Capitulo [} en el cual no sélo se precisé la parte
matematica, sino que se enfatizo en la interpretacién econémica de los resultados utiliza-
dos. Més atn, se detallé la aplicacion a una economia abierta y a una economia cerrada
compuestas por tres sectores.

Finalmente, el cuarto objetivo especifico se logré al revisar y destacar los detalles de
la parte matematica alusiva a los sistemas dindamicos discretos y de la parte econémica
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usados en los modelos de oferta y demanda y keynesiano, lo cual se puede observar en el
Capitulo[d] donde detallamos algunas nociones de la dindmica empleados en estos modelos
clasicos. Ademas, se incluyé aplicaciones de ambos modelos para ejemplificar el uso de
los conceptos y resultados formalizados.

Sin embargo, es pertinente mencionar que aunque el objetivo general es poner al
alcance un documento detallado en ambas areas de la ciencia, el documento no cuenta
con todos los pormenores econémicos ya que se requiere la incorporacién de otras areas
de la Matematica para justificar los conceptos econémicos que escapan del objetivo de la
tesis, ademas que cada uno de los modelos propuestos es sumamente extenso, por lo cuél
queda como un posible trabajo a futuro.

Es importante destacar que la presente tesis es un aporte para solucionar la ausencia
de detalles en la aplicacién y desarrollo de la herramienta matematica en temas de la
Economia, sin embargo, dicha problematica es extensa, por lo cual, para futuros trabajos
de investigacién se sugiere abordar o continuar con los mismos modelos, ya que sélo
se planted el desarrollo de los modelos originales, de los cuales existen modificaciones
propuestas por autores que emplean nociones del dlgebra lineal y sistemas dindmicos
discretos mas avanzados o de alguna otra rama de la Matematica.

Con esta investigacion concluimos que la Matematica es parte fundamental de la cien-
cia econdémica porque permite la aplicacion de los modelos econémicos a la realidad y
ademas facilita la comprension de la teoria a partir de un estudio a profundidad de las
bases matematicas.
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positivo, [54]
propio, [7]
renglén, [4]
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