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Introduccion

Los sistemas de ecuaciones diferenciales son una herramienta de gran utilidad al mo-
mento de modelar fenémenos donde se presentan cambios de ciertas variables con res-
pecto a otras y que surgen en distintas ciencias o disciplinas, como: Fisica, Economia,
Biologia, Ecologia, entre otras; ya que es muy amplia la teoria que se conoce para analizar
las ecuaciones diferenciales.

En Ecologia las ecuaciones diferenciales se han utilizado para modelar el crecimiento
de una poblacién, el primero fue propuesto por Malthus. Por otra parte, los sistemas de
ecuaciones diferenciales aparecen cuando se trata de modelar diferentes comportamien-
tos que tienen los individuos al relacionarse entre ellos o con otras especies. Los princi-
pales tipos de relaciones que existen entre individuos de la misma especie o con otra son,
depredador-presa, competencia, y mutualismo o simbiosis (véase [31} 38]). Debido a que
algunos de estos modelos son establecidos con ecuaciones diferenciales no lineales, dar
soluciones explicitas es muy complicado, por lo que el anélisis de los modelos se realiza
de forma cualitativa; en estos modelos, en general, la estabilidad de las soluciones es ana-
lizada en una vecindad de sus puntos de equilibrio.

Por otra parte, en Epidemiologia los modelos matemaéticos que se han desarrollado
son ttiles para conocer como se propaga alguna enfermedad en una poblacién y cudles
pueden ser las medidas de control para enfrentar las epidemias. De manera analoga a los
modelos utilizados en Ecologia, el anélisis de las soluciones es realizado en una vecin-
dad de sus puntos de equilibrio; también, es importante analizar el comportamiento de
las soluciones del equilibrio trivial llamado equilibrio libre de enfermedad, que como su
nombre lo dice, es cuando toda poblacién estd sana. A partir del andlisis del equilibrio
libre de enfermedad se encuentra un parametro umbral para el modelo, dicho parametro
se llama miimero reproductivo bdsico, el cual es denotado por Rp; con base en un andlisis

detallado del Ry se recomiendan estrategias de prevencion y erradicacién de las enferme-
dades.

El estudio de la Ecologia y Epidemiologia a partir de la modelacién matematica y su
analisis respectivo surge, de manera general, a partir de dar una interpretacién matema-
tica a los fenémenos que ocurren en estas ciencias. En particular, cuando se modelan las
interacciones de individuos de diferentes especies se construye el modelo por la necesi-
dad de tener un sustento matemaético y conocer coémo evolucionan las poblaciones de las
especies en interaccién con el paso del tiempo; ademds de tener conocimiento de cuél es
el punto de coexistencia entre las especies participantes. Para el caso de la Epidemiologia
matematica, los modelos surgen de la necesidad de conocer cémo controlar epidemias
que han afectado a grandes poblaciones.



Introduccién

La unién de la Ecologia y Epidemiologia matemética surge de la necesidad de estu-
diar la relacién entre especies bajo algtn tipo de interacciéon y que ademas alguna de ellas
esté infectada por alguna enfermedad. En los afios 90’s se inici6 con el estudio de es-
tos modelos; en sus inicios Joydev Chattopadhyay y Ovide Arino llamaron, a esta nueva
disciplina, Ecoepidemiologia, y entre los que han aportado con sus investigaciones a es-
ta disciplina estdn, Hadeler y Freedman, Venturino, Chattopadhyay y Arino, entre otros
(véase [31]]). Entre los modelos que se han estudiado hasta el momento se encuentran: in-
teracciones depredador-presa con enfermedad en el depredador, y depredador-presa con
enfermedad en la presa, asi como las interacciones entre competidores e interacciones de
tipo simbiosis con una enfermedad en alguna de las especies, respectivamente. Sin em-
bargo, el andlisis que se ha realizado a estos modelos es mediante la teoria cualitativa de
las ecuaciones diferenciales ordinarias y utilizando simulaciones ntiimericas. En todos los
casos estudiados existe un punto de coexistencia entre las especies involucradas en los
cuales se analiza el efecto de la enfermedad infecciosa sobre las poblaciones.

Debido a que el estudio de las interacciones tipo simbiosis con enfermedad en una
de las especies no ha sido analizado como el de depredador-presa o el de competencia
nos enfocaremos en este, haciendo un aporte con un anélisis sobre la propagacién de la
enfermedad con el objetivo de conocer cémo evitar epidemias; esta aportacion se suma a
lo que ha realizado Venturino en [44], donde él utiliza la teoria de estabilidad y simulacio-
nes numéricas para obtener unas implicaciones biolégicas. Las herramientas matemaéticas
a utilizar son las usuales para analizar modelos en Epidemiologia matematica, como el
namero reproductivo bésico, Ry y el surgimiento de la bifurcacién hacia atras.

Como resultado del andlisis del sistema que se trabaja en la tesis tenemos un teorema
que nos habla de las condiciones bajo las cuales se presenta bifurcacion hacia atrds; con
base en esto realizamos simulaciones para crear diferentes escenarios, al variar algunos
pardmetros como los de beneficio y las tasas de nacimiento, para después compararlos
y poder decidir cudl es el parametro indicado para el control de epidemias en la especie
infectada.

El presente trabajo de tesis estd distribuido de la siguiente manera:

En el Capitulo 1, incluimos definiciones y teoremas necesarios para comprender el
andlisis de los modelos con ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales de forma cuali-
tativa. Ademas, se da un poco de historia de la Biologia matematica de acuerdo al modelo
analizado en la tesis, y se mencionan algunos modelos que ya han sido trabajados por
otros autores. Asi, el Capitulo 1 se divide en dos secciones; en la primera seccién se men-
ciona la teoria basica de las ecuaciones diferenciales ordinarias abarcando desde Sistemas
dindmicos, el Teorema fundamental de existencia y unicidad, teoria de estabilidad, 6rbi-
tas periddicas hasta teoria de bifurcaciones. En la seccién dos, la cual se llama Biologia
matematica, se introduce las principales interacciones entre diferentes especies y se dan
algunos ejemplos de estas; también se abarca la historia de las epidemias y algunos mo-
delos que se han analizado. Por dltimo mencionamos algunos modelos estudiados que
involucran relaciones entre especies en la cual alguna de ellas presenta una enfermedad.

En el Capitulo 2, presentamos tres modelos matematicos, uno que representa la interac-
cién simbidtica entre dos especies, otro que modela una poblacién enferma que puede te-
ner tanto descendientes infectados como sanos, estos modelos ya han sido estudiados en
[44] y [4], respectivamente; sin embargo, en este Capitulo se presenta un breve andlisis de
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Introduccién

los modelos. Por dltimo presentamos el modelo ecoepidemiolégico tipo simbiosis dado
por Venturino en [44] y el cual consideramos para hacer una aportacién sobre su analisis
enfocdndonos en la bifurcacién hacia atrés; en este Capitulo ademds de presentar el mo-
delo, realizamos un breve andlisis con respecto a la existencia y unicidad de las soluciones
para este modelo.

Finalmente, en el Capitulo 3 se realiza un andlisis més profundo del modelo ecoepi-
demiolégico tipo simbiosis presentado en el Capitulo 2; para el analisis del modelo se
utiliza la teoria de estabilidad y la teoria de bifurcaciones en ecuaciones diferenciales con
el calculo de Ry respectivamente. En este Capitulo también se presenta el resultado prin-
cipal de la tesis, un teorema que presenta las condiciones suficientes para la existencia
de la bifurcacion hacia atrds. Ademads, se da la interpretacion biolégica de los resultados
obtenidos y se presentan varias simulaciones numéricas de distintos escenarios descritos
en el teorema para finalmente sugerir algunas politicas de control de la epidemia.






Capitulo 1

Preliminares

Las ecuaciones diferenciales han sido consideradas por mucho tiempo una herramien-
ta matemadtica importante para la modelaciéon de fenémenos biol6gicos como lo son: el
crecimiento de poblaciones, interaccion entre especies y epidemias que se desarrollan en
alguna especie; debido a esto, en este primer capitulo de la tesis mencionaremos la teo-
ria necesaria para el analisis de algunos modelos que se han desarrollado en Biologia
matemadtica. Este capitulo se divide en dos secciones; la primera abarca teoria sobre los
sistemas no lineales de ecuaciones diferenciales ordinarias y el analisis que se realiza de
forma local para conocer la estabilidad de sus puntos criticos; en la segunda, hablamos de
los principales modelos de Biologia matematica de interacciones entre especies, ademaés
mencionamos algunos modelos epidemiolégicos y su importancia histérica.

1.1. Teoria basica de las ecuaciones diferenciales
ordinarias

1.1.1. Sistemas dindmicos

Un sistema dindmico describe la evolucién en el tiempo de todos los puntos de un
espacio S. El espacio S podria pensarse, por ejemplo, como el espacio de estados de algiin
sistema fisico, biolégico u otro. Matemdticamente, S podria ser un espacio euclidiano o
un subconjunto abierto de espacio euclidiano o algtin otro espacio como una superficie
en R3. Asi pues, dada una posicién inicial X € R", un sistema dindmico en R" nos dice
donde se encuentra X pasada una unidad de tiempo después, dos unidades de tiempo
despusés, y asi sucesivamente. Estas nuevas posiciones de X son denotadas por Xj, Xp, y
asi sucesivamente. En el momento cero, X se encuentra en la posicién Xo. En general, la
trayectoria de X viene dada por la coleccién de puntos X; para todo tiempo, .

Existen dos tipos principales de sistemas dindmicos que se clasifican dependiendo co-
mo se mida el paso del tiempo. El primero de estos es cuando medimos las posiciones X;
usando s6lo valores enteros de tiempo, entonces tenemos un sistema dindmico discreto, el
cual es modelado como relaciones recursivas. El otro tipo de sistemas dindmicos lo tene-
mos cuando medimos el tiempo continuamente con t € RR, a esto lo llamamos un sistema
dindmico continuo y comtnmente es modelado con ecuaciones diferenciales (véase [21]).

La funcién que va de t a X; produce una secuencia de puntos o una curva en R" que
representa la trayectoria de X a medida que el tiempo va de —oo a co. Diferentes ramas
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1.1. Teoria bésica de las ecuaciones diferenciales
ordinarias

de los sistemas dindmicos hacen diferentes suposiciones acerca de cémo la funcién X;
depende de t. La dindmica topoldgica se ocupa de tales funciones bajo el supuesto de
que X; s6lo varia continuamente. En el caso de las ecuaciones diferenciales, normalmente
supondremos que la funcién X; es continuamente diferenciable.

1.1.2. Teorema fundamental de existencia y unicidad

Para que comencemos con el andlsis de un sistema no lineal primero necesitamos te-
ner la certeza de que el sistema propuesto tenga solcién. Para estos casos contamos con el
teorema fundamental de existencia y unicidad para sistemas no lineales (véase [21} 33]).
Sin embargo, antes de presentar el teorema daremos la definicién de diferenciabilidad y
continuidad en IR". Pues estas son condiciones necesarias para que el sistema tenga solu-
cién tnica en alguna region.

En el desarrollo de la tesis, trabajaremos con sistemas auténomos de ecuaciones di-
ferenciales, es decir, manejaremos al tiempo de forma implicita en nuestro sistema y la
forma en que se representa es:

X' = f(X), (1.1)

donde f : E — R" y E es un subconjunto abierto de IR". También existen los sistemas
no auténomos de ecuaciones diferenciales, los cuales trabajan con el tiempo de forma
explicita y son de la forma

X' = f(X,t), (1.2)

donde la funcién f depende de la variable independiente ¢. Sin embargo, cualquier siste-
ma no auténomo puede escribirse como un sistema auténomo con X € R"*! simplemente
escribiendo X, 41 =ty X/, 41 = 1. La teoria fundamental de los sistemas y 1) no
difiere significativamente, aunque es posible obtener la existencia y unicidad de solucio-
nes de bajo hipétesis ligeramente mds débiles sobre f en funcién de t.

Observemos que la existencia de la solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales
elemental

X' = f(#)

esta dada por
X(t) = X(0) + /0 F(s)ds

si f(t) es integrable. Y en general, el sistema de ecuaciones diferenciales 0 ten-
dran solucién si la funcién f es continua. Sin embargo, la continuidad de la funcién f en
no es suficiente para garantizar la unicidad de la solucién del sistema de ecuaciones
diferenciales (véase ejemplos en [33]]), para esto necesitamos la diferenciabilidad de f.

La existencia de soluciones a sistemas no lineales se garantiza mediante la continuidad
y diferenciabilidad de funciones en R". Entonces, primero recordaremos las definiciones
y algunos teoremas sobre continuidad y diferenciabilidad. Después, mencionaremos el
teorema de existencia y unicidad.

En las definiciones que presentaremos a continuacién haremos uso de espacios vec-
toriales normados. Sean R” y L(IR") dos espacios vectoriales normados dotados con la
norma euclidiana | - | y el operador norma || - ||, respectivamente. L(IR") es el conjun-
to de todas las transformaciones lineales que van de R” en R". El operador norma de
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Capitulo 1. Preliminares

T : R" — R" esta definido por

IT|] = max |T(x)],

x[<1

donde |x| denota la norma euclidiana de x € R", es decir,

x| = /a3 4+ 22

La siguiente definicién nos indica cuando una funcién es continua.

Definiciéon 1 Supongamos que Vi y Vo son dos espacios vectoriales normados con respectivas
normas || - |1y || - ll2y f : Vi = Va una funcién. Diremos que f es continua en Xo € Vi si para
todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que

[f(X) = f(Xo)ll2 <,

para todos los puntos X € Vj para los cuales || X — Xol[1 < 4.
Se dice que f es continua sobre un conjunto E C Vj, si es continua en cada punto X € E.
Si f es continua sobre E C V4, escribimos que f € C(E).

La definicién de diferenciabilidad la tomaremos de [36].

Definicién 2 Sean E un subconjunto abierto en R", una funcién f : E — R" y Xy € E. Si
existe una transformacion lineal A € L(R") tal que

|f(Xo+h) — f(Xo) — Df(Xo)h|

1i =0,
50 g
entonces decimos que f es diferenciable en Xq y lo denotamos como
Df(Xo) = A. (1.3)

Si f es diferenciable en todo X € E, decimos que f es diferenciable en E.

Para definir las derivadas parciales se hacen de manera similar a la definicién de de-
rivada mencionada anteriormente. Las derivadas parciales se definen considerando una
funcion f : E — R", donde E es un subconjunto abierto de R". Sea {ey, ..., e, } la base
estdndar de R”. Las componentes de f son funciones reales fi, .. ., f, definidas por

£(X) = iﬂ(}oei (X € E),

0, equivalentemente, por f;(X) = f(X) -¢;, 1 <i < n.
Asi, para X € E, 1 <i,j < n, definimos

(D)) = lim XD X

siempre que el limite exista. Escribiendo f;(X3, ..., X;,) enlugar de f;(X), observamos
que Djf; es la derivada de f; con respecto a X;, manteniendo las otras variables fijas.

La notacién

ofi
3%, (1.4)



1.1. Teoria bésica de las ecuaciones diferenciales
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es utilizada con mayor frecuencia en lugar de D;f; y se llama derivada parcial. De aqui en
adelante cuando usemos derivadas parciales usaremos la notacion (1.4).

Como ya se menciond, la derivada de una funcién f y sus derivadas parciales se de-
finen similarmente. Y la relacién que existe entre estas dos se menciona en el siguiente
teorema.

Teorema 3 Supongamos que f : E — R" es una funcion que va de un subconjunto abierto E de
R", y f es diferenciable en un punto Xy € E. Entonces las derivadas parciales af’ existen, y

Zaﬁ (Xo)ei (1<j<n).
:1

Observacién 4 Si f es una funcién diferenciable, la derivada D f es dada por la matriz Jacobiana
de tamafion X n
ofi

Df = [ ] (1<i,j<n).
Necesitamos tener presente la definicién de continuamente diferenciable, para esto
nos basaremos en [36]].

Definicién 5 Supongamos que f : E — IR" es diferenciable sobre E. Podemos decir que f es
continuamente diferenciable sobre E si Df es una funcién continua de E sobre L(R"). Si f es
continuamente diferenciable podemos decir que f es de clase C1 sobre E y lo denotamos como
f € CYE).

Teorema 6 Supongamos que E es un subconjunto abierto de R" y que f : E — R". Entonces
f € CY(E) si y sdlo si las derivadas parciales %, i,j =1,..,n, existen y son continuas sobre E.
]

Observacién 7 La derivada de orden superior D¥f(Xo) de una funcion f : E — R", con E un
subconjunto abierto de R", es definida de manera similar y se puede demostrar que f € CX(E) siy
solo si las derivadas parciales

ok f;

0Xj, - -ank’
conie{l,...,.n},yj1,...,.jk €{1,...,n}, existen y son continuas sobre E.

Una vez obtenidas las herramientas suficientes para conocer cuando los sistemas no
lineales tienen solucién, procedemos a mencionar el teorema de existencia y unicidad para
sistemas no lineales. Cabe mencionar que la demostracién no se hard en esta tesis, pero
la podemos encontrar en diferentes libros de ecuaciones diferenciales (véase por ejemplo

[21] y [33]).

Teorema 8 (Existencia y unicidad para sistemas no lineales) .
Sea E un subconjunto abierto de R" tal que Xy € E y suponga que f € C*(E), entonces existe
a > 0 tal que el problema con valor inicial

X' = f(X), X(0) = Xo;

tiene una iinica solucién X (t), donde t € [—a, a.
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Observacion 9 En el teorema anterior la condicion inicial se toma en t = 0, pero también se
puede tomar en t = to, de manera que para el problema con valor inicial

X' = f(X),
X(to) = Xo;
existe una solucion iinica sobre algiin intervalo [tg — a, to + a.

El teorema anterior nos garantiza la existencia y unicidad de una solucién en un inter-
valo determinado de un problema con valor inicial. El siguiente teorema nos habla de un
intervalo maximal donde un problema con valor inicial tiene solucién tnica.

Teorema 10 Sea E un subconjunto abierto de R" y supongamos que f € C'(E). Entonces para
cada punto Xy € E, existe un intervalo maximal | sobre el cual el problema con valor inicial

X'= f(X), X(to) = Xo; (1.5)

tiene una iinica solucién, X(t); es decir, si el problema con valor inicial tiene una solucion Y (t)
sobre un intervalo I que contenga a to, entonces I C Jy Y (t) = X(t) para todo t € 1. Mds aiin,
el intervalo maximal | es abierto.

Definiciéon 11 El intervalo | en el teorema anterior, es llamado el intervalo maximal de existencia
de la solucion X(t) del problema con valor inicial (1.5); o simplemente el intervalo maximal de
existencia del problema con valor inicial (I.5).

1.1.3. El flujo definido por un sistema de ecuaciones diferenciales

A continuacién mostraremos como se define el flujo, ¢, de un sistema no lineal y las
propiedades que satisface. En la teoria que se mencionard en adelante denotaremos al
intervalo maximal de existencia de la solucién ¢(t, Xo) del problema con valor inicial:

X' = f(X)

X(0) = X (1.6)

por I(Xo) dado que los extremos del intervalo maximal generalmente dependen de Xj
(véase [33]).

Definicién 12 Sea E un subconjunto abierto de R" y sea f € C'(E). Para Xo € E, sea ¢(t, Xo)
la solucion del problema con valor inicial definido sobre el intervalo maximal de existencia
I(Xo). Entonces para t € 1(Xy), el conjunto de funciones ¢; definido por:

¢:(Xo) = ¢(t, Xo),

es llamado el flujo del sistema no lineal de ecuaciones diferenciales o el flujo definido por el
sistema no lineal de ecuaciones diferenciales (I.1); ¢; también se le conoce como el flujo del campo
vectorial f(X).

Observacion 13 El flujo ¢y definido anteriormente, para todo X € E satisface:
(1) ¢o(X) =X,
(ii) ¢r1s(X) = ¢i(ps(X)); para todos,t € R, y
(iii) ¢_t(¢t(X)) = ¢r(p_+(X)) = X para todo t € R.
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La siguiente definiciéon nos indica cuando el flujo de un sistema es invariante.

Definicién 14 Sea E un subconjunto abierto de R", f € CY(E), y ¢: : E — E el flujo del sistema
no lineal de ecuaciones diferenciales definido para todo t € IR. Decimos que S C E es llamado
invariante con respecto al flujo ¢y si ¢1(S) C S paratodot € R, y S es llamado positivamente (o
negativamente) invariante con respecto al flujo ¢; si ¢+(S) C S para todot > 0 (ot < 0).

1.1.4. Puntos de equilibrio y estabilidad

Una buena forma de comenzar el anélisis de sistemas no lineales:
X = f(X), (1.7)

es determinando los puntos de equilibrio de y describir el comportamiento de las
soluciones del sistema cerca de los puntos de equilibrio. El comportamiento local de siste-
mas no lineales cerca de un punto de equilibrio Xy, es determinado cualitativamente por
el comportamiento del sistema lineal

X' = AX, (1.8)

cerca del origen, donde la matriz A = Df(Xj). La funcién lineal A = Df(Xp) es llamada
parte lineal de f en Xp.

Definicién 15 Un punto Xg € R" es llamado punto de equilibrio o punto critico de si
f(Xo) = 0.

Un punto de equilibrio Xo es llamado punto de equilibrio hiperbélico de si ninguno de los
valores propios de la matriz D f(Xo) tiene parte real cero.

El sistema lineal con la matriz A = Df(Xo) es llamada la linealizacion de en Xo.

Una vez que hemos mencionado la definicién de punto de equilibrio y punto de equi-
librio hiperbdlico, en la siguiente definicion mencionamos una clasificacién de estos pun-
tos.

Definicién 16 Un punto de equilibrio Xq de es llamado un sumidero si todos los valores
propios de la matriz D f (Xo) tienen parte real negativa; es llamado una fuente si todos los valores
propios de D f(Xo) tienen parte real positiva; y es llamado un punto silla si es un punto de equi-
librio hiperbélico y D f(Xo) tiene al menos un valor propio con parte real positiva y al menos uno
con parte real negativa.

Debido a que el estudio de los puntos de equilibrio juega un papel importante en las
ecuaciones diferenciales ordinarias y sus aplicaciones daremos una clasificacion sobre la
estabilidad de los puntos de equilibrio. Un punto de equilibrio, sin embargo, debe satisfa-
cer un cierto criterio de estabilidad para ser significativo fisica, quimica o biolégicamente.

Se dice que un punto de equilibrio es estable si las soluciones cercanas se mantienen
cercanas para todo tiempo futuro. Para entender esto y los otros tipos de estabilidad, de
manera mas formal se presenta la siguiente definicion.

Definicién 17 Supongamos que X* € R" es un punto de equilibrio para el sistema no lineal de
ecuaciones diferenciales
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= Entonces, X* es un punto de equilibrio estable si para cualquier vecindad O de X* € R"
existe una vecindad Oy de X* contenida en O tal que para cualquier solucién X(t) con
X(0) = Xo en Oy esta definido y permanece en O para todo t > 0.

» Si O1 puede ser elegido como en el caso anterior pero que, ademds de la propiedad de estabi-
lidad cumpla que
lim X(t) = X¥,

t—o00

entonces se dice que X* es asintéticamente estable.

= Un punto de equilibrio X* que no es estable se llama inestable. Esto significa que hay una
vecindad O de X* tal que para cualquier vecindad O de X* contenida en O, existe al menos
una solucién X (t) empezando en X(0) € Oy tal que no se encuentra completamente en O
para todo t > 0.

En [33] encontramos maés teoria sobre la estabilidad de punto de equilibrio hiperbélico
y no hiperbélico. Dentro de esa teoria encontramos resultados que nos llevan a enunciar
el siguiente teorema que es de gran utilidad.

Teorema 18 Dado un punto de equilibrio hiperbélico X, de y los valores propios A; de la
matriz Df(Xp).

» Un punto de equilibrio hiperbélico Xo es asintéticamente estable si y sélo si Re(A;) < 0
paraj=1,...,n; es decir, si y solo si Xo es un sumidero.

= Y un punto de equilibrio hiperbélico X es inestable si y solo si o es una fuente o un punto
silla.

1.1.5. Orbitas periédicas y el Criterio de Dulac

Antes de mencionar que es una 6rbita periddica y para que sirve el Criterio de Dulac,
daremos algunos conceptos que hablen de conjuntos limites.
Consideremos el sistema auténomo

X' = f(X), (19)

con f € C}(E), donde E es un subconjunto abierto de IR". Sin pérdida de generalidad,
supongamos que el sistema define un sistema dindmico ¢(t, X) sobre E. Para X € E,
la funcién ¢(-, X) : R — E define una curva solucion, trayectoria, u 6rbita de através
del punto X en E. Si identificamos la funcién ¢(-, X) con su gréfica, podemos pensar en
una trayectoria a través del punto Xy € E como un movimiento a lo largo de la curva

Ty, = {X € E|X = ¢(t, Xo),t € R}

definida por (1.9). También nos referimos a I'y, como la trayectoria de a lo largo
del punto Xp, si el punto Xy no es relevante para referirse a la trayectoria simplemente
denotamos a la trayectoria por I'. Por semitrayectoria positiva a través del punto Xy € E,
nos referimos al movimiento a lo largo de la curva

Iy, = {X € E|[X = ¢(t, Xo),t > 0}.
I'y, es definido similarmente. Ademds, se cumple que cualquier trayectoria ' =T UT .

11
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Definicién 19 Un punto p € E es un punto w-limite de la trayectoria ¢ (-, X) del sistema
si existe una sucesion t, — oo tal que

lim ¢(t,, X) = p.

n—00

Similarmente, si existe una sucesion t, — —oo tal que
lim ¢(tn, X) = q,

yun punto q € E. El punto q se llama punto a-limite de la trayectoria ¢ (-, X) de ({1.9). El conjunto
de todos los puntos w-Iimite de la trayectoria T es llamado el conjunto w-limite de I y es denotado
por w(I'). El conjunto de todos los puntos a-limite de la trayectoria T es llamado el conjunto a-
limite de T y es denotado por a(T'). El conjunto «(T') U w(T) es llamado el conjunto limite de
I.

Definicién 20 Un ciclo u érbita periddica de es cualquier curva solucion cerrada de (1.9), la
cual no es un punto de equilibrio de (I.9). Una 6rbita periédica de T es llamada estable si para cada
€ > 0 existe una vecindad U de I tal que para todo X € U, d (F;E, I') < e, es decir, si para todo
XelUyt>0d(¢(tX),T) < e. Una orbita periddica T es llamada inestable si no es estable; y
I es llamada asintéticamente estable si es estable y si para todos los puntos X en alguna vecindad
UdeT
tlgglo d(¢(t,X),T)=0.
Existen teoremas que bajo algunas condiciones garantizan la no existencia de ciclos
limite de los sistemas en R?
X' = f(X), (1.10)

donde f = (f1, )T y X = (x,y)T € R?, uno de estos es el criterio de Dulac, que se
menciona enseguida. Su demostracién se puede encontrar en [21} 33]].

Teorema 21 (Criterio de Dulac) Sea f € C!(E) donde E es una regién simplemente conexa en
R2. Si existe una funcion ¢ € C(E) tal que V - (gf) no es idénticamente cero y no cambia de
signo en E, entonces no tiene orbitas cerradas contenidas en E.

1.1.6. Bifurcacion

La bifurcacién es un fenémeno que se presenta en muchos modelos mateméticos que
dependen de parametros fisicos. La bifurcacién se trata de cambios cualitativos sobre
puntos de equilibrio. Estos cambios se dan cuando hacemos variar algunos pardmetros
involucrados en el modelo. Algunos de los cambios que se provocan son la aparicién de
multiples estados de equilibrio, la desapariciéon de estos o el cambio de estabilidad en
ellos.

A continuacién, mencionaremos como se clasifican las bifurcaciones de puntos fijos o
criticos; mas adelante, veremos cuando el modelo a trabajar en la tesis presenta un tipo de
estas bifurcaciones. Si se desea profundizar més en el tema de bifurcaciones véase [39].

Bifurcacién nodo silla (o tangente)

La bifurcacién nodo silla es una bifurcacién que ocurre cuando dos puntos fijos de un
sistema dindmico “chocan” y desaparecen. El ejemplo tipico de una bifurcacién nodo silla
viene dado por la ecuacién diferencial de primer orden

X =r+4X? (1.11)

12
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donde r es un pardmetro, que puede ser positivo, negativo o cero. Note que de (I.11),
f(X) = r+ X? donde X € Ry cuya gréfica es una parabola. En la Figura (a) obser-
vamos que a medida que r — 07, la pardbola se mueve hacia arriba y los dos puntos fijos
se mueven uno hacia el otro. Cuando r = 0, los puntos fijos se unen en un punto fijo se-
miestable en X* = 0 (Figura[I.1(b)). Este tipo de punto fijo es extremadamente delicado,
pues desaparece tan pronto como r > 0, y ahora no hay puntos fijos en absoluto (Figura
[1.1}c)). En este ejemplo, decimos que una bifurcacién ocurri6 en r = 0, ya que los campos
vectoriales para v < 0y r > 0 son cualitativamente diferentes.

(@)r<0 (b)r=0 (©r>0

Figura 1.1: Representacion gréfica de (1.11) para diferentes casos de r. En (a) observamos que,
cuando r < 0 existen dos raices —/—r y v/—t. En (b) el caso cuando r = 0 tenemos sélo una raiz
en 0. En el caso (c) cuando r > 0 no tenemos raices reales de la ecuacién (1.11)).

En la Figura|l.1|en el caso (a) observamos que, cuando r < 0 existen dos raices —/—r
y v/—r. Para el caso en el que X < —+/—r tenemos que X' > 0y lo representamos con
una flecha que va hacia la derecha, cuando X > —+/—r entonces X’ < 0y lo representa-
mos con una flecha que va hacia la izquierda; dado que las flechas apuntan hacia el punto
—+/—r decimos que este punto es estable. Cuando X < \/—r, tenemos que X’ < 0y lo
indicamos con una flecha hacia la izquierda, mientras que cuando X > \/—r, tenemos
que, X’ > 0 por lo tanto se pone una flecha que va hacia la derecha; y dado que las flechas
apuntan hacia afuera del punto \/—r decimos que este punto es inestable. En el caso cuan-
do r = 0 tenemos que X' >0 para cualquier valor de X y por lo tanto las flechas que se
colocan siempre apuntan hacia la derecha. Para el caso (c), cuando r > 0 dado cualquier
valor de X € R, tenemos que X’ > 0, asi las todas las flechas apuntan hacia la derecha.

La forma de representar la bifurcacién nodo silla que presenta la ecuacién en
el plano rX es como se muestra en la Figura esta grafica es llamada diagrama de bi-
furcacién. La curva que se muestra es X = j:\/Tr; como mencionamos anteriormente,
para X > y/—r, X’ > 0 por lo que los puntos criticos en este caso son inestables y en el
diagrama de bifurcaciéon los representamos con una curva punteada; mientras que para
X < —y/—r, X' < 0, asi los puntos criticos para este caso son estables y los representamos
con una curva continua.

13
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Inestable

Estable

Figura 1.2: Diagrama de bifurcacién nodo silla para la ecuacién (1.11). La linea punteada muestra
los puntos de equilibrio inestables, mientras que la linea continua muestra los puntos de equilibrio
estables.

Bifurcacidn transcritica

En algunos modelos matematicos tenemos situaciones en las que un punto fijo debe
existir para todos los valores de un pardmetro y nunca desaparecen. Por ejemplo, en la
ecuacién logistica y otros modelos simples de crecimiento de una sola especie, hay un
punto fijo en la poblacién cero, independientemente del valor de la tasa de crecimiento.
Sin embargo, un punto fijo de este tipo puede cambiar su estabilidad a medida que se
modifica el pardmetro. La bifurcaciéon transcritica es el mecanismo estandar para tales
cambios en la estabilidad. La forma tipica para una bifurcacién transcritica esta dada por
la ecuacion

X' =rX— X2 (1.12)

Esta ecuacion se parece a la ecuacion logistica, pero aqui permitimos que X y r sean posi-
tivas o negativas.

-—X < -

(b)|r=0 (c) r>0

Figura 1.3: Representacion grafica de la ecuacion para diferentes valores de r. En (a) obser-
vamos dos puntos fijos uno estable (el de la derecha) y otro inestable (el de la izquierda). En (b)
sélo se tiene un punto fijo y es inestable. En (c) nuevamente existen dos puntos fijos uno estable
(el de la derecha) y otro inestable (el de la izquierda).

En la Figura[l.3|mostramos el campo vectorial a medida que varia r; observemos que
hay un punto fijo en X* = 0 para todos los valores de r. Para r < 0, hay un punto fijo
inestable en X* = r y un punto fijo estable en X* = 0 y a medida que r aumenta, el punto

14
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fijo inestable se acerca al origen hasta que r = 0, donde ahora sélo existe un punto fijo;
finalmente, cuando r > 0, el origen se ha vuelto inestable, y X* = r es ahora estable.
Algunos especialistas dicen que se ha producido un intercambio de estabilidades entre
los dos puntos fijos; ademds, observemos que en el caso de las bifurcaciones transcriticas,
a diferencia de las bifurcaciones nodo silla, los puntos fijos no desaparecen en la bifurca-
cioén, sino simplemente cambian su estabilidad.

En la Figura[1.3| para el caso (a) observamos que cuandor < O para X > 0o X < r,
tenemos que X’ < 0y lo representamos con una flecha que apunta hacia la izquierda;
mientras que, para el caso ¥ < X < 0 tenemos que X’ > 0y lo representamos con una fle-
cha hacia la derecha. Como en X = —r las flechas apunta hacia afuera del punto, decimos
que este punto es inestable, y como en X = 0 las flechas apuntan hacia este punto, deci-
mos que el punto es inestable. En la Figura[1.3|(b) cuando r = 0 para cualquier valor de
X, tenemos X' < 0y lo mostramos con flechas que apuntan hacia la izquierda. Por tltimo
para el caso (c) donde r > 0,si X < 00 X > r entonces X' < 0y lo representamos con
una flecha que va hacia la izquierda: pero, si 0 < X < r, entonces X’ > 0 y lo mostramos
con una flecha que apunta hacia la derecha. En este caso, observemos que en X = 0 las
flechas apuntan hacia afuera, asi este punto es inestable; mientras que cuando X = r, las
flechas apuntan hacia este punto, decimos que este punto es estable.

Estable

Estable

id Inestable

Figura 1.4: Diagrama de bifurcacién transcritica en el plano rX. Observamos que, a excepcion de
r = 0, siempre vamos a tener dos puntos fijos uno estable (linea continua) y otro inestable (linea
punteada). Los puntos fijos siempre son los mismos, solo cambian de estabilidad.

La Figura muestra el diagrama de bifurcacion transcritica. En este diagrama, el
pardmetro r se considera la variable independiente, y los puntos fijos X* = 0y X* = r se
muestran como variables dependientes.

Bifurcacién pitchfork

Un tercer tipo de bifurcaciéon es la bifurcacion pitchfork. Esta bifurcacién es comtin
en problemas fisicos que tienen una simetria. En estos casos, los puntos fijos tienden a
aparecer y desaparecer en pares simétricos. Hay dos tipos de bifurcaciones pitchfork; la
bifurcacién supercritica y subcritica.
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Bifurcacién pitchfork supercritica

Un ejemplo tipico de la bifurcacion pitchfork supercritica viene dado por la ecuacion
diferencial,
X' =rX - X5 (1.13)

(a) r<0 (b)r=0 (c)r>0

Figura 1.5: Representacion gréfica de la ecuacion . En (a) y (b) observamos que parar < 0
tenemos un tnico punto fijo que ademds es estable. En (c) para r > 0 tenemos tres puntos fijos,
dos estables y uno inestable.

La Figura [1.5| muestra el campo vectorial para diferentes valores de r. En (a), cuando
r < 0, el origen es el tinico punto fijo y es estable, notemos que si X < 0 entonces X’ > 0,
y para estos valores se representa con una flecha que apunta hacia la derecha; mientras,
si X > 0, entonces X’ < 0, esto se representa con una flecha hacia la izquierda, como
las flechas apuntan hacia el punto X = 0, decimos que es estable. Cuando r = 0, caso
(b), el origen sigue siendo el tnico punto fijo y es estable. Nuevamente, sucede lo mismo
que en caso anterior, si X < 0, entonces X' > 0, lo cual esta representado con una flecha
hacia la derecha; si X > 0, entonces X' < 0, asi la flecha que lo representa apunta hacia
la izquierda, dado que las flechas apuntan hacia el punto X = 0, decimos que este punto
es estable. Finalmente, en el caso (c) cuando r > 0 el origen se ha vuelto inestable y dos
nuevos puntos fijos estables aparecen a cada lado del origen, situados simétricamente
en X* = /ryX* = —y/r,cuando X < —y/r00 < X < /r entonces X’ > 0y lo
representamos con una flecha que apunta hacia la derecha; mientras, si —/r < X < 00
V1 < X, entonces X’ < 0y lo representamos con una flecha que apunta hacia la izquierda,
para este caso los puntos X* = /r y X* = —/r son estables y en punto X* = 0 es
inestable. La Figura[l.6|es el diagrama de bifurcacion pitchfork supercritica de la ecuacién
(1.13).

Bifurcacién pitchfork subcritica

En el caso supercritico con la ecuacién mencionado anteriormente, el término
ctibico nos arroja puntos fijos estables. Si en cambio el término ctibico nos arrojara puntos
fijos inestables estarfamos hablando de una bifurcacién que proviene de una ecuacién
como la siguiente:

X' =rX+ X3 (1.14)

Esta bifurcacion es del tipo pitchfork subcritica; la Figura muestra el diagrama de
bifurcacién para este caso.
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Estable

Estable Inestable

Estable

Figura 1.6: Diagrama de bifurcacién pitchfork supercritico de la ecuacién (1.13). Las lineas con-
tinuas muestran los puntos fijos estables. Mientras, que las lineas punteadas muestran los puntos
fijos inestables.
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Figura 1.7: Diagrama de bifurcacién pitchfork subcritica de la ecuacion (1.14). Para r < 0 encon-
tramos tres puntos fijos, dos inestables y uno estable. Mientras que para r > 0 s6lo tenemos un
punto fijo que es inestable.

Comparando las Figuras[1.6)y[1.7}, notamos que las curvas graficadas estédn invertidas
una con respecto a la otra, en la Figura [I.7jmuestra que los puntos fijos diferentes de cero
X* = \/ry X* = —/r son inestables, y existen solo cuando r < 0, lo cual motiva al
término subcritico, mds importante atin, el origen es estable para r < 0 e inestable para
r > 0, como en el caso supercritico.

El término ctibico que aparece en la ecuacién (1.14) provoca que en el diagrama de
bifurcacion [1.7|existan trayectorias inestables que se extiendan a infinito. En los sistemas
fisicos reales, esta inestabilidad se ve generalmente contrarrestada por la influencia de tér-
minos de orden superior que generen puntos fijos estables. Suponiendo que el sistema es
todavia simétrico bajo X = —X, el primer término que provoque puntos fijos estables de-
be ser x°; asi, el ejemplo tipico de un sistema con bifurcacién pitchfork subcritico proviene
de la ecuacién siguiente

X =rX+ X3 - X5 (1.15)
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Figura 1.8: Diagrama de bifurcacion pitchfork subcritica para la ecuacién (1.15). Parar < rg existe
un punto fijo estable. Para rg < r < 0 existen tres punto fijos estable y dos inestables. Mientras
que parar > 0 existen dos puntos fijos estables y uno inestable.

La Figura [1.8| muestra el diagrama de bifurcacién de (L.15); para X pequefio, la ima-
gen se ve igual que en la Figura el origen es localmente estable para r < 0, y dos
ramas curvadas hacia atrds de puntos fijos inestables se bifurcan desde el origen cuando
r = 0. La nueva caracteristica, debido al término X°, es que las ramas inestables giran y se
vuelven estables en 7 = r5, donde s < 0; estas ramas estables existen para todos los r > 7.

Como es usual en la teorfa de bifurcacién, hay varios otros nombres para las bifur-
caciones que se mencionaron. La bifurcacién pitchfork supercritica se denomina a veces
bifurcacién hacia adelante, y la bifurcaciéon pitchfork subcritica a veces se denomina bifur-
cacion invertida o hacia atrds. En la literatura de la ingenieria, la bifurcacién supercritica
es a veces llamada suave o segura, porque los puntos fijos que no son cero nacen con am-
plitud pequefia; en contraste, la bifurcacién subcritica es dura o peligrosa, debido al salto
de cero a uno de gran amplitud. De aqui en adelante, en la tesis se manejard el término de
bifurcacion hacia atras cuando hablemos de la bifurcacién pitchfork subcritica.

1.2. Biologia matematica

La Biologia matemdtica es un area interdisciplinaria que est4 en constante crecimien-
to ya que se pueden juntar varias ciencias para resolver algin problema o crear nuevas
teorias bien justificadas que nos sirvan en la comprensién de fenémenos ocurridos. Como
lo menciona Murray en [31], para el matematico la Biologia abre nuevas y apasionantes
ramas, mientras que para el bidlogo, la modelizacién matemadtica ofrece otra herramienta
de investigacion acorde con una nueva y poderosa técnica de laboratorio, pero sélo si se
utiliza adecuadamente y se reconocen sus limitaciones.

La Biologia matematica surge de la necesidad de explicar fenémenos biolégicos y de
predecir cual serd el resultado después de algtin tiempo o bajo algunos cambios, utilizan-

do herramientas con fuertes bases teéricas que nos lleven a resultados congruentes y de
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relevancia biolégica. Es decir, un buen modelo debe mostrar como funciona algtin proceso
y que ademads prediga qué puede suceder. Para esto, es necesaria una estrecha colabora-
cién con los bidlogos, pues asi se logra realismo, estimulacién y ayuda en la modificacion
de los mecanismos del modelo para reflejar la Biologia con mayor precisién. Ejemplos
de esto puede ser la dindmica de poblaciones, la conectividad neuronal y el proceso de
informacion, el crecimiento de tumores, la interacién conyugal (prediccién de divorcio y
reparacion de matrimonio), entre otros (consultar [31} 32]).

Por el tema de la tesis nos centraremos en la Ecologia y Epidemiologia matematica. En
estas ramas de la Biologia matematica ya se tiene desarrollada suficiente teoria que nos
puede ayudar a comprender los modelos que se presentaran més adelante.

1.2.1. Ecologia matematica

La Ecologia es basicamente el estudio de la interrelacion entre las especies y su me-
dio ambiente, por ejemplo entender las interacciones depredador-presa, competencia en-
tre especies, el manejo de recursos renovables, la evoluciéon de las cepas resistentes a los
pesticidas, etc. En esta tesis, solo abordaremos cémo se ha modelado el crecimiento de
poblaciones para una sola especie de forma aislada y cémo es este crecimiento cuando se
encuentra relacionado con alguna otra especie.

El estudio del cambio en una poblacién tiene una historia muy larga, comenzando con
los primeros acercamientos con Leonardo de Pisa, quien en 1202 en un libro de aritmética
que él escribid, menciona cémo construir un modelo matemdtico para una poblaciéon de
conejos en crecimiento. Sin embargo, a quien se conoce como de los principales personajes
en hablar de crecimiento de poblaciones es Malthus, quien en 1798 propuso un modelo
en el que las poblaciones crecian de manera geométrica.

El crecimiento geométrico de Malthus se trata de un crecimiento con una tasa per cé-
pita constante y mayor que uno. Sin embargo, el modelo de Malthus no es el que mejor se
acopla a la realidad, pues en la naturaleza rara vez se presentan ejemplos de crecimien-
to exponencial sostenido por intervalos largos de tiempo. En Australia, por ejemplo, una
especie de nopal fue introducida en 1839 y para 1920 ya habia cubierto una extensioén de
24 millones de hectédreas, que asi resultaban completamente inttiles para la agricultura.
Un caso similar padecieron los australianos después de la introduccién de conejos: a su
importacion en 1865 sigui6 una fase de crecimiento exponencial que para 1950 habia pro-
ducido un estimado de 300 millones de conejos. Ambas plagas pudieron ser controladas
gracias a la introduccién de enemigos naturales o controladores biolégicos.

Después de haber mostrado algunos ejemplos que pueden ser descritos por el modelo
de Malthus mencionaremos en que consiste. Sea N(t) la poblacién de una especie en el
momento t, entonces la tasa de cambio estd dada como en la siguiente ecuacién:

AN
—r =bN —aN. (1.16)

donde b, d son constantes positivas. En la ecuacién (1.16)) los términos de la derecha mode-
lan los nacimientos y muertes de los individuos con un més y un menos, respectivamente.
Estos términos son proporcionales a N. Su curva solucién estd dada por:

N(t) = Noelt=4)1,
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donde la poblacién inicial N(0) = Np. Asi, si b > d la poblacion crece exponencialmente,
mientras que si b < d la poblacién se extingue.

El enfoque que tuvo Malthus en 1798, es poco realista en tiempos prolongados, pues
en ningln caso es posible mantener un crecimiento exponencial por tiempo indefinido.
En algtin momento la fecundidad o la sobrevivencia (o ambas) disminuirdn debido a uno
o varios factores: puede ocurrir que algiin recurso (comida, espacio, etc.) se haga muy
escaso debido a la demanda de una poblacién muy grande. Puede también suceder que
las aglomeraciones favorezcan la rdapida dispersiéon de enfermedades (epidemias o epi-
zootias) o bien atraigan a los depredadores. Resulta entonces que la tasa de crecimiento
per capita no puede permanecer constante de manera indefinida y por arriba del valor de
remplazo igual a uno; a partir de alguna densidad de poblacién y en forma mds o menos
suave, dependiendo de la especie y sus condiciones, la tasa per capita disminuird por de-
bajo de uno. A esto se le llama regulacién del crecimiento poblacional.

Por las razones mencionadas anteriormente en 1838, Verhulst propuso que un proceso
de autorregulacién deberia operar cuando una poblacién se vuelve demasiado grande.
Este proceso esta representado por términos que frenan el crecimiento exponecial, y fue
hasta 1845 cuando Verhulst sugiri6 el modelo siguiente:

AN N
= =N (1 - 1<> ) (1.17)

donde r y K son constantes positivas. Este modelo es llamado crecimiento logistico de
una poblacion, en el cual la tasa de natalidad per capita depende de Ny esr(1 — N/K); la
constante K es la capacidad de carga del entorno, la cual es usualmente determinada por
los recursos de sustento disponible.

Analizando la ecuacién observamos que existen dos puntos de equilibrio, N = 0
y N = K. El punto de equilibrio N = 0 es inestable ya que la linealizacién al respecto
da dN/dt ~ rN y asi N crece exponencialmente para cualquier valor inicial pequefio;
mientras que el otro equilibrio N = K es estable ya que la linealizacién sobre esto da
d(N —K)/dt =~ —r(N —K) y asi N — K cuando t — co. La capacidad de carga K deter-
mina el tamafio de la poblacién en el punto de equilibrio estable mientras que r es una
medida de la velocidad a la que se alcanza.

Si N(0) = Np la solucién de (1.17) es

NoKe't

T K+ No(et—1) (1.18)

N(#)

Observemos que N(t) — K cuando t — oo,y la gréfica de N(t) se muestra en la Figura

L3l

De (1.17), si No < K, N(t) simplemente se incrementa monétamente hasta alcanzar el
valor de K mientras que si Ny > K esta decrece monétonamente a K. En el primer caso
hay una diferencia cualitativa dependiendo de si Ny > K/2 0 Ny < K/2; con Ny < K/2
la curva tiene forma sigmoide tipica.

Ya mencionamos como se ha modelado el crecimiento de poblaciones, tomando en

cuenta la natalidad, mortalidad y capacidad de carga, sin embargo, no son los tinicos fac-
tores que hacen que las poblaciones cambien en su tamafio; otro de los factores que afecta
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N(t)

No

Figura 1.9: Crecimiento logistico de una poblacién. Observe la diferencia cualitativa para los dos
casos Ng < K/2yK/2 < Ny < K.

el tamafio de las poblaciones son las relaciones que puedan ocurrir entre individuos de la
misma especie o con otra especie. Primero hablaremos un poco de las relaciones entre la
misma especie y después abordaremos las relaciones entre diferentes especies.

Cuando dos individuos interacttan, como resultado de las interacciones tenemos que
puede ocurrir que ambos individuos se beneficien, que ambos se perjudiquen o que uno
se beneficie y otro se perjudique. Los beneficios o perjuicios se miden en unidades de tasa
reproductiva, esto es, hablamos de beneficios o dafios demogréficos.

El tipo de interacciéon de perjuicio para ambos individuos (lo denotamos con ——) es a
menudo responsable de los incrementos en la mortalidad (o disminucién de la natalidad)
asociados con altas densidades de poblacién. Cuando, por ejemplo, el alimento escasea
en un 4rea, la presencia de un nuevo individuo afecta negativamente a otros potenciales
consumidores del mismo alimento, ya que éste debera repartirse entre mds individuos.
Al fenémeno de utilizar recursos escasos se le llama competencia y, en el caso de que se
dé entre individuos de la misma especie, competencia intraespecifica.

La competencia asume muchas formas. Puede ser directa o indirecta, violenta y agre-
siva o sutil y refinada. Puede terminar con la muerte de uno de los competidores, en su
depauperacion o en su infertilidad. Es posible que el recurso por el cual los individuos de
la misma especie compiten con més frecuencia sea la comida, ya sea directamente, como
dos palomas por un grano de trigo, o indirectamente, como dos abejas por el néctar repar-
tido en las plantas de un campo. Los recursos alimenticios son casi siempre insuficientes
para satisfacer las necesidades de las poblaciones que los explotan.
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Hablaremos ahora un poco de las interacciones donde un individuo se beneficia y otro
es perjudicado, a este tipo de interacciéon lo denotaremos con (+—). Un ejemplo de este
tipo de interaccion es el canibalismo; mucho mas extendido en la naturaleza de lo que po-
dria pensarse ya que se presenta entre mamiferos, reptiles, aves, peces, insectos, arafias,
etc. Esta interaccion resulta obviamente perjudicial para uno de los participantes y benefi-
cioso para el otro. Otro ejemplo muy ilustrativo de este tipo de interaccién lo encontramos
en el infanticidio en las manadas de leones. Es comin entre primates y roedores que los
machos que se integran a un grupo maten a la mayor cantidad de jovenes o infantes que
puedan (para mds ejemplos véase [38]).

Las interacciones de beneficio mutuo entre individuos de la misma especie los de-
notaremos con (4+). Este tipo de interacciones se reducen bédsicamente a las relaciones
sexuales y a los intercambios sociales denominados altruistas. Las relaciones sexuales
benefician a ambos participantes porque la esencia misma de lo vivo consiste en dejar
descendencia; en aquellas especies (la mayoria) en las que predominan la reproducciéon
sexual, se requieren generalmente dos participantes para llevar a término el ciclo repro-
ductivo, de ahi que ambos miembros de la pareja se beneficien, en un sentido evolutivo.

Si se desea conocer un poco més de las relaciones entre individuos de la misma espe-
cie desde el punto de vista ecolégico se recomienda ver [38].

Una vez mencionado los tipos de interacciones que ocurren mds cominmente entre
los miembros de una misma especie, iniciaremos ahora la descripcién de lo que ocurre
entre diferentes especies. Como ya se mencioné antes, cuando las especies interacttian, la
dindmica de las poblaciones de cada especie se ve afectada. En general, hay toda una red
de especies que interactian, a veces llamada red tréfica, lo que da lugar a comunidades
estructuralmente complejas. Consideramos aqui los sistemas que involucran a dos o mds
especies, concentrandonos particularmente en los sistemas de dos especies.

Para comprender, de forma esquemadtica, mejor las interacciones entre dos especies
nos apoyaremos en la siguiente grafica. Donde se simboliza con un + un aumento, con

4 - 0

Figura 1.10: Tabla de interaccion entre individuos de dos especies diferentes.

un — una disminucién, y con 0 la ausencia de cambio en las tasas de crecimiento. Con
esto tenemos: 1) si la interaccién resulta beneficiosa para una y prejudicial para la otra
estamos hablando de una interaccién (4-—); 2) si es perjudicial para ambas especies se
trata de una interaccién (——); 3) si es beneficiosa para ambas es una interaccién (++); 4)
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si es beneficiosa para una e indiferente para la otra se trata de la interacciéon (+0) y, por
altimo, 5) si es perjudicial para una e indiferente para la otra es una interaccién (—0). Los
tres primeros tipos de interacciones son aparentemente los mds importantes y han sido
bien estudiadas; estos tres tipos los podemos describir y nombrar, respectivamente, como:

(i) Sila tasa de crecimiento de una poblacién disminuye y la otra aumenta, las pobla-
ciones se encuentran en una situacién de depredador-presa.

(ii) Sila tasa de crecimiento de cada poblacién disminuye, entonces es competencia.

(iif) Si la tasa de crecimiento de cada poblacién aumenta, se denomina mutualismo o
simbiosis.

Los dos dltimos tipos (4-0) y (—0) incluyen algunas relaciones fascinantes desde el punto
de vista de la historia natural, por ejemplo, las foresis, o relaciones de transporte (si se
desea conocer un poco més estas interacciones véase [23]). Sin embargo, su importancia
en el desarrollo de la teoria ecolégica ha sido bastante menor, por lo que no se menciona-
ran en lo sucesivo.

La primera clase de interaccién que mencionaremos es la de depredador-presa; esta
corresponde a los cambios demogréficos representados por (4—), lo que significa que la
presencia de la especie A incrementa la tasa de crecimiento de la especie B, mientras que
la presencia de la especie B disminuye la tasa de crecimiento de la especie A. Ejemplos
de este tipo de interaccién son: leones y gacelas, arafias y moscas, vacas y pasto, orugas y
plantas, etc.

La teoria basica de las interacciones depredador-presa fue propuesta en las décadas
de los veinte y treinta por los pioneros Alfred Lotka y Vito Volterra. Lotka propuso sus
ecuaciones haciendo una analogia con ciertas reacciones quimicas, en tanto que Volterra
se inspir6 en un problema sobre pesquerias en el mar Adriatico; las ecuaciones, sin embar-
go, resultaron idénticas. El modelo de depredador-presa propuesto por Lotka y Volterra
no tiene mdas que una importancia histérica; en la actualidad, los modelos generales de
depredador-presa son modificaciones o extensiones de las ecuaciones de Lotka-Volterra.
Para esto consideramos que si N(t) es una poblacién de presas y P(t) la poblacion de
depredadores para la presa en el tiempo t, entonces el modelo Lotka-Volterra es:

iN

o =N(a-bp) (1.19)
”;1: = P(cN —d), (1.19b)

donde 4, b, c y d son constantes positivas.

Los supuestos que sustentan el modelo son:

(i) En ausencia de cualquier depredador la presa tiene un crecimiento ilimitado en una
forma Malthusiana; esto es el término aN en la ecuacién (1.19a).

(ii) El efecto de la depredacién es reducir la tasa per capita de las presas por un término
proporcional a la poblacién de las presas y depredadores, —bNP.

(iif) En ausencia de cualquier presa para el sustento, la tasa de mortalidad del depreda-
dor resulta en un decrecimiento exponencial, esto es el término —dP en la ecuacién

(L.19D).
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(iv) La contribucién de las presas para la tasa de crecimiento de los depredadores es
cNP; esto es proporcional a la presa asi como al tamafio de la poblacién de depre-
dadores.

Para mas detalle de este modelo y su teoria; ademas de algunos ejemplos consultar
[31,32,138].

La segunda clase de interacciones que analizaremos es la interacciéon denotada con
(——), es decir, las interacciones competitivas. La interaccién entre una especie A y otra
especie B se llama competitiva cuando un aumento en los nimeros de individuos de A
causa una caida en los nimeros de individuos de B y, de manera reciproca, un incremento
en la poblacién de la especie B causa una caida en la poblacién de la especie A. Estricta-
mente, esta disminucién en las tasas de crecimiento debe ser causa de que la oferta de
algtn recurso comun (espacio, comida, luz, etc.) sea limitada, por lo que, a altas densida-
des de poblacién, una cierta proporcion de individuos de ambas especies quedan siempre
sin alcanzar una cantidad 6ptima del recurso.

Es posible que la competencia por el recurso sea directa o incluso violenta; por ejem-
plo, la que se da entre ciertas abejas tropicales y los colibries que explotan las mismas
flores; las abejas persiguen activamente a los colibries y les impiden aprovechar el néctar;
a este tipo de interaccién se le denomina competencia por interferencia. Por otra parte,
la competencia puede darse sin que se establezca contacto fisico directo. Por ejemplo,
pensemos en la competencia por el néctar de las flores; la sola presencia de una especie
explotadora, al disminuir la cantidad de néctar, puede afectar a otra especie de explotador
que visite las flores algo mas tarde que la primera; en este caso se da la interaccion aunque
nunca los competidores se encuentren juntos y se le llama competencia por explotacion.

Hemos hablado de algunos formas en las que se da la interaccién por competencia y
de algunos ejemplos donde se ve reflejada. Ademds de los ejemplos mencionado pode-
mos encontrar mds en la vida real, por estas razones podemos notar que es un tipo de
interaccién profundamente investigado por ec6logos y matematicos. Asi, desde el punto
de vista matematico, este tipo de interaccion se presenta en un modelo con ecuaciones
diferenciales.

Un modelo de competencia mds general que el modelo en el que se incluye el creci-
miento de poblaciones Lotka-Volterra es el que incluye a dos especies N; y N, que tienen
crecimiento logistico cada especie en ausencia de la otra; ese modelo es el siguiente:

dN1 . Nl NZ
a3 [1_I<1_b121<1 ’
sz NZ Nl
22 Ny |1 22 byt
a2 2[ K 2K |

donde las constantes r1, Ki, r2, Ko, bia y b1 son todas positivas. 1, 72 son las tasas de
natalidad y k; , K; son las capacidades de carga. Mientras que b1» y bp; miden el efecto
de competitividad de N, sobre N; y N; sobre N, respectivamente; estos generalmente

no son iguales. Para més detalles sobre el andlisis del modelo y algunos ejemplos véase
(31,132, 38].

Por ultimo hablaremos de las interacciones de mutualismo o simbiosis que se denotan
con (++); estas garantizan que las especies que se encuentran en interaccioén reciben bene-

ficio mutuamente. Algunas de estas interacciones son bien conocidas por todo el mundo
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(por ejemplo, las de los polinizadores y sus plantas), y siempre han interesado a los natu-
ralistas. Sin embargo, hasta la década de los setenta los mutualismos se catalogaban como
parte de una historia natural fascinante, pero sin mayor importancia poblacional.

Dentro de las relaciones mutualistas o simbiéticas existe una clasificacién de acuerdo
al tipo de beneficio entre las especies relacionadas; mencionaremos tres tipos principales
de estos.

La simbiosis originada por beneficios tréficos o alimentarios; en la que una especie
puede ofrecer alimentos en forma directa a otra; como el néctar y/o el polen que propor-
cionan las flores a sus polinizadores, los parasitos y desechos que los organismos limpia-
dores reciben de sus clientes, etc. El beneficio alimentario también se puede dar en forma
indirecta, como la flora y fauna intestinales de los animales, que ayudan a digerir com-
puestos que el animal en cuestion seria incapaz de asimilar por si solo (por ejemplo, la
celulosa de las plantas); o como las bacterias nitrificantes de las leguminosas, que con-
vierten el nitrégeno atmosférico en amonio; o las micorrizas de los bosques, que aceleran
grandemente los procesos de degradacién y absorcién de la materia orgénica por las rai-
ces de los arboles.

La simbiosis originada por la transportaciéon de gametos, propagulos o individuos
adultos. Por ejemplo, las plantas, al ser en general incapaces de moverse de un sitio a
otro, requieren de la ayuda para dispersar su polen y sus semillas. Existen ademds una
gran variedad de especies de animales que necesitan obligadamente de dispersores; por
ejemplo, muchos dcaros e insectos pequefios foréticos, esto es, se transportan en las patas
de escarabajos o mariposas, en los picos de las aves, etc. (Véase [23]).

Y por ultimo presentamos la simbiosis originada por la proteccién; ésta puede ser
muy directa, como por ejemplo las anémonas, cuyos tentadculos venenosos dan refugio a
los peces payaso en los arrecifes tropicales, o las hormigas, que protegen a las acacias y
los guarumos (Cecropia) tropicales del ataque de herbivoros y pardsitos, u otras especies
de hormigas que protegen muy eficientemente a las larvas de ciertas mariposas. También
puede existir proteccion en forma més amplia por ejemplo dando un ambiente més esta-
ble y seguro donde se habita; como los endosimbiontes (la flora y la fauna intestinal de
muchos animales; las micorrizas de las plantas, etc.) encuentran dentro de sus hospederos.
También, se considera como proteccién el servicio de limpieza que muchos organismos
realizan sobre otros, para remover pardsitos o particulas inutilizadas de comida, como
hacen ciertas aves con los btfalos, los rinocerontes o los cocodrilos.

La simbiosis ha sido poco investigado a diferencia de los otros tipos de interacciones
ya mencionado; sin embargo su importancia en el ambiente es tanta como el de los otros
tipos de interacciones. Pues, sus efectos a nivel de la comunidad marcan diferencia en el
ambiente. por ejemplo, las micorrizas que permiten la existencia de los bosques y selvas.
Es muy probable que si se removieran las micorrizas de los bosques, éstos sufririan una
profunda transformacién e incluso muchas especies de arboles desaparecerian. De ma-
nera similar, sin dispersores de semillas, las selvas tropicales adquiririan una fisonomia
muy diferente, pues su diversidad se debe en mucho a que las semillas son transportadas
por fisonomias diferentes. Sin los dispersores, lo més probable es que muy pocas especies
de &rboles dominarfan la composicién de la selva, en lugar de la escasa dominancia espe-
cifica que observamos.
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Al igual que los otros tipos de interacciones, la simbiosis no sélo se ha estudiado de
manera experimental sino también matematicamente. Un modelo de mutualismo o sim-
biosis simple, equivalente al cldsico depredador-presa de Lotka-Volterra es el siguiente:

dN-

=L =N+ ;N Ny,
dt

dN.

7: =1,No +aaNo Ny,

donde rq, 12, a1 y a2 son constantes positivas. Dado que % >0y % > 0, N1 y N sim-

plemente crecen ilimitadamente.

Los modelos realistas deben mostrar un beneficio mutuo para ambas especies, o para
tantas como estén involucradas, y tener algiin estado estacionario o punto de equilibrio
positivo o una oscilacion de tipo ciclo limite. Algunos modelos que lo hacen son descritos
por Whittaker en [46].

Un modelo razonable de dos especies con interaccion simbidtica, que incorpora capa-
cidades de carga limitadas para ambas especies queda representado como

dN N N
L= Ny <1 -1 +b122> ,

dt K K

! ! (1.20)
&—rN 1—&+b My,
dt — I'2IN2 Kz Zle ’

donde 1, 12, K1, K2, b12 y b21 son todas constantes positivas.

El anélisis del modelo (1.20) se encuentra en [31]. Sin embargo, como el tema de tesis
se centra en este tipo de interacién, mas adelante se presenta un modelo simbiético y rea-
liza su anélisis de estabilidad.

1.2.2. Epidemiologia matemadtica

Historia sobre las epidemias.

Antes de modelar una epidemia y conocer cdmo se propaga, necesitamos saber un
poco sobre la historia de estas, pues a partir de esto podemos conocer la importancia del
estudio de las epidemias a ciertas poblaciones.

Una de las epidemias més famosa histéricamente es la Peste Negra del siglo XIV, la
cual afecté mucho en Europa, pues cuando se present6 tenia una poblacién de alrededor
de 85 millones de habitantes y alrededor de un tercio de la poblacién murié. Por otra
parte, una epidemia que ha influenciado durante mucho tiempo es la Plaga de Atenas
(430-428 a.C.) descrita con gran detalle por Tucidides, incluyendo los sintomas y la pro-
gresion de la enfermedad. También dio algunas cifras exactas, como que 1,050 de los 4,000
soldados de una expediciéon murieron a causa de la enfermedad. La enfermedad descrita
tan minuciosamente por Tucidides, incluso el hecho de que los perros que se comieron
los cadaveres también sufrieron, ha sido la fuente de numerosos articulos a lo largo de
algunos cientos de afios con casos de una increible variedad de enfermedades como la
peste bubodnica, el sarampion, la fiebre de Malta, la viruela, la escarlatina, el tifus, la fiebre
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tifoidea y muchas otras. Poole y Holladay en 1979 ofrecieron un interesante articulo de
revisién sobre la Plaga de Atenas en [34]; concluyendo que o bien se ha extinguido o bien
se ha modificado a lo largo de milenios; desde entonces han aparecido otros articulos con
otras posibilidades.

Uno de los aspectos interesantes del relato de Tucidides es que no se menciona el con-
tagio de persona a persona que ahora aceptamos tan libremente en las enfermedades. Las
exhalaciones malignas de la tierra, los miasmas aéreos, eran generalmente aceptados; es-
ta tltima explicacién para algunas enfermedades, no es tan ridicula como podria parecer
a primera vista cuando se piensa en el niimero de personas, con los mismos problemas
médicos epidémicos, que viven en suelos contaminados o en regiones donde el agua es
deficiente en yodo, lo que da lugar a bocios. Otro ejemplo similar, es que los asiatios del
sudeste creen que el smog y el humo de los incendios forestales en Indonesia son res-
ponsables del gran aumento de la fiebre del dengue, transmitida por el mosquito Aedes
aegypti. Pues, se trata de un mosquito que se reproduce en dreas urbanas en contenedores
de agua de pléstico, caucho y metal, los cuales abundan en las zonas urbanas pobres.

La primera epidemia importante en los EE.UU. fue la epidemia de fiebre amarilla en
Filadelfia en 1793, en la que murieron unas 5,000 personas de una poblaciéon de alrededor
de 50,000; las estimaciones sugieren que unas 20,000 huyeron de la ciudad; véanse [16}35].

Desde el final de la Segunda Guerra Mundial, la estrategia de salud ptblica se ha cen-
trado en la eliminacién y el control de los organismos que causan enfermedades. En 1978,
las Naciones Unidas firmaron el acuerdo “Salud para todos, 20007, que establecia el am-
bicioso objetivo de erradicar las enfermedades para el afio 2000. Por ejemplo, el SIDA en
ese momento atin no habia sido reconocido como se conoce ahora, y en el afio anterior,
el altimo caso conocido de viruela habia sido tratado; ciertamente habia motivos para el
optimismo, aunque de corta duracion.

Los cientificos ha pensado que los microbios eran objetivos biolégicamente estacio-
narios y por lo tanto no mutarian en resistencia a los medicamentos y otras influencias
biolégicas. Esa imagen reconfortante de microbios inmutables comenz6 a cambiar poco
después con la aparicién de microbios que podian nadar en piscinas, crecer en una pas-
tilla de jab6n e ignorar dosis de penicilina logaritmicamente mayores que las que eran
efectivas en los afios 50’s (véase [17]). La realidad practica de la mutacién bacteriana se ve
dramdticamente en la ciudad de Nueva York con tuberculosis; el control de la cepa W de
esta enfermedad, que aparecié por primera vez en la ciudad en 1992, es resistente a todos
los medicamentos disponibles y mata a més de la mitad de sus victimas.

Otro aspecto de la propagacion de las enfermedades es que en la era moderna del
transporte, que permite que mdas de un millén de personas al dia crucen las fronteras in-
ternacionales, la amenaza de un brote importante de enfermedades extrafias es muy real.
La explosion demogréfica, especialmente en los paises subdesarrollados, es otro factor a
favor de los microbios. Estos desempefiaron un papel clave en la proliferaciéon del VIH
en la década de los 80’s. Poco después, la Organizacion Mundial de la Salud (OMS) es-
tim6 que més de 30 millones de personas en todo el mundo estaban infectadas con el VIH.

Las enfermedades (incluidas las cardiopatias y el cancer) causan mas muertes en el
mundo que cualquier otra cosa, incluso guerras y hambrunas. La aparicién de nuevas
enfermedades, y el resurgimiento de las antiguas, hace que sea cada vez més apremiante
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la necesidad de una participacién interdisciplinaria. La modelizacién puede desempefiar
un papel cada vez mds importante al igual que los historiadores. Asi como se ha escrito
mucho sobre la Plaga de Atenas, también se ha hecho sobre la “enfermedad del sudor”
de finales del siglo XV y la primera mitad del siglo XVI en Inglaterra. Los sintomas son
tan similares a los del virus de hanta en el brote de 1993 en el suroeste de los EE.UU. que
se piensa que es plausible de que se trata de la misma enfermedad, pero que ha estado
inactiva durante varios cientos de afios. Hay alguna justificaciéon para creer que algunas
de las nuevas enfermedades son, de hecho, reapariciones de enfermedades antiguas.

Como la mayoria de los modelos generalmente pasan por varias versiones antes de
que los fenémenos cualitativos se puedan explicar o predecir con algtn grado de con-
fianza y se debe tener mucho cuidado antes de utilizar en la préctica cualquier modelo
epidémico. Sin embargo, incluso los modelos maés sencillos deberfan plantear, y a menu-
do lo hacen, cuestiones importantes con respecto al proceso subyacente y a los posibles
medios de control de la enfermedad o epidemia. Uno de estos estudios de caso, que ha
pasado por varios escenarios hipotéticos, es el modelo propuesto por Capasso y Paveri-
Fontana en [10], para la epidemia de célera de 1973 en la ciudad de portuaria de Bari, en
el sur de Italia.

Un modelo matematico que incluia una ecuacién diferencial ordinaria no lineal y con-
sideraba el efecto de la inoculacién de la viruela sobre su propagacién fue expuesto en
el articulo [7], el cual contiene algunos datos interesantes sobre la mortalidad infantil en
el momento el que se propag6 la enfermedad. Ademas, es probablemente la primera vez
que se utiliza un modelo matematico para evaluar las ventajas précticas de un programa
de control de la vacunacién. Tucidides menciona la inmunidad en relacién con la Plaga de
Atenas y hay evidencia de una costumbre china atin mas antigua en la que los nifios eran
obligados a inhalar polvos hechos de las costras de las lesiones de la piel de las personas
que se recuperan de la viruela.

Los modelos también pueden ser extremadamente ttiles para dar estimaciones razo-
nables del nivel de vacunacion para el control de las enfermedades infecciosas de transmi-
sion directa. El articulo de Schuette y Hethcote [37] discute los protocolos de vacunaciéon
en relacién con la varicela y el herpes zéster y destaca ciertos peligros de la vacunacion
extensiva. Entre otras cosas, evaltilan con sus modelos los efectos de los diferentes progra-
mas de vacunacion. Los trabajos tedricos cldsicos sobre modelos epidémicos de Kermack
y McKendrick [29] han tenido una gran influencia en el desarrollo de modelos matemati-
cos y siguen siendo relevantes en un nimero sorprendente de situaciones epidémicas.

Modelos de Epidemiologia matematica

La Epidemiologia matemética proviene de los trabajos de McKendrick y von Foerster,
mds o menos al mismo tiempo que las investigaciones originales de Lotka y Volterra en
la teoria de la poblacién.

Bésicamente, estos modelos epidémicos dividen a la poblacién en varias clases dis-
tintas, teniendo en cuenta los individuos que pueden contraer la enfermedad, los que ya
estdn infectados y pueden propagar la infeccién, y los que son retirados de la poblacién.
Esta tltima clase puede estar formada por los portadores reconocidos, que son puestos
en cuarentena para que no propaguen la enfermedad entre los individuos sanos, o por los
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individuos que se han recuperado de la enfermedad, o incluso por aquellos que todavia
estan afectados por ella pero que ya no son capaces de propagarla. Un factor importante
en las enfermedades infecciosas, el que principalmente motiva la investigacién matemati-
ca de la situacién, es el hecho que muy a menudo los individuos infecciosos, aquellos que
pueden infectar a otros individuos, no son reconocidos como afectados por la enferme-
dad, ya que atin no tienen sintomas. Por ejemplo, las personas afectadas por el sarampién
y la varicela pueden infectar a otros individuos s6lo entre el décimo y decimocuarto dia
de incubacién, y el decimoprimer y el decimocuarto dia respectivamente, y esto ocurre
mucho antes de que se les reconozca como portadores de la enfermedad. También surgen
otras posibilidades, como la de representar una clase intermedia de individuos infectados
pero atn no infecciosos, o individuos que se han infectado pero para los cuales la enfer-
medad atin no se ha desarrollado completamente, y que todavia se encuentran en una
etapa anterior a la de ser infecciosos. Estos casos podrian modelarse, por ejemplo, intro-
duciendo retrasos adecuados en las ecuaciones diferenciales que rigen la dindmica para
simular el periodo de incubacién de la enfermedad.

Una segunda razén para el estudio de la epidemiologia matematica es el desarrollo de
politicas de vacunacién significativas, con la intenciéon de erradicar la enfermedad. Esto
es posible porque los llamados teoremas del umbral establecen las condiciones bajo las
cuales la enfermedad desaparece naturalmente.

Las enfermedades infecciosas son en las que se transmite la enfermedad al contacto
entre el individuo infeccioso y el susceptible, los cuales pueden pertenecer a la misma es-
pecie u otra. Otras situaciones posibles de este tipo de enfermedad, son las enfermedades
transmitidas en general, por un insecto o un gusano, o enfermedades virales.

Hay que tener en cuenta la siguiente observacion sobre el resultado de la enfermedad.
Hay casos en los que la enfermedad se supera y el individuo permanece inmune de por
vida, como la varicela, el sarampidn, las paperas y la rubéola. En otros casos, el individuo
se recupera de la enfermedad, pero puede contraerla una y otra vez, como sucede, por
ejemplo, con el resfriado comun. En casos atin mds desafortunados, la enfermedad, una
vez contraida, no puede ser superada y es llevada de por vida.

Ahora, mencionaremos algunos de los modelos basicos en epidemiologia matematica.

Si se introduce un pequefio grupo de individuos infectados en una poblacién gran-
de, un problema basico es describir la propagacién de la infeccién dentro de la poblacion
como una funcién del tiempo. Por supuesto, esto depende de una variedad de circunstan-
cias, incluyendo la enfermedad real involucrada, pero como primer intento de modelar
enfermedades de transmisién directa, hacemos algunas suposiciones generales que son
razonables.

Considere una enfermedad en la que la poblacién puede dividirse en tres clases distin-
tas: los susceptibles, S, que pueden contraer la enfermedad; los infecciosos, I, que tienen
la enfermedad y pueden transmitirla; y la clase R, que ha sido eliminada, es decir, los que
han tenido la enfermedad y se han recuperado, son inmunes o estan aislados hasta recu-
perarse. El progreso de los individuos esta representado esqueméticamente por

s —» I — R
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Estos modelos se denominan modelos SIR. El nimero de clases depende de la enferme-
dad; los modelos SI, por ejemplo, sélo tienen clases susceptibles e infectadas, mientras
que los modelos SEIR tienen una clase susceptible, S, una clase en la que la enfermedad
estd latente (cuando la enfermedad esta presente, pero no se manifiesta), E, una clase in-
fecciosa, I, y una clase recuperada o muerta, R.

Las suposiciones hechas sobre la transmisién de la infeccién y el periodo de incuba-
cién son cruciales en cualquier modelo; éstas se reflejan en los términos de las ecuaciones
y los parametros.

Con S(t), I(t) y R(t) como el numero de individuos en cada clase asumimos que: i)
la ganancia en la clase infecciosa es proporcional al ndmero de infecciosos y susceptibles,
es decir, rSI, donde r > 0 es un parametro constante. Los susceptibles se pierden a la
misma velocidad. ii) La tasa de eliminacién de los infecciosos es proporcional al ntime-
ro de infecciosos, es decir, al donde a2 > 0 es una constante; 1/4a es el tiempo promedio
que permanece en el estado infeccioso. iii) El periodo de incubacién es lo suficientemente
corto como para ser insignificante; es decir, un susceptible que contrae la enfermedad es
infeccioso de inmediato.

Ahora consideremos las diversas clases uniformemente mezcladas; es decir, cada pa-
reja de individuos tiene igual probabilidad de entrar en contacto entre si. Esta es una
suposicién importante y en muchas situaciones no se sostiene como en la mayoria de
las enfermedades de transmision sexual (ETS). El mecanismo del modelo basado en los
supuestos anteriores es entonces el modelo clasico de Kermack-McKendrick dado por:

ds
i —rSl, (1.21a)
dl
dR
T al, (1.21¢)

donde r > 0 es la tasa de infeccién y 2 > 0 la tasa de eliminacion de infecciosos. Por
supuesto, en este tipo de modelos sélo interesan las soluciones no negativas para S, I, y
R. Haremos un breve andlisis sobre este modelo bésico.

El tamafio constante de la poblacién se debe a que en el sistema (1.21a)-(1.21c) al sumar

las ecuaciones,

ds  dI  dR
Tttt = 0=SO+IH)+RE) =N,

donde N es el tamafio de la poblaciéon. Asi, S, I, y R estan todos limitados por N. La
formulacién matematica del problema epidémico se completa dadas las condiciones ini-
ciales, tales como

S(0)=Sy>0, I(0)=1I>0, R(0)=0.

Unas preguntas claves en cualquier situaciéon epidémica son: dados r, a, Sg e Iy, ¢La
infeccién se propagard o no?, y si lo hace, ; Cémo se desarrolla con el tiempo?, y de mane-
ra crucial, ;Cudndo comenzard a disminuir?
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De la ecuacién (1.21Db) se obtiene,

[dl] | h(rSo—a)>0siSo>p,p=—;
at ] Io(rSo —a) < 0'si Sy < p,p =

SN

Ademas, de la ecuaciéon , tenemos que ‘fi—f < 0, entonces S < Sy y por lo tanto si
So < 7, entonces

dl

T I(rS —a) < 0paratodot >0,
en cuyo caso, Iy > I(t) — 0 cuando t — oo y la infeccién desaparece; es decir, no puede
ocurrir ninguna epidemia. Por otra parte, si So > ¢ entonces I(t) aumenta inicialmente y
tenemos una epidemia. El término epidemia significa que I(t) > Iy para algunos t > 0;
véase Figura Por lo tanto, tenemos un fendmeno de umbral. Si S9 > p = a/r exis-
te una epidemia, mientras que si So < p no existe. El pardmetro critico p = a/r a veces
es llamado fasa relativa de eliminacién y su reciproco (¢ = r/a) la tasa de contacto de infeccion.

‘rma.x

£ S P —

Figura 1.11: Trayectorias en el plano fase de los susceptibles (S)-infecciosos (I) para la epidemia,

modelo SIR (1.21a)-(1.214).

Por lo tanto, del andlisis anterior tenemos que:

Ro = @,
a
donde Ry es la tasa de reproduccion basica de la infeccién, es decir, el nimero de infeccio-
nes nuevas producidas por una infeccién en una poblacién totalmente susceptible. Aqui
1/a es el periodo promedio de infeccién. Si se produce més de un nuevo infectado a partir
de la infeccién inicial, es decir, Ry > 1, claramente se produce una epidemia. Toda la cues-
tién de umbrales en las epidemias es obviamente importante. La definicién y derivacién
o célculo de la tasa de reproduccién bésica es crucial y puede ser bastante complicada.

La tasa de reproduccién bésica es un parametro crucial para hacer frente a una epide-
mia o simplemente a una enfermedad que estd actualmente bajo control con vacunacién,
por ejemplo. Aunque los siguientes argumentos se basan en Ry, son bastante generales.
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Claramente una forma de reducir la tasa de reproduccién es reducir al niimero de suscep-
tibles, So. La vacunacién es el método comiin para hacerlo y ha tenido éxito en la erradi-
cacion de la viruela. En los EE.UU. se redujo la incidencia del sarampién de 894,134 casos
notificados en 1941 a 135 en 1997, y la de la poliomielitis de 21,269 en 1952 a la tltima en
el caso de poliomielitis adquirida por via digestiva notificado en 1979 (la parte occidental
fue certificado oficialmente libre de poliomielitis en 1994), con reducciones similares en
otras enfermedades infantiles. La vacunacién masiva es el medio maés barato y eficaz de
control de enfermedades. Sin embargo, aunque las vacunas generalmente son extrema-
damente seguras, ningtin medicamento estd totalmente libre de riesgos, por pequefio que
sea el riesgo.

Una vez mencionada la importancia de Ry, mostraremos un método propuesto por
Diekmann y van den Driessche en [12] y [40], respectivamente, para obtener este para-
metro umbral, Ry. Este pardmetro esta relacionado con el equilibrio libre de enfermedad
(DFE), es decir, cuando la poblacién permanece en ausencia de la enfermedad. Ademas,
como se observa anteriormente Ry es comparado con respecto a 1, es decir, si Rg < 1 el
DEFE es localmente asintéticamente estable, y la enfermedad no puede invadir la pobla-
cién provocando una epidemia, pero si Ry > 1, entonces el DFE es inestable y la invasién
o epidemia siempre es posible. Diekmann en [12] definen a Ry como el radio espectral de
la matriz de la siguiente generacién. Van den Driessche en [40], retomando esa definicién
de Ry, propone un método para obtenerlo; este consiste en la representacién matricial de
compartimentos que describe la transicion de la enfermedad. Este modelo es adecuado
para una poblacién heterogénea en la que los pardmetros vitales y epidemiolégicos de
un individuo pueden depender de factores como la etapa de la enfermedad, la posicién
espacial, la edad o el comportamiento. Sin embargo, se supone que la poblaciéon puede di-
vidirse en n subpoblaciones o compartimentos homogéneos, de modo que los individuos
en un compartimento determinado no se distingan entre si.

Sea x = (xq,... ,xn)T; con cada x; > 0, el nimero de individuos en cada comparti-
mento. Los compartimentos se ordenan colocando en un inicio los primeros m, los cuales
correspondan al de los individuos infectados y luego se coloca resto de los compartimen-
tos correspondientes a los no infectados. Para mas detalle del modelo consultar [40]. A
continuacién sélo se mencionard como estdn definidas las matrices que generan el niime-
ro reproductivo bdsico, Ro.

Definimos X como el conjunto de estados libres de enfermedad. Es decir,
Xs={x>0|x;=0,i=1,...,m}.

Para calcular Ry, es importante distinguir las nuevas infecciones de todos los demds cam-
bios en la poblacion. Sea .%;(x) la tasa de aparicion de nuevas infecciones en el comparti-
mento i, sea ”f/ﬁ(x) la tasa de transferencia de los individuos dentro del compartimento
i, por otros medios y ;™ (x) la tasa de transferencia de los individuos fuera del compar-
timento i. Se supone que cada funcién que se definié es continuamente diferenciable al
menos dos veces en cada variable. El modelo de transmisién de la enfermedad consiste
en condiciones iniciales no negativas junto con el siguiente sistema de ecuaciones:

Xi = fi(x) = F — ¥i(x), i=1,...,n, (1.22)

donde ¥; = 7, — ”f/f y las funciones satisfacen las condiciones (A1)-(A5) que se descri-
ben a continuacion.
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(A1) Si x > 0, entonces .%;, ”/ﬁ, ¥~ > 0Oparai =1,...,n. Es decir, como cada funcién

representa una transferencia dirigida de individuos, todas son no negativas.

(A2) Si x; = 0, entonces #;~ = 0. En particular, si x € X, entonces ¥,~ = 0 parai =
1,...,m. Es decir, si un compartimento esta vacio no puede haber transferencia de

individuos fuera del compartimento por muerte, infeccién ni ningtin otro medio.

(A3) #; = 0sii > m. Esta condicién surge del hecho de que la incidencia de infeccién
para los compartimentos no infectados es cero.

(A4) Si x € X entonces .Z;(x) = 0y ”f/f = O parai = 1,...,m. Esta condicién se
propone para garantizar que el subespacio libre de enfermedad sea invariante. Asi,
si la poblacién esta libre de enfermedad, permaneceré libre de enfermedad. Es decir,
no hay inmigracién de infecciosos.

(A5) Si.Z(x) es cero, todos los valores propios de D f(xp) tienen partes reales negativas.
Esta condicion esta restringida a los sistemas en los que el DFE es estable en ausencia
de una nueva infeccion. La condicién se basa en las derivadas de f cerca de un DFE.
Para el propésito del modelo, se define un DFE de como una solucién de
equilibrio estable del modelo libre del enfermedad, es decir, restringido a X;.
Tenga en cuenta que no es necesario suponer que el modelo tiene un DFE tnico.
Considerando una poblacién cercana al DFE xj. Si la poblacién permanece cerca del
DEFE (es decir, si la introduccién de unos pocos individuos infectados no resulta en
una epidemia), entonces la poblacion regresara al DFE de acuerdo con el sistema

linealizado.

X = Df(x0)(x — x0), (1.23)
donde Df(xp) es la derivada [a fi/ axj] evaluada en el DFE, x( (es decir, la matriz
jacobiana).

Dadas las condiciones anteriores la matriz Df(xg) se puede dividir como lo muestra el
siguiente lema, este y su demostracién se encuentran en [40].

Lema 22 si xg es un DFE de ycada fi(x) parai € {1,...,n} satisface (A1)-(A5), entonces
las derivadas D.% (xg) y DV (x¢) son particionadas como

D.Z (x) = (g 8) , D7 (x0) = G; ](D ’

7
donde F y V son matrices de m x m definida por F = [%x-l (xo)] y
j

oY; .

V= [83;<x0> conl<ij<m.
z ] . . .

Ademds, F es no negativo, V es una matriz no singular.

J3 es una matriz de m x n —m y J es una matriz de n — m X n — m, la cual tiene todos sus

valores propios con parte real positiva.

Para el caso de un tinico compartimento infectado, Ry es simplemente el producto de
la tasa de infeccién y la duracién media de la infeccién. Sin embargo, para modelos mas
complicados con varios compartimentos infectados, esta definicion heuristica simple de
Ry es insuficiente. Un niimero reproductivo basico mds general se puede definir como el
numero de nuevas infecciones producidas por un individuo infeccioso tipico en una po-
blacién en un DFE.
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Para determinar el destino de un individuo infeccioso tipico introducido en la pobla-
cién consideramos la dindmica del sistema linealizado (1.23) con la reinfeccién desactiva-
da. Es decir, el sistema

X =—=D¥(x0)(x — xp).

A partir de esto, con los supuestos dados anteriormente y el lema mencionado se realiza
un andlisis en [40] para determinar el destino de los nuevos individuos infectados produ-
cidos. Con esto se llega a que FV ! es parte importante en la definicién de Ry. Asi, para
el anélisis de la entrada (i, k) de FV~! considere el destino de un individuo infectado in-
troducido en el compartimento k de una poblacién libre de enfermedad. La entrada (j, k)
de V! es el tiempo promedio que este individuo pasa en el compartimento j durante
su vida, suponiendo que la poblacién permanece cerca del DFE y excluye la reinfeccién.
La entrada (7,]) de F es la velocidad a la que los individuos infectados en el comparti-
mento j producen nuevas infecciones en el compartimento i. Por lo tanto, la entrada (i, k)
del producto FV~! es el nimero esperado de nuevas infecciones en el compartimento
i producido por el individuo infectado originalmente introducido en el compartimento
k. Siguiendo el trabajo de Diekmann en [12], llamamos a FV~! la matriz de la siguiente
generacion para el modelo y sea

Ry = p(FV 7Y, (1.24)

donde p(FV~!) denota el radio espectral de la matriz FV 1.

Nota 23 Vamos a entender el radio espectral de la matriz A, p(A), como el médulo mdximo de los
valores propios de A.

El modelo SIR que se present6 es un modelo bdasico. Asi como este, se han realiza-
do mdas modelos a partir de otras enfermedades, como en el caso de enfermedades de
transmision sexual (ETS), encontramos el VIH, el SIDA, la Gonorrea, entre otros. También
existen modelos de pestes en algtin lugar especifico, 0 modelos de influenza o tubercu-
losis, etc. Ejemplos de estos lo podemos encontrar en [30}31]. Entre otros muchos articulos
de revisién que ofrecen una imagen mas completa de este campo se encuentra en [20]. Y
en otros libros como el de Anderson y May, Brauer y Castillo-Chévez y Edelstein-Keshet
en [2,9,[15] respectivamente, y el articulo de Dieckmann et al., [13]].

1.2.3. Ecoepidemiologia matematica

La ecoepidemiologia matemaética se ha encargado de analizar qué sucede cuando al-
guna enfermedad afecta al menos a una de dos especies que estdn en interaccién. Las
interacciones sobre las que se ha trabajado son las tres principales que ya se mencionaron
antes, es decir, depredador-presa, competencia y simbiosis.

Hasta donde se conoce, los primeros trabajos que aparecieron en este campo son de
Hadeler y Freedman con su trabajo presentado en [19], Venturino con su trabajo mostra-
do en [41]], y Beltrami y Carroll con su articulo presentado en [6]. El nombre del campo se
debe a Joydev Chattopadhyay, siguiendo una sugerencia anterior de Ovide Arino. Des-
de esas primeras investigaciones han aparecido varios documentos en la literatura. Entre
las contribuciones maés recientes al campo, se encuentran Chattopadhyay et al. en [11] y
Arino et al. en [3]]; en paricular, estos modelos ecoepidemiolégicos resultaron ttiles para
el andlisis de las floraciones de algas nocivas. Los modelos ecoepidémicos que involucran
fenémenos mas complejos entre las poblaciones involucradas han sido investigados con
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técnicas matematicas mads sofisticadas por Venturino en [42] 143} 44], Haque y Venturino
en [18], y Keller y Venturino en [28]].

Mencionaremos algunos de los modelos que se han trabajo en ecoepidemiologia ma-
temaética, como lo son: las interacciones depredador-presa con enfermedad en una de sus
especies y las interacciones entre competidores en presencia de alguna enfermedad en al
menos una de ellas.

Interaccion depredador enfermo - presa.

Supongamos primero que la epidemia se propaga sélo entre los depredadores y no
puede transmitirse a la presa por interaccién; esta suposicion es biolégicamente correcta
para una amplia gama de enfermedades. Asi, denotamos a las presas sanas por U, los
depredadores sanos por V, y los depredadores infectados por Vi, y en este contexto el
numero total de depredadores se expresa por la variable P = V + V;. Combinando el
modelo clasico de depredador-presa con la epidemia de accién masiva SIS, con la enfer-
medad sélo en los depredadores obtenemos el siguiente modelo, recordando que todos
los pardmetros son no negativos:

‘%l = U (a—bU) —cUV — UV,

”;lt/ — V(d— fP)+elV — 6VVi+ (v + h)V], (1.25)
dav,

7; =V (k —fP) +gUVi+6VV — vV — uVrp.

Noétese que aqui las presas no representan la tinica fuente de alimento para los depre-
dadores, ya que en su ausencia, y en ausencia de la enfermedad, los depredadores sanos
en el modelo demogréfico clasico subyacente no se extinguen, sino que tienen al valor de
equilibrio %.

La primera ecuacién de da la dindmica de la presa, el dltimo término que ex-
plica el proceso de depredacién debido a depredadores infectados. Dividimos los efectos
producidos por los depredadores sanos y los infectados, ya que sus respectivas tasas de
depredacién pueden ser diferentes. De hecho, el parametro v representa una pérdida de
presa debido a la caza, pero, contrariamente a nuestra suposicion bésica, también podria
significar la muerte “instantdnea” de la presa por contraer la enfermedad. Difiere de ¢ ya
que (a) v < ¢ modela la situacién en la que los depredadores enfermos son menos capaces
de capturar presas o (b) v > c denota que la capacidad de caza de los depredadores enfer-
mos pueden no estar afectada, pero las presas que sobreviven a un ataque, pueden con-
traer la enfermedad y morir por ella. Sin embargo, esto viola nuestra suposicién basica,
y entonces necesitariamos modificar el modelo introduciendo también la presa infectada.
La situacién (a) de eficiencia de caza reducida se supone entonces teniendo en cuenta los
grandes depredadores que cazan utilizando su velocidad. Si la enfermedad se ve afecta-
da, su rendimiento en la carrera seria inferior al de los individuos sanos. Podriamos decir
que son capaces de capturar presas jovenes o viejas a razon de v, pero las presas maduras
no son tan efectivas como podrian si fueran sanas. Esto justifica la condicién (a).
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La segunda y tercera ecuacion diferencial de (1.25) expresan la dindmica de los depre-
dadores. En resumen, encontramos

%IZ =dV +elV — fP?> + hV; + kV; + gUV; — uVy, (1.26)
es decir, la demografia de toda esta poblacién, depende de las subpoblaciones V' y V7.
En la segunda ecuacién diferencial encontramos el modelo cuadratico bésico para los de-
predadores, y el término de interacciéon debido a la enfermedad, J, que involucra a los
depredadores infectados V;. Los tltimos términos explican el proceso de recuperacién de
la enfermedad v, que junto con los primeros desaparecen en la suma de (1.26), y los recién
nacidos procedentes de depredadores infectados /. La tercera ecuacién diferencial contie-
ne un modelo cuadratico similar, en este caso formulado para depredadores infectados y
luego el proceso de la enfermedad con signos invertidos. Aqui también se contabilizan
las muertes relacionadas con la enfermedad, expresadas mediante el pardmetro .

La alimentacién de otras fuentes tiene lugar tanto en los depredadores sanos como en
los enfermos. Esto ocurre a tasas netas diferentes d, h, y k y las crias de los individuos
sanos son sanos, esto se expresa por el pardmetro d, mientras que las de los individuos
infectados pueden ser sanos, a tasa h, o afectados por la enfermedad k.

Interacciéon depredador - presa enferma.
Ahora consideramos que la enfermedad se propaga entre las presas. Contamos con

presas sanas U, presas infectadas Uj, y depredadores sanos V. Puesto que la epidemia se
propaga solo entre las primeras, el sistema es representado de la siguiente forma,

d
dit[:u[u_bU—cv—AuIHvuz,

% — U AU —kV — 9], (1.27)
?;:V[dJreU—fV—hUI]-

En la primer ecuaciéon de observamos que la poblacién de la especie sana en
ausencia de las otras tiene crecimiento logistico. Lo mismo sucede con la especie de los
depredadores, en ausencia de las presas, esta tiene crecimiento logistico y esto se observa
en la tercera ecuacion del sistema (1.27). La enfermedad que se presenta en la especie de
presas tiene una tasa de transmisién A y una tasa de recuperaciéon 7.

En el sistema (1.27), la interaccién depredador-presa queda determinado por los pa-
rametros —cUV, —kU;V, eUV y —hU;V; el signo de h es indeterminado, pues si h > 0
posiblemente cause la muerte rdpida de los depredadores al contacto; sin embargo, si
h < 0 entonces la caza sobre las presas ocurre a diferentes ritmos entre las presas enfer-
mas y sanas.

Los modelos y ya se han estudiado con profundidad; por ejemplo en [30],
se analiza que el espacio de los sistemas presentados sean positivamente invariante. Tam-
bién se realiza un andlisis con respecto a sus puntos de equilibrio y estabilidad de cada
uno de ellos con sus respectivas interpretaciones y consideraciones biolégicas.
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Interaccion entre competidores enfermos.

En la literatura (por ejemplo, véase [5, 24]) se han tratado los modelos de tipo com-
petencia y se ha discutido el papel de las interacciones multiespecificas, en las que la
densidad del huésped se considera en si misma como una variable dindmica, y se pre-
vé una perspectiva “ecolégica”. Una investigacion de dos poblaciones que se reproducen
exponencialmente, cada una de ellas afectada por la enfermedad, se puede encontrar en
[24]. La coexistencia se rige por las infecciones inter e intra-especificas. Las simulaciones
numéricas no revelan ciclos limite estables; al mismo tiempo, se destacan las complicacio-
nes del andlisis tedrico de la estabilidad.

También podemos encontrar entre los modelos ya analizados, los sistemas que compi-
ten con una especie libre de enfermedad junto con otro huésped afectado por epidemias,
que se consideran Begon y Bowers en [5]. El clasico articulo [1] de Anderson y May con-
sidera a dos competidores, uno de los cuales estd afectado por una enfermedad. El efecto
de esta dltima es prohibir la reproduccién de los individuos infectados. Los resultados
destacan la posibilidad de que el competidor superior afectado por la epidemia que, de
no ser afectado, eliminaria al otro competidor, se asiente en cambio hacia la coexistencia
con éL

Por ejemplo, en [14] han considerado la posibilidad de que dos patégenos “compitan”
por el mismo huésped; Hochberg y Holt en [22] demuestran que se permite la coexisten-
cia a un nivel intermedio entre la explotacién eficiente de los huéspedes infectados y la
explotacién menos virulenta de los sanos.

Consideramos dos especies cuyos tamafios en el momento ¢ se indican con P(t) y Q(¢).
Pueden representar dos depredadores que se alimentan el uno del otro, o dos especies en
el mismo hdbitat que utilizan los mismos recursos, por ejemplo, cabras y ganado que pas-
tan en los mismos prados. Tomamos la especie Q para ser afectada por una enfermedad
infecciosa, la cual no puede ser transmitida a la poblacién P, indicando por Q; la pobla-
cién infectada. El modelo con incidencia de accién masiva y posibilidad de recuperaciéon
de la enfermedad es el siguiente:

d

di;:P[”—bP—CQ—UQI],
iT?:Q{d_ep_f(Q+Q1)—5Q1]+le, (1.28)
d

%:QI[‘SQ—SP—]((Q—FQI)—V}.

Cada ecuacién describe el crecimiento logistico de las especies P y Q; y contiene los tér-
minos de interaccién negativa con productos entre ellas cuyo signo negativo describe la
competencia. La dltima ecuacién da la dindmica de la poblacién enferma, que es menos
capaz de competir por los recursos, siendo esta descrita por el parametro diferente 77 en
la primera ecuacion. La tasa de transmision de la enfermedad viene dada por J; mientras,
que la tasa de recuperacién esta dada por v. Para conocer mds detalle del andlisis de este
modelo ver [30].
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Modelos ecoepidémicos de comunidades simbiéticas

Ejemplos bioldgicos especificos de especies simbidticas afectadas por enfermedades
son, los castafios (Castanea sativa) en simbiosis con los hongos (Cantharellus cibarius,
Boletus spp., Amanita spp.) y afectados por el cancer de castafio (Endothia parasitica),
las bacterias en forma de L que forman simbiosis no patégenas con una amplia gama de
plantas, y estas tiltimas son capaces de resistirse a otros patégenos bacterianos (Walker et
al. [45]). Ademads, muy recientemente se ha descubierto que el nematodo del suelo Cae-
norhabditis elegans transfiere la especie de rizobium Sinorhizobium melotiti a las raices
de la leguminosa Medicago truncatula (Horiuchi et. al. [26]).

Como ya se mencion6, uno de los primeros en trabajar con sistemas que involucran
relaciones entre diferentes especies y enfermedades en alguna de estas especies es Ventu-
rino. El no sélo ha trabajado este tema con relaciones depredador - presa y competencia,
sino también es de los primeros en trabajar con relaciones simbidticas, en la cual una de
las especies en interaccién presenta alguna enfermedad. En [44], Venturino muestra tal
modelo, en este articulo realiza un anélisis sobre los puntos de equilibrio y su estabilidad,
ademads, de algunas simulaciones con sus respectivas interpretaciones biol6gicas. Debido
a esto y a que los sistemas simbi6ticos son poco estudiados con respecto a las otras inter-
acciones, en esta tesis analizaremos que sucede con el modelo propuesto por Venturino
en [44] utilizando herramientas como las que se usan en Epidemiologia matemaética.
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Capitulo 2

Modelo matematico

En este Capitulo presentamos tres modelos matematicos; uno es un modelo que re-
presenta la interaccién simbidtica entre dos especies diferentes. El segundo modelo que
presentamos es sobre Epidemiologia matematica, en este se modela la presencia de una
enfermedad en una especie dada, que puede tener descendientes sanos. Y por tltimo, pre-
sentamos un modelo ecoepidemiolégico, es decir, que el modelo representa la interaccion
tipo simbiosis que mantienen dos especies diferentes, pero ademads, una de estas especies
se ve afectada por una enfermedad.

2.1. Modelo Simbidtico

Como mencionamos en la seccién de Biologia matematica, una de las relaciones que
existe entre diferentes especies es la simbiosis, es decir, cuando dos o mas especies al estar
en interaccién obtienen un beneficio cada una de ellas. Para fines practicos nos enfocare-
mos en una relacién entre dos especies.

Un modelo propuesto para este tipo de interaccién es cuando denotamos el crecimien-
to de cada especie como un crecimiento exponencial. Sin embargo, como mencionamos
anteriormente, no es un modelo muy bien aceptado, pues no se acerca tanto a la realidad,
como el modelo de crecimiento que propone un limite, llamado capacidad de carga. Es de-
cir, el modelo mas aceptado para representar el crecimiento de una poblacién es el modelo
logistico. Por estas razones, para modelar las relaciones simbidticas también hacemos uso
del modelo logistico.

El modelo que presentaremos a continuacién considera dos especies diferentes Py Q;
y este es:

P' = P(a— bP) + cPQ,
Q' =Q(d— fQ) +ePQ.

donde todos los pardmetros son positivos. Las especies P y Q tienen crecimiento logistico
cada una en ausencia de la otra especie; esto lo vemos reflejado en los términos P(a — bP)
y Q(d — fQ). La relacién simbiética que mantienen las especies P y Q, estd representa-
da por los términos cPQ y ePQ; observemos que estos términos estan representados de
forma positiva, pues reflejan el beneficio que obtiene cada especie. Dado que todos los
pardmetros son positivos y el modelo representa cambios en las poblaciones a través del
tiempo, entonces nuestra region de estudio es O = {(P,Q) € R>: P > 0,Q > 0}.

2.1)
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2.1. Modelo Simbidtico

Una pregunta que nos podemos hacer es: dada una solucién en cualquier parte sobre
la region de interés, O, y transcurrido un tiempo ;esta solucién seguird estando en O?
Para responder esto, de acuerdo a la definicién [14| de la pagina 9, analizaremos si O es
positivamente invariante.

Observemos que del sistema obtenemos las P-ceroclinas (P = 0y P = (a+
cQ)/b), es decir, las curvas que hacen que P’ = 0, y las Q-ceroclinas (Q = 0y Q =
(d + eP)/f), es decir, las curvas que hacen que Q" = 0; las cuales son dibujadas en el
plano fase que se muestra en la Figura[2.T, donde las P-ceroclinas se dibujan en azul, y las
Q-ceroclinas en rojo; estas curvas dividen a la regién O en cuatro regiones y en cada una
sefialamos, con flechas, como es el comportamiento o flujo de las ecuaciones del sistema
(2.1). Con esto podemos concluir que dada una condicién inicial en cualquier parte del
primer cuadrante o region de interés, transcurrido el tiempo, la solucién no sale de esta
region. Es decir, O es positivamente invariante.

Figura 2.1: Plano fase del sistema en la regién O.

Para conocer los puntos de equilibrio del sistema (2.1)), hacemos uso de la Definicién
de la pégina 10, es decir, tenemos que ver para cuales puntos (P, Q) se satisface que
P' =0y Q' = 0. Entonces,

B _qa B d ~ (af +cd ae+bd
Eo = (0,0), El_(b,O), E2_<0’f> y E3_<bf—ce’bf—ce>

son los puntos de equilibrio del sistema (2.1I)). Para determinar el signo del denominador
del punto de equilibrio E3, teniendo en cuenta que debe ser diferente de cero para que es-
te definido, veamos los siguiente casos. Si bf — ce > 0 el punto se encuentra en el primer
cuadrante; mientras que si bf — ce < 0, el punto de equilibrio E3 no existe en el primer
cuadrante que es nuestra region de interés, ademds que bioldégicamente no tendrfamos
punto de coexistencia entre las especie P y Q. Por lo que de aqui en adelante supondre-
mos que bf — ce > 0.
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Capitulo 2. Modelo matemético

Luego, para analizar la estabilidad local de cada uno de los puntos de equilibrio, cal-
culamos la matriz jacobiana del sistema (2.1)) y obtenemos

[ a—2bP+cQ cP
](RQ)—( eQ d—2fQ+eP)'
Para analizar cada punto de equilibrio hacemos uso de la teoria de estabilidad y de la
matriz jacobiana; con esto, obtenemos los siguientes resultados:

(2.2)

» Evaluando el punto de equilibrio Ey = (0,0) en la matriz jacobiana (2.2) tenemos,

1(0,0)=(§ 2)

De aqui concluimos que los valores propios en Ej son: a, d; dado que ambos valores
propios son positivos, tenemos un punto fuente, y por el Teorema [18 de la pagina
11 tenemos que Ey es un punto inestable.

» Evaluando E; = (£,0) en la matriz jacobiana (2.2) tenemos,

a —a %
] (7/ 0) = b ae .
b 0 d+7%
Con esto tenemos que los valores propios en E; son: —a, d + 47; de esto observamos
que tenemos un valor propio positivo y otro negativo, es decir, E; es un punto silla,

y por el Teorema [18| de la pagina 11 concluimos que el punto de equilibrio E; es
inestable.

» Evaluando E, = (0, %) en la matriz jacobiana tenemos,

6213 %)

De aqui tenemos que los valores propios de la matriz jacobiana evaluada en E; son:
a+ %, —d; como tenemos un valor propio positivo y otro negativo, entonces tene-
mos un punto silla y por el Teorema (18 de la pagina 11 concluimos que el punto de
equilibrio E; es inestable.

= Por dltimo si evaluamos E3 = (P53, Q3) = (Z{iiz, Z?jﬁi) en la matriz jacobiana (2.2),

esta queda de la siguiente forma,

_ ( a—abP;+cQ;3 cPs
Jra = (TR ).

De aqui obtenemos los valores propios que son:
5 (—(0Ps+ £Qs) — /(BB + FQs)2 — 4(bf — ce)P3Q3 ),
% (—(ng + fQs) + /(bPs + fQ3)2 — 4(bf — ce)P3Q3). Luego, veamos que el dis-
criminante es positivo, pues
(bPs + fQ3)* — 4(bf — ce)PsQs = b*P5 +2bfP3Q3 + f>Q3 — 4bfP3Q5 + 4ceP3Qs
= (bP; — fQ3)% 4 4ceP;Q3 > 0

Esto quiere decir que E3 es un punto de equilibrio hiperbélico. Ademas, de la ob-
servacion anterior tenemos que los dos valores propios tienen parte real negativa,
por lo tanto estamos hablando de un sumidero y por el Teorema [18|de la pagina 11
concluimos que el equilibrio Ej3 es asintéticamente estable.
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Con base en los resultados, observamos que la supervivencia de ambas especies es
mas favorable que la especificada por el equilibrio para cada especie, siendo esta obser-
vacion la esencia del mutualismo.

2.2. Modelo Epidemioldgico

Para presentar un modelo epidemioldgico consideremos una especie aislada que es
afectada por una enfermedad; la cual se divide en dos poblaciones, una de susceptibles
y otra de infectados. A la especie total la denotaremos como S + I; donde S representa la
poblacién susceptible e I representa la poblacion infectada. La enfermedad en la especie
se transmite por contacto a una tasa é, pero también los individuos infectados pueden
recuperarse de la enfermedad a una tasa v. Este modelo esta representado de la siguiente
forma:

das
— =5(d—f(S+1))—0SI+vI+hI,
% (2.3)
P I(6—f(S+1))+6SI—vI,
donde todos los pardmetros presentados en el modelo son positivos. Observemos que ca-
da poblacién conserva un crecimiento logistico en ausencia de la otra; teniendo en cuenta
que la competencia intraespecifica no cambia debido a la enfermedad, y esto se ve refle-
jado en que ambas ecuaciones que modelan a las dos poblaciones conservan el mismo
pardmetro f de competencia intraespecifica. Otro término importante en el modelo es K1,
el cual representa la descendencia de la poblacién susceptible proveniente de individuos
infectados. Para el anélisis del modelo tengamos en cuenta que la regién de interés
es,

O ={(51) € R*S>0,I>0}.

Con el modelo presentado haremos un breve anédlisis enfocandonos en la bifurcacién
hacia atras con el célculo y uso del nimero reproductivo bésico, Ry; pero si se desea pro-
fundizar més en el analisis del modelo, este se encuentra en [4].

Comenzaremos el andlisis del modelo descartando 6rbitas periddicas; esto lo encon-
tramos en el siguiente lema (véase [4]).

Lema 24 El sistema no presenta orbitas periddicas en la region S, 1 > 0.

Demostracién. Aplicaremos el criterio de Dulac dado en el Teorema 21| de la pagina 12.
Sean g(S,I) = &y X' = (S(d—f(S+1)) = 6SI+vI+hL,I({ — f(S+ 1)) +6SI — vI)
entonces

o9 (d—F(S+T) v\ 9 (L—f(S+]) v
V-(gx)_s<l—5+s>+al<s+5—s>
f vth f
-1 82 s

Debido a que todos los pardmetros son positivos, tenemos que V - (¢X’) < 0. Luego, dado
que en efecto la regiéon S, I > 0 es simplemente conexa, por el criterio de Dulac no existen
Orbitas periédicas en el cuadrante positivo.l]
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Una vez descartadas las 6rbitas periédicas veamos cuales son los puntos de equilibrio
triviales del sistema y cdmo es su estabilidad; para esto utilizaremos la Definicién
de puntos de equilibrio mencionado en la pagina 10. Los puntos de equilibrio triviales
para el sistema son dos: Ey = (0,0), es decir, el punto donde no existe poblacién; y

Eprr = (%, 0), o bien conocido como el punto donde no existe enfermedad, es decir el
equilibrio libre de enfermedad (DFE).

Ahora, para determinar la estabilidad de los puntos de equilibrio hacemos uso de la
matriz jacobiana, J(S, I), del sistema ,
_( —f(I+2S)—-dI+d —(f4+0)S+v+h
](S’I)_<(5—f)l CFI+S)+85+0—v @4

Evaluando la matriz jacobiana J(S, I) en el punto de equilibrio Ej obtenemos:

0= (g 4t ),

donde los valores propios son: Ay = d y A, = £ — v. Para determinar la estabilidad de Ey
veamos los siguientes casos: si £ > v, tenemos que A, > 0y como A; > 0 entonces Ey es
una fuente y por el Teorema([I8} Ey es inestable; mientras que, si £ < v tenemos que A; < 0
y dado que A, > 0 entonces Ej es un punto silla y por el Teorema [18 tenemos que Ey es
inestable. Por lo tanto, para todos los valores de los parametros Ey es inestable.

La matriz jacobiana en Eprg es

d o\ _ —d —(f+(5l§+v+h
1(59)= o G-pett—v |
Entonces, los valores propios son Ay = —dy Ay = (0 — f )% + ¢ —v.Dado que A; < 0,
la estabilidad de Eprr queda definida por el signo de A; bajo las condiciones que les de-
mos a los pardmetros involucrados; pues si A, > 0, entonces Eprg es un punto silla y de
acuerdo al Teoremade la pagina 10, tendriamos que Eprg es un punto critico inestable;

mientras que si A, < 0, entonces Eprg es un sumidero y por el mismo Teorema EprE
es un punto critico asintéticamente estable.

Luego, para la existencia de ninguno, uno o multiples puntos de equilibrio no trivia-
les para el sistema (2.3) consideremos sus S-ceroclinas (Is) e I-ceroclinas (I, I;2) con sus
derivadas correspondientes:

S5(d — f95)

o — I 6—f)S+L—v
ST S(f+6) —(w+h) "

7 ,

=0, Ip=

dls _ fS(v+h—(f+9)S) —(v+h)(d—fS)
as (S(f+96)— (v+h))? ’
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dlp 66— f
das f
De aqui en adelante nos enfocaremos en analizar el sistema (2.3) para cuando se pre-
senta bifuracacién hacia atras. Por lo tanto, el siguiente lema nos da condiciones bajo las
cuales existen multiples equilibrios no triviales (si se desea conocer méas del lema que

mencionaremos véase [4]).

Lema 25 Supongamos que % < %. Para 6 > fsiIpp (%) =0yl (%) <Ip (%) entonces
dependiendo del valor de ¢ el sistema puede tener ninguno, uno o dos puntos de equilibrio no
triviales (véase Figura[2.2).

(6—f)S+l-v

Demostracién. Bajo las hip6tesis del lema, la linea recta I1, = intersecta la curva

Is = % en dos puntos: (%,O) y (S*,I*) (véase Figura . Is es una curva con-
vexa y el pardmetro ¢ cambia la linea recta I, desplazdndola de forma vertical; entonces,
existen valores para los cuales el sistema tiene ninguno, uno o dos equilibrios no tri-
viales. El punto (ST, IT) para el cual ambas curvas se tocan tangencialmente, llamaremos
valor umbral; pues a partir de este punto, si la recta I, se desplaza hacia la derecha, ya no
existen puntos de equilibrio, mientras que si se desplaza a la izquierda existen dos puntos

de equilibrio no triviales.

7

Figura 2.2: Aparicion de equilibrios no triviales mediante el desplazamiento vertical la linea recta
I1p. De izquierda a derecha y bajo ciertas condiciones, obtenemos un equilibrio no trivial tinico;
luego, se convierte en dos equilibrios no triviales. Mds tarde, los dos equilibrios llegan a estar
juntos y luego desaparecen.

Para saber que sucede con los puntos de equilibrio no triviales encontrados en esta

region, analicemos su estabilidad. Denotemos por (S3, I7) y (S3, I;) los equilibrios no tri-
viales encontrados que ademas, satisfacen las ecuaciones:
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S(d— f(S+1))—68SI+ (v+h)I =0, (2.5)
0~ f(S+1)+85—v=0. (2.6)

Debido a que analizaremos la estabilidad local de los puntos (S5, IT) y (S5, I; ) haremos
uso de la matriz jacobiana definida en (2.4). Asi, sustituyendo y en la ecuacion
caracteristica obtenida de la matriz jacobiana para el equilibrio no trivial, E(S*, I*)
obtenemos la siguiente ecuacién en A:

e <f(S* I+ (v+h);> At £57(d — £S")
(5—f_fS*(v+h—(f+5)S*)—(v+h)(d—fs*)> Y
f ((f+0)S* — (v+h))?

Observe que para (S5, I}), se cumple I5(S7) < Ij,(S7) y para (S35, Iy ) se cumple I(S5) >
I,(S3). Entonces, para el caso S* = S el dltimo término en tiene signo negati-
vo, mientras que para S* = S; tiene signo positivo. Por lo tanto, el equilibrio (S, I;)
es inestable; de hecho es un punto silla. El equilibrio (S}, ;) es estable; para S* = ST,
I,(ST) = I4(ST), de la cual se sigue que la ecuacién caracteristica en (ST, I7) tiene un
valor propio real negativo y uno igual a cero. [

2.7)

En Epidemiologia matemaética es habitual presentar el diagrama de bifurcacién en tér-
minos del namero reproductivo basico, Ry, en lugar del plano fase; en el capitulo anterior
se mencioné en qué consiste este parametro umbral y cémo estd relacionado con la bi-
furcacién hacia adelante y hacia atrds. Recordemos, que una bifurcacién hacia adelante
ocurre cuando al aumentar Ry mads alla de 1 desestabiliza el equilibrio no trivial y apare-
ce un nuevo equilibrio estable positivo. Mientras que, una bifurcacién hacia atrds ocurre
cuando la reduccién sobre Ry por debajo de 1 da lugar a un equilibrio positivo que surge
del trivial. Tal equilibrio inestable tipicamente coexiste con uno estable mds grande; este
caso es el que ocurre en el lema anterior, pero antes de ver cémo sucede esto, necesitamos
calcular el nimero reproductivo bdsico, Ry.

Para calcular R existen diferentes métodos para obtenerlo; sin embargo, nosotros usa-
remos el método de la matriz de la siguiente generacién expuesto en el capitulo anterior

y como lo menciona [40].

Primero definamos las matrices correspondientes al sistema (2.3,

§:<€I+5SI);7/:<ﬂ(S+I)+vI )

0 S(f(S+1I)—d)+6SI—(v+h)I
donde yr_ (0 - fI(S+1I)+vI )

_(Sd—l—(v—i—h)I)’ _<S(f(S+I)—|—(5SI, ’
Entonces,

sz—i—gé; V=d+v.
f
FV~! se llama matriz de la siguiente generacién para el modelo, y
Ry = p(FV 1),
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simbiosis
donde p(FV~!) denota el radio espectral de una matriz FV .
Por lo tanto, para el sistema Ry toma la forma:
0
d <f) y
Ry= —+4——. 2.8
0 d+v 2.8)
Luego, de la definicion obtenemos:
. fI'+v—4¢
S = 2.9
— 29

Sustituyendo (2.9) en (2.5) y aplicando la definicion obtenida en (2.8) para R, obtenemos
una ecuacion cuadrética en I"*:

212 + (f2(d4+v)(1 = Ro) — (v+h)(f —8)> + &*(v — £))I*

+ f(d+v)(v—£)(1—Rp) = 0. (2.10)

Del lema dado se obtiene el siguiente resultado, que también lo podemos encontrar
en [4] al igual que su demostracién.

Teorema 26 Sea % < %. Sié>f,Ip %) =0yl (%) <Ij, (%) entonces se produce una
birfurcacion hacia atrds para el sistema

2.3. Modelo matematico ecoepidemiolégico tipo
simbiosis

Consideremos dos especies diferentes con interaccion simbidtica, que ademds, una de
las especies es afectada por una enfermedad, la cual no se transmite por contacto con la
otra especie, pero con los individuos de la misma especie si. A las especies involucradas
en el modelo las cuales denotaremos como Py S + I. La especie S + I es la afectada por
la enfermedad, por lo cual se divide en dos poblaciones, en susceptible, S, e infecciosos,
I. Las principales hip6tesis que conforman nuestro modelo son:

= La especie P en ausencia de la otra especie tiene crecimiento logistico. Esto es repre-
sentado de la siguiente forma:

P’ =aP — bP?,

donde a > 0 y representa la tasa de natalidad de la especie P; mientras que b > 0
modela la competencia intraespecifica.

= Para las poblaciones S e I en ausencia de la especie P también tiene crecimiento
logistico. Sin embargo, dado que ambas poblaciones pertenecen a una misma espe-
cie comparten un pardmetro, el de tasa de competencia intraespecifica, f. Es decir,
el namero de encuentros entre individuos de la misma especie se da de la misma
forma tanto los susceptible como los infecciosos. Esto es representado como:

S'=dS— fS(S+1),
I'= 01— fI(S+1).
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» Las especies Py S + I se relacionan de forma simbidtica; es decir, ambas especies
obtienen beneficio mutuo. Sin embargo, los beneficios que da y recibe P, con res-
pecto a las otras dos poblaciones son diferentes; pues el beneficio que recibe de S
es diferente al que recibe de I y esto se refleja en los términos diferentes cPS y kPI.
Por otra parte, los términos ePS y gPI representan el beneficio que otorga Pa Se I,
respectivamente.

= La especie S + I presenta una enfermedad, la cual se transfiere por contacto entre
los individuos de la misma especie; esta enfermedad no afecta a la otra especie. La
tasa de transferencia de la enfermedad esta representada por J; mientras que los
individuos infectados se recuperan a una tasa v.

= La poblacién I no sélo puede tener descendientes infecciosos, sino también puede
tener descendientes susceptibles y la tasa de nacimientos de estos tltimos se repre-
sentan con el pardmetro h.

Considerando las hipétesis anteriores el modelo queda planteado de la siguiente forma:

P’ = P(a—bP)+ cPS +kPI,
S"=8(d—f(S+1))+ePS—65SI+ (v+h)I, (2.11)
I'=1(¢—f(S+1))+gPI+6SI—vI.

ij
ePS gPl
P

cPS__ kPl
bP?
ds<\ v 5SI . v -”) /1
S L vl [
‘ h
[ fs(s+D) L s+

Figura 2.3: Diagrama de progresién o modelo compartimental del sistema (2.11).

Otra forma de visualizar el modelo es mediante el diagrama que se presenta en la Fi-
gura en este se representa a las poblaciones involucradas en el modelo, en cada uno
de los cuadros. Las flechas representan cémo es el flujo de la poblacién a través del tiem-
po; por ejemplo, las flechas que salen de un cuadrado y regresan a él mismo, representan
la tasa de natalidad de la respectiva poblacién. Por lo contrario, las flechas que salen de
un cuadrado y no se dirigen a ningtin otro, indican la tasa de mortalidad de la poblacién
debido a la competencia intraespecifica; por dltimo las flechas que salen de un cuadrado
y se dirigen a otro, indican que existe un cambio o nuevo estado del individuo, es decir,
el individuo de una poblacién ahora pertenece a otro o recibe algo de la otra poblacién
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simbiosis

en interaccién, por mencionar alguno, se encuentran los beneficios que existen entre las
tres poblaciones en juego ePS, cPS, gPI y kPI. Pero también encontramos los cambios con
respecto a la enfermedad por ejemplo los individuos susceptibles que han contraido la
enfermedad, en el diagrama se representan con una flecha que salen del cuadrado de Sy
se dirigen al cuadrado de I representado con el término SI; de forma reciproca sucede
con los individuos que se recuperan de la enfermedad y se denotan con v1I.

Este es el modelo que propone Venturino en el articulo [44], y de aqui en adelante
trabajaremos sobre este modelo desde el enfoque del R a diferencia de Venturino. Como
estamos hablando de crecimiento poblacional a través del transcurso del tiempo es im-
portante mencionar que la regién de interés es () = {(x, Y,z) € ]R3\x >0,y>0,z> 0} .

Una vez que presentamos el sistema con el que se va a trabajar, es importante compro-
bar si este sistema tiene solucion y si ésta puede ser tinica. Haremos un andlisis de manera
local, para esto aplicaremos el Teorema [8|de existencia y unicidad que presentamos en la
pégina 8.

El sistema (2.11)) lo podemos ver de la siguiente forma,

X' =F(X),
donde
P’ fl(Pr S/ I)
X = s’ y F(X)=| f(P,S1I) |,
I fg(P, S,I)
si ademaés

f1(P,S,I) = aP — bP? + cPS + kPI,
f2(P,S, 1) =dS — fS(S+1) +ePS — 6SI+ (v + h)I,
f3(P,S,I) =41 — fV(S+1)+gPI+ S —vI.

Teorema 27 El sistema dado por tiene una inica solucion en el interior de (). Ademds,
existe un subconjunto A de Q) que es positivamente invariante.

Demostracién. Primero para la existencia y unicidad observemos que F € C!. Pues, cada
fi(P,S,I), parai € {1,2,3} es una funcién polinomial, que es continua al igual que sus
derivadas de primer orden. Luego, dado que el interior de ) es un subconjunto abierto
de R3, para cualquier condicién inicial X(0) € int(Q) (interior de Q), por el Teorema de
existencia y unicidad {8 mencionado en la pagina 8, concluimos que existe un a > 0 tal
que el problema con valor inicial X(0) = X tiene solucion tnica X(f) en (), para
un tiempo t € [—a,a].

Ahora, para comprobar que existe un subconjunto A de () que sea positivamente inva-
riante de acuerdo a la Definicién[I4de la pagina 9, aplicaremos el siguiente razonamiento.
Del sistema hacemos la suma de las dos tltimas ecuaciones para obtener la pobla-
cién total de la especie afectada por la enfermedad y la denotamos por Ryes R = S+ I;
entonces, el sistema (2.11) se reduce al siguiente sistema,

P' = P(a — bP + ¢S +kI),

, , (2.12)
R =dS+ (h+€)I + (eS+gI)P — fR%.
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Luego, si consideramos a K = méx(c, k), D = max(d, ¢ + h) y E = max(e, g), entonces
podemos acotar las ecuaciones anteriores como se muestra a continuacion,
P' < P(a—bP+ KR) = Pp(P,R)

R' < R(D+EP — fR) = Rr(P,R). (2.13)

Dado que podemos acotar el sistema (2.12)) por el sistema mencionado en la desigualdad

Figura 2.4: Retrato fase del sistema que acota al sistema (2.12), Las flechas que se observan
en el retrato fase representa el flujo del sistema (2.12).

(2.13), entonces trazamos las curvas que hacen que Pp(P,R) = 0y Rr(P,R) = 0, es decir,
las curvas P =0,R =0, P = (a+ KR)/by R = (D + EP)/f, de tal manera que exista
una interseccién en el primer cuadrante, y esto lo logramos si se cumple que bf > EK,
como se muestra en la Figura

Luego, si a la interseccion de las rectas P = (¢ +KR) /by R = (D + EP)/ f le llamamos
T, y trazamos una circunferencia C,(O) centrada en el origen de radio p = /T3 + T%;

entonces, necesitamos saber si el conjunto A = {(P,R) € R?|P > 0,R > 0y P>+ R? <
T?} es positivamente invariante. Dado que para cualquier condicién inicial en cualquier
parte del interior del conjunto A, el flujo del sistema (2.12), a través del tiempo, sigue
estando en A, como lo observamos en el Figura (2.4); por lo tanto, A es positivamente
invariante.[]
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Capitulo 3

Analisis del modelo matematico
ecoepidemioldgico

En el capitulo anterior presentamos un modelo ecoepidemioldgico, donde dos espe-
cies tienen interaccién simbidtica y una de estas especies es afectada por una enfermedad;
el modelo es el siguiente:

P’ = P(a — bP) + cPS + kPI,
S'=S(d— f(S+1)) +ePS — 85I + (v + h)], (3.1)
I'=1(¢— f(S+1)) + gPI +6SI — vl.

Ahora, en este capitulo realizaremos un analisis local del modelo, primero como se
hace en la mayoria de los modelos de interacciones de especies, analizaremos los pun-
tos de equilibrio y su estabilidad; luego, utilizaremos las herramientas que usualmente se
ocupan para analizar modelos epidemiol6gicos, es decir, el ntimero reproductivo bésico,
Ro, y la teoria de bifurcacién, donde nos enfocaremos en la bifurcacion hacia atrés. Por dl-
timo haremos simulaciones con respecto al resultado de bifurcacién hacia atrds variando
pardmetros como las tasas de beneficio y natalidad de infecciosos; una vez obtenidos los
diferentes escenarios podremos compararlos y tomar decisiones para evitar epidemias.

3.1. Analisis de estabilidad del modelo

De acuerdo a la teorfa mencionada en el Capitulo 1, el andlisis que prosigue para el
sistema es con respecto a sus puntos de equilibrio. Entonces, dada la Definicién
de la pagina 10, los puntos de equilibrio del sistema (3.1)) son los puntos que satisfacen las
ecuaciones P’ = 0,5’ = 0e I’ = 0. Estos puntos son:

Eo = (0,0,0), Elz(g,o,O), E2:<0,;f,0>, Es = (P3,S5,0),

1
Eys5 = (0, Sas, = [(0— f)Sas+ 1 — V]) , Ee7 = (Psy,S67,167),

f
donde en E3 tenemos que P; = Zﬁi’j y S3 = Z?ﬂ‘i ;

para E4, tenemos que Sy 5 es solucién de la ecuacion cuadratica:
P74 [fl—d+n)+6(l—2v—hW)]Z+ v+h)(v—1)=0; (3.2)
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en Eg7 consideremos que

Pg7 = [Sez(cf+k(6—f))+af +k({—v)],

L
bf — gk

le7 = bfl—gk [Se7(cg+b(6—f)) +ag+b(f—v)],

y Se,7 resuelve la ecuacién
e0Z>+e1Z+e =0, (3.3)

donde

eo = o(ek —ob—gc) — f(g—e)(c—k),

e1=0[b(2v—L+h)—ag]+ fb(d—h—1{)+ale—g)]
+kle(t —v)—dg] +cg(h+v),

e = (h+v)[b(£ —v)+ag].

Observacién 28 Notemos que para que el punto de equilibrio E3 pertenezca a nuestra region de
interés, (), necesitamos que bf > ce.

Observacién 29 La notacion de Ey5, S5, E67, Pe7, Se,7, 16,7 se sigue de [44], y nos indica, por
ejemplo, que para el equilibrio Eys tenemos dos opciones de acuerdo a la solucion de la ecuacion
cuadrdtica (3.2), en términos de Sy 5. Para el punto de equilibrio E¢y sucede algo similar, tenemos
dos opciones de acuerdo a la solucién de Se7 en la ecuacion ; que al sustituir en Psy e g7
también se generan dos posibles valores.

Luego, para el andlisis de estabilidad de los puntos de equilibrio es necesario el uso
de la matriz jacobiana del sistema (3.1) que es:

a—2bP +cS+kl cP kP
J(P,S,I) = eS d—f(2S+1)+eP—4I —fS—6S+v+h . (34)
gl —fI+41 L—f(S+2fI)+gP+6S—v

Con todo lo mencionado podemos enunciar el siguiente teorema que nos habla sobre los
puntos de equilibrio para el sistema y su estabilidad,

Teorema 30 Dado el sistema (3.1), se cumple lo siguiente para cada punto de equilibrio,

» Ey = (0,0,0), es un punto de equilibrio inestable.
m £ = (%, 0,0), es un punto de equilibrio inestable.
» E, = (0, %, 0), es un punto de equilibrio inestable.

» E3 = (P3,53,0) es un punto de equilibrio en Q),
donde P; = Z{:%E'Z yS3 = %j‘i, siempre que bf — ce > 0. Entonces, si { + gP3 + 053 <
fSs + v, E3 es un punto de equilibrio localmente asintéticamente estable, de lo contrario es
inestable.

m Ey5= (0, Si5, % [(0 = f)Sas+ £ — 1/]) es un punto de equilibrio inestable.
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Demostracién. Sea el sistema (3.1). Para conocer la estabilidad de cada punto de equili-
brio se necesita conocer como son los valores propios de la matriz jacobiana evaluada en
dicho punto de equilibrio.

Para Eg = (0,0,0), tenemos que la matriz jacobiana es

0
+h |,

7(0,0,0) = v
{—v

S O

0
d
0

de donde tenemos que los valores propios de esta matrizson: Ay = a, A, =dy Az ={—v;
dado que todos los pardmetros son positivos, A; > 0, A, > 0, entonces si ¢/ > v tenemos
que A3 > 0, por lo que Ej seria una fuente, de acuerdo a la Definicién de la pagina 10,
y por el Teorema (18| de la pagina 11, Ey es inestable; mientras que si ¢/ < v tenemos que
Az < 0, por lo que Ej es un punto silla, de acuerdo a la Definicién 16/ de la pagina 10, y
por el Teorema [18|de la pagina 11 se sigue que Ej es un punto de equilibrio inestable. Por
lo tanto, para cualquier valor en los pardmetros del sistema (3.1), Eg es inestable.

Para E; = (4,0,0), tenemos que la matriz jacobiana es

1(300)=| 0o ate  vin |,
0 0 (+F-v
de donde los valores propios de esta matriz son: A\; = —a, Ay =d+ 7y Ay = £ + % — v

dado que todos los pardmetros son positivos, tenemos que A; < 0, A; > 0 no necesitamos
conocer el signo de A3, pues de acuerdo a la Definicién de la pagina 10, E; es un punto
silla, y por el Teorema([I8|de la pagina 11 se sigue que E; es un punto de equilibrio inesta-
ble.

Para E; = (O, %, 0), tenemos que la matriz jacobiana es

p a+% 0 0
J(0,%.0) = £ —d —d—d+v+h |,
0 0 (—d+%—v
de donde los valores propios de esta matriz son: Ay = a + Cf—d, M =—-dyldz={0—-—v—

d+ % ; dado que todos los pardmetros son positivos, tenemos que A1 > 0, A, < 0y no
es necesario conocer el signo de A3 para saber la estabilidad de E;, pues de acuerdo a la
Definicion [16de la pagina 10, E; es un punto silla, y por el Teorema [18|de la pagina 11 se
sigue que E; es un punto de equilibrio inestable.

Para E3 = (P, S3,0), tenemos que la matriz jacobiana es

a—2bP; + cS;3 cP; kPs
](Pg,, S3, 0) = eS; d—2fS3+eP; —fS3—06S3+v+h
0 0 {—fS3+gP3+0S3—v

de donde los valores propios de esta matriz son:
M=3 (—(st + fS3) — \/(bPs + fS3)2 — 4(bf — ce)P3S3),
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Ay =1 (—(bP3 + £S3) + /(P + fS3)2 —4(bf — ce)P3S3>
yAs={—v+(6— f)Ss+ gPs.

Para los primeros dos valores propios analicemos si se tratan de valores reales o com-
plejos; el discriminante es,

(bP3 + fS3)2 — 4(bf — C€)P3S3 = bng + beP3S3 + fZS% — 4bfP353 + 4ceP5S3
= b?P§ — 2bfP3S3 + 2S5 + 4cePsSs
= (bpg — ng,)Z + 4ceP3S3 > 0.

Por lo tanto, A1 y A, son valores propios reales; ademas, A1 < 0y por lo anterior tenemos
(bpg, + f53)2 > (bp3 + f53)2 — 4(bf - C€)P353,
bPs + £S3 >/ (bPs + £53)2 — 4(bf — ce) PsSs, ;

asi, concluimos que 0 > —(bP; + £S3) + /(bPs + fS3)2 — 4(bf — ce) P;Ss.

Por ultimo, analicemos el signo de A3; para esto tenemos dos casos: (i) si ¢ + gP5; +
053 < fS3+ v, tenemos que A3 < 0y como A < 0y Ay < 0; de acuerdo a la Definicién
de la pagina 10, E3 es un sumidero, y por el Teorema [18/de la pagina 11 se sigue que
E3 es un punto de equilibrio localmente asintéticamente estable; mientras, para el caso (ii)
sil+gP3s+ 053 > fSz+v,A3 > 0ycomo Ay < 0y Ay < 0, entonces, de acuerdo a la
Definicién [16de la pagina 10, E3 es un punto silla, y por el Teorema [18|de la pagina 11 se
sigue que E3 es un punto de equilibrio inestable.

Para el equilibrio E45 = (0, Sas, % [(6—f)Sas+ L — 1/]), donde Sy 5 es solucién de la
ecuacion cuadratica
FPZ2+[fl—d+h)+6(l—2v—h)]Z+ (v+h)(v—1£) =0,

tenemos que la matriz jacobiana es

a—+ CS4[5 0 0
J(0,545,Is5) = eSys  d—2fSy5— (f+0)lys —(f+0)Sys5+v+h
8las (6= f)las 0~ fSy5—2flys5+0545 —v

donde I;5 = % [(0 —f)Sas+ € —v].
Un valor propio que se obtiene inmediatamente es,

k
+ ?(54,5(54—6 — 1/),'

mientras que los otros valores propios son raices de la ecuacién cuadratica,

A — 4 5,5(c—k)

fA2+ciA+c=0 (3.5)
con

c1=20845(0+ f)+ (L —v)(2f +0) —df,

¢y = 26%(6 — f)Sy5 — b1Sus + o,
by=(h+0)(6—f)>+df(6—f) —26(4 —v)(26 — f),
by=U—-v)[f(l —d+h)+6({—2v—h)].
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Dado que E45 € (Q, entonces I35 > 0 es decir, Jl? [(0— f)Sas+L—v] > 0;siaMysle
restamos ]LE [(0 — f)Sa5 + £ — v] obtenemos

k k
}\?'5} >a+ 54,5(C - k) + 7(54/554—6 — 1/) — 7 [((5 —f)54,5 + 0 — 1/] =a-+ S4/5(C — k) —|—k54l5

= (1+CS4,5 > 0;

con esto concluimos que /\54’5} > 0, y sin importar el signo de los otros dos valores pro-
pios podemos determinar la estabilidad de E,s5; pues si los otros dos valores propios son
positivos, entonces E4 5 es una fuente, de acuerdo a la Deﬁnici()n de la pagina 10, y por
el Teorema [18|de la pagina 11 se sigue que E4 5 es inestable; mientras que, si los otros dos
valores propios son negativos o uno positivo y otro negativo, de acuerdo a la Definicién
de la pagina 10, E45 es un punto silla y por el Teorema [18|de la pagina 11 se sigue que
Ey5 es inestable. []

Debido a que los puntos de equilibrio no triviales del sistema (3.1) son mas complejos
de analizar de la misma forma que se hizo con los puntos de equilibrio triviales, el analisis
sobre esos equilibrios lo realizaremos a partir de la bifurcaciéon hacia atrads, cuando esta
ocurra.

3.2. Calculo de Ry y bifurcacién hacia atrds

Recordemos que en epidemiologia matemaética, el nimero reproductivo basico, Ry, es
un pardametro umbral muy importante, pues a partir de este podemos conocer el compor-
tamiento de la enfermedad en la poblaciéon. Para nuestro modelo calcularemos Ry utili-
zando el método de la matriz de la siguiente generacién mencionado en el capitulo de
preliminares.

Para el sistema (3.1), la tasa de aparicién de nuevas enfermedades en cada compar-
timento i la representamos en .%;(x), la tasa de transferencia de individuos dentro del
compartimento i los representamos en %" (x), y la tasa de transferencia de individuos
fuera del compartimento i los representamos en ¥, y estdn dadas por,

01+ gIP + 6SI
F = 0 ;
0
0 fIS+1)+vI
Yt =1 dS+eSP+(w+h)I |; ¥~ = fS(S+1)+SI
aP + cSP + kIP bP?

Luego, de acuerdo al Lema [22|de la pagina 33 tenemos,

9.F 9N
F = a—ll(P&Ss/O) ={+gP;+48S3;, V= aill(PSrS&O) = fS+v,

donde P; = Zf;tig y S3 = Z;tbci
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Continuando con el método de la matriz de la siguiente generacién, tenemos que el
ntmero reproductivo basico queda definido como

Ry = p(FV Y,

es decir,
_ 0+ gP3+ 453

Ry = £S5+ v (3.6)

Otra forma de determinar el valor de Ry es por medio de los valores propios que deter-
minan la estabilidad del punto de equilibrio libre de enfermedad. Recordemos que estos
valores propios los obtuvimos en la demostracién del Teorema [30] para el punto de equi-
librio E3 y son:

M =% (—(bPs+ £S5) — \/(BPs + f53)7 — 4(bf — ce) PsS5),
Ao =% (—(bPs + £53) + /(bPs + f53)2 — 4(bf — ce) P33 )
y Az =€ —v+ (6 — f)S3+gPs; donde, Py = {F-el y S5 = etbd.

De acuerdo con la demostracion realizada en el Teorema[30} sabemos que Ay < 0y A2 < 0;
mientras que, si ¢ + gP3 + 653 < fS3 + v, o bien, “fﬁ%ﬁ < 1, tenemos que A3 < 0,
entonces E3 es localmente asintéticamente estable; pero, si ¢ + gP; + 3053 > fS3 4+ v, 0 bien
Hfggs%ﬁ > 1, tenemos que A3 > 0, entonces E3 es un punto de equilibrio inestable. Como
podemos notar si realizamos el cociente entre el término de la izquierda sobre el término
de la derecha en las desigualdades, podemos definir la estabilidad de E3 comparandolo

como la unidad; a este cociente que definimos se le llama Ry y tiene la siguiente forma:

Ro — £+gP3+(SS3
0 ng—i—l/ '

Observacién 31 Notemos que el niimero reproductivo bdsico, Ry calculado con los valores pro-
pios que definen la estabilidad de E3 coincide con el resultado obtenido mediante el método de la
matriz de la siguiente generacion.

Recordemos que en la seccién anterior, no se ha determinado todavia la estabilidad de
los puntos de equilibrio no triviales, pues atin no hemos demostrado la existencia de
ellos. Por estd razén hemos decidido conocer bajo que condiciones podemos hablar de la
existencia de ninguno, uno o mdltiples estados de equilibrio no triviales y determinar su
estabilidad, para el sistema (3.I). Asi, debemos tener en cuenta que el equilibrio no trivial
se determina a partir del siguiente sistema de ecuaciones,

a—bP+cS+kI=0,
s(d—f(S+1))+eSP—6SI+ (v+h) =0, (3.7)
C—f(S+I1)+gP+6S—v=0.

Resolviendo el sistema (3.7) en términos de I y haciendo uso de la definicién del na-
mero reproductivo bésico, Ry dada en (3.6), obtenemos la siguiente ecuacién cuadrética
en I

AP +BI+C=0, (3.8)
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donde,

A= <f+5—e;‘> <f—ik> (5+%—f)+%(bf—ce) <f—gbk)2f
f
b

B = (v(bf —ce) + flae +bd)) (1 - Ro) — (v-+1) (5+ 5 - f)2
+(v=F-0) (o+2 - <f+5—>
@) - o () (- 3).

€ = 7(1-Ro) (v- % —£) (v(bf —ce) + f(ac + bd))..

o8|
06
P(I)

04 L NN
N

0.2}

0.0

4072 1 1 I 1 1 I
-15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 20 25

Figura 3.1: Gréfica de P(I) = AI* + BI + C para diferentes valores de v. Observemos que cuando
v =0.59 ov = 0.68, P(I) no tiene raices reales; en cambio para los valores dev = 0.32, v = 041,
v = 0.50, P(I) tiene dos raices reales.

Los elementos mencionados nos permiten formular el siguiente teorema que nos da
las condiciones suficientes bajo las cuales ocurre bifurcacién hacia atrés.

Teorema 32 Siv>%+£,c>k,e>g,5>fy

(5+1f)2 <£(u(bf—ce)+f(ae+bd))(1_RO)—u(5+cbg—f)2
(-3 )(‘”Cbg_f)(f*‘s b>+sz(d+b>(5+cz§_f>

%<bf—ce> (=50 (-3)).

entonces, el sistema (3.1) presenta bifurcacién hacia atrds.
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Demostracién. Sea P(I) = AI? + BI 4+ C,donde A, B y C estdn dados como en . Para
probar la existencia de bifurcacién hacia atras en el sistema , analizaremos las raices
del polinomio P(I) en funcién de algun pardmetro. Observando cada coeficiente de P(I),
tenemos que sélo B es una funcién de & y los otros dos coeficientes no; B como una fun-
cién de h queda definida como:

B(h)=—h(6+%—f)’+E y

E= f;((bf—ce)+f(ae+bd) 1—R0—1/(5 L8 )
P S (e Fn) (rre-F) + (44 5) (045 )
S )

Luego, las raices de P(I) vienen dadas por la féormula general de la ecuacién cuadra-
tica; para nuestro caso quedan definidas como:

. —B(h) £ /B%(h) —4AC
I = ZA . (3.9)

Antes de conocer la naturaleza de las raices (3.9), analicemos cada coeficiente de P(I)
para determinar si son positivos o negativos.

= Para A; recordemos que bf > ce y por hipétesis del Teorema tenemos que ¢ > k
e > gy d > f asi, se cumplen las siguientes desigualdades & > gk > e s k)

de donde concluimos que f > gk, f+o>f> % yo+ £ > f. A51, los termmos de
la suma que definen a A son positivos y por lo tanto A > 0.

» Para B; por hipétesis sobre /1, tenemos que,
Mo+ — £ > L lbf — ce) + flae + b)) (1~ Ro) v (5+ %5 f)’
0§ (0= 1)+ D (65
jor-e -5 -0) (- )

o bien,
i( (bf—ce)+f(ae+bd))(1—R0)—v<5+ f)

(=) (04 ) (o ) B ) (5 )
%(bf—ce)(v—%—ﬁ) <f—;§k>—h(5+ — )2

De aqui que, B < 0.

= Para C; por hipétesis tenemos v > -y y ademads sabemos que bf — ce > 0. Por

otro lado, para el andlisis de bifurcaciéon hacia atrds nos centramos en que Ry < 1;
entonces, cada término del producto que conforma a C es positivo y por consecuen-
cia C > 0.
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Para conocer la naturaleza de las raices de P(I) analicemos el discriminante de la
formula general (3.9), para esto consideremos la funcién D(h) = B%(h) — 4AC, donde

B(h) se defini6 anteriormente. Observemos que D(h) tiene dos ceros o puntos donde se

anula i = -E=2VAC, y hy = _E+2VAC . 3demds, la primera derivada de D(h) es

(6+5 )" (o+5 1)
) = 8 _ At 8 _r)’
D(h)_2h<5+b f) 2E<(5+b f)

De aqui, notemos que D(h) tiene un punto critico en hc = 7, que al ser evaluado

E
(+3 )
en D(h), tenemos D(hc) = —4AC. Luego, D(h) representa una parabola con vértice en
(W, —4AC | y, por lo tanto, tiene dos puntos donde cruza al eje / en el plano

@
hD(h).
Bajo las condiciones anteriores analicemos los siguientes casos teniendo en cuenta que
h > 0:

= Si tiene dos cruces con el eje 1 positivo, entonces:

e Para0 < h < hy ohy < h, tenemos D(h) > 0y por lo tanto P(I) tiene dos raices
reales positivas distintas.

e Parahy < h < hy, tenemos D(h) < 0; entonces, P(I) no tiene raices reales.

* Y cuando i = hy o h = hy; entonces, P(I) tiene una raiz real positiva de multi-
plicidad 2.

= Si tiene s6lo un cruce con el eje h positivo en el plano hD(h), entonces:

e Para0 < h < hy, tenemos D(h) < 0y por lo tanto P(I) no tiene raices reales.

e Para h = hy, tenemos D(h) = 0, entonces P(I) tiene una raiz real positiva de
multiplicidad 2.

 Para hy < h, tenemos D(h) > 0; lo que implica que, P(I) tiene dos raices reales
positivas distintas.

De acuerdo con lo anterior, P(I) = 0 puede tener una, dos o ninguna raiz real. Luego,
de acuerdo a la teoria de bifurcaciones, lo que se genera es una bifurcaciéon hacia atréas;
pues en el plano Rol* cuando Ry < 1, desde 0 hasta R{; slo existe el punto de equilibrio
libre de enfermedad; mientras que para Rj, a parte del equilibrio libre de enfermedad
existe un punto de equilibrio no trivial, y para Rj < R < 1 existen dos puntos de equili-
brio no triviales, ademads del equilibrio libre de enfermedad; esto sucede como se muestra
en el diagrama de bifurcacién representado en la Figura O

El Teorema anterior da las condiciones bajo las cuales se genera bifurcacion hacia atras;
y en su demostracién vemos como se crea el diagrama de bifurcacién al variar un para-
metro y el diagrama queda como se muestra en la Figura s6lo que en este caso el
pardmetro que se varia es v. El diagrama muestra una curva continua que representa
los puntos de equilibrio no triviales que son estables; mientras que la curva punteada
representa los puntos de equilibrio no triviales que son inestables. La estabilidad de los
puntos de equilibrio no triviales se determiné dando valores a los pardmetros y calcu-
lando las poblaciones en equilibrio P, S e I luego, mediante el uso de la matriz jacobiana
se determinan los valores propios y bajo el criterio del Teorema |18 queda determinada la
estabilidad de cada uno. Por ejemplo, para los siguientes pardmetros: a = 0.60, b = 0.61,
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Figura 3.2: Diagrama de bifurcacién hacia atrds para el sistema usando los siguientes valores
de los pardmetros involucrados; a = 0.60,b = 0.61,¢c = 0.30,d = 0.70,e = 0.21, f = 0.55, g = 0.13,
h=50.0k=0.29,¢=0.056 = 0.56, para v tomamos 10000 valores entre 0y 0.77.

c=030,d=070,e=021,f =055¢g =013, h = 500,k = 0.29, £ = 0.05, 6§ = 0.56
y v = 0.50, tenemos que I tiene dos valores, siguiendo la notacién de la seccién ante-
rior para los puntos de equilibrio, Iy = 0.78944 e I; = 0.21947; para Is, S¢ = 9.56974 y
Ps = 6.06534, luego evaluando estos puntos en la matriz jacobiana los valores pro-
pios son: Ay = —9.92487 < 0, A, = —3.54704 < 0y A3 = —0.091420 < 0, entonces
el punto de equilibrio E¢ = (Ps, S¢, Is) es localmente asintéticamente estable; mientras
que para I7, Sy = 5.80617 y P; = 3.94344 al evaluar estos valores en la matriz jacobiana
tenemos que sus valores propios son: Ay = —5.49788 < 0, A, = —2.17916 < Oy
Az = 0.04855 > 0, asi se sigue del Teorema (18| que el punto de equilibrio E; = (Py, Sy, I)
es inestable.

Interpretacién biolégica sobre las condiciones del Teorema [32}

Para la primera condicién note que j es la capacidad de carga para la especie P en
ausencia de la especie S + I; como g es el beneficio que recibe I de P, y £ es la tasa de des-
cendencia de los individuos infecciosos, entonces % + ¢ mide el maximo beneficio que
obtiene I de P debido a la interaccion tipo simbiosis y de la biologia misma de I para
crear nuevos descendientes infectados; lo que se traduce en el nimero total de nuevos
descendientes infectados. En la condicién v > % + ¢, se esta pidiendo que la tasa de re-
cuperacion de I sea superior al beneficio maximo que recibe.

Cuando se pide la condicién ¢ > k, bioldgicamente se estd pidiendo que el beneficio
que recibe la especie P de la poblacién susceptible S, sea mayor que el beneficio que re-
cibe de la poblacién de infecciosos I; lo cual es sensato dado que, por la enfermedad, la
poblacién I disminuye su nivel de interaccién. Por otro lado, la desigualdad e > g, impli-
ca que el beneficio que recibe la poblacién susceptible S de la especie P es mayor que el
beneficio que le otorga la especie P a la poblacién infectada, I; lo cual es sensato dado que
hay menor interaccién entre la poblacién P e I.
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Por otro lado, la condicién § > f, significa que la enfermedad es altamente infecciosa
comparada con la tasa de competencia intraespecifica entre la especie S + I, lo cual es rea-
lista dado que la competencia se disminuye cuando algiin miembro de la poblacién esta
enfermo.

Por ultimo, estamos fijando una condicién importante que involucra la tasa de naci-
mientos de individuos sanos a través de individuos infectados, la cual es representada
por el parametro h; esta condicién implica que la especie S + I tiene la capacidad bio-
légica de incrementar su poblacién via descendencia de individuos sanos por medio de
los infectados. La condicién que involucra a h, puede sonar no muy realista, pero en la
biosfera existe una bacteria llamada Wolbachia, que tiene la peculiaridad de infectar prin-
cipalmente insectos y nematodos hembras haciendo cambiar su sistema reproductivo con
la finalidad de aumentar su fecundidad [8]. También hay algunos informes interesantes
de que la Wolbachia causé una grave escasez de machos en la especie Acraea encedon [27].

3.3. Simulaciones variando pardmetros

En la seccién anterior presentamos el teorema principal sobre la aparicién de la bifur-
cacion hacia atras para el sistema (3.1). En esta seccién mostraremos las simulaciones que
hicimos bajo las condiciones de dicho teorema con la variacién de algunos pardmetros
que juegan un papel importante en el modelo (3.1, como son los pardmetros de beneficio
c, e, gy k,ylas tasas de natalidad, ¢ y h; para después concluir que en algunos casos se
puede evitar la bifurcacién hacia atrés.

En Epidemiologia, la bifurcaciéon hacia atrds es un fenémeno indeseable, dado que
reducir a Ry por debajo de uno para controlar epidemias es ineficaz ya que atiin cuando
esto suceda aparecen multiples estados endémicos. Por esta razén nos interesa conocer las
condiciones bajo las cudles podemos desaparecer o al menos disminuir dicho fenémeno.
Los parametros que usaremos para este andlisis son ¢ y i que representan las tasas de na-
talidad provenientes de individuos infectados que pueden ser infectados o sanos, respec-
tivamente. Ademds, como tenemos interaccién entre dos especies, es de interés analizar
el fenémeno de la bifurcacién hacia atras considerando también los pardmetros: ¢, k, ey g.
Recordemos que c y k son las tasas de beneficio que la especie P obtiene de las poblaciones
S e I, respectivamente y, reciprocamente ¢ y g son las tasas de beneficio que la poblaciéon
S y la poblacién I obtienen de la especie P.

Analicemos qué sucede con la bifurcaciéon hacia atrds que se genera a partir de las con-
diciones del Teorema[32] variando el pardmetro £ que representa la tasa de descendientes
de los infecciosos que vuelven hacer infecciosos. Para obtener los diagramas de bifurca-
cién como se muestran en la Figura 3.3|los valores que utilizamos para los parametros
involucrados son: a = 0.60, b = 0.61, c = 0.30,d = 0.70,e = 0.21, f = 0.55, g = 0.13,
h =500,k =0.29,6 =056yv € [0.1,1.5]; para dos casos de ¢, con £ = 0.01 y ¢ = 0.60.
Observemos que cuando ¢ = 0.01 se genera bifurcacion hacia atrds con un punto de bifur-
cacién por debajo de 0.9 y los niveles endémicos en este caso no superan el valor de 1.2;
mientras que si £ aumenta, por ejemplo cuando ¢ = 0.60 seguimos obteniendo bifurca-
cién hacia atrds pero con un punto de bifurcacién entre 0.9 y 1.0, lo cual hace pensar que
si la tasa de descendientes de los infecciosos ¢ aumenta, la bifurcacién hacia atrds puede
desaparecer, pero los niveles endémicos son ahora mds grandes que en el caso anterior.
Por lo tanto, ¢ queda descartado como opcién para controlar una epidemia.
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Figura 3.3: Diagrama de bifurcacién hacia atrds variando el parimetro que representa la tasa de
nacimiento de individuos infecciosos que provienen de individuos infecciosos, es decir, ¢; consi-
derando dos casos { = 0.01 y £ = 0.60.
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Figura 3.4: Diagrama de bifurcacién hacia atrds variando el pardmetro que representa la tasa
de nacimiento de individuos susceptibles que provienen de individuos infecciosos, es decir, h;
considerando cinco casosh =5,h =15,h =25,h =35 y h = 45.

62



Capitulo 3. Analisis del modelo matematico ecoepidemiolégico

25 T T T

20}

I-k

05}

OO Il L L Il hl---

0.0 02 04 06 08 10
Ry

Figura 3.5: Diagrama de bifurcacion hacia atrds, variando el pardimetro que representa el beneficio
que obtiene P de I, es decir, k; considerando tres casos cuando k = 0.05, k = 0.25, k = 0.45.

Bajo las condiciones que hemos venido manejando, observemos qué sucede con la bi-
furcacion hacia atrds a partir de la variacién de /; es decir, la tasa de natalidad de sanos
que provienen de los infectados. Para la simulacién de la bifurcacién hacia atrds en este
caso, dejamos todos los pardmetros fijos a excepcion de h y v (que es el parametro bajo
el que se realiz6 el diagrama de bifurcacion) y los valores que utilizamos son: a = 0.60,
b=061c=030,d=070,e =021, f =055 g =013,k = 020, £ = 0.05, 6 = 0.56,
conv € [0.1,1.0] y cinco valores de I para poder comparar qué sucede entre ellos, i = 5,
h =15 h = 25, h = 35, h = 45. Cuando h toma valores grandes como en el caso de
h = 35 o h = 45 es inevitable tener bifurcacién hacia atras; sin embargo, a medida que h
disminuye como se observa para i = 15 o h = 25 el punto de bifurcacién se acerca a uno;
y cuando & es atin mds pequefio como en el caso de i = 5 se puede evitar la bifurcacién
hacia atrds; estos casos los podemos visualizar en el diagrama de bifurcacién presentado
en la Figura Ademas, observemos que cuando & es grande y se genera bifurcacion
hacia atrds, los niveles endémicos son bajos, por lo que cuando & disminuye provocando
desaparecer la bifurcacién hacia atrés, lo niveles endémicos son ain mds bajos.

Con respecto a los pardmetros de beneficio al variar k, g y c ocurre algo similar en
estas tres situaciones. Para, el parametro k, es decir, el pardmetro que representa la tasa
de beneficio que recibe la especie P de la poblacién I, lo hacemos variar para tres valores
diferentes k = 0.05, k = 0.25 y k = 0.45; mientras que el resto de los parametros quedan
comoa = 0.60,b = 0.61,c = 0.30,d = 0.70,e = 0.21, f = 0.55, ¢ = 0.13, h = 50.0,
¢ =0.05,6 = 0.56 yconv € [0.1,0.73]. En la Figura donde se muestran los diagra-
mas de bifurcacién al variar k, observamos que cuando k = 0.45 ocurre bifurcacién hacia
atrds con un punto de bifurcaciéon por debajo de 0.9, pero a medida que baje el valor de k,
por ejemplo cuando k = 0.25 o k = 0.05 sigue ocurriendo bifurcacién hacia atras, pero el
punto de bifurcacién cada vez se acerca mas a 1.0; ademads, de que los niveles endémicos
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Figura 3.6: Diagrama de bifurcacién hacia atrds, variando el parimetro g que representa el bene-
ficio que obtiene I de P; para tres casos cuando g = 0.10, g = 0.15 y ¢ = 0.20.

son menores, pero no llegan a estar por debajo de uno; lo que significa que hay que tener
mas precaucién con la bifurcacién hacia atrds cuando se trata de controlar este pardmetro.

Ahora veamos qué ocurre con la bifuracion hacia atrds cuando variamos el parametro
g, el cual representa la tasa de beneficio que obtiene la poblacién I de la especie P. Deja-
mos fijos todos los pardmetros excepto g, estos son: a = 0.60, b = 0.61, c = 0.30,d = 0.70,
e =021, f =055 h =500,k =029, ¢ =005 6 = 056 y el pardmetro v € [0.05,1.2];
y para los tres casos diferentes de g, tomaremos los valores de ¢ = 0.10, ¢ = 0.15y
g = 0.20. Comparando los diagramas que se presentan en la Figura notemos que
cuando ¢ = 0.2 la bifurcacién hacia atrds que se presenta tiene un punto de bifurcacién
por debajo de 0.8 y sus niveles endémicos son mayores a uno; sin embargo, a medida que
disminuimos g, como en el caso de g = 0.15 0 ¢ = 0.10, el punto de bifurcacién se acerca
a uno y los niveles endémicos son menores que en el primer caso, pero siguen siendo, en
su mayoria, superiores a uno. De esto, podemos concluir que si ¢ es demasiado pequefio
podemos evitar la bifurcacién hacia atrds, pero con hacer que g sea muy pequerio, casi 0,
estariamos diciendo que el beneficio que recibe la poblacién infectada I de la especie P es
nulo.

El comportamiento de la bifurcacién hacia atras al variar el pardmetro c, que represen-
ta el beneficio que recibe la especie P de la poblacién susceptible S, lo podemos observar
en la Figura En este caso los pardmetro utilizados son: a = 0.60, b = 0.61, d = 0.70,
e=021, f =0.55,¢=0.13h =500,k =0.29, ¢ = 0.05,5 = 0.59 y v € [0.15,0.9], mien-
tras los valores de ¢ para comparar diferentes escenarios de la bifuraciéon hacia atrds son
c=025c¢=035yc=045Enla Figura observamos que cuando ¢ = 0.45 el punto
de bifurcacién en el diagrama estd por debajo de 0.8 y a medida que ¢ disminuye como
en los casos de ¢ = 0.35 o ¢ = 0.25, observamos que el punto de bifurcacion se acerca a
uno; es decir, podemos evitar la bifurcacion hacia atras si hacemos ¢ muy pequefio. Sin
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Figura 3.7: Diagrama de bifurcacién hacia atrds, variando el pardmetro ¢ que representa el bene-
ficio que obtiene P de S. Presentamos tres diagramas de bifurcacion hacia atrds a medida que ¢
cambia; parac = 0.25,¢ = 0.35 y c = 0.45.
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Figura 3.8: Diagrama de bifurcacién hacia atrds, variando el pardmetro e que representa el bene-
ficio que obtiene S de P. Presentamos el diagrama para tres valores diferentes dee;e = 0.1,e = 0.4
ye=07
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embargo, el nivel endémico, atin cuando ¢ = 0.25, estd entre 0.5 y 1.7, lo que significa que
podriamos utilizar a c para el control de la epidemia, pero afectaria el beneficio que recibe
la especie P de la poblacién susceptible S, haciendo que este beneficio sea minimo.

En la Figura (3.8) podemos ver que el comportamiento de la bifucacién hacia atrés
es muy diferente para el caso del parametro e que también representa una tasa de bene-
ficio, s6lo que en este caso es el beneficio que obtiene la poblacién susceptible S, de la
especie P. Para las simulaciones en este caso los valores de los pardmetros son: a = 0.60,
b=061c=030,d=070f =055 ¢g=013h =500k =029, ¢ =0.0505 =056y
v € [0.15,1.5], y tomaremos tres valores para e con los cuales podamos hacer comparacio-
nes entre los diferentes escenarios que presentan bifurcacién hacia atras. Observemos que
cuando e = 0.1, el punto de bifurcacién aparece por debajo de 0.9 y los niveles endémicos
que se observan en el diagrama no superan el valor 2; sin embargo, que a medida que
aumentamos la tasa de beneficio ¢, el punto de bifurcacién se acerca a uno, como en los
casosde e = 0.4y e = 0.7, al grado de pensar que entre mas grande sea esta tasa de bene-
ficio podremos desaparecer la bifurcacién hacia atras; pero, en consecuencia tenemos que
al aumentar e también aumentan los niveles endémicos, por lo que no seria recomendable
variar la tasa de beneficio e para controlar una epidemia.
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Conclusiones

En un ecosistema existe una compleja red de interaccién de diferentes especies y las
especies involucradas en esta interaccién son susceptibles a diferentes enfermedades. Con
el objetivo de entender estas interacciones usando la matemética como una herramienta,
primero se empieza por estudiar la interaccién simbidtica de dos especies y para esto se
tienen los modelos clasicos con sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias. Por otro
lado, para estudiar la dindmica de una poblacién que padece de alguna enfermedad se
recurre al andlisis del nimero reproductivo bédsico Rg. De aqui nuestro interés en estudiar
matemadticamente la interaccién de dos especies donde alguna de ellas estd infectada por
alguna enfermedad, haciendo uso de la teoria de estabilidad de las ecuaciones diferencia-
les y del anélisis del Ro.

Venturino en su articulo [44] presenté un modelo de la interaccién de dos especies
donde ambas se ayudan mutuamente pero alguna de ellas padece una enfermedad, ac-
tualmente estos modelos se conocen como modelos ecoepidemiolégicos. Venturino en su
articulo analiz6 parcialmente el modelo ecoepidemiolégico que presenta, y realizé algu-
nas simulaciones numéricas.

En este trabajo de tesis realizamos un andlisis més detallado del modelo de Venturino
enfocandonos al estudio del Ry. En el Teorema[32)mostramos que el modelo ecoepidemio-
légico tipo simbiosis presenta una bifurcacion hacia atras bajo ciertas condiciones sobre
los pardmetros involucrados. Entre estas condiciones se encuentran los pardmetros de
beneficio, pedimos que los beneficios recibidos por la especie P sean mayores para la po-
blacién susceptible S que para la poblacién infecciosa I; reciprocamente, el beneficio que
recibe la especie P de la poblacién susceptible es mayor que el de la poblacién infecciosa
I. Otras de las condiciones nos indica que la tasa de transferencia J de la enfermedad es
alta superando la tasa de competencia intraespecifica f de la especie S + I; y que la tasa
de beneficio maximo para I no puede superar la tasa de recuperaciéon v. Ademads, la tasa
de descendientes susceptibles I que provienen de la poblacién infecciosa I debe ser al-
ta; esto es poco usual en la naturaleza, o al menos de lo que se conoce, sin embargo, un
ejemplo de esto es la bacteria Wolbachia, la cual al afectar a una poblacién hace que esta se
incremente [8].

Con respecto a las simulaciones realizadas de bifurcacién hacia atrds para el sistema
encontramos que al variar los pardmetros de beneficio k, ¢ y ¢ obtenemos un resul-
tado similar entre ellas; cuando se incrementa alguno de estos pardmetros la bifurcacién
hacia atrds es inevitable y sus niveles endémicos son altos, pero a medida que disminu-
ye observamos que la bifurcacién hacia atrds puede desaparecer y sus niveles endémicos
bajar. Caso contrario ocurre con el beneficio que recibe la poblacién susceptible S de la
especie P, es decir, el pardmetro ¢; cuando e es pequefio tenemos niveles endémicos bajos
aunque la bifurcacién hacia atrds es inevitable, sin embargo a medida que aumentamos e
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puede que la bifurcacién hacia atrds desaparezca, pero los niveles endémicos serian mas
grandes.

En cualquiera de los casos anteriores los niveles endémicos son grandes atin haciendo
pequerios algunos pardmetros para evitar la bifurcacion hacia atrés; esto si lo compara-
mos con los niveles endémicos que obtuvimos al variar los pardmetros 1 y ¢. Para el caso
de h, la bifurcacién hacia atrds desaparece cuando disminuimos este pardmetro y los ni-
veles endémicos son bajos; y para el caso de ¢ la bifurcacién hacia atrds se evita cuando
incrementamos este pardmetro, pero también crecen los niveles endémicos. Debido a que,
para controlar el fendmeno de la bifurcacién hacia atrds necesitamos que el punto de bi-
furcacion R{ esté lo més cercano a 1 y que el nivel endémico no sea muy alto.

Después de comparar los diferentes escenarios obtenidos de las simulaciones llega-
mos a la conclusiéon de que para controlar una epidemia bajo los supuestos del modelo
estudiado, recomendamos considerar el pardmetro i como posible pardmetro de control.

Como un posible trabajo a futuro seria hacer un analisis del modelo de manera global,
pues en este trabajo de tesis se realiz6 un analisis del modelo de manera local. Otro posible
tema de trabajo a futuro serfa encontrar un ejemplo real para aplicar este modelo y asi
poder validar los resultados obtenidos. También, como trabajo a futuro se puede realizar
el andlsis como se hizo en este modelo, pero para un modelo con relacién depredador-
presa o de competencia y ver como afectan o benefician este tipo de interacciones, al
momento de controlar epidemias.
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