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Introduccion

La palabra légica proviene de la raiz griega logos, en [9] se indica que logos tiene cuatro signifi-
cados principales interrelacionados: razén, ciencia, lenguaje y relacién. De modo que se pueden
tener distintas concepciones de logica, como indica Moravesik “descubrimos relaciones necesarias
entre elementos abstractos que pueden caracterizarse lingiifstica o conceptualmente” [23]. Eso in-
dica que tenemos opciones sobre cémo caracterizar esas relaciones. Todavia maés, las definiciones

pueden no ser equivalentes.

Béziau considera que “la légica como un arte de razonar y la légica como un sistema légico no
necesariamente son lo mismo si consideramos por ejemplo, como Descartes lo hizo que no necesita-
mos un sistema para razonar en el buen sentido” [9]. Descartes estaba en contra de los silogismos,

. , . . « .
que fueron propuestos por Aristételes como método para producir el buen razonamiento. “Los si-
logismos son tal vez el primer sistema de légica” [9]. De modo que si se considera “a la légica
como un sistema de reglas de inferencia justificables, que demarca lo valido de lo invalido, entonces

deberiamos decir que Aristdteles fue el creador de la logica en la cultura occidental” [23].

Béziau también menciona que el logos se hizo presente en la cultura griega antes de Aristételes,
por medio de la reducciéon al absurdo. Desde su apariciéon la reducciéon al absurdo ha sido una
poderosa forma de razonar, a tal grado que rompié la ideologia de los pitagdricos, sobre los niimeros
naturales, cuando ellos utilizando reduccién al absurdo logran demostrar que la raiz cuadrada de
2 no es un numero racional. Con eso los pitagoricos aceptarian la existencia de los ntimeros irra-

cionales pues era producto de la razén. Mas aun, esta prueba es “un resultado que se considera a
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veces como la primer prueba matematica, de ahi el verdadero nacimiento de las matemaéticas” [9].

Durante 2000 afios el estudio de la légica se limitd a los silogismos, el sistema légico propuesto
por Aristételes, pero “la racionalidad promovida por Aristoteles es bastante estrecha, es solo un
aspecto del logos” [9]. Dentro de la ideologia de Aristdteles se encuentra la afirmacién de que el
principio de no contradiccion es la base de la racionalidad y la realidad. Idea que durante la segunda

mitad del siglo XIX comenzd a ponerse en duda, surgiendo la légica moderna.

Actualmente la légica matematica estd dividida en cuatro dreas importantes: teoria de conjun-
tos, teoria de modelos o semdntica, teoria de prueba y teoria de recursividad [6]. En cada una de
estas areas se definen y emplean objetos mateméaticos distintos para estudiar un sistema logico. Sin
importar cudles sean estos objetos es necesario formalizar la teoria que se esté desarrollando, por
medio de un método que nos garantice su correctez', estas herramientas de validacién son teorfa
de prueba o demostracién y teoria de modelos o seméantica. En la teoria de prueba se estudia a las
demostraciones como un objeto matematico, permitiendo ser analizadas con herramientas matemé-
ticas. A grandes rasgos se encarga de estudiar la sintaxis de una légica. Por otra parte, la seméntica

es el estudio de las interpretaciones de los lenguajes formales.

Las légicas que nosotros estudiaremos seran analizadas con teoria de modelos, en particular
emplearemos seméanticas inducidas por matrices. Las matrices son una generalizacién natural de
la teoria de modelos bivaluada, definida para la Légica Clasica. En éstas se pueden tener més de
dos valores de verdad, un niimero variable de valores designados y diversas interpretaciones para
los conectivos que se empleen en la logica. Asi mismo se ha visto que el enfoque de matrices es
adecuado para estudiar el concepto de paraconsistencia, en el dltimo siglo se han definido diversas
l6gicas paraconsistentes por medio de matrices, por citar algunos ejemplos se tiene a la logica PAC,
la logica de B3 y la légica G3’. Para poder continuar es necesario contextualizar el surgimiento de

la paraconsistencia.

LCorrectez es el sustantivo abstracto generado del adjetivo correcto, a partir de la traduccién de la palabra
soundness. Se refiere a que la teoria demuestre todo lo que sea valido, es decir que la teoria sea “completa.
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Desde la época de Aristételes hasta finales del siglo XIX la Légica Clasica fue la logica empleada
por excelencia para el estudio del razonamiento. La Légica Clasica se enfoca en el estudio de la
veracidad de las proposiciones, es decir en determinar si una proposiciéon es verdadera o falsa. Por
otra parte, a mediados del siglo XIX se formaliza la légica, dando lugar a lo que hoy conocemos
como légica matemética, estableciendo los términos bajo los cuales un sistema légico® va a ser
calificado como sistema formal. Este hecho origind que a principios del siglo XX la Logica Clasica
perdiera su cualidad de ser la tnica para el razonamiento; debido a que surgié una corriente, en
légica, que da lugar a los sistemas que actualmente son conocidos como légicas no clasicas; por un

lado se tiene a la familia de logicas alternativas y por otra parte, las extensiones de la Logica Clasica.

La Légica Clasica se sustenta en los principios: identidad, no contradiccion y principio del ter-
cer excluso. Sin embargo, la logica paraconsistente pertenece a la familia de las légicas alternativas
al rechazar el Principio de no Contradiccion, el cual establece que ninguna cosas puede ser y no
ser al mismo tiempo, es decir no es posible que A sea B y al mismo tiempo A no sea B. Estas
logicas fueron propuestas con el objetivo de estudiar teorias inconsistentes no triviales. Una teoria
es inconsistente si dado un conjunto de férmulas se tiene que existe al menos una férmula «, tal que
tanto ~a como « son teoremas de la teoria. Una teoria se dice trivial si para cualquier formula « del
lenguaje se cumple que la teoria deduce a «. Una teoria es explosiva si agregar una contradiccién

es suficiente para que sea trivial.

En la Logica Clasica se tiene que de premisas contradictorias se deduce cualquier afirmacién, por
lo tanto es explosiva. Por su parte, las 16gicas paraconsistentes establecen un marco para trabajar
con contradicciones pero bajo ciertas condiciones a diferencia de la Légica Clésica que lo hace de

manera arbitraria.

La definicién de légica paraconsistente estd basada en el Principio de no Contradiccion. Sin
embargo, esto depende de la formulacién que se haga de este principio; debido a lo anterior, en

la actualidad existen diferentes versiones de la definicién de légica paraconsistente. No obstante,

Intuitivamente consideremos un sistema 14gico como el conjunto de reglas y simbolos que permiten determinar
cuando una deduccién es o no correcta.
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existen dos principales formulaciones de dicho principio: Negacion por Contradiccion (NC) y Ez-
plosion por Contradiccion (EC). NC establece que “una proposicién y su negacién no pueden ser
ambas verdaderas” [8], mientras que EC dice que “de una contradiccién es posible derivar o deducir

cualquier proposicién” [8].

Existen légicas paraconsistentes que violan (no obedecen) unicamente una de las dos formu-
laciones antes mencionadas, por ejemplo la l6gica PAC es paraconsistente al violar EC, aunque
cumple NC. Caso contrario de la légica de Bochvar que es paraconsistente debido a que viola NC
pero satisface EC. A manera de unificar el estudio de la légica paraconsistente Jean-Yves Béziau et
al. en 2015 [12], definen a una ldgica paraconsistente genuina como aquella que no satisface NC ni
EC, es decir una légica paraconsistente genuina es mas estricta al violar ambas formulaciones. Més
aun, senala los requisitos que debe cumplir una légica trivaluada para satisfacer la definicion de
paraconsistencia genuina y presentan a las primeras légicas trivaluadas paraconsistentes genuinas:

L3A y L3B, con conjunto de valores de verdad finito.

Para definir a las légicas L3A y L3B hacen uso de la teoria de modelos, en particular de seman-
ticas inducidas por matrices multivaluadas y son definidas en un lenguaje que contiene tinicamente
un conectivo de conjuncién, un conectivo de disyuncién y un conectivo de negacién. Posteriormente
Hernandez-Tello et al. en 2017 [19], analizaron cudles son las propiedades que debe satisfacer un
conectivo para considerarse implicacién. Concluyen que hay un total de 4 opciones para ser una
implicacion de la logica L3A y 16 posibles implicaciones para extender a la légica L3B. Sin em-
bargo, en su trabajo inicamente eligen una implicacién en cada caso para extender a las légicas
L3A y L3B, obteniendo respectivamente a las légicas L3Ag y L3Bg. De modo que falta analizar

el comportamiento de las extensiones de L3A y L3B restantes.

El que una légica se defina en un lenguaje que contenga un conectivo de implicaciéon es un pun-
to crucial en el desarrollo y analisis de propiedades que satisface dicha logica, permitiendo mayor
expresividad. Debido a que si se desea estudiar el modo en que se puede razonar en esa logica,

es necesario emplear reglas de inferencia, que son los métodos que garantizan un correcto razona-

4
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miento. Una de ellas es Modus Ponens, el cudl se define con base en un conectivo de implicacién y
es ampliamente utilizado en matematicas, computacion, inteligencia artificial y sistemas expertos.

Maés aun, el conectivo de implicacién en una légica, facilita el desarrollo de teoria de prueba.

Es fundamental tener sistemas paraconsistentes genuinos que contengan los conectivos: nega-
cién, conjuncion, disyuncion e implicaciéon porque esto nos permite hacer una comparaciéon entre las
légicas paraconsistentes genuinas y cualquier otra légica que tenga esos conectivos. En particular
el extender a las l6gicas L3A y L3B, mediante la adiciéon de una implicacion a su lenguaje, resulta
relevante en la logica ya que actualmente solo existen tres logicas paraconsistentes genuinas que

contienen a los conectivos mencionados, las légicas L3Ag,L3Bg y la légica NH.

Motivados por todo lo anterior, en este trabajo se hace un analisis de las l6gicas que se obtienen
a partir de extender a las l6gicas L3 A y L3B con sus respectivas opciones de implicacion, obtenidas
en [19]. Con el objetivo de proporcionar un trabajo accesible para alumnos de la segunda mitad de
la licenciatura, se desarrolla el Capitulo 1 de conceptos basicos con dos fines; el primero es establecer
el marco de estudio bajo el cual se desarrolla el trabajo y el segundo es proporcionar todo lo necesa-

rio para aquel lector que desee explorar el area de lgica paraconsistente pueda construir lo expuesto.

Siguiendo el desarrollo cronolégico de la légica paraconsistente genuina, en el Capitulo 2 se da
un resumen de cémo es que surge la légica paraconsistente, cudl es su objetivo y se particulariza

su estudio al caso de logicas trivaluadas.

Como el objetivo principal del trabajo es analizar extensiones de légicas mediante la adicién de
un conectivo de implicacién a su matriz, es natural analizar la importancia de dicho conectivo asi
como algunas de las propiedades que se le solicitan para que sea adecuado para las logicas L3A y

L3B, esto se aborda en el Capitulo 3.

El analisis y la comparativa entre las extensiones de las légicas L3A y L3B con un conectivo de

implicacién, se realiza en el Capitulo 4. Para lo ello se ha hecho uso de programacién declarativa,
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en particular se utilizo el lenguaje DLV. En el Apéndice A se muestran algunos de los programas
que se realizaron para este estudio, los cuales permitieron obtener los principales aportes de este

trabajo, mostrados en la Seccién 4.4.



Capitulo 1

Conceptos basicos

En este capitulo ademdas de presentar formalmente conceptos necesarios para desarrollar la
teoria, se da la notacién que se emplea a lo largo de la tesis. Las definiciones que se presentan en
las Secciones 1.1, 1.2 y 1.3 pertenecen al area de teoria de modelos o semdntica mientras que la

Seccién 1.4 contiene conceptos del area de teoria de prueba.

1.1. Lenguaje proposicional

Un concepto fundamental es el de lenguaje pues con base en este se definen muchos otros,
principalmente el de [dgica. Dado que en esta tesis tinicamente se analizan 16gicas proposicionales,
enseguida se enuncia una definicién adecuada para tales fines, la cual es méas amplia de la que se

presenta en [13].

Definicién 1 Un lenguaje proposicional L se define como una pareja (Ar,Sr) formada por el

alfabeto A, y la sintaxis S;, donde:
e El alfabeto Ay estd formado por la terna (P,C, A), con:

o P un conjunto de letras proposicionales.
o C un conjunto de conectivos.

o A un conjunto de simbolos auxiliares.
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o La sintaxis Sy es el conjunto de reglas que definen los objetos que llamaremos férmulas,

también nombradas proposiciones.

Como se consideran logicas proposicionales, la sintaxis estd constituida por las reglas I-IV de la

Definicién 2, que de manera recursiva definen el concepto de férmula.

Definicion 2 Una férmula en el lenguaje L es una secuencia de simbolos del alfabeto que se

construye recursivamente mediante las reglas:

1. Las letras proposicionales del alfabeto Ay son formulas, habitualmente llamadas férmulas

atémicast.

1. Sio es un conectivo del alfabeto Ar y a1, ag son férmulas, entonces:

o Si < es binario, a1 ¢ as también es una formula.
e Si o es unario, ooy es una formula.
e S5i o es ceroario, entonces ¢ es formula.

1. Toda secuencia de simbolos producida por la aplicacion de los pasos I y II en cualquier orden,

constituye una formula.

IvV. Ninguna otra secuencia de simbolos es una formula.

En la Definicién 2 tinicamente se hace mencién a los tipos de conectivos que se emplean a lo
largo de la tesis: ceroario, unario y binario. No obstante, existen conectivos de aridad mayor. Por

lo que las definiciones y los resultados que se presentan en este capitulo pueden generalizarse.

Sea £ un lenguaje proposicional, con FORM (L) se denota el conjunto de férmulas del lenguaje
L. Los elementos de FORM (L) se denotan por letras minuisculas del alfabeto griego {«, 3,7, ...}.
Los subconjuntos de FORM (L), también denominados teorias, se representan por letras mayis-

culas del alfabeto griego {I", A, ©,...}. Las letras proposicionales se denotan con letras minisculas

'Es usual que a las férmulas atémicas se les nombre 4tomos, en este trabajo los términos son indistintos.
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del alfabeto {p,q,r,s,...} y el conjunto de férmulas atémicas se representa por ATOM (L). Notar
que ATOM (L) C FORM(L), es decir, es una teoria.

En este trabajo se usan ocasionalmente subindices para las letras proposicionales y para las
féormulas, se toma como conjunto de simbolos auxiliares a {(,),[,],}2. Ademés, todos los lenguajes
que aqui se presentan tienen sintaxis establecida en la Definicién 2. Asi para que el lenguaje y
las formulas generadas estén definidos basta establecer el conjunto de conectivos. Los conectivos a
emplear son: conjuncién, disyuncién, implicacién, negacion y falso, respectivamente son denotados

por A, V, —, =y L.
Ejemplo 1 (Lenguajes) Sean A, V, — conectivos binarios, - y L conectivos unario y ceroario,
respectivamente. Definimos los siguientes lenguajes:

Ly con C ={A,V,},

Ly con C = {A,V,—,},

L3 con C ={—,L}.

Ejemplo 2 (Férmulas) Considerando los lenguajes definidos en el ejemplo anterior y siguiendo
la sintaxis establecida, podemos construir las siguientes formulas:

ar = (-p) V(g =),

az = (-p) Vg,

az=(p—L)—=p

En la siguiente tabla se indica con \/que la formula pertenece al lenguaje, el caso contrario se
denota con X. Lenguajes
Ly Ly L3
o X VX
a vV VX
ag X XV

2En algunos textos se emplean los simbolos T y L como simbolos auxiliares, en la tesis se consideran como
conectivos de aridad cero o funciones constantes y su interpretacién corresponde a las constantes de verdad verdadero
y falso respectivamente.
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En el Ejemplo 1 podemos ver que el lenguaje Lo es mas expresivo que los lenguajes £1 y L3, en

el sentido que permite construir férmulas de mas tipos.

Otro concepto primordial para poder enunciar el concepto de légica es el de sustitucién, que

permite manipular a los elementos de FORM (L).

Definicién 3 [15] Una sustitucién o en un lenguaje L, es un conjunto que tiene la forma

{p1./B1,p2/B2,...,pn/Bn} donde p; € ATOM(L), p; # p;j si i # j y B € FORM(L) pa-

ra todo i € {1,2,...,n}. La sustitucion o aplicada a una férmula o, denotada por o(a) o por
alpr/ Br,p2,/ B2, - Pn/ Pnl, es la formula que se obtiene al reemplazar cada ocurrencia de p; en
a por la formula B; para toda i € {1,2,...,n} de manera simultinea. La sustitucion o aplicada a

un conjunto de formulas I' es el conjunto o(I') = {o(a)|a € T'}.

Ejemplo 3 (Sustitucién) Sean o = {p1/ps V p3, p2/—p3, pa/ps — p1} una sustitucion y una
formula oo = (p1 A p2) — (—p1 V pa) del lenguaje Lo, definido en el Ejemplo 1. Luego,

o(a) = ((ps Vp3) A (=p3)) = (=(ps Vps3) V (ps — p1))-

Note que en este caso o(«) y o ambas son implicaciones, esta es una propiedad general de las susti-

tuciones. A continuacién se listan algunas propiedades importantes que cumplen las sustituciones.
Nota 1 Si o es una sustitucion cualquiera en L y « € FORM(L), entonces:

1. La sustitucidn no modifica la estructura de la formula, es decir o(a) tiene la misma estructura

que «, pero con longitud® mayor o igual a la de .

1. Para cualquier conectivo ¢ n-ario de L y cualesquiera o; formulas, con 0 < i < n, de L. Se

cumple que: o(o(aq, a2, as,...,an)) = o(o(ar),o(a2),0(as),...,o(an)).

1. Cuando todos los p; involucrados en los elementos p;/B; de la sustitucion, son diferentes a

los dtomos presentes en «, la sustitucion no modifica a la formula, es decir o(a) = a.

3La longitud de una férmula es el niimero de conectivos presentes en la férmula. Para o« € ATOM (L), su longitud
es cero. Consideraremos que cualquier conectivo ceroario es de longitud cero, en particular L. Por ejemplo, las
implicaciones (p1 — p2) — L y p1 — L son de longitud 2 y 1, respectivamente.

10
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1.2. Teoria de modelos

La teoria de modelos o semantica se enfoca en el estudio de las relaciones entre lenguajes

formales y sus interpretaciones en modelos adecuados.

Una manera de estudiar la semantica del lenguaje es mediante matrices multivaluadas. Las
matrices multivaluadas son una herramienta de gran utilidad, pues permiten definir l6gicas a través
de ellas. Una matriz multivaluada es un mecanismo que permite describir el comportamiento de los

conectivos.

Definicién 4 [2] Una matriz multivaluada M para el lenguaje L es una terna con la estructura

(V,D,0), donde:
e V es un conjunto no vacio, llamado conjunto de valores de verdad, denominado dominio.
e D es un subconjunto propio de V no vacio, conocido como conjunto de valores designados.

e O incluye una funcion n-aria S : V* — V por cada conectivo n-ario ¢ de L, denominada

interpretacion del conectivo ¢. Donde V" =V xV x --- x V.

nveces

Dependiendo de la cardinalidad del dominio las matrices pueden ser bivaluadas cuando tienen
dos elementos en el dominio o si el dominio tiene tres valores de verdad las matrices se denominan

trivaluadas.

Por otra parte, los elementos del conjunto de valores designados D estdn asociados con la
nocién de verdadero, debido a que permiten definir cuando una férmula es vdlida (ver Definicién

9) y cuando se satisface. Con D se denota al conjunto V \ D.

Ejemplo 4 (Matriz bivaluada) Considerando el lenguaje L1 del Ejemplo 1, una matriz para €él
es My = (V,D,0), dondeV = {0,1}, D = {1} y O = {A,V,=3}. Las funciones de O estin definidas
como sigue:

AVES Y,
0, sivy; =00 v =0;

Avr,v2) =
1, sivy =1y v =1.
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Capitulo 1. Conceptos basicos

ViV vy,
\7(1}1,”2): 0, sivi =0y vy =0;
1, sivi=10wvy=1.
S5V =Y,
() = 0, sivy =1;

1, siwvy =0.

Observe que la interpretacién ¢ de los conectivos es arbitraria, de modo que si alguna de estas

interpretaciones se cambia, la matriz que se obtiene es diferente a Mj.

Ejemplo 5 (Matriz bivaluada) Una matriz My para el lenguaje Lo del Ejemplo 1, es la matriz
que se obtiene al anadir a My alguna interpretacion = para el conectivo —. En particular se puede
elegir la funcion = : V2 =V, definida por:

0, sivi=19y vy =0;

/—>\(Ul, UQ) =
1, en otro caso.

Una forma simplificada de representar a las interpretaciones de los conectivos, y que usaremos
en adelante, es mediante el uso de tablas de verdad. Enseguida se explica como es que estas se

construyen.

Para un lenguaje £, si ¢ es algin conectivo y «, [ son férmulas de £. Se pueden tener los

siguientes tipos de tablas, donde v;, v},

v;jev.

Si ¢ es un conectivo binario se tiene la Tabla 1.1 que corresponde a ¢(a, 3), donde la primera

columna corresponde a los valores de verdad v; que puede tener « y el primer renglén tiene los

*
2¥)

*

valores de verdad v; de 3. Ademds v o

= 5(v;,v5), es decir v} ; es el valor de verdad que asigna ¢

cuando « y 3 toman el valor de verdad v; y v;, respectivamente.

La Tabla 1.2 muestra el caso cuando ¢ es un conectivo unario y corresponde a ¢«a. La primera

columna indica los valores de verdad v; de a y la segunda columna tiene el valor v} = (v;).

12



1.2. Teoria de modelos

o V1 (%) UIV|
* * *
v | Y11 Vi - Uy
* * *
UQ ’U271 U272 .. ’U27|v|
* * *
VI Vv Yvie e Yy

Tabla 1.1: Tabla conectivo binario.

Por tultimo la Tabla 1.3 muestra el caso de tener un conectivo ceroario o constante, donde v*

representa un valor constante asociado a ¢.

S
v | U
v | V5
N S
vi| Uy o
Tabla 1.2: Tabla conectivo unario. Tabla 1.3: Tabla conectivo ceroario.

De los esquemas de tablas mostrados en las Tablas 1.1, 1.2 y 1.3 se observa que cada tabla de
un conectivo ceroario tiene |V| elementos, en el caso de un conectivo unario tiene |V|' elementos

y si ¢ es binario tiene |V|? elementos.

Se debe notar que al emplear tablas de verdad para representar las interpretaciones de los
conectivos, una matriz queda completamente definida si se especifica el conjunto de valores desig-
nados D y se muestran sus tablas de verdad. Por lo que en adelante cuando se presente una matriz

Unicamente se especificaran dichos elementos.

Ejemplo 6 (Matriz bivaluada) Considerando D = {1}, en la Tabla 1.4 se muestran las tablas
de verdad de los conectivos de la matriz M1 del Ejemplo 4. Mds atun, las tablas de verdad de la

matriz My del Ejemplo 5 son las Tablas 1.4 y 1.5.
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3 Ao 1 Vol =0 1
0| 1 0/0 O 010 1 0|1 1
110 110 1 111 1 110 1
Tabla 1.4: Tablas de M;. Tabla 1.5: Implicaciéon de M.

Definicién 5 [16] Sea £ un lenguaje y M = (V,D,O) una matriz para él, una valuacién es

cualquier funcion v: ATOM(L) — V.

Ejemplo 7 (Valuacién) Sea £ un lenguaje con P = {p,q} y M = (V,D,O) una matriz para él,
donde V = {0,1}. Una valuacion es: v1(p) =0, vi1(q) = 0.

En la Tabla 1.6 se encuentran todas las posibles valuaciones para el lenguaje £. Observe que
las valuaciones de la Tabla 1.6 se pueden abreviar graficamente tal como se muestra en la Tabla
1.7. De manera similar la Tabla 1.8 muestra las valuaciones para el caso P = {p,¢,r}. En ambas
tablas las primeras filas muestran los 4tomos de £, las primeras columnas corresponden al nombre

de la valuacién v y las columnas consecutivas tienen el valor del respectivo 4tomo bajo v.

vi|0]0 vo |01 V310 vy |1

Tabla 1.6: Valuaciones para £, con P = {p, q}.

pla
vi|0]0
vy |01
vy |10
vall]|l

Tabla 1.7: Valuaciones para £, con P = {p, q}.
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plg|r
Vi [0[0]0
vh[0]0]1
vi[0]1]0
vilol1]1
vi[1]0]0
vil1lo]1
vi | 1]|1]0
vil1|1]1

Tabla 1.8: Valuaciones para £, con P = {p,q,r}.

En el Ejemplo 7 se tiene que |V| = 2, luego para cualquier dtomo « del lenguaje, vi(«) tiene
dos opciones para ser definida. Por lo que en el caso P = {p,q} se tienen 22 valuaciones, mientras
que cuando P = {p,q,r} hay 23 = 8 valuaciones. Esta observaciéon se cumple de manera general

como mas adelante lo indica la Nota 2.

Definicion 6 Sean £ un lenguaje, M una matriz para él y v una valuacion. Una interpretaciéon
es cualquier funcion [*]y : FORM (L) — V, del conjunto de formulas del lenguaje al conjunto V de

valores de verdad, que se define recursivamente como:

v(a), sio € ATOM(L);
3, si a = ¢ ceroario;
[a]v = -
S([nlv), si a = ¢7y1 y © unario;
3([mlvs [12lv), si @ =107 y o binario;

donde, v1,7v2 € FORM(L).

Observe que una interpretaciéon es la extension de una funcién valuacién al conjunto de férmulas

del lenguaje. Ademas una interpretacién es el instrumento que permite evaluar a las formulas.

Ejemplo 8 (Interpretaciéon) Considere un lenguaje L con conectivos {—, \,V} y cuya matriz es
M = {{0,1},{1},0), con las interpretaciones de los conectivos mostradas en la Tabla 1.9. Para la

valuacion vi(p) = 1 y va(q) = 0, se define la interpretacion [*]y,, como FORM (L) — V :
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3 A0 1 Vo1
o[ 1 0[o0 0 00 1
110 110 1 101 1
Tabla 1.9: Tablas de M
v3(a) =1, st a = p;
v3(a) =0, st a = g;
[)vs =3 A([1]vs), st a= -y
7\\([71]V37 [VZ}V;;)? sia= 71 A Y25
V([71)vss [12)vs), sia=y V.

Notemos que [*]v, es una de las cuatro posibles interpretaciones para el lenguaje, debido a que

hay 4 valuaciones.

Tomando en cuenta los elementos del Ejemplo 8, la interpretacion de la férmula —(p V q) A p

bajo []y, se calcula de la siguiente manera:

pVyq V3,[P]v3)
([P V dlvs); vs(p))
(V(Iplvs» lalva)), vs(p))
(V( v3(q))), vs(p))
(
(

[=(pV q) Aplys =

I |
>> >> >>
<>

I
>>

V(l 0)),1)
1),1)
1)

i)

Il
>)

0

A=
(
=
=
(5
(
(

I
S >

es decir, la interpretacion de =(p V q) A p bajo [#]y, es 0.

Considerando el comentario final del Ejemplo 8, se debe observar que el valor de la interpretacion

de la férmula —(p V ¢) A p depende de la interpretacién [x]y, seleccionada.

7
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1.2. Teoria de modelos

Nota 2 Sean L un lenguaje y M una matriz para L, existen |VUP‘ valuaciones (e interpreta-
ciones) para el lenguaje, donde V es el conjunto de valores de verdad y P el conjunto de letras

proposicionales.

Definicion 7 Sean £ un lenguaje y M una matriz para él, se dice que las formulas oy y g, son

légicamente equivalentes si para toda interpretacion [x]y se cumple:

[al]v = [QQ]V

Es decir, para cualquier interpretacion las formulas tienen el mismo valor de verdad.

La equivalencia légica cumple ser reflexiva, simétrica y transitiva es decir es una relaciéon de equi-
valencia. De modo que cuando algunas férmulas son logicamente equivalentes, de manera coloquial,

se dice que dichas féormulas significan lo mismo o que tienen igual significado.

Nota 3 Para analizar si algunas formulas son logicamente equivalentes, unicamente son de inte-
rés aquellas interpretaciones, que al restringirlas al conjunto de letras que estdn presentes en las

formulas resultan ser distintas.

Ejemplo 9 (Férmulas légicamente equivalentes) Considerando la matriz My del Ejemplo 5
y las valuaciones del Ejemplo 7. Se cumple que las formulas p — q y —pV q son légicamente
equivalentes. En efecto, la Tabla 1.10 muestra las interpretaciones relevantes para las férmulas
P—qypVq, en donde se puede observar que en cada caso la tercera columna corresponde al
valor de la interpretacion [p — qlv, y la quinta columna corresponde al de [-pV qly,. Mds ain, en

cada caso dichas columnas son iguales y por lo tanto las formulas son logicamente equivalentes.

La Tabla 1.10 se puede resumir como se muestra en la Tabla 1.11. En adelante siempre que se

requiera mostrar las interpretaciones de féormulas, se empleard una sola tabla que contenga a todas.
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Pla|p—=q| P| PVYg Pla|p—=q|p| PV
00 1 1 1 01 1 1 1

Pla|p—q| P| PVQg Pla|p—q| P| PVg
110 0 0 0 110 0 0 0

Tabla 1.10: Interpretaciones de las formulas p — q y =p V q.

pllaj|p—q| | PVyq
11]/0 1 0 1
11]/0 0 0 0
011 1 1 1
010 1 1 1

Tabla 1.11: Tabla de féormulas l6gicamente equivalentes.

Definicién 8 Sean L un lenguaje, M una matriz para €l y [*]y una interpretacion. Se dice que:

1. La interpretacion [%]y es modelo de una férmula o € FORM (L), si [ay € D; en tal caso

se dice que [x]y modela a «.

11. La interpretacion [x|y es un modelo de una teoria I', si para cada o € T' se cumple que

[¥]y modela a a. Se denota por [I']y € D.

Ejemplo 10 (Modelo de una férmula) Tomando la matriz My del Ejemplo 4 y las valuaciones
del Ejemplo 7. Se sigue que la interpretacion [*]y que hace que [ply = 1 y [q]y = 0 es modelo de

pVq. En efecto, [pV qlv = V([plv,[qlv) = V(1,0) = 1 € D, luego [pV g}y € D.

Ejemplo 11 (Modelo de una teoria) Considerando las hipdtesis del Ejemplo 10, se tiene que
la interpretacion [x|y que hace que [ply =0, [qglv =1 y [r]y = 1 es modelo de la siguiente teoria,
L=A{-p,q,r,~pANg,—-pAr,gAr,—~(pAq),~(pAr),pVq,pVr,qVr}. Secumple que [*]y es modelo
de —p,q y r pues 1 € D, veamos que la interpretacion es modelo del resto de los elementos de la

teoria:
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De todo lo anterior se sigue que [T] € D.

Definicién 9 Sean £ un lenguaje, M una matriz para él y « € FORM(L), se dice que o es

valida (o que es una tautologia) en M si para toda valuacion v se tiene que [a]y € D, se denota

por Eam a.

Ejemplo 12 (Tautologia) Sea M = ({0,1},{1},{A,V,3}) una matriz cuyas interpretaciones de
conectivos se muestran en la Tabla 1.12; se cumple que la formula pV —p es vdlida. Note que las
unicas valuaciones relevantes para la férmula son v(p) =0 y v(p) = 1, y en cualquiera de ellas se

satisface que v(pV —p) = 1. Ast, la formula es una tautologia.
= A0 1 Vo1
0] 1 00 O 00 1
110 110 1 111 1

Tabla 1.12: Tablas de M.
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1.3. Lobgica

El siguiente concepto es medular en la tesis, cabe senalar que este concepto depende del tipo de
lenguaje que se utilice. Por el contexto de esta tesis se presenta la Definicion 10, que es ampliamente
utilizada por los principales exponentes del drea de logica. Ademas, hace posible la compatibilidad
del enfoque de teoria de modelos con el de teoria de prueba; como lo refleja el Teorema 4. Por

altimo, esta definicion es adecuada para desarrollar el concepto de paraconsistencia.

Definicién 10 [10] Dado un lenguaje L, una légica es un conjunto de férmulas L ¢ FORM (L)

tal que:

I. L es cerrado bajo Modus Ponens es decir, si a € L y a — 8 € L, entonces B € L.

11. L es cerrado bajo sustitucion es decir, si a € L, entonces para cualquier sustitucion o se tiene

que o(a) € L.

A los elementos de L se les denomina teoremas. Habitualmente la notacion by, o se emplea
para establecer que o es un teorema de L (es decir que o € L). Cuando la ldgica en cuestion quede

clara por el contexto se puede omitir el subindice L de F,.

Es importante notar que la Definicién 10 no es restrictiva respecto a los conectivos de un
lenguaje, pues no obliga a que el lenguaje tenga un conectivo —. Si ese fuera el caso, la cerradura

bajo Modus Ponens se cumpliria trivialmente.

Definiciéon 11 Dado un lenguaje L con una matriz M, la légica inducida por la matriz M es

el conjunto Lag := {a € FORM(L)| Em a}.

En el Teorema 1 se demuestra que la légica inducida por una matriz satisface la Definicién 10.
Para ello se necesitan algunos resultados auxiliares, presentados en la Definicién 12 y las Proposi-

ciones 1 y 2.

Definiciéon 12 Sea M una matriz para el lenguaje L. Un conectivo — se denomina implicacion
si cumple que para toda valuacion v y para cualesquiera o, € FORM(L), siempre que [aly € D

y [a = B]v € D entonces [B]y € D.
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Proposicion 1 Para un lenguaje L, si M es una matriz, v una valuacion y o una sustitucion
tal que o = {p1,/P1,p2,/ B2, .., Pm, Bm} entonces, se puede construir una interpretacion v' tal que

para toda o € FORM (L), se cumple que [y = [o(a)]v.

La Proposiciéon 1 senala que dadas una valuacién v, una sustitucion ¢ y una férmula «, al
conocer el valor de [o(a)]y podemos encontrar una valuacién v/ de modo que, la interpretaciéon de
la férmula sin la sustitucién evaluada en []ys coincida con [o(a)]y. Por ejemplo si consideramos la
matriz M del Ejemplo 12, la férmula o = p A (=g V r), la valuacién v tal que v(p) =0, v(q) = 1,
v(r) =1y v(s) = 0y lasustituciéon o = {p/—s, r/qVs}. Se define la valuacién v/ : ATOM (L) — V,

[—s]y si a = p;
Vi(a)=% [qVs]ly sia=r;
v(a) en otro caso.

Notemos que o(a) = =s A (g V (¢ V s)), ademas se puede verificar que[o(a)]y = 1. Por otra

parte,
o]y = [p A (=g V)l = A(plv, [ma V 7]v)
= A([-shy, ¥ <ﬁq v, [rlv)
= AL V(3(lalv): gV sv))
= AL, V(H( 1))
=A(1,1) =
Ast [a]y = [o(a)]y-

Para la prueba de la Proposicién 1 se propone una valuacién v’ cuya definiciéon depende de los

elementos de o, después se demuestra por induccién que para toda férmula « se tiene [ay = [o(a)]y.

Demostracién Considerando las hipdtesis, se define la siguiente valuacién v/ : ATOM (L) — V,

[Bilv, sia=p; parauniec {1,2,...,m};
v/(a) =

v(a), sia# p;, paratodoie€ {1,2,...,m}.
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Sea a € FORM(L), la prueba se hard por induccién sobre la longitud n de a.

Caso Base: Cuando n = 0, « puede ser un dtomo o un conectivo ceroario. Si « es un atomo se

tienen dos posibilidades:

[@ = p;] Si @ = p; para algin i, entonces o(a) = f;, donde B; es la correspondiente férmula a
sustituir. Asi que v/(a) = [Bi]v = [0(@)]v y por la Definicién 6 [ays = v/(«), de donde se sigue que

[aly = [o(a)ly.

[ # p;i] Si « # p; para todo i, entonces de la definicién de v/ se cumple que v/(a) = v(«), luego
[a]y = [a]yv. Ademads, por la Nota 1 se tiene que o(a) = «, asi [a]y = [o(a)]y.

En ambos casos [a]y = [0(a)]v.

Por otro lado, si &« = ¢ y ¢ es un conectivo ceroario, entonces su valor ¢ es constante. Luego

o(a) = ¢, por lo tanto [a]y =& = [0y = [0(0)]v.

Hipétesis de induccion: Supongamos que para toda férmula « de longitud menor o igual a n,

se cumple que [a]y = [o(a)]y.

Paso inductivo: Supongamos que « tiene longitud n 4 1 se tienen los siguientes casos:

[ = ¢B] Supongamos que o = of3, con ¢ algin conectivo unario y 8 una férmula de longitud n.

Por hipétesis de induccién [5]y = [0(a)]y. Ademas,
[a]v =[eB]v, pues a = of;
=3[Blv, Definicién 6;
=3[o(B)v]; hipé6tesis;
= [oo(B)]v. Definicién 6;
= [o(¢f)]v, punto IT Nota 1;
= [o(a)]v

[ = B1 ¢ B2] Para @ = 1 ¢ B2, con ¢ un conectivo binario y 1, B2 férmulas tales que la suma
de sus longitudes es n, se tiene que por hipétesis de induccién se cumple que [fB1]v = [0(51)]v ¥

[B2]v' = [0(B2)]v. También,
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[a]y =[B1 o Balvr, pues a = 310 823
=3([L1]vs [Blv), Definicién 6;
=3([o(B1)lv, [o(B2)]v), hipétesis;
= [o(B1) ¢ o(B2)]v, Definicién 6;
= [o(B1 0 B2)]v, punto II Nota 1;
= [o(@)]v-
con todo lo anterior queda demostrado que [a]y = [o(a)]v. [ ]

La siguiente proposicién establece que si una féormula, o, es tautologia y o es cualquier sustitu-

cién, entonces o(«) también es tautologia.

Proposicién 2 Sea L un lenguaje y M una matriz para él. Para cualquier « € FORM (L), si

E M a entonces para toda sustitucion o se cumple que Epa o(a).

Demostracién Sea [*], una interpretacién arbitraria. Considerando las hipdtesis se construye
la interpretacién []ys como se indica en la demostracién de la Proposicién 1. Dado que Fxa «
entonces se cumple que para cualquier interpretacién []y«, la interpretacién de « es designado, es
decir [a]y+ € D, en particular para [*]y/, luego [a]ys € D. Pero [a]y = [0(a)]v, asi que [o(a)]v € D.

Como [*]y se selecciona de manera arbitraria, entonces = o(a). [

Ya se tienen las herramientas necesarias para demostrar que las logicas inducidas por matrices

son logicas.

Teorema 1 Sea L un lenguaje y M una matriz para €l, se cumple que Liaq es una ldgica.

Demostracién Por definicién se tiene que Lyy = {a € FORM(L)| E=m a}. Si la matriz M
carece de un conectivo de implicacion, trivialmente se cumple la cerradura bajo Modus Ponens.
Supongamos que M contiene un conectivo de implicacién. Sean «, 5 € L4 cualesquiera férmulas

y o alguna sustituciéon en £, se cumple:

Cerradura bajo Modus Ponens Supongamos que «, a — 3 € L. Eso significa que Fay oy

también =g a — 3, luego por Definicién 12 se sigue que = 3, asi § € L.
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Cerradura bajo sustitucién Se tiene que = «, de la Proposicion 2 se sigue que = o(a), asi

J(Oé)GLM. |

En el siguiente ejemplo se muestran algunas definiciones de Légica Clasica empleando matrices
multivaluadas. Si se emplea una herramienta diferente a teoria de modelos, para estudiar a la Légica

Clésica, la definicién es diferente.

Ejemplo 13 (Definiciones de Légica Clasica) La Ldgica Cldsica se puede definir de las si-

guientes maneras:
e La légica inducida por la matriz M1 en el lenguaje L1. Vea el Ejemplo 6.
e La légica inducida por la matriz Ma en el lenguaje Lo. Vea el Ejemplo 6.

e La légica inducida por la matriz M3 en el lenguaje L3; donde, la matriz Mz = (V,D,O) con

V={0,1}, D={1} y O ={=, I}, cuyas tablas de verdad se muestran en la Tabla 1.13.

n 30 1
0 0[1 1
0 110 1

Tabla 1.13: Tablas de Msj.

El hecho de poder definir a la Logica Clasica en mas de un lenguaje, se debe a que considerando
las matrices dadas es posible tener abreviaciones de unos conectivos en términos de otros. En las

pruebas de los Teoremas 2 y 3 se muestran casos particulares de abreviaciones.
Los Teoremas 2 y 3 hacen referencia a traducciones, en el sentido de tomar una férmula en el

lenguaje L, y aplicarle una funcién de traduccién adecuada, que permita obtener la férmula 5 del

lenguaje L., tal que a y (B sean légicamente equivalentes.
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Para comparar? dos o més lenguajes (L, y L) estos deben coincidir en el conjunto de simbolos
auxiliares y el de letras proposicionales. Es decir, se sobrentiende que ATOM (L) = ATOM (L.»).

Maés atn, los lenguajes necesitan tener la misma sintaxis.

Teorema 2 Para el lenguaje Lo, con la matriz Ms, existe una traduccion de sus férmulas en

formulas del lenguaje L3, con la matriz Ms.

Demostracién Se propone la siguiente funcién recursiva f como una traduccién.

f: FORM(Ls) — FORM (Ls3);

a, sio € ATOM (L2);
fa) = fly) — L, S%ozzw;
(f(m) = L) = f(1), st =71V y;

[(f(m1) > L) = L] = (f(re) = L)] = L, sta=71Are.

Sea o € FORM (L2). Ver que f es una funcién de traduccién para Ly, se resume a verificar
que a y f(a) son logicamente equivalentes. La prueba se hard por induccién sobre la longitud de

la férmula.

Caso Base: Si n = 0, entonces no hay conectivos en «; esto es « € ATOM(L32). De modo que

f(a) = a, por la definicién de f. Luego, oy f(«) son logicamente equivalentes.

Hipétesis de induccién: Supongamos que para toda férmula « de longitud menor o igual a n se

cumple que « es ldgicamente equivalente a f(«).

Paso inductivo: Suponga que « tiene longitud n + 1, se tienen los siguientes casos:

[ = =] Para a = =3, con § una férmula de longitud n. Se analiza la Tabla 1.14, donde hay que
notar que debido a la hipétesis de induccién, las columnas que contienen los valores de 8y f(3)
son idénticas. Por otra parte, se cumple que f(a) = f(=8) = f(8) — L. Asi la comparacién de las

ultimas columnas de cada tabla permite verificar que o y f(«) son l6gicamente equivalentes.

“En el sentido de contencién, que a su vez permite hablar de igualdad.
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BB [ fB) | L] fB) =L
0 1 0o |[o 1
1 1|0

Tabla 1.14: Tabla de av en Lo y f(a) en L3, respectivamente.

BUBNBNE| [ FB) | L] fB) || fB) = L] (f(B)= 1) = f(B)
ool o o [[o] o 1 0
ofl1f 1 0 o] 1 1 1
1o] 1 1 o] o 0 1
11] 1 1 o] 1 0 1

Tabla 1.15: Tabla de av en Lo y f(a) en L3, respectivamente.

Para el resto de los casos suponemos que a = 3’ ¢, 11 3, donde 5’ y 8 son férmulas tales que la

suma de sus longitudes es n.

[ = B’V B] Para a = 'V 8 se construyen las tablas mostradas en la Tabla 1.15. Por hipétesis las
longitudes de /3’ i 3 son menores que n, entonces se satisface que 5’ y 8 son légicamente equivalentes
a f(B') y f(B), respectivamente. Estos hechos se reflejan en las columnas correspondientes a las
formulas mencionadas, pues los valores presentes en cada renglén son iguales. Por otra parte,
fla) = f(B'ANB) = (f(B') = L) — f(B). Comparando las tltimas columnas de las tablas se

verifica que a y f(a) son légicamente equivalentes.

[ = B’ A B] Para o = 8/ A 8 se consideran las Tablas 1.16 y 1.17. Por hipétesis de induccion las
columnas correspondientes a 5y ' son idénticas a las columnas de f(8) y f(8’), respectivamente.
Ademds, se cumple que f(a) = f(B'AB) = [[(f(B)) = L) = 1] = (f(B) — L)] — L, por
la definicién de f. Analizando las tltimas columnas de las tablas se verifica que a y f(«a) son

légicamente equivalentes, ya que en cada renglén los valores son iguales.

Con todo lo anterior el teorema queda demostrado. |
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BB B AB
010 0
0|1 0
110 0
1 1 1

Tabla 1.16: Tabla de o en Lo.

SV YB LGB L) = LB LB =L 21— (B—=1)| fle
0 [[o]fo 0 1 1 0
0 [[1][o 0 0 1 0
1 {[o] o 1 1 1 0
1 {110 1 0 0 1

Tabla 1.17: Tabla de f(«) en Ls.

Cabe senalar que la funcién f de la prueba anterior, se puede expresar como una lista de
abreviaciones. Para eso se establece que, si « € FORM (Ly) vy 8 € FORM(L) con « := 3 se
denota que la formula « es una abreviacion de la formula 5. Luego, para cualesquiera férmulas

a, v € FORM(L2) se cumple que:
a) nai= a— L.
b) aVy:= (a— 1) —n.
¢c) ahy:= [[([a—=1)—= 1= (y—= 1) — L.

d) a—svyi=a—n.

Entonces la prueba del Teorema 2 se resume a verificar que las formulas involucradas en cada

abreviacién son légicamente equivalentes.

Teorema 3 Para el lenguaje L3 con matriz Ms, existe una traduccion de sus formulas en formulas

del lenguaje Lo con matriz Ms.
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De manera similar a la prueba del Teorema 2, se puede verificar que la siguiente funcién g es

una funcién de traduccion de L3 a L.

Sea g : FORM (L3) — FORM/(L2), definida como:

a, sia € ATOM(L3);
BN B, sia=1;
~9(8), sia=p—1;

9(B) = g(v), sia=p—=yyy#L;
B)vgly), sia=(B—1)—=yyy#L;
B)YNg(y), sta=[[(B—-1)—=1]—=(—=1)] =L

[Y )
[Y )

Cuando se tiene un teorema de existencia surge de manera natural el preguntarse si se cumple
unicidad. Para los teoremas anteriores no se cumple, el lector puede plantearse la tarea de encontrar

sus propias abreviaciones.

En el Ejemplo 13 podemos observar que una misma logica se puede definir en méas de un lenguaje.
Si es posible tener traducciones de un lenguaje a otro y viceversa, como en los Teoremas 2 y 3,

entonces los lenguajes son equivalentes.

Definicion 13 Dados dos lenguajes L1 y Lo tales que el conjunto de conectivos de L1 estd conte-
nido en el conjunto de conectivos de Lo y dos logicas Ly en L1 y Lo en Lo, se dice que Ly es una
extension de Li, si Ly C La. Si L es una légica con Ext(L) se denota al conjunto de todas las

logicas que son extensiones de L.

Cuando Ly ¢ Lo también se suele decir que Li es mas débil que Lo o a su vez que Lo es més

fuerte que Lj.

Definiciéon 14 Dados dos lenguajes L1 y Lo tales que el conjunto de conectivos de L1 estd con-
tenido en el conjunto de conectivos de Lo y dos logicas Ly en L1 y Lo en Lo, se dice que Lo es
una extension conservativa de Ly si Lo es una extension de Ly y cualquier teorema de Lo en el

lenguaje L1 es un teorema en Ly.
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1.4. Teoria de prueba

La teoria de prueba o teoria de la demostracion es un area que se basa en la construccién
de “demostraciones formales”, es decir sucesiones de férmulas aq,aq, ..., a,, donde cada uno de
sus elementos son axiomas, hipétesis o se obtienen mediante la aplicacién de reglas de inferencia
a elementos previos. De modo que no se requiere de una interpretacién del lenguaje, esta se basa
simplemente en la sintaxis. La teoria de prueba trata a las demostraciones como objetos matema-

ticos, permitiendo el uso de técnicas matematicas para su estudio.

El concepto de relacion de consecuencia fue propuesto por el 16gico, matematico y filésofo Alfred
Tarski con la finalidad de formalizar la nocién de consecuencia logica. Esta nocién dice que una
férmula o y una teoria I' estdn relacionadas si y solo si a se deduce légicamente de I', es decir si
existe una demostracion de la férmula « a partir de suponer I'. La Definicién 15 es una relaciéon de

consecuencia particular.

Definicién 15 [2] Sea £ un lenguaje, una relacién de consecuencia tarskiana (TCR?®) es
una relacién binaria® - entre teorias y formulas, tal que si I es una teoria y o es una férmula, la

relacion b satisface las siguientes tres condiciones :

Reflexividad: Si o € T', entonces I' F a.
Monotonia: Si '+ a y I' CTIV, entonces I' - a.

Transitividad: St 'Fa y IV, at v, entonces T, TV I ~.

En la definiciéon previa los simbolos I' F « se leen como “la teoria I' deduce a a”. Cabe senalar
que “I"”, T es abreviacién de “I" UT"”, mientras que “I'; a” denota “I'U{a}”. Ademds, “a+ 7 es

equivalente a “{a} F B

En [29] podemos encontrar ejemplos de relaciones de consecuencia tarskiana, asi como el si-

guiente comentario.

5 . . 7

°Por sus siglas en inglés.

5Una relacién R entre los conjuntos A y B es un subconjunto no vacio del producto cartesiano A x B. Una relacién
es un objeto matematico que vincula a los objetos de dos conjuntos.
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“Que una TCR sea reflexiva se puede interpretar diciendo
que cualquier teoria debe concluir al menos las hipétesis
que la conforman. La propiedad de monotonia indica que
si con un conjunto de hipdtesis podemos obtener alguna
conclusion, entonces al agregarle mas féormulas seguiremos
obteniendo la misma conclusion. La transitividad de TCR
hace evidente su nombre si hacemos I' = ), la teoria vacia.

Esta propiedad también se conoce como corte” [29].

Definiciéon 16 Sea - una relacion de consecuencia tarskiana para L, entonces = es estructural

st para cualquier sustitucion o y cualquier teoria T, si ' b 4 implica que o(T') b o(1)).

Definicién 17 La relacién de consecuencia inducida por una matriz M, denotada por =y,

se define del siguiente modo:

I' Em a, si para toda interpretacion [x|y tal que [I']y € D, entonces [aly € D.

La relacién de consecuencia inducida por una matriz, =aq, establece que una teoria I' y una
formula « estan relacionadas, si cualquier interpretacién que modele a la teoria, [I']y € D, en M;

debe modelar a «, [a]y € D.

Teorema 4 Sea L un lenguaje y M una matriz para él. Si =pn es una relacion de consecuencia

inducida por la matriz M, entonces =aq es una relacion de consecuencia estructural tarskiana.

Demostracién Sean =, una relacién de consecuencia inducida por M y I' una teoria de L.

Primero se va a demostrar que =, es una TCR.

I. Sean la férmula « € T' y la interpretacién [], un modelo de I'. Por definicién de modelo de

una teoria, se cumple [a]y € D. Luego, I' Eaq v y asi = es reflexiva.

11. Supongamos que I' Euq ay que TV es una teorfa tal que I' C I". Sea [*]y un modelo de T,
es decir [I']y € D. Dado que I =) «, toda interpretacién que modela a I' modela a «. Por
definicién de modelo de una teoria e hipétesis, se sigue que [[']y € D y asi [a]y € D. Luego,

IV = a y por lo tanto = es mondtona.
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1. Supongamos que I' =pq ay IV, a F=aq 7. Sea [#]y un modelo para I', T. Dado que I' C TUTY,
se sigue que [x]y es modelo de I' y por lo tanto modela a a. También []y es modelo de I".

Luego, por hipétesis se cumple que [v]y € D. Por lo tanto I', TV |= v y asi = es transitiva.

De I, II y III se cumple que = es una TCR.

Note que si se conoce una interpretaciéon [*]y, es posible determinar la definicién de la valuacién

w a partir de la cudl se construyo [*]w.

Supongamos que I' =y . Sean o = {p1/51,p2/52,--.,Pn/Bn} una sustitucién en L y [#]y,
una interpretacion, tal que [o(T')]y, € D. Por demostrar que []y, modela a o(«). Recuerde que la

teoria que resulta de aplicar o a la teorfa I' es o(I") = {o(B)| B € T'}.

Sea v, la valuacién de [*]y,, por Proposicién 1, existe v/ tal que para todo ¢ € FORM (L),

[¢]lv, = [0(¢)]v,, en particular si v € T', se cumple que

(v, = [e(W)lv, (1.1)

Luego, [I'y+, € D. Ademés por hipétesis I' = «, entonces se sigue que [a]y/, € D. Finalmente

por 1.1 se cumple que [o(a)]y, € D, luego o(T') Ear o). [

Considerando la notacién de la Definicién 16 y el Teorema 4, las notaciones F=xq y Faq son

indistintas para denotar a una relacion de consecuencia inducida por la matriz M.
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Capitulo 2

Loégicas trivaluadas paraconsistentes

En este capitulo se hace una breve resenia de la logica paraconsistente, mostrando como es
que la nocién de la paraconsistencia se puede estudiar en un tipo particular de logicas, las légicas
trivaluadas. Ademads, se expone la transiciéon de logica paraconsistente a légica paraconsistente

genuina. Los conceptos mostrados en las Secciones 2.4 y 2.5 se tomaron de [28].

2.1. Resena historica

La idea de las logicas paraconsistentes surge como respuesta al problema que se tiene en Légica
Clasica, sobre el hecho que a partir de una contradicciéon se puede deducir cualquier proposicién, lo
que ocasiona que la teoria se convierta en una teoria trivial, es decir que toda férmula de la teoria
sea teorema. La solucién mas ingenua a dicho problema seria tratar de erradicar las contradicciones.
Sin embargo, la realidad es que las contradicciones se encuentran presentes en cualquier contexto

realista, por lo que la tnica opcioén es aprender a hacer deducciones correctas con ellas.

Newton C.A. da Costa et al. en [14] indican que el periodo de gestacién de la légica paracon-
sistente data de 1910; cuando el matematico, 16gico y filésofo polaco Jan fukasiewicz publica su
trabajo titulado O Zasadzie Sprzecznosci u Arystotelesa; en donde habla de lo que significaba el
Principio de no Contradiccion para Aristoteles. “De acuerdo a Lukasiewicz, el mismo Aristételes

no crefa fundamentalmente en el valor absoluto del Principio de no Contradiccion” [14].
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Los légicos da Costa et al. también sefialan que de manera contemporanea al trabajo de Fuka-
siewicz, el logico, filésofo, psicélogo y poeta ruso Nikolai Vasieliev contempla la idea de una légica
imaginaria no aristotélica, haciendo analogia a la geometria no euclidiana de Lobachevski. Después,
el logico polaco Stanistaw Jaskowski desarrolld la légica discursiva, con la finalidad de considerar

debates contradictorios [14].

“Jan Lukasiewicz y Nikolai Vasiliev son los precursores de
la paraconsistencia pero no son los primeros en construir
sistemas l6gicos paraconsistentes, Stanistaw Jaskowski y da

Costa son los primeros en hacerlo.” [2§]

A finales de los anos 50 casi nadie habia hablado de la paraconsistencia de manera formal, de
hecho el adjetivo paraconsistente para hacer referencia a los nuevos sistemas fue acufiado hasta 1976
por Francisco Miro Quesada [14]. En 1963 de manera ajena al trabajo de Jaskowski, el matematico,
logico y filésofo brasileno da Costa después de haber presentado su tesis sobre légica paraconsis-
tente, de manera conjunta con Marcel Guillaume y otros matematicos franceses publica una serie

de notas al respecto en Comptes Rendus de I’Académie des Sciences de Paris [14].

El trabajo de da Costa es ampliamente reconocido y distinguido por eruditos como Graham
Priest y Richard Routley por haber formulado infinitas l6gicas paraconsistentes, ahora conocidas
como sistemas C,, para 1 < n < w!. Cada sistema C,, no valida el Principio de no Contradiccion
enunciado como —(¢ A =p). Ademds, no permiten que a partir de premisas contradictorias sea
posible deducir cualquier féormula [28], es decir que cada uno de estos sistemas cumple la Definicién

25 de légica paraconsistente genuina.

El desarrollo de la teoria de légica paraconsistente se vio estancado hacia mediados del siglo
pasado. No obstante, su estudio se ha retomado debido a sus aplicaciones en diversas areas de estudio
que van desde Biologia, Ingenieria, Ciencias de la Computacién, Economia hasta Lingiiistica, como

lo menciona el mismo da Costa en el prefacio del libro Towards Paraconsistent Engineering, ver [1].

1w representa la cardinalidad de N.
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2.2. Légica paraconsistente

La légica paraconsistente se puede considerar como una familia de sistemas 16gicos, en los cuales
el Principio de no Contradiccion no se cumple por alguno de sus conectivos, generalmente llamado
negacion paraconsistente [8]. El Principio de no Contradiccion establece que “ninguna cosa puede
ser y no ser”, es decir “p no puede ser v y al mismo tiempo no ser v”; equivalentemente se enuncia
como “dos proposiciones contradictorias no pueden ser las dos verdaderas”. El problema surge al
llevar el Principio de no Contradiccion al lenguaje matematico como mas adelante se muestra. En

[11] podemos encontrar las siguientes definiciones:
Definiciéon 18 Una negacidén es paraconsistente si viola el Principio de no Contradiccion.

Definicion 19 Dado un lenguaje £ y L una légica. Si L tiene una negacion paraconsistente en-

tonces L es llamada 16gica paraconsistente de L.

Una logica paraconsistente permite estudiar teorias inconsistentes no triviales. Una teoria es
inconsistente si contiene una férmula tal que ella y su negacién son teoremas [28]. La negacién de
Légica Clasica no es paraconsistente, por tal motivo en Logica Clasica la inconsistencia y la tri-
vialidad son equivalentes, en el sentido que suponer una implica la otra [28]. A modo de modificar
ese comportamiento se plantearon las logicas paraconsistentes, en ellas suponer inconsistencia no

conduce a trivialidad.

Actualmente existen diversas formulaciones del Principio de mo Contradiccion. Dos de ellas
ampliamente aceptadas, mencionadas en [7, 8|, son Ez contradictione quodlibet o Explosion por
Contradiccion y Law of Non-Contradiction o Negacion por Contradiccion. De manera informal el
principio Ezplosion por Contradiccion dice que de una contradiccién es posible derivar o dedu-
cir cualquier proposicién, de igual forma el principio Negacion por Contradiccion indica que una

proposicién y su negacién no pueden ser ambas verdaderas [8]. El modo formal de los principios es:
I, a,-at 7y, Explosiéon por Contradiccién (EC);
'k —(aA-a), Negacién por Contradicciéon (NC).

35



Capitulo 2. Légicas trivaluadas paraconsistentes

Donde, - es una relaciéon de consecuencia estructural tarskiana, I' es cualquier teoria y «, ¥

cualesquiera formulas.

Formalmente EC indica que para cualquier teoria I', dada una interpretacion []y tal que mo-
dela a las férmulas a y —a, entonces cualquier formula v € FORM (L) es tautologia, permitiendo
que las féormulas a y v tengan ningtn tipo de relacién. Mientras que NC establece que en cualquier

teoria I, se puede demostrar que la féormula —(a A =) es una tautologia.

Resultado de las Definiciones 18, 19 y de las posibles formulaciones del Principio de no Contra-
diccion, en [8] se indica que una légica es paraconsistente si su negacién rechaza EC o si rechaza
NC. Mas todavia, en la Secciéon 2.3.1 se mostrara que los principios EC y NC son independien-
tes, en el sentido que el incumplimiento de uno no implica ni excluye el cumplimiento del otro.
Estos hechos eliminan la posibilidad de comparaciéon entre légicas paraconsistentes, motivando el

surgimiento de la légica paraconsistente genuina.

2.3. Légicas trivaluadas

Los expertos de la légica se han percatado de lo conveniente que resulta emplear logicas triva-
luadas para estudiar la paraconsistencia. Mas aun, afirman que una manera adecuada de construir
légicas trivaluadas paraconsistentes es emplear matrices multivaluadas ver [3, 2]. En el Capitulo 1
mediante el Teorema 1 se desarrollé una herramienta que permite construir légicas en un lenguaje
dado: la légica inducida por una matriz, en adelante siempre que sea necesario determinar una

légica se hace uso de dicha herramienta.

Las logicas trivaluadas son una generalizacion natural y sencilla de la Légica Clasica o bivaluada.
Estas logicas se comenzaron a estudiar desde inicios del siglo XX [24]. En 1902 Charles Peirce
hizo notar que la Légica Clasica, con sus dos valores de verdad constituye apenas “la hipdtesis

L » . : - - : . .
maés simple”. Para muchas situaciones, tanto cotidianas como técnicas, es necesario considerar mas
valores de verdad e incluso tomar a D con infinitos valores [24]. Con esa motivacién se comenzaron

a plantear logicas con tres valores de verdad.
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Arnold Ostra en [24] indica que los precursores del estudio de las 16gicas trivaluadas fueron Jan
Fukasiewicz, Emil Post y Charles S. Pierce. En 1920 Yukasiewicz presenta el primer sistema triva-
luado, mostrado en la Tabla 2.1. En la misma época pero de manera independiente, el matematico
y légico Emil Post propuso otra légica trivaluada que contiene iinicamente un conectivo de negacién
y un conectivo de disyuncién. Por su parte el filésofo y 16gico Pierce realizé estudios respecto a las
légicas trivaluadas que se encuentran en su “cuaderno de ldgica” [24], en el cudl presenta varios
conectivos trivaluados: cuatro negaciones, tres conjunciones y tres disyunciones. A pesar de que
Pierce no presento un sistema légico completo, un punto importante es su andlisis sobre simetria
de los conectivos trivaluados como hace notar Ostra, en esta tesis se habla al respecto en la Seccién
2.3.2.

“Los apuntes de Pierce, ademaés, sugieren interesantes si-
metrias, descubiertas por los primeros investigadores y cu-
ya generalizacién puede conducir en un futuro al andlisis

exhaustivo de la simetria en la l6gica proposicional triva-

luada.” [24]

Para lograr los fines de esta tesis inicamente se presentaran algunas de las légicas trivaluadas de
mayor trascendencia ya sea histérica o de mayor aplicacién, la mayoria de ellas son paraconsistentes.

En adelante se emplean matrices multivaluadas que tienen la siguiente estructura:

e Conjunto de valores de verdad V = {0, 1,2} donde el 0 y 2 representan el valor de verdad no

designado (0) y el valor de verdad designado (1) de la Loégica Clasica, respectivamente.?

e Los conjuntos D y O se definen en cada caso.

De manera general los sistemas trivaluados se diferencian por los conectivos que se eligen como
conectivos basicos y los valores de verdad que se toman como designados, esto es, los elementos que
forman al conjunto D. Respecto al dltimo punto Avron en [4] aclara que existen dos direcciones

marcadas para el tercer valor de verdad 1, que corresponden a tomar el valor como designado

2Algunos autores prefieren utilizar V = {0, %, 1} o V = {F,L,V}, donde V y 1 representan el valor de verdad

designado y F y 0 representan el valor de verdad no designado, mientras que el tercer valor de verdad se representa
1

en cada caso por 5 o L. Sin importar los simbolos que se empleen la teoria desarrollada es la misma.
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o como no designado. Por supuesto, la decisién depende de la interpretacién intuitiva del valor
de verdad 1. Si esta corresponde a una nocién de informacion incompleta como “indefinido” o
“desconocido”, entonces generalmente 1 € D, es decir 1 es no designado. Si por otra parte la

interpretacién corresponde a informacion inconsistente, particularmente 1 es designado.

Ejemplo 14 (Ldgicas trivaluadas) Sea L un lenguaje proposicional, en L se definen las siguien-

tes matrices trivaluadas [19]:

e My con D = {2} y tablas de interpretaciones de conectivos las mostradas por la Tabla 2.1.

e Mp con conjunto de valores designados D = {1,2}, cuyas tablas de interpretaciones de

conectivos se muestran en la Tabla 2.2.
e Mg con D ={1,2} y tablas de interpretaciones de conectivos mostradas en la Tabla 2.3.

o Mp con D = {2} y sus tablas de interpretaciones de conectivos se observan en la Tabla 2.4.

Se cumple que las ldgicas £3 de Lukasiewicz, PAC, G3’ y la ldgica de Bochvar B3 son las logicas

inducidas por las matrices My, Mp, Mg y Mpg, respectivamente.

3 A0 1 2 Vo1l 2 =01 2
0| 2 0/0 0 0 0/0 1 2 0|2 2 2
11 110 1 1 111 1 2 111 2 2
2| 0 210 1 2 212 2 2 210 1 2

Tabla 2.1: Tablas de My,

3 A0 1 2 Vo1 2 =01 2
0| 2 0/0 0 0 0/0 1 2 0|2 2 2
11 110 1 1 101 1 2 110 1 2
2| 0 210 1 2 212 2 2 210 1 2

Tabla 2.2: Tablas de Mp
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3 A0 1 2 Vo1 2 =01 2
0| 2 00 0 0 0lo0 1 2 0/2 2 2
1|2 110 1 1 111 1 2 110 2 2
21 0 200 1 2 202 2 2 200 1 2

Tabla 2.3: Tablas de Mg

3 A0 1 2 Vo1 2
0| 2 00 1 0 0lo0 1 2
11 11 1 111 1 1
21 0 200 1 2 202 1 2

Tabla 2.4: Tablas de Mp
Proposicion 3 Las logicas 1.3, PAC y B3 son paraconsistentes.

Demostracién Sean I' € FORM (L), o,y € FORM (L) y [ la relacién de consecuencia inducida

por la matriz en cuestién. Se tienen los siguientes casos:

[E.3] Considerando la matriz My, = (V, {2}, Og), se construye la Tabla 2.5 para analizar el principio
NC en la logica 3. En la tabla se puede observar que existe una valuacion v tal que la férmula
=(a A =) es no designada, esto es v(—=(a A =a)) = 1 € D. Luego, la férmula —(a A =a) no es

una tautologia en £3. De modo que L3 viola el principio NC (I' ¥ =(a A =«)). Por lo tanto £3 es

paraconsistente.
all nall aA-a || —(aA-a) a || "o
01l 2 0 2 01l 2
1 1 1 1 1] 1
21 0 0 2 21 0
Tabla 2.5: NC en L3 Tabla 2.6: EC en 1.3
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Por otra parte en la Tabla 2.6 se puede notar que en 1.3 por vacuidad se cumple el principio EC,

es decir no existe una valuacién que haga designadas de manera simultanea a las formulas a y —a.

[P AC] Tomando en cuenta la matriz Mp = (V, {1,2}, Op) se construye la Tabla 2.7, para estudiar
el principio EC en la logica PAC. La tabla muestra que existe una valuaciéon v bajo la cual las
féormulas o y =« son designadas, v(a) = v(—a) = 1. El principio EC permite relacionar a las
férmulas a y =« con cualquier formula 7g, si en particular se elige a la férmula g de tal forma
que bajo v sea no designada, entonces se tendria que v(a) =1, v(-a) =1y v(y) = 0 de donde

I', o, ma ¥ vy Asi PAC viola EC y por lo tanto es paraconsistente.

a ||~ all —a |l aA-a | —(an )

0 2 0 2 0 2

1 1 1 1 1 1

2 0 2 0 0 2
Tabla 2.7: EC en PAC Tabla 2.8: NC en PAC

Notemos que a pesar del comportamiento anterior, la Tabla 2.8 aclara que en PAC la férmula

—(a A —a) es una tautologia y por lo tanto se cumple NC .

[B3] Considerando la matriz Mp = (V, {2}, Op) se construyen las Tablas 2.9 y 2.10. En ellas se
puede observar que la légica B3 es paraconsistente al comportarse de manera similar al caso 1.3,

donde la negacién viola el principio NC y satisface le principio EC.

a |l na || aA-a || o(aA ) a || ~a
0 2 0 2 0 2
1 1 1 1 1 1
2 0 0 2 2 0
Tabla 2.9: NC en Bochvar Tabla 2.10: EC en Bochvar

40



2.3. Logicas trivaluadas

En la prueba de la Proposicion 3 podemos notar que los principios NC y EC son independientes,
el hecho de que uno se cumpla o se rechace no es garantia de que algo similar suceda con el otro

principio. Ese comportamiento se cumple de manera general como se indica en la Proposicién 4.

2.3.1. Independencia de NC y EC

Béziau et al. en [12] demuestran empleando matrices trivaluadas que las formulaciones EC y

NC del Principio de no Contradiccion son independientes, a continuacién se analiza ese resultado.

Proposiciéon 4 Se cumple que los principios Ex contradictione quodlibet (EC) y Law of Non-Con-
tradiction (NC) son independientes.

5 A0 1 2
0| 2 0/0 0 0
1] 1 1{0 11
2( 0 210 1 2

Tabla 2.11: Tabla de negacién de la ma- Tabla 2.12: Tabla de conjuncién de la
triz M*. matriz M*.

Demostracion Sea L+ una légica inducida por la matriz trivaluada M™*, tal que al menos
contiene el conectivo de negacién y el conectivo de conjuncién definidos por las Tablas 2.11 y 2.12,
respectivamente. Sea ademas « € L+, considerando la matriz M™* se construyen las Tablas 2.13

y 2.14 que permiten analizar los principios EC y NC, respectivamente.

a || "« al ~al aA-a | ~(aA-a)

0 2 0 2 0 2

1 1 1 1 1 1

2 0 2 0 0 2
Tabla 2.13: EC en una matriz trivalua- Tabla 2.14: NC en una matriz trivalua-
da. da.
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Sobre la base del conjunto de valores designados se tienen los siguientes casos:

[D = {2}] Si el tnico valor designado es 2, entonces la Tabla 2.13 indica que no existe una
valuacién que haga designadas a las férmulas o y —a y por lo tanto por vacuidad EC se cumple.
Por otra parte de la Tabla 2.14 se observa que existe una valuacién v tal que v(a) =1 € Dy
v(—=(a A =a)) =1 € D, es decir que la férmula —(a A =a) no es una tautologia y por lo tanto NC

no se cumple.

[D = {1, 2}] Si los valores designados son 1y 2, la Tabla 2.13 muestra que existe una valuacién v
tal que las férmulas a y -« bajo esa valuacién son designadas, v(a) = v(—a) = 1, luego si se elige
una férmula v tal que v(y) = 0 entonces, I', a, ~a ¥ 7, asi EC no se cumple. Sin embargo, de la

Tabla 2.14 se observa que la formula —(a A =) es una tautologia, por lo tanto NC se cumple. W

Se puede notar que las légicas trivaluadas que incluyan a M™* no rechazan a ambos principios
EC y NC, como es el caso de las 16gicas PAC y 1.3. Esto indica que es necesario buscar nuevos

conectivos de negacién y conjuncién que permitan rechazar los dos principios.

2.3.2. Conectivos trivaluados

En una légica trivaluada no solamente se amplia el conjunto V, sino que se busca preservar
caracteristicas importantes de la Légica Clasica y al estudiar la paraconsistencia no se hace excep-
cién. Por tal motivo Béziau et al. en [12] indican que para construir una légica con una negacién
que rechace los principios EC y NC, se considera que los conectivos A,V y — sean extensiones
conservativas de los conectivos de negacién clasica, conjuncién clésica y disyuncién clasica, respec-
tivamente. En esta seccién se presentan las definiciones que condicionan a los conectivos para ser
considerados de cierto tipo. Las Definiciones 20 y 21 lo hacen desde el punto de vista de teoria
de prueba, mientras que en la Definicién 22 se emplea teoria de modelos, estas definiciones son

tomadas de [28].

Definiciéon 20 Sea L una légica proposicional en el lenguaje L con conectivos binarios N\, V y —.

Si Fr es una relacion de consecuencia estructural tarskiana decimos que:

o A es una conjuncion para L, cuando: Ut o ANy siy solo siU'kp o yU'bp ).
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2.3. Logicas trivaluadas

o V es una disyuncion para L, cuando: U, oV iy bp o siy solo sil, ooyl b, o.
e — es una implicacion para L, cuando: U';p b 1) si y solo si ' Fp o — 4.

Decimos que L es una logica seminormal si tiene al menos uno de estos conectivos, si tiene los

tres conectivos se llama normal .

Definiciéon 21 Sea L una légica proposicional en el lenguaje L con conectivos binarios A, V, —,

y un conectivo unario —. Si - es una relacion de consecuencia estructural tarskiana decimos que:

e — es una negacion cldsica, si I',—pt Y y ', F =1 implican que I' F ¢.

A es una conjuncion cldsica si satisface:

L ToANYFo
m oAy =y

ur. o, v E o Ay

V es una disyuncion cldsica si satisface:

L. TV
n Ly Fevay

. Moo y U o implica que U,V Fo
e — es una implicacion cldsica si satisface:

LTEe—= (=)
. I'Fpyl'F e — Y implica que ' F ¢

111 FI—(gp—>(z/z—>a))—>((<p—>¢)—>(90—>0))

Las Definiciones 20 y 21 se relacionan mediante la Proposiciéon 5, la demostracién se puede

consultar en [28].
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Capitulo 2. Légicas trivaluadas paraconsistentes

Proposicion 5 Sea L una logica proposicional en el lenguaje L, con una relacion de consecuencia

estructural tarskiana, entonces:
e Un conectivo A es una conjuncion si y solo si es una conjuncion cldsica.
o Un conectivo V es una disyuncion si y solo si es una disyuncion cldsica.

e Si un conectivo — es una implicacion, entonces es una implicacion cldsica.

La Definicion 22 da condiciones para los conectivos de logicas inducidas por una matriz multi-

valuada.
Definicién 22 Sea M = (V = {v1,v9,v3}, D, O) una matriz para el lenguaje L.

e Un conectivo unario = es una negacion neocldsica, si <(v;) € D si y solo siv; € D, es decir

que la interpretacion de =« es no designado si y solo si la interpretacion de o es designado.

e Un conectivo binario A es una conjuncion neocldsica, si y solo si se tiene que la interpre-
tacion de una conjuncion es designada si y solo si las interpretaciones de ambos conjuntandos

lo son.

o Un conectivo binario V es una disyuncion neocldsica, si y solo si se tiene que la interpre-
tacion de una disyuncion es no designada si y solo si la interpretacion de cada disyuntando

es no designado.

e Un conectivo — es una implicacion neocldsica, cuando = (v;,vj) € D si y solo si v; € D
o v; € D. Equivalentemente, el inico caso en que la interpretacion de una implicacion es
no designada es cuando la interpretacion del antecedente es designado y la interpretacion del

consecuente no lo es.

Abusando de la notacién en adelante las expresiones 3(«) y S(av, 3) se representan respectiva-
mente por o y « ¢ 3, entendiendo que en ambos casos el conectivo trabaja con la interpretacién

de las férmulas.
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Al estudiar alguna logica se eligen las herramientas a emplear para el anélisis. Las herramientas
estan determinadas por el area de la logica que se emplee, teoria de prueba o teoria de modelos.
En ocasiones se desea vincular las adreas para preservar propiedades, por ejemplo la Proposicién 6

relaciona los conectivos cldsicos con neocldsicos, su demostracién se puede consultar en [28].

Proposicion 6 Negaciones, conjunciones, disyunciones e implicaciones neocldsicas definen res-

pectivamente negaciones, conjunciones, disyunciones e implicaciones cldsicas para la relacion f=.

Definicién 23 [12] Un conectivo multivaluado ® es una extension conservativa de un conec-
tivo bivaluado st la restriccion del conectivo multivaluado ® a los valores del conectivo bivaluado

coinciden.

Definicién 24 [12] Un conectivo binario ® es simétrico si ®(p,1) = ®(1, ¢) para cualesquiera

formulas ¢ y .

Los conectivos de las logicas del Ejemplo 14 satisfacen la Definicién 23, sin embargo solo algunos

conectivos cumplen la Definicién 24, esto se puede verificar observando las tablas de los conectivos.

2.4. Paraconsistencia genuina

Los creadores de la [dgica paraconsistente genuina son Jean Yves Béziau y Anna Franceschetto,
primero presentaron estas logicas en el 5th World Congress of Paraconsistency que tuvo lugar en
Calcuta, India en febrero de 2014 [28]. En las memorias del congreso, publicadas en 2015, y en el
articulo Strong Three-valued Paraconsistent Logics, se definen a las l6gicas paraconsistentes genui-
nas aunque bajo el nombre de légicas paraconsistentes fuertes [28]. Posteriormente se cambiaria
el adjetivo fuerte por genuino, al considerar que en logica el termino fuerte ya era utilizado para

denotar otra idea.

En 2016 Béziau en su articulo Two Genuine 3-Valued Paraconsistent Logics, analiza como deben
ser los conectivos para construir légicas paraconsistentes genuinas [28]. Béziau concluyo que en el

marco de una matriz trivaluada con una negacién, una conjunciéon y una disyunciéon “solo hay
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Capitulo 2. Légicas trivaluadas paraconsistentes

dos l6gicas paraconsistentes genuinas trivaluadas de interés” [28]. En las Definiciones 26 y 27 se

presentan estas légicas.

Definicién 25 Sea M una matriz con conjunto de valores de verdad finito, la légica F=a en la
que para algunas formulas ¢ y ¢ en el lenguaje se cumplen las condiciones siguientes:
L Em —(e A —gp)
1L @, ¢ [ ¢
se denomina logica paraconsistente genuina.
Definicién 26 Sea M = ({0,1,2},{1,2},O) una matriz multivaluada, con conectivos =, N y V,

entonces la légica paraconsistente genuina trivaluada L3A estd definida por las siquientes

tablas de verdad para sus comectivos:

= A0 1 2 Vo1 2
0| 2 0[0 0 0 00 1 2
1|2 110 1 2 1111 2
2/ 0 200 2 2 202 2 2

Tabla 2.15: L3A

Definicién 27 Sea M = ({0,1,2},{1,2},O) una matriz multivaluada, con conectivos =, N y V,
entonces la logica paraconsistente genuina trivaluada L3B estd definida por las siguientes

tablas de verdad para sus comectivos:

= A0 1 2 Vo1 2
0| 2 0[0 0 0 0[0 1 2
11 110 2 1 111 2
2 0 200 1 2 202 2 2

Tabla 2.16: L3B
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2.5. Propiedades de L3A y L3B

Las logicas L3A y L3B fueron las primeras logicas trivaluadas paraconsistentes genuinas, con
conjunto de valores de verdad finito, en ser estudiadas. En seguida se listan algunas de las propie-
dades que cumplen estas logicas y que son de interés para nuestro estudio.

Los conectivos de las légicas L3A y L3B satisfacen que:

1. El conectivo = es una extensién conservativa de la negacion para Logica Clasica.

11. Los conectivos binarios, A y V cumplen las siguientes propiedades:

a) Son operadores neoclasicos.
b) Son operadores simétricos.

¢) Son extensiones conservativas de sus correspondientes operadores bivaluados en Ldgica

Clasica.

Proposiciéon 7 Si =134 y Ersp son las ldgicas paraconsistentes genuinas trivaluadas de la Defi-

nictones 26 y 27, entonces:
L Er3a @V .
1. =13 @V —p.
L. == Fr3a ¢
IV. ¢ fEr3a 2.
V.~ BB ¢

VI. ¢ ':LSB .

La demostracién de la Proposicién 7 se sigue de la definicion de los conectivos de cada logica.
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En légica es importante poder manipular los conectivos, por ejemplo, distribuir o asociar nega-

ciones sobre las conjunciones y disyunciones, a esto se conoce como leyes de De Morgan [28].

La Tabla 2.17 muestra las leyes de De Morgan para la conjuncién, disyuncién y negacién. En

las Proposiciones 8 y 9 se indican cuales de estas propiedades cumplen las légicas L3A y L3B.

D1la: —(pAY)  E eV Dib: |9V E  —(pAY)

D2a: —(pVY) E oA D2b: |~ A=Y | —(pV)

D3a: (e AY) E eV D3b: eV L a(beAY)
D4a: “(pA) B eV D4b: eV E (A
D5a: (e VY) B oA D5b: pAY E (e V)
Déa: —(pVY) B e AY Dé6b: P Ay E (e V )
D7a: | -(-pA—) E oV D7b: eV | (e A1)
D8a: | -(-pV—) E @AY D8b: N e G )

Tabla 2.17: Leyes de De Morgan

Proposicion 8 En la légica L3A solo se satisfacen las formulas: D1a, D2a, D2b, D3a, D4a, D5a,
D6a, D7a y D8a.

Proposicion 9 En la l6gica L3B solo se satisfacen las formulas: D1a, D2a, D2b, D3a, D4a, D5a,
D5b, D6a, D6b, D7a, D8a y D8b.

Las pruebas de las Proposiciones 8 y 9 se siguen de las tablas de verdad de las férmulas,

considerando que ¢ |= 1 se cumple si y sol6 si cada modelo de ¢ es modelo de .
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Capitulo 3

La implicacién en las logicas L3A y

L3B

La utilidad de una logica recae en los conectivos que tenga, ya que estos son los encargados de
desarrollar el nivel de expresividad de la légica. Una logica con solo un conectivo de negacion es
menos expresiva que una que tenga conectivos de negacién y disyuncién, pues la dltima tiene mas

posibilidades de lograr una mejor abstraccién de la realidad.

Los conectivos implicaciéon, conjuncién, disyuncién y negacién son considerados importantes.
Por tal motivo Herndndez-Tello et al. en [19] estudian las propiedades que debe cumplir un conectivo

para llamarse implicacién. En este capitulo se realiza un desarrollo de ese trabajo.

3.1. Conectivo de implicacién

El conectivo de implicacién, denotado en este trabajo como —, es el conectivo que permite
representar oraciones condicionales. Una oracién condicional es del tipo “Si A entonces C” o “C si
A”, por lo tanto esta formado por dos oraciones o clausulas [17]. Formalmente ese tipo de oraciones

se representan por a — 3, donde « se llama antecedente y S consecuente.
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Existen diferentes tipos de condicionales y por ende diversas teorias para su estudio. Para los
fines del trabajo se considera el enfoque que se sustenta en el principio de verdad funcional del
condicional, el cudl consiste en definir el valor de verdad de una proposiciéon compleja en términos

de los valores de verdad de sus partes [17].

El significado de la implicacién se encuentra en el corazén de la teoria de prueba, ya que tiene
el rasgo caracteristico de estar ligado al concepto de consecuencia légica. Se puede ver como una
consecuencia expresiva a nivel proposicional debido a Modus Ponens y a lo que en [27] con siste-
mas de tipo Hilbert se denomina Teorema de la Deduccion', el cudl establece la equivalencia entre

FaFBgyTl'Fa— p[27].

Una interpretacion natural de la implicacién o — 3 es leerla expresando la regla de inferencia
Modus Ponens, que sobre la base de tener @ y o — [ permite pasar de « a 3. El Teorema de la
Deduccién puede verse como el medio para establecer la regla: “el hecho de haber demostrado que

B puede deducirse de «, justifica la regla que establece que de « se puede pasar a 5”7 [27].

Considerando la relevancia del conectivo de implicacién en una légica, Hernandez-Tello et al.
en [19] buscaron una implicacién adecuada para las légicas L3A y L3B. Con la finalidad de seguir
preservando el comportamiento de la implicacion en légica Cléasica, se exige que el conectivo de
implicacion sea una extension conservativa y meocldsica. Se debe observar que para tal conectivo
la propiedad de simetria es inadecuada y poco frecuente, por tal motivo es descartada. Ademads
de las condiciones anteriores, se busca que “algunas férmulas que consideramos importantes como

—=(p — ) y la férmula ==(p — ¥) — (=@ — 1)) sean tautologias” [28].

Dado que las légicas estudiadas son trivaluadas la tabla de un conectivo binario tiene nueve
espacios, que deben ser ocupados por alguno de los tres valores de verdad. Esto genera un total de
3% = 19683 operadores binarios diferentes, de los cuales se han empleado dos; uno para conjuncién

y otro para disyunciéon. En particular la implicacién es un conectivo binario, por lo que restan 19681

LEl Teorema de la Deduccién enunciado en [27] es mé&s general que el enunciado por otros autores donde no se
pide que sea una equivalencia, por mencionar ver [22].
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opciones diferentes para el conectivo de implicaciones en cada lbgica.

En las Secciones 3.2 y 3.3 se detalla el andlisis realizado sobre el conjunto de implicaciones, que
permitié determinar que para la légica L3 A solo hay 4 implicaciones aceptables, mientras que para

la l6gica L3B existen 16 implicaciones adecuadas.

3.2. Implicaciéon en L3A

La condicién sobre la implicacién de ser una Eztension Conservativa, hace que los valores de
v; = v; queden fijos para (v;,v;) € {0,2} x {0,2}, como lo muestra la Tabla 3.1. Por otra parte,
como se requiere que la implicacién sea neocldsica, se debe cumplir que la interpretacién de una
implicacién sea no designada si y solo si el antecedente es designado y el consecuente no lo es, de

manera formal esto se expresa como: ¢ — ¢ € D siy solosi ¢ € Dy 1 € D.

De manera equivalente, la condicién de neoclasicidad indica que el valor de una implicacién es
designado por alguno de los siguientes motivos: o el antecedente es no designado o el consecuente
es designado, es decir: ¢ — ¢ € D si y solo si ¢ € D 0 9 € D. Esta condicién establece el valor de

v; — 0 como 0 para v; € {1,2}. Esto se muestra en la Tabla 3.2, donde cada d; representa un valor

designado.
S0 12 = 012
02 2
1
210 2
Tabla 3.1: Extensién Conservativa. Tabla 3.2: Implicacion neoclasica.

Combinando las condiciones mostradas en las Tablas 3.1 y 3.2, se tiene una tabla parcial de
la implicacién, mostrada en la Tabla 3.3. Se debe notar que de la gama de posibles implicaciones,
las condiciones hasta el momento analizadas la han reducido de manera sustancial quedando solo

24 = 16 posibilidades.
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01 2
2

ST
N S~

Tabla 3.3: Implicacién tipo extension conservativa y neoclasica.

Como se desea que las féormulas =—(p — ¢) y ==(¢ = ) = (=~ — =) sean tautologias, a
continuacién se analizan sus tablas de verdad. En la Tabla 3.4 se muestra que, si ds es 1 entonces
—(¢ — ) = 2 y por lo tanto la férmula no es tautologia ya que =—(p — ¢) = 0. Mientras que si

d4 es 2, entonces (¢ — ¢) =0y asi =—(¢ — ¢) = 2. Por lo tanto se concluye que dy = 2.

plle—el (=9 (=)
0 2 2 2

1| da 2/0 0/2

2 2 2 2

Tabla 3.4: Tabla de == (¢ — ¢).

|V e || T |y | (e =) || (e =) || e = oy
offofl o 0 2 0 2 2
off1| o 0 ds 2/0 0/2 2
off21 o 2 2 0 2 2
1/o] o 0 0 2 0 2
11 o 0 2 0 2 2
121 o 2 ds 2/0 0/2 2
2001 2 0 0 2 0 0
2011 2 0 de 2/0 0/2 0
2121 2 2 2 0 2 2

Tabla 3.5: Analisis de antecedente y consecuente de la férmula == (¢ — ) = (=@ — ).
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Por la condicién de neoclasicidad para que —=—(¢ — ¥) — (== — =) sea tautologia, como
se observa en la Tabla 3.5, resta garantizar que el valor de == (¢ — 1) sea 0 cuando se tiene el caso
¢ =2y =1, esto fuerza a que dg = 1. Asi =(¢ — ¥) =2y =—(¢ — ) = 0. Finalmente se tiene
que ds, ds € D son cualesquiera elementos, lo que da lugar a cuatro implicaciones adecuadas para

L3A. Estas son mostradas en la Tabla 3.6.

=01 2 =01 2 =01 2 =01 2
012 2 2 02 1 2 02 2 2 02 1 2
110 2 2 110 2 2 110 2 1 110 2 1
210 1 2 2(0 1 2 2(0 1 2 210 1 2
11 12 I3 14

Tabla 3.6: Posibles implicaciones para L3A.

En el estudio realizado en [19], los autores eligieron la implicaciéon I1 o implicacién de Godel
[5] para extender la logica L3A, obteniendo la Definicién 28. Respecto a su eleccién los autores
indican lo siguiente:

“Con esta implicacién la 1égica obtenida queda cercana a
l6gicas paraconsistentes interesantes tales como la légica de

da Costa [26] y particularmente con dos de sus extensiones,

las légicas G3' y CG3' [18)”

Definicion 28 La ldgica obtenida a partir de L3A agregando el conectivo de implicacion de la

logica G3 se denota como L3Ag y sus tablas de verdad se muestran ensequida.

= A0 1 2 Vo1 2 =01 2
0| 2 0[0 0 0 00 1 2 0[2 2 2
1|2 110 1 2 1011 2 110 2 2
2/ 0 200 2 2 202 2 2 200 1 2

Tabla 3.7: L3Ag.
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3.3. Implicaciéon en L3B

Para analizar las posibles implicaciones para la légica L3B se procede de manera similar al
caso de la légica L3A, mostrado en la Seccién 3.2. Se debe notar que las condiciones de ser
conectivo neocldsico y una extension conservativa tinicamente dependen del conjunto de valores
designados. Hay que recordar que las légicas L3A y L3B tienen el mismo conjunto D = {1,2},
entonces al aplicar las restricciones mencionadas se obtiene la Tabla 3.8 como un posible conectivo
de implicacién para la légica L3B. Mas atn, cada d; de la Tabla 3.8 representa un valor designado,

por lo que hay 2% posibles implicaciones.

—

- 0 1 2

Tabla 3.8: Implicacién tipo extensién conservativa y neocldsica.

Siguiendo el procedimiento de la Seccién 3.2 lo siguiente seria obtener las condiciones, sobre la
implicacién, que garantizan que las férmulas =—(p — ¢) y 7=(p = V) = (-—p — =) sean
tautologias. No obstante, considerando la tabla de la negacion de la légica L3B, se puede verificar
que para cualquier formula, se cumple que ¢ y == son férmulas légicamente equivalentes, en
particular las formulas == (¢ — ¢) y ¢ — ¢ son légicamente equivalentes. Luego, la neoclasicidad
de la implicacién garantiza que == (¢ — @) sea tautologia. Un fenémeno similar ocurre cuando se
analiza la tabla de verdad de la formula == (¢ — ¥) — (=—¢ — ——)). Por consiguiente ese andlisis
no disminuye las posibilidades, “este fenémeno se explica principalmente por la forma de la negacién
de L3B, que no es molecular como en L3A” [28]. Grosso modo, lo que indica la molecularidad es la
perdida de un valor de verdad al aplicar un conectivo. En la Tabla 3.9 se muestran las posibilidades
para un conectivo de implicacién para la légica L3B. Se debe observar que las implicaciones para
la logica L3 A, mostradas en la Tabla 3.6, estan contenidas en el conjunto de implicaciones de la

logica L3B.
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Capitulo 3. La implicacién en las légicas L3A y L.3B

En [19] los autores eligieron la implicacion I1 para extender la légica L3B, obteniendo la Defi-
nicion 29. Las propiedades del nuevo sistema légico, que a continuacién se presenta, son abordadas

en el Capitulo 4.

Definiciéon 29 La légica obtenida a partir de L3B agregando el conectivo de implicacion de la

logica G3 serd denotada por L3Bg y sus tablas de verdad son las mostradas en la Tabla 3.10.

= A0 1 2 Vo1 2 =01 2
0| 2 0[0 0 0 0[0 1 2 0[2 2 2
11 110 2 1 111 2 110 2 2
2/ 0 200 1 2 212 2 2 200 1 2

Tabla 3.10: L3Bg
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Capitulo 4

Analisis y comparativa de extensiones
de L3A y L3B con un conectivo de

implicacién

En [28], Herndndez-Tello estudi6é de manera general las propiedades que satisfacen las extensio-
nes de las logicas L3A y L3B, al dotarlas de alguna de las implicaciones mostradas en las Tablas
3.6 y 3.9. En particular, extiende las l6gicas L3A y L3B con la implicacion de Godel y define a
las extensiones como las légicas L3A g y L3Bg, respectivamente. El autor centra su estudio en las
logicas L3A g v L3Bg, dejando pendiente el anélisis del resto de extensiones. Mas atn, su analisis
le permitié obtener una gama de axiomas que definen a L3Ag y L3Bg, asi como algunas de sus

propiedades.

En este capitulo se hace un anélisis de las propiedades que cumplen las extensiones de las logicas
L3A y L3B restantes, con base en los resultados obtenidos por Herndndez-Tello. En la Seccion 4.4

se realiza una comparacion a pares entre las extensiones.
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conectivo de implicacion

4.1. Extensiones de L3A

Debido al método utilizado para obtener las implicaciones de la Tabla 3.6, existen propiedades
comunes que satisfacen las extensiones de la légica L3A, a continuacién se citan de [28] las més

relevantes.

Proposicion 10 Si extendemos L3A con cualquiera de las implicaciones de la Tabla 3.6, la logica
que se obtiene satisface Modus Ponens, es decir si @ y @ — 1 son tautologias, entonces i también

lo es.

Demostracién Sean ¢, ¢ — v férmulas tales que son tautologias y supongamos que la férmula
1 no es tautologia. Luego, la tnica opcién que garantiza que ¢ — 1) sea tautologia es que ¢ € D,
es decir que para cualquier valuacién se tenga que v(p) = 0, lo cuél es una contradiccién. Por lo

tanto ¥ es tautologia. |

Las propiedades Posl a Pos8 de la Proposicién 11 son aquellas que definen de manera axio-

madtica al fragmento positivo de la Légica Intuicionista [28].

Proposicion 11 Si extendemos L3A con alguna de las implicaciones de la Tabla 3.6, la logica que

se obtiene tiene como tautologias a las siguientes formulas:
Posl := o = (¢ — ¢)
Pos2:= (¢ = (= 0)) = ((p = ) = (¢ = o))
Pos3 := (p A1) — ¢
Posd := (p AY) = ¢
Pos5 := ¢ — (v = (p Av))
Pos6 := p — (¢ V1))
Pos7 := 1 — (¢ V1)
Pos8 := (¢ — o) — ((w —0) = ((pVy) = 0))
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CW2 :=-—p—op
Pierce := ((Lp =) — Lp) —
NI:=—=(p = ¢)
DNI := ==(p = ¢) = (=mp = =)
WE := ~p = (72¢ = ¢)
WCL := (mp = —¢) = (77 = =)
WC2 := (== = —=p) = (~p = )
AZ2 = ((p A=) A=(p A=) = (9 A=)
TAUT1 := (—mp A ——p) =
La prueba de la Proposicién 11 se sigue de las tablas de verdad que definen a la légica L3A.

Mientras que para demostrar que en las extensiones no se satisfacen las formulas DNI2 y DNC1,

mencionadas en la Proposicién 12, es suficiente tomar respectivamente las valuaciones v y v/, tales

que U(SO) =1, U(w) =0,y 'U/(SO) =1, UI(¢) =2.

Proposicion 12 Ninguna de las extensiones de L3A con alguna de las implicaciones de la Tabla

3.6 satisface:

DNI2 := (—=—p — =) — (@ — )
DNC1 := -=(p AY) = (7= A=)
En la Seccién 3.1 se ha comentado el vinculo que existe entre el Teorema de la Deduccion y

el conectivo de implicacion, en las extensiones de L3A se satisface tan importante teorema. En el

Teorema 5 se enuncia y su demostracion se puede consultar en [28].
Teorema 5 Si L es alguna extension de L3A con I1,12,13 o I4, entonces se cumple que:

© =1 Y sty solo si =L @ — .
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Proposicion 13 Si L es cualquier extension de la logica L3A al agregar alguna de las implicacio-

nes de la Tabla 3.6, entonces L es una extension conservativa de L3A.

Demostracion Es claro que cualquier 16gica L obtenida a partir de agregar alguna de las impli-
caciones de la Tabla 3.6, a la matriz multivaluada de la légica L3A, es una extensién de L3A.
Resta verificar que cualquier tautologia de L en el lenguaje que tiene al conjunto de conectivos
C = {A,V,~} es una tautologia de la 16gica L3A.. Lo cuél resulta evidente al notar que el conjunto

D de L y L3A es el mismo, ademas el conjunto C' es el empleado para definir a la légica L3A. B

Como consecuencia de las Proposiciones 7 y 13 se sigue el siguiente resultado.

Proposicion 14 Si L es cualquier extension de la logica L3A al agregar alguna de las implicacio-

nes de la Tabla 3.6, entonces:
I FL V.
II. == ):L @Y.

III. @ I#L .

Se debe notar que el primer punto de la Proposicién 14 se refiere a la formula Cw1 que aparece

en la axiomatica de la légica L3A g, definida en la Secciéon 4.3.

4.2. Extensiones de L3B

Las extensiones de la légica L3B tienen propiedades en comin con las extensiones de la légica
L3A, como Modus Ponens y los axiomas del fragmento positivo de la Légica Intuicionista. Sin
embargo, las extensiones de L3B tienen como tautologias a las férmulas DNI2 y DNC1, como lo
muestra la Proposicién 16, lo cual no sucede en las extensiones de L3A como se indica en la Pro-
posicién 12. Lo anterior muestra que las extensiones de L3B no estan contenidas en las extensiones

de L3A.

En seguida se citan de [28] los resultados respecto a las extensiones de L3B, que resultan

relevantes para los fines de este trabajo.
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Proposicion 15 Si extendemos L3B con cualquiera de las implicaciones de la Tabla 3.9, la l6gica
que se obtiene satisface Modus Ponens, es decir si ¢ y @ — 1 son tautologias, entonces i también

lo es.

La demostracion de la Proposicién 15 es andloga a la prueba de la Proposicion 10, mientras que

la demostracién de las Proposiciones 16 y 17 se siguen de las tablas de verdad de las féormulas.

Proposicion 16 Si extendemos L3B con alguna de las implicaciones de la Tabla 3.9, la logica que

se obtiene tiene como tautologias a las siguientes formulas:
Posl := ¢ — (¢ — o)
Pos2 := (gp = (¢ — a)) — ((cp =) = (p— U))
Pos3 := (o AY) = ¢
Posd := (o AY) = 9
Poss := ¢ — (¢ = (p A )
Pos6 := p — (¢ V1)
Pos7 := 19 — (¢ V1)
Pos8 = (o — o) = (( = ) = (¢ V¥) = 0))
CW2 = ——p — ¢
Pierce i= ((p = ¥) = @) = ¢
NI:=—=(p = ¢)
DNI := ==(p = ) = (=9 = =)
DNI2 := (==p = =) — ==1(p — 1))
DNC1 := =~(p AY) = (7= A=)
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Proposicion 17 En ninguna de las extensiones de L3B con alguna de las implicaciones de la

Tabla 3.9 son tautologias las formulas siguientes:
WE := ~p = (72¢ = ¢)
WCL = (¢ = =) = (=9 = ==p)
WC2 := (=) — =) = (—p — 1))
AZ2 = ((p A=) A (9 A=) = (9 A=)
TAUTL := (mp A =) — ¢

Al igual que sucede en las extensiones de la l6gica L3 A, en las extensiones de la légica L3B se

satisface el Teorema de la Deduccién, como lo indica el Teorema 6.

Teorema 6 SiL es cualquier extension de la l6gica paraconsistente genuina L3B al agregar alguna

de las implicaciones de la Tabla 3.9, entonces se cumple:

© EL ¥ siy solo si =L @ — 1.

Proposicion 18 SiL es cualquier extension de la légica L3B al agregar alguna de las implicaciones

de la Tabla 3.9, entonces Li es una extension conservativa de L3B.

La demostracion de la Proposicién 18 es similar a la demostracién de la Proposiciéon 13. Por

otra parte, la siguiente proposicién se sigue de las Proposiciones 7 y 18.

Proposicion 19 SiL es cualquier extension de la légica L3B al agregar alguna de las implicaciones

de la Tabla 3.9, entonces:
L. EL eV -op.
. == FrL ¢.
. ¢ = ——.

Note que el primer punto de la Proposicién 19 se refiere a la férmula Cw1, de la axiomatica de

la logica L3Bg presentada en la Seccién 4.3.
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4.3. Axiomatica de las légicas L3Ag y L3Bg

En esta seccién se muestra el estudio de las légicas L3Ag v L3Bg desde la perspectiva de
teoria de prueba. En [28] se presenta un sistema axiomético tipo Hilbert para las légicas L3Ag y

L3Bg, es por eso que se introducen las siguientes definiciones de [21].

Definicién 30 Dado un lenguaje L y una formula cualquiera o € FORM (L), una instancia de

a es cualquier formula o(«) € FORM(L) donde o es una sustitucion en L.

Definicién 31 Dados un lenguaje L y dos conjuntos finitos T)A C FORM (L) una regla de
inferencia R es una relacion R C P(FORM (L)) x P(FORM (L)), tal que (I';)A) € R y para

cualquier sustitucion o se tiene que (o(I'),0(A)) € R. SiT = {v,....,vwm} vy A = {01,...,0m}
Y1---In R
8. Om

Los sistemas de Hilbert son un tipo de sistemas de deduccién formal, que se caracterizan por

habitualmente la regla R se denota por

tener un gran ntimero de esquemas de axiomas 16gicos y pocas reglas de inferencia [21].

Definiciéon 32 Dado un lenguaje L, una axiomatica o un sistema de prueba tipo Hilbert
o simplemente un sistema de Hilbert es una pareja A = (A, R) donde A C FORM (L) es un
conjunto de formulas bien formadas denominadas esquemas de axioma y R es un conjunto de reglas

de inferencia.

Definiciéon 33 Una féormula o es consecuencia légica de un conjunto de formulas I en una
azxiomdtica A si existe una sucesion finita de féormulas By, B2, ..., Bn donde B, = « y cada B; es una
instancia de un esquema de axioma, es una instancia de una formula en I' o es consecuencia de

formulas previas aplicando alguna regla de inferencia en A y lo denotamos por I' F4 a.

Los siguientes sistemas de Hilbert se presentan con la finalidad de formar un compendio de fér-
mulas, que permita analizar el comportamiento del resto de extensiones de las légicas L3A y L3B.
Conocer que axiomas se satisfacen y cuales no, es un primer paso en la busqueda de un sistema
axiomatico para cada una de las extensiones de las légicas L3A y L3B, dando lugar al desarrollo

de teoria de prueba en dichas légicas. Los resultados obtenidos se presentan en la Seccién 4.4.
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conectivo de implicacion

Sea una teoria formal axiomatica I para la légica L3 A g formada por los conectivos primitivos:

-, =, V. y A. Las férmulas se construyen de la manera usual, y los esquemas de axiomas son [28]:

Posl :
Pos2:
Pos3 :
Pos4 :
Pos5 :
Pos6 :
PosT:
Pos8:
Cwl:
WE :

L3A1:
L3A2:
L3A3:
L3A4:
L3A5:
L3A6:
L3AT:

Fo— (Y — )

o= @=0) = (b)) = (9= o)
FleAy) =

FleAy) =

Fo— (v (e Aw)

Fo—(pVy)

= (e V)

Flp=o) = (W —=0)= ((pVve) = 0)
FeVop

F == = (e = 1)

F((p = ¥) A (=9 = =) = == (p = ¢)
F o=l = ) = (2o = 2 )

F(me A=) = =(p AY)

F (e A=) = ==(p AY)
F=(eVvy) — -

(A=) = =(e V)

(e = ¢) = (9 A )

Ademés, se considera a Modus Ponens como la tinica regla de inferencia.

En los axiomas anteriores la notaciéon A F XA indica que existe una deduccién de A en IL con hipdtesis

las formulas del conjunto A. Cuando A = () simplemente se escribe F )\, para indicar que es posible

demostrar A sin hipétesis. Ademds, se emplea A, ¢ I 1) para representar que A U {¢} F v [28].

Nota 4 En cualquier extension de la logica L3A con alguna de las implicaciones de la Tabla 3.6,

la formula WE: —p — (=—¢ — 1), de la Proposicion 11, y la formula WE: =—p — (mp — 1),

azioma de la l6gica L3A g, son logicamente equivalentes.

La prueba de la nota se sigue de las tablas de verdad de las férmulas WE.
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Sea L1, una teoria formal axioméatica para L3Bg constituida por los conectivos primitivos:
-, =, V. y Ay dos conectivos definidos en términos de los primitivos G y N definidos como:
G(p) == (pA(pN@)) vy N(p) := ¢ A—p [28]. Las férmulas bien formadas se construyen de

la manera usual y los esquemas de axioma son los siguientes:
Posl:- ¢ = (Y — ¢)
Pos2 + (o = (¢ = 0)) = ((p = ¥) = (p = 0))
Pos3 - (p A1) — ¢
Pos4 - (p Ap) — 1
Pos5 - — (v = (p A )
Pos6 :- ¢ — (p V1)
Pos7 :- ¢ — (o V 1)
Pos8 :+ (¢ — o) — ((z/z —0) = ((pVy) = 0))
Cwl:t oV -p
Cw2:F o —
SWE : - ==¢ = (=(p A p) = )
L3B1:F N(pAth) — G(=p A=)
L3B2:F (¢ = ) = (9 A )
L3B3: - -N(p) = G(N(p))
L3B4 : - (—p AN () = =(p At)
L3B5: - N(p = ¢) = G(N(p))
L3B6 : - ((¢ A =) A=N(p)) = =(p = ¢)
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L3B7:F (e V1Y) = —p

L3B8:F (mp A=) = (o V)

La tnica regla de inferencia es Modus Ponens (MP).

4.4. Comparacion de extensiones

En esta seccion se hace una comparacion de las extensiones de las l6gicas L3A y L3B, mediante
la verificacién de qué formulas de los sistemas axioméaticos mostrados en la Seccion 4.3 se satisfacen

en ellas.

Considerando que las Tablas 3.6 y 3.9 muestran las implicaciones adecuadas para extender a
las l6gicas L3A y L3B, respectivamente. Se denota por L3Ap, a la extension de la logica L3A
obtenida al incorporar, a la matriz multivaluada de L3A, la implicacién Ik con k € {2,3,4}. De
manera similar, se representa con L3Bp, a la extensiéon de la légica L3B obtenida al agregar la

implicacion Ik, para k € {2,3,...,16}.

Para estudiar a las extensiones L3Ap y L3By se utilizaron los axiomas presentados en la
Seccién 4.3, salvo aquellos de los que ya se mostraron resultados en las Secciones 4.1 y 4.2. Cabe
senialar que en las Proposiciones 11 y 16 se menciona la formula CW2 :=—¢ — ¢. Mientras que en
el conjunto de axiomas de L3Bg estda Cw2 :p — ==, el lector debe tener cuidado con el uso de

la letra W en maytuscula o mintscula.

En [28] se muestra que cualquier extensién de L3A es incomparable con cualquier extension de
L3B. Esto se logra viendo que en cualquier 1égica L3By, se cumple que ¢ — —— es tautologia,
mientras que en toda légica L3Ap no. Por otro lado para cualquier légica L3Ay, la férmula
- — (0 — 1) es tautologia. Sin embargo, para toda légica L3Byy eso no sucede. No obstante,
el autor no analizo si algunas légicas L3 Ay, a pares son comparables y tampoco analizo a pares las

logicas L3Byk. Con la finalidad de atender esa carencia, en cada extension se estudia cuales de los
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axiomas de L3Aqg y L3Bg se satisfacen, es decir cuales son tautologias. Para proporcionar una

mejor especificacion de las propiedades de las extensiones se propone la Definicion 34.

Definicién 34 Sean L un lenguaje, M una matriz para él y ¢ € FORM(L), se dice que ¢ es
2-tautologia si ¢ es tautologia y ademds cumple que para cualquier valuacion, la formula obtiene

unicamente el valor 2.

La demostracion de la Proposicién 20 a la Proposicién 25 se sigue de las tablas de verdad de las
férmulas, las cuales se pueden consultar en el Apéndice B. Las Proposiciones 20 y 21 se resumen
en las Tablas 4.2 y 4.3, mientras que las Proposiciones 22 a 25 se resumen en las Tablas 4.4 y 4.5.
FEn las Tablas 4.2, 4.3, 4.4 y 4.5 la primera columna corresponde al nombre de la légica que se
analiza y el primer rengléon tiene el nombre del axioma estudiado. Con V'V se indica que la férmula
es 2-tautologia, mientras que una tautologia se representa con v , para sefialar que un axioma no

se satisface se emplea X

Proposicion 20 En cualquier ldgica L3An se cumple que:

1. Las formulas L3A2, L3A3, L3A4, L3A5, L3A6, L3B3, L3B6, L3B7 y L3B8 son 2-

tautologias.
1. La formula SWE es tautologia, mds aiun en la l6gica L3A1s la formula es 2-tautologia.

1i. Las formulas L3A1, L3A7, L3B1, L3B2 y L3B4 no se satisfacen.
Proposicion 21 En la logica L3Ajs la formula L3B5 es 2-tautologia.

Proposicion 22 En cualquier logica L3Byy, se tiene que:

I. La formula L3A1 es tautologia. Mds aun, en las logicas L3Brs, L3Brg, L3Br7, L3Bis,
L3B1g, L3Br12, L3Br15 y L3B1ig la formula es 2-tautologia.

11. Las formulas L3A2 y L3A4 son tautologias. Inclusive en las logicas L3B12, L3B13, L3B4,
L3By5, L3B17, L3B1g y L3Bg las formulas son 2-tautologias.
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1i. Las formulas L3AS5, L3B4 y L3B7 son tautologias. Podemos decir mds, en la logica L3By5

las formulas son 2-tautologia.

1v. Las formulas L3A6 y L3B8 son tautologias. Mds aun, en las l6gicas L3By5, L3B7, L3Big

y L3B1g las formulas son 2-tautologias.

V. La formula SWE es tautologia. Mds aun, en las logicas L3By5, L3B1g, L3B113 y L3By15 la

formula es 2-tautologia.
V1. Las férmulas L3B1 y L3B3 son 2-tautologia.

VIL. La formula L3A3 no se satisface.

Proposicion 23 Sélo en las logicas L3Bys, L3Bris y L3Bns las formulas L3AT y L3B2 son

tautologias. Inclusive, en L3Bis y L3B15 las formulas son 2-tautologias.

Proposicion 24 Sélo en las logicas L3B1a, L3B15 y L3Byg, la formula L3B5 es tautologia, in-
clusive en L3B15 y L3B1g es 2-tautologia.

Proposicion 25 Unicamente en las l6gicas L3B2, L3B13, L3B14, L3Br1g9, L3Br11, L3Bi3 v
L3B14, la formula L3B6 es tautologia. Ademds, en la logica L3B13 es 2-tautologia.

Axiomas
L3A1 L3A2 L3A3 L3A4 L3A5 L3A6 L3A7 SWE
L3A, X Vv v v v v X v
L3As X Vv v v v v XY
LA, X Vv Vv Vv Vv VvV X v

Tabla 4.2: Anélisis de axiomas de L3Ag en las 16gicas L3Ayy.
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Axiomas

L3B1 L3B2 L3B3 L3B4 L3B5 L3B6 L3B7 L3BS8
L3A, X X v X v v v Y
L3A; X X v X X v v v
L3A, X X v X X v v v

Tabla 4.3: Anélisis de axiomas de L3Ag en las 16gicas L3Ayy.

Axiomas

L3A1 L3A2 L3A3 L3A4 L3A5 L3A6 L3A7 SWE

L3Bi, VAV S VA 4 v X v
L3Bi3 v o oo X v/ v X v
L3By4 v oo X v/ v X v
3B Vv Vv X v VW v
L3Bs VvV X v v v X v
3B, Vv Vv X Vv VvV VvV X v
3B Vv Vv X Vv vV VvV X v
3B, Vv VvV X vV vV Vv X v/
L3Bio v X v v v X v
L3Bi:, v v X v v v X v
L3By., VvV X v v v X v
L3Bus; v X v v v v Y
L3Bps v X v v v X v
L3Bnus vV X v v v o
L3Bue vV @V X v v v X v

Tabla 4.4: Andlisis de axiomas de L3Ag en las légicas L3Byy.
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Axiomas

L3B1 L3B2 L3B3 L3B4 L3B5 L3B6 L3B7 L3BS

3B, vv X VvV VvV / v v v
3B vv X VvV O/ X v / v
3By vv X VvV O/ X v v v
3B vv Vv Vv v X Y
3B Vv X VvV O/ X X v v
3B, vv X Vv o/ X X o
3B vv X Vv / X X o
3B vv X Vv vV VvV X A4
L3Bn, vvV X VV / X v v v
3B, vv X VvV O/ X v v v
L3Bu, vvV X VvV / X X v v
L3Bus vvV vV Y/ X v v v
L3Bny VvV X VvV O/ X v v v
L3Bus VvV VvV VO / X X v v
L3Bue vvV X VO / X X v v

Tabla 4.5: Anélisis de axiomas de L3Bg en las 16gicas L3Byy.

Comparar dos légicas permite determinar si alguna de ellas es extension de la otra, de no ser
asi se dice que las logicas son incomparables. En teoria de modelos, comparar las logicas L1 y L2
significa encontrar férmulas, a v 5, de modo que para una de ellas se tenga un modelo en una légica

pero no en la otra y viceversa [28], es decir:

EFL1 a pero |[rr2 a

FL2 B pero L1 f

Las Tablas 4.2 y 4.3 permiten demostrar las comparaciones a pares de las logicas L3Ay,. Por

ejemplo, se tiene que =13a,, L3B5 sin embargo 134, L3B5 y Fr3a,, L3B5, asi se tiene la
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4.4.

Comparacion de extensiones

siguiente proposicion.

Proposiciéon 26 La l6gica L3Aje no estd contenida en las logicas L3Arg y L3Ay4.

Con el analisis realizado no se encontré alguna formula que permita determinar si las légicas

L3Ajy son incomparables a pares.

Las Tablas 4.4 y 4.5 dan lugar a las comparaciones a pares entre las extensiones L3Byy.

Proposicion 27 En las extensiones de L3B mediante algin conectivo de implicacion se tiene:

II.

III.

Iv.

VI.

VII.

L3Bi» C L3By, con k € {3,4,6,7,8,9,10,11,12, 14, 16}.

L3By; ¢ L3By, con j € {3,4,10,11,14} y k € {6,7,8,12, 16}.
L3Bns G L3Bu, con k € {3,4,10,11, 14,15, 16}.

L3Bis C L3By, con k € {6,7,8,9,12,15,161.

L3By; ¢ L3By, con j € {6,7,8,12,16} y k € {9,10,11,13,14, 15}
L3B1g & L3Byx, con k € {12,16}.

L3B5 ¢ L3Bigs.

Demostracién I. En la Tabla 4.5 se verifica que [=p3B,, L3B5, a diferencia de las logicas

II1.

L3By3, L3By4, L3Bj6, L3By7, L3Bys, L3Bi10, L3Bi11, L3Bpi2, L3Bns, L3Bna y L3Bnie
en donde la féormula L3B5 no es tautologia. También se cumple que =r3B,, L3B6, contrario

a lo que sucede en la légica L3Byg, donde la formula no es tautologia.

Dado que una 2-tautologia en particular es tautologia, las légicas L3Bi3, L3By4, L3B0,
L3B111 v L3Byy4 validan las mismas férmulas, en particular L3B6 es tautologia en dichas
l6gicas. Por otra parte, en las légicas L3Brg, L3B17, L3B1s, L3B112 vy L3By16 la féormula
L3B6 no es tautologia.
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1. En las Tablas 4.4 y 4.5 se puede verificar que =r3B,; L3AT y =3B, L3B6. También
se observa que en las légicas L3By3, L3B14, L3By19, L3B111, L3B114 v L3By16 la féormula
L3AT7 no es tautologia. Ademas f~1,3B,,, L3B6.

1v. En la Tabla 4.4 se puede observar que f=1,38,; L3A7. Sin embargo, en las légicas L3Byy, con
k € {6,7,8,9,12,16} no sucede que la férmula L3AT sea tautologia. Por otra parte se tiene
que L3, L3B5 v 3B, L3B5.

v. Las logicas L3Byj, con j € {6,7,8,12,16} no se satisfacen las mismas férmulas, en particular
las férmulas L3B5, L3B6 y L3A7 no son tautologias. A diferencia de las légicas L3Bry
para k € {9,10,11,13, 14, 15}, donde se tiene 13B,, L3B5, FL3B,,, L3B6, ~=L3B,,, L3B6,
F13Bns L3AT, =L3B,,, L3B6 y =13B,,; L3AT. Asi L3By; & L3Byy.

VI. Observe que la férmula L3B5 es tautologia en la légica L3Bjg, no obstante en las légicas

L3Byy, con k € {12,16}, la férmula no se satisface.

VIL. Se tiene que [=1,3B;,; L3AT y ~L3B;,, L3AT.

Proposicion 28 La l6gica L3Bys es incomparable con las logicas L3Bys, L3Br1s v L3By5.

Demostracién Basta observar que en L3B1s las féormulas L3B5 y L3B6 son tautologias, mientras
que L3y, L3B5, L3, L3B6 y [~13B,; L3B6, luego L3Bj; ¢ L3Byy, con k € {5,13,15}.
Por otra parte, se tiene que =3B, L3AT de manera contraria a lo que sucede en las 16gicas L3Bys,

L3By13 v L3Byy5 donde la férmula es tautologia. Asi L3By & L3Byg, con k € {5,13,15}. |

Proposicion 29 Las légicas L3By3, L3B14, L3B11g, L3B111 y L3B114 no son comparables con
las l6gicas L3By5, L3Brg y L3By15.

Demostracién En la Tabla 4.5 se verifica que [=rLsp,, L3B6, para j € {3,4,10,11,14}. Sin
embargo en las l6gicas L3Byy, para k € {5,9,15}, la férmula L3B6 no es tautologia. Luego
L3Bj; & L3Byy. Por otra parte, la féormula L3A7 es tautologia en las l6gicas L3By5 y L3Biys,
mientras que %ngﬂj L3A7. Ademés [=r3B,, L3B5 y b&LgBjj L3B5. Asi L3By, & L3By;. [ |
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Proposicion 30 Las l6gicas L3Br1g, L3Br11, L3Br13 y L3Br14 no son comparables con la logica
L3By5.

Demostracién La Tabla 4.5 muestra que en las légicas L3Byy, con k € {10,11, 13,14} la férmula
L3B6 es tautologia, ademas se tiene que f~138,, L3B6, luego L3By & L3Bjs. Por otra parte,
la formula L3AT es tautologia en L3By5, sin embargo en las légicas L3By, eso no sucede. Luego,

L3B;s ¢ L3By. u

Proposicion 31 Las logicas L3Br1g, L3Br11, L3Bri3, L3B1i4 y L3Bris son incomparables con
la logica L3Big.

Demostracién Se tiene que [=1,38,, L3B5, sin embargo en las 16gicas L3Byy, con k € {10, 11, 13,14, 15},
la formula L3B5 no se satisface, luego L3Bjg & L3Bjk. Por otra parte, en las légicas L3Byk la
férmula L3B6 es tautologia. Sin embargo se tiene que s, L3B6. Ademas, Frsp,; L3B2 y
FLsB, L3B2. Asi L3Byk & L3Big. |

Las Proposiciones 28, 29, 30 y 31 son de especial relevancia, debido a que si dos légicas son
incomparables entonces los axiomas que las definen son diferentes. Por lo tanto si se tiene una
axiomatica para alguna de las 16gicas, automaticamente dichos axiomas son descartados al momento
de buscar la axiomatica que define a la otra légica. Por consiguiente la incomparabilidad de las

légicas indica que el razonamiento que se modela es distinto.

4.5. Leyes de De Morgan

En la Seccién 2.5 se mencionan propiedades de las l6gicas L3A y L3B, en particular las Propo-
siciones 8 y 9 se refieren a las leyes de De Morgan que se cumplen en L3A y L3B, respectivamente.
Cabe mencionar que las leyes de De Morgan presentadas en la Tabla 2.17, son las correspondientes
a la conjuncion, disyuncién y negacién, debido a que las logicas L3A y L3B carecen del conectivo
de implicaciéon. De modo que continuando con la notacién de la Tabla 2.17, en las extensiones las
leyes de De Morgan se enuncian, incluyendo el conectivo de implicacién, como a continuacién se

muestra.
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D1ia: FL (e AY) = —p V-1 D5a: FL ~(mp V) = oA
D1b: FL @ V- = —(p A1) D5b: FL @ A= = =(=p V1)
D2a: FL —(p V) = ~p At Déa: FL —(p V) = oAy
D2b: FL 2o A= = =(p V) D6b: FL o A = =(p V1)
D3a: FL (e AY) = oVt D7a: FL —(mp A=) = o VY
D3b: FL ¢V -1 = =(=p A1) D7b: FL ¢ Vi = =(=p A1)
D4a: FL ~(p A=) = —p Vi D8a: FL ~(mp V=) = o AP
D4b: FL —e VY — (o A ) D8b: FL e A — =(mp V)

Por otra parte, los Teoremas 5 y 6 indican que en las extensiones de las légicas L3A y L3B
se cumple el Teorema de la Deducciéon, méas ain las Proposiciones 13 y 18 senalan que las exten-
siones, son extensiones conservativas de L3A y L3B, respectivamente. Asi se siguen los siguientes

resultados.

Proposicion 32 Si L3Ayy es cualquier extension de la ldgica L3A, entonces en L3Aq solo se

cumplen las siguientes leyes de De Morgan: Dla, D2a, D2b, D3a, D4a, D5a, D6a, D7a y D8a.

Proposicion 33 Si L3Byk es cualquier extension de la légica L3B, entonces en L3Byy, solo se
cumplen las siguientes leyes de De Morgan: Dla, D2a, D2b, D3a, D4a, D5a, D5b, D6a, D6b, D7a, D8a
y D8b.
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Conclusiones

El objetivo principal de este trabajo fue estudiar algunas de las extensiones, que se obtienen al
agregar un conectivo de implicacién a las logicas paraconsistentes genuinas L3A y L3B. El interés
de realizar este estudio fue que actualmente se conocen pocas légicas paraconsistentes genuinas que
tengan los conectivos de negacién, conjuncién, disyuncién e implicacion. Por ejemplo las légicas

L3A¢g, L3B¢ y NH.

En 2014 Jean Yves Béziau y Anna Franceschetto definieron a las légicas paraconsistentes ge-
nuinas, como aquellas que rechazan NC y EC. Ademas, presentan las primeras légicas trivaluadas
paraconsistentes genuinas, con conjunto de valores de verdad finito, L3A y L3B. Pero estas légicas
solo tienen los conectivos de negacion, conjuncién y disyuncién. El conjunto de conectivos es un
elemento importante, ya que la expresividad de una logica se basa en él. Por tal motivo en 2017
Hernandez-Tello determina las implicaciones adecuadas para extender a las légicas L3A y L3B.
Maés atn, utiliza una de ellas para definir a las légicas L3Ag y L3Bg. Ademas las dota de un sis-
tema axiomatico tipo Hilbert. Quedando pendiente el estudio de algunas extensiones de las légicas

L3A y L3B, respectivamente 3 y 15.

Por otra parte, se planteé realizar un documento que fuera accesible para estudiantes de la
segunda mitad de licenciatura, por lo cual se presenté un desarrollo teérico gradual. Por tal mo-
tivo para las definiciones del Capitulo 1 se construyeron ejemplos que facilitardn su comprension.

Ademas, se demostraron resultados que en libros especializados se omiten sus pruebas.
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Conclusiones

Para senialar el desarrollo de la paraconsistencia, en el Capitulo 2, fue necesario estudiar 16gi-
cas no clasicas como las logicas multivaluadas, trivaluadas y paraconsistentes. Particularmente se
estudiaron las légicas 1.3, PAC, G3’ y B3. Ademsds se demostré que los principios NC y EC son
independientes, en el sentido que el incumplimiento de uno no implica ni excluye el cumplimiento
del otro. En este hecho radica la necesidad de desarrollar la paraconsistencia genuina. También se
analizaron los requisitos que deben cumplir los conectivos de las logicas trivaluadas, para que se
pueda tener una légica paraconsistente genuina. Esto permitié presentar a las légicas paraconsis-

tentes trivaluadas genuinas L3A y L3B, asi como algunas de sus propiedades mas relevantes.

Para lograr el objetivo principal del trabajo fue necesario estudiar la importancia del conecti-
vo de implicacién en una légica. Mas atun, sefialar las condiciones que se le piden al conectivo de
implicacién, de ser extension conservativa, neoclasica, para ser adecuada para las logicas L3A y
L3B. Este trabajo ya habia sido realizado en [28] y [19] por Hernandez-Tello et al. Sin embargo en
el Capitulo 3 se hizo un analisis completo sobre ese estudio, observando que las implicaciones para

L3A estan contenidas en el conjunto de implicaciones para L3B.

Una vez conocidas las implicaciones que permitirian extender a las l6gicas L3A y L3B. Se
procedié a estudiar a las extensiones L3A, v L3By,. Entre los aportes de esta tesis estd la codi-
ficacion de las extensiones L3Aj v L3Byy, asi como el conjunto de axiomas de las logicas L3Ag
y L3B¢g . Para eso fue necesario aprender el lenguaje de programacion DLV. Otro aporte es que
se obtuvieron algunas comparaciones entre las légicas L3A y comparaciones entre las légicas
L3Byy, en concreto las Proposiciones 28, 29, 30 y 31, cabe sefialar que los resultados presentados

en la Seccién 4.4 son originales.

Como trabajo a futuro se plantea el estudio de las extensiones L3Ap y L3By, desde la pers-
pectiva de teoria de prueba. En 2017 solo una extensiéon de L3A y una extensién de L3B contaban
con un sistema axiomatico tipo Hilbert, las 16gicas L3Ag y L3Bqg. Recientemente en [25] han
presentado a la logica NH, la cual corresponde a la logica L3By5 con un sistema axiomatico tipo

Hilbert. De modo que faltan varias extensiones por dotar de un sistema axiomatico tipo Hilbert.
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Apéndice A

DLV

Para analizar los axiomas de las légicas L3Ag y L3Bg en las extensiones de las 16gicas L3A
y L3B con un conectivo de implicacién, se hizo uso de programacién declarativa. Para lo cudl se
utilizo el lenguaje DLV. En este apéndice se da una breve nocién sobre la programacion declarativa

y DLV. Ademaés se presenta el codigo de algunos programas empleados.

“Existen distintas escuelas de pensamiento sobre las formas de ver a la programacién llamadas
paradigmas. Un paradigma de programacion provee (y determina) la visién y métodos que un
programador utiliza en la construccién de un programa. Diferentes paradigmas resultan en diferentes

estilos de programacion y en diferentes formas de pensar la solucién de los problemas.” [25]

Por su parte los lenguajes de programacién proveen implementaciones para las herramientas
conceptuales descritas por los paradigmas. “Por lenguajes de programaciéon entenderemos medios
eficientes de comunicacién computadora-humano, tales lenguajes difieren de acuerdo al tipo de in-
formacion que se desee comunicar a la computadora; hay dos tipos basicos de lenguajes, algoritmico

y declarativo” [20].

“Los lenguajes declarativos son lo méas parecido al idioma en su potencia expresiva y funcio-
nalidad, estan en el nivel més alto respecto a otros. Son fundamentalmente lenguajes de 6rdenes,

dominados por sentencias que expresan lo que hay que hacer en vez de como hacerlo” [20].
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Apéndice A. DLV

DLV Es un sistema de base de datos deductivas basado en programacién logica.

e Hechos: cldusulas aceptadas como verdaderas.

valor de verdad (0).

e Reglas: clausulas formadas por una cabeza y un cuerpo.

conj (0, X,0):—v(X).

e Restricciones: son reglas en forma negativa.

:— impl(X,Y,Z), des(X), des(Z), v(Y), not des(Y).

Sintaxis de DLV
e Constantes: letras mintsculas, guién bajo y digitos.

e Variables: letras mayusculas y combinacién de letras maytsculas seguidas de guiéon bajo o

digitos.

e Términos: una constante o una variable.

A.1. Cobdigo extensiones de L3A

El siguiente cédigo es un machote de los programas para analizar las diferentes extensiones de

la 16gica L3 A, lo inico que se debe cambiar es la definicién del conectivo de implicacién, adecuando

la etiqueta de los hechos. En el apartado A.3 de este apéndice, se presenta el cddigo de las impli-

caciones para extender a las logicas L3A y L3B.

% Este programa contiene una lista de axiomas para analizar las extensiones de la 16gica L3A

% con una implicacion.

% Fecha de elaboracién: Diciembre 2018.

% Autor: Yaretzi Lopez Gomez, J. Alejandro Herndndez-Tello.
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% Corre en DLV.

% Se requiere que el ejecutable dlv.bin y el archivo axiomas.txt se encuentre en la misma direccién.
% El archivo de salida (respuesta.txt) se crea con el operador “>".

% Antes de ejecutar, en la terminal se ubica en la direccién de los archivos.

% Comando para ejecucion: ./dlv.bin axiomas.txt >respuesta.txt

% Se pueden agregar modificadores de salida como silent"para eliminar titulo y espacios en el

% archivo de salida o “-filler=nombreDelHecho” ;

% Por ejemplo ./dlv.bin axiomas.txt - silent -filter=impl axiomas.txt >respuesta.txt

% Definicion de los valores de verdad:

%Definicion de valores designados:

des (X):— v(X), X!=0.

% Definicion de los conectivos primitivos de la l6gica L3A :
% Negacion:

neg (0,2).
neg(1,2).
neg (2,0).

% Conjuncion:

conj (0,X,0) :— v(X).
conj (1,X,X) :— v(X).
conj (X, X,X) :— v(X).
conj(Y,X,Z):—conj (X,Y,Z).

79



Apéndice A. DLV

% Disyuncion:

dis (X, X,X) :— v(X).
dis (X,Y,Y) :— v(X), v(Y), X <Y.
dis (X,Y,X) :— v(X), v(Y), Y < X.

% Implicacion IX

%o— 01 2
%012 1 2
%10 2 2
%210 1 2

>~

X,0,0

): , XI=0
X,X,2): —

):

):

<

impl
X
X

<

impl .
X,2,2 .
X, 1,1

|
<

(X)
(X)
impl (X)
(X)

~—~~ o~ N

>~

, XI=1

<

impl

% Otros Conectivos

% Doble negacion

nneg (X,Z):— v(X), neg(X,Z1), neg(Zl, Z).

% G
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% Regla de inferencia: Modus ponens

:— impl(X,Y,Z), des(X), des(Z), v(Y), not des(Y).
MP(Y):— impl(X,Y,Z), des(X), des(Z), v(Y).

% Axiomas

% Cwl

cwl (X,R): —neg(X,N), dis(X,N,R).

%Cw2

cw2(X,R):— v(X), nneg(X,Z1),impl(Z1,X,R).

% WE

we(X,Y,R):— v(X), v(Y), neg(X,Z1), neg(Z1,Z2),impl(Z1,Y,W),impl(Z2,W,R).
% L3A1

13a1 (X,Y,R):—impl (X,Y,Z1), nneg(X, N1), nneg(Y, N2), impl(N1,N2,7Z2),
conj(Z1, 7Z2, WI1), nneg(Z1,W2), impl(W1,W2,R).

% L3A2

13a2 (X,Y,R):— impl(X,Y,Z), nneg(Z,W1), nneg(X,N1), nneg(Y,N2),impl(N1,N2,W),
impl (WL,W,R).

% L3A3

13a3 (X,Y,R):— neg(X,N1), neg(Y,N2), conj(N1,N2,Z), conj(X,Y, Z2), neg(Z2,N),
impl(Z,N,R).

% L3A4

13a4 (X,Y,R):— nneg(Y,N), conj(X,N,Al), conj(X,Y,A2), nneg(A2,N1),
impl (A1,N1, R).
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% L3A5

13a5 (X,Y,R):— dis(X,Y,Al), neg(Al1,N), neg(X,N1), impl(N,N1,R).

% L3A6

13a6 (X,Y,R):— neg(X,N1), neg(Y,N2), conj(NI1,N2,A), dis(X,Y,0), neg(O,N),
impl (A,N,R).

% L3AT

13a7 (X,Y,R):— impl(X,Y, I), neg(I,N), neg(Y,N1), conj(X,N1,A), impl(N,AR).

% SWE

swe (X,Y,R): —nneg (X,N1), conj(X,X,A), neg(A,N), impl(N,Y,Z), impl(N1,Z,R).

% L3B1

13b1(X,Y,R): —conj (X,Y,A), n(A,N), neg(X,N1), neg(Y,N2), conj(N1,N2, A2),
g(A2,G), impl(N,G,R).

% L3B2

13b2 (X,Y,R):—impl (X,Y,I), neg(I,N1), neg(Y,N), conj(X,N,A), impl(N1,AR).

% L3B3

13b3 (X,R): —n(X,N), neg(N,Z), g(N,G), impl(Z,G,R).

%L3B4

13b4 (X,Y,R): —neg (X,N1), n(Y,N), neg(N,N2), conj(N1,N2,A), conj(X,Y,A2),
neg (A2,N3), impl(A,N3,R).

%L3B5

13b5(X,Y,R): —impl (X,Y,I), n(I,N), n(X,Z), g(Z,G), impl(N,G,R).
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% L3B6

13b6 (X,Y,R): —neg(Y,N1), conj(X,N1,A), n(X,N), neg(N,N2), conj(A,N2,A3),
impl(X,Y,I), neg(I,Z), impl(A3,Z,R).

%L3B7

13b7(X,Y,R): —dis (X,Y,Z), neg(Z,N), neg(X,Z1), impl(N, Z1,R).

% L3B8

13b8 (X,Y,R):— neg(X,N1), neg(Y,N2), and(N1,N2,A), or(X,Y,Z), neg(Z,N),
impl (A,N,R).

A.2. C(Cobdigo extensiones de L3B

Para analizar las extensiones de las légicas L3A y L3B se emplean los mismos elementos: con-
junto de axiomas, conectivos extras y regla de inferencia. De los cuales el c6digo se encuentra en la
parte A.1, entonces a continuacién tinicamente se muestra el c6digo que define a los conectivos de
L3B. El programa queda completo con el cédigo correspondiente a los axiomas, conectivos extra y

regla de inferencia.

% Este programa contiene los conectivos que definen a la légica L3B.

% Fecha de elaboracién: Diciembre 2018.

% Autor: Yaretzi Lépez Gomez, J. Alejandro Herndndez-Tello.

% Corre en DLV.

% Se requiere que el ejecutable dlv.bin y el archivo axiomas.txt se encuentre en la misma direccién.
% El archivo de salida (respuesta.txt) se crea con el operador “>".

% Antes de ejecutar, en la terminal se ubica en la direccién de los archivos.

% Comando para ejecucion: ./dlv.bin axiomas.txt >respuesta.txt
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% Definicion de los valores de verdad:

% Definicion de los valores de verdad:

des (X):— v(X), X!=0.

% Definicion de los conectivos primitivos de la légica L3B:
% Negacion:

neg (0,2).
neg(1,1).
neg(2,0).

% Conjuncion:

conj (0,X,0) :— v(X).

conj (X,X,2) :— v(X), X!=0.
conj(Y,X,Z):—conj (X,Y,Z).
conj(1,2,1).

% Disyuncidn:

dis (X,X,X) :— v(X).
dis (X,Y,Y) = v(X), v(Y), X < Y.
dis (Y,X,R): — dis (X,Y,R).

A.3. Cébdigo implicaciones

% Este programa contiene las implicaciones aceptables para extender a la l6gica L3A y L3B.

% Fecha de elaboracién: Diciembre 2018.
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% Autor: Yaretzi Lépez Gomez, J. Alejandro Hernandez-Tello.

% Corre en DLV.

% Se requiere que el ejecutable dlv.bin y el archivo axiomas.txt se encuentre en la misma direccién.
% El archivo de salida (respuesta.txt) se crea con el operador “>".
% Antes de ejecutar, en la terminal se ubica en la direccién de los archivos.

% Comando para ejecucion: ./dlv.bin axiomas.txt >respuesta.txt

% Implicacion Godel:

%— 01 2
%0 2 2 2
%110 2 2
%210 1 2

implg (X,0,0): — v(X), X!=0.
)

implg (X,Y,2): — v(X), v(Y), X<=Y.

implg (2,1,1).

% Implicacion I2:

=0 1 2

%012 1 2

%110 2 2

%210 1 2
impl2 (X,0,0): — v(X), X!=0
impl2 (X,X,2): — v(X).
impl2 (X,2,2): — v(X).
impl2 (X,1,1):— v(X), X!=1
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% Implicacion 13:
%—0 1 2

%012 2 2
%110 2 1
%210 1 2

impl3(X,0,0): —
impl3(0,Y,2): —
impl3 (X,X,2): —
impl3(2,Y,Y):—
impl3(1,2,1).

% Implicacion 1j:
%—0 1 2
%012 1 2
%110 2 1
%210 1 2
impl4 (X,0,0): —
impl4 (X,X,2): —
impl4 (X,2,2): —
impl4 (X,1,1): —
impl4 (1,2,1).

% Implicacion I5:
%—0 1 2

%0
%1
%02

o O N
NN
NN N
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a
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<

al
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<
rr sz
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impl5(0,0,2).

% Implicacion I6:
%—0 1 2

%012 1 2
%110 1 1
%210 2 2
impl6 (X,0,0): — v
impl6(0,Y,2):
impl6 (X,1,X):

impl6 (X,2 ,X):— v
impl6 (0,1,1).

% Implicacion I7:

No—0 1 2

%012 2 2

%110 2 1

%210 2 2
impl7(X,0,0): — v(X), X!=0.
impl7(0,Y,2): — v(Y).
impl7(X,1,2): — v(X).
impl7 (X,2,X):— v(X), X!=0.

% Implicacion I8:
%—0 1 2

%0112 1 2
%10 2 1
%210 2 2
impl8(X,0,0): — v(X), X!=0.
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impl8(0,Y,2): — v(Y), Y!=1
impl8 (X,2,X):— v(X), X!=0.
impl8(X,1,2): — v(X), X!I=0
impl8(0,1,1).

% Implicacion 19:

=0 1 2

%012 1 2

%110 2 2

%210 2 2
impl9 (X,0,0): — v(X), X!=0.
impl9 (0,Y,2): — v(Y), Y!=1.
impl9 (X,2,2): — v(X).
impl9 (X,1,2): — v(X), X!=0
impl9 (0,1,1).

% Implicacion 110:
Bo—0 1 2

%012 1 2
%110 1 2
%210 1 2

impl10(X,0,0): — v(X), X!=0.

impll10(X,2,2): — v(X).

(
impll10(X,1,1): — v(X).
(
impl10(0,0,2).
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% Implicacion 111:
%—0 1 2

%012 2 2
%110 1 1
%210 1 2
impl11(X,0,0): —v(X), X!=0.
(0,Y,2):— v(Y).

(X,1,1):— v(X), X!I=
implll (X,2,X):— v(X), Xl=

implll
implll

% Implicacion 112:
Bo—0 1 2

%012 1 2
%110 1 2
%210 2 2
impl12(X,X,2):— v
impl12(1,Y,Y):— v
impl12(0,Y,Y):— v
(
(

impl12(2,0,0).

% Implicacion 113:
%—0 1 2

%012 2 2
%10 1 2
%210 1 2
impl13(0,Y,2):— v(Y).
impll13(1,Y,Y):— v(Y).
impl13(2,Y,Y):— v(Y).
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% Implicacion I14:

%—>0 1 2

%012 1 2

%110 1 1

%210 1 2
impll14(X,0,0): — v(X), X!=0
impl14(0,X,2):— v(X), X!=1
impl14 (Y,1,1):— v(Y).
impl14 (Y,2,Y):— v(Y), Y!=0
% Implicacion 115:

=0 1 2

%012 2 2

%110 1 2

%210 2 2
impll5(X,0,0): — v(X), X!=0
impll5(0,Y,2): — v(Y).
impll5(X,2,2): — v(X)
impll5(X,1,X):— v(X), X!=0
% Implicacion I116:

=0 1 2

%012 2 2

%110 1 1

%210 2 2
impl16(X,0,0): — v(X), X!=0
impl16(0,Y,2): — v(Y).
impll16(1,Y,1):— v(Y), Y!=0.
impll16(2,Y,2):— v(Y), Y!=0.
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Tablas de verdad de axiomas

L3A2 || L3A3 || L3A4 || L3A5 || L3A6 || L3A7

Cw2 || WE || L3A1

e || ¥ || Cwl

Tabla B.1: Axiomas L3A con 12
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L3B4 || L3B5 || L3B6 || L3B7 || L3B8

L3B3

L3B2

w || ¥ || SWE || L3B1

Tabla B.2: Axiomas L3A con 12

L3A2 || L3A3 || L3A4 || L3A5 || L3A6 || L3A7

Cw2 || WE || L3A1

w || Y| Cwl

Tabla B.3: Axiomas L3A con I3

L3B4 || L3B5 || L3B6 || L3B7 || L3B8

L3B3

L3B2

@ || ¥ || SWE || L3B1

Tabla B.4: Axiomas L3A con I3
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L3A2 || L3A3 || L3A4 || L3A5 || L3A6 || L3A7

Cw2 || WE || L3A1

v |l Y| Cwl

Tabla B.5: Axiomas L3A con 14

L3B4 || L3B5 || L3B6 || L3B7 || L3B8

L3B3

L3B2

@ || ¥ || SWE || L3B1

Tabla B.6: Axiomas L3A con I4

L3A2 || L3A3 || L3A4 || L3A5 || L3A6 || L3A7

Cw2 || WE || L3A1

w || Y| Cwl

Tabla B.7: Axiomas L3B con 12
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L3B4 || L3B5 || L3B6 || L3B7 || L3B8

L3B3

L3B2

w || ¥ || SWE || L3B1

Tabla B.8: Axiomas L3B con 12

L3A2 || L3A3 || L3A4 || L3A5 || L3A6 || L3A7

Cw2 || WE || L3A1

w || Y| Cwl

Tabla B.9: Axiomas L3B con I3

L3B4 || L3B5 || L3B6 || L3B7 || L3B8

L3B3

L3B2

@ || ¥ || SWE || L3B1

Tabla B.10: Axiomas L3B con I3
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L3A2 || L3A3 || L3A4 || L3A5 || L3A6 || L3A7

Cw2 || WE || L3A1

v |l Y| Cwl

Tabla B.11: Axiomas L3B con 14

L3B4 || L3B5 || L3B6 || L3B7 || L3B8

L3B3

L3B2

@ || ¥ || SWE || L3B1

Tabla B.12: Axiomas L3B con 14

L3A2 || L3A3 || L3A4 || L3A5 || L3A6 || L3A7

Cw2 || WE || L3A1

w || Y| Cwl

Tabla B.13: Axiomas L3B con I5
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L3B4 || L3B5 || L3B6 || L3B7 || L3B8

L3B3

L3B2

w || ¥ || SWE || L3B1

Tabla B.14: Axiomas L3B con I5

L3A2 || L3A3 || L3A4 || L3A5 || L3A6 || L3A7

Cw2 || WE || L3A1

w || Y| Cwl

Tabla B.15: Axiomas L3B con 16

L3B4 || L3B5 || L3B6 || L3B7 || L3B8

L3B3

L3B2

@ || ¥ || SWE || L3B1

Tabla B.16: Axiomas L3B con 16
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L3A2 || L3A3 || L3A4 || L3A5 || L3A6 || L3A7

Cw2 || WE || L3A1

v |l Y| Cwl

Tabla B.17: Axiomas L3B con I7

L3B4 || L3B5 || L3B6 || L3B7 || L3B8

L3B3

L3B2

@ || ¥ || SWE || L3B1

Tabla B.18: Axiomas L3B con I7

L3A2 || L3A3 || L3A4 || L3A5 || L3A6 || L3A7

Cw2 || WE || L3A1

w || Y| Cwl

Tabla B.19: Axiomas L3B con I8
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L3B4 || L3B5 || L3B6 || L3B7 || L3B8

L3B3

L3B2

w || ¥ || SWE || L3B1

Tabla B.20: Axiomas L3B con I8

L3A2 || L3A3 || L3A4 || L3A5 || L3A6 || L3A7

Cw2 || WE || L3A1

w || Y| Cwl

Tabla B.21: Axiomas L3B con 19

L3B4 || L3B5 || L3B6 || L3B7 || L3B8

L3B3

L3B2

@ || ¥ || SWE || L3B1

Tabla B.22: Axiomas L3B con 19
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L3A2 || L3A3 || L3A4 || L3A5 || L3A6 || L3A7

Cw2 || WE || L3A1

v |l Y| Cwl

Tabla B.23: Axiomas L3B con 110

L3B4 || L3B5 || L3B6 || L3B7 || L3B8

L3B3

L3B2

@ || ¥ || SWE || L3B1

Tabla B.24: Axiomas L3B con 110

L3A2 || L3A3 || L3A4 || L3A5 || L3A6 || L3A7

Cw2 || WE || L3A1

w || Y| Cwl

Tabla B.25: Axiomas L3B con I11
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L3B4 || L3B5 || L3B6 || L3B7 || L3B8

L3B3

L3B2

w || ¥ || SWE || L3B1

Tabla B.26: Axiomas L3B con 111

L3A2 || L3A3 || L3A4 || L3A5 || L3A6 || L3A7

Cw2 || WE || L3A1

w || Y| Cwl

Tabla B.27: Axiomas L3B con 112

L3B4 || L3B5 || L3B6 || L3B7 || L3B8

L3B3

L3B2

@ || ¥ || SWE || L3B1

Tabla B.28: Axiomas L3B con 112
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L3A2 || L3A3 || L3A4 || L3A5 || L3A6 || L3A7

Cw2 || WE || L3A1

v |l Y| Cwl

Tabla B.29: Axiomas L3B con 113

L3B4 || L3B5 || L3B6 || L3B7 || L3B8

L3B3

L3B2

@ || ¥ || SWE || L3B1

Tabla B.30: Axiomas L3B con 113

L3A2 || L3A3 || L3A4 || L3A5 || L3A6 || L3A7

Cw2 || WE || L3A1

w || Y| Cwl

Tabla B.31: Axiomas L3B con 114
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L3B4 || L3B5 || L3B6 || L3B7 || L3B8

L3B3

L3B2

w || ¥ || SWE || L3B1

Tabla B.32: Axiomas L3B con 114

L3A2 || L3A3 || L3A4 || L3A5 || L3A6 || L3A7

Cw2 || WE || L3A1

w || Y| Cwl

Tabla B.33: Axiomas L3B con 115

L3B4 || L3B5 || L3B6 || L3B7 || L3B8

L3B3

L3B2

@ || ¥ || SWE || L3B1

Tabla B.34: Axiomas L3B con 115
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L3A2 || L3A3 || L3A4 || L3A5 || L3A6 || L3A7

Cw2 || WE || L3A1

v |l Y|l Cwl

Tabla B.35: Axiomas L3B con 116

L3B4 || L3B5 || L3B6 || L3B7 || L3B8

L3B3

L3B2

o [ ] SWE [ L3B1

Tabla B.36: Axiomas L3B con 116
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