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Abstract

In this paper the deduction of the Lorenz model is presented; in which the
behavior of the fluid confined in a two-dimensional cell is modeled, in this process
intervence the flow of heat by convection and conduction, pressure, temperature
and external forces.

This model is deduced from the second law of Newton, studying the forces that
influence only one particle bidimensional fluid. The deduction of Lorenz system
is explained in terms of partial differential equations; an explicit solution of the
system is given, exposing the reduction of the system to a system of ordinary
differential equations which are know as the Lorenz model. Finally, a study the
Lorenz model is made, and the interpretation of solutions of this model is given
in terms of the problem initially raised.
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Introduccion

A lo largo de su paso por la tierra, el ser humano ha sentido la necesidad de
entender y predecir lo que sucederd con el clima en un futuro; esto debido a que el
clima influye en practicamente todas las actividades humanas principalmente en
la agricultura, la pesca, el transporte y muchas otras actividades econémicas. Por
estas y muchas otras razones es necesario conocer el estado del tiempo, ya que de
ello depende cémo se actuard ante tales circunstancias.

El hombre, en su afan de entender y explicar el mundo que lo rodea, ha creado
versiones simplificadas de su entorno llamadas modelos; que intentan dar informa-
cion de manera aproximada de los eventos que ocurren en el planeta Tierra, con la
firme intencién de saber cuando ocurrird dicho evento; es asi como los modelos ma-
tematicos también tratan de describir lo que sucede en la naturaleza, incluyendo
el estado del tiempo.

Cuando se crea un modelo matematico, se trata de tomar en cuenta el mayor
nimero de variables posibles que influyen en el fenémeno que se esta estudiando,
pensando que entre mayor sea el niimero de variables que intervienen en el modelo,
este serd mas preciso; sin embargo, es bien sabido que a mayor nimero de variables
el modelo es méds complicado en su resolucién. Asi, el modelar el clima o el estado
del tiempoﬂ es un proceso en el cual se desea obtener un prondstico del estado de la
atmosfera, mediante la solucién de un sistema de ecuaciones (modelo matemadtico)
que describen la evolucién del tiempo atmosférico, como la velocidad del viento,
la presién atmosférica y la temperatura.

Predecir cémo sera el estado del tiempo puede parecer algo sencillo, ya que si
el cielo esta nublado, probablemente llueva y también se sabe que en verano, la
temperatura es alta y en diciembre siempre hace frio al menos en el hemisferio
norte; sin embargo, lo complicado estd en predecir lo que sucedera con el clima
o el tiempo en una fecha y lugar determinados. Ya que la atmosfera estd en un
incesante y continuo cambio; un estado atmosférico parece que nunca se repite,
los vientos no dejan de fluir, la humedad, presién y temperatura estan cambiando

1En la seccién 1.1.1 se explica la diferencia entre estado del tiempo y clima.



todo el tiempo, asi que el estado del tiempo es un tanto determinista y en una
gran mayoria cadtico ya que predecir el futuro del estado atmosférico pareciera
que depende del azar y del comportamiento de las variables que intervienen en
el fenémeno. La atmésfera es un fluido, por lo que las ecuaciones utilizadas para
tratar de predecir su comportamiento y por ende el estado del tiempo, son las
ecuaciones generales de la mecanica de fluidos, para el caso de una capa aislada
de aire seco o con vapor de agua. La prediccién del tiempo se lleva a cabo a partir
de un modelo matematico formulado en la mayoria de las veces por un sistema
de ecuaciones en derivadas parciales, las cuales traducen las leyes generales de la
Fisica que rigen la atmosfera terrestre.

En esta tesis se estudié el modelo matematico del pronéstico del tiempo pro-
puesto por Edward Lorenz en su famoso articulo “Deterministic non periodic
flows” [I7], este estudio se realizé desde la perspectiva de los sistemas dindmi-
cos continuos con respecto a la tendencia original.

Desafortunadamente, en muchos de los articulos que explican la deduccién del
modelo de Lorenz, se da una deduccién puramente tedrica o se omiten detalles
importantes de la fisica del sistema. Es por esto, que esta tesis tuvo como obje-
tivo general, exponer la deduccién del modelo de Lorenz de una forma detallada
explicando los supuestos del mismo. Esto nace por la curiosidad de saber si las
ecuaciones de Lorenz son capaces de predecir el estado del tiempo de una regién
en particular, asi que era necesario entender céomo las ecuaciones de Lorenz se
relacionan con el estado del tiempo.

Se estudié el fluido confinado en una celda y se considerd el flujo de calor,
con el objetivo de simular el comportamiento de la atmédsfera terrestre, a grandes
rasgos se ha observado que el sol calienta la atmédsfera y la superficie terrestre
proporcionando una enorme fuente de energia térmica, el océano y el espacio
sacan esa energia fuera de la atmdésfera. A medida que tiene lugar este evento; el
aire se eleva sobre el suelo caliente debido a la conveccion hasta alcanzar el punto
de rocidZI donde se condensa para formar nubes. Por otra parte, la temperatura de
la tropdsfera desciende con la altura, lo que provoca que el aire se enfrie, se vuelva
mas denso y caiga. De esta manera se crean corrientes de conveccién provocando
asi el estado del tiempo.

Para deducir el sistema de Lorenz, primeramente se investigé como se dan
los cambios climaticos en la atmésfera terrestre. Asi, el capitulo uno contiene
la descripcién fisica del problema, particularmente, se describe la conveccion at-
mosférica, que es la responsable de los fendmenos meteorolégicos en el planeta.
Se explica la diferencia entre estado del tiempo y clima como objetos de estudio

2A la temperatura a la que se enfria una masa de aire para producir la condensacién sin variar
su contenido de vapor de agua, se le denomina punto de rocio.



de la meteorologia y la climatologia respectivamente, el medio donde ocurren los
fenémenos meteorologicos y climaticos es la atmdsfera; razén por la cual se hace
una breve descripcién de las capas que la conforman, dando especial importancia
a la primera capa llamada tropdsfera ya que en ella ocurren la mayoria de los
cambios en el estado del tiempo. Finalmente, se describe el problema de estudio,
es decir, la conveccién atmosférica y las variables que intervienen en este proceso
como la presién atmosférica, la estabilidad vertical y las consecuencias que provoca
la conveccién natural.

En el segundo capitulo, se realiza una deduccién detallada de las ecuaciones
de Lorenz partiendo de la segunda ley de Newton para explicar y predecir el com-
portamiento (movimiento) de un fluido, asf como las fuerzas que actiian sobre él;
estas fuerzas son la presién, la friccién y la fuerza de flotacion. Con este proce-
so se llega a obtener la ecuacion en derivadas parciales, llamadas ecuaciones de
Navier-Stokes para el movimiento de fluidos, al introducir una funcién llamada
de corriente, se obtiene la ecuacién de Navier-Stokes en términos de la vorticidad.
Se analiza cémo la temperatura afecta el transporte de calor por conduccion y
conveccién para obtener un sistema de Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDPs)
que describen el movimiento de la particula de fluido en términos de la funcién de
corriente y la temperatura.

En el capitulo tres, se busca una solucién explicita para el sistema de ecuaciones
diferenciales parciales, empleando el método de separacién de variables.

En el capitulo cuatro, se linealiza el sistema y las soluciones encontradas se sus-
tituyen en el sistema original de EDPs para obtener un sistema de dos Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias (EDOs). Durante este proceso, se encuentra la tempera-
tura a la cual se debe encontrar la placa inferior para iniciar la conveccién. Al
estudiar la estabilidad del sistema se obtiene un sistema tridimensional de EDOs
llamado sistema de Lorenz. Finalmente, se hace un andlisis cualitativo del sistema
de Lorenz donde se estudian los puntos de equilibrio, analizando la estabilidad del
sistema en cada uno de ellos, empleando el teorema de Liapunov.

Para concluir se presentan los resultados de la tesis dando respuesta a los
objetivos planteados al inicio del trabajo.






Capitulo 1

Descripcion fisica del
problema

1.1. Conceptos basicos de meteorologia

1.1.1. Meteorologia, estado del tiempo y clima

La Meteorologia es la ciencia encargada del estudio de la atmosfera, de sus
propiedades y de los fendmenos que en ella tienen lugar, los llamados meteoros.
El estudio de la atmésfera se basa en el conocimiento de una serie de magnitu-
des, o variables meteoroldgicas, como la temperatura, la presién atmosférica o la
humedad, las cuales varian tanto en el espacio como en el tiempo.

Cuando describimos las condiciones atmosféricas en un momento y lugar con-
cretos, estamos hablando del tiempo atmosféricﬂ Todos sabemos que el tiempo
atmosférico es uno de los principales condicionantes de las actividades que reali-
zamos, especialmente de aquellas que se realizan al aire libre ya que nos permite
predecir si el tiempo sera célido, frio, lluvioso, seco, etc. ([23]).

Por otro lado, la Organizacién Meteorolégica Mundial define al clima como las
condiciones meteorolégicas medias para el mes y el ano, que tienen lugar en una
regién a lo largo del tiempo, calculadas sobre un periodo de 30 anos. Los fenémenos
de tipo meteoroldgico, se pueden clasificar en fenémenos térmicos como frio y calor,
mecanicos como la velocidad del viento y acuosos entre los que se encuentran
la formacién de nubes y precipitaciones. El clima es el objeto de estudio de la
climatologia.

IEstado del tiempo.
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1.1.2. La atmodsfera

La atmdsfera es una capa gaseosa compuesta principalmente por nitrégeno,
oxigeno y vapor de agua; todos ellos indispensables para la existencia de la vida
en nuestro planeta. En la atmosfera se llevan a cabo los procesos de evaporacion
de los rios, mares y lagos, esto hace posible la condensacién en forma de nubes y la
precipitacién en forma de lluvia. La atmdsfera también actiia como un filtro pro-
tector contra las radiaciones ultravioleta y otras radiaciones provenientes del sol.
Ademas, regula la temperatura del planeta impidiendo que existan calentamientos
o enfriamientos bruscos.

1.1.3. Capas de la atmoésfera

Existen varios criterios para obtener las regiones verticales en que se divide
la atmosfera; sin embargo, la que nos interesa en esta tesis es la particién de la
atmosfera en funcion de la variacion de la temperatura y la altura, en esta division
se cuentan cuatro capas que se muestran en la Figura 1.1.

ALTITUD EN Km

Transbordador

TERMOSFERA :
espacial

MESOSFERA  —  Meteoros

Capa de ozono
ESTRATOSFERA

Globo aerostatico

ausa TROPOSFERA |  MonteEverest
+ _ Vuelo comergial

TEMPERATURA EN °C

Figura 1.1: Capas de la atmdsfera. La curva indica cémo cambia la temperatura
en cada una de las capas de la atmdsfera.

Como se detalla en [] y [23], la tropdsfera, es la capa que estd en contacto
con la superficie. Se extiende hasta unos 10 km de altura, a lo largo de los cuales
la temperatura disminuye a razén de unos 6 6 7 °C de media cada kilémetro.
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Asi, la temperatura en su limite superior, llamado tropopausa, llega a ser de unos
—50°C'. En esta capa tienen lugar la formacién de nubes y la precipitacién en for-
ma de lluvia. Entre la superficie y los tres primeros kilémetros, se observan capas
isotermas, en las que la temperatura se mantiene constante, y otras en las que la
temperatura aumenta con la altura, llamadas inversiones térmicas, debido a estas
variaciones en la temperatura se producen importantes movimientos convectivos
horizontales y verticales de masas de aire.

La segunda capa es la llamada estratdsfera, comienza a los 10 km de altura
y tiene un limite superior de aproximadamente 45 km, aqui el aire se mueve so-
lamente de manera horizontal, no existe vapor de agua y la temperatura va en
aumento hasta alcanzar los 0°C' en la estratopausa. La caracteristica mas impor-
tante de la estratdsfera es que en su interior se encuentra la capa de ozono, que
absorbe la mayor parte de las radiaciones ultravioleta que son muy peligrosas para
la vida.

La mesdsfera, es la zona entre 45 y 85 km en la cual la temperatura disminuye
rapidamente con la altura hasta llegar a los —90°C' en la mesopausa que es el punto
mas frio de la atmdsfera. Aqui se producen las auroras boreales y se desintegran
los meteoritos por la fricciéon con el oxigeno.

Finalmente, se encuentra la termdsfera que se extiende desde los 85 km hasta
los 1600 km y su temperatura puede exceder los 1000°C'; esto quiere decir que la
temperatura aumenta con la altura, esta capa contiene poco aire predominando
el hidrégeno y el helio.

1.2. Dinamica vertical de la atmosfera

La capa maés importante de la atmésfera para el estudio del cambio atmosféri-
co es la troposfera, ya que aqui es donde suceden los fenémenos meteoroldgicos.
La formacion de nubes y precipitaciones en la atmosfera son producto de los
movimientos verticales del aire es decir, corrientes convectivas. Los fenémenos
convectivos son procesos de transporte principalmente de calor producidos por el
movimiento de un fluido en la atmdsfera; este fluido es aire humedo formado por
una mezcla de aire seco y vapor de agua. Existen tres formas de calentamiento
en la atmoésfera, una de ellas es la radiacion donde el calor se transmite a través
de ondas electromagnéticas, las cuales viajan a través del vacio. Otra es la con-
duccion que se da cuando existe contacto directo, especialmente entre dos cuerpos
sélidos; es despreciable en la atmdsfera porque el aire es un mal conductor del
calor pero es importante en el calentamiento del suelo. La conveccion es la forma
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de transferencia de calor entre una superficie sélida y el liquido o gas adyacentes
que estan en movimiento. Comprende los efectos combinados de la conduccién y
el movimiento de fluidos.

Para realizar el andlisis del movimiento vertical, haremos uso del concepto de
parcela de aire, particula o burbuja que es una porcién tedricamente infinitesimal
de aire que se utiliza para identificar movimientos verticales en la atmdsfera, y
consiste en analizar el desplazamiento vertical de la burbuja que se supone inicial-
mente en equilibrio con el aire circundante.

La dindmica atmosférica da inicio cuando el sol calienta la superficie de la
tierra por radiacién. El aire que estd en contacto con el suelo, al calentarse genera
una diferencia de temperatura entre la parcela y el aire vecino, ya que la parcela
consigue tener mayor temperatura que el aire que la rodea; esto provoca que
la parcela disminuya su densidad y comience a elevarse. Durante el ascenso, la
burbuja es sometida a menor presiéon atmosférica, al disminuir la presién sobre la
parcela de aire, aumentard su volumen. La particula de aire que se eleva puede
ser saturadaﬂ; recordemos que en la tropésfera, la temperatura desciende con la
altitud, a la diferencia de temperatura entre dos puntos se le llama gradiente
vertical de temperatura. Si la temperatura disminuye con la altura el gradiente
de temperatura es negativo por el contrario si la temperatura aumenta con la
altitud se tiene un gradiente positivo. A este fenémeno se le conoce como inversién
térmica. Durante la elevacién, la particula de aire experimentard una disminucién
en su temperatura causada por el gradiente vertical de temperatura, esto tendra
como consecuencia que la burbuja alcance su altura maxima cuando su densidad
sea igual a la del aire circundante. Al enfriarse, la particula se condensa; es decir,
disminuye su temperatura y volumen pero su densidad aumenta, esto genera que la
parcela de aire descienda hasta llegar a la superficie donde nuevamente aumentara
su temperatura para reiniciar el ciclo; obteniéndose asi las corrientes convectivas,
que son movimientos verticales de masas de aire (ver Figura 1.2).

Recordemos que por la ley de Arquimedes, un objeto (en este caso la parcela de
aire) puede flotar o elevarse en un medio, si la densidad del objeto es menor que la
densidad del medio, y se hundira si la densidad del objeto es mayor que la densidad
del medio; esto en la atmoésfera, esté relacionado con la llamada estabilidad vertical
de la atmosfera.

1.2.1. Presién atmosférica

Antes de entrar con la descripcién de la estabilidad atmosférica, hablaremos
sobre la presién; ya que también es una variable que afecta la dindmica de la

2Se dice que una parcela de aire es saturada cuando contiene vapor de agua y no saturada
cuando solamente es aire seco.
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@

Aire T Aire
frio y denso frioy denso

@

Superficie caliente

Figura 1.2: La burbuja de aire caliente se eleva debido a la disminucién de su
densidad y, el espacio que deja, es cubierto con aire frio.

atmoésfera. Como se puede encontrar en [I0], el aire que rodea a la burbuja tiene
peso y por lo tanto, ejerce una fuerza sobre la particula de aire debida a la accién
de la gravedad. Esta fuerza por unidad de superficie es la denominada presién
atmosférica, cuya unidad de medida en el Sistema Internacional es el Pascaﬂ La
presién atmosférica depende de muchas variables, sobre todo de la altitud; cuanto
mads arriba en la atmodsfera se encuentre la parcela de aire, la cantidad de aire
por encima de ella serd menor. Esta disminucién no es directamente proporcional
a la altitud ya que se reduce ampliamente en los primeros metros para luego
descender con mayor suavidad. A la diferencia de presiéon entre dos puntos, se le
llama gradiente de presién.

Una de las variables que mayor informacién nos proporciona a la hora de cono-
cer una situaciéon meteoroldgica, es la presién atmosférica; cuyos valores sobre la
superficie terrestre quedan representados en los denominados mapas de isobaras.
Las isobaras, o lineas que unen puntos de igual presién, nos dan idea de la inten-
sidad del viento (a mayor proximidad entre isobaras, mayor intensidad), asi como
de su procedencia. Cuando en un mapa de isobaras existe una zona en la que la
presién es mas alta que a su alrededor, entonces aparece una “A” y decimos que
hay un anticiclén. En esta zona, la estabilidad atmosférica sera alta, puesto que el
movimiento del aire es descendente evitando la formacién de nubosidad, y dificil-

31 Pascal = %, donde N es Newton y m es metro.
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mente llovera. Si por el contrario, la presion empieza a decrecer, en el punto en
el que alcanzan su valor minimo aparece una “B” y decimos que hay una zona de
baja presién o depresién (ver Figura 1.3). En este caso, habrd mayor inestabilidad
y podria llover facilmente. Cuando una zona de bajas presiones va acompanada
de tiempo muy lluvioso y con viento intenso podemos llamarla borrasca.

Figura 1.3: Ciclén (B) y anticiclén (A).

1.2.2. Estabilidad vertical de la atmodsfera

La estabilidad, es una propiedad del aire que describe su tendencia a perma-
necer en su posicién original (estable), o a elevarse; en tal caso se dice que el aire
es inestable. La estabilidad de la atmdsfera estd regulada por la temperatura en
diferentes niveles de la tropdsfera; es decir, el gradiente vertical de temperatura.
Wallace, en [29], distingue tres tipos de estabilidad, conocidas como estabilidad
absoluta, inestabilidad absoluta e inestabilidad condicional, que se describen a
continuacion.

Estabilidad absoluta

La parcela de aire se eleva, por el aumento de temperatura y la diferencia de
presion, desde la superficie dejando su estado de equilibrio; pero en su trayectoria
vertical, encuentra una regién donde la burbuja pierde calor rapidamente, lo que
causa que se vuelva més densa y mas fria que el aire circundante. Al ser la particula
de aire mas pesada que el medio, la parcela de aire desciende para regresar a
su posicién original, donde se acumula mucho aire y se forma una zona de alta
presién. El aire que desciende gira en forma de anticiclén y se escapa hacia el
exterior, entonces se dice que la atmoésfera es estable. Una atmésfera estable se
considera como buen tiempo ya que no se generan vientos verticales, pues el aire,
a medida que desciende, se va calentando y el agua que contiene se evapora, por
lo que las nubes desaparecen o a lo sumo existen nubes bajas (ver Figura 1.4).
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Region Ty l Region T;

Superficie Superficie

Figura 1.4: La burbuja de aire se eleva y cruza de una regién de temperatura T;
a Ty donde Ty < 17, la particula se enfria y regresa a la posicion de salida.

Inestabilidad absoluta

Una parcela de aire tiene inestabilidad absoluta, cuando a lo largo de su as-
censo, la temperatura de la parcela de aire disminuye mas lentamente que la
temperatura del aire circundante. Estas zonas son depresiones, borrascas o ciclo-
nes. Esta situacion es de mal tiempo porque el aire, a medida que asciende, se va
enfriando y, el vapor de agua se condensa favoreciendo la formacién de nubes, que
pueden dar lugar a precipitaciones (ver Figura 1.5).

!
O

f
-
(@

Superficie

Figura 1.5: La parcela de aire asciende libremente originando un ntcleo de baja
presién en la superficie y la convergencia de aire circundante hacia el mismo.

Inestabilidad condicional

Se tiene inestabilidad absoluta cuando la parcela se hace mas calida que el
ambiente, se vuelve inestable y continta elevandose, forméndose las nubes. La
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inestabilidad condicional depende del tiempo presente y de si el aire estda o no sa-
turado. Una consecuencia importante de la inestabilidad condicional es la llamada
inversion térmica, que se da cuando la temperatura en la tropdsfera aumenta con
la altura. Como ya se mencioné; este fenémeno depende de las condiciones del
tiempo en ese momento, pero generalmente se presenta en una capa relativamente
superficial. A medida que se enfria el suelo, también lo hace el aire situado sobre
él, de manera que éste adquiere una temperatura inferior a la que existe en las
capas superiores; en esta circunstancia; la parcela de aire queda atrapada cerca de
la superficie impidiendo su ascenso a la regién caliente superior, asi que la parcela
de aire saturada se condensa formando una nube baja que toca el suelo dando asi
origen a la niebla.

Para mayor informacion sobre los fenémenos meteorolégicos que ocasiona la
conveccién atmosférica como la formacién y tipos de nubes, diferentes formas de
precipitaciones y vientos recomendamos consultar [4], [9], [10], [23] y [29].

Una vez que se ha comprendido como funciona la dindmica atmosférica, en el
capitulo siguiente estableceremos el modelo de Lorenz.



Capitulo 2

Deduccion del modelo
general de Lorenz

En 1963, en la revista Journal of Atmosferic Science, aparecié un articulo ti-
tulado Deterministic Nonperiodic Flow, publicado por el Meteorélogo Edward N.
Lorenz, de Massachusetts Institute of Technology; que presenta el andlisis ma-
tematico y la soluciéon numérica de un sistema de ecuaciones que buscaba modelar
la circulacién del aire, cuando éste es calentado por el agua del mar. Ya que Lorenz
se preguntaba acerca de la posibilidad de predecir con un grado de fiabilidad acep-
table el tiempo que habré algunos dias después, a partir del conocimiento de las
condiciones de partida. Para tratar de responder esta pregunta, Lorenz simplificd
considerablemente las ecuaciones que gobiernan la circulacién atmosférica hasta
llegar al sistema que lleva su nombre. Durante el desarrollo de este capitulo, se
usa la referencia [2] como gufa principal para la obtencién del sistema de Lorenz.

2.1. Suposiciones del modelo

Lorenz parte del llamado sistema de Bénard, que modela el comportamiento
de un fluido viscoso incompresible contendido entre dos placas horizontales, ya que
este modelo simula el comportamiento de la tropdsfera, y particularmente, de la
dindmica vertical de la atmosfera. La placa horizontal  se extiende infinitamente
hacia la derecha y la izquierda, para la coordenada vertical y se toman valores que
van de 0 a 7.

Para obtener el modelo se consideran las siguientes suposiciones:

13
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= La placa inferior se mantiene caliente y la superior friaﬂ con el fin de que,
entre ellas, se produzca una diferencia de temperatura y asi se genere el
movimiento convectivo.

= La parcela de aire que se emplea para identificar las corrientes convecti-
vas, es infinitesimal y bidimensional; esto causa que no existan movimientos
ciclénicos o anticiclénicos en el modelo.

= En la realidad, el suelo obtiene su energia térmica por la radiacién prove-
niente del sol; sin embargo, el modelo no toma en cuenta el calentamiento
por radiacién en la placa inferior.

= La parcela de aire es un sistema aislado que no intercambia calor con el
fluido circundante; es decir, es un sistema adiabatico.

= El coeficiente de viscosidad dindmica del fluido p es constante y cuya unidad

es L9
ms

= La densidad p de la particula de fluido es constante. Esto quiere decir que no
existen variaciones en la densidad, provocadas por las diferencias de presién
o temperatura y por lo tanto, también es incompresible.

= Kl calor especiﬁaﬂ ¢, es constante.

» El coeficiente de conductividad térmicall k es constante.

2.2. Construccion del modelo

2.2.1. Masa y aceleracion de la parcela de fluido

Para simular la dindmica atmosférica y la estabilidad vertical de la atmdsfera,
Lorenz partié del modelo propuesto por Rayleigh - Bénard, donde se tiene un fluido
confinado entre dos placas horizontales separadas una distancia de 7 unidades que
se extienden infinitamente, la placa inferior tiene una temperatura T mayor que
la placa superior. Se considera que el fluido es un medio continuo como se indica
en [I5], ya que sus dtomos o moléculas estdn tan préximos unos de otros, que el
conjunto puede considerarse macroscépicamente como una masa homogénea, cuyo
comportamiento puede preverse sin tener en cuenta el movimiento de cada una
de las particulas que lo componen; es decir, no se supone que existan vacios o

1En nuestro trabajo la placa inferior se encuentra a 0°C.
2Energia requerida para elevar un grado la temperatura de una unidad de masa de una
20
sustancia con unidad de %

3Medida de la capacidad de un material para conducir calor con unidad de (W)mﬂ
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separacion entre las moléculas. Asi, el objetivo de esta seccién es encontrar una
ecuacién que describa el comportamiento o movimiento del fluido contenido entre
las placas; las ecuaciones que describen el movimiento para el flujo de fluidos
se escriben para una masa fija, tomando una pequena parcela de fluido a la cual
también se le conoce como volumen de control o particula de fluido con dimensiones
Az en la base, Ay en la altura y una profundidad Az. Durante el desplazamiento de
la parcela, ésta puede tener dos tipos de movimientos; el primero es el movimiento
de traslacion, el cual se da cuando la particula, que se supone se comporta como un
cuerpo rigido, se desplaza entre dos puntos (z1,y1) v (22,y2) en el plano zy. (ver
Figura 2.1). Si la particula gira en algin punto durante su trayectoria, entonces
se dice que la particula tiene movimiento de rotacion.

Figura 2.1: El volumen de control tiene movimiento traslacional, ya que se desplaza
con el fluido entre dos puntos del plano zy.

Por otra parte, un fluido bidimensional en cualquier instante ¢, es descrito por
el campo de velocidades que describe el valor de la velocidad para la parcela de
fluido que ocupa el lugar (z,y) en el plano en el instante dado ¢. A esa posicién
se le otorgan coordenadas espacio-temporales e independientemente del enfoque
(Euler o Lagrange) que se adopte se puede escribirﬁ

v =v(z,y,t),

que a su vez, en coordenadas cartesianas queda como:

V= (u(m,y,t),v(m,y,t)) = u(m,y,t)i—f— v(x,y,t)j

donde % y j son los vectores de la base canénica de R2.

4En esta tesis, las literales escritas con negritas representan vectores.
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Asi, la parcela de fluido se moverd por medio de él con la velocidad v y ademés,
podemos encontrar su ecuacién de movimiento utilizando la segunda ley de New-
ton:

F = ma, (2.1)

donde F representa la suma de todas las fuerzas que actiian sobre la particula
de fluido, m es la masa de la particula y a es su aceleracion.

Por un lado, se sabe que la variacion con el tiempo de la velocidad de un punto
material, representa la aceleracién del fluido (contenido en un volumen material
infinitesimal en el entorno de ese punto). Para indicar esta variacién se utiliza la

forma d—v Asi:
dt
dv
= — 2.2
az= (2:2)
donde
dv  Ovdt Ovdx Ovdy
—_— =t —— 4+ ——. 2.
dt " otdt omdr " oydt (2:3)
Como
dr _ dy _
a Y a
entonces la aceleracién es:
dv  Ov ov 0
que equivale a:
ov  ov
)= — 4+ — 2.5
a(,yt) = S0+ 5 (25)

donde
ov ov ov

2.2.2. Fuerzas que actian sobre la particula de fluido

Por otra parte, consideramos las fuerzas mas significativas que se ejercen sobre
la particula, estas fuerzas son: la fuerza de presion superficial, la friccién en el
fluido y una fuerza exterior que en nuestro caso es la fuerza de flotacién. Iniciamos
analizando la fuerza de presion superficial.
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Fuerza de presién superficial

Segun [5], la presion es la fuerza de compresién por unidad de drea y la presién
en cualquier punto de un fluido, es la misma en todas direcciones; es decir, tiene
magnitud pero no una direccién especifica y, en consecuencia, es una cantidad
escalar. Ya que estamos interesados en conocer la fuerza de presién sobre la parcela
de fluido, entonces debemos obtener relaciones para la variaciéon de la presién en
los fluidos que se mueven como un cuerpo sélido en ausencia de esfuerzos cortantes.
Para esto, consideramos que la parcela de fluido corresponde a un paralelepipedo
infinitesimal rectangular de fluido en el tiempo ¢ y, un sistema de referencia con
planos paralelos a las caras del elemento del fluido (ver Figura 2.2).

Az

Ax

x Ay

Figura 2.2: Sistema de referencia y volumen de control infinitesimal.

Consideremos sélo la cara A del paralelepipedo (ver Figura 2.3).

{)’. z) Az
- sl

Q P
dy

a1

Figura 2.3: Presién P sobre el centro ) de la cara A.

La presién sobre el centro ) de esta cara, puede obtenerse considerando varia-
ciones lineales de la presion en todas las direcciones cercanas. Esto es; si suponemos
que la presién es una funcién dos veces derivable con respecto a la posicién, enton-
ces podemos desarrollar el polinomio de Taylor de grado dos alrededor del punto

Q= (bay 1az)
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El polinomio de Taylor que aproxima la presion P en el centro @) = (%Ay, %Az)
esta dado por:

oP oP
P(y,z)P(Q)Jra:y(y;Ay) +8z<z;Az>,

como:
y— %Ay: %Ay, y z— %Az: LAz

entonces la presién sobre el centro de la cara A estd dada por:

10P 10P

Si se considera la cara B localizada exactamente enfrente de la cara A, a una

distancia Az, entonces la presién en el centro Q* de la cara B, al aproximarse
mediante un polinomio de Taylor de segundo grado, centrado en Q* es:

Pp=PQ")+ -—Ay+ -—Az+ —Ax. (2.7)
Yy 2 x

Debido a que las presiones que acttian sobre las caras A y B en direccién del
eje x deben ser iguales, entonces debe cumplirse que:

PxZPA—PBZO;

luego:
10P 10P . 10P 10P o°P .
PI—P(Q)+§ayAy+§$Asz(Q ) — §@Ay*§§Azf—amAl’,
entonces:
oP
P, =——Au.
x ax x

Como la fuerza superficial Fy se define como: Fy; = PA, donde A es el érea;
entonces la fuerza superficial sobre el elemento del fluido en direccién del eje x es:

es decir:
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F.. = (P;)AyAz,
luego;

F,, = fa—PA:L'AyAz.
ox

De manera analoga se pueden obtener las fuerzas superficiales Fyy y Fy, en
las direcciones de y y z, respectivamente; asi:

oP
Fsy = _%AxAyAZ7
F,, = —6—PAxAyAz.
0z

Entonces la fuerza superficial F o fuerza de presién que actia sobre la parcela
de fluido es:

F, =F,i+F,j+F. .k

oP. OP OP -
Fo=|——1——j— —k | AzAyAz = —VPAzAyAz. 2.8
(axZ ay] az)xyz VPAzAyAz (2.8)
En adelante, analizaremos otra fuerza importante que actia sobre el fluido que
es la debida a la friccién.

Fuerza debida a la friccion

Se dice que un flujo de fluido tiene comportamiento laminar, si durante su
movimiento, el fluido, se comporta como si estuviera formado por una serie de
capas o laminas paralelas que se mueven uniformemente; la viscosidad represen-
ta la resistencia del fluido a la deformacion y también es la responsable de las
fuerzas de friccidn entre las capas adyacentes del fluido. Estas fuerzas se denomi-
nan esfuerzo cortante que se denota por 7y dependen del gradiente de velocidad
del fluido. Consideremos un fluido laminar contenido entre dos placas paralelas
infinitas separadas una distancia h muy pequena (ver Figura 2.4).

La placa inferior se encuentra fija, mientras que la placa superior se mueve en
direccién paralela con una velocidad v debida a la aplicacién de una fuerza F. En
los bordes, las particulas de fluido se adhieren a las placas inferior y superior; como
consecuencia, la velocidad del fluido en la placa fija tiene que ser cero, pero en la
placa superior es v, provocando asi un perfil de velocidades lineal. Newton enuncié
que el esfuerzo cortante 7 entre dos capas contiguas de fluido, es proporcional a
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..I Placa en movimiento

]

Fuerza

v

dy

" Placa fija
I » »

v dv

Figura 2.4: Movimiento entre dos placas originado por un esfuerzo tangencial.

la velocidad relativa entre capas o velocidades de deformacion, y denominé a la
constante de proporcionalidad viscosidad dinamica, u, de forma que:

dv
T = ,U/diy

Cuando el gradiente de presiones y las fuerzas maésicas o gravitatorias son
despreciables, y no hay efectos convectivos de velocidad, la variacién de la cantidad
de movimiento del fluido por unidad de masa y tiempo se relacionan con las fuerzas
de origen viscoso mediante la expresién:

Fric = pAv, (2.9)
que representa la fuerza debida a la friccion en el fluido.

La tercera fuerza que actia sobre la particula de fluido es la fuerza de flotacion,
debida a la diferencia de temperatura entre las placas a la que denotaremos por
F 1o Esta fuerza de flotacion se obtendra después de realizar el andlisis de la
influencia de la temperatura en el movimiento del fluido.

Asi, la fuerza a la que estd sometido el elemento de fluido es la suma de la
F it v las fuerzas mostradas en las ecuaciones y . Luego, se cumple:

F=-VP+ /.LAV + Fflot~ (2.10)

Al sustituir las ecuaciones de la fuerza (2.10) y la aceleracién ([2.5)) en la ecua-
cién de la segunda ley de Newton ([2.1) se obtiene:
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ov  oOv
-VP A Frot = — 4+ —;
VP + pAv +Fpo 8t+6v
de donde:
ov ov

A la expresién (2.11)) se le conoce como ecuacién de Navier-Stokes y es la
ecuacion de movimiento para un fluido newtoniano incompresible.

Hasta aqui hemos encontrado una ecuaciéon que indica el movimiento de una
particula que se mueve en el fluido newtoniano incompresible. Lo que haremos
en la siguiente seccién es encontrar e incorporar la fuerza de flotacién o fuerza
externa.

2.2.3. Fuerza de flotacion

La particula de fluido se encuentra sometida a la suma de las fuerzas de presion,
friccién y fuerza de flotacién. Las dos primeras fuerzas ya las hemos encontrado,
asi que ahora nos centraremos en analizar la fuerza de flotacién. La fuerza vertical
que el fluido ejerce sobre la parcela de fluido es:

Fiot = pgV; (2.12)

donde p representa la densidad del fluido, g es la gravedad y V indica el volumen
de la particula.

La particula de fluido esta confinada entre dos placas horizontales con una
diferencia de temperatura entre ellas, si la diferencia de temperatura entre las
placas es muy pequena, entonces la densidad del fluido se puede escribir como:

p=po—cr, (2.13)

para constantes positivas pg y c.

Al sustituir (2.13]) en (2.12)) se tiene:

Ffioo = —(po —c7)gV;

que es la fuerza de flotacién que estd actuando sobre la particula de fluido en
sentido vertical. El signo negativo indica que esta actuando en sentido contrario a
la gravedad.
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2.2.4. Funcién de corriente

El objetivo de esta seccién es obtener una funcién ¥(z,y) que describa a la
curva equipotencial, ya que sobre ella se encuentra la trayectoria de la particula.
En el instante ¢, la velocidad v de cada elemento del fluido centrado en (z,y), es
una funcioén vectorial de la forma:

Asi, dado un campo de velocidades v; se denomina lineas de corriente, a las
lineas que en todos sus puntos tienen por tangente a v, en un instante determinado
(ver Figura 2.5).

Figura 2.5: Campo de velocidades y curvas equipotenciales. Las lineas ¥ = ('
representan lineas de corriente en el flujo.

En un punto arbitrario (z,y) el vector v = (u,v) donde u = % y v = %’ tiene
pendiente:

dy v
dr — u’
entonces:
u(z,y)dy — v(z,y)dz = 0. (2.14)

es una ecuacion diferencial exacta, ya que por la ecuaciéon de continuidad se
cumple que:

ou ov

dx —  y’
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Luego, existe una funcién ¥(z,y) que resuelve a la ecuacién diferencial (2.14))
y que cumple:

ov ov
d¥(z,y) = —dx + —dy = 0. 2.15
(z,y) = 5 du+ oy (2.15)
Las soluciones de la ecuacién (2.15)) estdn dadas de manera implicita por las
curvas de nivel ¥(x,y) = C, asf las componentes de la velocidad se pueden expresar
en términos de la llamada funcién de corriente V.

oV v

U;:—aiy U—%.

2.2.5. Ecuacién de Navier-Stokes en forma de vorticidad

Como ya se mencioné al inicio de este capitulo, la particula de fluido puede
tener movimiento de rotacién durante su trayectoria. Para que ocurra una rota-
cioén en la particula de fluido, se requiere que existan esfuerzos cortantes sobre la
superficie de la particula, capaces de deformarla y obligarla a girar.

Como el campo vectorial v representa el flujo del fluido, si rotv = 0, significa
que el fluido no tiene rotaciones o es irrotacional, si expresamos el rotacional de
la velocidad del fluido en términos de la funcién de corriente se obtiene que

tv = @_@ 7+ @_@ 74 @_@ ];»
row = oy 0z ’ 9. or )’ ox 0Oy)

Si expresamos las componentes de la velocidad u y v en términos de la funcién
de corriente tenemos:

2V 9%V

rotv = el + o2

rotv = AW,

y como la ecuacién de Navier-Stokes (2.11]) describe el movimiento de traslacién
del fluido, entonces esta ecuacién en forma de vorticidad es:

YN Y.
= v + pAY +rot Fror. (2.16)
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2.3. Analisis de la influencia de temperatura

El modelo de Lorenz describe el movimiento de un fluido incompresible con-
tenido en una larga y delgada celda acotada arriba y abajo por placas paralelas.
La placa inferior se mantiene a una temperatura T en grados Celcius y la placa
superior se mantiene a 0 grados; creando asf la diferencia de temperatura AT (ver
Figura 2.6).

Placa fria
. T
ol m
Parcelas de fluido @ T

g O I'_Ul

Placa caliente X

Figura 2.6: Representacién de la celda bidimensional que contiene a un fluido
incompresible.

2.3.1. Transferencia de calor por conduccién

Si la diferencia de temperatura AT entre las placas es muy pequena; entonces
no hay movimiento del fluido y el calor es transmitido inicamente por conduccién;
es decir, la pared bidimensional estd formada por las propias particulas de fluido
que se encuentran quietas y el calor se propaga a través de ellas. La densidad de
una pequena parcela de fluido disminuye a medida que se calienta el fluido, por lo
que ésta experimentard una fuerza de flotacién que la empujard hacia arriba. Asi,
cuando la celda estd en un estado de conduccidn, la parcela de fluido pierde calor
a las parcelas vecinas antes de que tenga tiempo de elevarse. En tal situacién la
temperatura en la celda cae linealmente con la posicién vertical de T', en la parte
inferior, a 0 en la parte superior, esta relaciéon se muestra en la Figura 2.7.

De lo anteriormente expuesto, podemos obtener la ecuacién de recta a la que
denotaremos por Teong que pasa por los puntos (0,7) y (m,0). Luego; mientras el
fluido esta en un estado de conduccién y donde no hay movimiento, la temperatura
Teond €N cualquier punto de la celda, se puede expresar por la funcion:

T
Teond(y) =T — ;y; (2.17)
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b ¥ y(Altura)

Figura 2.7: Relacién entre la temperatura y la altura.

donde T es la temperatura de la placa inferior y la variable y representa la
altura de la celda entre 0 y 7.

Debido a que la celda es delgada, el movimiento es practicamente bidimensio-
nal, por lo que no hay componente de profundidad en las funciones que describen
el flujo del fluido. La temperatura se asume constante para todos los valores de
profundidad z, de la placa.

Notemos que podemos obtener informacién de la funcién 7..,q dada en ([2.17));
en los puntos de la frontera de la celda, estas condiciones son:

Tcond(xa 07 t) == T7 (218)

Tcond('ra T, t) =0. (219)

Ademais, la temperatura entre las placas superior e inferior se puede considerar
s
COMO Teond (x, 5 t).

2.3.2. Relacion entre conduccién y conveccién

Cuando la diferencia de temperatura crece y rebasa un valor umbraﬂ la parcela
del fluido comienza a elevarse antes de que pierda una cantidad considerable de
energia térmica por conduccién. Asi, una vez que el fluido ha subido a una regién
de menor temperatura y mayor densidad; la fuerza de flotacién aumentard porque
la parcela es menos densa que las parcelas vecinas. Si la fuerza ascendente es lo
suficientemente grande, la parcela de fluido continia subiendo més rapido de lo
que tarda en enfriarse.

5Este valor umbral o temperatura critica se obtiene en la seccién 3.1.
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De esta manera, las parcelas de fluido més caliente se mueven hacia la placa su-
perior de la celda, empujando a las parcelas de fluido mas frias, las cuales son mas
densas y por lo tanto se mueven hacia la placa inferior de la celda. Este proceso
se repite provocando la aparicién de los llamados rollos de conveccién en la cel-
da. Cuando la celda se encuentra en esta fase se dice que estd en estado convectivo.

Denotemos por 7(x,y,t) a la temperatura del fluido cuando se encuentra en
un estado convectivo. Podemos definir a la funcién de temperatura que mide la
diferencia entre la temperatura en estado convectivo 7(z, y,t) y la temperatura en
estado conductivo Teond(,y,t). Esta funcién estd definida y denotada como:

O(z,y,t) = 7(x,y,t) — Teona(x, y, 1) (2.20)

Debido a que, en las placas superior e inferior, las temperaturas son fijas, se
debe cumplir:

7(z,0,t) =T y 7(z,m,t) = 0.

Por lo tanto; la funcién de la diferencia de temperatura satisface:

O(x,0,t) = O(z,m,t) = 0. (2.21)

De la ecuacién ([2.21)), se observa que la temperatura del fluido en la parte
superior e inferior de la celda, es la misma para la conduccién y la conveccidn,
estas condiciones son descritas por la ecuacion de difusién térmica:

% + v - gradr = kAT, (2.22)
por la ecuacién (2.20)), podemos escribir:
0(e + n
% + v grad(© + Teond) = kA(O + Teond),

COMO Teong €S independiente de x y de t se tiene:

00 0O +teond) | (O +teona) |
+ (u+v) < e + a9y = EkA(O + Teond),

ot

y por la ecuacién (2.17) resulta:

00 T 00 00

Como la funcion de corriente satisface:
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ov ov
U=——, v=——)
Jy or
entonces se tiene:

00 _ouoe ogvoe Tov
ot 9y dx Oz dy wox ’

que se puede reescribir como:
00  0(v,0) TOov

_— A 2.2
J%ax“f o, (2.23)

ot 9(z,y)

donde:

ov.0) _ovoe owoe
d(x,y) Ox Oy Oy Oz’
Como en la ecuacién (2.16) la fuerza de flotacién Fyj, estd afectada por el
rotacional, entonces:

0] 0
rot F o = —gV <6/;0 - ;;) ;

y debido a que la gravedad, volumen y la densidad inicial son constantes, se
tiene que:

or

rot F =gVe
flot g 8x

(2.24)

Ademds como se cumple:

T(2,y,t) = O(2,y,t) + Teona(Z, y, t);
al sustituir la ecuacién anterior en (2.24)) obtenemos:
00 8Tcond

t Frop = gVe | == + 2rcond )
rot By = gVe (5 + 75

Maés ain, como la 7T.,,q no varia con respecto a x, entonces % =0y, si
agrupamos las constantes en ¢y, se llega a:

00
oz’

al sustituir en la ecuacién de Navier-Stokes en forma de vorticidad (2.16|) ob-
tenemos:

rot Fyior = 1
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AT HAV )
o0~ oy THAVHa

asi la expresién anterior queda de la forma:

%
oz’

OAY (U, AT) ., 90
ot d(x,y) FRAT + o or’

Finalmente, escribimos el sistema de ecuaciones formado por (2.23) y (2.25):

(2.25)

DAY AW, AT) 20
ot oy MV T agy
00 _ owe) Tov .

ot O(z,y)  wox

Este sistema de ecuaciones diferenciales parciales, que hemos llamado Modelo
General de Lorenz, describen simultdneamente, el movimiento de un fluido gene-
rado por la diferencia de temperaturas en una celda convectiva, donde = y y son
coordenadas espaciales, t es el tiempo y las variables dependientes son ¥ y O que
se interpretan como sigue:

s U(x,y,t) es la funcién de corriente: el movimiento ocurre a lo largo de las

curvas de nivel de ¥, con campo de velocidades (‘g—\i’, f%’)

= O(z,y,t) = 7(x,y,t) — Teond(, y,t) representa la diferencia entre la tempe-
ratura del fluido en estado convectivo y la temperatura cuando el fluido se
encuentra estatico; es decir, en estado conductivo.
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Estabilidad del modelo
general de Lorenz

El sistema formado por (2.23) y (2.25) puede ser linealizado si omitimos los
términos que contienen el Jacobiano en ambas ecuaciones y asi obtenemos el sis-
tema:

OAV 00

W :/,LAQ\I/‘FCl%, (31)
00 Tov
— = —— + kAO. 2
ot mozx kA (32)

En los gases, los coeficientes p y k dependen exclusivamente de la temperatura
y aumentan con ella, por las propiedades particulares de los gases se considera
que p y k son diferentes. Ya que uno de los supuestos para el analisis del modelo
de Lorenz es que el fluido sélo se mueve en el plano xy; la teoria de conveccién de
Rayleigh Bénard ([22]), indica que el fluido se moverd en forma circular, debido
a las diferencias de temperatura entre las placas, que aumentan o disminuyen
la densidad del fluido. Dado que el fluido se supone incompresible, el cambio de
densidades se verd reflejado en el movimiento del fluido, el cual puede ocurrir
formando circulos que giran en el sentido positivo () o en sentido negativo (O);
esto ocurre cuando la diferencia de temperatura entre las placas, no es demasiado
grande (ver Figura 3.1).

Es claro que las ecuaciones (3.1) y (3.2)) tienen una solucién trivial cuando
U =0y O = 0; es decir, cuando el fluido estd en reposo y la conducciéon de calor

29
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Placa fria

Placa caliente

Figura 3.1: Movimiento del fluido en la celda de conveccion debido a la diferencia
de temperatura entre las placas.

ocurre exclusivamente por difusiénl} el sistema también se satisface cuando las
variables U y © son constantes.

3.1. Solucion explicita de © y V¥

Buscaremos soluciones no triviales, para el sistema de ecuaciones diferenciales
parciales formado por (3.1) y (3.2) por el método de separacién de variables y
proponemos soluciones de la forma:

O(z,y,t) = X(2)Y (y)Q1),

Uz, y,t) = X*(x)Y " (y)"();
para la temperatura y la funcién de corriente respectivamente.

Primeramente, consideramos el problema de flujo de calor en la region bidi-
mensional, donde se encuentra contenido el fluido con lados t =0, x = L, y = 0
y y = m. Los lados y = 0, y = 7 se mantienen a temperatura constante en la
parte superior de 0 y en la parte inferior de T, para generar una diferencia de
temperatura; los lados z = 0 y & = L estdn perfectamente aislados (ver Figura
3.2).

Se requiere encontrar una solucién ©(z,y, t) para el problema de flujo de calor
descrito por la ecuacion:

ot 7 ox Ox? oy?’

1El término difusién expresa que no existe generacién de calor, en otras palabras, las placas
siempre estan a la misma temperatura.
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(0,7) (L)
H T
1 i
1 1
1 1
1 I
a6 ' rde
T — — =10
7z 0} |0
' i
[} ]
] I
] I
€ o
(0,0) (L,0)

Figura 3.2: Placa con lados aislados.

con valores en la frontera:

00 00

—_— t) = —(L,y,t) = t ;

é)x(O,y, ) 3x( ,Y,t) =0, 0<y<m, > 0;
O(z,0,t) =0, O(z,m,t) =0, 0O<xz<L, t>0;

®(x7y70>:7-_7conda 0<$<L7 0<y<71'.

Derivamos © y ¥ para obtener:

% _yox % _yoy %y
€z Y
826 1 62 1 82@ 1
o = Yax”, a—yz_XQY, o = XYY,
8\11 * * */
Fre Y*rQr X,

Al sustituir estas expresiones en la ecuacién (3.2)), tenemos:

T
XY = = X*Y* XY+ kYQX" + kXQY";
7r
dividiendo por XY (2 tenemos:

@ _TYyxt X0y
Q  7XYQ X Y’

Observamos que si ocurre que X = X* Y =Y* Q = Q* tendremos:
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X// _ Y// Q/ T

X Y " kQ  kr

Igualamos ambos miembros con la constante de separacién A y quedan las
siguientes ecuaciones:

X" —AX =0, (3.7)
T Ql Y//
i i R (3.8)

Introducimos v como nueva variable de separacién para la expresion (3.8)) y
tenemos:

Yy o T
YR ke Y
al separar variables se obtienen las ecuaciones:
Y —0Y =0, (3.9)
, T
Q —(kEA+kv+—)Q=0. (3.10)
T

De (3.7)), (3.9) y (3.10) obtenemos el sistema de ecuaciones diferenciales ordi-

narias:

X"~ AX =0,
Y" —vY =0,
Q — <k)\+kU+T)Q—O.
I

Observamos que las condiciones de frontera dadas en (3.3) equivalen a:

00

e=0 Oz

00

o = X'(0)Y (y)Qt) = X' (L)Y (1) 2(t) =0,

z=L

O<y<m, t>0.
Luego, X'(0) = X'(L) = 0.
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De lo anterior, resolveremos el problema:

X" - \X =0,

X'(0) =0, X'(L) =0.

Notamos que (3.7)) es una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden con
coeficientes constantes, entonces para resolverla la buscamos en la forma:

X(z)=¢".

2

Del polinomio caracteristico 7 — A = 0, analizamos tres casos:

Caso 1. A > 0.

Cuando resolvemos la ecuacién auxiliar, con A > 0, se encontramos que las
3.7) es:

rafces ri 9 = ++/) son reales y distintas, en consecuencia la solucién de (

X(z) = eV + cpe™ VAT,

Como X'(0) y X'(L) son iguales a cero, entonces:

X'(z) = VeV — Vcge V7

X'(0) = Vaer — Ves = 0;

encontramos que ¢y = cg, por otra parte,

X'(L) = VacieV E — Vaepe VA =,
como ¢y = co entonces:
vV (eﬁL - e_ﬁL) =0,

asi encontramos que ¢; = 0 y ¢ = 0, por lo tanto tenemos soluciones triviales

de la ecuacién (3.7)).

Caso 2. A =0.

La solucién de la ecuacién auxiliar 72 = 0 son raices iguales y ademds son cero,

asf la solucién de (3.7) es de la forma:
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X(z) = 1" + coue™;
como 7 = 0 se tiene:
X(x) =1 + o,
por ello:
X'(x) = co,
Luego X (z) = ¢1, y as{ hemos encontrado una solucién constante.

Caso 3. A < 0.

Al resolver la ecuacién auxiliar con valores negativos para A, hallamos las raices
r1,2 = £V —A, que son raices complejas, entonces la solucién de 1| se escribe
como:

X(x) = ¢1 cos(V—Az) + cosen(v —Ax),
por lo tanto su derivada es:
X'(x) = cavV/—Acos (\/—AJ:) — ¢V —Asen (\/ —/\x) ,
al evaluarla en cero tenemos:

X'(0) = cav/-A =0,

por lo tanto co = 0 y al evaluarla en L llegamos a:

X'(L) = e;vV/=Xsen(vV=AL) = 0,

este producto es cero cuando ¢; = 0, A = 0 6 sen(v/—AL) = 0, no queremos
que ¢; = 0 ya que tendriamos una solucién trivial y hemos encontrado que A es
negativo por lo tanto:

sen(v—AL) = 0,

esto sucede cuando v—AL = mm asi que A = — (%)2 . Asi encontramos que
la solucién X (z) estd dada por:

X (z) = ¢1 cos(vV=Ax);

2 . .
pero A = — (%) por lo que la solucién se escribe como:
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X (x) = ¢ cos (%x) , (3.11)

pero también hemos encontrado que X (x) es igual a una constante a la que
nombraremos ¢y, entonces la solucién puede escribirse de la forma:

X(x) =co + ¢1 cos (?‘r) ,

param = 1,2,3,...,. La solucién también se puede expresarse como:
mm
X (x) = ¢ cos (Tx) (3.12)
param = 1,2,3, ..., y donde ¢,, son constantes arbitrarias no nulas.

Para encontrar a Y (y) hacemos uso de las condiciones de contorno dadas en

(3.4) y obtenemos que:

O(z,0,t) = Oz, m,t) = X (2)Y (0)Q(t) = X ()Y (m)Q(t) = 0.

Luego,
Y(0)=Y(r)=0.

De lo anterior, resolveremos el problema:
Y” —0Y =0,
con condiciones de frontera:
Y (0) =0, Y(m)=0.

Buscaremos soluciones no triviales para Y (y) asi como lo hicimos para X (z) a
partir de la ecuacién auxiliar 72 — v = 0.

Caso 1. v > 0.

Cuando v > 0 las raices son 71 2 = /v por lo tanto la solucién para (3.9) se
puede escribir como

Y(y) = c1eVV + coe VY,

al sustituir las condiciones en la frontera tenemos:

Y(O) =c1+co =0,

y encontramos que ¢; = —Cs.



36 CAPITULO 3. ESTABILIDAD DEL MODELO GENERAL DE LORENZ

Como
Y (1) = caeVV™ 4 eV = 0);
entonces:
Co (e‘ﬁ” — eﬁ”) =0.
Luego ¢ = 0 y como ¢; = —cs, obtenemos soluciones triviales.
Caso 2. v =0.

iv = rai nry =ryg = 0; u ienen ral I i
S 0, las raices so 0; ya que se tienen raices repetidas, la
solucion es:

Y(y) = c1e"™ + coye™,

que al evaluar en cero y m, obtenemos:

Y(O) =C = O,

Y (7) = come™ =0,

por lo que co = 0; con lo que obtenemos nuevamente soluciones triviales.
Caso 3. v < 0.

Como obtenemos raices complejas r; o = £iy/v cuando v es negativa, entonces
la solucién para (3.9)) es de la forma:

Y (y) = c1 cos(v—vy) + 2 sen(v/—vy);

al sustituir las condiciones de contorno tenemos:

Y (0) = ¢1 cos v—v(0) + casen v/—v(0) = 0,

Y(0)=¢; =0,

y al evaluarla en 7 obtenemos:

Y (7) = ¢asen/—vm = 0;
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como seny/—vm = 0 cuando /—v = n, con n € Z. Por lo tanto la solucién
general para el problema (3.9) con valores en la frontera Y (0) =0y Y (7) =0 es:

Y (y) = casen(ny), (3.13)
donde n € Z positivos.
Debido a que buscamos a © de la forma:

O(z,y,t) = X(2)Y (y)(1),
de las ecuaciones dadas en (3.12)) y (3.13) obtenemos que:

O(z,y,t) = ¢ cos (%x) ca sen(ny)Q(t);
donde m,n € Z positivos.

Para encontrar a §(t) resolvemos a (3.10) por separacién de variables:

/%/((:))dtz/(kx+kv+z> dt,

) _ e[t(k)\+kv+%)+c]’

Q(t) —_ Ce(k)\+kv+%)t

b

2
y v = —n? tenemos que:

como A = — (%)
Q) = 036(_k(%)_k"2+£)t.

Al sustituir X (x), Y (y) y £2(t) en la solucién propuesta, tenemos que la solucién
explicita para la funcién de temperatura es:

m 2 _ n2i T
O(z,y,t) = cmn cOs (%m) sen(ny)et(fk(T) . +£), (3.14)
donde m,n € Z positivos.

Para encontrar la solucion de la funcién de corriente ¥ partimos de la suposi-
cién que:

X = X", Y =Y*, y Q=0"
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Como la solucién se propuso de la forma ¥(x,y,t) = X*(2)Y*(y)Q*(t) enton-
ces se tiene que:

X* =X = ¢, cos (%w),

para encontrar a X *(z) integramos la ecuacién anterior con respecto a z, y
obtenemos:

Lsen (2
Cm /cos (%x) dr = cm# + K,

™m

luego:

cmL (mwz
= sen
como Y (y) = Y*(y) entonces:

Y*(y) = casen(ny),
y como también (t) = Q*(t) entonces:
QO (t) = CSe(—k(%)—kn2+%)t_

Asi, la solucién para la funcién de corriente es:

U(a,y,t,) = sen (2w ) sen(ny)e(~HCE) R D) (3.15)

Teorema 3.1.1. Teorema de JJVenegas
Si la solucion del sistema:
00 o(¥,0) Tov

e _ A
ot = owy) T xom HAO

DAY AW, AT) 20
_ A2y 4+ 22,
ot owy) MV T ag

se busca en forma de variables separables:

O(z,y,t) = X ()Y (y)2),

(t)
o, y,t) = X (@)Y (1) (¢);
en la que también se cumpla: X (z) = X*(z), Y(y) = Y*(y) y Q(t) = Q*(¢),
entonces el sistema tiene la siguiente solucion explicita:
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(z,y,t Z Zamne —k(32)"—kn? _Z) cos (%x) sen(ny),

m=0n=1

(z,y,t) Z mene HCE) k= 5) o (%x) sen(ny).

m=0n=1

Hasta aqui hemos encontrado una forma explicita para O(z,y,t) v ¥(x,y,t),
bajo los supuestos que © y ¥ son de la forma:

®($7y’t) = X(m)Y(y)Q(t),
U(z,y,t) = X*(2)Y" (y)"(¢),

y se cumplen las condiciones:
X(z) = X"(2), Y(y) =Y"(y) y Q1) = ().

3.2. Solucién de © y ¥ cuando Q(t) # Q*(¢)

En lo que resta del capitulo vamos a continuar buscando las soluciones en la for-
ma de separacién de variables, y supondremos que se cumple que X (z) = X*(z),
Y(y) = Y*(y) pero que Q(t) # Q*(¢). Asi, buscaremos la forma de encontrar las
soluciones para (t) y Q*(¢).

Ya que las soluciones del sistema de ecuaciones parciales linealizado son de la
forma:

U(z,y,t) = Qt) sen(ax) sen(ny), (3.16)

O(z,y,t) = Q*(t) cos(ax) sen(ny), (3.17)

donde a pertenece a los nimeros reales y n a los enteros positivos. Ahora se
sustituyen estas soluciones y en el sistema linealizado formado por
y para obtener un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en
términos de Q*(t) y (t). Para realizar este proceso necesitaremos las siguientes
derivadas:

ov
B = aQ)(t) cos(ax) sen(ny),



40  CAPITULO 3. ESTABILIDAD DEL MODELO GENERAL DE LORENZ

8827\5 = —a%Q(t)sen(ax) sen(ny),
% = n§)(t) cos(ny) sen(azx),
(ZQy\f = —n2Q(t)sen(ax) sen(ny),
% = —aQ)*(t)sen(az)sen(ny),
882762) = —a®Q*(t) cos(ax) sen(ny),
% = nf2*(t) cos(ax) cos(ny),
8;;;) = —n?Q*(t) cos(ax) sen(ny),
% = Q¥(t) cos(az) sen(ny),
247\3 = a*Q(t)sen(ax) sen(ny),
884;\‘1: = n*Q(t)sen(az)sen(ny),
(%884;]&6 = a’n%Q(t) sen(ax) sen(ny),
Oyg;\gay = a*n?Q(t) sen(az) sen(ny),

al sustituir la solucién y sus derivadas en (3.1 obtenemos:
% (—a?Q(t) sen(az) sen(ny) — n?Q(t) sen(az) sen(ny)) =
wla*Q(t) sen(ax) sen(ny) + n*Q(t) sen(ax) sen(ny)+
a’n?Q(t) sen(az) sen(ny) + a?*n?Q(t) sen(az) sen(ny)]—

c1a§2*(t) sen(ax) sen(ny);

al resolver la derivada en el primer miembro y factorizando tenemos:
—a?§Y (t) sen(ax) sen(ny) — n?Q/(¢) sen(az) sen(ny) =

p[Q(t) sen(ax) sen(ny)(a? + n?)?] — c1aQ*(t) sen(ax) sen(ny);
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luego:

[—(a® + n®)Q' () — pQ(t)(a® + n)* + c1aQ*(t)] sen(az) sen(ny) = 0,

como sen(ax) sen(ny) # 0, entonces tenemos:

c1a

Q/(t) = —u(a2 + HQ)Q(t) + m

O (t). (3.18)

Ahora, sustituimos las soluciones y sus derivadas en (3.2)) y vemos que se cum-
ple:
Q*(t) cos(az) sen(ny) = LaQ)(t) cos(az) sen(ny)+
k (—a?Q*(t) cos(az) sen(ny) — n?Q*(t) cos(ax) sen(ny)) ;
luego:
*/ T * 2 2
Q(t) — =Qt) + Q" (t)(a® + n®)k| cos(ax) sen(ny) = 0.
T

Como cos(ax) sen(ny) # 0, entonces se tiene:

QO(t) = —aQ() k(a? + n2)Q* (t). (3.19)

Asi, tenemos el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias formado por
(3-18) v (3.19):
cira

() = —nla® + n2)AE) + 1

(1),

0%(t) = ~aQt) ~ h(a® +n)Q" (1),

Recordemos que este sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias surge de
la necesidad de encontrar a Q(t) y Q*(¢) en - y (3.17), que a su vez son
soluciones del sistema de ecuaciones d1ferenc1ales parc1ales hneahzado (13.1))-
En lo que sigue, analizaremos la estabilidad local del sistema ‘

Este es un sistema lineal cuya matriz de coeficientes es:

—p(a®+n?) cra(a® +n?)~t
A=
Ly —k(a® +n?)
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Para asegurarnos de que (0,0) es el dnico punto critico, supondremos que el

detA = pk(a® +n?)% — % es distinto de cero.

Si trA = —p(a® + n?) — k(a®? + n?) = —(a® + n?)(u + k), entonces la ecuacién
caracteristica puede escribirse como:

A2 —trAXN + detA =0,

cuyos valores propios estan dados por:
trA £ /(trA)? — 4detA
)\1’2 = D) .

Observamos que el determinante de A depende de la temperatura T, ya que:

9 2\ 2 a’c;T
detA = pk(a® +n*) )

Notemos que si T = 0, entonces detA > 0, pero conforme T aumenta, detA
decrece hasta volverse negativo. Fisicamente significa que si T = 0, el origen sera
estable, pero conforme se incrementa la temperatura, habrd un valor umbral T, ,
de temperatura, en el cual el origen dejard de ser estable para volverse inestable.
Este valor T), 4, se alcanzard cuando detA = 0; es decir, cuando:

T, .0%c
k(a? +n?)? = =20
ek ( ) e 1 1?)
esto es; cuando:

_ pkm(a® +n?)?

T?'LCL 2
a“ccy

;
Asi, si T > T, ,, entonces:

Tmaa%l Ta?cq

2 2\2 _ .
k(a4 n7)" = m(a? +n2) ~ 7w(a?+n?)’

luego:

Ta?c,

A— 2 2y2
det uk(a® +n?) o

<0,

por lo que el origen seria inestable.

Ahora bien, como el valor T}, , depende de n y a, entonces buscaremos los
valores de n y de a en el que T}, , alcance su valor minimo.
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Es claro que n = 1 es el valor minimo para T, ,, como funcién de n. Asf, para
n = 1, se tiene que el minimo de 77 ,, como funcién de a, es:

\f
a=4/=;
2

ya que:
mkn [6a3(a? + 1)2 — 2a(a? + 1)
T/(a) — i |: ( + ) - ( + ) ’
C1 a
se anula en a; = —\/g y ag = %; pero como a > 0, entonces tomamos

=,/1
a=4/3.

De esta forma, la temperatura critica T, es:

2Tukm
T. = Tl,\/g = Tl (3.20)

Asi, mientras T sea menor que T, tendremos que el origen (£2(0),Q2*(0)) =
(0,0) sera estable; esto es, si damos una condicidn inicial (24 (t), Q2(t9)) cercana
al origen, la solucién (£2(t), 2*(t)) — (0,0), cuando ¢t — oo.

Por el contrario, si T" > t.; al dar la condicién inicial cercana al origen, la
solucién ((t), Q*(t)) se alejard del origen.

Teorema 3.2.1. Temperatura critica y estabilidad.

Si se tiene un fluido bidimensional incompresible contenido entre dos placas,

donde T es la temperatura de la placa inferior, entonces el sistema —
es:

» Estable en (2(0),2*(0)) = (0,0) si T < T..
= Inestable en (€2(0),Q2*(0)) = (0,0) si T > T..
donde T, es la temperatura critica y esta dada por:

2Tukm
T.=T = .
¢ 11\/% 461
Hasta aqui, aunque hemos expresado de manera explicita las formas de las so-

luciones (Q(t), 2*(¢)), hemos logrado analizar cualitativamente el comportamiento
de las soluciones:
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U(z,y,t) = Q(t) sen(ax) sen(ny),

O(z,y,t) = Q" () cos(ax) sen(az),

va que si T < T, se tendrd que ¥(z,y,t) = 0y O(z,y,t) — 0, cuando t — oo.
Mientras que si T > T, la solucién es inestable ya que las soluciones del sistema
linealizado pueden crecer exponencialmente.



Capitulo 4

Deduccion del modelo
particular de Lorenz

En el capitulo anterior, obtuvimos la solucién explicita del sistema formado

por 3.1) y (3.2):

GYN 50

o AV tagy
00 T OV
L% Lkne:
ot T Oz +kAO;

cuando buscamos a la solucién como:
O(z,y,t) = X(2)Y (y)t),
U(z,y,t) = X" (2)Y"(y)Q"(1);
y bajo la suposiciéon que X = X*, Y =Y*y Q = Q*.
Ademds, hemos analizado la estabilidad del sistema linealizado (3.1))-(3.2)),

cuando consideramos que X = X* Y = Y* y Q # QF;, encontrando el valor
de la temperatura a la cual el sistema se vuelve inestable.

4.1. Sistema de Lorenz

En este capitulo, consideramos el sistema completo no linealizado dado por:

45
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DAY AW, AT)
_— A2p
ot owy) MY

%0
ox’

00  0(Vv,0) Tov
Fr 2(z,7) + O + kAO, (4.2)

y buscaremos su solucién en variables separables.
Como las funciones:

U(z,y,t) = Q*(t) sen(ax) sen(ny),

O(z,y,t) = Q(t) cos(ax) sen(ny),

donde n € Z, son soluciones del sistema linealizado (3.1)-(3.2), entonces tiene
sentido buscar a las soluciones © y W, del sistema no lineal (4.1))-(4.2]), como
funciones de variables separables y en las que aparezcan sen(ax), cos(ax) y sen(ny).

Denotemos por:

U, o = sen(az) sen(ny),

Op,q = cos(az) sen(ny),

donde n € Z.
Como hemos encontrado que, paran =1y a = \/g , la temperatura alcanza

su nivel critico T, en el que surge la inestabilidad; entonces, consideramos a las
funciones:

Uy , = sen(ax) sen(y),

©1,, = cos(ax) sen(y).

Estas funciones ¥y , y ©1 4, deberdn aparecer en las soluciones del sistema no
linealizado (4.1))-(4.2)); por ello, ahora calcularemos los términos:

a(\Ill,(uA\I/l,a) y 8(\Ill,a7®l,a)
d(z,y) z,y)

Para el caso del primer término tenemos:
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a(\Pl,avA\Ill,a) _ a\:[jl,a aA\:[jl,a _ a\:[/l,a aAqu,a

o(z,y) - Oz Oy Oy or A-B,
donde:
9 0 (01, OV,
A= 2 sen(ax) sen(y)a—y ( 92 + 92 )
y

0 32\111,(1 62\111,(1
B= B—ysen(ax) ben(y)% ( 92 + N ) .

Resolvemos primero para A:
A = asen(y) cos(am)a— (—a® sen(y) sen(ax) — sen(y) sen(az)) =
Y
—acos(ax) sen(azx) cos(y) sen(y) — a® cos(ax) sen(azx) cos(y) sen(y).

Ahora resolvemos para B:

B = cos(y) sen(az) = (—a® sen(y) sen(azx) — sen(y) sen(ax)) =

ox

—a cos(ax) sen(ax) cos(y) sen(y) — a® cos(ax) sen(ax) cos(y) sen(y).
y encontramos que A — B = 0.

Ahora calculamos el segundo término y nos resulta que:

8(1111,,1,@17(1) _ 8\111@ 891,a _ 8‘111@ 891,a o
O(z,y) 9z Oy oy or

a cos(ax) sen(y) cos(az)cos(y) — cos(y) sen(ax)(—asen(az) sen(y)) =

acos?(ax) sen(y) cos(y) + asen®(azx) cos(y) sen(y) =

asen(y) cos(y) = %asen(Qy).

Este andlisis nos permite buscar a las soluciones del sistema no linealizado

(4.1)-(4.2) en la forma:

U(x,y,t) = a(t)¥ , = a(t) sen(az) sen(y). (4.3)

O(x,y,t) = B(t)O1.a —7(t) sen(2y) = B(t) cos(ax) sen(y) — y(t) sen(2y).  (4.4)
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De esta manera, lo que resta por hacer es encontrar las expresiones de «(t),
B(t) y v(t); o en su defecto, hallar informacién al respecto de cada una de ellas.

Como ¥ y O, deben satisfacer al sistema (4.1)-(4.2)); entonces, las debemos
sustituir en él para hallar informacién acerca de «(t), B(t) y v(t). Para realizar
este paso necesitamos contar con las siguientes derivadas:

%’ = aa(t)sen(y) cos(az),
O~ —aa(t)sen(y) senfas),
%‘;’ = aft)cos(y) sen(az),
SR = sy senar),
0%~ ata(t)sen(y) senfaz),
g;‘f = a(t)sen(y) sen(az),
6%5;;’8% = a2a(t) sen(y) sen(az),
= atalt)sen(y) senfa)
% —  —aB(t) sen(y) sen(az),
00— —28(t)sen(y) cos(ax).
% = B(t) cos(y) cos(az) — 27(t) cos(2y),
?;y(;) _ 4~(t) sen(2y) — B(t) sen(y) cos(az),
%C;’ . sen(y) cos(az) B (t) — sen(2y)y' (t),
OB g sen(y) sen(an)a (1) — sen(y)senaz)a(0),
oAV

5 —a’a(t) sen(y) cos(az) — aa(t) sen(y) cos(ax),
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S = —atalt)cos(y)sen(as) ~ a(t)cos(y)senfa).

Sustituyendo estas derivadas en la ecuacién , se tiene:
B'(t) cos(ax) sen(y) — +'(t) sen(2y) = —aa(t)B(t) cos? (ax) sen(y) cos(y)+
2ac(t)y(t) sen(y) cos(2y) cos(ax) — aa(t)B(t) sen?(ax) sen(y) cos(y)+
aLa(t)sen(y) cos(azx) — a®kpB(t) cos(ax) sen(y)—

kB(t) cos(ax) sen(y) + 4k~ (t) sen(2y). (4.5)

Como sen(y) cos(y) = % entonces la igualdad dada en 1) nos lleva a:

B'(t) cos(az) sen(y) — ' (t) sen(2y) — 4k~y(t) sen(2y)—
aza(t) sen(y) cos(ax) + a’kpB(t) cos(az) sen(y)+

kB(t) cos(az) sen(y) + aa(t)ﬂ(y;) sen(2y) _

2a0(t)y(t) sen(y) cos(2y) cos(ax). (4.6)

Observamos que:

2ac(t)y(t) sen(y) cos(2y) cos(ax) = aa(t)y(t) cos(azx) [2sen(y) cos(2y)],

donde:

2 sen(y) cos(2y) = sen(y)[2(cos? () — sen?(y))]
=sen(y) [1 — 2sen®(y) — 1 + 2cos®(y)] = sen(y) [cos(2y) — 1 + 2 cos?(y)]
= cos(2y) sen(y) — sen(y) -+ cos(y)[2sen(y) cos(y)]

= sen(2y) cos(y) + cos(2y) sen(y) — sen(y)
= sen(2y + y) — sen(y) = sen(3y) — sen(y).

por lo tanto:

2sen(y) cos(2y) = sen(3y) — sen(y).
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Asf que:
2aa(t)y(t) sen(y) cos(2y) cos(ax) = aa(t)y(t) cos(ax)(sen(3y) — sen(y)).
Luego; la ecuacién se puede escribir como:
B'(t) cos(az) sen(y) — 7' (t) sen(2y) — 4k~'(t) sen(2y)
L aa(t) cos(az) sen(y) + ka2B(¢) cos(az) sen(y)

+k~(t) cos(ax) sen(y) + M

sen(2y)
—aa(t))y(t) cos(ax) sen(3y) + ac(t)y(t) cos(ax) sen(y) = 0. (4.7

Como el conjunto {sen(y),sen(2y),sen(3y)} es linealmente independiente, en-
tonces se debe de cumplir:

B'(t) cos(ax) — %aa(t) cos(azx) + a’kp(t) cos(ax)

+kB(t) cos(ax) + aa(t)y(t) cos(ax) = 0, (4.8)
O +ak(e) - 2O g, (49)
y
aa(t)y(t) cos(az) = 0. (4.10)
De lo anterior; como cos(ax) # (ﬂ; entonces las ecuaciones , y
resultan:
F(1) = Zaalt) ~ KB(0)(a + 1) — aa(t) (1), (4.11)
V() = Fa(®)B(t) - 4ky(2), (4.12)
ao(t)y(t) = 0. (4.13)

De la ecuacién (4.13]) podemos concluir que: a(t) =0 6 y(¢) = 0.

1Si cos(azx) = 0, se tendrfa la solucién trivial.
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Si y(t) = 0, nos conducirfa a que la forma de O(t) coincide con la propuesta
para el sistema lineal; y si a(t) = 0; nos llevarfa a la solucién trivial. Por lo anterior,
vamos a considerar al conjunto {sen(y),sen(2y)} que genera un subespacio del
espacio generado por {sen(y), sen(2y), sen(3y)}. En este caso estaremos trabajando

con las ecuaciones (4.11)) y (4.12) y despreciamos la informacién:

ac(t)y(t) sen(3y) = 0.

Hasta aqui hemos trabajado tnicamente con la ecuacién (4.2]). Ahora analiza-
remos la ecuacién (4.1)), sustituyendo las soluciones aproximadas (4.3]) y (4.4) en

la :
—a(t)sen(az) sen(y)(1 + a?) = —asen(ax) sen(y) S’ (t)c1
—acos(ax) sen(y)a(t) (— cos(y) sen(ax)a(t) — a? cos(y) sen(az)a(t))

+a(t) cos(y) sen(ax) (—aa(t) cos(az) sen(y) — a® cos(ax) sen(y)a(t))

+u (a*sen(az) sen(y)a(t) + sen(ax) sen(y)o(t) + 2a” sen(ax) sen(y)a(t)) .

Al dividir por sen(ax) sen(y):

—o/(t)(1 +a?) = p(a* + 1+ 2d*)a(t)) — aB(t)cy
acos(azx) cos(y)a?(t) + a® cos(ax) cos(y)a’ ()

3

—a cos(azx) cos(y)a?(t) — a® cos(azx) cos(y)a(t);

y al dividir por —(1 + a?) se obtiene:

acy
g B(t). (4.14)

Asi (4.11), (4.12) v (4.14) forman el sistema de ecuaciones diferenciales ordi-
narias:

o/ (t) = —p(1 + a*)a(t) +

o/ () = —p(1 +a*)a + B,

_a

1+a?
T

B'(t) = —aary + o — k(a® + 1)8,
™

1
v (t) = iaaﬁ — 4k.

Para deducir el sistema particular de Lorenz, primeramente dividimos las tres
ecuaciones por k(a? + 1) y obtenemos:
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_o\ Hoo % g
M+~ kTR ”

pgt) a aT
W2+ 2+ D T @
7'(t) a 4

a2+ 1) 2@

a—f;

@+

Si ahora hacemos un cambio de variable en el tiempo, introduciendo la nueva
variable t* = k(a? + 1)t, se obtiene que t = m; luego:
Cdadt  d(Y) 8'(t)

=G T mery PO ey Y O ey

Si ademds hacemos los siguientes cambios de variable:

o (t7) = Ax(t),  P(t7) =By(t"), (") =Cx(t");

las ecuaciones anteriores quedan:

My P 0
T e 2t
—aAxCxz aT Ax
By = - -B
Y k(a? +1) - km(a? +1) 4
Cy — aAxBy 4

T 2%k(a2+1)  a®+ 1=

Al simplificar obtenemos:

/ K ac1 B
=Ly 27 415
T TR T k@ 12a” (4.15)
, —aAC aTA
= - 4.16
V= @+ 0B T @Bt Y (4.16)
, aAB 4
= - . 417
? 2k(a® + 1)C’xy 2+1° (4.17)

En lo que sigue, consideraremos que existen parametros fisicos que intervienen
en el proceso fisico y que se espera que aparezcan en el modelo; estos pardmetros
son: El nimero de Prandtl y el nimero de Rayleigh.
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El niimero de Prandtl o = # es un niimero adimensional que es igual al cociente
entre la viscosidad dindmica p y la conduccién térmica k del fluido, r es el nimero
de Rayleigh, también adimensional y esta dado por el cociente de la temperatura
de la placa inferior T', entre la temperatura minima 74 , de la placa inferior, para
que el sistema se vuelva inestable.

Por lo anterior, la eleccién de A = ac; y B = p(a? + 1)2, permiten reducir la

ecuacién (4.15)) en:

/

' = —ox+ oy. (4.18)

Ahora bien, si sustituimos a %, en el segundo término del lado derecho de

(4.16)), obtenemos:

aT A _ a’Tey )
kr(a2 +1)B  pkm(a? +1)3’
como T 4 = %, entonces:

aT A T

kr(@@+1)B  Tia

., km(a®+1)3 . . ‘s
Por su parte, la elecciéon de C' = %7 permite reducir la ecuacién 1'
en:

/

y = —xzz+rx—y. (4.19)
Finalmente, la ecuacién (4.17)), nos indica que:

a?Cp(a®+1)32 4
2=ty — ——2.
2k2pu(a?+1)% 2
e a*+1
Y nombrando a b= a%ﬂ se llega a:
2= —bz+xy. (4.20)

Las ecuaciones (4.18]), (4.19) y (4.20) corresponden al famoso sistema de Ed-
ward Lorenz, formulado en [I7], en el ano de 1963 y dado por:

1'/ = U(y - 33)7

Yy =rz—y—uxz,

2 = xy — bz,
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donde los parametros o, r, y b son positivos.
En esta seccién, encontramos que b = a%H; recordemos que, al principio de
la seccién (3.1), vimos que la primera solucién que hacia inestable al sistema de
ecuaciones diferenciales parciales linealizado se da cuando a? = %, asi que b = %
que es el valor generalmente dado a este coeficiente; valores para b < %, hacen que

el sistema sea estable, mientras que valores de b > % vuelven al sistema inestable.

4.2. Analisis cualitativo del sistema de Lorenz

El modelo de Lorenz esta basado en una simplificacion de la ecuacién de Navier-
Stokes como se demostré anteriormente. El movimiento del fluido es el resultado
de la diferencia de temperaturas entre las placas superior e inferior de la celda,
este movimiento puede ser expresado en términos de tres variables z(t*), y(t*) y
z(t*), donde z(t*) describe la dependencia de la funcién de corriente del fluido con
el tiempo (¢*). Las variables y(t*) y z(t*) estén relacionadas con la dependencia de
la diferencia de temperatura del estado covectivo y conductivo respectivamente.
De manera particular y(t*) es proporcional a la diferencia de temperatura entre
las partes del fluido que suben y caen por la densidad de las particulas que lo
conforman.

4.2.1. Puntos de equilibrio

Como el sistema es no lineal, analizaremos el comportamiento del flujo de
fluido cerca de los puntos de equilibrio, para el sistema formado por ((4.18]), (4.19)

v (@20

¥ =0y —x),

y =rx—y—xz,
2 = xy — bz.

donde los pardmetros o > 0,7 > 0y b > 0, 0 es el nimero de Prandtl y r es
el numero de Rayleigh.
Los puntos de equilibrio se obtienen cuando:

oz —y) =0, (4.21)
re—y—xz=0, (4.22)
xy — bz =0. (4.23)
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Un punto de equilibrio de las ecuaciones anteriores es (0,0, 0).

M4s atin, de (4.21]) tenemos que x = y, al sustituir en (4.22)) tenemos que:
x(r—1—-2)=0,

luego, z =r — 1.

Al sustituir x =y y z =7 — 1 en (4.23)) encontramos que:
22 —b(r—1)=0,

esto es; encontramos que:
x=£/b(r—1) y y==£+/b(r—1).
El anélisis anterior se resume en el siguiente teorema:

Teorema 4.2.1. Puntos de equilibrio no triviales del Sistema de Lorenz.

Sir > 1, ademds del origen, existen dos puntos criticos para el sistema de
Lorenz dados por:

P = (\/b(r 1), /ol — 1), — 1) ,

P, = (—\/b(r— 1), —/b(r —1),r — 1).

Analisis de estabilidad en el origen.

Para establecer el comportamiento cualitativo de las curvas solucién localmente
se estudia el primer punto de equilibrio (0,0, 0), linealizamos alrededor del origen.
La linealizacién del sistema es:

X' = AX

)

donde A es la matriz jacobiana.

Calculamos los elementos de la matriz A, los cuales son:
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) - _ 9 _ =
2 (7 = m)’m,o,t)) -7 oy (7Y m)‘m,om -7
o _ o) _
= (oy — 036)‘(0,070) =0, S=(re —y — xz)‘(o,o,o) =7,
2 - _ 92 — = =
a—y(mc —y— xz)‘(mm) =-1, (rz—y xz)‘(0,0,0) =0
Zloy—b2)| =0 oy =b)| =0
2 000 0y (79— b) (0,0,0)
0
D gy —b ] — b
oz 2y —b2) (0,0,0)
Entonces, la matriz A es:
-0 O 0
A= r —1 0
0 0 -=b

Por lo que el sistema de Lorenz linealizado alrededor del origen es:

' = —ox + oy, (4.24)
Yy =rx—vy, (4.25)
2 = —bz. (4.26)

Calculamos los eigenvalores de la matriz (A — A\I):

det(A—X) = (=b—X) (N + Ao+ A—r0+0),

al resolver el polinomio caracteristico, los valores propios son:

A = —b,
—(c+1)=+/(c —1)2+4ro
)\2 = )
2
—(o+1)+ /(6 —1)2 +4ro
As = .

2
Es claro que \; siempre es negativo, ya que el pardmetro b > 0.
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Analizaremos los eigenvalores Ao y A3, para distintas posibilidades de r, que
garanticen que el origen es un atractor.

Caso 1. r =0.
Si r=0 y o<1, entonces X =—0.
Si r=0 y o=1, entonces X=-1, y A3=-1

Si r=0 y o>1, entonces A3=—1.
Asi, se tiene que Ay <0y A3 < 0.

Como \; < 0, A2 < 0y A3 < 0, entonces el origen es un punto atractor o
sumidero.

Caso 2. r > 0.

Sir > 0, entonces A2 es un eigenvalor real y negativo al igual que \1; para con-
seguir la estabilidad del sistema, A3 debe ser también negativo y esto lo logramos
cuando:

—(c+ 1)+ /(0 —1)2 +4ro <0,
equivalentemente:

(c —1)2+4ro <o—+1,

—= (0—-1)+4ro < (c+1)%
= 02 —20+1+4ro <o®+20+1,
= dro < 4o,

— r < 1.

Esto quiere decir que cuando 0 < r < 1, se tiene estabilidad asintética en el
origen, la interpretacion fisica es que se anula la conveccién al pasar el tiempo.

El eje z representa la funcién del tiempo de la temperatura por conduccion; es
decir, la temperatura con relacién a la altura de la celda de fluido y, la temperatura
de la placa de fluido tiende a cero, ya que esa es la temperatura de la placa superior;
esto se puede corroborar ya que la ecuacién tiene como solucion:

2(t*) = zge P,
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donde zj es la temperatura de la placa inferior, que siempre es positiva.

Observacién: Cuando 0 < r < 1 y ¢ = 1, el origen es un atractor. La
interpretacién fisica, es que el radio de los rollos convectivos se degenera en un
punto y la temperatura por conveccién tiende a cero grados.

Analisis de estabilidad por funciéon de Liapunov

En [7], se expone que un método que ayuda a decidir cuando un punto de
equilibrio es estable, asintéticamente estable o inestable. Este método fue dado
por Liapunov en 1892. La idea es encontrar una funcién escalar v positiva, tal que
su derivada v’ a lo largo de las trayectorias del sistema sea negativa, ya que esto
implica que el origen del sistema estudiado es estableﬂ

Para corroborar que el origen es asintdticamente estable propondremos la fun-
cién:

1
v(z,y,2) = ;xQ +y? + 22

La idea es mostrar que si r < 1y (x,y,2) # (0,0,0), entonces v" < 0 a
lo largo de las trayectorias, esto implicard que a medida que el tiempo avanza,
las trayectorias irdn quedando en regiones restringidas de Liapunov o elipsoides
cada vez mas pequenas, razon por la cual el valor de la funcién de Liapunov ira
decreciendo al pasar al tiempo.

Calculamos:
/ 2 / / !
vi=—ax + 2yy + 2y,
y al sustituir 2/, ¢’ y 2’ tenemos:

/

2
v = —z(—ox+ oy) + 2y(rz — y) + 22(—bz),
o

luego:

1
51}’ = —2® +ay(r+1) —y* — bz

completamos cuadrados en los dos primeros términos del lado derecho para

obtener:
1 17? 1\?
51/:— {x—wgy} + y? <T—;> —y? — b2,

2Para més detalles sobre el método de Liapunov consultar el apéndice o la referencia dada.
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luego:

1, r+1 1%, L (rtt 2 a2
—v'=— |z - — — — bz”.
2 2 Y| 7Y 2

En el lado derecho de la expresién anterior, el primer y tercer término siempre
son negativos, entonces para asegurar que la expresién anterior sea menor que

cero, y se cumplan las condiciones del teorema de Liapunov, se requiere que el
segundo término del lado derecho sea positivo; es decir:

2
r+1
1-— >0,
(=)

lo cual se cumple si y sélo si:

(r+1)2 < 4,

0 equivalentemente:

r <1,

donde r € (0, 1).

Asi,sir <1y (z,y,2) # 0, el lado derecho de la expresién anterior es estricta-
mente negativo y por lo tanto el origen es un punto de equilibrio asintéticamente
estable.

Teorema 4.2.2.

Sir < 1. Entonces todas las soluciones del sistema de Lorenz tienden al origen.

En conclusién; para pequenos valores del parametro r, el modelo predice que
no habra conveccién ya que el estado del sistema es estable en el origen.

Analisis de estabilidad para P, y P>

Ahora supondremos que r > 1 y consideramos los puntos de equlibrio

P = (\/b(r 1), /ol — 1), — 1) y Py = (—\/b(r 1), —/b(r —1),r — 1) .

Linealizamos el sistema formado por (4.18), (4.19) y (4.20) alrededor de P;.
Posteriormente, transformaremos el sistema x’ = F(x) en el sistema equivalente
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u = G(u) que tiene a 0 como punto de equilibrio; para ello, hacemos el cambio
de variable u =x —x¢, V=y — Yy, ¥ W = Z — Zg para obtener:

u=x —/b(r —1), esto lleva a que: x = u + /b(r — 1);
v=a — /b(r — 1), esto lleva a que: y = v + /b(r — 1);

w=z—(r—1),luego z=w+7r—1.

Al derivar, tenemos que v’ = 2/, v = ¢/ y w’ = 2. Sustituimos las nuevas
variables y sus derivadas en el sistema de Lorenz y obtenemos:

u =o(v—u), (4.27)

v =—v+u—wyb(r—1) — uw, (4.28)

w = u\/b(r — 1) + vy/b(r — 1) + uv — bw. (4.29)

Asi, hemos obtenido el sistema equivalente — que tiene al (0,0,0)
como punto de equilibrio.

Linealizamos este sistema, calculando la derivada parcial del sistema equiva-
lente con respecto a las componentes u, v y w en el punto de equilibrio (0,0, 0)
para formar la matriz jacobiana; asi:

ou’ — _ ou’ =g ou’ —
9u (0,0 ’ 9 {(0,0) 9w (9,0 ’
ov’ ov’ o’
L =1, = -1, o = —/b(r — 1),
91 1(0,0) v 1(0,0) 9w (0,0) (r=1)
' = Jo(r —1 o'’ = /b(r —1 o'’ - _
9u 1 (0,0 r=0. % (0,0) (r=1) 9w 1(0,0) ’
por lo que la matriz asociada es:
—0 o 0
A= 1 -1 —/b(r—=1) |;

Vb(r—1) /b(r—1) —b

y la ecuacién caracteristica es:
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N 4N b +o+1)+bAr+ o)+ 2bo(r —1) = 0. (4.30)

Por simetria, la ecuacién caracteristica de P; es la misma para Ps, por lo que
ambos puntos pueden ser asintéticamente estables o inestables.

Buscaremos soluciones de la forma A = iw, donde w es un ndmero real. Al
sustituir en la ecuacién caracteristica se tiene:

(iw)® + (o0 + b+ 1) (iw)? + (r + 0)b(iw) + 2bo(r — 1) = 0,

—iw® — (0 4+ b+ 1)w? + (r + o)biw + 2bo(r — 1) = 0.

Se requiere que la parte real y la parte imaginaria sean iguales con cero para
satisfacer la igualdad. La parte imaginaria es cero cuando:

—w? + (r+0)bw = 0,

0 equivalentemente:

w? = (r + o)b. (4.31)

La parte real es cero cuando:

—(o+b+ 1w +2bo(r — 1) = 0.

Al sustituir el valor de w? = (r 4+ o)b en la expresién anterior tenemos:

30 —ro+c’+br+bo+r=0.

Factorizando a r y o, hallamos que si r satisface:

c+b+3
r=0—m—m—, 4.32
b1 ( )
tendremos dos raices imaginarias puras A; y Ao. Para obtener Az, basta calcular
la traza de la matriz jacobiana y encontramos que A3 = —(o + b+ 1). Asi, los

eigenvalores son:

)\1 =/ (T+O’)bi,
Ao = —/(r + o)bi,

)\3:—(O'—|—b—|— 1).
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Se puede concluir que cuando r > 1, la ecuacién caracteristica (4.30]) posee dos
raices imaginarias puras y una raiz negativa.

Teorema 4.2.3. Puntos de equilibrio atractores

Los puntos de equilibrio:

P = (\/b(r 1), /bl — 1), — 1) ,

P, = (—\/b(r —1),—/b(r —1),7 — 1) ;
son sumideros o atractores cuando:

le<r< oc+b+3
r<o—m .
c—b—1

La inestabilidad del estado conveccion se da cuando r = agfig’j. Asi, sio >

b+1, el sistema es inestable para un numero de Rayleigh lo suficientemente grande.

Este resultado sélo se aplica a la conveccién idealizada gobernada por (4.18]),
(4.19) y (4.20) y no a las soluciones de las ecuaciones diferenciales parciales (|2.23))
y (2.25)



Conclusiones

El objetivo principal de esta tesis fue exponer la deduccién del modelo de Lo-
renz de una forma detallada, exponiendo los supuestos del modelo, a partir de
simular el comportamiento de la atmdsfera terrestre por medio de un fluido bidi-
mensional confinado entre dos placas horizontales con una diferencia de tempera-
tura entre ellas. A partir de este modelo se encontré la ecuacién de Navier-Stokes
que describe el movimiento de traslacién del fluido contenido entre las placas. Se
obtuvo una ecuaciéon que describe a la curva equipotencial ya que sobre ella se
encuentra la trayectoria de la particula, que es la ecuaciéon de Navier-Stokes en
forma de vorticidad.

Al realizar el andlisis de la influencia de temperatura se obtuvo el sistema
de ecuaciones diferenciales parciales de Lorenz, que describen simultdneamente,
el movimiento de un fluido a lo largo de las curvas de nivel ¥, generado por la
diferencia de temperatura entre las placas. La particula de fluido tiende a flotar
por el efecto de la temperatura.

Buscamos una solucién del sistema de ecuaciones diferenciales parciales, linea-
lizamos el sistema y aplicando el método de separacién de variables, encontramos
una solucién explicita para © y ¥. Encontramos una forma explicita para la fun-
cion temperatura y la funcién de corriente del sistema linealizado, bajo el supuesto
que Q*(t) = Q(t), que es un aporte original del trabajo de tesis.

Buscamos soluciones para O(x,y,t) y ¥(x,y,t) bajo la suposicién que Q(t) #
Q*(t), sustituyendo las soluciones en el sistema linealizado para obtener un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias dado por Q'(¢) y Q*(¢).

Al analizar la estabilidad del sistema formado por €' (¢) y Q*(¢), encontramos
la temperatura minima a la que se debe de encontrar la placa inferior para que el
sistema se vuelva inestable, es decir la temperatura minima requerida para iniciar
la conveccion.

Se buscaron soluciones para el sistema no lineal de ecuaciones diferenciales
parciales de Lorenz, por el método de separacién de variables y durante el proceso
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encontramos que cuandon =1y a = %, la temperatura alcanza su nivel critico

para que se inicie la inestabilidad.

La solucién del sistema de ecuaciones diferenciales parciales de Lorenz, sigue
siendo un problema abierto.

Asi, al realizar los cambios de variable: t = k(at27*+1)’ o (t*) = Az (t*), B'(t*) =
By(t*), +'(t*) = Cz(t*), y algunas simplificaciones obtuvimos la deduccién del

sistema de Lorenz:

x/:J(yfx)a
y =rx—y—xz,
2 = xy — bz.

Al efectuar un anélisis cualitativo del sistema de Lorenz encontramos que el
sistema de Lorenz es estable cuando r € (0,1), la inestabilidad o el estado de
conveccién inicia cuando r = O'gtigt? y 0 > b+ 1. Este resultado sélo se aplica
al sistema de tres ecuaciones diferenciales ordinarias de Lorenz, pero no se aplica
para el sistema de ecuaciones diferenciales parciales de Lorenz.



Apéndice A

Estabilidad de Liapunov

En [7] encontramos que, tanto en sistemas lineales como en los no lineales,
una de las propiedades fundamentales es la estabilidad del sistema. En un sis-
tema lineal, la estabilidad puede interpretarse como la trayectoria resultante de
una particula que se coloca inicialmente en una posicién arbitraria X(0) = X,.
Si X es un punto critico del sistema, entonces la particula permanece en estado
estacionario.

En un sistema no lineal de la forma:

‘T/ = f<x7y)a
Y =g(z,y).

el analisis de estabilidad es més complejo y, una herramienta para determinar
la estabilidad del sistema fue propuesta por Liapunov en 1892. El método de
Liapunov establece que debe existir una funciéon escalar v positiva, tal que su
derivada v’ a lo largo de las trayectorias del sistema sea negativa, ya que esto
implica que el origen del sistema estudiado es estable.

Teorema de Liapunov

Consideremos el sistema auténomo:
x' = f(z,y), (A1)

/

v =g(z,y), (A.2)
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y supongamos que tiene un punto critico aislado (0,0). Sea D(z(t),y(t)) una
trayectoria del sistema — y consideremos la funcién v(z,y) continua con
primeras derivadas parciales continuas en una regién que contiene a la trayectoria.
Siun punto (x, y) se mueve a lo largo de las trayectorias de acuerdo a las ecuaciones
xz=uz(t) y y = y(t), entonces:

ov(z,y) ,  Ov(z,y) ,
or + Oy g

Esto significa que si v’ (z, y) < 0, entonces v decrece a lo largo de las trayectorias
solucién que cruzan las curvas v(z,y) = C.

Asumimos que; dada una funcién continua v definida en alguna vecindad de
(z0,y0) con derivadas parciales continuas en D, v(x,y) = 0, v(z,y) > 0 para
toda (z,y) en D con (x,y) # (xo,y0) y los puntos (z,y) satisfacen la ecuacién
v(z,y) = C de una curva cerrada alrededor de (xg,yo) para la constante C' para
las cuales estas curvas estan en D; luego:

v'(z,y) = (A.3)

» Siv/(z,y) =0 para toda (z,y) en D, entonces (g, yo) es estable.

» Si v'(z,y) < 0 para toda (z,y) en D, entonces (zg,yo) es asintéticamente
estable.

» Siv'(z,y) > 0 para toda (z,y) en D, entonces (2o, yo) es inestable.

Una funcién v con propiedades de la hipotesis y que satisfaga el teorema an-
terior es llamada funcién de Liapunov.
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