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Introduccion

La teoria de la radiacién de cuerpo negro jugd un papel muy importante a fines
del siglo XIX en el estudio de la fisica tedrica, ya que fue el primer sistema fisico que
no se comportaba de la forma en que las leyes de la fisica clasica predecia. Sumado
a eso, también condujo a Planck en 1900 a introducir la idea de que la radiacion
electromagnética emitida por “emisores elementales” solo aparece en paquetes dis-
cretos miultiplos enteros de la frecuencia, nombrados mas tarde como fotones. Para
concluir todo ese camino, Einstein en 1905 propone que la discretizacién en los mo-
dos de energia de un sistema no solo deberia ser valida para el caso de la radiacion,
sino también para la materia, e hizo ver con toda claridad céomo las propiedades de
muchos sistemas formados por particulas materiales, cuando estan sujetos a condi-
ciones externas, requieren de una modificacién de las leyes de la mecanica clasica y
visualizo la necesidad de crear otra mecanica hoy conocida como mecanica cuantica.

Los fractales han tomado relevancia en decadas recientes (en el andlisis meteo-

rolégico de la Tierra, estudios geoldgicos en pozos, etc.). A pesar de que el término
“fractal” fue acunado en 1975 por el matematico Benoit Mandelbrot, estos conceptos
ya eran bien conocidos en matematicas desde principios del siglo XX. Se dice que
un objeto geométrico es fractal cuando es demasiado irregular para ser descrito en
términos geométricos tradicionales y es autosimilar, su forma es hecha de copias mas
pequenas de la misma figura. Los primeros acercamientos se tuvieron con los fractales
naturales. Un fractal natural es un elemento de la naturaleza que puede ser descrito
mediante la geometria fractal. Las nubes, las montanas, el sistema circulatorio, las
lineas costeras o los copos de nieve son fractales naturales. Esta representacion es
aproximada, pues las propiedades atribuidas a los objetos fractales ideales, como el
detalle infinito, tienen limites en el mundo natural.
La idea de un mundo fractal ha tenido como consecuencia la reconstruccion de las
teorias clasicas de algunas disciplinas de la ciencia dando mejores respuestas a al-
gunos problemas, como la conectividad en redes de fractura. Por su parte, la fisica
se ha adaptado en ramas como la hidrodinamica y la fisica del estado s6lido para la
construccion de materiales con microestructuras aleatorias. Todo lo anterior lleva a
la idea de tomar una teoria bien estudiada como lo es la radiaciéon de cuerpo negro
y analizarla tomando condiciones fractales con el objetivo de encontrar una ley de
emisividad para objetos arrugados.

En el primer capitulo se hace una revision del método estandar para la radiacion
de cuerpo negro estandar. Se desarrollan los célculos necesarios para llegar a la ley
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de Stefan-Boltzmann en tres dimensiones. En el segundo capitulo se muestra el re-
sultado principal obtenido por Landsberg y De Vos en su anélisis cientifico [1]. En
este se encuentra una férmula para la ley de Stefan-Boltzmann para un espacio de
n dimensiones. Una breve descripcién de las herramientas utilizadas por la teoria
fractal es necesaria. Se revisan algunos conceptos y se dan ejemplos de estos. Tam-
bién, con el objetivo de mostrar la importancia de la fisica de fractales, el tercer
capitulo contiene informacion sobre los trabajos realizados en diferentes ramas de
la fisica con un enfoque fractal. Se puede ver que las investigaciones han ido abar-
cando mas disciplinas como la geologia. En el cuarto capitulo se analiza la relacion
entre las condiciones de frontera con la distribuciéon de estados cudnticos. Esto con
el proposito de ver que si existe una dependencia entre la geometria de la cavidad y
la solucién de un sistema. Haciendo uso de la distribucion de estados dada por Berry
en su publicacién [2] y el método de Lansberg y De Vos, se encuentra una expresion
de la radiacién para una cavidad fractal.

Finalmente se hace un anadlisis en el cual se obtiene una férmula para la emi-
sividad de una cavidad fractal. Se contrasta con resultados experimentales para la
radiacion de superficies arrugadas.



Capitulo 1

Radiacion de cuerpo negro
estandar

Se consideran las propiedades de radiacién electromagnética encerrada en un
volumen V' a temperatura 7', un sistema conocido como una “cavidad de cuerpo ne-
gro” el cual puede ser experimentalmente producido haciendo una cavidad a algin
material, evacuando la cavidad completamente, y entonces calendando el material a
una temperatura dada. Los atomos en las paredes de ésta cavidad emitiran constan-
temente y absorberan radiacion electromagnética, asi que en equilibrio habra una
cierta cantidad de radiaciéon en la cavidad, y nada mas. Si la cavidad es lo sufi-
cientemente grande, las propiedades termodinamicas de la radiacion en la cavidad
deberian ser independientes de la naturaleza de la pared. En consecuencia se puede
imponer en el campo de radiacion alguna condicién de frontera que sea conveniente
[3].

De acuerdo a la teoria cuantica de radiacion, los fotones son bosones sin masa
de espin h. La falta de masa implica que un fotén siempre se mueve a la velocidad
de la luz c en el espacio libre, y que su espin puede tener solo dos orientaciones
independientes: paralelo o antiparalelo al momento. Para el analisis de la radiacion
de cuerpo negro, es suficiente conocer que un fotén de frecuencia w tiene las siguietes
propiedades:

Energia = hw
Momento = hk,
w
k|l =— 1.1
= (1)
Vector de polarizaciéon = €, |e|=1, k-e=0

A tal foton le corresponde una onda plana de radiacién electromagnético cuyo vector

de campo eléctrico es '
E(r,t) = ee'r=wb (1.2)

La direccién de € es la direccion del campo eléctrico. La condicién € - k = 0 es una
consecuencia de la transversalidad del campo eléctrico, es decir, V- E = 0. Asi para



k dado hay dos y solo dos vectores de polarizacion independientes €. Si se imponen
condiciones de frontera periddicas a E(r,t) en un cubo de volumen V = L3 se
obtienen los siguientes valores permitidos para k:

2mn
k= — 1.3
i} (13)

donde n es un vector cuyos componentes son 0, £1, +2, ... asi el niimeros de valores
de momentos permitidos entre k£ y k + dk es

Tk b (1.4)

ya que cada atomo puede emitir y absorber fotones, el nimero total de fotones no

es una cantidad conservada.

La energia total del estado del campo electromagnético en el cual hay ny, . fotones
de momento k y polarizacion € esta dada por

E{nk,e} = Z hwnhe (15)
k,e
donde
w=clk
[k (1.6)
Me =0,1,2, ..
Debido a que el nimero de fotones es indefinido, la funcién de particién es
Q= Z e PE{mK.} (1.7)
{nk,e}
sin restriccion en {nk.}. El calculo de Q es elemental:
o9 1
Q= Y exp <_52hwnk,e> =11 3 e =T] FR—T
{rx.e} ke k,e n=0 kel —e
logQ = — Zlog (1 — e_ﬁﬁ“’) = -2 Zlog (1 — e_ﬂﬁ“’> (1.8)
k,e k

El ntimero de ocupaciéon promedio por fotones de momento k, independientemente
de su polarizacion es

1 0

2
- _ - 1 e 1.9
() = = 5 5y 1989 = e 1 (1.9)
donde el factor 2 viene de las dos polarizaciones posibles.
La energia interna es
0
U=—-——logQ =) hw(ng) (1.10)
ap ”
Para encontrar la presion, se expresa () en la forma
log@Q = —2> log (1 - e*’BhCQ”In'VA/g) (1.11)

desde la cual se obtiene



P ;aavl §Q = o Sheln)

Comparando esta ecuacién con la ecuacién (1.10) conduce a la ecuacién de estado
1
PV = gU (1.12)

A partir de las ecuaciones (1.10), (1.9) y (1.3) se calcula U en el limite V — oo,
es decir, una cavidad muy grande para que las propiedades termodinamicas de la
radiacion en la cavidad sean independientes de la naturaleza de la pared.

3

hck Vh /00 w
0

= W7
eﬁhck: 1 7T203 eﬁfw -1

Por lo tanto, la energia interna por unidad de volumen es

‘[i = /OOO dwu(w,T) (1.13)

donde

h w3
Esta es la ley de radiacién de Planck, la cual da la densidad de energia debida a
los fotones de frecuencia w, independientemente de la polarizacion y direccién del
momento. La integral de la ecuacién (1.13) puede ser evaluada explicitamente para
dar

ww,T) = (1.14)

U w2 (kT)*
= =— - 1.15
V15 (he)3 ( )
Se sigue que el calor especifico por unidad de volumen es
Al kAT
Yy = ———— 1.16
“ = 15(he)? (1.16)

El calor especifico no es llevado al limite T — oo, porque el niimero de fotones en
la cavidad no es cerrado.

Las ecuaciones (1.14) y (1.15) pueden ser verificadas experimentalmente abriendo
la cavidad de cuerpo negro para el exterior a través de una ventana pequena. La
radiacion escaparia entonces desde la cavidad con velocidad c. La cantidad de energia
radiada por segundo por unidad de area de la abertura, en la forma de fotones de
frecuencia w, es

I(w,T) = c/ i?u(w,T) cos(f) = gu(w,T) (1.17)

donde la integracion angular se extiende solo sobre un hemisferio. Integrando sobre
la frecuencia, se obtiene

I(T) = / dwl(w,T) = oT*
0
w2kt
~ 60R3?

que es conocida como la ley de Stefan-Boltzmann, con ¢ como la constante de Stefan.

(1.18)



Capitulo 2

Ley de radiaciéon n-dimensional

Como parte de los antecedentes, se muestra una parte del trabajo publicado por
Peter Landsberg y Alexis De Vos. En ese estudio se deriva la constante de Stefan-
Boltzmann para un espacio n-dimensional [1].

Se sabe que el flujo de energia de radiacion W, emitida por un cuerpo negro a
temperatura 7T, esta dado por la ley de Stefan-Boltzmann

d =cAT* = /qbl,du (2.1)

donde A es el area de la superficie del cuerpo radiante y o es la constante de Stefan,
que expresada en términos de h

B 2ok
~ 15h3¢2

o (2.2)
donde k es la constante de Boltzmann, h es la constante de Planck y ¢ es la velocidad
de la luz. Se encontré que este resultado es influenciado por el hecho de que el espacio
sea tridimensional. Landsberg y De Vos derivan la ley de Stefan-Boltzmann para un
espacio euclideo n-dimensional, en la cual la cuarta potencia de la temperatura, se
reemplazard por una potencia de orden (n + 1)

® = o, AT". (2.3)

2.1. Calculo de la ley de Stefan - Boltzmann n-
dimensional

Se considera una cavidad n-dimensional con la forma de un hipercubo de longitud
a; en la direccién x;. Su volumen V' es entonces [, a;. La resonancia electromagnética
consiste de ondas estacionarias con un vector de onda que satisface la condiciéon de
frontera de paredes conductoras ideales

Ko L (ml %m)
2

)
ap Qg an



donde los m; son nimeros enteros positivos o cero.

Los eigenvectores k generan una red ortorrémbica n-dimensional en el espacio k
(Figura 2.1). Usando la relacién de De Broglie, la frecuencia

v = c|k|
estd asociada con un eigenmodo particular.

Asi que el nimero de modos g con frecuencia menor que v es igual al nimero
de puntos k de la red dentro de la hiperesfera de radio v/c. Esta esfera tiene un
volumen igual a

Wy =V, (v/e)®
donde V,, denota el volumen de la hiperesfera n-dimensional de radio 1. Por otro
lado, cada punto de la red ocupa una celda unitaria con volumen igual a

btz 1
" 2ay2ay " 2a, 27V

W
Si
Wi > W, (24)

es decir, si los efectos de las esquinas son despreciables, entonces el nimero de tales
celdas en la hiperesfera es

1/2mM)W. Vi,
g = 7< /Wz L= Vc—l/”. (2.5)

Figura 2.1: Red ortorrombica y esfera en el espacio k

El volumen W, ha sido dividido por el factor 2™ porque solo el hiperoctante con
coordenadas positivas es ocupado por los puntos de la red.



Se debe multiplicar el resultado anterior por un factor 2, debido a las dos polari-
zaciones independientes de la radiacion electromagnética. Por lo tanto, al diferenciar
la expresién, se obtiene el niimero de modos por unidad de intervalo de frecuencia:

dg = 2Vn—vnl/"*1.
dv cn

Usando la expresién para el volumen de una hiperesfera [4]

V, = fm (2.6)
r <2n + 1)
se obtiene
dg _ 4P Vo (2.7)

dv T (n/2)c
donde T'(z) es la funciéon gamma.
Expresada como una funcién de la longitud de onda A\ = ¢/v, se tiene

d;q B A2y S
d\  T'(n/2)

Una vez obtenido el niimero de modos en una cavidad, con frecuencia entre v y
v+ dv, se necesita encontrar el flujo de tales fotones monocromaticos, escapando de
la cavidad a través de una superficie radiante (n — 1)-dimensional de area A (Figura
2.2).

]

f

Figura 2.2: Flujo del foton a través de la superficie de area A. El eje coordinado n
es normal a la superficie, mientras los ejes t1, ts, ....t,_1 son tangentes a ella.

Ya que la radiacion en la cavidad es isotrépica, es decir, uniformemente distribui-
da sobre todas las direcciones,

B dw
[ [dw

6

P



es la probabilidad de que una particula sea dirigida dentro del elemento de angulo
solido dw. El niimero de fotones con tal direcciéon, que llegan a la superficie de area
A en un intervalo de tiempo dt, es el producto de tres factores:

(a) el nimero de modos por unidad de volumen, es decir, la expresién (2.7) dividido
entre V'

(b) la probabilidad P; y

(c¢) El volumen V' originalmente ocupado por los fotones, es decir, el hipercilindro
de volumen Ac cos 0dt.

Por lo tanto, se debe multiplicar la ecuacién (2.7) por

1 dw

— Accos fdt —————.

V J [ [dw
Después de la integracion sobre todas las direcciones que apuntan hacia afuera de
la superficie y después de dividir entre dt, se obtiene el factor

// /Ac dw _ Ac[ [ ... [ cosbdw
v [[ofdo V  [[.. [do

En la dltima férmula los simbolos [ [ ... [ son para indicar una integracién (n — 1)-
dimensional, pero el denominador es una integracion n-dimensional sobre la esfera
unitaria, mientras que el numerador es una integracion sobre un hemisferio unitario
n-dimensional (integracion sobre todas las direcciones apuntando fuera de la super-
ficie).

Se remarca que
dw' = cos Odw

es la proyeccion de dw sobre la superficie radiante, asi que la integral [ [ ... [ cosOdw
sobre el hiperhemisferio n-dimensional es igual al volumen de la hiperesfera unitaria

(n — 1)-dimensional:
//.../cosedw =V,_1.

[ [ far=su

donde S,, denota el area de la superficie de la hiperesfera con radio 1. No es dificil
verificar que

Se observa finalmente que

S, =nV, (2.8)

observando que el volumen de la hiperesfera iguala la integracion de su superficie
R
ViR = [ =S tar.
0

Entonces, el factor por el cual se debe multiplicar la expresion (2.7) es

o &Vn—l
VoV,

ky,

7



B & ['(n/2)
-V 2y/Al(n+1)/2]
el cual convierte el numero de modos en la cavidad de volumen V en el nimero de

modos penetrando la apertura A de la cavidad por unidad de tiempo.
Aplicando el factor a (2.7), se llega a

2A7r(=1/2 1
T[(n+1)/2] 1"

n—1

Después de multiplicar por la energia del fotén hv y por el factor de Bose-Einstein
1/[exp(hv/kT) — 1], se obtiene la densidad espectral de Planck n-dimensional:

(n—1)/2 n
o, = 24m h_ v : (2.9)
Cl(n+1)/2] c»Lexp(hv/kET) — 1

Expresado en términos de la longitud de onda A, el espectro es

2Aﬂ.(n71)/2 h ) 2
T(n+1)/2] " exp(he/\T) — 1

)\:

El maximo ocurre en la longitud de onda que obedece

1he
z, kT

(2.10)

con x, la solucién de la ecuacién trascendental

[1—2z/(n—2)]exp(z) = 1.

La férmula (2.10) es la ley de desplazamiento de Wien n-dimensional.

Después de integrar sobre todas las frecuencias v, se obtiene la versién n-dimensional
de la ley de Stefan-Boltzmann:

2Ax(=1/2 1 /00 v"dy
o exp(

I[(n+1)/2] ¢! hv/ET) —1
2A7T(n—1)/2 Jentl
= T 1 1)——— 7+ 2.11

Ty Do+ D e (2.11)

O
o =g, AT
con
27T(n—1)/2 fn+l

C(n+1)¢(n+1)

Op =

T[(n+1)/2] hren=1

En la férmula anterior {(z) denota la fucién zeta de Riemann.



Capitulo 3

Fractales en la fisica

En el pasado, las matematicas se han ocupado principalmente de los conjuntos y
funciones a los que se pueden aplicar los métodos del calculo clasico. Los conjuntos o
funciones que no son lo suficientemente suaves o regulares han tendido a ser ignorados
como “patologicos” y no dignos de estudio. Ciertamente, se los consideraba como
curiosidades individuales y rara vez se los consideraba como una clase a la que
podria aplicarse una teoria general. En los tultimos anos, esta actitud ha cambiado
ya que se ha comprendido que se puede decir mucho, y vale la pena decirlo, sobre las
matematicas de los objetos no lisos. Ademas, los conjuntos irregulares proporcionan
una representacion mucho mejor de muchos fenémenos naturales que las figuras de la
geometria clasica. La geometria fractal proporciona un marco general para el estudio
de tales conjuntos irregulares.

3.1. Medida de Hausdorff

Una medida es una forma de atribuir un “tamano” numérico a conjuntos, tal
que si un conjunto es descompuesto en un nimero finito o numerable de partes de
una manera razonable, entonces el tamano de todo es la suma de los tamanos de las
partes [5].

Se le conoce a p como una medida en K™ si p asigna un nimero no negativo, posi-
blemente oo, para cada subconjunto de R™ tal que:

(a) p(0) = 0;
(b) u(A) < u(B) si A C B;

(c) si Ay, Ay, ... es una secuencia numerable (o finita) de subconjuntos entonces

(U ) = Y u(A) (32)

1(Ay) (3.1)

1M8

con igualdad en (3.1), i.e

Ne)



si los A; son conjuntos de Borel disjuntos (un conjunto de Borel es cualquier con-
junto obtenido mediante uniones e intersecciones numerables de conjuntos cerrados
o abiertos en la topologia considerada).

Se le llama a u(A) la medida del conjunto A, y se piensa a u(A) como el tamano
de A medido de alguna forma. La condicién (a) dice que el conjunto vacio tiene
medida cero, la condicién (b) dice que “cuanto mayor sea el conjunto, mayor sera la
medida” y (c) dice que si un conjunto es la unién de un nimero finito de partes (las
cuales pueden superponerse) entonces la suma de las medidas de las piezas es menor
6 igual a la medida del todo. Si un conjunto es descompuesto en un nimero contable
de conjuntos de Borel disjuntos entonces la medida total de las piezas es igual a la
medida del todo [5].

Si U es algun subconjunto no vacio del espacio euclideano n-dimensional, R", el
didmetro de U es definido como |U| = sup{|x —y| : x,y € U}, i.e. la mayor distancia
de separacién de cada par de puntos en U. Si {U;} es una coleccién numerable (o
finita) de conjuntos de didmetro a lo sumo & que cubre a F, ie. F' C U2, U; con
0 < |U;] < 0 para cada i, se dice que {U;} es un d-cover de F.

Suponga que F' es un subconjunto de ™ y s es un niimero no negativo. Para algun
0 > 0 se define

Hi(F) =inf {i |U:|* - {U;} es un & — cover de F} : (3.3)

i=1

Asi, se ven todas las cubiertas de F' por conjuntos de didmetro a lo sumo 0 y se
busca minimizar la suma de las s-ésimas potencias de los didmetros. A medida que
0 disminuye, la clase de cubiertas permitidas de F' en (3.3) es reducida. Por lo tanto,
el infimo H;(F') aumenta, y asi se acerca a un limite como § — 0. Esto es

M (F) = lim H3(F) (3.4)

El limite existe para cualquier subconjunto F' de R", aunque el valor limite puede
ser (y usualmente es) 0 o co. Se le conoce a H*(F') como la medida de Hausdorff
s-dimensional de F.

3.2. Meétodo por conteo de cajas

La dimension fractal es un exponente que da cuenta de cuan completamente
parece llenar un fractal el espacio conforme se amplia el primero hacia escalas mas y
mas finas. No existe una tinica dimension fractal sino una serie de dimensiones que,
frecuentemente, resultan equivalentes aunque no siempre. En la practica algunas
definciones de dimensién fractal resultan mas sencillas de calcular, y por eso son mas
ampliamente usadas, aunque no siempre tienen las propiedades matematicas mas
deseables. Por ejemplo la dimension de conteo de cajas o de dimension Minkowski-
Bouligand es ampliamente usada en la préactica, por su facil implementacién al-
goritmica. [6].
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En la geometria fractal, la dimensiéon Minkowski-Bouligand, también conocida
como dimensién de Minkowski o dimensién de conteo de cajas, es una forma de
determinar la dimension fractal de un conjunto F' en un espacio Euclidiano R”™.
Para calcular esta dimensién para un conjunto F', imagine este fractal sobre una
cuadricula uniformemente espaciada y cuente cuantas cajas se necesitan para cubrir
el conjunto. La dimensién de conteo de cajas se calcula al ver como cambia este
nimero a medida que hacemos la cuadricula mas fina aplicando un algoritmo de
conteo de cajas [5].

Los conjuntos més estudiados son los fractales de Cantor (figura 3.1). El conjunto
de Cantor, llamado asi por ser aporte de Georg Cantor en 1883 [7], es un destacado
subconjunto fractal del intervalo real [0, 1], el cual se construye de forma recursiva
de la siguiente forma:

e El primer paso es tomar el intervalo [0, 1].

e El segundo paso es quitarle su tercio interior, es decir el intervalo abierto (1/3,

2/3).

e El tercero es quitar a los dos segmentos restantes sus respectivos tercios inte-
riores, es decir los intervalos abiertos (1/9, 2/9) v (7/9, 8/9).

e Los pasos siguientes son idénticos: quitar el tercio de todos los intervalos que
quedan.

A continuacién se muestra la forma de obtener la dimensién por conteo de caja.

Figura 3.1: Conjunto de Cantor

La dimensién fractal se puede definir como

(3.5)

dimp = —1i
T Ind
donde Ny es el nimero de conjuntos elementales necesarios para cubrir al conjunto
total y d es el didmetro de los conjuntos elementales. Para hallar la dimension fractal,
es necesario ver, con cuantos conjuntos elementales de didmetro d puedo cubrir el
conjunto completo. Esto se ilustra en la tabla 3.1.
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Tabla 3.1: Método por conteo de cajas para el conjunto de Cantor.

| Didmetro (d) | # de conjuntos elementales (Ng) |

1 1
1/3 2
1/9 = 1/32 1=2
1/33 23
1/3" on

De la tabla anterior se obtienen las siguientes ecuaciones:

Ind=—nln3
InN;g=nln2
de las cuales, no es dificil ver que
In 2
dimp = = 2 0,630929...
In3

Otro fractal muy conocido es la curva de Koch (figura 3.2). El copo de nieve
de Koch, también llamado estrella de Koch, es una curva cerrada continua pero no
diferenciable en ningtin punto, descrita por el matematico sueco Helge von Koch en
1904 en un articulo titulado “Acerca de una curva continua que no posee tangentes
y obtenida por los métodos de la geometria elemental” [8].

oo

Figura 3.2: Construcciéon de la curva de Koch

La forma de construccién es la siguiente:
e Se toma un segmento de longitud 1.

e Se divide en 3 partes iguales y se quita el tercio interior.
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e Sustituir el espacio por dos partes de igual longitud haciendo un dngulo de 60
grados.

e Con los cuatro segmentos, se procede de la misma manera, lo que da lugar a
16 segmentos mas pequenos en la segunda iteracién. Y asi sucesivamente.

Se procede de la misma forma para calcular la dimensién. La tabla 3.2 muestra el
procedimiento para n iteraciones.

Tabla 3.2: Método por conteo de cajas para la curva de Koch.

| Didmetro (d) | # de conjuntos elementales (Ng) |

1 1
1/3 4
1/9 = 1/32 16 = 42
1/3° 3
1/3" A

Ahora, es posible escribir las ecuaciones
Ind=—-nln3

InN; =nln4

de las cuales, no es dificil ver que

, In4
dimp = — ~ 1,261859...
In3
El método por conteo de cajas para calcular la dimension fractal es sencilla de
aplicar en la mayoria de los fractales.

3.3. Uso de los fractales en sistemas fisicos

El célculo fraccionario es una teoria de integrales y derivadas de un orden ar-
bitrario (o complejo). Tiene una larga historia desde 1695, cuando la derivada de
orden 1/2 fue mencionada por Leibniz [9]. La diferenciacién e integracion fraccionar-
ia remota a muchos grandes matematicos tales como Leibniz, Liouville, Griinwald,
Letnikov, Riemann, Abel, Riesz y Weyl. Las integrales y derivadas de orden no en-
tero, y las ecuaciones fraccionarias integro-diferenciales han encontrado muchas apli-
caciones en estudios recientes en fisica tedrica, mecanica y en matematicas aplicadas.

Benoit B. Maldelbrot fue uno de los iniciadores del estudio de los fractales. Fue

el principal creador de la Geometria Fractal, al referirse al impacto de esta disciplina
en la concepcion e interpretacion de los objetos que se encuentran en la naturaleza
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[10]. En su articulo, How Long Is the Coast of Britain? Statistical Self-Similarity
and Fractional Dimension [11], Mandelbrot menciona que la medicién de una linea
geografica real (una costa, frontera, etc.) depende de la unidad de medida o escala
minima usada para medirla, ya que, cada vez que se disminuye esa unidad minima,
aparecen detalles cada vez mas finos. También trata el tema de las curvas autosi-
milares que tienen dimensiones fractales entre 1 y 2. Tales curvas son ejemplos de
curvas fractales, aunque Mandelbrot no emplea este término en su articulo, pues no
lo acuné hasta 1975 [12]. En 1982, escribi6 su libro The Fractal Geometry of Nature
en el cual explica sus investigaciones en geometria fractal como los patrones por
los que se rigen la rugosidad o las grietas y fracturas en la naturaleza. Mandelbrot
sostuvo que los fractales, en muchos aspectos, aparecen de manera mas natural, y
por tanto el hombre interacttia con mayor frecuencia con ellos que con los objetos
basados en la geometria euclidiana, que han sido suavizados artificialmente [13].

La resoluciéon de problemas fisicos utilizando un tratamiento fraccionario ya ha
sido estudiada. Tarasov ha realizado una generalizacion de diversas partes de la fisica
a su forma fraccionaria [9]. El sostiene que, con ayuda del cdlculo fraccionario, es
posible obtener modelos dinamicos ttiles, donde los operadores integro-diferenciales
fraccionarios en las variables de tiempo y espacio, describen la memoria a largo plazo
de las propiedades espaciales no locales de los medios y procesos complejos.

En la rama de la hidrodindmica, Tarasov deriva la generalizacién fractal de las ecua-
ciones de balance de densidad de masa, densidad de momento y energia interna.
Considera las generalizaciones de las ecuaciones de Navier-Stokes y Euler para un
medio fractal. Asi como también sugiere la ecuacion de equilibrio para un medio
fractal y la generalizacion de la integral de Bernoulli.

En esta misma rama, se ha estudiado el flujo continuo fractal obteniendo un modelo
empleando operadores diferenciales fractales [14]. En el mismo trabajo, Balankin y
Elizarraraz, sugieren la generalizacién para el teorema de la divergencia de Green-
Gauss y el teorema de transporte de Reynolds para un continuo fractal. También
se derivan las leyes de conservacién y las ecuaciones hidrodinamicas para un flujo
continuo fractal anisotropico. La hidrodinamica de flujo continuo fractal desarrolla-
do por Balankin y Elizarraraz permite mejorar el enfoque fractal para modelar la
respuesta de presién del pozo de bombeo que es utilizado en la ingenieria petrolera.
Esto requiere la definicién de un anélogo de la ley Darcy (la Ley de Darcy describe,
con base en experimentos de laboratorio, las caracteristicas del movimiento del agua
a través de un medio poroso [15]) para el flujo continuo fractal, en lugar de la ley Dar-
cy comtinmente utilizada con la permeabilidad espacial o/y dependiente del tiempo.
También, se han hecho estudios en el analisis transitorio de presiéon en un depdsito
fractal [16]. En 1990, Chang y Yortsos desarrollaron un modelo matemadtico para
describir el flujo monofasico de un fluido ligeramente compresible en un depédsito
fractal. Analizaron los casos donde solo participa la red de fracturas en el flujo y
donde tanto la matriz como la red participan en el flujo. La figura (3.3) es un esquema
simple del medio poroso. Se supone que la red indicada de lineas punteadas repre-
senta una red de fractura fractal que se caracterizara por un conjunto de exponentes
fractales. El espacio restante esta ocupado por la matriz euclidiana.
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Figura 3.3: Esquema de un medio poroso.

Los resultados obtenidos extienden los métodos previos de transitorios de presion
y de prueba de pozo a depésitos de dimensiones arbitrarias (fractales) y proporcionan
una descripcién unificada para sistemas de porosidad simple y doble. Los resultados
pueden usarse para identificar y modelar depdsitos naturalmente fracturados con
escalas multiples y propiedades fractales. El trabajo realizado por Chang y Yortsos,
permite una descripcién unificada de depositos de una dimensién arbitraria (tan-
to ntmero entero y fractal), generaliza anteriores resultados (tales como el modelo
Warren-Root), y permite la identificacion y descripcién de depésitos con un alto des-
orden espacial, escasa conectividad y multiples escalas de propiedades. Tales modelos
pueden ser buenos candidatos para yacimientos o depdsitos naturalmente fractura-
dos con muchas escalas diferentes.

En 1986, Gomes, investigo la geometria de las bolas de papel arrugado. Muestra
que estos sistemas son fractales y estudia sus propiedades [17]. Los experimentos
reflejaron que la dimensiéon D de bolas de papel arrugado formado por hojas de
papel con drea A en el intervalo 64mm? < A < 10°mm? y densidad superficial entre
60gm =2 < 0 < 80gm~2 es D ~ 5/2. También experimentalmente, encontré depen-
dencia entre D con la densidad superficial o en cierto intervalo de densidad.

En 2013, Balankin et al., investigaron las propiedades fractales de una red de ar-
rugamiento en materia fina plegada aleatoriamente [18]. En ese trabajo se estudiaron
las propiedades estaticas y dinamicas de las redes de pliegues arrugados formados
en hojas de papel trituradas a mano. El procedimiento fue el siguiente. Se tomaron
hojas cuadradas de longitud L = 5, 10, 15 y 20 cm y fueron aplastadas a mano
en pelotas aproximadamente esféricas de didmetro R con cuatro diferentes razones
iniciales de confinamiento (se realizaron varias pruebas para cada tamano de hoja).
Después de completar la relajacion de tension durante 10 dias, unas pelotas fueron
cortadas a la mitad para obtener imagenes de las intersecciones de la pelota con los
planos. El resto de pelotas fueron desplegadas y aplanadas para estudiar las impre-
siones de las arrugas. Al ser aplanadas, la red fue remarcada y digitalizada, esto se
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muestra en la figura (3.4)

Figura 3.4: Imagenes digitalizadas de redes arrugadas estampadas en hojas desple-
gadas de largo L = 10 cm desde pelotas dobladas con razones de confinamiento K =
(a) 3.33, (b) 4, (c) 4.76 y (d) 5.6 respectivamente.

A partir de este trabajo se obtuvieron las dimensionalidades fractales de las redes
de arrugamiento en las configuraciones desplegadas (planas) y dobladas. También
se desarrolla la mecanica del aplastamiento de hojas bajo confinamiento externo.
Se concluye que las dimensionalidades fractales de las redes de arrugamiento en las
configuraciones planas y dobladas son universales, mientras que la longitud media y
el nimero total de crestas arrugadas bajo la creciente razén de confinamiento depen-
den de la geometria arrugada. Se menciona que estos resultados proporcionan teoria
fisica para estudiar los fendmenos de arrugamiento en sistemas que estan fuera de
la fisica, desde nanolaminas basadas en grafeno a formaciones geoldgicas.

Para 2015, Balankin y Flores Cano, estudiaron el arrugamiento de la materia delgada
[19]. Se desarrollé la mecéanica estadistica de las red de arrugas formada en una hoja
autoexcluyente con un moédulo de flexién finito. Se deriva la distribucion estadistica
de las longitudes de pliegues y se establece la relacion entre la densidad de empaque-
tadura y la presion hidrostatica. La importancia de este trabajo se refleja en el hecho
de que las predicciones tedricas concuerdan con los datos experimentales disponibles
y los resultados de las simulaciones numéricas. Los resultados obtenidos remarcan
que todos los parametros de ajuste del empaquetamiento a presion se pueden de-
terminar mediante el estudio de redes de arrugamiento en laminas elastoplasticas
desplegadas. Los hallazgos proporcionan una mayor comprension de la fisica del ar-
rugamiento y las propiedades mecanicas de la materia blanda arrugada.

Recientemente, en 2018, Sanchez Chavez y Flores Cano, estudiaron lo que seria,
una aplicacion a los trabajos realizados anteriormente. En ese trabajo realizaron un
estudio de la dimension fractal de ruta mas corta en tres dimensiones para bolas de
papel arrugadas al azar [20]. La parte experimental es muy similar a lo realizado por
Balankin [18], pero en esta ocasién fue asignada, de manera arbitraria, una colecciéon
de puntos en la superficie de las pelotas hechas con la hoja. Se tomaron medidas en-
tre todas las combinaciones posibles de pares de puntos en las configuraciones planas
y arrugadas. Con los datos obtenidos, se encontré que existe una correlacion entre
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estas distancias, incluso, el valor experimental medio coincide casi numéricamente
con la muy conocida dimension fractal de ruta mas corta en 3D para los sistemas
de percolacién informados en simulaciones computacionales. Lo mas interesante es
que el resultado es independiente del tamano de la hoja. La relevancia del trabajo
es que se postula que un sistema de bola de papel puede emular de alguna manera
un subsistema como la percolacién tridimensional.

La conectividad de red de fractura se ha estudiado previamente. Por ejemplo Berkowitz,
en 1995 usé teoria de percolacion para hacer un andlisis sobre la conectividad en
la red [21]. Una red de fracturas es un conjunto de patrones en multiples fracturas
que se intersectan entre si. En el caso geoldgico, las fracturas se forman cuando la
roca es sometida a esfuerzo o a deformacion, como sucede con las fuerzas asociadas
con la actividad tecténica de placas [22]. Las intersecciones de las fracturas, generan
“caminos”. El conjunto de esos caminos en el sistema a través del cual puede fluir
un fluido (agua, petroleo, etc.) se denomina la “red de conduccién” del sistema. Por
ejemplo, la figura (3.5) muestra en (a) una red de fractura. Aparentemente, hay
muchos caminos que seguir para llegar de un lado a otro, sin embargo, hay muchos
caminos que no salen al otro extremo. Esto se ve en (b), que corresponde a la red
de conduccion.

Metros
Metros

Metros
(a) Red de fractura (b) Red de conduccién

Figura 3.5: Red de fractura con densidad lineal de 5.6 fracturas por metro y su
respectiva red de conduccion hidratlica.

En su trabajo, Berkowitz, determiné relaciones para la densidad, las fracturas
y el nimero promedio de intersecciones por fractura necesarias para garantizar la
conectividad de la red, la probabilidad de que una formacion fracturada esté conec-
tada hidraulicamente y la probabilidad de que una fractura especifica esté conectada
a la fractura parte de conduccion de la red. Estas relaciones pueden ser tutiles para
formular aproximaciones tedricamente tratables de redes de fracturas que describen
las propiedades esenciales del sistema. Estos aspectos son de fundamental importan-
cia en la caracterizacion, explotaciéon y manejo de formaciones fracturadas.

En 2003, Darcel estudi6 redes de fractura fractales mediante un analisis este-
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reologico. Con este andlisis, le fue posible estudiar redes en tres dimensiones y dos
dimensiones extrapolando la dimensién fractal [23]. En rocas fracturadas, la geo-
metria compleja del patron de fractura es un punto critico para comprender las
propiedades generales de flujo y transporte. Sin embargo, la caracterizaciéon de las
redes de fracturas tridimensionales esta severamente limitada por la imposibilidad
virtual de localizar, medir y analizar conjuntos de datos fiables sobre fracturas. La
solucion a ese problema da como resultado la evaluacion de las reglas estereolégicas
que vinculan las mediciones unidimensionales o bidimensionales con las tridimen-
sionales (Figura 3.6).

Figura 3.6: Esquema del andlisis estereoldgico, (a) una red tridimensional de red de
fracturas, (b) una red de trazas de fracturas 2-D que puede resultar de la interseccion
entre la red 3-D y el plano 2-D, y (c¢) una fractura 1-D red que intersecta una linea
de exploracion de muestreo.

La teorfa de los materiales con microestructura aleatoria (fractal o multifractal)

se ha convertido en un tema atractivo en la mecanica y la fisica de los solidos. Las
propiedades estadisticas de tales microestructuras se caracterizan por el espectro de
dimensiones generalizadas D (no entero). Balankin sugiere un nuevo tipo de elastici-
dad de estructuras aleatorias (multifractal) [24]. Los resultados pueden usarse para
predicciones del comportamiento mecanico de materiales con microestructura mul-
tifractal, asi como para la estimacién de las dimensiones métricas, de informacion y
de correlacion utilizando datos experimentales sobre el comportamiento elastico de
materiales con microestructura aleatoria.
Shiri et al, nos menciona que los datos geofisicos de registro de pozos a menudo
muestran un patrén complejo debido a la condiciéon multifractal. En su trabajo, rea-
lizaron anélisis fractales de la densidad aparente, el tiempo de transmision sénica,
la impedancia actustica y la porosidad neutrénica de dos pozos de dos yacimientos
petroliferos iranies [25]. Para el andlisis de los pozos se obtienen columnas geoldgicas
y registros de la porosidad de neutrones. Las columnas geolégicas describen la ubi-
cacion vertical de unidades de roca en una area especifica. Mientras que el registro
de la porosidad de neutrones se utiliza principalmente para delinear las formaciones
porosas y para determinar su porosidad [26]. La figura (3.7) muestra un ejemplo
de los diagramas que se obtienen al hacer estos estudios. En esta se aprecia el por-
centaje de porosidad que presenta el yacimiento dependiendo de la profundidad del
pozo. Con esos datos, es posible diferenciar las secciones litologicas que existen en
el yacimiento.
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Figura 3.7: Diagrama esquemético de la toma de registros proveniente del campo
petrolifero de Farour-B ubicado en el Golfo Pérsico, en la parte sur de Iran.

Se han realizado estudios para obtener la mecanica del medio continuo pero
desde un enfoque fractal [27]. Sobre una base de geometria fractal, Jun y Ostoja,
presentan un marco de mecanica continua de medios fractales y estudian un ejemplo
particular de ondas unidimensionales, bidimensionales y tridimensionales en sélidos
elasticos lineales fractales, que muestran que el enfoque de la mecanica continua es
consistente con el obtenido a través de los principios de energia variacional.

Los fractales se pueden extender al estudio de superficies rugosas. Diversos articu-
los sobre el estudio de la dinamica de superficies fractales han sido agrupados por
Fereydoon y Vicsek [28]. En ese conjunto de articulos, es posible encontrar a quienes
hablan de los aspectos matematicos de superficies rugosas, dindmica de crecimiento
de interfaces, su aplicacion y articulos experimentales. La importancia de estos estu-
dios, cae en el hecho de que, en muchos casos, las superficies rugosas son generadas
por una interfaz en crecimiento que avanza a medida que se agregan nuevas partes de
acuerdo con algin proceso dinamico. Los ejemplos incluyen crecimiento de cristales,
deposicién de vapor, electrodeposicion, revestimiento, y crecimiento bioldgico. Se
pueden obtener esta clase de superficies durante la eliminaciéon de material como en
la corrosion por disolucion quimica, la molienda, la erosion, el desgaste y muchos
tipos de pulido. También existe una tercera clase de procesos en los que las interfaces
aproximadas se forman espontaneamente sin adicién o eliminacién de material. La
fractura y las interfaces entre los diferentes estados de la materia son ejemplos de
tales superficies.

Otra aplicacién en desarrollo se observa en las geociencias. Una amplia gama de ob-
servaciones en geologia y geofisica de tierra sélida se puede explicar en términos de
distribuciones fractales (como los pozos de los que se ha hablado anteriormente). V.P.
Dimri, presenta una coleccion de articulos que consideran el comportamiento fractal
de la corteza continental de la Tierra [29]. En estos articulos consideran la corteza
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continental de la Tierra como un fractal. Del mismo modo, abordan la sismologia,
modelando las corrientes electrocinéticas que pueden asociarse con senales eléctricas
sismicas utilizando un medio poroso fractal [30]. Incluye un articulo en el cual se
redefine la ecuacién de conduccion de calor tradicional para el calculo de geotermas
mediante la incorporacion de la distribucion fractal de la conductividad térmica [31].
Ademas, el estudio sugiere la distribucién fractal de la tasa de produccion de calor
radiogénico dentro de la Tierra, frente a los modelos utilizados popularmente, que
deben incorporarse en la ecuacion de conduccion de calor. El tema central del libro
es el uso de técnicas fractales para comprender mejor la geofisica de la corteza con-
tinental. Los documentos incluidos son importantes por contener teoria de fractales
y aplicaciones.

En ciencia de materiales, durante la deposicion de peliculas en un sustrato, se ge-
neran superficies arrugadas, como muestra el trabajo de Campos-Silva y Balankin
[32]. Aqui, analizan las interfaces existentes en un depdsito de FeB y FeyB sobre
un sustrato de acero AISI M2. La muestra fue seccionada transversalmente y es-
caneada, con lo cual se obtuvieron imagenes del perfil generado durante el proceso
del depdsito de las interfaces. Mediante el uso de un software se binarizé la imagen
y después se digitalizé. Estas imdgenes se muestran en la figura (3.8)
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Figura 3.8: Procesamiento de imagen: (a) vista transversal con 400 aumentos de
acero AISI M2 después del tratamiento; (b) imagen binarizada de interfaces, y (e)
graficos digitalizados de interfaces entre las fases FeB y FeyB (1) y entre la capa
FeyB y el acero AISI M2 (2).

Se estudié la rugosidad de las interfaces entre las capas FeB y FeyB y entre
la capa FeyB y el sustrato (acero) formado durante el depésito en el acero AISI
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M2. Se encontré que mientras que el ancho de las capas FeB y FeyB, asi como
el ancho de las interfaces, dependen fuertemente de los parametros de tratamien-
to, como el espesor, la temperatura y el tiempo pero ambas interfaces muestran las
propiedades de escala que obedecen el comportamiento de escalamiento multifractal.

Para mostrar que los conceptos fractales generales pueden cambiar la forma en
que percibimos procesos fisicos y diversos fenémenos, Smirnov, considera ejemplos
de la formacion de estructuras fractales en los procesos fisicos. La radiacién de la
llama de una vela, en el cual se encontré que la formacion de agregados fractales de
carbono en una llama de vela explica sus parametros radiativos observados, mientras
que si se consideran a las particulas de hollin como esferas sélidas, conduce a valores
diferentes a lo que se observa en las propiedades de una vela. La radiacion de las
descargas de gas resultantes de la formacion de agregados fractales y las propiedades
de un enredo fractal como la estructura de una esfera de relampagos. Como resul-
tado de este estudio, se obtuvo un nuevo objeto fisico, una marana (enredo) fractal,
que es de interés tanto para la ciencia fundamental como para las aplicaciones [33].

El electromagnetismo también tiene un tratamiento fractal. Las distribuciones
de carga lineales, superficiales o volumétricas de las particulas pueden describirse
por la cantidad de carga eléctrica en una linea, superficie o volumen, respectiva-
mente. En general, estas distribuciones pueden ser fractales, es decir, las particulas
cargadas de un conjunto con dimension no entera. Por lo tanto, deben describirse los
campos eléctricos y magnéticos de la distribucion fractal de las particulas cargadas
y el campo. En el caso general, la distribucion fractal de particulas no puede consi-
derarse como una distribucién continua. Hay puntos y dominios que no tienen carga.
Tarasov [34] desarrolla densidades de carga eléctrica y corriente para una distribu-
cion fractal, partiendo de las definiciones usuales. Sugiere las leyes de Coulombs
y Gauss, la ley de Biot-Savart y Ampere para la distribuciéon fractal en el marco
del modelo continuo fractal y considera la generalizacion fractal para la ecuacion
de Maxwell integral. Con estas herramientas, Tarasov, analiza los ejemplos clasicos
como el dipolo y cuadripolo eléctrico.

Ostoja-Starzewski [35], basados en los trabajos hechos por Tarasov, determiné las
ecuaciones que gobiernan los campos electromagnéticos en medios fractales anisotropi-
cos utilizando tres direcciones cartesianas del espacio euclidiano en el que esta in-
crustado un fractal anisotréopico. En todos los casos, las ecuaciones derivadas para
medios fractales dependen explicitamente de las dimensiones fractales y se reducen a
formas convencionales para medios continuos con geometrias euclidianas al estable-
cer las dimensiones en ntimeros enteros. Sin embargo, sus ecuaciones de Maxwell
modificadas no coinciden con las de Tarasov debido a la métrica usada al definir sus
derivadas

En 1987, Svozil, sugiere que el espacio-tiempo se modela como un subconjun-
to fractal de R™ [36]. Con este estudio, él concluye que es fuertemente necesario
un calculo generalizado basado en espacios topoldgicos dimensionales no enteros.
Afirmé que este tipo de herramientas no solo beneficiaria a la fisica, algo que se
comprueba con las diversas aplicaciones en las diferentes ramas de la ciencia. Mas

21



tarde, Nottale [37], elabora un libro en el cual, describe un nuevo enfoque no solo
para los problemas de la fisica cudntica, sino también para los multiples problemas
que se encuentran en la fisica moderna, desde el dominio de la dindmica cadtica
hasta el de la cosmologia.

Debido a la importancia que han alcanzado los fractales en las ciencias basicas y
aplicadas, especificamente en la fisica y el trabajo realizado por Landsberg y De Vos
sobre la radiacién de cuerpo negro en un espacio n-dimensional, se tiene el interés
de estudiar la radiacién de una cavidad cuyo espacio interior fuese fractal.
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Capitulo 4

Radiaciéon de cuerpo negro fractal

4.1. Influencia de las condiciones de frontera en
la distribucion de estados cuanticos

Se considera un recinto en forma de cubo de lados a, b y c¢. Las soluciones ad-
misibles de la ecuaciéon de Schrodinger de particula libre

VW kY =0  (k=ph) (4.1)

la cual satisface las condiciones de frontera de Dirichlet (es decir, v = 0 en todos
lados de la frontera), estdn dadas por

Vi (1) o sin (“T"“") sin (mb”y) sin (W) (4.2)

a

con

2 m2 n2 1/2

k:ﬂ'<a2+b2+c2 ) l,m,n:1,2,3, (43)
En este caso, ninguno de los niimero cuanticos [, m o n pueden ser cero, ya que eso
haria cero a la funciéon de onda. Ahora, por el otro lado, si se imponen condiciones
de frontera de Neumann (es decir, 9¢)/0n = 0 por todos lados de la frontera), las
soluciones buscadas resultan ser

Ytrmn () o cO8 <l7;x> cos <m§y> cos ("Z’Z) (4.4)

con
I,m,n=20,1,2,... (4.5)

claramente, el valor cero de los nimeros cuanticos es permitido ahora. En cada caso,
sin embargo, los valores negativos-integrales de los ntimero cuanticos no conducen a
alguna nueva funcién de onda.

23



El ntmero total g(K) de distintas funciones de onda 1, con niimero de onda k
sin exceder un valor dado K, puede ser escrito como

= Z "f(l,m,n), (4.6)

lm,n

donde f(I,m,n) = 1 para los numeros (I, m,n) perteneciendo al conjunto (4.3) o
(4.5), segin cada caso. La suma ' en cada caso estd restringida por la condicién

? m? n? K?
( sl ) = (4.7)

Ahora se define una suma

=Y 'f(l,m,n), (4.8)

Im,n

donde f*(I,m,n) = 1 para todos los valores integrales de [, m y n (positivos, nega-
tivos y cero), la restriccién en los nimeros (I, m, n) son las mismos que los escritos
n (4.7). Por correspondencia de términos, se puede mostrar que

> f(l,myn) = Z "1, m,n) {Z'f*(l,m,0)+2’f*(l,0,n)+Z'f*(0,m,n)}
lym l,n m,n

lm,n lmn
(4.9)
+ {Z’f*(l,O, 0) +>_"f*(0,m,0) +Z’f*(0,o,n)} T 1;
l m n

El signo F corresponde a las condiciones de frontera de Dirichlet (positivo) y de
Neumann (negativo).

Desde luego, la primera suma del lado derecho de (4.9) denota el nimero de
puntos de red en el elipsoide X?/a® + Y?/b* + Z?/c* = K?/m?, las siguientes tres
sumas denotan los niimeros en los puntos de red en las elipses, las cuales son sec-
ciones transversales de este elipsoide con los planos Z, Y y X, mientras que las
ultimas tres sumas denotas los nimeros de puntos de red en los ejes principales del
elipsoide. Ahora, si a, b y ¢ son suficientemente grandes en comparacién con 7/K, se
puede reemplazar estos niimeros por el correspondiente volumen, areas y longitudes,
respectivamente, resultando

K3 K? K 1
o 2(abc)¢8—7T(ab+caerc) 47T(a—|—b+c):F§+E(K), (4.10)

9(K) =
el término F(K') denota el error neto cometido al hacer el reemplazo ya menciona-
do. Por lo tanto, se encontré que el primer término del resultado es directamente
proporcional al volumen del recinto mientras que el primer término de correccién
es proporcional a su area de superficie (y, por consiguiente, representa un “efecto
de superficie”); los términos siguientes aparecen naturalmente como un “efecto de
borde” y un “efecto de esquinas”.
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Tomando en cuenta la determinacion del niimero de puntos de la red en un
dominio dado, se puede ver que la expresién (4.10) para g(K) es confiable solo hasta
el término superficial. Entonces, se puede escribir como

K3 K?
V + — S + término de orden menor; (4.11)

K) = -
9(K) =55V F 161

En términos de €*, donde
= =—17p =—K 4.12

la ecuacién (4.11) se reduce a

que representa el nimero de microestados para el gas ideal (para un desarrollo de-
tallado consulte [4]).

En el caso de condiciones de frontera periddicas, es decir

Las funciones de onda apropiadas son

Uimn (r) o< expli(k - )] (4.14)
con l
k = 21 <,m,">; Lm,n=0,+1,42 .. (4.15)
a b’ c
El ntimero de estados de la particula libre g(K) estd dado ahora por
g(K) = _"f"(I,m,n), (4.16)
tal que
2 m? n? K?
—t — 4 — | < —. 4.1
<a2+b2+02>_47r2 (4.17)

Este es el nimero de puntos de red en el elipsoide con semiejes Ka/2m, Kb/2m y
Kc/27, el cual, permitiendo la aproximacién hecha en los casos anteriores, es igual al
término volumétrico en (4.11). Asi, en el caso de condiciones de frontera periddicas,
no se obtiene un término superficial en la expresién para la densidad de estados.
Este caso no se aborda en el presente trabajo ya que, como se vera mas adelante, se
obtendra un término superficial.
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4.2. Densidad de estados cuanticos fraccionaria

Se considera una regiéon R en el espacio D-dimensional, con una frontera OR la
cual es d-dimensional, donde d = D — 1. Sean las eigenfunciones v, y los eigenvalores
k, en R, que satisfacen

(V2 + k)Y, =0 en R

4.1
Y, =0 en OR (4.18)

Sea Mp la medida de R (por ejemplo, el volumen si D = 3) y sea m, la medida de
OR (por ejemplo, el area si D = 2). Entonces es conocido [38, 39, 40] que el niimero
de modos asintéticos N (K), es definido como el nimero de modos con k,, < k (donde
k — o) esta dado por

MDkD mdkd

N = D yamore ~ ) T (4.19)

La conjetura de Berry [2] es como sigue: la formula (4.19) sigue siendo vélida cuando
el resonador R y/o su frontera OR son fractales, (esto es, D y/o OR no son enteros)

siempre y cuando D y d sean interpretadas como las dimensiones fractales de R y
OR,y Mp y mg son las medidas de Hausdorff de R y OR.

Lo anterior fue desmentido por J. Brossard y R. A. Carmona [41], quienes luego
sugirieron que se debe reemplazar la dimensién de Hausdorff por la dimensién de la
caja.

En el plano, esto se demostro si la frontera tiene la dimension 1 [42, 43], pero en su
mayoria no se refrendé para dimensiones mas altas [44]; ambos resultados son por
Lapidus y Pomerance.

4.3. Mecanica estadistica derivada de la densidad
de estados cuanticos fraccionaria

Segun Berry [2], el nimero de modos dentro de una cavidad fractal, se escribe

como
MD kD mq k)d

N(k) = (D/2)/(47)P72 ~ 4(d/2)!(4m)%/2

el cual, en términos de la frecuencia v, se expresa

MpvP mav®
(D/2)!(4m)P/2cP 4(d/2)!(4m)4/2cd

N(v) =

Al diferenciar se obtiene el niimero de modos por unidad de intervalo de frecuencia

df]\f B MpDyP—1 B mgdy®1
dv — T(D/2+1)(4m)P/2cP 4AT(d/2 + 1)(4m)d/2c4

(4.20)
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De la misma forma que en el caso entero, el niimero de fotones con cierta direccién
que llegan a una superficie A en un intervalo de tiempo dt es la expresion anterior
multiplicada por el factor

_ Ac '(D/2)
TV 2/aT[(D +1)/2]

Ky,

Multiplicando k,, por la ecuacién (4.20), se llega a

A { MpyP-1 mal(D/2)1! }

V/AT[(D + 1)/2] | (4m)P72ecD=1 ~ 4T(d/2)(4m)d2cd-1

Se deben considerar ambas polarizaciones de la radiacién, por lo que se requiere
multiplicar por un factor 2. Finalmente se mutiplica por la energia del foton y el
factor de Bose-Einstein para obtener la densidad espectral de Planck ®,,.

5 — 2Ah { MpvP mql'(D/2)? } 1
YTV /aT[(D +1)/2] | (4m)P2e¢P=1 4T (d/2)(4m)42cd1 | exp(hv/kT) — 1
(4.21)
p — 2AMD h I/D
Y V/aD[(D + 1) /2] (47)P/2 Pt exp(hv /kT) — 1
2Ampl'(D/2) h e (4.22)

AV /aT[(D + 1)/2]T(d/2)(4m) 42 ¢ exp(hv [kT) — 1

Integrando (4.22) sobre todas las frecuencias

h [ vPdy h [ vidy
= Dfl/ —¥2 dq/
c o exp(hv/kT)—1 c o exp(hv/kT)—1

(kT)P+! (KT

= golWF(D +1)¢(D+1)— gozwr(d +1)¢(d+1) (4.23)

donde
2AMp

71T V/AT((D + 1)/2)(4m) PR

- 2AmpT(D/2)
727 4V /al[(D + 1)/2T(d/2)(47)d/?

La expresion (4.23) se puede escribir como

® = opATPH — g AT (4.24)

con
QMD kDJrl

70 VAT yamer PP Do
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2mpl(D/2) K+l

= WD + 1)/ (dj2)@myie. @D D g

o)

La ecuacién (4.24) representa la radiacién emitida por un cuerpo fractal, en
funcién de la temperatura del cuerpo, la dimension de la cavidad y de la frontera.
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Capitulo 5

Discusion

5.1. Sobre la expresiéon obtenida

A partir de la férmula (4.24) se puede encontrar una expresion para la emisividad
¢ reacomodando los términos de la funcion original.

@/A — O_DTD+1 - 0,de+1

04 Td+1 Dt
= ( = o1 ) ol
®/A =¢(T;D,d)opT"! (5.1)
donde 1
o]

es la emisividad del cuerpo, la cual se define como la razon entre la radiacion emitida
por la superficie a una temperatura dada y la radiaciéon emitida por un cuerpo negro a
la misma temperatura [45]. La emisividad tiene un valor entre 0 y 1, lo que desprende
dos condiciones

TP > ;’; (5.3)
(oF;] 1

La condicién (5.4) implica que la temperatura 7" no puede ser cero o menor. Las
constantes, como se definen en la ecuacién (4.24), tampoco pueden ser cero. La
condicién (5.3) proporciona una restriccién para la temperatura. Despejando T' (5.3)
en el limite inferior (donde TP~¢ = o,4/0p), se establece una temperatura minima
permitida para aplicar la ecuacién obtenida

0d>1/(Dd) :
5.5)

Tmin = (

%))
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la cuél es véalida porque D —d > 0.
El comportamiento de funcién de emisividad es creciente respecto a T, esto es, mien-
tras T" aumenta, € también lo hace hasta el valor limite de 1.

La emision de radiacion en superficies rugosas se ha abordado en articulos expe-
rimentales. Chang e Issam exploran la relacion entre la emisividad y la rugosidad de
la superficie [46]. Para esto, utilizan dos métodos. En el primero se utiliza un modelo
matematico de termometria de radiacién multiespectral (MRT) para la emisividad y
determinar tanto la temperatura de la superficie como las constantes empiricas en el
modelo de emisividad a partir de mediciones de radiancia. En el otro, se determinan
las caracteristicas de emisividad de una superficie de referencia tnica, mostrada en
la figura (5.1) e inferir la emisividad de cualquier otra superficie rugosa del mismo
material relacionando una funcién de rugosidad de la superficie rugosa. Esto es, se
genera una funciéon de rugosidad que describa a la superficie rugosa para utilizarla
en la funcion de emisividad, obteniendo asi una funcién de emisividad exclusiva para
la superficie.

2500 T T T T T T T T

1500 -

1000 |- (\ —

- I\
.r"'\qrﬂm Y Wmﬂ; I

-1000 [~
-1500 [~ =

—_—

Altura de la superficie (nm)

-2000 -

2500 | | 1 | 1 | 1 |
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

Longitud de escaneo (um)

Figura 5.1: Perfil de la muestra de aluminio rugosa.

De este estudio, se desprenden distintas funciones de emisividad, que dependen
de la rugosidad (dimension) de la superficie y de la temperatura. Se mencionan tres
funciones de emisividad de la forma

ex = explag/Th) (5.6)

donde ay es un parametro que ajusta los valores experimentales al modelo. Para
ag < 0 se obtiene una funcién de emisividad con un comportamiento muy similar a
la expresion de la ecuacién (5.2), tal y como se muestra en la figura 5.2. En esa grafica,
no se realizé ningin ajuste, lo tnico que se quiere es hacer visible la semejanza entre
el modelo experimental con el modelo que se ha obtenido en la tesis, por lo cual, fue
suficiente con una comparacion cualitativa.
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Figura 5.2: Comparaciéon entre la funciéon de emisividad obtenida en este trabajo
(azul) y la propuesta en [46] por Chang e Issam (roja).

A temperaturas bajas (cercanas al cero absoluto), las funciones de emisividad
pueden tener diferencias considerables (dependiendo del valor D — d). Sin embargo,
para temperaturas altas, ambas funciones convergen a 1 como se observa en la figura
(5.2). De hecho, haciendo la expansion en series de Taylor para (5.6) se tiene

Qo 1 (CLQ)2
TN)=1+—+ = (=
exp(ag/Th) + T, + A +

que se reduce a

1 laol
e~ 1 T (5.7)
para valores grandes de Ty ap < 0, la cual es una expresiéon muy parecida a (5.2).
La potencia de T en (5.2) marca diferencias significativas con (5.6) para valores
cercanos al cero absoluto.
Para el caso tridimensional, se puede ver
ag ag
TP—d T
ya que la dimension del espacio es D = 3 y de la frontera (superficie) d = 2. La
expresion (5.2) tiene el mismo comportamiento que la aproximacién (5.7).

A partir de la ecuacién (4.24) y utilizando la ley de Stefan-Boltzmann usual, se
llega a
op TP — g T , ’
d/A = 031" = e303T
/ ( e 3 303
donde se ha renombrado como o3 a la constante de Stefan o. A partir de la expresién
anterior, se desprende una para la emisividad en 3 dimensiones
( oq 1 ) op 1
ez3=|1—— —_—
op TDP=1) gy T3-D
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A partir de la ecuacién (4.22) es posible obtener la intensidad de radiacion es-
pectral para el caso particular donde D = 3 y, por consecuencia, Mp = V. Con
esas condiciones y tomando en cuenta solo la contribucién volumétrica, la expresion
(4.22) se reduce a

h v
422 exp(hv/KT) — 1

O,/A=I,T) = (5.9)
Se grafica el espectro de la ecuacién (4.22) (azul) y el descrito en (1.17) (roja), que

es el espectro descrito por la ley de Planck usual, para comparar su comportamiento
(figura 5.3).

Densidad de energia espectral

n
0 5 10 15 20
Frecuencia

Figura 5.3: La expresion para la densidad de energia espectral tridimensional es un
caso particular para la obtenidad en este trabajo.

con la cual se concluye que, el miembro volumétrico de la expresion (4.22) recu-
pera el caso tridimensional cuando D = 3.

5.2. Sobre la cavidad fractal

Si se consideran dos cavidades aisladas (una de pared arrugada y la otra de pared
lisa) a la misma temperatura 7' (Figura 5.4).

Figura 5.4: Cavidades aisladas a temperatura 7.
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Al momento de conectar las cavidades, comenzaran a intercambiar radiacién. La
radiacién que intercambian dependerd del espectro (densidad de radiacién). Debido
a la naturaleza de la cavidad (su geometria), los espectros son diferentes. Es decir,
no se puede entender la cavidad fractal como un cuerpo negro, por lo que la reflec-
tividad puede estar involucrada.

Por otro lado, el equilibrio térmico ante pequenos desbalances se alcanza rapi-
damente. Después de un tiempo 7, las cavidades llegaran al equilibrio. Ese tiempo,
depende del diametro L de las cavidades, la velocidad de la luz ¢ y el coeficiente de

absorcion de las paredes a.
1L
T~ —— (5.10)
ac
Se observa que mientras mayor es «, menor es el tiempo de absorcion. Lo cual es
coherente, ya que un coeficiente de absorcion alto indica que en cada choque con las

paredes, se refleja menos radiacion.

Al hacer la conexién entre las cavidades, la cavidad resultante es fractal. En-
tonces, al llegar al equilibrio se obtendra una densidad de radiacién fractal. Como se
menciond, los espectros no son iguales, esto es porque la distribucion de los modos
depende de las condiciones de frontera (y por consecuencia, de la geometria), esto

es )
ko — A1
[ (5.11)

como se tratd en la seccién 4.1. Incluso en la formulaciéon entera convencional, se
sabe que la longitud de la cavidad influye en la distribucion de estados cuanticos. En
efecto, para dos cavidades de didmetros L1 y Lo con Ly > Ls los modos de vibracién
en L; tienen una tendencia a valores menores que L. El comportamiento de las
funciones de densidad de radiacion es igual (k es asintético), pero a detalle no son
iguales. Dicho de otra forma, para el modelo descrito en este trabajo y el modelo ya
conocido de radiacién estandar que aparece en los libros, las aproximaciones no son
la excepcion.

Comparando el comportamiento de la densidad de energia espectral de la cavidad,
expresada en la ecuacion (4.22), con el espectro de energia usual es posible observar
tendencias muy similares tal y como muestra en las gréficas de la figura (5.5) donde
se graficaron las versiones adimensionales de las ecuaciones (1.14) y (4.22). Ambas
tienen un maximo y tienden a cero cuando x (frecuencia) tiende a infinito.

x3 P x?

B - B 5.12
et —1’ Yer — 1 Ser — 1 (5.12)
donde Bi, B, y Bs son las constantes resultantes de hacer adimensional las funciones,
y representa la densidad de energia espectral y x la frecuencia.

y= B
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Densidad de energia espectral

Frecuencia

(a) Densidad de energia espectral usual vs fractal (D=2.7)

Densidad de energia espectral

Frecuencia

(b) Densidad de energia espectral usual vs fractal (D=2.85)

Figura 5.5: Comparacion en el comportamiento de la densidad de energia espectral
usual (roja) y la fractal (azul) con dimensién superficial d=2 para ambos casos y
dos valores de dimension espacial fractal a) D=2.7 y b) D=2.85

Segun la ley de Kirchhoff, se espera que dos cavidades vacias de cualquier geo-
metria con paredes opacas y en equilibrio tengan espectros de frecuencias iguales.
Si esto no sucediera, se tendria un una diferencia de temperaturas lo que ocasio-
naria un trabajo, violando la segunda ley de la termodinamica. Sin embargo, esto
no sucede porque se esta tratando con un cuerpo que no se puede entender como
la cavidad de cuerpo negro vacia (por su geometria espacial). Al hacer D # 3 se
dice que en el interior ocurren otros procesos ya que la cavidad “no es vacia”, las
ondas estan en un medio de dimension fraccionario por lo que no se tiene que esperar
un espectro idéntico. En el equilibrio, el cuerpo fractal debe emitir y absorber en
cantidades iguales (al igual que en la cavidad vacia). Se puede pensar en el interior
de la cavidad como un espacio parcialmente lleno con una distribucion de materia
fractal (un medio poroso, por ejemplo), como se puede ver en la figura 5.4 o incluso
una cavidad con paredes rugosas fractales.
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Conclusion

Se generalizé la ley de Stefan-Boltzmann a partir del estudio de radiacién de cavi-
dad cuya geometria es fractal. De esta nueva ley se obtiene una funciéon de emisividad
que considera la geometria del medio y que se cree que puede ser aplicable al caso
de las superficies rugosas, dada la proximidad entre las expresiones experimentales
descritas en [46] con el resultado aqui propuesto.

Con ayuda del estudio realizado por Peter T. Landsberg y Alexis De Vos sobre la
radiacién de cuerpo negro en un espacio n-dimensional y el resultado obtenido por
Michael V. Berry para la distribucién de modos en un espacio fractal, fue posible
desarrollar una ley de radiacién para un cavidad fractal. También se encontré una
expresion para la emisividad de este cuerpo, la cual se contrastd cualitativamente
con el trabajo de Chang Da Wan e Issam Mudawar quienes, de manera experimental
obtuvieron expresiones de emisividad para superficies arrugadas. Como punto de
partida se considera, a priori, que asi como hay una ley para la emision fraccionaria
en el equilibrio, existe una ley correspondiente de absorcién. En otras palabras, se
dice que el cuerpo absorbe y emite en la misma cantidad en el equilibrio, respetando
la ley de Kirchhoff.

Los resultados obtenidos pueden ser tutiles en otras ramas de la fisica como la
cosmologia, ya que, como se menciond anteriormente, Svozil plantea la idea de que
el espacio-tiempo se pueda modelar mediante un subconjunto fractal, es decir, que
esté arrugado [36]. En este tipo de estudios son necesarias herramientas que estén
generalizadas para espacios con dimensiones no enteras. De igual forma Nottale habla
sobre estos enfoques en la fisica moderna [37], lo cual muestra que la generalizacion
de la fisica para espacios dimensionales fractales, como también lo ha hecho Tarasov
[9], es necesaria porque provee de nuevas herramientas para modelar los fenémenos
que ocurren en nuestro entorno.

Asi mismo, se espera que lo obtenido sirva para la generalizacién de reglas para
encontrar funciones de emisividad para sistemas con geometria cercana a la fractal.
A futuro se pueden hacer generalizaciones més profundas en las cuales la emisivi-
dad dependa de la longitud de onda A o méas exactas utilizando més términos de la
ecuacion (4.10) que representa el ntimero de modos dentro de la cavidad.

En resumen, se generalizo la ley de Stefan-Boltzmann y su posible uso en la
generacion de funciones de emisividad, lo cual es producto de las consideraciones
geométricas del medio. Dicho de otra forma, se establece una coneccion entre el
caracter geométrico de un medio y sus propiedades radiativas.
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Apéndice A

Integral de Bose Einstein

Los desarrollos presentados en este trabajo incluyen la siguiente integral

s

/OOO S (A.1)

et —1

A continuacién se presenta la soluciéon para justificar su uso en el desarrollo del

trabajo.

[t [T ()= [ <1_<11/>> d

et —1
Se sabe que la serie geométrica 1 + 7 + 72 + ... cumple
1
(A.2)

— N
Zr :1—7"

N=0

Entonces, para 7 = 1/e” se tiene que

[E[E ()]

oo x5 [ 2 0o 00 ) 00
/ — > e N do = > / e Nty = > / 2ie~WNHDz gy
0 (& N=0 N=0 0 N=0 0

Ahora, se define el siguiente cambio de variable

U=(N+1)z; dU = (N+1)dz

Sustituyendo A.3 se obtiene
S G
=olo \N+1 N+1

la cual se puede reagrupar para encontrar expresiones ya conocidas.

o0 [e'S) 1 U o0 1 [e'S)
[ Se VAU = - / s—Ud )
NZO/O e U NEZ:O(NH)S“(O Use VU
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([ et) (5 ) = (o) (5 )

N=0
donde k = N + 1.
La funciéon Gamma y Zeta de Riemman se definen como

['(s) :/ t5 el dt (A.4)
0
(9= (45)
N=1
respectivamente.
Finalmente

([ ves-terar) (i k1+1> — T(s + 1)C(s + 1)

Entonces

/OOO efj e ="T(s+1)¢(s +1) (A.6)

que es la expresion utilizada en los desarrollos de este trabajo.
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