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Introduccion

La idea de usar ADN para almacenar y procesar informaciéon despegé en 1994 cuando un
cientifico de California llamado Leonard Adleman utilizé por primera vez el ADN en un tubo de
ensayo para resolver un problema matematico simple. La computacién del ADN es una forma
de computacién que usa ADN y moléculas biologicas, en lugar de las tecnologias informéticas
tradicionales basadas en silicio, una de las razones por las que empezd a ser interesante estudiar
la computacién del ADN es que un solo gramo de ADN con un volumen de 1 ¢m?® puede contener
tanta informaciéon que un billén de discos compactos, aproximadamente 750 terabytes, por ello la
capacidad computacional de los sistemas vivientes ha intrigado por anos a los investigadores, de ahi

la motivacién para implementar e imitar los procesos bioldgicos en sistemas computacionales, [15].

Otra caracteristica importante de los procesos entre el ADN, que llama la atencién de los
investigadores, es la capacidad de realizar muchos procesos en paralelo, esto es posible gracias a la
capacidad de replicacion del ADN, y constituye una importante ventaja al realizar calculos muy
grandes, puesto que disminuye el tiempo de respuesta, al hacer simultdneamente varios procesos. De
aqui el principal interés de utilizar la computacién del ADN para resolver problemas mateméticos

de gran complejidad.

Richard Feynman introdujo por primera vez el cdlculo molecular a principios de 1960. Sin
embargo, el primero en desarrollar en la practica este tipo de computacion fue Leonard Adleman
de la Universidad del Sur de California. En 1994, Adleman demostré un uso del ADN como forma de
calculo para resolver el problema del camino hamiltoniano de siete puntos, este problema consiste
en hallar un camino hamiltoniano dada una gréfica, es decir, hallar una ruta que pasa por todos
los vértices de la gréafica exactamente una vez; este problema debido a su complejidad pertenece
a los problemas denominados NP-Completos, los cuales son muy dificiles de resolver pues no se

pueden resolver en tiempo polinomial.

Después del trabajo de Adleman, diversos investigadores empezaron a encontrar nuevas aplica-
ciones para la computaciéon del ADN, por ejemplo, en 1995, Lipton propuso experimentos de ADN
para resolver el problema de satisfacibilidad: Dado un conjunto de cldusulas, ;Existe un conjunto

de valores booleanos para una determinada expresién que la haga verdadera? Lipton consiguié

A%
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establecer un algoritmo de ADN para resolver cualquier instancia del problema de satisfacibilidad
de tamano prefijado. Por lo tanto, fue el primero en establecer un esquema algoritmico molecular.

En otras areas de investigacién también han habido importantes aplicaciones de la computacién
del ADN, no sélo en matematicas, puesto que muchos investigadores han notado las ventajas de
llevar sus célculos a nivel molecular.

A pesar de las grandes ventajas que ofrece la computacion del ADN; su potencial es limitado
precisamente por la composicién quimica del ADN, debido a que el ADN es una doble hélice
formada por una hebra simple de ADN y su complemento Watson-Crick, unidas mediante un
proceso llamado hibridacién especifica, al formarse esta doble hélice pueden haber errores y dar
como resultado cadenas de ADN que no funcionan, es decir, se obtienen falsos positivos o falsos
negativos. Varios autores han propuesto diferentes técnicas para construir un conjunto de palabras
cédigo de ADN que es poco probable que formen enlaces indeseables entre si por hibridacién.

El objetivo de este trabajo de tesis es usar la teoria de los cddigos ciclicos para construir
c6digos que son adecuados para la computacion del ADN. En particular, construimos cédigos
ciclicos lineales y aditivos sobre GF'(4) que son adecuados para esta aplicacién. Ademds la principal
ventaja de los codigos aditivos sobre los cddigos lineales es que, para la misma longitud del codigo,
hay mas cédigos aditivos que cédigos lineales. Lo que permite encontrar cédigos aditivos que tengan
mas palabras cédigo que un codigo lineal de la misma longitud pero con la misma distancia de
Hamming; lo que a su vez permite, incrementar el nimero de secuencias validas de ADN, y por
consecuencia permite tener mas almacenamiento.

Este trabajo estd estructurado como sigue: En el capitulo 1, exponemos la teoria bésica de
cédigos que utilizaremos para entender cémo son los cddigos que mejoraran los algoritmos de ADN.
En el capitulo 2, hacemos un recordatorio de la teoria de algebra que permite generar los cédigos
ciclicos aditivos. En el capitulo 3, desarrollamos la teoria necesaria para hallar los c6digos ciclicos
aditivos que mejoran los algoritmos de ADN, basdndonos en el articulo de Abualrub [2]. Por tltimo
en el capitulo 4 de este trabajo explicamos brevemente algunas aplicaciones de la computacién del
ADN en teoria de graficas, donde se ha utilizado la computacién del ADN para resolver problemas

importantes de matematicas.
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Capitulo 1

Elementos basicos de teoria de

codigos

El proceso de transmisién e intercambio de conocimientos, datos, e informacién general es
indispensable para entender no sélo la evolucién y desarrollo del ser humano como especie sino
también para entender su realidad.

Cuando deseamos transmitir un mensaje debemos saber que en el proceso, el mensaje puede
ser alterado, debido a las interferencias que hay en el canal en que se transmite. Por ejemplo, en
una llamada telefénica puede haber ruido que no permite que el receptor reciba el mensaje que
originalmente envia el emisor. Para lograr que el mensaje que se ha enviado sea el correcto, es
importante conocer el proceso de la transmision de la informacién. Al saber esto, quizéd podamos
detectar cudando un mensaje ha sido alterado y en algunas ocasiones corregirlo.

En el proceso de la transmision de informacién de un sistema de comunicacién digital se llevan

a cabo las siguientes tareas:
1. Codificacién fuente
2. Canal de codificacion
3. Modulacién
El receptor del correspondiente mensaje realiza:
1. Demodulacién
2. Canal de decodificacién

3. Decodificacién fuente
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El modulador genera la senal que es usada para transmitir una secuencia de simbolos a través del
canal; debido al ruido en el canal, la senal transmitida es perturbada. El ruido recibido en la senal
es demodulado por el receptor para obtener la secuencia de simbolos recibidos. Como la secuencia
de simbolos recibidos usualmente difiere de los simbolos transmitidos, el receptor puede utilizar
el canal de codificacion para detectar e incluso corregir algunos errores. Para terminar, el canal
codificador introduce redundancias a la informacién original. Las redundancias son explotadas por
el canal decodificador para la deteccién o correccion de errores por la estimaciéon de los simbolos
transmitidos.

Un ejemplo de este proceso seria el siguiente; supongamos que se quiere trasmitir un mensaje
que consiste en la palabra SI, codificamos SI = 1y NO = 0, pero durante el envio de la in-
formacién el mensaje es alterado y en lugar de recibir 1 recibimos 0, entonces obtendriamos un
mensaje erréneo al decodificar. Para evitar esto podriamos agregar redundancias o repeticiones a
la codificacion y codificar ST = 11 y NO = 00, asi si recibimos el mensaje 01 podemos asegurar
que el mensaje recibido es equivocado y solicitar que el emisor lo envie de nuevo. Notemos que
esta nueva codificaciéon nos permite identificar errores més no corregirlos pues de igual manera el

mensaje original podria ser 00 o 11.

1.1. Fundamentos de cédigos de bloque
Una de las definiciones fundamentales para entender los cédigos es la siguiente.

Definicién 1.1.1. Un alfabeto es un conjunto finito A = {a1,...,aq}, cuyos elementos son lla-

mados simbolos y q (nimero de elementos de A) es la raiz de A.
A partir de los elementos de un alfabeto, tenemos la siguiente definicion.

Definicion 1.1.2. Una palabra de longitud n sobre A es una sucesion de n elementos de A; en

general escribiremos las palabras de la siguiente forma,
a=aa,...q,, a,€cA

Denotaremos por A™ a todas las palabras de longitud n y por A* al conjunto que contiene a

todas las palabras, es decir, A* = U A"

neN
Definicién 1.1.3. Si A= {a1,...,aq4} es un alfabeto, un cddigo g-ario sobre A es un subconjunto
C de A*. Los elementos de C' son llamadas palabras cdédigos o codewords. El nimero M = |C|,

el cardinal de C, es llamado tamano del cédigo. Podemos distinguir dos tipos de codigo segun la

longitud de sus palabras,
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» Codigos de blogque: La longitud de todas las palabras del cédigo es la misma y se dice que
tiene pardametros (n, M), donde M es el tamano del cédigo y n es la longitud de las palabras

codigo.
= Codigos de longitud variable: Estd conformado por palabras de diferente longitud.

Como los tnicos codigos que trataremos en este trabajo son los cddigos de longitud fija, siempre
que hablemos de codigos seran considerados cédigos de bloque.

Consideremos una secuencia de informacién uguiususususugur . . . de simbolos de informacién
u,; tomados de una alfabeto .A. Esta secuencia de informacién es agrupada en bloques de longitud

k de acuerdo a:

UoUy = - Uk—1 UkUk41 * - U2k—1 U2k U2k+1 * * - U3k—1 " " -

un u informacién forman un T u nominarem: m
Cada uno de estos bloques de informacién forma a palabra a la cual deno aremos como
palabra de informacion de longitud k. Ahora veamos como se forma un cédigo de bloque teniendo

una secuencia de palabras de informacion.
Definicién 1.1.4. Un g— (n, k) cddigo de bloque es un cddigo cuyas palabras de informacion son:

Uouy - - - Uk—1,
UpUk41 * - U2k—1,

U2k U2k 41 * * - U3K—1,

de longitud k con u; € A, |A| = q, cada una de estas palabras es codificada en cada una de las

siguientes palabras codigo:

boby - by 1,
bnanrl e b2n71;

b2nb2n+l e b3n717

de longitud n con b; € A, |A| = q.

Las palabras cédigo son transmitidas a través del canal y las palabras recibidas son apropiada-
mente decodificadas. Como cada simbolo de las palabras de informacién puede tomar uno de los ¢
posibles valores, el nimero de palabras de informacion es ¢*.

Ademds notemos que cada una de las palabras de informacién de longitud &k son transformadas
en palabras cédigo de longitud n, donde n > k puesto que al pasar una palabra de informacién a una

palabra cédigo se agregan redundancias para evitar asi errores en la transmisién de la informacién,
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es decir, a las palabras de informacién se les introducen deliberadamente simbolos del alfabeto que
no son parte de la informacién y que sirven para detectar posibles errores.

Los codigos son caracterizados principalmente por dos parametros llamados tasa del codigo y
minima distancia de Hamming los cuales son utilizados para evaluar la eficiencia de codificaciéon

y la capacidad de detectar y corregir errores.

1.1.1. Tasa del cédigo

Bajo el supuesto de que cada simbolo de informacién u;, con i € {0,1,...,k— 1} de un (n, M)

c6digo de bloque puede asumir g valores, el nimero de palabras cddigo estd dado por
M = ¢*.

Como cada palabra cédigo de longitud n es més larga que las palabras de informacién de longitud
k, la tasa a la cual la informacion es transmitida a través del canal es reducida por la llamada tasa
del codigo
R log, (M) _ E
n

n

1.1.2. Distancia de Hamming

Para explicar cémo funciona la correciéon y detecciéon de errores en los cédigos pongamos el
siguiente ejemplo.

Supongamos que la persona A debe reunirse con la persona B y ambos tienen el mismo
mapa, pero sélo B sabe el camino a seguir. Suponemos que B tiene que transmitir el men-
saje NNOONQOOO, el alfabeto utilizado es N, S, E,O que son las iniciales de los puntos car-
dinales. Esto se podria codificar en palabras cédigo binarias; el cédigo de menor tamano seria
Cy ={00,01,10,11} con N =00,S =01, F = 10,0 = 11.

Note que si usamos esta codificacién y recibimos la palabra 01 que corresponde a S en lugar
de 00 que es N, como 01 € (1, es decir, es una palabra valida, no es posible saber si la palabra es
correcta o no.

En cambio, si utilizamos el cédigo Co = {000,011,101, 110} con la codificacién N = 000,.5 =
011, E =101, 0 = 110, si recibimos por ejemplo 111, esta palabra no pertenece a Cs, y por tanto
no es una palabra vélida, asi sabemos que el mensaje recibido es incorrecto, pero no hay forma de
saber cudl es la palabra adecuada, puesto que podria ser 011,101 o bien 110. Esto quiere decir que
el cédigo Co permite detectar un error pero no permite corregirlo.

Para poder corregir un error debemos agregar redundancias al cédigo, es decir, podemos uti-
lizar el cédigo C5 = {00000,01101,10110,11011} con la codificacién N = 00000, S = 01101, F =

10110,0 = 11011. Si recibimos por ejemplo 11111 nos damos cuenta que no es palabra vélida
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y ademads notamos que la palabra mas cercana es O = 11011, asi que podemos corregir el error
detectado.

Todo esto de la deteccién y correccion de errores es posible gracias a un parametro que nos da
una idea de que tan cerca estd una palabra de otra, como se explica a continuacion.

La distancia entre dos palabras c6digo b = bgby -+ -b,—1 y b’ = b{b} ---b),_; estd dada por la

llamada distancia de Hamming denotada por H(b,b’),
H(b,b') = [{0<i <n:b # b}

El resultado siguiente dice que la distancia de Hamming es una métrica en el conjunto A™. (El

lector interesado en ver la demostracién puede consultar [14])

Teorema 1.1.1. La funcién H : A" x A" — [0,n] C N, donde, H(z,y) = {1 <i<n:x; #y}l,

es una métrica en A", es decir, satisface,
1. H(z,y) >0 y H(z,y) =0 si y sdlo si x = y.
2. H(z,y) = H(y,x).
3. H(z,z) < H(z,y)+ H(y, z).
Ahora daremos la definicién de distancia de un cédigo.

Definicién 1.1.5. Dado un cdédigo C, se define la distancia de C, y se denota por d(C), como la

menor distancia no nula entre sus palabras codigo, es decir,
d(C) = min{H (z,y) : z,y € C, x # y}.

Esta distancia es utilizada para hallar el nimero de errores detectables en el cédigo, para
ello requerimos la siguiente definicién y enunciaremos un teorema que nos ayuda a calcular dicho

numero.

Definicién 1.1.6. Sea e un entero positivo. El cddigo C se dice que corrige hasta e errores (C
es un cddigo e — corrector) si se cumple que para cualquier palabra w existe a lo mds una palabra

c € C tal que H(w,c) = e.

Definicién 1.1.7. Sea e un entero positivo. El cddigo C' se dice que detecta hasta e errores (C' es
un cddigo e—detector) si se cumple que para cualquier palabra w recibida en un mensaje codificado,

existe al menos una palabra ¢ € C tal que H(w,c) < e.
Teorema 1.1.2. Sea e un entero positivo y C un codigo.
(i) C detecta hasta e errores en cualquier palabra cddigo si d(C) > e+ 1.

(i) C corrige hasta e errores si y sdlo si d(C) > 2e + 1.



1.1. FUNDAMENTOS DE CODIGOS DE BLOQUE

Demostracion. Sea C' un c6digo y e un entero positivo,

(1)

Supongamos que d(C) > e+ 1y que se transmite la palabra cédigo ¢ y se producen e errores

o menos. La palabra recibida es ¢’ y entonces
H(c,d) <e.

Notemos que ¢’ no puede estar en el cédigo y por lo tanto la detectamos como errénea.
Si ¢ estuviera en C' tendria que ocurrir que H(c,c¢') > d(C) y H(e, ') < e, entonces d(C) <

e < d(C) — 1, lo cual es una contradiccién.

Por tanto el cédigo C' puede detectar hasta e errores.

Supongamos que d(C) > 2e + 1. Si existe una palabra w de forma que existen cj,co €
C distintas, con H(ci,w) < ey H(co,w) < e, entonces H(ci,ca) < 2e, lo cual es una

contradiccién, asi C' corrige hasta e errores.

Reciprocamente, supongamos que C corrige hasta e errores y d(C) < 2e+ 1, es decir, d(C) <
2e, consideremos la parte entera f de d(C)/2. Entonces f < d(C)/2 < e, ademds d(C)—f < e,
ya que si d(C) es par f = d(C)/2 y si d(C) es impar, d(C) — f =2f+1—-f=f+1=
(d(C)4+1)/2 <e, pues d(C) + 1 < 2e.

Sean ¢1,ce € C tales que H(c1,c2) = d(C) = d, y sea w la palabra obtenida cambiando f

coordenadas de c¢; de las d en que difieren ¢y y ¢ hasta que coincidan con sus correspondientes

en ¢z, asi H(cy,w) = f < e, entonces H(co,w) =d— f < ey C no corregiria e errores

Resumiendo, el nimero de errores detectables en un cédigo es calculado mediante,

€det — d(C) —1.

Y el ntimero de errores que se pueden corregir en el cédigo estd dado por

d(C) —1
B

€cor = I_

donde |z] denota el mayor niimero entero que es menor que z.

Ejemplo. Consideremos el cddigo C = {001,010,100} cuya distancia es d = 2. Aplicando el

resultado anterior tenemos que este codigo detecta 1 error,

Un error aislado en C' se puede detectar.

e Si ocurre un error en 001, se recibiria una de las siguientes palabras, 101,011,000, sin

embargo ninguna de ellas pertenece al codigo, por tanto se detecta el error.
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= Dos errores aislados no pueden detectarse.

e Si ocurren dos errores en 001, se recibiria una de las siguientes palabras, 111,100,010,

pero dos de ellas pertenecen a C, por lo tanto puede ocurrir que no notemos el error.

Ahora veamos el siguiente ejemplo para entender qué pasa con los cédigos correctores.

Ejemplo. Consideremos el cédigo
C = {0000000000,0000011111,1111100000,1111111111},

cuya distancia es d = 5. Aplicando el resultado anterior, se tiene lo siguiente,
= Fl codigo C detecta d — 1 = 4 errores.

e Si ocurren 4 errores en 0000011111, se podrian recibir palabras como, 1111011111,
0111111111,0001100111, 0000000001, 0000010000 y si revisamos ninguna palabra de este

tipo estd en C.

d—1

» El cidigo C corrige | %3

| =2 errores.

e Si recibimos la palabra 0000011100 con errores en los dos ultimos digitos, notamos de
inmediato que se recibio una palabra errdnea, y notamos que la palabra que estd mds

cercana y que estd ademds en el cédigo es 0000011111, por lo que podemos corregirla.

e Si recibimos 0000011000 con errores en los tres ultimos digitos, podemos notar también
que se ha recibido una palabra equivocada, sin embargo, hay una palabra en el cddigo
que estd mas cerca de ella que la palabra correcta. Asi podriamos pensar que la palabra
correcta es 0000000000, cuando en realidad es 0000011111. Por tanto aqui ya mo es

posible corregir el error, sélo podemos detectarlo.



1.1. FUNDAMENTOS DE CODIGOS DE BLOQUE




Capitulo 2

Cddigos basados en campos finitos

A lo largo de este capitulo, se construiran cédigos basados en campos finitos, y se verd la
importancia del dlgebra lineal para el estudio de dichos cédigos. También se utilizardn anillos de

polinomios para estudiar propiedades de los cédigos.

2.1. Anillos e ideales

En adelante utilizaremos frecuentemente la palabra anillo, cuya definicién es la siguiente.

Definicién 2.1.1. Un anillo (R,+,-) es un conjunto R junto con dos operaciones binarias + y -,

que llamamos suma y multiplicacion, definidas en R tales que se satisfacen los siguientes axiomas:

(R,+) es un grupo abeliano.

Para todo a, b€ R, ab € R.

La multiplicacion es asociativa.

Para todas las a,b,c € R, se cumple la ley distributiva izquierda a(b+ ¢) = (ab) + (ac) y la

ley distributiva derecha (a + b)c = (ac) + (be).
Un anillo donde la multiplicaciéon es conmutativa es llamado anillo conmutativo.

Definicién 2.1.2. Un anillo R con identidad multiplicativa 1 tal que 1x = x1 = x para todas las

x € R se llama anillo unitario.

Si R es un anillo unitario, entonces el elemento unitario 1 es tnico.
En un anillo unitario, el conjunto R* de todos los elementos distintos de cero serd un grupo

multiplicativo si es cerrado bajo la multiplicacién del anillo y si existen los inversos.
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Definicién 2.1.3. Un inverso multiplicativo de un elemento a en un anillo R con unitario 1 es

un elemento a=! en R tal que aa™' = a~'a = 1. Si este elemento existe es 1inico.

Otra definicién que se usard més adelante es la de ideal:

Definicién 2.1.4. Un ideal de R es un subgrupo aditivo (N,+) de un anillo R que satisface
rN C N y Nr C N para todas las v € R, donde TN ={rn:ne€ N} y Nr={nr:n e N}.

Definicién 2.1.5. Si R es un anillo conmutativo unitario y a € R, el ideal {ra|lr € R} de todos
los miltiplos de a es el ideal principal generado por a y se denota por (a). Un ideal N de R es un

ideal principal si N = (a) para algin a € R.

Note que si A = (a) y B = (b) son ideales principales de un anillo R, y ademds A C B, entonces
a = br, para algin r € R, es decir, a es un multiplo de b.

Enseguida daremos la definicién de clase de un ideal.

Definicién 2.1.6. Sea N un ideal de un anillo R y sea a € R. La clase a+ N de N es el conjunto
{a+n:neN}

Dado que R es un anillo, con la operacién de suma R es un grupo abeliano, por lo tanto, la

suma de clases de un ideal I de R se define como:

(a+I)+b+1I):=(a+b)+1

Adicionalmente se define el producto de clases como:

(a+D)(b+1T):= (ab)+I.

Se establece que el producto y la suma estan bien definidos puesto que no dependen de la eleccién

de los representantes de cada clase.

Definicién 2.1.7. Si N es un ideal en un anillo R, entonces, el anillo de las clases + N bajo las
operaciones inducidas es el anillo cociente, o el anillo factor, o el anillo de las clases residuales de

R mddulo N, y se denota por R/N. Las clases r + N son las clases residuales mddulo N.

Enseguida daremos algunas definiciones que nos permitiran definir qué es un campo, concepto

que utilizaremos frecuentemente en las siguientes secciones.

Definicion 2.1.8. Sea R un anillo con unitario. Un elemento u en R es una unidad de R si tiene
inwverso multiplicativo en R. Si todo elemento distinto de cero en R es una unidad entonces R es

un semicampo o anillo con division.

Definicién 2.1.9. Un campo es un anillo conmutativo con division.
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Definicién 2.1.10. Un ideal M # R de un anillo R es maximal si no existe un ideal propio N de

R que contenga propiamente a M.

Teorema 2.1.1. Sea R un anillo conmutativo con unitario. Entonces M es un ideal mazimal si

y solo si R/M es un campo.

Entre anillos podemos tener funciones especiales que preserven ciertas caracteristicas, estas

funciones se llaman homomorfismos de anillos.

Definicién 2.1.11. Una funcién ¢ de un anillo R en un anillo R' es un homomorfismo si para

cualesquiera a y b en R ocurre,

¢(a+b) = d(a) + &(b), ¢(ab) = ¢(a)p(b)

Definicién 2.1.12. EIl nicleo o kernel de una funcion ¢ : R — R’ es el conjunto {r € R: ¢(r) =

0}. Denotaremos a este conjunto como ker(g).
Nota. FEl kernel de un homomorfismo ¢ : R — R’ es un ideal de R.

Cuando un homomorfismo es 1 — 1 o sobre se le denomina con un nombre especial como se

enuncia en la siguiente definicién.

Definicién 2.1.13. Sea ¢ un homomorfismo de R en R, si ¢ es 1 —1 es llamado monomorfismo;
si ¢ es sobre, se le llama epimorfismo. Si ¢ es un monomorfismo y un epimorfismo al mismo
tiempo, a ¢ se le llama isomorfismo; cuando esto ocurre decimos que R y R’ son isomorfos y se

denota por R~ R/.

Uno de los teoremas mas importantes que permite conservar propiedades de un anillo bajo un

homomorfismo es el siguiente (vea la demostracion en [7]).

Teorema 2.1.2. Sea ¢ un homomorfismo de un anillo R en un anillo R'. Si 0 es la identidad
aditiva en R entonces ¢(0) = 0’ es la identidad aditiva en R y si a € R, entonces ¢(—a) = —d(a).
Si S es un subanilllo de R, entonces ¢(S) es un subanillo de R', y si S es un ideal de R implica
que ¢(S) es ideal de ¢(R). Ahora en el otro sentido, si S’ es un subanillo de R’', entonces ¢p~*(S")
es un subanillo de R y S’ ideal de ¢(R) implica que ¢~1(S’) es un ideal de R. Por iltimo, si R
tiene unitario 1 y ¢(1) # 0’ entonces, ¢(1) =1’ es unitario para ¢(R).

Antes de concluir esta seccién veamos un teorema muy importante en la teoria de anillos,
llamado Teorema de correspondencia, pues muestra una relacion entre los ideales en un anillo y los

ideales en el anillo cociente.

Teorema 2.1.3. Sea ¢ : A — A/I la proyeccion candnica. Existe una correspondencia biunfvoca
entre ideales de A/I e ideales de A que contienen a I. Esta correspondencia estd definida de la

siguiente forma, ¢(J) = o(J), para todo ideal J de R que contiene a I.
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Demostracion. Sea J un ideal del cociente. Entonces ¢~ 1(J) = ¢~ !(J) es un ideal de A que
contiene a I.

Del mismo modo p(p~1(J)) = ¢(¢~1(J)) = J es un ideal por ser la proyeccién canénica un
epimorfismo. Esto prueba que la correspondencia es biunivoca.

O

2.2. Anillo de polinomios

Para iniciar esta secciéon definiremos primero qué es un polinomio, pues sera importante saberlo

para describir el anillo que utilizaremos. En adelante se supondra que 0 € N.

Definicién 2.2.1. Dado un anillo conmutativo con unitario R, un polinomio con coeficientes en
R es una funcidn f: N — R para la cual existe N € N con f(n) = 0 para todon > N. Si f(n) #0

para algin n € N, al mdximo valor que satisface esto se le llama el grado de f, el cual se denota

por grad(f).

Si f y g son polinomios con coeficientes en R se definen su suma f 4 g y su producto fg como
sigue:

(f +9)(n) = f(n) + g(n). (fg)(n) = Y f(k)g(n — k)
k=0

Se verifica que f 4 g y fg son polinomios y que si 0 representa la funciéon constante 0, mientras
que 1 representa la funcién definida como 1(0) = 1, 1(n) = 0 para toda n > 0, entonces el conjunto
de polinomios con coeficientes en R es un anillo conmutativo con identidad.

Denotando por x a la funcién dada por (1) = 1y x(n) = 0 para cada n # 1, se verifica
que, con la operacién de multiplicacién definida previamente, la funciéon x* satisface 2*(k) = 1y

x¥(n) = 0 si n # k. En consecuencia, todo polinomio distinto de cero se puede escribir en la forma
f=ao+aix+ar* + - +az™

En adelante denotaremos como f(z) al polinomio f y R[z] al conjunto de todos los polinomios
con coeficientes en el anillo R, este conjunto es un anillo bajo la suma y multiplicacién polinomial.
Si R es conmutativo, entonces lo es también R[x] y si R tiene unitario 1, entonces 1 también es
unitario en R[x].

Ademaés cuando el anillo de coeficientes es también un campo se tiene una propiedad importante,

como lo dice el siguiente teorema (vea [7]).
Teorema 2.2.1. Si K es un campo, todo ideal en K[z] es principal.

En adelante siempre que escribamos K, estaremos hablando de un campo.
El siguiente teorema, cuya demostraciéon puede encontrarse en [8], nos muestra como es el anillo

de polinomios con coeficientes en un anillo cociente.
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Teorema 2.2.2. Si R es un anillo e I un ideal de R, entonces I[z], el anillo de polinomios en x

sobre I, es un ideal de R[z]. Ademds R[x]/I[x] ~ (R/I)[z] el anillo de polinomios en x sobre R/I.

Teorema 2.2.3. Si K es un campo e I el ideal principal de K[z] generado por el polinomio
p(x) = ag + a1z + -+ 4+ anxz™ con a, # 0, entonces para cada [r(x)] € Kz]/I, existe un inico

polinomio q(z) = by +byx + -+ + by_12" ! tal que [r(z)] = [q(x)].

Demostracion. Sea r(x) € K[z], aplicando el algoritmo de la divisién a r(z) y p(x), existe un tinico

polinomio g(z) € Klz], tal que,

como p(z)g(x) € I, entonces [p(x)g(z)] = p(x)g(x)+ 1 = I = [0], es decir, existe un polinomio ¢(z)

de grado menor que n, tal que,

Ahora veamos que ¢(x) es tnico. Sea gi(x) con grado n — 1, tal que [r(x)] = [q1(z)], entonces
[1(2)] = [q(2)]; esto es g1 (2) —q(x) € I, luego, g1 (x)—g(z) = p(x) f (x), como el grado de g1 (x) —g(x)
es menor o igual que n — 1 y el grado de p(z) es n, deberia ocurrir que n + grad(f(z)) =n — 1,

pero esto no es posible. Por lo tanto el polinomio ¢(x) es tnico. O

Definicién 2.2.2. Sea K un campo, un polinomio no constante f(x) € K[z] es irreducible sobre K
o es un polinomio irreducible en K[z] si f(x) no puede escribirse como producto g(x)h(x) de dos

polinomios g(x) y h(x) en Klz|, ambos de grado menor que f(x).

Teorema 2.2.4. Sea K un campo, el ideal (p(x)) # {0} de K[z] es maximal si y solo si p(x) es

irreducible sobre K.

Un teorema muy importante que nos permitird definir el campo finito de 4 elementos es el

siguiente.

Teorema 2.2.5. Si p(z) es un polinomio irreducible en Kz], donde K es un campo, entonces

K[z]/(p(z)) es un campo.

Demostracion. Como p(x) es irreducible, por el teorema 2.2.4 (p(z)) es maximal, y por el teorema

2.1.1 K[z]/(p(x)) es un campo. O
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2.3. Campos finitos

Para esta seccién nos interesard trabajar con algunos campos en especifico, los campos cuyo

namero de elementos es finito, es decir, si K es un campo,
K| =g,
entonces K es llamado campo finito, estos campos también son conocidos como campos de Galois.

Definicién 2.3.1. Un subcampo F es un subconjunto de un campo K que por si mismo es un

campo.

Definicion 2.3.2. Un campo K es un campo de extension de un campo F si F es un subcampo de

K.

Definicién 2.3.3. La caracteristica de un campo se define como el numero entero positivo mds

pequenio p tal que p-1 =0, o es cero si no existe tal p; aqui p -1 significa p sumandos 1, es decir,

1+1414--4+1=p-1

p veces

En tal caso se dice que K es de caracteristica p.

Teorema 2.3.1. Sea K un campo finito, de caracteristica p, entonces p # 0 y ademds p es primo.

Demostracion. Veamos primero que la caracteristica de K es distinta de cero, para ello tomemos

la identidad en K y consideremos el siguiente conjunto,
{n-1€K:neN}

Como K es finito existen enteros k y m con 1 < k < m tales que k-1 =m -1 o equivalentemente
(k—m)-1=0; por tanto como k < m, k —m # 0, es decir, la caracteristica del campo existe, asi,
p#0.

Ahora como p # 0, veamos que también es primo, para ello supongamos que no lo es, entonces
puede factorizarse como p = pipa con p1,pa2 < p. Entonces (p1 - 1)(p2 - 1) = p1p2 - 1 = 0, como K
es un campo, no tiene divisores de cero, es decir, p; -1 =0 6 p2 - 1 = 0, en contradicciéon de que p
es el menor entero positivo tal que cumple esta condicién.

Por lo tanto p es un niimero primo. O

Teorema 2.3.2. Si K es un campo finito de caracteristica p, entonces existe un subcampo de K

que es isomorfo a Zy, el campo de los enteros médulo p.
Demostracion. Consideremos la funcién,

$:Z—K
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dada por,
o(n)=n-1
paran € Z.

Veamos que ¢ es un homomorfismo, para ello tomemos n, m € Z cualesquiera,
p(n+m)=(n+m)-1=(n-1)+(m-1) = ¢(n) + ¢(m).
Ademas la ley distributiva en K muestra que,

I+1+-+DA+1+--+1)=1T+1+---+1)

n sumandos m sumandos nm sumandos
Asi, (n-1)(m-1) = (nm) - 1, para n,m € Z, es decir, ¢(nm) = ¢p(n)p(m).

Por lo tanto, ¢ es un homomorfismo, y el kernel de éste debe ser un ideal en Z, y sabemos que
todos los ideales en Z son de la forma sZ para alguna s € Z.

Notemos que de hecho ocurre que ker(¢) = pZ.

Tomemos primero m € ker(¢), entonces ¢(m) = 0, es decir, m - 1 = 0. Aplicando el algoritmo de
la divisiéon a m y p se tiene que m =pg+r,conqe Zy 0 <r < p.

Supongamos que r > 0, como m-1 = 0, se tiene que (pg+r)-1 = 0, de aqui que (p-1)(¢-1)+r1=0
pero como p-1 = 0, obtenemos que r-1 = 0 con r < p, pero esto no ocurre pues p es la caracteristica
de K. Por lo tanto r = 0, asi, m = pq con q € Z, es decir m € pZ, y con ello queda demostrada
una inclusion.

Ahora tomemos m € pZ, entonces existe ¢ € Z tal que m = pq, aplicando ¢ tenemos ¢(m) =
o(p)o(q), pero como ¢(p) = 0, entonces ¢(m) = 0, es decir, m € ker(¢).

Con todo esto, se tiene que ker(¢) = pZ, y por el primer teorema de isomorfismos, Im(¢) ~ Z/
pZ ~ Z,, y como Z, es un campo pues p es primo , entonces I'm(¢) es también un campo al que
denotaremos por F.

Por lo tanto existe I subcampo de K que es isomorfo a Z,,. [l

2.4. Construccién de cédigos a partir de un espacio vectorial

Para codificar y decodificar de manera mas practica y eficiente es tutil dotar al alfabeto A de
una estructura algebraica. Fijamos el alfabeto A = F, el campo finito de ¢ elementos. El conjunto
de cadenas de longitud n, A™ es un espacio vectorial sobre IF; de dimensién n, el cual puede ser
identificado como:

F;‘:{(xo,xl,...,xn_l):xiEFq,Ogign—l}

mediante la asignacién zox; ... zp—1 — (o, Z1,...,2n—1). Con esta asignacién, definimos la suma

de las cadenas agai ...a,_1 + boby ...b,_1 como

(ao,al, .. .,an_l) + (bo,bl, .. .,bn_l),
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y la multiplicacién por escalar a(agas ... an—1), con o € Fy, como
al(ag,a,...,an-1)).

Con esto podemos definir los cédigos aditivos y los cédigos ciclicos como sigue:

Definicion 2.4.1. Un cddigo aditivo C' sobre el campo finito Fy, es un subgrupo aditivo de Fy. Es
decir, para cada par de palabras codigo, ay ...an, y by...b, € C, su suma es una palabra cddigo

de C.

Definicion 2.4.2. Un cddigo C' es lineal si es un subespacio de Fy. Un cddigo lineal de longitud

n, dimension k, y distancia d es llamado un [n, k,d] cddigo.

Ejemplo. Sea C = {011,101,000,110} un cddigo sobre Zs, este cddigo no es lineal, puesto que

2(011) = 022 no estd en C, sin embargo C st es aditivo sobre Zs.

En este trabajo seran de suma importancia los cédigos ciclicos pues se espera que mejoren los

algoritmos de ADN, y cuya definicién es la siguiente.

Definicién 2.4.3. Un cddigo C es ciclico si siempre que la palabra

coc1 ...ch_1 € C, entonces ¢p,_1¢o...Cp_o € C.

Ejemplo. Sea C; = {011,101,110} un cddigo sobre el campo Zz, el cual no es un cédigo aditivo
ni lineal puesto que 000 no estd en Cy, sin embargo si es un cddigo ciclico. Y por otro lado el

cédigo Cy = {000000,000111,111000,111111} sobre Zs es un cddigo lineal pero no es ciclico.

2.5. Construccion de cédigos ciclicos a partir de un ideal

Para el desarrollo del siguiente capitulo, utilizaremos un anillo en especial, el cual describimos

a continuacién.

Nota. Sea F un campo, consideremos el anillo F[z]/(z"™ —1). A este anillo lo denotaremos T [x],

y a sus elementos los denotaremos simplemente c¢(x) en lugar de [c(z)].

Tomemos un elemento c(x) € F(™[z], como ya vimos en el Teorema 2.2.3, todo elemento de
F() [x] puede ser representado tnicamente por un polinomio de grado n — 1, por tanto, podemos

suponer que c¢(z) es de grado n — 1, al multiplicarlo por z, obtenemos
ze(z) = cox + 2’ + - 4 cpox™t F cpg2”,

es decir,

-1
ze(x) = cpe1+cox+ -+ cpox”™

puesto que z” = 1 en F(™) [x], esto genera lo que se llama desplazamiento ciclico.
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Ademas este anillo tan particular es también un espacio vectorial sobre el campo F, y la mul-
tiplicacién por escalar es como sigue; sea a € Fy ¢(z) = co + 12 + -+ + cp_12™ 1 € F[z],

entonces,

ac(x) = aco + acyx + -+ + acp_12" L.

Ahora construiremos codigos ciclicos lineales a partir de un ideal en el anillo de polinomios, de la
siguiente forma:

Los codigos ciclicos lineales pueden definirse a partir de un ideal, para lo cual necesitamos
establecer una correspondencia entre los cddigos sobre un campo finito y el anillo de polinomios.

Para esto consideremos las siguientes funciones,

p: IFZ — Fla]
dada por,
©(coy .. yen1) =co+crx+ - Fcpax™ !
y ademas,
™ Fla] > F®[a),
dada por,

donde [p(x)] representa la clase de equivalencia del polinomio p(z).

Teorema 2.5.1. La funcion:
mo:Fy — F™)[z],

es una trasformacion lineal. Si C es un cddigo ciclico y lineal, (w0 ¢)(C) es un ideal. Mds ain

mop|c: C— (mop)(C) es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Demostracion. Sea C un cédigo lineal ciclico, tomemos ¢ = cocy...c, 1 € Cy [x] € FM[x],

entonces,

[][co + 1z + -+ + cn_lx”_l] = [cox + x4+ Cn—12"]

=[en1+ oz 4 4 cn2a™ ] € (mop)(O).

esta igualdad es cierta puesto que en F(™)[z], 2™ = 1. Andlogamente se prueba que [co+ 1z + - - -+
Cn_12"[z] € F™[z]. Por lo tanto, (7 o ¢)(C) es un ideal bilateral.

Veamos que la funcién 7o ¢ : Fy — F() [x], es una transformacién lineal, para ello, sean
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(ao,a1,...,an-1),(bo,b1,...,bn—1) € Fy, y a € F, entonces,

(1o @)(alao, a1,y an—1) + (bo, b1, ..., by1)) =
(m o @)((aag + by, aay + by, ...,a0,-1 + bp_1) =

[(ag + bo) + (a1 + b))z + - + (@an_1 + bp_1)z" '] =

[aag + aarz + -+ + aan_13" "+ [bo + bz + -+ by ] =
afag + a1z + -+ an_1 2" + [bo + b1z + -+ bp_1z" ] =
a(mo p)(ag,at,...,an—1)+ (mo@)(bo,b1,...,bn_1).

Por lo tanto 7 o ¢ es una transformacién lineal.

Como la restriccién estd definida en C' se tiene de inmediato que T o ¢ |¢: C = (w0 )(C) es
sobre.

Para ver que mo ¢ |o: C' = (70 )(C) es inyectiva, por la linealidad de la funcién, basta ver
que ker(m o ¢ |¢) = {0}, tomemos ¢ = cpcy...cn—1 € ker(mo ¢ |¢) entonces (7o ¢ |o)(c) =
[co + c1x + -+ + cp_12™ Y] = [0], como ya vimos que la restriccién es sobre, existen palabras
c6digo cpey ... cp—1 y 00...0 tales que cgcy ... cp—1 = 00...0, esto implica que ¢; = 0 para todo
i €4{0,1,...,n— 1}, por lo tanto la restriccién es inyectiva.

Con todo esto afirmamos que 7o ¢ |o: C — (7 0 ¢)(C) es biyectiva, por tanto es un isomorfismo

de espacios vectoriales. O

Por el resultado anterior, podemos trabajar indistintamente con elementos en C o con la co-
rrespondiente clase de equivalencia c¢(z).
En general, si p(z) es irreducible sobre el campo F y grad(p(z)) = n, entonces por el Teorema

2.2.3 a los elementos de F[x]/(p(z)) los identificaremos con ag + a12 + -+ + ap_12" L.

Teorema 2.5.2. Sea J un ideal no cero de F™[x]. El conjunto
{(ag,...,an_1) €F" :[ag + a1z + -+ ap,_12" '] € J}
es un codigo lineal ciclico.

Demostracion. Llamemos C al conjunto {(ag,...,an—1) € F"* 1 ap + a1z + -+ + p_12"" L € J}.
Veamos primero que C es un espacio vectorial, tomemos (ag,a1,...an—1) y (bo,b1,...,bn—1) €
F™, entonces ag + a1 + -+ + ap_12” € Jy bg+ bz + -+ by_12™ ! € J, como J es un
ideal de F(™ [z], entonces ag + a1z + -+ + @p_12" "t + by + b1z + -+ + by_12" "1 € J, es decir,
(ao+bo)+(a1+b1)x+- -+ (an—1+by_1)2" "t € J, por lo tanto (ag+bo, a1+b1, ..., an_1+by_1)] € C.

Ademsds si tomamos a € F™| entonces, como J es un ideal,

alag + a1z +--- + an—lwn_l) = aag + a1z + -+ aap_12" €,
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entonces (aag, aaq,...,aa,—1) € C.
Por lo tanto C' es un cédigo lineal.
Ahora veamos que C es ciclico, para ello tomemos (co, ¢1,...,¢n—1) € C cualquiera, entonces,

co+cix+-F ey 12"t €, ysea x € F(™[z], luego
z(cog x4+ 12" ) =cor + e+ Fcpga”
=cp1tcort+ari+Fepoa"ted

pues J es un ideal.

Por lo tanto (¢p—1,c¢o, - ,cn—2) € C, es decir, C es ciclico. O

Teorema 2.5.3. Sea J un ideal no cero en F[x]. Existe un tnico polinomio mdnico g(z) € Flx]

de grado r tal que,

10 = (g /e — 1),
2. g(z) divide a ™ — 1.

Ademds, si C es el codigo ciclico lineal correspondiente a J, entonces la dimension de C esn —r.

Demostracion. 1. Sea J un ideal no cero de F(")[z], por el Teorema 2.1.3, a J le corresponde
un ideal J’ de F[z], tal que J = J'/(z™ — 1) y como F es un campo, J' es un ideal principal,
esto es, J' = (g(x)).
Veamos ahora que este polinomio g(z) es el tinico polinomio ménico en J’ con grado minimo

.

Sean f(x) = fo+ fir + -+ fraz"  + 2", glx) = go + g + -+ graa" F 2" € T
polinomios ménicos distintos de grado minimo r. Luego, f(z) — g(z) = (fo — go) + (/1 —
g1)x + -+ (fro1 — gr—1)2" "1 € J', pues J' es un ideal, pero f(x) — g(z) es un polinomio
que tiene menor grado que f(x), y g(z), lo cual no puede ocurrir, pues ambos son de grado

minimo, por lo tanto, el polinomio ménico g(x) es el tnico de grado minimo en J’.

2. Aplicando el algoritmo de la divisién en F[z], tenemos z™ — 1 = h(z)g(x) + r(z) en F[z],

donde grad(r(z)) < r, de aqui que

(" —=1) = r(x) = h(z)g(z),

es decir, (2" —1)—r(z) € J' = (g(z)) y como J' esideal, r(x) € J’, pero como grad(r(x)) < r,

esto no puede ocurrir a menos que r(x) = 0.

Por lo tanto, 2™ — 1 = h(x)g(z), esto es, g(z) divide a 2™ — 1.
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Ahora tomemos c(z) € J', el grad(c(z)) < n,y c(z) = q(z)g(z) € F[z], entonces,

c(r) = q(x)g(z) + e(x)(z" — 1) € Fla]
= (q() + e(x)h(x))g(x) € Fla]
= f(z)g(z) € Flz], donde f(x) = q(x) + e(z)h(z),

Ahora veamos cémo es el grado de f(z). Notemos que como ¢(z) = f(x)g(z), entonces grad(c(x)) =
grad(f(x)) +r, es decir, grad(f(z)) = grad(c(z)) —r <n—r.

Asi J’ consiste de multiplos de g(z) por polinomios de grado menor o igual que n —r — 1
evaluados en F|z].

Luego, para ver que la dimensién de C' = {(ag,a1,...,an—1) € F*:ap+arx+---+a,_12"" 1 €
J} es n — r basta ver que la dimensién de J es también n — r, o bien hay que ver que dim(J')
es n — r, para ello notemos que hay n — r miltiplos linealmente independientes de g(x). Esto es
claro, pues los multiplos de g(z) son, g(z), xg(z), #2g(x), ..., 2" ""Lg(x), los cuales son linealmente
independientes. Ademads este conjunto de miltiplos de g(x) genera a J'. Esto es facil de ver tomando

c(x) € J', esto es,

=g@)(ho+hz+---+ By 1™ 771

= hog(z) + h1(2g(x)) + - + hnpa (&g ().
Por lo tanto el conjunto {g(z),zg(z),...,2" ""g(z)} es una base para J' y tiene n — r vectores,
asi la dimensién de J' es k = n —r, y como J = J'/{z™ — 1), entonces dim(J) = n — r, y por

consiguiente la dimensién de C, el cédigo asociado a J es también n — r.

O



Capitulo 3

Coddigos de ADN y cdédigos finitos

3.1. Cdbdigos de ADN

Una hebra simple de ADN es una sucesién de cuatro posibles nucleétidos: Adenina (A), Guanina
(G), Citosina (C) y Timina (T). Los extremos de una hebra de ADN son quimicamente polares
y son llamados extremos 5 y 3'. Las aplicaciones del ADN requieren éxito en la hibridacién
especifica entre una palabra cédigo de ADN y su complemento Watson-Crick. El complemento
Watson-Crick de una hebra de ADN se obtiene al reemplazar cada A por T y viceversa, cada C
por G y viceversa, e intercambiar los extremos 3’ y 5'. Por ejemplo, el complemento Watson-Crick

de la hebra 3 — CCATTGA — 5" es 5 — GGTAACT — 3.

Con el proceso de hibridacién especifica entre una hebra de ADN y su complemento Watson-
Crick se forma la doble hélice de la cadena de ADN, como puede verse en la Figura 3.1. El
ADN ocurre en secuencias, representadas por secuencias de letras del alfabeto {A4,C,G,T}. El

complemento Watson-Crick estd dado por A =T,T“=A,C° =G,y G°=C.

3.2. Construccién del campo GF(4)

En esta seccién explicaremos cémo se construye el campo GF(4), el cual es un campo de Galois,
o campo finito de 4 elementos. Para esto, tomaremos como base el campo de los niimeros binarios
(GF(2),+,%), donde GF(2) = {0,1} es el anillo de los enteros médulo 2, con las operaciones de

Wy

suma “+4” y producto “x” usuales en este anillo.

Sea GF(2)[z], el anillo de los polinomios en una variable con coeficientes en GF'(2). Tomemos el
polinomio p(z) = 2? + z+1 € GF(2)[z], el cual sabemos que es irreducible en GF(2), ya que es de

grado 2 y que no tiene raices en el campo. Ahora consideremos el anillo cociente GF(2)[z]/(p(x)),

21
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_—

I ik W ¥

extremo 5
Figura 3.1: Doble hélice de la cadena de ADN

que resulta ser un campo, donde (p(x)) es el ideal generado por el polinomio p(z). En este caso,
GF(2)/{p(x)) = {a(z) + (p(z)) : a(z) € GF(2)[x]}.

Como GF(2)[x] es un anillo euclidiano, usando el algoritmo de la divisién, se tiene que para

cualquier elemento a(z) € GF(2)[z],

a(z) = p(x)q(x) + r(z), con 0 < grad(r(z)) < 1.

Por lo tanto, un representante de la clase de a(x), dada por [a(z)] = a(x) + (p(z)) es: ap + a1,
con ag, a1 € GF(2).

Por consiguiente, los elementos del anillo GF(2)/(p(z)) se pueden identificar mediante el con-
junto GF(4), ademds, por el hecho de ser p(x) irreducible, (p(z)) es maximal, y por el teorema

2.2.5, GF(4) es un campo.
GF(4) ={ao+ a1z : ap,a1 € GF(2)} ={0,1,w,1 +w} ={0,1,w,w},

donde w=[z] =2+ (p(x)), yw=1+w, ademds W =w? y 1 + w+w? = 0.
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3.3. (Cbdigos asociados con el ADN

Las cadenas de ADN tienen caracteristicas muy especiales que resultan importantes para el
desarrollo de los algoritmos, una de estas caracteristicas es que cada hebra de ADN tiene asociada
una hebra complementaria, que es su complemento Watson-Crick.

En este trabajo, asociaremos c6digos sobre el conjunto {4, C, G, T} con c6digos sobre GF(4) =
{0,1, w,w}, es decir asociaremos 0 con Adenina(A), w con Citosina(C), @ con Guanina(G) y 1 con
Timina (7). Para definir el complemento de una palabra cédigo en GF(4), definiremos primero el

complemento de un elemento de GF(4).
Definicién 3.3.1. Sea a € GF(4), el complemento de a, denotado por a, se define como a® = a+1.
Con esto, se tiene la siguiente definicién.

Definicién 3.3.2. El complemento de una palabra v = ug ... un—1 en GF(4) es u® = uo®. .. up—1°5,

y el reverso de u es u” = Up_1...UQ.

Notemos que si damos una asociacién diferente a la que presentamos, del conjunto de nucle6tidos

con el campo GF(4), no se tienen las definiciones anteriores.
Ejemplo. El complemento de la palabra x = 010w es x¢ = 101ww y su reverso es x™ = ww010.
Los c6digos que tienen estas propiedades se definen como sigue,

Definicién 3.3.3. Un cddigo aditivo C de longitud n sobre GF (4) es llamado reversible siu” € C,

para todo u € C.

Ejemplo. El cédigo C = {110,011,101,000} es reversible pero el cédigo C' = {111,100,011,000}

no lo es.

El reverso de una palabra cédigo tiene un equivalente en el anillo de polinomos, esto es lo que

se llama reciproco de un polinomio.

Definicién 3.3.4. Para cada polinomio p(x) = po + p1x + -+ - + pra” con p, # 0, definimos el
reciproco de p(x) como el polinomio p*(x) = "p(1/x) = pr + pr—12+ - + pox”. Ademds diremos

que un polinomio es auto-reciproco si y sdlo si p(x) = p*(x).

Definicién 3.3.5. Un cddigo aditivo C de longitud n sobre GF(4) es llamado complemento si
u® € C, para todo u € C.

Definicién 3.3.6. Un cddigo aditivo C sobre GF(4) es llamado complemento ciclico reversible si,
1. C es ciclico.

2. C es reversible.
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3. C es complemento.

3.4. Resultados sobre cédigos ciclicos y aditivos

En esta seccién daremos algunos resultados que sélo ocurren en el campo GF'(4).
En adelante consideraremos a los elementos de los c6digos ciclicos como polinomios, puesto que
ya vimos en el capitulo anterior que hay una correspondencia entre ellos y los ideales en F(™) [x],

también serd necesario definir el grado de un polinomio en un cédigo ciclico como sigue,

Definicién 3.4.1. Sea C un cddigo ciclico lineal correspondiente a J = (g(x))/(x™ — 1) un ideal
de GF(4)™[x], a su vez por el Teorema 2.1.3, a J le corresponde un ideal J' de GF(4)[z], tal que
J =J /(™ —1). Como cada elemento de J es una clase de equivalencia, definimos el grado de
[f(z)] € J como el grado del polinomio f(x) € J'.

Asi, el grado de f(x) € C serd el grado de [f(x)] € J, y lo denotaremos como grad(f(z)).

El siguiente teorema es un caso particular del teorema 2.5.3 utilizando c6digos sobre el campo

GF(4).

Teorema 3.4.1. Sea C un [n,k,d]-cédigo ciclico lineal de longitud n sobre GF(4). Entonces
C = (g(x)), donde g(x) es un polinomio mdnico de grado r que divide a ™ — 1 sobre GF(4), y

k=n-—r.

Ahora veamos un teorema que muestra cémo son los polinomios generadores de un cédigo

ciclico aditivo, para ello, consideremos la funcién traza,
Tr: GF(4) — GF(2) definida por Tr(z) =z + 22 (3.1)

En particular Tr(0) = Tr(1) = 0, Tr(w) = w +w? = 1, puestoque 1 + w+w? =0, T =w+ 1,y
Tr(w) =1.

Teorema 3.4.2. La funcion traza es un homomorfismo de grupos aditivos.
Demostracion. Sean z,y € GF(4), entonces,
Trz+y)=(x+y) +@+y)? =c+y+a° +ay+yz+y°

Note que en GF(4) cuando sumamos un elemento con él mismo, ocurre que la suma da cero, es

decir GF'(4) es de caracteristica 2. Asi que zy + yx = xy + 2y = 0. Por lo tanto,
Triz+y)=c+y+2>+y° = (x+2%) + (y+9y°) = Tr(z) + Tr(y).

Es decir, la funcién Tr : GF(4) — GF(2) es un homomorfismo de grupos aditivos. O
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Teorema 3.4.3. Sea C un (n,2F)-cddigo ciclico aditivo de longitud n sobre GF(4). Entonces
C = (wp(z) + q(x),r(x)), donde p(z) y r(x) son polinomios binarios que dividen a (z™ — 1) (mod
2), r(z) divide a % (mod 2), y k =2n — grad(p(x)) — grad(r(z)).

Demostracion. Consideremos la funciéon T : C' — Zé") [x] obtenida al aplicar la funcién traza (3.1)
a cada elemento de cada palabra del cédigo C'. Puesto que C' es un codigo aditivo pero no sabemos

si es lineal, por el teorema 3.4.2 sélo podemos afirmar que para todo ¢(z),b(z) € C

T(c(z) + b(z)) = T(c(x)) + T(b(x)).

Primero mostremos que el kernel de esta funcién es un cédigo binario ciclico aditivo, para ello,
notemos que para que un elemento f(z) € C esté en ker(T), sus coeficientes deben ser 0 6 1,
pues Tr(0) = Tr(1) = 0, es decir, podemos considerar los polinomios del ker(T) como elementos
de Zg") []. Por tanto, veamos que ker(T) es un ideal de Zén) [x], es decir, hay que ver que para
a(z),b(x) € ker(T), se tiene que a(z) + b(x) € ker(T), lo cual ocurre debido a que la funcién traza
distribuye la suma. Ademds si tomamos a(z) € ker(T) y c(z) € Zé") [x], como ambos son binarios,
entonces m(x) = a(x)c(x) es también binario; ademds c(x) € GF(4)(™[z] y se tiene que C es un
c6digo ciclico sobre GF(4), por lo cual podemos considerarlo como un ideal de GF(4)™[z] y por

lo tanto podemos aplicar la funcién T a m(x), es decir, T'(m(z)) = 0.

Con todo esto, ker(T') es un ideal de Zén) [x], y por el teorema 2.5.3, ker(T) es un cédigo ciclico
lineal, ademés por el teorema anterior, ker(T) = (r(z)), y r(z) es un factor de 2™ — 1. Ademds

dim(ker(T)) = n — grad(r(z)).

Ahora hay que ver también que la imagen de C es un ideal de Zg") [x]. Para ello, tomemos
a(x),b(x) € T(C), es decir, polinomios binarios obtenidos de algunos polinomios A(z), B(x) € C

al aplicarles la funcién T respectivamente, esto es
a(x) +b(x) =T(A(z)) + T(B(x)) = T(A(x) + B(z))

Por lo tanto, a(z) + b(x) € T(C), esto es T(C) es un subgrupo aditivo de Zg") [x]. Ademds sean
a(z) € T(C) y b(x) € Zén) [x], entonces existe A(x) € C tal que T(A(z)) = a(z), y como b(z) es
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binario, entonces los coeficientes de a(x)b(z) = T(A(x))b(z) son de la siguiente forma

a(2)b(z) = (Tr(Ag) + Tr(A)z + - + Tr(Ap_1)z™ (b + by + - + bpy_12™ 1)
= (Tr(Ao) + Tr(A)z + -+ Tr(A,—1)z" )bo
)

(Tr(Ao) +Tr(ADx 4 -+ Tr(A,_1)z" Vb

+
o (Tr(Ag) + Tr(ADz + -+ Tr(A,_1)2" Dby _g2™ !
= (Tr(Ao) + Tr(A)z + -+ Tr(A,—1)2z" )by
+ (Tr(Ag)x + Tr(Ay)x? + -+ Tr(Ay—o)a" 4+ Tr(A,—1)bs
+ o (Tr(Ag)a™ + Tr(Ay) + -+ Tr(An—2)a" > + Tr(Apn_1)z" *)bp_1
= (Tr(Ap)bo + Tr(Apn—1)b1 + -+ Tr(A1)by—1
+ ((Tr(A1)bo + Tr(Ap)by + - -+ Tr(A2)bp—1)x
o (Tr(Ap_1)bo + Tr(Ap_2)by + -+ Tr(Ag)bp_1)x"
Como los coeficientes de b(x) son 0 6 1, se tiene que los coeficientes del producto anterior son sumas
de coeficientes de A con la funcién T'r, la cual distribuye la suma, por lo tanto los coeficientes del
producto son de la forma Tr(A}), donde para cadai € {1,2,...,n—1}, A} es una suma de algunos
A, jed{l,2,...,n—1}.
Con todo esto, existe un polinomio A'(x) € C, puesto que puede verse como suma de elementos
de C, el cual es un cédigo aditivo; ademds T'(A'(z)) = a(z)b(z). Asi, T(C') es un ideal de Zgn) [x],
y por el teorema 2.5.3, T(C) es un cddigo ciclico lineal, y es generado por un polinomio p(z).
Ahora veamos quién es el generador de los polinomios en C' que no estan en el kernel, para ello

tomemos al polinomio p(z), el cual estd en T'(C), por tanto, existe un polinomio s(x) € C tal que

entonces

Definamos los siguientes conjuntos,
I={k:ppr=1}={k:sp=wésp=w}={k:sp=wtU{k:s, =0},
pongamos Iy = {k: s, =w} e b ={k: s, =0}

JZ{/C:pkZO}Z{k:SkZO()Sk=1}.
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Con esto podemos reescribir a s(x) como,

s(x) = Z s’ + Z s + Z spak

keJ kel kel

:ZSkxk—l—wak—i—zka

keJ kel kels

:ZskquLwZ:cquwsz

keJ kel kels

:Zskzk+w2xk+(1+w)z$k

keJ kel kel

:Zskzk+w( Z zk)JrZ:ck

keJ kel UI> kels

= Zskzk +w(2zk) + Z zk

keJ kel kels

= Z spxt 4 wp(x) + Z ",

keJ kel

donde p(x) = Zxk
kel
Asi, s(x) es la suma de un polinomio binario, al que llamaremos ¢(x), més el polinomio wp(zx),

es decir s(z) = wp(x) + q(x).

Por lo tanto, el cédigo C' es generado por r(x) y alguna imagen inversa de p(z), digamos
wp(z) + 4(2).

Recordemos que dim(C) = dim(ker(T')) + dim(Im(T)), sobre Zsa, por el Teorema 2.5.3,
dim(ker(T)) = n—grad(r(z)) y dim(Im(T)) = n—grad(p(x)), asi que dim(C) = 2n—grad(r(z))—
grad(p(x)).

Finalmente, probemos que r(z) divide a 9(@)(z" ~1)

PO dado que,

= ! (wp(x) 4+ ¢(x)) + w(z™ — 1) y como r(x) divide a ™ — 1,
x

entonces " — 1 = r(x)k(x) para algin polinomio k(x), y asi,

q(m)(m"—l)_(xn_l)w T x r(z)(wk(z
@ p) W) +a@) +r@)(wk(z)) € C.

Como ya vimos, w(z" —1) = r(z)(wk(x)), es decir, w(z™—1) € (r(x)), por tanto es un polinomio

binario.

Por otro lado, (zp?;)l) (wp(z)+q(x)) = w(x™ —1)+q(z)(z™ — 1), es suma de polinomios binarios,

entonces (zng)l) (wp(x) + q(x)) es binario.

Con todo esto, % es también un polinomio binario, luego % = r(x)g(z), para

a(@) (" 1)
p@ O

algin polinomio g(x), es decir, r(z) divide a
Nota. Cuando algin polinomio generador es nulo, se tiene lo siguiente.

= Sip(x) =0, entonces k =n — grad(r(x)), y si r(x) =0, se tiene que k = n — grad(p(z)).
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= Como para cualquier subgrupo se tiene que {(a,b) = {(a,b — a), nosotros asumiremos que
grad(q(z)) < grad(r(x)).
Ahora, veamos algunos resultados sobre cédigos ciclicos reversibles y los polinomios generadores.

Teorema 3.4.4. Un cddigo lineal C ciclico (g(x)) sobre GF(4) es reversible si y solo si g(x) es

auto-reciproco.

Demostracion. Supongamos primero que C' es reversible, para ello consideremos el conjunto de
polinomios reciprocos de los polinomios de C, C" = {f*(z) : f(x) € C}, veamos que C' = (g*(z)),

entonces tomemos f*(z) € C’

frx)=a""1fa™h)
=" lg(a71)j(z7)
= @) @ g(e )
=J"(x)g"(x)
Por lo tanto, f*(z) € (¢*(x)). La otra inclusién es clara. Asi C' = (g*(x)). Ademds como C' es
reversible, entonces (g(x)) = C = C' = (g*(x)).
As{ g*(z) también genera a C' y al ser g(x) el polinomio de grado minimo que genera a C, se
tiene que g(x) = g*(x), es decir, g(x) es auto-reciproco.
Reciprocamente, supongamos que g(z) = g*(z) = a"g (%), donde r = grad(g(z)). Tomemos
p(x) € C, con grad(p(x)) = m > r. Debemos mostrar que p*(x) € C, es decir, p*(z) es un miltiplo

de g(x). Calculemos p*(x),

= () =1 (2)o )

1 1
— errsk/, (_) g (_) , donde m =r + S, para algfm s > O,
X X

1 1 1
=xz°k | - Tg | — =2°k | — )
k() (9(3)) = () o
Por lo tanto, p*(z) € C, es decir, C es reversible. O

Enseguida mostraremos un lema que enuncia algunas propiedades utiles del reciproco de un

polinomio.

Lema 3.4.1. Sean f(x),g(x) dos polinomios en GF(4)[x], con grad(f(z)) =m, y grad(g(z)) =k,

m >k, entonces,

2. [f(z) + g(@)] = f*(x) + aoredU D -oradla®) g= (g).

Demostracion. Sean m = grad(f(x)) y k = grad(g(z)),
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1.
g = (1) o(3)
()
— i)zk“’ (é)
= (@) @)
2.
@)+ gl =" (3) 49 (3 )
1

O

En la siguiente seccion abordaremos algunos resultados acerca de los codigos complementos

ciclicos reversibles sobre GF'(4).

3.5. Cddigos complementos ciclicos reversibles sobre GF(4)

Iniciamos esta seccién con un lema sobre polinomios auto-reciprocos.

Lema 3.5.1. Sea 2" —1 = g1(x)g2(x)g3(z), donde g1(x), g2(x), y g3(x) son polinomios no triviales
que dividen a ™ — 1 en GF(4)[z]/(z™ — 1). Se cumple que,

1. Si g1(z) y g2(x) son auto-reciprocos, entonces g1(x)gz(x) es auto-reciproco.

2. Si gi(x) 6 g2(x), (pero mno ambos), no es auto-reciproco, entonces gi(x)g2(x) no es auto-

reciproco.
3. St g1(x) y g2(x) no son auto-reciprocos, entonces g1(x)ge(x) podria ser auto- reciproco.

Demostracion. 1. Supongamos que g1(z) y g2(z) son auto-reciprocos, entonces, por el Lema
3.4.1,
[91(2)g2(2)]" = g7 (7)g5(x) = g1(x)g2(),

es decir, g1(x)gz2(z) es auto-reciproco.
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2. Sean g1 (z) un polinomio auto-reciproco y g2(z) un polinomio que no lo es. Supongamos que

g1(x)g2(x) es auto-reciproco. Entonces,

91(2)g2(2) = [g1(2)g2(2)]" = g7 (2)g2(x) = g1(x)g3 (),

luego, g1(z)g2(z) — g1(x)gs(xz) = 0 = 2™ — 1, lo que es una contradiccién, pues 2 — 1 =

g1(x)g2(x)gs(x) v gs3(x) es no trivial.

3. Bastard con dar ejemplos de que esto ocurre. Primero veamos que el producto de polinomios
no auto-reciprocos es no auto-reciproco, tomemos g (z) = = + w? y go(x) = 22 + x + w, dos

divisores de x'% — 1 sobre GF(4). Dado que,

510)=a0 (3) =1+ 2 (o)

1
g5(x) = 2%gs (E) =1+ + 2°w # go(x),

tenemos que g1 (z) y g2(x) no son auto-reciprocos. Luego, g1(z)ga2(x) = 2 + r +wa? + 1y

g3 (2)gs(x) = 2® + 2w + 2% + 1, es decir g1(x)g2(z) no es auto-reciproco.

Ahora consideremos los polinomios ¢1(z) = = + w?, y g2(z) = = + w. Note que ambos

polinomios no son auto-reciprocos, luego,

g1(z)ge(z) =2+ +1

91 (@)gs(z) = (1 4+ 2w?)(1 + aw) = 1+ 2 + 2°.

Por lo tanto, g1 (z)g2(x) es auto-reciproco.

O

Teorema 3.5.1. Sea C = (r(x)) un cddigo ciclico aditivo sobre GF(4). El cédigo C es reversible

si y solo si r(x) es auto-reciproco.
Demostracion. La prueba de este teorema es similar al teorema 3.4.4. o

Teorema 3.5.2. Sea C = (wp(x) + q(x)) un cddigo ciclico aditivo de longitud n sobre GF(4) con

grad(p(x)) = r. Entonces C es reversible si y solo si p(x) es un polinomio binario auto-reciproco

y C = (wp(x)) 6 C = ([@p(x)).

Demostracion. Sea C = (wp(x) + q(x)) un cbdigo ciclico aditivo de longitud n sobre GF(4).

Supongamos que C es reversible. Consideremos nuevamente la funcién

T:C— 78"zl
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definida como en la prueba del Teorema 3.4.3. La imagen de C' es un cédigo binario ciclico generado
por p(z), veamos que como C' es reversible, entonces T'(C) también es reversible.
Sea a(z) € T(C), entonces existe A(x) € C tal que a(x) = T(A(x)), como C es reversible,
A*(z) € C, asi,

a*(2) = [T(A@))]" = T(A*())

Por lo tanto, a*(xz) € T(C), es decir, T(C) es reversible, y por el Teorema 3.4.4, p(x) es auto-
reciproco.
Usando la notacién del teorema principal sobre codigos aditivos, el Teorema 3.4.3, el cédigo

C = (wp(z) + q(z),r(x)). En este caso se tiene que r(x) = 0, y sabemos por el mismo teorema

que % = r(x)k(z), para algin k(x) en Zg") [] entonces % = 0. Esto implica que
% € (z™ —1), por tanto % = (2" —1)d(z), de aqui que ¢(z) = p(x)d(z), para algin

polinomio binario d(z). Como C es reversible,
[wp(@) + q(@)]" = [wp() + p(e)d(2)]" = wa " Dp(a) + p(e)d*(x) € C,

esto implica que,
w91 U@ () 4 p(2)d* () = [wp(a) + q(x)]f (),

entonces la unica forma de que esto ocurra es si f(z) = 1, es decir,
wadT WD p(z) + p(a)d” (2) = [wp(z) + p(a)d(x)],

y para que esto pase debe ocurrir que grad(d(z)) = 0 y como es binario, d(z) = 0, 6 d(x) = 1. Por
lo tanto, si d(x) =0, C = (wp(z)), y si d(z) = 1, tenemos que C = ((w + 1)p(x)) = ({@p(x)).

Reciprocamente, supongamos que p(z) es un polinomio binario auto-reciproco de grado r y
C = (wp(z)) 6 C = (wWp(x)). Como C no tiene polinomios binarios, entonces ker(T) = 0.
Luego, T es una funcién inyectiva. Asi, T(C) = (p(z)) es un cédigo binario ciclico con base,
B = {p(x),zp(x),..., 2" ""Ip(x)}. Esto implica que T~1(B) = {wp(z), rwp(x), ..., 2" " twp(x)}
es una base para C.

Ahora mostraremos que para todo c(z) € C, ¢*(z) € C; sea c¢(x) € C, entonces c(z) =
f(x)wp(x), donde grad(f(x)) < n—r—1. Podremos asumir que grad(c(z)) =n—1iy grad(f(x)) =
n —r — i, para algin entero 7 que satisface 0 < ¢ < n —r + 1. Entonces,

cf(z) =z e(xh)
="' f(a™wp(z ™)
= e p(e )
=" f a7 wp (x)
= [*(@)wp(z) € C.

Por lo tanto, C' es reversible. ([l
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Para la demostracién del siguiente resultado es necesario darse cuenta de algo muy particular
que ocurre en el campo GF(4):

! una palabra cédigo en C, y su complemento

Tomemos c¢(z) = ¢o + 1@ + -+ + cp_12™”
() = co® + 1T + -+ + cp_12™ L. Notemos que para todo a € GF(4), se tiene que a + a = 1.
Esto implica que,

clx)+c(x)=1+x+2>+ - 2" L

Lema 3.5.2. Un cddigo lineal ciclico C = {(g(x)) de longitud n, con n impar, sobre GF(4) es

complemento si y solo si (x — 1) no divide a g(z).

Demostracion. Sea C = (g(z)) un cédigo lineal ciclico sobre GF(4). Como el c6digo C es lineal,

entonces C' es complemento si y sélo si ¢®(x) € C para todo ¢(z) € C siy solo si c(x) + c®(x) € C,

esto ocurre si y solo si, % € C, (puesto que 2" — 1 = (z — 1)(c(z) + ¢(z))) si y solo si
””;_’11 = g(z)f(z), para algin polinomio f(z), si y solo si 2" —1 = (z — 1)g(x)f(x). Como n es

impar, ™ — 1 es producto de polinomios irreducibles distintos. Por lo tanto, ¢¢(z) € C si y solo si

x — 1 no divide a g(x). O

Lema 3.5.3. Sea C' = (wp(x) + q(z)), un cddigo ciclico aditivo de longitud n sobre GF(4) con

grad(p(x)) = r. Entonces, C no puede ser complemento.

Demostracion. Sea C un cédigo ciclico aditivo de longitud n sobre GF(4), generado por wp(x) +
q(z), por ello, C no tiene polinomios binarios. Tomemos c¢(z) € C, como c¢(z) + c®(x) = 1+ x +
22 +---+ 27! es un polinomio binario, entonces no estd en C. Por ser C' aditivo, C no puede ser

complemento. O

Lema 3.5.4. Sean C,A y B cddigos aditivos tales que C = A+ B. Si A y B son reversibles,

entonces C' es reversible.

Demostracion. Supongamos que A y B son reversibles. Tomemos c(z) € C, luego existen a(x) €
A, b(z) € B tales que ¢(z) = a(z) + b(x).

Asi, por el Lema 3.4.1, ¢*(x) = a*(x) + x9red(e(@)—grad®@)p* (1) ¢ C pues a*(z) € A,y
gorad(a(z))=grad(®(@)p (1) € B por ser Ay B reversibles.

Por lo tanto, C' es reversible. O

El reciproco del Lema 3.5.4 no es cierto.

Ejemplo. Sean p(z) = z2* +2° + 2> + 2+ 1, q(z) = 2° + 2, r(z) = 2* + 2° + 2° + = + 1. Entonces
C = (wp(x) + q(x),r(x)) es reversible pero A = {(wp(x) + q(x)) no es reversible.

Teorema 3.5.3. Sea C' = (wp(x),r(z)), o C = (Wp(z),r(x)), un cddigo ciclico aditivo de longitud
n sobre GF(4). El cédigo C' es complemento reversible si y solo si p(x), r(x) son auto-reciprocos

y r(z) no es maltiplo de x — 1.
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Demostracion. Supongamos primero que p(z) y r(z) son auto-reciprocos y que r(z) no es miltiplo
de x — 1, entonces, por el Teorema 3.5.1 y el Teorema 3.5.2; se tiene que A = (wp(z)), B = (r(z))
son ambos reversibles. Por el Lema 3.5.4, C' es reversible. Ademads, como r(z) no es multiplo de
x — 1, entonces por el Lema 3.5.2, B es complemento, entonces 1 +x +---+2"~! € B, y por tanto

también estd en C. Para ver que C' es complemento, tomemos ¢(z) € C, entonces
c(x)+cf(x)=1+x+a*+---+2" 1 el

Como C es aditivo ¢¢(z) € C, es decir, C es complemento.
Reciprocamente, supongamos que C es complemento reversible, consideremos nuevamente la
funcién

T:C— 7" [x],

definida como en la prueba del Teorema 3.4.3. La imagen de C' es un cdédigo binario ciclico generado
por p(z), y como ya vimos en la demostracién del Teorema 3.5.2 si C' es reversible, entonces T'(C)
también es reversible, y por el Teorema 3.4.4 p(z) es auto-reciproco.

Ademaés probemos que si C es reversible, entonces ker(T) = (r(z)) también lo es, para ello
tomemos t(x) € C tal que t(z) € ker(T), como C es reversible, t*(z) € C, y como ademds es un
polinomio binario, t*(z) € ker(T), por lo tanto ker(T) es un c6digo reversible y por el Teorema
3.4.4 r(x) es auto-reciproco.

Del hecho de que C es complemento, por el Lema 3.5.2 se tiene que r(x) no es miltiplo de

xz—1. O

Teorema 3.5.4. Sea C' = (wp(x) + q(x),r(x)) un cddigo ciclico aditivo de longitud n sobre GF(4)
con q(x) # 0. C es un cddigo ciclico aditivo complemento reversible si y solo si p(x) es auto-

reciproco, r(x) es auto-reciproco y no es multiplo de (x — 1) y
1. Si grad(q(z)) = grad(p(x)), entonces q(x) es auto-reciproco.
2. 8i grad(q(z)) < grad(p(x)), entonces r(x) divide a

[xgrad(p(I))_gT‘ld(q(z))q* (,CC) + q(‘r)]

3. Si el grad(q(x)) > grad(p(x)) entonces r(x) divide a

[zgrad(q(x))*g”ld(p(x))q(z) —+ q* (1‘)]

Demostracion. Sea C = (wp(x) + q(z),r(x)) con g(x) # 0 un cédigo ciclico aditivo de longitud n
sobre GF'(4).
Suppngamos que C' es un cédigo aditivo complemento ciclico reversible sobre GF'(4). Aplicando

el teorema 3.5.3, p(x) y r(x) son auto-reciprocos, y 7(z) no es multiplo de (z — 1).
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1. Si grad(p(z)) = grad(q(x)), entonces
op(e) + g(@)]" = wp (a) + @97 B 0T g )
= wp(z) +¢" ().
Por lo tanto ¢(z) = ¢*(z).
2. Si grad(q(z)) < grad(p(z)), entonces
[wp(x) + q(x)]" = wp* (x) 4 2@ mredlalED) g ()
= wp(z) + gIrad(p(@))=grad(a(z)) ,* (z) € C.

Esto por ser C reversible, luego,
wp(z) + adr PN =oradld) g (¢) = [wp(z) + q(2))f1 () +r(z) fao (@),

para algunos polinomios fi(z), f2(z). Como p(x),r(x),q(x) son binarios, y por la igualdad
anterior fi1(z) debe ser tambien un polinomio binario. Veamos los grados de estas sumas de

polinomios,

grad(wp(z) + q(z))" < grad(wp(z) + q(z)) + grad(fi(x)) < grad(wp(z) + q(z)),
entonces grad(fi(z)) < 0, por tanto es un polinomio constante, como es binario no queda
més remedio que fi(x) = 1.

Con todo esto, wp(z) 4 x9redP@)=grada(@) g* (1) = wp(x) + q(x) +r(x) f2(z), es decir, g(x) +
pIredp(@)=grad(a(@)) o (1) = r(z) fo ().
3. Esta prueba es similar a la anterior.

Reciprocamente, supongamos que p(z) y r(z) son auto-reciprocos, y r(z) no es miltiplo de (z —1).

1. Supongamos que grad(p(z)) = grad(q(x)) y p(z),g¢(x),r(x) son auto-reciprocos, tomemos
c(z) € C, entonces
c(x) = [wp(e) + q(@)] fi(z) + r(z) fo(2),
para algunos polinomios fi(z), f2(z). Sin pérdida de generalidad pongamos ¢ = grad((wp(x)+
q(x))(f1(x))) — grad(r(z) f2(x)), asf,

¢*(2) = lwp(x) + q(@)]" fi(@)" + ' fa(2)"r" (2)
= [wp™(2) + ¢"(@)]f7 (2) + r(z)2’ f3 (@)
= [wp(@) + q(@)] i (2) + r(2)a’ f5 (2)] € C.

Por lo tanto C' es reversible. Como 7(x) no es un multiplo de (z — 1), por el Teorema 3.5.3

C es complemento.
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2. Supongamos que grad(q(z)) < grad(p(x)), p(z) y r(z) son auto-reciprocos, r(x) divide a
p9red(p(@) —grad(a(®)) o (1)1 q(x), es decir, existe un polinomio f3(z) tal que z97ed(P(x))—grad(a(z)) g* (1) 4

q(z) = r(z)fs(x), y ademds r(x) no es multiplo de (z — 1).

Sea c(z) € C, entonces c(x) = [wp(x) + q(x)]f1(z) + r(z) f2(z), para algunos polinomios
f1(x), f2(x). Nuevamente sin pérdida de generalidad pongamos i = grad((wp(x)+q(x))(f1(z)))—
grad(r(z)f2(x)), entonces,

(@) = [opl@) + ()] Fi(0)” + 0 o) a)
= " (@) + 4" @) (@) + @[3 (@)
= up(a) + o)) g () () + (@)l 5 (@)
= wpl@)f; (@) + @) f; (2) + d@)f7 (2)
gl e g (0) ; (a) + a'r (@) f3 2)

= [wp(@) + q(@)] 1 (@) + [q(x) + @ored@E=orad@ g (2)] f7 (x)

+a'r(@)f3 (x)
= [wp(x) + q(@)]f7 (2) + () fs(2) f7 (2) + 2'r(2) 5 (x)
= [wp() + q(@)If1 (@) + r(@)[f3(2) f{ (@) + 2" f3 (2)] € C.

Para algin polinomio f3(x). Por lo tanto ¢*(z) € C'y esto implica que C' es reversible. Como

r(z) no divide a (x — 1), por el Teorema 3.5.3, C' es complemento.

3. La prueba de este inciso es similar al anterior.

3.6. Cdbdigos aditivos de longitud 7

En esta seccion usaremos la teoria desarrollada a lo largo de este capitulo para estudiar cédigos
aditivos complementos ciclicos reversibles sobre GF'(4). Presentaremos algunos ejemplos de cédigos

de longitud 7.

Encontremos primero los divisores de 27 — 1, es decir, como
1= (z+ 1)@ +2>+ 1)@ +z+1),

donde x4+ 1, 23+ 2241, 23 + 2 + 1 son polinomios irreducibles; entonces los divisores de 27 — 1
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son,

po(z) =2+ +at + ¥+ a2+ 1=+ 22+ 1)(2® +2+1).

Ahora calculemos el reciproco de estos polinomios,

De aqui que, los polinomios pg, p1, pg son auto-reciprocos.

Ahora veamos los cédigos ciclicos lineales generados por los polinomios divisores de 27 — 1.

Aplicando el teorema 3.4.1 se pueden generar 7 codigos ciclicos lineales. En la tabla 3.1 podemos

ver dichos cédigos, su dimensién y su nimero de elementos. Al grado del polinomio generador lo

denotaremos como 7.

Cédigo Dimensién(k = n —r) | Tamafio(M = 4F)
Col(z) = (1) k=T7-0=7 M =47 = 16,384
Ci(z) = (z + 1) k=T7-1=6 M = 45 = 4,096
Co(x) = (23 + 22 + 1) k=7-3=4 M = 4* = 256
Cs(z) = (x3 + 2+ 1) k=7-3=4 M = 256

Ca(z) = (z* +2® + 22 + 1) k=7-4=3 M =43 =64
Cs(z) = (a* + 2+ +1) k=7-4=3 M = 64

Co(x) =@+ +at+a3+22+a+1) | k=7T-6=1 M=4

Tabla 3.1: Cédigos ciclicos de longitud 7.

Como estos son cédigos lineales, son subespacios vectoriales de GF(4)7, por lo cual, es posible

dar una base para ellos, y aqui enlistamos dichas bases:
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» Para Cp, en GF(4)V[z] la base es {1,z,22 2% 2% 2° 25} y su correspondiente base en

GF(4)" es
{1000000, 0100000, 0010000, 0001000, 0000100, 0000010, 0000001 }.
Para este cédigo la distancia es d(Cp) = 1.

» Para C1, en GF(4)[z](" la base es {4+ 1,22 + 2, 2% + 22, 2t + 2%, 2° + 2%, 20 + 2°}, y su base

correspondiente en GF(4)7 es
{1100000, 0110000, 0011000, 0001100, 0000110, 0000011}.
La distancia del cédigo es d(C1) = 2.

» Para Cy, en GF(4)[x]( la base es {2 + 22+ 1,2* + 2% + 2, 2° + 2* + 22,25+ 2° + 23} y en

GF(4)7, 1a base correspondiente es
{1011000, 0101100,0010110,0001011}.
Para C5 la distancia del cédigo es d(Cz) = 3.

» Para C3, en GF(4)[z](") la base es {o® + x4+ 1,2* + 2% + 2,2 + 2% + 22,20 + 22 + 2%} y en

GF(4)7, 1a base correspondiente es
{1101000,0110100,0011010,0001101}.
La distancia de C5 es d(C3) = 3.

» Para Cy, la base en GF(4)[z] es {a* + 23 + 22 +1,2° + 2* + 2 + 2,25 + 2% + 2* + 22}, la

correspondiente base en GF(4)7 es
{1011100, 0101110, 0010111}
La distancia de Cy es d(Cy) = 4.

= Para Cs, la base en GF(4)[z]7 es {z* + 22 + 2+ 1,2° + 2* + 22 + 2,25 + 2* + 2° + 22}, 1a

correspondiente base en GF(4)7 es
{1110100,0111010,0011101}.
Para el cédigo Cs, la distancia es d(C5) = 4.

» Para Cg, la base en GF(4)[z](") es {20 +2° +2* + 23 + 22 42 +1}, y en GF(4)" le corresponde
la base {1111111}. Este c6digo tiene distancia d(Cs) = 7.
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Ahora encontraremos los codigos aditivos ciclicos aplicando el teorema 3.4.3, aqui tenemos que
r(z) serdan también los polinomios p;(z), con i € {0,1,2,3,4,5,6}, pues debe ocurrir que r(z)

también sea divisor de 27 — 1.Aqui enunciamos algunos de ellos para po(z) = 1.

» r(x) = 1, notemos que el grad(r(z)) = 0, y debe ocurrir que grad(q(x)) < grad(r(z)) = 0,

lo cual no es posible, por tanto, r(z) # 1.

= r(x) =2x + 1. Como grad(q(z)) < 1, entonces se tiene que ¢(z) =0, ¢(x) =1, es decir,

Cédigo Dimensién(k) Tamafio(M = 2¥) | Distancia

Ci(z)=(w+0,241) | k=2(7)—0-1=13 | M =213 =8,192 | d(Cy) =1
Co(x)=(w+1,241) | k=2(7)—0-1=13 | M =213 =8,192 | d(c;) =1

Tabla 3.2: Cédigos ciclicos aditivos de longitud 7 y tamano 8, 192.

» 7(z) =23 + 2% + 1. Como grad(q(z)) < 3, entonces se tienen los casos:

e grad(q(z)) =0, ocurre que g(z) =0 6 g(z) = 1.
e grad(q(z)) =1, ocurre que ¢(z) =z 6 q(x) =z + 1.

e grad(q(r)) = 2, ocurre que q(x) = 22, q(x) = 2> +x+1,q(z) = 22 +1, 6 q(x) = 2* + 2.

» 7(z) =23 + 2+ 1. Como grad(q(z)) < 3, entonces se tienen los casos:

e grad(q(z)) =0, ocurre que g(z) =0 6 g(z) = 1.
e grad(q(z)) =1, ocurre que q(z) =z, 6 q(x) = x + 1.

e grad(q(z)) = 2, ocurre que q(x) = 22, q(x) = 2> +x+1, q(z) = 2 + 1, 6 q(x) = 22 + 2.
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Cadigo Dimensién Tamano Distancia
(M = 2F)

Cs3(z) = (w+ 0,23 + 2% + 1) k=27 - | M =21 d(Cs) =
0—3=11 | 2,048 1

Cy(x) = (w+ 1,23 + 2% + 1) k=27 — | M =21 d(Cy) =
0—3=11 | 2,048 1

Cs(x) = (w+x, 23 + 22 + 1) k=27 —| M =21 d(Cs) =
0—3=11 | 2,048 2

Co(x) = (w+ (z+1),2° + 2% + 1) k=27 — | M =21 d(Cs) =
0-3=11 | 2,048 2

Cr(x) = (w+ (22),2% + 2% + 1) k=27 — | M =21 d(C7) =
0-3=11 | 2,048 2

Cs(x)=(w+ (2> +z+1),2°+22+1) | k = 2(7) — | M = 2! d(Cs) =
0-3=11 | 2,048 2

Co(z) = (w+ (2 + 1), 23 + 2% + 1) k=27 —|M=2" d(Cy) =
0-3=11 | 2,048 2

Cio(r) = (w+ (22 +2),23 + 22 + 1) k=27 - | M = 2" d(Cho) =
0-3=11 | 2,048 2

Tabla 3.3: Cédigos ciclicos aditivos de longitud 7 y tamano 2, 048.
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Cédigo Dimensién Tamano Distancia
(M = 2F)

011($) == (w + 0,$3 +x+ 1> k = 2(7) - M = 211 == d(Cll) =
0—3=11 | 2,048 1

012($) == (w + 1,$3 +x+ 1> k = 2(7) - M = 211 == d(Clg) =
0—3=11 | 2,048 1

Ciz(x) = (w+x, 23 + 2+ 1) k=27 — | M =2Y =|d(C3) =
0—3=11 | 2,048 2

Cu@) =(w+(z+1),2°+x+1) k=27 — | M=2"=]dCu) =
0—3=11 | 2,048 2

Cis5(z) = (w+ (2%),2% + z + 1) k=27 — | M=2"=]dC;) =
0—3=11 | 2,048 2

Cis() = (w+ @ +ax+1),28+2+1) |k = 2(7) — | M = 211 = | d(Ci6) =
0—3=11 | 2,048 2

Cir(x) = (w+ (2 +1), 22 + 2+ 1) k=27 — | M =2 =|dCy;) =
0—3=11 | 2,048 p

Cis(x) = (w+ (22 +2),23 + 2 + 1) k=27 — | M =21 = |d(Cs) =
0—3=11 | 2,048 p

Tabla 3.4: Cédigos ciclicos aditivos de longitud 7 y tamano 2, 048.

Hasta aqui hemos encontrado 18 cédigos, falta hacer el cdlculo para cuando r(z) = z + 23 +
2+ 1,r(x) =t + 23+ +1,6r(x) =2% +2° + 2% + 2% + 2% + 2 + 1, de ahf surgen los cédigos
faltantes correspondientes a po(x) = 1.

Ahora de la tabla 3.1, elegiremos aquellos que son generados por polinomios auto-reciprocos y

los ponemos en la tabla 3.5.

Cédigo Dimensién(k) | Tamafno(M) | Distancia

Co(z) = (1) k=7-0=7|M = 47 = | d(C,) =
16, 384 1

Ci(z) = (z +1) k=T-1=6|M = 45 = |d(Cy) =
4,096 P

Co(z) = (2% +a° +at+a®+2? +a+1) | k=7-6=1 | M =4 d(Cs) =
7

Tabla 3.5: Cddigos lineales ciclicos reversibles de longitud 7.
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Por el teorema 3.4.4 Cy, C7, Cg son reversibles.

Consideremos ahora los cédigos aditivos de la forma C' = (wp(z) + ¢(x)), en este caso como
r(x) = 0, entonces ¢(x) puede ser cualquier polinomio binario de grado 6, por el teorema 3.5.2,
para que este tipo de c6digos sean reversibles debe ocurrir que p(z) sea auto-reciproco y ¢g(z) = 0,
ademds como r(z) = 0, la dimensién del cédigo es k = 7 — grad(p(z)). Por lo tanto, en la tabla 3.6

tenemos los polinomios aditivos ciclicos reversibles que no tienen polinomios binarios.

Cédigo Dimension(k) | Tamanio(M) | Distancia

Co(z) = (w) k=7-0=7|M = 27 = |d(C,) =
128 1

Ci(z) = (w(x + 1)) k=7-1=6|M = 20 = |dC,) =
64 2

Co(r) = (w(xb+a®+at4+ad3+a2+z+1)) | k=7T-6=1| M =2'=2 | d(Cs) =
7

Cy(z) = (@) k=7-0=7|M = 27 =|d(C}) =
128 1

Ci(z) = (W(x + 1)) k=7-1=6 | M = 25 =|d(C]) =
64 2

Ch(x) = @t +2°+at+a3+2?+a+1)) | k=7T-6=1 | M=2'=2 | d(C§) =
7

Tabla 3.6: Cddigos aditivos ciclicos reversibles de longitud 7.

Enseguida utilizaremos el lema 3.5.2 para elegir cédigos de longitud 7, lineales complemento
ciclicos. De la tabla 3.1 elegimos aquellos c6digos generados por un polinomio que no sea multiplo

de x — 1, es decir,

Cédigo Dimension(k) | Tamanio(M) | Distancia

Co(z) = (z3 + 2% +1) k=7-3=4| M = 4* = | d(Cy) =
256 3

C3(z) = (2% + 2 + 1) k=7-3=4| M =256 d(Cs) =
3

Co(z) = (a4 2° +at+ a3+ a2 +a2+1) | k=7T-6=1| M =4 d(Cs) =
7

Tabla 3.7: Cédigos ciclicos complemento de longitud 7.
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Para el caso de cédigos lineales, de longitud n = 7, sélo hay un coédigo lineal complemento ciclico
reversible, y es generado por el polinomio p(x) = 2% + 25 + 2% + 2% + 22 + 2 + 1 con dimensién
k=17-6=1y distancia d(Cs) = 7, por lo tanto, el tamafio de este cédigo es M = 4! = 4, que es
el nimero de palabras codigo.

Ahora aplicaremos el teorema 3.5.3 a los cédigos de las tablas 3.2, 3.3, 3.4 para elegir de ellos
cudles son complemento, es decir, elegimos aquellos donde p;(x), r(z) son auto-reciprocos, y ademds
q(x) = 0. Notemos que la tinica opcién para la eleccién de r(z), para que sea auto-reciproco y que

no sea miltiplo de z — 1, es r(x) = 25 + 25 + 2* + 23 + 22 + 2 + 1.

Cédigo Dimensién(k) | Tamafno(M) | Distancia
Ci(z) = (w+0,254+ 25 +at +a3+22+ |k = 2(7) — | M = 28 = | d(Cy) =
x+1) 0-6=8 256 1
Co(x) = (W +1)+0,25+25+2* + |k = 2(7) — | M = 2T =] d(Cy) =
2?4+ +1) 1-6=7 128 2
Cs(z) = (w(@b+ad+at +ad3+a?+a+ |k = 2(7) — | M=22= d(Cs) =
D402+ +at +23 +22 +2+1) | 6-6=2 7

Tabla 3.8: Cédigos aditivos complemento ciclico reversible de longitud 7.

Finalmente veamos que por el teorema 3.5.4, es necesario que p(x) y r(z) sean auto-reciprocos
y 7(x) no sea miltiplo de x — 1. Asf, p(z) podriaser 1,2+ 1,28 +2° + 2t + 23 + 22 + 2 + 1, y r(2)
sélo puede ser 26 +2® + 2 + 23 + 22+ + 1.

Sin embargo, ain nos faltan condiciones para el polinomio ¢(z), las cuales estdn dadas también
por el Teorema 3.5.4.

Sipx)=1yr@@) =a®+2>+2* +23 +22 +2+ 1.

1. Si el grad(g(xz)) = 0, entonces g(x) = 1, el cual es auto-reciproco. Por lo tanto, el cédigo

aditivo complemento ciclico reversible generado es:
Cr=(w+1l,28+a% +at + 23 +22 + 2+ 1),

para este c6digo los elementos generadores en GF(4)7, correspondientes a los polinomios gene-
radores p(z) = 1, r(x) = 25+ +at+23+22+2+1, ¢(x) = 0, son 1000000, 1111111, 0000000.
La distancia de Cy es d(Cy) = 1.

2. grad(q(z)) < grad(p(x)) = 0, esto no puede ser.
3. Si 0 = grad(p(z)) < grad(q(x)), se tienen distintos casos:

= grad(q(z)) = 1, no hay polinomios ¢(z) que cumplan las condiciones del teorema 3.5.4.
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= grad(q(x)) = 2, no hay polinomios ¢(z) que cumplan las condiciones del teorema 3.5.4.
= grad(g(x)) = 3, no hay polinomios ¢(x) que cumplan las condiciones del teorema 3.5.4.

= grad(q(x)) = 4, los polinomios ¢(x) que cumplen las condiciones del teorema 3.5.4 son
los siguientes: z* + x3, 2% + 23 + 1, es decir, como z*(q(x)) + ¢*(x) = 0, entonces 7(z)
divide a z*(g(z)) + ¢*(z) = 0. Por lo tanto, los cédigos aditivos complemento ciclico

reversibles son

Co=(w+@*+23),a5 +2°+a' + 23+ 22 + 2+ 1),
Cs={(w+ @ +23+1),25 +2° + 2 + 23 + 2+ +1).

La distancia de Cs es d(Cy) = 3 y la distancia de C5 es d(C5) = 3. Para estos c6digos
los elementos generadores en GF(4)7 correspondientes a los polinomios p(z), r(z), q(z),

son 1000000, 1111111,0001100 y 1000000, 1111111, 1001100, respectivamente.

= Si grad(q(z)) = 5, los polinomios ¢(z) que cumplen las condiciones del teorema 3.5.4
son los siguientes: z° + 22, 2° + 2t + 2% + 22 2% + 2?2 + L, 2P + 2t + 23 22 o 4 1,
es decir, r(z) divide a 2°(q(x)) + ¢*(z). Por lo tanto, los cédigos aditivos complemento

ciclico reversibles son

Ci={(w+ @ +aH), 2% +2° +2t + 23 + 22 + o + 1),

Cs={(w+ @ +a* +23+2%), 20 + 2% + 2 + 23 + 2% + 2 + 1),
Co=(w+@+22+1), 28+ a2t + 23 + 22 + 2+ 1),
Cr=(w+@+ar+23+22+ 1), 28 + 25+t + 23 + 22 + 2z + 1),

Estos cédigos tienen distancias d(Cy) = 3,d(Cs) = 3,d(Cs) = 3,d(Cr) = 3.

Los elementos generadores en GF(4)" para Cy, Cs, Cs, C7 correspondientes a p(z), r(x),
q(x), son {1000000,1111111,0010010},

{1000000,1111111,0011110}, {1000000,1111111, 1010010},
{1000000,1111111,1111110}, respectivamente.

Los cédigos generados tienen dimensiéon k& = 2(7) — 0 — 6 = 8, y por lo tanto tienen tamafo
M = 28 = 256, que es el ntimero de palabras cédigo.

Los cédigos Cs, Cs, Cy, Cs, Cg, C7 tienen distancia 3 y ellos mejoran las codificaciones que ya
se tenian para los algoritmos de ADN pues en dichas codificaciones sélo se trabajaban con cédigos
de tamano 180 y distancia 3; al tener la misma distancia, es mejor trabajar con cédigos que tienen
256 palabras, pues esto evita tener hibridaciones no deseables entre las hebras de ADN.

Ahorasip(x) =x+1yr(x) =2 +2° +2* + 23 + 22 + o + 1.

1. Siel grad(q(z)) = 1, entonces g(x) =z 6 q(x) = x + 1, los cuales son auto-reciprocos. Por lo
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tanto, los cédigos aditivos complemento ciclicos reversibles generados son:

Cr = {w(x+ 1)+ (x), 2% + 2% + 2t + 23 + 22 + 2 + 1),
Co={wx+1)+(x+1),2°+2° +2* + 25 + 22 + 2z + 1).

Para C;, Cs los elementos generadores en GF(4)7 correspondientes a p(z),
r(z), q(z), son {1100000,1111111,0100000} y {1100000, 1111111, 1100000} respectivamente.
Las distancias de los cédigos Cy,C5 tienen distancia d(Cy) = 2,d(Cy) = 2.

2. grad(q(z)) < grad(p(z)) = 1, entonces g(z) = 1. Luego, z¢*(z) + q(z) = .+ 1 y r(x)
no divide a este polinomio, por lo tanto, el c6digo generado no cumple las condiciones del

teorema 3.5.4.
3. Si1=grad(p(z)) < grad(q(x)), se tienen distintos casos:

= grad(q(z)) = 2, no hay polinomios ¢(z) que cumplan las condiciones del teorema 3.5.4.

= grad(q(z)) = 3, no hay polinomios ¢(z) que cumplan las condiciones del teorema 3.5.4.

4

)

= grad(q(x)) = 4, el polinomios ¢(z) que cumple las condiciones del teorema 3.5.4 es:
es decir, como z*(q()) + ¢*(x) = 0, entonces r(z) divide a x*(g(z)) + ¢*(z) = 0. Por lo

tanto, el codigos aditivo complemento ciclico reversible es
Cz = (wx+1)+ (@), a8 +a° +at + 23 + 22 +z + 1),
Para Cs los elementos generadores en GF(4)7 son {1100000, 1111111,

0000100}, correspondientes a los polinomios p(z), r(x), g(z) y su distancia es d(C3) = 3.

= Si grad(q(z)) = 5, los polinomios ¢(x) que cumplen las condiciones del teorema 3.5.4
son los siguientes: #° +x* + 23 + 2+ 1, 2° + 23, 25 + 2* + 23, es decir, como z*(q(z)) +
q*(z) = 0, entonces r(z) divide a z*(¢(z)) + ¢*(x) = 0. Por lo tanto, los cédigos aditivos

complemento ciclicos reversibles son

Ci={w+)+ @ +2* +23 +o+1),2°+2° +2t +2° + 22 + o + 1),

Cs=(wx+1)+ @ +2%),2° +2° +2* + 2 + 22 + v + 1),

Co=(w@x+1)+ @ +a* +23),2° + 25+ + 22 + 22 + 2+ 1).
Los elementos generadores en GF(4)7 para Cy,Cs,Cg correspondientes a los polino-
mios p(x), r(z), q(z), son {1100000,1111111,1101110}, {1100000,1111111,0001010} y

{1100000,1111111,0001110}, respectivamente, y sus distancias son d(Cy) = 3,d(C5) =
3,d(Cs) = 3.

Los cédigos generados tienen dimensiéon k& = 2(7) — 1 — 6 = 7, y por lo tanto tienen tamafo

M =27 =128, que es el ntimero de palabras cédigo.
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La tltima opcién para ser el polinomio p(z) para que el cédigo generado sea aditivo ciclico

reversible es p(z) = 28 + 2% +2* + 2 + 22 + 2+ 1.

1. Si el grad(q(z)) = 6, esto no puede ocurrir puesto que grad(r(z)) = 6 y nosotros asumimos

que grad(q(z)) < grad(r(x)).
2. Si grad(q(x)) < grad(p(x)) = 6, se tienen distintos casos:

= Si grad(q(xz)) = 0, entonces g(x) = 1, pero para este polinomio, r(x), no divide al
polinomio x%¢*(x) + q(z), por lo tanto, el cédigo generado no es un cédigo aditivo

complemento ciclico reversible.

= Si grad(q(z)) = 1, entonces q(z) = = vy q(z) = x + 1, sin embargo estos polinomios

tampoco cumplen las condiciones del teorema 3.5.4.
= grad(q(x)) = 2, no hay polinomios ¢(z) que cumplan las condiciones del teorema 3.5.4.

= Si grad(q(z)) = 3, hay un polinomio g(x) que cumple las condiciones del teorema 3.5.4:

q(z) = 23, es decir, como x3(¢*(2)) +¢'z) = 0, entonces r(x) divide a 23(¢*(2)) +¢'z) =

a(z)(z"~1)

oL B ey I la cual es condicién del teorema

0, sin embargo r(x) no divide a

3.4.3.

= Si grad(q(z)) = 4, hay un polinomio ¢(z) que cumple las condiciones del teorema
3.5.4: q(z) = x* + 22, es decir, como x%(¢*(x)) + ¢'z) = 0, entonces r(z) divide a
22(¢*(z)) + ¢'z) = 0, pero como en el inciso anterior, tampoco se cumple la condicién

del teorema 3.4.3.

= Si grad(q(z)) = 5, los polinomios ¢(x) que cumplen las condiciones del teorema 3.5.4
son los siguientes: 2® +x* + 224z, 25+ 23+ 2, ¥+, 25+ 2 + 23 + 22 + 2, es decir, como
x(¢*(z)) + q(z) = 0, entonces r(x) divide a x(¢*(z)) + ¢(z) = 0, sin embargo también

se debe cumplir la condicién del teorema 3.4.3 acerca de ¢(z), es decir r(x) debe dividir

a(z)(z"—1)
xS +adtattadfata+1

a y para estos polinomios g(x) esto no ocurre.

Por lo tanto, no hay cédigos aditivos complemento ciclicos reversibles con p(z) = r(x) = 25+ 2° +
4?2+ 1

Con todo este analisis queda claro como se puede utilizar la teoria desarrollada para construir
cédigos aditivos complemento ciclicos reversibles, y cudles deben ser las caracteristicas de sus

polinomios generadores.
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Capitulo 4

Aplicaciones de la computacion

del ADN

A lo largo de este capitulo se describen algunos problemas de teoria de graficas que han sido
resueltos mediante algoritmos de ADN debido a su complejidad. Sin embargo hacemos enfasis en
que estos algoritmos sélo se han probado en laboratorios de quimica con moléculas de ADN reales.
Hasta el momento se ha intentado simular estos procesos en una computadora, pero los ejemplos
que aqui presentamos fueron resueltos en un laboratorio de quimica de forma experimental.

Las operaciones del ADN que se utilizardn se describen a continuacién, donde s es una hebra
simple de ADN vy los parametros T denotan tubos de ensayo, los cuales pueden contener o no
moléculas de ADN, cuando no contienen moléculas se dice que son tubos vacios. En cada operacién

se indicard si los tubos requeridos son vacios o no.

» Extraer(T,s, T, T~ ). Los resultados de esta operacién estardn en T y en T~. El tubo T"
contiene todas las moléculas de T' que contienen a s como subsucesién y el resto se encuentran

enT7.
w Unir(Ty,T1,...,T,). Sean T1, ..., T, dados, Ty es la unién de 71, ..., T,.

» Detectar(T). Devuelve el valor Verdadero si T contiene al menos una molécula de ADN y

Falso de otra forma.
» Descartar(T). Si T no es necesitado se desecha.

» Amplificar(Ty, T, ..., Ty ). Sean Ty # 0 y Th, . .., Ty, tubos dados vacios. Los tubos T4, ..., T,

serdn copias idénticas de Ty, al finalizar la operacién, Ty = 0.

= Ndmero(T). Es el nimero de diferentes hebras de ADN que hay en 7.

47
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s Seleccionar(Ty,1,T»). Dado T} # 0, [ un entero positivo y T% un tubo vacio. En esta operacién

todas las hebras de ADN de longitud [ que hay en T} son removidas y puestas en T5.

» Desnaturalizar(T). Todas las sucesiones de hebras dobles son disociadas en sucesiones de

hebras simples de ADN en T'.

= Recocer(T). Consiste en poner un gran nimero de nucledtidos y enzima ligasa en T, entonces
enfriar el tubo, lo que permite que en T se formen todas las sucesiones factibles de hebras

dobles de ADN.

» Anezxar(T,s). Esta operacién se encarga de anexar s al final de cada una de las hebras de

ADN que se encuentran en 7.
» Ligacion(Ts, Ty, T>). Consiste en ligar las hebras del tubo T} y T» y almacenarlas en T5.

» Separacion(T,T,,Ty,0). Esta operacién consiste en dividir las hebras de T de tal forma que
se almacenan en T, las que resulten verdaderas bajo el criterio 6 y en T las que resulten

falsas.

4.1. El arbol de expansién minima

En esta seccién se explicara el algoritmo para hallar la solucién al problema del arbol de

expansiéon minima de una grafica mediante computacién del ADN, (Vea [11]).
El problema del drbol de expansién minima es el siguiente:

Dada una grifica G = (V, E), sean |V| =n, |E| =m, yw, > 0 el peso de la arista e € E. Para
un drbol T = (V, E(T)), con E(T) C E. El problema del drbol de expansion minima es encontrar

el drbol de expansion T de la grifica G tal que T tiene el minimo peso.

Para resaltar la importancia de este problema en la realidad, veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo. FEl trdansito en Rusia estd planificando la construccion de una linea de sistemas de
trdnsito que conecte 7 zonas de la ciudad (A,B,C,D,E,F,G). Donde los kilémetros entre ellas son
los pesos de las aristas. Cada kilometro de construccion le costard al trdansito 4 millones.

El trdnsito desea acortar la distancia de la traslacion entre las 7 zonas pero sin gastar demasiado

presupuesto.

La siguiente grafica muestra la distribucion de las ciudades y la distancia entre ellas.
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El drbol de expansion minima tiene peso 39, es decir se construirdn 39 kilometros y su costo serd

de 156 millones. El drbol queda como sigue:

Para este problema primero se codifican los vértices de la grafica de manera aleatoria, enseguida
se hace la codificacién de las aristas mediante enlaces de los vértices, cuando se trabaja con una
grafica ponderada, hace una nueva codificacion para identificar los pesos de las aristas. Aqui las
secuencias de las aristas estaran representadas por dos componentes, la sucesién de enlaces y la
sucesion de aristas.

Después de encontrar la codificacion éptima para este problema, se propone construir estruc-
turas graficas tridimensionales mediante la construccién de bloques de vértices y aristas, como se
describe a continuacion.

Si un vértice tiene grado k, entonces una molécula de ramificacién k es usada para construir
este bloque. Los extremos 3’ de moléculas de ramificacién k terminan con extensiones de cadenas
simples de longitud 20 y que consisten de la codificaciéon de los vértices mencionada antes. Los
bloques de las aristas son justo las codificaciones descritas anteriormente.

Para formar el grafico todas las moléculas de aristas y todos los bloques de vértices construidos
son combinados y sus extremos compatibles permiten formar una doble hebra del ADN. Una vez
formados, los bordes estan encerrados juntos mediante el sellado de todos los nicks abiertos en las

hebras de ADN con ADN ligasa. Un nick es una discontinuidad en las moléculas de ADN.
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El algoritmo para resolver el problema del arbol de expansion minima se puede resumir como
sigue,
Hacer la codificacién de la grafica.
while (¢ < Cinaz) do
Sintesis: Producir soluciones candidatas por operadores moleculares.
Separacién: Filtro de soluciones no factibles por medidas de laboratorio; donde c es el indice
del ciclo, y Cinqz es el indice de ciclo maximo.
end while
if El grafico tiene n vértices then
Mantener sélo aquellos arboles que entran exactamente a n vértices.
Mantener sélo los arboles que entran a todos los vértices de la gréfica al menos una vez.
end if
Seleccionar el drbol que contiene la mayor cantidad de pares de G/C' (Guanina y Citosina).

Debido a que los pares G/C son quimicamente més estables.

Los procesos moleculares del Paso 2 del algoritmo anterior, pueden describirse como sigue:

1. Se combinan multiples copias de todos los vértices construyendo bloques con todas las molécu-
las en un tubo de ensayo, lo que permite que los extremos complementarios logren la hibri-

dacion y ligacion.

2. Son removidas las estructuras de ADN tridimensional parcialmente formadas con extremos

abiertos que no han sido emparejados.

3. Se eliminan por electroforesis en gel las graficas que son mayores que la grafica original

formada en los pasos anteriores.

Después de realizar este algoritmo se regresa a la codificacion de la gréfica para traducir la

solucién obtenida y conseguir el arbol de expansiéon minima de la grafica.

4.2. La ruta mas corta en una grafica

En las siguientes secciones mostraremos otros problemas que se han solucionado utilizando la
computacién del ADN, y que pueden ser consultados en [6].
Iniciamos esta seccién con un ejemplo que muestra una aplicacion préactica del problema de la

ruta més corta,

Ejemplo. En fechas recientes se reservd el drea de SEERVADA PARK para paseos y campamentos.

No se permite la entrada de automdouviles, pero existe un sistema de caminos angostos con curvas
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para tranvias y jeeps conducidos por los guardabosques. El parque contiene un mirador a un hermoso
paisaje en la estacion T.
La administracion quiere deteminar qué ruta desde la entrada del parque hasta la ultima estacion

T, es la que tiene la distancia mds corta para la operacion de los tranvias.

Dada una grafica ponderada G = (V, E) con |V| =n, |E| = s con w;; > 0 para cada arista
e;,; € E. El problema de hallar la ruta més corta de una gréfica es encontrar el camino con menor
peso que pasa por todos los vértices de la gréfica.

Para resolver este problema consideremos los simbolos
XaﬁaAk;Bk,(kf = 1,2,...,7’],)

que son usados para denotar hebras simples de ADN cuya longitud es denotada por || - || y por
simplicidad tomamos || X ||= 10, ademés, | # [|=[| A% ||=|| Bx ||= % || X ||. Las hebras w; ; denotan

los pesos de las aristas e; ;. Asi, sean,
P= {wi,ja ﬁAlBla ﬂAana ﬁAkBk|k = 23 e, — 1})

Q = {1, (Biwi jA;)lei; € B}, R={X}.

El siguiente algoritmo esta disenado para resolver el problema de la ruta méas corta de una grafica.

Paso 1. Elegir todas la posibles rutas que inician en v; y terminan en v,, y realizar las siguientes
manipulaciones.
Unir(P,Q).
Recocer(P).
Desnaturalizar(P).
Extraer(P,{#A1B1}, Timp, Tais)-
Descartar(P, Ty;s ).
Extraer(Tymp, {AnBnl}, P, Tdis).
Después de los pasos anteriores, las hebras simples de ADN en P codifican todas las rutas que
inician en vy y terminan en v,.
Paso 2. Cada hebra simple en P denota una ruta factible en la cual la ocurrencia de la sub-
hebra A By, de longitud 20 significa que la ruta pasa por el vértice vg. Algunas de las rutas
factibles pueden no pasar por todos los vértices de la grafica G. Para evitar éstas, se hacen las
manipulaciones siguientes.
for k=1—ndo
Extraer(P,{AxBi}, T, Tho)-
Descartar(P).
Anexar(Tho, X).
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Unir(P,T,Tno).

end for
Paso 3. Elegir estas hebras de longitud mas corta en P.
Sea k = mawe, ;e pwi ;-

for m=1— kn do

Seleccionar(P,20n + 20 + 10m, T).
if Detectar(T) es verdadero. then

Termina el ciclo.

La ruta més corta es obtenida.
else

El ciclo continta.

end if

end for
Paso 4. Finalmente usar la operacién Nidmero(T) para saber el ntimero exacto de aristas en la

ruta maés corta.

En términos generales el procedimiento anterior puede resumirse asi:

= Paso 1. A cada vértice de la gréfica se le asigna una sucesién de nucleétidos cuya longitud

depende del tamano de la grafica.

Paso 2. Se aplican las operaciones de Recocer y Desnaturalizar al tubo de ensayo P. En este

paso, se encuentran todos los caminos de la grafica representados en P.
Paso 3. Se amplifican las rutas obtenidas en el paso anterior.

Paso 4. Se realizan las operaciones Amplificar, Extraer y Descartar hasta conseguir que el

tubo P esté vacio para librarnos de las moléculas en exceso.

Paso 5. Nuevamente se realiza la operacién FExtraer para tener varios tubos de ensayo que

contengan las rutas entre cada par de vértices.

Paso 6. Se aplica la operacién Detectar para verificar que haya un camino entre cualesquiera

dos vértices.

Paso 7. Se utiliza la operacion Seleccionar a los tubos de ensayo que contienen las rutas entre

cada par de vértices hasta encontrar el camino mas corto entre cada par de vértices.

Paso 8. Finalmente, Unir los tubos de ensayo obtenidos en el paso anterior para formar la

ruta mas corta entre el vértice inicial y el final.

Al concluir este algoritmo se regresa a la codificacién de la gréfica para identificar en ésta a la

ruta més corta.
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4.3. Coloreado de una grafica con tres colores

El problema de los tres colores considera colorear una grafica G = (V, E), de tal manera que
cualesquiera dos vértices adyacentes no compartan el mismo color. La solucién de este problema
es la funcién ¢ : V' — {1, 2,3}, tal que c¢(u) # ¢(v) para toda arista (u,v) € E.

Consideremos una grafica G = (V,E) donde V = {v; | k = 1,2,...,n} es el conjunto de
vérticesy E = {e; | j =1,2,...,m} es el conjunto de aristas. Primero partimos la grafica G en dos
subgraficas G1 = (V1, FE1) y Go = (Va, E»), tal que ViUV, =V y V1NV, = @, ademés los conjuntos
V1, Va tienen casi el mismo nimero de elementos, debido a que se eliminan todas las aristas (u,v)
tales que u € Vi,v € V5, el conjunto de estas aristas eliminadas lo llamaremos C. El proceso de

particionar la gréafica se repite recursivamente hasta tener n subgraficas con un sélo vértice.

Para iniciar el procedimiento para hallar la coloracién de la grafica se toma cada una de las
n subgraficas y se colorean con algunos de los tres colores disponibles, luego se van uniendo las
subgréficas a pares cuidando que no haya conflictos con los colores, en caso de haberlo, se cambia el
color para evitar el conflicto; se contintia el procedimiento hasta recuperar por completo la grafica
ya coloreada. Notemos que al ir uniendo las subgfaficas es necesario reincorporar a la gréfica las

aristas del conjunto C', lo que probablemente genere un conflicto de colores.

El algoritmo para resolver el problema en cuestion utiliza las operaciones del ADN definidas al

inicio del capitulo y es el siguiente:

fori=1—ndo
Sintesis(F;, color del nodo 7).
end for
f=n
while f # 1 do
Hacer miltiples copias de todos los tubos.
for all i impar do
Ligacién(P;, P;, Piy1).
Reetiquetar todos los tubos 1 a %
fori=1— % do
for j =1 — FE;, E; es el nimero de aristas de C; do
Separacion(P;, P;,, Py, 0;,).
0;; es el color conflictivo de la arista e;, para todo e; € C;.
end for

end for

end for

r-4
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end while
if el tubo estd vacio then
Responder ST.
else
Responder NO.
end if
En palabras mas sencillas el procedimiento que se sigue para resolver este problema puede ser

escrito como:

= Paso 1. En un ciclo y mediante el proceso de Sintesis se obtienen n hebras de ADN para

representar los posibles colores que tienen las subgraficas de un sélo vértice.
= Paso 2. Se hacen copias de las hebras de ADN de los colores de cada subgrafica.

= Paso 3. Se hace la unién de pares de subgraficas mediante el proceso de Ligacion con las

copias obtenidas en el paso anterior.

= Paso 4. Después de la ligacién, habra algunos conflictos entre los colores de las subgraficas
con las aristas que estan en el conjunto C'. Estos conflictos son resueltos mediante la operacién
Separacion, pues para cada arista se toma el vértice inicial y el final y de cada uno se separan

las hebras de acuerdo a cada color.

= Paso 5. Se repiten los pasos 2,3 y 4 hasta tener la grafica original coloreada.

4.4. EIl problema del conjunto dominante

Un conjunto dominante de una gréafica G = (V, E) es un subconjunto V' C V de vértices tal
que para todo uw € V' \ V/ hay un v € V'tal que (u,v) € E.
El problema del conjunto dominante de una gréfica es hallar el conjunto dominante de tamano

minimo.

Ejemplo. Consideremos la siguiente grdfica,
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El conjunto dominante de esta grdfica es {1,3,5,7}, decimos que tiene tamario minimo puesto que

st suprimimos un vértice de él, deja de ser un conjunto dominante.

Consideremos un valor no asignado X determinado por variables binarias z,,z,—1,...,z1. El
rango de los valores de X es desde 0 hasta 2™ — 1, esto dice que estd formado por 2" valores
posibles, cada valor representa un conjunto dominante de la grafica GG. Asi, una variable X forma
2™ posibles conjuntos dominantes. Un bit z; representa el i-ésimo vértice en G. Si el vértice i esta
en un conjunto dominante entonces x; toma el valor de 1.

El algoritmo para resolver el problema del conjunto dominante es:

Sea Tp un tubo que contiene las codificaciones de todos los conjuntos dominantes.
for all i=0:n, n es el nimero de vértices en G do
Extraer(To, =}, P, R).
for v; adyacente a v; do
Extraer(R, Xj, RT, R™).
Unir(Tp, RT).
end for
Descartar(R).
end for
for all i =0 hastai=mn—1 do
for j =i hasta 0 do
Extraer(T), aly,, 790, Ti1).
Unir(Tjq1, TEY ).
end for
end for
for k=1—ndo
if Detectar(T}) es verdadero then
Lee(Ty) y el algoritmo termina.
end if

end for

4.5. Simulacion en computadora

Como comentamos al inicio del capitulo, estos algoritmos que se han explicado, s6lo han sido
desarrollados en un laboratorio de quimica, sin embargo se han intentado programar en una compu-
tadora. En esta seccién daremos algunas referencias acerca de lo que se ha hecho para obtener una

simulacién en computadora de algoritmos de ADN.
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4.5.1. Algoritmo de Adleman

Uno de los trabajos que se han realizado en este aspecto, es la simulacién del algoritmo de
Adleman para hallar una ruta hamiltoniana en una gréfica dirigida, el cual fue desarrollado por
Sanjeev Baskiyar [4]. En el cual, se eligié implementar el algoritmo de Adleman debido a que es més
facil de implementar y varias de otras aplicaciones se desprenden de este modelo. A continuacién
explicaremos brevemente en que consistié esta simulacién.

El algoritmo de Adleman es el siguiente: Sea G(V, E) una gréfica dirigida con V el conjunto de
vértices y E el conjunto de aristas, llamaremos v;, ¥ Vot al vértice inicial y final respectivamente,
llamamos ruta hamiltoniana a una ruta que inicie en v;,, y termine en v,y y que recorre cada

vértice exactamente una vez. El algoritmo es el siguiente,
1. Generar rutas aleatorias en G = (V, E).
2. Eliminar rutas que no inician en v;, y termina en v,;.
3. Eliminar las rutas que no tienen |V| vértices.
4. Eliminar rutas que visitan algin vértice mas de una vez.

5. Si hay alguna ruta que no haya sido eliminada, regresar verdadero, de otra forma regresar

falso.

Para implementar el Paso 1 del algoritmo, cada vértice del gréafico se codific6 como una cadena
aleatoria de 20 nucleétidos o una secuencia de 20 letras de ADN. Luego, por cada arista de la grafica,
se cred una secuencia de ADN cuya segunda mitad codificé el vértice de inicio, y la primera mitad el
vértice final. Mediante el uso de complementos de los vértices como férulas, se ligaron secuencias de
ADN correspondientes a bordes compatibles, formando moléculas de ADN que codifican caminos
aleatorios a través de la gréfica.

Para implementar el Paso 2, la salida del Paso 1 se amplificé por PCR (Reaccién en cadena
de la polimerasa) es una técnica que consiste en la amplificacién in vitro de un fragmento de
ADN especifico. Para llevar a cabo el experimento de amplificacién es necesario conocer, al menos
parcialmente, la secuencia del fragmento a amplificar (un gen, una parte de un gen, una regién no
codificadora,...). Bésicamente, se trata de replicar una y otra vez un mismo fragmento de ADN vy,
para ello, debemos realizar in vitro lo que hacen las células en vivo para replicar su ADN. Por lo
tanto, sélo aquellas moléculas que codifican las rutas que comenzaron con vy, el vértice inicial y
terminaron en v,,; el vértice final fueron amplificadas.

Para implementar el Paso 3, se utilizé6 una técnica llamada electroforesis en gel, que separa
hebras de ADN por longitud. Las moléculas se colocan encima de un gel himedo, al cual se le

aplicé un campo eléctrico, y las moléculas comenzaron a moverse, las moléculas mas grandes se
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mueven mas lentamente que las mas pequenas. Asi, después de un cierto tiempo, las moléculas se
separan segun el tamafo.

El paso 4 se realizé mediante el uso iterativo de un proceso llamado purificacién por afinidad.
Este proceso permite filtrar hebras con una subsecuencia dada que codifican un vértice v. Después
se sintetizan hebras complementarias a v y se adjuntan a cuentas magnéticas. Las secuencias que
tienen a v y a su secuencia complementaria, se retienen, y las demés se filtran.

En el Paso 5, se comprobd la presencia de una molécula que codifica una ruta hamiltoniana.

En la siguiente subseccion se explicara como se implementé este algoritmo mediante software

computacional.

Software

El sistema de simulacién tiene tres médulos: Codificacién del grafico, Combinador de ADN y
Filtros de ruta. La codificacion de la grafica a su vez tiene dos médulos de software: el analizador
/ el paquete creador de ADN y el replicador de ADN. El analizador / creador de paquetes de
ADN analiza el archivo de entrada y crea una matriz de paquetes de ADN con cada paquete que
representa un nodo en la grafica de entrada. Envia el tamano del gréfico, |V, al combinador de
ADN vy la matriz de paquetes de ADN para el replicador de ADN.

El médulo combinador de ADN tiene también dos médulos, el generador de niimeros aleatorios
y el motor del ADN. El generador de ADN genera niimeros aleatorios dentro del conjunto acotado
(0,...,|V| —1). Cuando el motor del ADN requiere un paquete de ADN que identifica a un nodo
determinado n. El motor del ADN imita las operaciones de combinaciéon del ADN y determina
posibles rutas que podrian ser hamiltonianas. Las rutas posibles archivan algunas de las cuales
pueden ser rutas hamiltonianas. Los filtros de rutas que tienen indices duplicados, cuyas longitudes

no son |V| y que no comienzan en v, y terminan en voy:.

4.5.2. Optimizacién de la ruta de un elevador

Otro problema resuelto con computacién de ADN que se ha intentado simular en una compu-
tadora, es el problema de optimizar las rutas de un edificio con N pisos y M elevadores. Este
problema fue simulado y estudiado por M.S.Muhammad y sus colaboradores, [13].

Explicaremos brevemente en que consiste este problema de optimizacién. Se analizaran las
posiciones de dos elevadores en un edificio de 6 pisos. Si la posiciéon de cada elevador en el piso
1,2,3,4,5, y 6 son representados como los nodos v1, vs,v3,v4, V5, ¥ Vg Tespectivamente, cada una
de las combinaciones de las rutas de viaje del elevador pueden ser representadas mediante una
grafica ponderada. Al mismo tiempo, las aristas de la gréafica representan asi las trayectorias de
viaje entre pisos.

El algoritmo para resolver este problema con computacion de ADN es el siguiente,
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Figura 4.1: Algoritmo de optimizacién de rutas
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1. Se representan las rutas del elevador en un grafico ponderado.

2. El grafico se transforma para representar los nodos de inicio, intermedio y final y para dife-

renciar los nodos de diferentes combinaciones de rutas.
3. Se asigan secuencias de ADN a cada nodo.

4. Se sintetizan las combinaciones de rutas de modo que la longitud de secuencia de oligonu-

cle6tidos de ADN sera directamente representados por el peso entre los nodos.
5. Se generan todas las combinaciones de rutas posibles.
6. Mediante reaccién en cadena polimerasa se amplifican las rutas posibles.

7. Se aplica electroforesis en gel para separar las rutas de acuerdo a su longitud, y se selecciona

la ruta menor que serd la éptima.

La implementacién de la computacién del ADN implica el diseno de secuencias de oligonucleétidos
para representar tanto las entradas como las salidas del problema. A medida que el problema
aumenta, la complejidad del diseno de los oligonucleétidos se complica. Para ayudar en el diseno,
se desarrollé6 un programa de simulacién simple que puede simular el proceso de ADN esperado
durante la etapa de célculo.

Los autores de este trabajo desarrollaron un software en la plataforma Microsoft Visual Basic
que es capaz de simular los procesos fisicos del ensamblaje de las hebras de ADN para formar la
doble hélice y el PCR (Reaccién en cadena polimerasa) de la computacién. El diagrama de flujo

del programa de software disenado se muestra en la Figura 4.1.
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Conclusiones

En este trabajo de tesis se han presentado algunos conceptos basicos de teoria de cdédigos.
También se mencionan algunas definiciones y teoremas bésicos de teoria de campos y de anillos de
polinomios que permiten construir cédigos con propiedades especiales.

Principalmente, en esta tesis se hizo un anélisis a detalle del articulo de Abualrub [2], en el que se
dan condiciones para los c6digos ciclicos sobre GF(4) que permiten dar una mejor codificacién para
los algoritmos de ADN. En este trabajo se describen los elementos bésicos que se deben considerar
para crear c¢6digos que sea ttiles para representar cadenas de ADN. Se presentan demostraciones
detalladas de resultados que permiten construir codigos aditivos apropiados para modelar cadenas
de ADN, a fin de implementar computacionalmente algoritmos de ADN. Después de explicar
detalladamente la teoria necesaria para la construccién de los cddigos aditivos que nos interesan,
se dan ejemplos de como aplicar esta teoria para la construccién de coédigos ciclicos de longitud 7.

Finalmente se describen algunas aplicaciones de la teoria en la resolucién de problemas de
matematicas discretas; se presentan ejemplos especificos que han sido resueltos con la computacién
del ADN.

En el futuro seria interesante crear algoritmos computacionales que empleen los cédigos que
aqui generamos, y utilizarlos para resolver problemas complejos. También habria que ver si existen
c6digos con mayor distancia que los que aqui se construyeron, y ver si dichos cédigos podrian ser
utiles en la computacién de ADN. En este trabajo solamente se dieron ejemplos de algoritmos
de ADN que se utilizaron para resolver problemas de matematicas discretas, sin embargo, una
pregunta interesante que surge de inmediato es jPueden utilizarse los algoritmos de ADN para
solucionar problemas en otras areas de las matematicas? La respuesta a esta pregunta puede dar

como resultado un interesante trabajo futuro.
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