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Introduccion

La tematica de la tesis se desarrolla en las areas de la matematica denominadas Topologia
y Sistemas dindmicos. Un sistema dindmico es un fenémeno que evoluciona a través del
tiempo, si el tiempo es considerado en lapsos, decimos que es un sistema dindmico discreto.
Cabe mencionar, que los sistemas dindamicos discretos tienen una gran utilidad dentro de
la modelacion metematica, como por ejemplo en las areas de Biologia y Finanzas. Los
sistemas dindmicos discretos que estudiamos en esta tesis se construyen a partir de un
espacio métrico X y una funcién continua f: X — X y el cual denotamos por (X, f).
Para k € IN, denotemos por f* a la composicién de f consigo misma k veces y f© a la
funcion identidad en X. Para x € X consideremos la siguiente sucesion:

v, flx), [x), (), ...

El objetivo principal de los sistemas dinamicos discretos es estudiar el comportamiento de
estas sucesiones de puntos. Dado un sistema dindmico (X, f), es natural pensar cudl es
el comportamiento de conjuntos al aplicar sucesivamente la funcién f, es decir, estudiar
sucesiones de la siguiente forma:

A, f(A), A, A, ..

donde A C X. Para este analisis, es indispensable poder comparar que tan cercano es
un conjunto de otro. Esto nos induce a trabajar con los hiperespacios. Un hiperespacio
de un espacio métrico compacto X, es una colecciéon de subconjuntos de X dotado con
alguna topologia. El hiperespacio con el que trabajamos en esta tesis es el hiperespacio
2% que es la coleccién de los subconjuntos compactos y no vacios de X, equipado con
la métrica de Hausdorff, la cual fue introducida en [11]. Por otro lado, dada una funcién
continua f: X — X, ésta induce una funcién continua 2/: 2X — 2% como puede ver
en [17]. Con esto, podemos considerar el sistema dinamico (2%,27). Cuando se estudia el
sistema dindmico (X, f) se dice que se analiza la dindmica individual y cuando se trabaja
con su sistema dindmico inducido (2%,2f) se dice que se investiga la dindmica colectiva,
como en [3]. Un problema muy natural es estudiar las relaciones que existen entre estas
dos estructuras. Es importante indicar que el estudio de los sistemas dindamicos inducidos
ha tomado fuerza en los 1ltimos anos y actualmente existe un buen nimero de articulos
relacionados con este tema. Por mencionar sélo algunos tenemos [1], [12] y [20].

En este sentido, estudiar la relaciones que hay entre las funciones f y 2/, nos ayuda a
estudiar las relaciones entre los sistemas dinamicos (X, f) v (2%,2/). M4s precisamente,
el problema que se aborda en esta tesis es el siguiente:

1X



Problema. Dada una clase de funciones J(, investigar las relaciones que existan entre
las siguientes proposiciones:

(a) fe;
(b) 2 € M,

cuando A es alguna de las siguientes clases de funciones: fuertemente mezclantes, suave-
mente mezclantes, débilmente mezclantes, totalmente transitivas, con especificacion y con
la Propiedad P.

La solucién de este problema se encuentra en [10]. Sin embargo, nuestro trabajo fue
comprender y detallar las demostraciones que se hallan en este articulo y escribirlas de
una forma accesible para ponerlo al alcance de toda la comunidad matematica, y de todo
aquel interesado en adentrarse al estudio de la dinamica colectiva.

La tesis esta conformada por cuatro capitulos. En el Capitulo 1, se presentan definicio-
nes basicas de conjuntos y funciones, entre los més importantes se encuentran el concepto
de iteracion de una funcion y el de funcion producto. Se estudian propiedades de las itera-
ciones de funciones y de la funciéon producto, las cuales se utilizan en los Capitulos 2 y 4.
Ademas, se muestran conceptos y propiedades de espacios métricos y espacios topoldgicos,
tales como el de conjunto compacto y el de funcién continua, los cuales son indispensables
en los Capitulos 2 y 4.

En el Capitulo 2, se introduce el concepto de sistema dindmico en su forma mas ge-
neral y los sistemas dindmicos discretos. Se dan las definiciones de los diferentes tipos de
funciones con los que se trabaja en esta tesis, asi como algunas caracterizaciones de la
definicién de funciéon débilmente mezclante y funcién fuertemente mezclante, utilizando
la funciéon producto. Ademas, se estudian las relaciones que existen entre estas clases de
funciones y se dan varios ejemplos de éstas.

En el Capitulo 3 se analizan algunos modelos de sistemas dindmicos unidimensionales
y sistemas dinamicos multidimensionales. Entre los sistemas dinamicos unidimensionales
se estudian el modelo de Malthus y el modelo lineal, asi como sus soluciones y el compor-
tamiento de éstas, también se dan ejemplos de estos modelos aplicados en Biologia y en
Finanzas. En los sistemas dinamicos multidimensionales, se estudia el modelo lineal y se
dan algunos ejemplos en dimension dos aplicados en Biologia.

Finalmente, en el Capitulo 4, se estudia el hiperespacio que trabajamos, 2¥. Se dan
propiedades de este hiperespacio. Se analiza la métrica de Hausdorff y la topologia de
Vietoris. También se estudia la funciéon inducida entre hiperespacios y propiedades que
cumple esta funcion, tales como inyectividad, sobreyectividad y continuidad. Ademas, se
exponen los resultados principales que dan solucion al problema principal que se aborda
en esta tesis.



Ccarituro 1

Preliminares de conjuntos, funciones y espa-
cios métricos

En este capitulo, presentamos conceptos basicos relacionados con conjuntos, funciones,
espacios métricos y espacios topologicos. Este capitulo estd compuesto por tres secciones.
En la primera seccién mencionamos propiedades de conjuntos y de funciones, asi como el
concepto de iteracion de una funciéon y propiedades que satisface, que son de suma impor-
tancia para definir los conceptos que se tratan en el Capitulo 2. También se introduce el
concepto de funcién producto, el cual es indispensable en los Capitulos 2 y 4. En la se-
gunda seccion presentamos algunas definiciones y resultados bésicos en espacios métricos
los cuales son impresindibles para esta tesis; inicamente incluimos algunas demostracio-
nes. Para mayores detalles puede consultar [16] y [I5]. En la tercera seccién se abordan
conceptos y resultados importantes en espacios topoldgicos, las cuales fueron consultados
en [4].

1.1 Conjuntos y funciones

En esta seccién presentamos algunas definiciones y propiedades de conjuntos y funcio-
nes. Damos las definiciones de producto cartesiano, funcién producto, y algunas de sus
propiedades. También se introduce el concepto de iteracion de una funcién y propiedades
que éstas cumplen.

Una de las herramientas més importantes de las matematicas son los conjuntos, los
cuales denotamos con letras mayusculas, A, B,C,..., X,Y,Z y a los elementos de los
conjuntos con las letras mintusculas a,b,c,...,z,y y z. A los conjuntos cuyos elementos
también son conjuntos les llamamos familias y los representamos con letras caligraficas
A,B,6,...,%,% vy %. La coleccién de todos los subconjuntos de un conjunto A la ex-
presamos por 2 (A). Dada una familia ¢/, indicamos por |« y (] ¢ la unién e interseccion
de la familia, respectivamente. Ademads, representamos por N, Z, Q, R y C, al conjunto
de los nimeros naturales, niimeros enteros, nimeros racionales, nimeros reales y niimeros
complejos, respectivamente.

Un concepto que debemos recordar es el de funciéon. Una funcién f de un conjunto X
en un conjunto Y, es una regla que asocia a cada elemento x de X, un unico elemento en
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Y, el cual se denota por f(z). Al conjunto X se le conoce como dominio, al conjunto Y
como contradominio y con f: X — Y, expresamos que f es una funciéon que tiene dominio
X y contradominio Y. Como ejemplo de funcion, presentamos la funcién identidad de
un conjunto X, denotada por idy: X — X y definida por idx(z) = x, para cada = € X.

Una funcién f: X — Y se dice que es inyectiva si, para cualesquiera z,y € X tales
que x # y, se satisface que f(z) # f(y). De forma equivalente se tiene que, f es inyectiva si
para cualesquiera z,y € X tales que f(z) = f(y), se cumple que x = y. Decimos también,
que una funcién f: X — Y es sobreyectiva, si para cada y € Y existe x € X tal que

y = f(x).

Para nuestros fines, es necesario definir la imagen directa e imagen inversa de un
conjunto bajo una funcién f, conceptos que ponemos a continuacion.

Definicién 1.1.1. Sean X y Y conjuntos y f: X — Y una funciéon. Para cada A C X se
define y denota la 4magen directa de A bajo f como:

f(A) ={f(z): z € A}.
Ademas, para cada B C Y se define y denota la tmagen inversa de B bajo f como:
fY(B)={z e X: f(x) € B}.
La Observacion 1.1.2 que escribimos en seguida se obtiene directamente de la Definicion

1.1.1.

Observacién 1.1.2. Sean X y Y conjuntos, A C X, BCY y f: X — Y una funcién.
Se cumple lo siguiente:

(1) Si f~Y(B) # @, entonces B # &.
(2) AC f7'(f(A)). La igualdad se cumple si f es inyectiva.
(3) f(ffl(B)) C B. Laigualdad se cumple si f es sobreyectiva.
En seguida, mostramos dos resultados que son ttiles en el Capitulo 4.

Proposicion 1.1.3. Sean X y Y conjuntos y f: X — Y una funcion. Si f es inyectiva,
entonces no existe un conjunto A C X tal que f(A) = f(X).

Demostracion. Hagamos la prueba por contrareciproco, es decir, supongamos que existe
A C X tal que f(A) = f(X) y veamos que f no es inyectiva. Como A C X, existe
r € X tal que x ¢ A. Notemos que f(z) € f(X). Dado que f(A) = f(X), se tiene que
f(z) € f(A). Luego, existe 2’ € A tal que f(2') = f(x). Notemos que x ¢ Ay 2’ € A. De
aqui, x # 2’. Por lo tanto, f no es inyectiva. n

Proposicién 1.1.4. Sean X y Y conjuntos y f: X — Y una funcién. Si B C f(X),
entonces f(f1(B)) = B.
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Demostracion. Sea B C f(X). Por la |(Observacién 1.1.2; se tiene que f(f_l(B)) C B.
Veamos que B C f(f7'(B)). Sea y € B. Como B C f(X), se tiene que y € f(X).
Luego, existe z € X tal que f(z) = y. Dado que y € B, obtenemos que x € f~(B)
Asf, y = f(z) € f(f*(B)). Con esto probamos que B C f(f~'(B)), Por lo tanto
F(F(B)) - B. 0

En los Teoremas 1.1.5 y [1.1.7) se muestran otras propiedades que cumplen la imagen
directa y la imagen inversa de conjuntos. La prueba de estos teoremas se puede consultar
en [4].

Teorema 1.1.5. Sean X y Y conjuntos, Ay, Ao C X y f: X — Y una funcién. Se cumple
lo siguiente:

(1) Si Ay C Ay, entonces f(A;) C f(A2),
(2) f(A1NAg) C f(A)N f(A2),
(3) f(ALUAz) = f(A1) U f(Ay).

Corolario 1.1.6. Sean X y Y conjuntos, Ay, As,...,; A4 € X y f: X — Y una funcién.

Se cumple:
k k
f (U Ai) =J (4.
i=1 i=1

Teorema 1.1.7. Sean X y Y conjuntos, By, B> C Y y f: X — Y una funcién. Se cumple
lo siguiente:

(1) Si By C By, entonces f~Y(B;) C f~1(By),

(2) fTUBiNBy) = f~1(B1) N f~1(Ba),

(3) f[THB1UB) = f~1(B1) U [~(Ba).

Corolario 1.1.8. Sean X y Y conjuntos, By, Bs,..., B,y CY y f: X — Y una funcién.
Se cumple lo siguiente:

k

(1 (ﬂ Bz‘) = mf_l(Bz')>
2 /! (U Bi) = Uf_l(Bi)-

A continuacién mostramos un resultado que nos es 1util en la prueba de la [Proposicion
4.2.9.

Proposiciéon 1.1.9. Sean X y Y conjuntos, f: X — Y una funcion, A C X y B CY
tales que B C f(A). Se tiene que f(AN f7(B)) = B.
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B. Por el inciso (2) del Teorema
) or el 1n(:1so (3) de la Observa-
Y(B)) C ) N B. Ademas, dado

Demostracion. Primero veamos que f(A N f 1(B) )
1.1.5, obtenemos que f(AN f~1(B)) C Nf(f"
cién 1.1.2 tenemos que f(f_1<B)2 C B ASI f(AN
que B C f(A), obtenemos que f(AN f~1(B )) C B.

Ahora veamos que B C f(A N ffl(B)). Para esto, sea y € B. Como B C f(A),
obtenemos que y € f(A). Luego, existe z € A tal que f(z) = y. Como y € B, obtenemos
que z € f~H(B). Asf, 2 € AN f7Y(B). De donde, y = f(z) € f(AN f~}(B)). Con esto
probamos que B C f(AN f~1(B)).

Por ambas contenciones queda demostrado que f(AN f~'(B)) = B. O

C
(B)
f-

Otra de las definiciones que debemos recordar es la de composicion de funciones. Dadas
dos funciones f: X - Y y g: Y — Z, se define la funcion composicion gof: X — Z,
como (go f)(x) = g(f(x)), para cada = € X. Notemos que la composicién de funciones
es asociativa, esto es, si fi: X7 — Xo, fo: Xo — X3y f3: X3 — Xy, se cumple que
(fz3ofa)ofi = fso(fa0 f1). En la siguiente proposicién enunciamos algunas propiedades de
la composicion de funciones relacionadas con la imagen directa e inversa, la demostracién
de este resultado se puede consultar en [4].

Proposicién 1.1.10. Sean X, Y y Z conjuntos, f: X — Y y g: Y — Z funciones. Para
cualesquiera conjuntos A C X y B C Z, se cumplen las siguientes propiedades:

(1) (9o f)(A) = g(f(A)),
(2) (g0 /)TN (B) =" g~(B)).

Recordemos también, que dados los conjuntos Xi, Xs, ..., Xy, se denota y define su
producto cartesiano como:

XixXogx - x X}, = {(:El,xg,...,xk) cx € X, paracadaie{l,Q,...,k‘}}.

Para simplificar, expresamos el producto X; x X5 X -+ x X}, como Hle X;. En el caso
de que X; = Xy = --- = X, = X, escribiremos simplemente X* y hacemos X! = X.

Otro concepto importante que debemos recordar es el de sucesiéon. Dado X un conjunto,
una sucesion en X es una funcién f: N — X. Denotaremos por zj, al elemento f(k),
el cual es llamado el k-ésimo término de la sucesién. En este trabajo, expresamos a las
sucesiones como ()72 ;.

Ya que hemos introducido el concepto de sucesion, podemos generalizar la nociéon de
producto cartesiano a un producto numerable de conjuntos. Para esto, consideremos una
coleccién de conjuntos {X; : ¢ € N}, denotamos su producto cartesiano como [[;~, X;,
y se define como la coleccién de todas las sucesiones en | J;-, X; tales que x; € X;, para
cada i € N. En el caso en que X; = X, para cada i € IN, indicamos el producto como XV,

Ahora, recordemos el concepto de producto de funciones, el cual es de gran utilidad para
algunas demostraciones. Para los conjuntos X7, Xo, ..., X3, Y7, Y, ..., Yy, v las funciones
fi: X; = Y;, paracadai € {1,...,k}, denotamos la funcion producto como

k k
fix fox--x fi: 11X — 11Y
=1 =1
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y se define por:

(fl X f2 X X fk> (Ilvx?w"?*rk) = (f(x1)7f(x2>77f(xk))7

k k
para cada (x1,29,...,x) € HX En la mayoria de los casos, expresamos por HfZ la
funcién producto f; x fo X >< fr. En el caso en que f; = fo = = fr=f, escrlblmos

f**¥ v hacemos f*! = f.

A continuacién enunciamos algunas propiedades que cumple el producto cartesiano de
conjuntos y el producto de funciones.

Proposicién 1.1.11. Sean X, X,,..., X} conjuntos y, para cada i € {1,...,k}, sean
A, B; € X,y fi: X; — X, una funcion. Se cumple lo siguiente:

(1) Ay x Ay X -+- X Ap # @ siysolo si A; # &, para cada i € {1,...,k}.
(2) (ApxAyx---xA)N(By X Byx---xBy) = (A1NB1) x (A3NBy) X -+ - x (AN By,).

(3) (f[lfz) (A; X Ay X -+ x Ag) = f1(A1) X fo(Ag) x -+ X fr(Ag).

Demostracion. Para el inciso (1), observemos que, si A; X Ag X «-+ X Ay # &, entonces
para cada i € {1,2,...,k}, existe a; € A; tal que (a1, as,...,a;) € Ay X Ay X ++ X Ay.
Luego, A; # &, para cada i € {1,2,...,k}. Reciprocamente, si A; # &, para cada i €
{1,2,...,k}, entonces para cada i € {1,2,...,k}, existe a; € A;. Luego, (ay,as,...,ax) €
Ay X Ay X+ X Ag. Asi, Ay X Ay X -+ X Ay # @.

Ahora para el inciso (2), veamos primero que:

(A1XA2X-~~XAk)ﬂ(Bl><BQX XBk) (AlﬂBl) (AzﬂBg)X---X(AkﬂBk).

Para esto, sea (x1,Z2,...,x) € (A1 X Ay X --- X Ap) N (By X By X --- x By). Luego
(l’l,l'g,...,l'k) € (Al X AQ X X Ak) y (1'1,1'2,...,l'k) S (Bl X BQ X X Bk) De aqul',
xr; € A; y x; € By, para cada ¢ € {1,2,...,k}. En consecuencia, x; € Ai N B;, para cada

1€ {1, 2, .. ,k} De donde, (l’l,l‘g, ce ,l’k) S (Al ﬂBl) X (Ag ﬂBg) (Ak ﬂBk> Con
esto, hemos probado que (A; X Ay X -+ X Ap) N (By X By X + -+ X Bk) (A1 NB;) x (AN
By) x -+ x (Ax N By). La otra contencién se demuestra con los pasos anteriores en orden

inverso. Con todo lo anterior, se demuestra la igualdad requerida en (2).
Finalmente, probemos (3). Primero veamos que:

<ﬁlfz) (A; X Ay X -+ X Ag) C f1(A1) X fo(Ag) x -+ X fr(Ayg).

Sea x € (Hle fi> (A; X Ay x -+ x Ag). Se tiene que, para cada i € {1,2,...,k}, existe

a; € A; tal que x = <Hf:1 fz> (ay,aq,...,ax). Asi, de la definicién de la funcién producto,
obtenemos que z = (fi(a1), fa(az), ..., fr(ar)) € fi(Ar) X f2(A2) X -+ X fi(Ay). Con esto
(Hle fi) (A x Ay X+ x A) C fi( A1) X fa(As) X -+ % fiu(Ap).
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Probemos ahora que:

FLlAL) X folAg) x -+ x fi(Ay) C (]i[lf) (Ay % Ay x -+ x Ay).

Seax € f1(A1)X fa(Ag) X+ -+ X fr(Ag). Luego, para cadai € {1,2,...,k}, existe z; € fi(4;)
tal que x = (z1, 2, ...,2x). Ademés, para cada i € {1,2,...,k}, existe a; € A;, tal que
xT; = fz(al) Ast:

xr = ($1,I2, e 7%) = (fl(al)af2<a2)v . fk(ak:))
k
= (l:llfz) (CH,GQ,"' 7@kz>-

k
De donde, = € ( fz) (A1 X Ay X -++ x Ag). Con esto, obtenemos que:
—1

1

k
Ji(A1) x fo(Az) x -+ X fu(Ag) C (H fz) (Ap X Ay x -+ x Ay).
i=1
Por lo tanto, de ambas contenciones se prueba la igualdad requerida en (3). O]

En el estudio de los espacios con los que trabajamos en esta tesis se consideran funciones
de un conjunto en si mismo, es decir, de la forma f: X — X. Por tal motivo, vamos a
enunciar algunas propiedades que cumplen este tipo de funciones. Notemos que dada una
funcién de la forma f: X — X, podemos considerar las siguientes funciones

[ fof, fofof, ...

Dada f: X — X y k € N U {0}, denotamos por f* la k-ésima iteracién de f y la
definimos de forma recursiva como f° = idx, f* = f o f*~!, para cada k € IN. Ademds,
para cualquier subconjunto A de X, indicamos por f~*(A), la imagen inversa del conjunto
A bajo la funcién f*.

A continuacién presentamos algunos resultados, los cuales muestran propiedades que
cumple la iteracion de una funcién.

Proposicién 1.1.12. Sean X un conjunto, f: X — X una funcién y k,m € NU{0}. Se
cumplen las siguientes propiedades:

(1) fErm=fro fm,
(2) o= ()"

Demostracion. Probamos (1) haciendo uso de induccién matemética sobre k. Nuestro caso
base es k = 0. Observemos que f°*™ = f™ =idx o f™ = f%o f™, con esto queda probado
el caso base. Supongamos ahora que el resultado es verdadero para k y probemos que
se cumple para k 4+ 1. Notemos que fk+D+m — flt(ktm) — f o fhtm Por hipétesis de
induccion, se obtiene que f#T)™ = fo (fFo f™). Dado que la composicién de funciones
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es asociativa, se tiene que f*TVT™ = (fo fF)o fm = fF1o fm v con ello se cumple la
igualdad requerida en (1).

Ahora probemos (2), utilizando induccién matematica sobre m. Consideremos g = f*,
observemos que g: X — X. Nuestro caso base es m = 0. Notemos que f* = 0 =idyx =
= ( fk)o, con esto queda probado el caso base. Supongamos ahora que el resultado es
verdadero para m y probemos para m + 1. Observemos que f*m+1D = fk+tkm Por el inciso
(1) de esta proposicién, se tiene que fHm+h) = fko fFm Agi por hipétesis de induccién
se obtiene que:

fk(m+1) _ fk o (fk)m =go gm _ gm+1 _ (fk)m-H '
Por lo tanto, fEm+1) = (fk)mﬂ, y con ello se cumple la igualdad requerida en (2). O

La siguiente proposicion es 1util en varias ocasiones en el Capitulo 2.

Proposiciéon 1.1.13. Sean X un conjunto, A C X y f: X — X una funcién. Para
cualesquiera m, k € IN se cumplen las siguientes condiciones:

(1) fm(fH(A)) = frHh(A),
(2) f7m(f7HA)) = [ R(A),
(3) fm(f7M(A4)) € fH(Fm™(A)).

Demostracion. Probemos (1). Consideremos g = f™ y h = f*. Por el inciso (1) de la
Proposicién 1.1.10, tenemos que (g o h)(A) = g(h(A)), sustituyendo los valores de g y h,
obtenemos que (f™o f*)(A) = fm(f’“(A)). Asi, por el inciso (1) de la Proposicién 1.1.12,
concluimos que [ (A) = fm(f*(A)).

Ahora probemos (2). Para esto, consideremos g = f* y h = f™. Usando el inciso (2)
de la Proposicién 1.1.10, tenemos que (g o h)™'(A) = h™' (g7 (A)). De las definiciones de
g y h, obtenemos que (f*o f™)~1(A) = f~™(f7*(A)). Por el inciso (1) de la Proposicién
1.1.12, se tiene que, (f*™)71(A) = f~™(f7*(A)). Luego,

frEmA) = (FRA).
Como k +m = m + k, obtenemos
frmRA) = foIHmA) = T (FRA)).

Finalmente, probemos (3). Para esto, sea x € f™ (f_k(A)). Luego, existe y € f~*(A)
tal que x = f™(y). Dado que y € f~*(A), se tiene que f*(y) € A. Asi, f™(f*(y)) € fm™(A).
Utilizando el inciso (1) de la Proposicién 1.1.12/y el hecho de que k+m = m~+k, obtenemos:

F) = ™) = (o ™)) = () = ™) = ™(F () € F™(A).
Luego, = € f*k(fm(A)) Por lo tanto, fm(f*k(A)) C f*k(fm(A)) O

Lema 1.1.14. Sean X un conjunto, A y B subconjuntos no vacios de X, f: X — X una
funcién y k € IN U {0}. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(1) fHA) N B+,
(2) AN fH(B) 4 2.

Demostracién. Supongamos primero que f*(A) N B # @. Luego, existe x € B tal que
z € f*(A). Esto implica que existe y € A tal que f*(y) = z. En consecuencia, y € f~*(B).
Por lo tanto, AN f~*(B) # @.

Reciprocamente, supongamos que A N f~%(B) # @. Luego, existe z € A tal que
r € f*(B). Esto implica que f*(z) € B. Por otro lado, como = € A se tiene que
f¥(x) € f*(A). Por lo tanto, f*(A)N B # @. O

Terminamos esta seccién con el siguiente resultado, el cual es indispensable en la prueba

del |Corolario 2.2.21 y puede demostrarse utilizando induccién mateméatica sobre m.

Proposicién 1.1.15. Sean X, X,,...,X,, conjuntos, ¥ € IN U {0} y para cada i €
{1,2,...,m}, sean A;,B;, C X; y f;: X; — X, una funcién. Se cumplen las siguientes
propiedades:

(1) (ﬁf)k it

(2) (ka> (A X Ap) N (By X -+ X By,) # @ siysolo si fF(A;) N B; # @, para
cadai € {1,2,...,m}.

1.2 Espacios métricos

En esta seccion mostramos propiedades de espacios métricos, se presentan algunos
ejemplos y conceptos importantes. Ademas, damos el concepto de continuidad de funcio-
nes en espacios métricos y algunas de sus propiedades. Lo estudiado en esta seccién es
indispensable para los Capitulos 2 y 4.

Comenzamos esta seccién con la definicion de espacio métrico.

Definicién 1.2.1. Un espacio métrico es una pareja (X, d), donde X es un conjunto
no vacio y d: X x X — R es una funcién tal que para cualesquiera x,y, 2 € X se cumple
lo siguiente:

(1) d(z,y) = 0,
() d(
(w2) d(z,y
() d(

Ademas, se dice que la funcién d es una métrica sobre X. En lo sucesivo, por brevedad
cuando digamos X espacio métrico, suponemos que estd dotado con una métrica d.

x,y) = 0siy solosi z =y,

d( x)’
d(z,z) +d(z,y).

r,y

) 2
)=
)=
y) <
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Ahora recordemos tres ejemplos de espacios métricos bien conocidos; omitimos las
demostraciones respectivas.

Ejemplo 1.2.2. Dado X un conjunto no vacio. Se puede demostrar sin mucha dificultad
que la funcion d: X x X — R dada por:

d(z.y) 0, siz=uy;
x,Y) =
Y 1, six#uy.

para cada x,y € X, es una métrica sobre X. Esta métrica es conocida como métrica
cero-uno o métrica discreta.

Ejemplo 1.2.3. Sea R el conjunto de los niimeros reales. La funcién d: R x R — R, dada
por d(x,y) = |x — y|, para cada z,y € R, es una métrica sobre R.

En el siguiente ejemplo se muestra una métrica para el producto finito de espacios
métricos.

Ejemplo 1.2.4. Sea k € N. Para cada i € {1,2,...,k}, sea (X;,d;) un espacio métrico.
Se tiene que la funcién d: <Hf:1 XZ) X (Hle Xz-) — R, definida por:

d(z,y) = max{di(z1,y1), d2(x2, ¥2), - . ., di(T, Yr) }

para cualesquiera x = (21,2, ..., 2k), ¥y = (Y1, Y2, .- -, Uk) € [ [, Xi, es una métrica sobre
k : o
[T;_; Xi, la cual es conocida como métrica producto.

De ahora en adelante, el producto finito de espacios métricos es considerado con la
métrica producto. Ahora, para mostrar una métrica para el producto numerable de un
espacio métrico es necesario introducir el concepto de conjunto acotado. Dado un espacio
métrico (X,d) y A C X no vacio, decimos que A es acotado si el conjunto de niimeros
reales {d(z,y) : x,y € A} es acotado. El espacio X es llamado espacio métrico acotado,
o simplemente espacto acotado, si es un subconjunto acotado de si mismo. Si A es un
conjunto acotado, definimos y denotamos el didmetro de A como:

didm(A) = sup{d(z,y) : x,y € A}.

Ahora que hemos recordado el concepto de espacio métrico acotado, podemos dar otro
ejemplo de espacio métrico.

Ejemplo 1.2.5. Consideremos (X, d) un espacio métrico acotado. Definamos la funcién
p: XN x XN 5 R, dada por:

- d i Y1 .
play) = 3 2B v cualesaiera @ = (51,9 = (1) € X
=1
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La funcién p es una métrica para X™. En efecto, primero verifiquemos que la funcién p
estd bien definida. Al ser X acotado, existe M > 0, tal que d(x,y) < M, para cualesquiera
z,y € X. Asi, para cualesquiera z = (7;)22,,y = (y;)22, € X7, se tiene que

°°d1,2 =1
-y s udy g

=1

Ahora, veamos que p cumple las condiciones (i), (iz), (i), (iv) de la Definicién 1.2.1.
Para esto, sean z = (7;)2,, ¥y = (1), v 2z = (%), elementos de XN. Para el inciso (i),
observe que para cada i € N, se tiene que d(z;,y;) > 0, lo cual implica que para cada

1€ ]N (xzvyz > 0. ASI p<x y) zoo d(lezyz) > 0.

1=1
Ahora, para el inciso (i), observemos que si p(z,y) = 0, entonces »_.°, d(z&’%) = 0.

En consecuencia d(x;,y;) = 0, para todo i« € IN. Dado que d es una métrica sobre X,
obtenemos que z; = y;, para todo i € IN. Asi, x = y. El reciproco se demuestra con los
pasos anteriores en orden inverso. Con esto se demuestra el inciso (7).

Para el inciso (41), se tiene que p(z,y) = Y .oy M =5 % = p(y, x).
Finalmente, para el inciso (iv), tenemos que:

o0

p(x’y) _ i d xza‘yz Z l’“ZZ + d Zzayz i d ZL’Z,ZZ i d(z;;yz)

i=1 i=1 i=1 i=1
= plz,2) + p(2,9).

Por lo tanto, p es una métrica sobre XN,

Los siguientes dos conceptos son muy importantes dentro de la teoria de espacios
métricos. Dado un espacio métrico (X, d), un subconjunto A C X, puede ser considerado
como un espacio métrico, con la métrica d|ax4 : A X A — R, definida por d|axa(z,y) =
d(x,y), para cada z,y € A. Decimos que (A, d|4x4) es un subespacio de (X, d). Por otro
lado, para cada x € X y € > 0, se define la bola abierta con centro en x y radio € como
el conjunto

B(z,e) ={y € X : d(z,y) < e}.

Definicién 1.2.6. Sean X un espacio métrico, A C X y x € X. Decimos que:
(1) x es un punto interior de A, si existe € > 0 tal que B(z,e) C A.
(2) x es un punto clausura de A, si para cada € > 0 se cumple que B(z,e) N A # @.

Definicién 1.2.7. Sean X un espacio métrico y A C X. Definimos y denotamos el inte-
rior de A, como:

int(A) = {x € X : x es punto interior de A}.

Ademas, definimos y expresamos la clausura de A como:

cl(A) = {z € X : x es punto clausura de A}.
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Dados A, B subconjuntos de un espacio métrico X, se puede verificar directamente de
la definicién lo siguiente:
int(A) CA y ACcl(A). (1.1)

Ademas, si A C B, se tiene que:
int(A) Cint(B) y cl(A) Ccl(B). (1.2)

Decimos que A es un conjunto abzerto en X, si todos sus puntos son puntos interiores, es
decir int(A) = A, y que B es un conjunto cerrado en X, si X \ A es un conjunto abierto
en X. En [16, Proposicién 1, pag. 63] y [15, Teorema 1, pag. 35| se demuestra que en un
espacio métrico X, para cada z € X y cada r > 0 se tiene que B(z,r) es un conjunto
abierto en X.

A continuacion presentamos algunas propiedades que cumplen el interior y la clausu-
ra de conjuntos. Para, la demostracién de la Proposicién 1.2.8, puede consultar en [15]
Teorema 2, pag. 36|, [15, Teorema 5, pag. 38] y [15, Teorema 6, pag. 51].

Proposicién 1.2.8. Sea X un espacio métrico. Para cualesquiera A, B C X se cumple lo
siguiente:

(1) int(int(A)) = int(A),

2) int(AN B) = int(A) Nint(B),

(
3) int(AU B) C int(A) Uint(B),

(2)
(3)
(4) cl(cl(4)) = cl(A),
(5) cl(AUB) = cl(A) Ucl(B),
(6)

6) cl(A)Ncl(B) Ccl(AN B).

De los incisos (1) y (4) de la Proposicion 1.2.8, se obtiene que el interior de un conjunto
es un conjunto abierto y la clausura de un conjunto es un conjunto cerrado. A continuacién,
mostramos un resultado que nos servird méas adelante.

Proposicién 1.2.9. Sean X un espacio métrico y zyp € X. Se tiene que X \ {zo} es un
conjunto abierto en X.

Demostracion. Observemos que si X = {zg}, se tiene que X \ {zo} = @ es abierto, asi
que para el resto de la prueba suponemos que |X| > 2. Para probar que X \ {xo} es
abierto en X hay que demostrar que int(X \ {zo}) = X \ {zo}. De (1.1) se tiene que
int(X \ {zo}) € X \ {z0}. Resta probar que int(X \ {zo}) 2 X \ {zo}. Sea x € X \ {zo}.
Luego, x € X y & # . Hagamos r = d(z, xy). Notemos que r > 0. Ademds, x¢ ¢ B(z,r).
De donde, B(z,r) € X \ {xo}. Asi, € int(X \ {z0}). Luego, X \ {20} C int(X \ {zo}).
De ambas contenciones se obtiene que int(X \ {zq}) = X \ {zo}. Por lo tanto, X \ {zo} es
un conjunto abierto en X. 0

Proposicién 1.2.10. Sea (X, d) un espacio métrico. Para cualesquiera x,y € X tales que
x #y, existen U,V C X abiertos y no vacios tales que:

zxelU, yeV, vy UnNnV=g.
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Demostracion. Sean z,y € X con x # y. Hagamos r = d(z,y), dado que x # y, obtenemos
que r > 0. Hagamos U = B(xz,5) y V = B(y, 5). Observe que U y V son abiertos en X,
xelU,yeVyUNV =g. n

En la siguiente proposicion se enuncian algunas propiedades que cumplen los conjun-
tos abiertos y los conjuntos cerrados. La demostracién de la Proposicion 1.2.11 la puede
consultar en [16, Proposicién 2, pag. 65] y [16, Proposicién 8, pag. 76].

Proposicién 1.2.11. Sea X un espacio métrico. Se cumple lo siguiente:

1) Para cualesquiera Uy, Us, ..., U, C X abiertos en X, (), U; es abierto en X.

2) Para cualesquiera Fy, Fy, ..., F, C X cerrados en X, |J_, F} es cerrado en X.

(1)
(2)
(3) Para cualquier coleccién U de conjuntos abiertos en X, | U es abierto en X.
(4) Para cualquier coleccién F de conjuntos cerrados en X, (% es cerrado en X.

Utilizando la Proposicion 1.2.9 y el inciso (1) de la Proposicién 1.2.11 se obtiene la
siguiente observacion.

Observacion 1.2.12. Si X es un espacio métrico y x1,Z»,...,zr € X, entonces el con-
junto X \ {x1,x2,..., 2k} es abierto en X.

Ahora, utilizando la Observacién 1.2.12 y el inciso (1) de la Proposicién 1.2.11 se
obtiene la siguiente observacion.

Observacién 1.2.13. Si X es un espacio métrico, U es un subconjunto abierto de X y
T, T, ..., T, € X, entonces U \ {x1,29,..., 2} es un conjunto abierto en X.

Otros conceptos de espacios métricos que debemos recordar son los de punto aislado y
punto de acumulacién. Sean X un espacio métrico y x € X. Decimos que = es un punto
aislado de X si existe r > 0 tal que B(z,r) = {x}. Equivalentemente, = es un punto
aislado si el conjunto {x} es abierto en X. Decimos que z es un punto de acumulacion
de X si para todo r > 0, se cumple que B(z,r) \ {z} # @. De la definicién de punto
aislado se obtiene la siguiente observacion.

Observaciéon 1.2.14. Si X es un espacio métrico sin puntos aislados y U C X es abierto
y no vacio en X, entonces U tiene una cantidad infinita de puntos.

A partir de la Observacién 1.2.13 y Observacion 1.2.14] podemos deducir la siguiente
observacion.

Observacion 1.2.15. Si X es un espacio métrico sin puntos aislados, U C X es abierto
y no vacio en X y xq,xs,..., 2, € X, entonces U \ {z1,29,...,2,} es abierto y no vacio
en X.

Definicién 1.2.16. Sean X un espacio métricoy A C X. Decimos que A es denso en X
si cl(4) = X.
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A continuaciéon damos una equivalencia de conjunto denso, la cual es de gran utilidad
para demostrar si un conjunto es denso en un espacio.

Proposiciéon 1.2.17. Sean X un espacio métrico y D C X. Se tiene que D es denso en
X siy solo si para cada U C X abierto y no vacio en X se cumple que U N D # &.

Demostracion. Supongamos primero que D es un conjunto denso en X, esto es, cl(D) = X.
Sea U C X abierto y no vacio en X. Como U es no vacio, existe x € U. Dado que U es
abierto y « € U, existe r > 0 tal que B(x,r) C U. Por otro lado, dado que z € U C X =
cl(D), se obtiene que B(x,r) N D # @. Luego, UN D # &.

Reciprocamente, supongamos que para cada U C X abierto y no vacio en X, se
cumple que U N D # @&. Veamos que D es denso en X, es decir, cl(D) = X. Claramente
se cumple que cl(D) C X. Probemos que X C cl(D). Para esto, sea x € X. Puesto que,
para cada r > 0, B(z,r) es un conjunto abierto y no vacio en X, se tiene por hipdtesis
que B(xz,r) N D # @&, para cada r > 0. Asi, € cl(D). Luego, X C cl(D). De ambas
contenciones obtenemos que cl(D) = X. Por lo tanto, D es denso en X. O]

Ahora mostramos un resultado de conjuntos densos en espacios métricos sin puntos
aislados.

Proposicién 1.2.18. Sean X un espacio métrico sin puntos aislados, D C X un conjunto
denso en X y zy,m9,...,2, € X. Se tiene que el conjunto D \ {1, xs,...,Tx} s un
conjunto denso en X.

Demostracion. Probemos que D\ {1, xs, ..., 2z} es denso en X utilizando la Proposicién
1.2.17. Sea U C X abierto y no vacio en X. Como X no tiene puntos aislados, por la
Observacién 1.2.15 se tiene que U \ {x1, s, ...,z } es abierto y no vacio en X. Dado que

D es denso en X, se deduce que (U \ {x1, 22, ...,z1}) N D # &. Equivalentemente se tiene
que UN(D\{x1,x2,...,x}) # &. Por lo tanto, por la Proposicién 1.2.17 se concluye que
D\ {x1,2z9,...,2;} es denso en X. O

Ahora, recordemos el concepto de convergencia de una sucesiéon en un espacio métri-
co. Sean (X, d) un espacio métrico y (x;)?°, una sucesiéon en X. Decimos que (z;)2, es
convergente en X, si existe o € X tal que para cada ¢ > 0, existe k € IN que satisface
que:

d(x;,x9) < e, paracadai> k.

En este caso decimos que (z;)5°, converge a xy y que g es el limite de (z;)5°,. Una sucesién
(x;)22, se dice que es de Cauchy si para cada € > 0 existe k € IN tal que:

d(z;,z;) <e, para cualesquiera i,;j > k.

Se sabe que toda sucesion convergente es una sucesion de Cauchy y que el reciproco
no siempre es verdadero. Ademads, se dice que un espacio métrico X es completo, si
toda sucesién de Cauchy es una sucesion convergente. El resultado que presentamos a
continuacion, Teorema 1.2.19, es conocido como el Teorema de Baire, cuya demostracién
se puede consultar en [21, Teorema 5.6, pag. 97].
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Teorema 1.2.19. Sean X un espacio métrico completoy {A; C X : k € IN} una coleccion
de subconjuntos abiertos y densos de X. Se cumple que (), Ay es denso en X.

Ahora, introducimos el concepto de distancia de un punto a un conjunto, el cual es
muy ttil en el Capitulo 4. Consideremos (X, d) un espacio métrico. Para cada z € X y
A C X no vacio, definimos y denotamos la distancia del punto x al conjunto A como:

d(x,A) = inf{d(z,a) : a € A}.

En la siguiente proposicion, Proposicion 1.2.20, mostramos algunas propiedades rela-
cionadas con la distancia de un punto a un conjunto.

Proposicién 1.2.20. Sean (X, d) un espacio métrico, x € X y A C X no vacio. Se cumple
lo siguiente:

(1) d(z,A) =0,
(2) d(z,A) < d(x,a), para cualquier a € A,
(3) d(z,A) =0siysélosizecl(A).

La demostracién de los incisos (1) y (2) de la Proposicién 1.2.20 es inmediata, mientras
que la demostracién del inciso (3) se puede consultar en [I5, Teorema 2, pag. 46].

Otro concepto importante en espacios métricos es el de funciéon continua, el cual men-
cionamos a continuacion.

Definicién 1.2.21. Sean (X,d) y (Y,d') espacios métricos y f: X — Y una funcién.
Decimos que f es continua en un punto x € X si para cada € > 0 existe d > 0 tal que,
para cualquier y € X:

d(z,y) < d implica d'(f(z), f(y)) <e.

Se dice que la funcién f es continua en X si es continua en cada punto de X.

La [Proposicion 1.2.22) la cual mostramos en seguida, nos proporciona equivalencias a
la definicion de continuidad de una funcién. Para la demostracion de este resultado puede
consultar |16, Proposicién 3, pag. 68] y [16, Proposicién 9, pag. 76].

Proposiciéon 1.2.22. Sean X y Y espacios métricos y f: X — Y una funcién. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

(1) f es continua.
(2) Para cada U C Y abierto en Y, f~1(U) es abierto en X.
(3) Para cada F' CY cerrado en Y, f~(F) es cerrado en X.

Con ayuda de la Proposicion 1.2.22, se demuestra sin mucha dificultad la siguiente
proposicion.
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Proposicién 1.2.23. Sean X, Y y Z espacios métricos, f: X — Y yg: Y — Z funciones.
Si f es continua en X y g es continua en Y, entonces g o f es continua en X.

A su vez, a partir de la Proposicion [1.2.23 se tiene la siguiente observacion.

Observacién 1.2.24. Si f: X — X es continua en X, entonces f* es continua en X,
para cada k € IN.

Otro concepto que recordamos es el de funciéon uniformemente continua.

Definicién 1.2.25. Sean (X,d) y (Y,d') espacios métricos y f: X — Y una funcién.
Decimos que f es uniformemente continua si para todo ¢ > 0, existe > 0 tal que
para cualesquiera x,y € X, se tiene que:

d(z,y) < d implica d'(f(z), f(y)) <e.

Ahora mostramos un resultado relacionado con la composicién de funciones uniforme-
mente continuas. La prueba de la Proposicién 1.2.26/ la puede consultar en [15, Teorema
1, pag. 182].

Proposicién 1.2.26. Sean X, Y y Z espacios métricos, f: X — Y yg: Y — Z funciones
continuas. Si f y ¢g son uniformemente continuas, entonces go f es uniformemente continua.

Con ayuda de la Proposicion 1.2.26, no es dificil verificar la siguiente observacion.

Observacién 1.2.27. Si f: X — X es uniformemente continua, entonces f* es unifor-
memente continua, para cada k € IN.

Otro concepto que introducimos es el de isometria. Sean (X, d) y (Y, d’) espacios métri-
cos. Una funcién f: X — Y se dice que es una isometria, si d'(f(x), f(y)) = d(z,y),
para cualesquiera x,y € X. A continuacién presentamos ejemplos de isometrias.

Ejemplo 1.2.28. En cualquier espacio métrico (X, d), la funcién idy: X — X es una
isometria.

Ejemplo 1.2.29. Consideremos S* = {* : § € [0,1]}, con la métrica usual de los
nimeros complejos. Dado a € R, definimos la funcién R, : ST — S', por R, (e*™?) =
e?m0+2) para cada €™ € S', o bien, R,(z) = €™z, para cada z € S'. La funcién R,,
se llama rotacién de S'. En la Figura 1.1 se representa graficamente el comportamiento
de la funcién R,.

Ra(z)

N
z

270

\

Figura 1.1: Representacion grafica de R,,.
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Afirmamos que la funcién R, es una isometria. En efecto, sean 21, 2o € S*. Se tiene lo
siguiente:

d(Ra(zl), Ra(22)> = [Ra(22) — Ra(21)|

— |627ri0422 . 627riozzl|

2mia | |22

=le — 21|

= |22 — Zl| = d(Zl,ZQ).
Ahora, presentamos dos observaciones respecto a isometrias, las cuales no son muy
dificiles de verificar.
Observacién 1.2.30. Si f: X — Y es una isometria, entonces f es continua.

Observacién 1.2.31. Si f: X — X es una isometria, entonces f* es una isometria, para
cada k € INU {0}.

Proposicién 1.2.32. Sean (X,d) y (Y, d') espacios métricos, f: X — Y una isometria y
A C X un conjunto acotado. Se cumple que didm(f(A)) = didm(A).

Demostracidn. Observemos que
{d(z,w0):z,we f(A)} ={d(f(z), f(y) : z,y € A} = {d(x,y) - z,y € A}.
Asi,
diam (f(A)) = sup{d'(z,w) : z,w € f(A)} = sup{d(z,y) : x,y € A} = didm(A).
Por lo tanto, didm(f(A4)) = didm(A). O

Terminamos esta seccién con el siguiente resultado, el cual se deduce de la|Observacion
1.2.31 y la Proposiciéon 1.2.32.

Proposicién 1.2.33. Sean (X, d) un espacio métrico, f: X — X una isometria, A C X
un conjunto acotado y k € IN U {0}. Se tiene que didm(f*(A4)) = didm(A).

1.3 Espacios topoldgicos

En esta seccion, presentamos el concepto de espacio topoldgico, el cual es mas general
que el de espacio métrico estudiado en la seccién anterior. También se tratan otros con-
ceptos importantes como el de compacidad, base de un espacio topologico y el de funcién
continua entre espacios topolédgicos. Los resultados presentados en esta seccion son de gran
utilidad en los Capitulos 2 y 4.

Comenzamos esta seccién con los conceptos de topologia sobre un conjunto y el de
espacio topoldgico.
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Definicién 1.3.1. Sea X un conjunto. Decimos que I C % (X)) es una topologia sobre
X si satisface las siguientes propiedades:

(i) 9,X €T;
(i) Si U,V € T, entonces UNV € T;
(79) SiU C T, entonces | JU € T .

Un espacio topoldgico es una pareja (X, T ), donde I es una topologia sobre X. A los
elementos de J les llamamos abiertos.

A continuaciéon, exhibimos un ejemplo en el que se muestra que cualquier conjunto
puede ser dotado al menos de dos topologias.

Ejemplo 1.3.2. Sea X un conjunto. Las familias 7; = {@, X} y 55 = 2 (X)) son topologias
sobre X, las cuales son llamadas topologia indiscreta y topologia discreta, respectivamente.
Si X es dotado con la topologia indiscreta decimos que X es un espacio indiscreto. De
manera similar, si X es considerado con la topologia discreta, a X le llamamos espacio
discreto.

El ejemplo que mostramos en seguida, afirma que cualquier espacio métrico se puede
considerar como un espacio topoldgico.

Ejemplo 1.3.3. Sea (X, d) un espacio métrico. La familia

Js={U C X : U es una unién de bolas abiertas en X'}

es una topologia sobre X. De ahora en adelante, vamos a considerar a todo espacio métrico
como un espacio topolégico, con la topologia J;.

Otro concepto importante que debemos recordar es el de subespacio de un espacio
topolégico. Dados (X, T) un espacio topoldgico y A un subconjunto de X. La coleccién
TJa={ANU :U € T} es una topologia sobre A. El espacio topoldgico (A, T4) es llamado
subespacio de (X,T).

A continuacién mostramos un ejemplo de subsepacio.

Ejemplo 1.3.4. Sea (X, J7) un espacio topoldgico indiscreto, como en el Ejemplo 1.3.2,
y sea A C X. El subespacio (A,74) de (X,J;) es nuevamente un espacio indiscreto. De
forma similar, todo subespacio de un espacio discreto, es también un espacio discreto.

A continuacién, mostramos la definicién de otro concepto importante en los espacios
topologicos, que es el de base para una topologia.

Definicién 1.3.5. Sea (X, J) un espacio topolégico. Decimos que 8 C T es una base
para J si cada elemento de I es la unién de elementos de %8.

Ahora mostramos un par de ejemplos sobre bases, con el fin de ilustrar este concepto.
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Ejemplo 1.3.6. Sea X un conjunto y consideremos J; y 75 las topologias indiscreta y
discreta, respectivamente. Las familias 8, = {X} y %, = {{z} : # € X} son bases para
Iy Ts, respectivamente.

Ejemplo 1.3.7. Sea (X, d) un espacio métrico. La coleccién de todas las bolas abiertas
en X, By ={B(z,r):x € X yr >0}, es una base para .

A continuacién, en la Proposicion 1.3.8 mostramos una equivalencia de base para una
topologia. La demostracién de este resultado la puede consultar en [4, Teorema 2.2, pég.
64].

Proposiciéon 1.3.8. Sean (X,J) un espacio topolégico y 8 C % (X). Las siguientes
proposiciones son equivalentes:

(1) % es una base para J .
(2) Paracada U € T y cada z € U existe B € % tal que x € BC U.

En seguida, en el Teorema 1.3.9, se expone un método para mostrar la igualdad de
dos topologias sobre un conjunto X. Para la prueba de este resultado puede consultar [4]
Teorema 3.4, pag. 68] .

Teorema 1.3.9. Sean X un conjunto, 5 y I’ topologias sobre X y % y %’ bases para
T y J', respectivamente. Se tiene que I = T’ si y sélo si B y B’ satisfacen las siguientes
condiciones:

(1) Para cada B € B y cada = € B, existe B’ € B’ tal que x € B’ C B.
(2) Para cada B’ € B’ y cada x € B', existe B € % tal que x € B C B'.

El Teorema 1.3.10 nos proporciona un método para construir topologias sobre un con-
junto X, a partir familias de subconjuntos de X. La demostracién la puede consultar en
[4, Teorema 3.1, pag. 65]. Este resultado es indispensable para la Definicién 4.1.3.

Teorema 1.3.10. Sean X un conjunto y S C % (X). Existe una unica topologia, 7 (5),
que es la mds pequena tal que S C 7 (5). La familia 7 (S) puede ser descrita como sigue:
Consiste de @, X, todas las intersecciones finitas de elementos de S y todas las uniones
arbitrarias de estas intersecciones finitas. La colecciéon S es llamada una subbase para

T (S). Se dice que T (S) es generada por S.

Enseguida, presentamos otro resultado, que nos proporciona un método més para cons-
truir topologias a partir de familias especiales de subconjuntos de un conjunto X. La prue-
ba del resultado que presentamos a continuacién, Teorema 1.3.11) la puede consultar en
[4, Teorema 3.2, pag. 67].

Teorema 1.3.11. Sean X un conjunto y %8 C 2 (X) que satisface lo siguiente: para
cualesquiera By, By € 9B y para cada x € B1N By, existe By € 9B tal que x € B3 C B1N Bs.
Se cumple que la familia 7 (%) que consiste de @, X, y todas las uniones de elementos de
9%, es una topologia para X. Mds aun B U {@} U {X} es una base para (%), la cual es
la topologia més pequena que contiene a 9.
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Corolario 1.3.12. Sean X un conjunto y 8 C %2 (X) que satisface lo siguiente: para
cualesquiera By, By € % tales que By N By # O, se tiene que By N By € 9. Se cumple
que la familia T (%) descrita en el Teorema 1.3.11 es una topologia sobre X. Ademds,
B U{2}U{X} es una base para T (%).

Con ayuda del Corolario 1.3.12 podemos dar més ejemplos de topologias. En el siguiente
ejemplo, el cual se verifica facilmente utilizando el Corolario 1.3.12 y el inciso (2) de la
Proposiciéon 1.1.11, mostramos una topologia la cual sera muy utilizada en los Capitulos
2y4.

Ejemplo 1.3.13. Sean X7, X, ..., X} espacios topoldgicos. La familia
B = {U1 X Uy X -+ x Uy : U; es abierto y no vacio en X;, para todo i € {1,2,... ,k}}

genera una topologia sobre X; x X5 x - -+ x X}, la cual es llamada topologia producto.
Ademas % es una base para la topologia producto.

La proposicién que mostramos en seguida, Proposicion 1.3.14, nos indica que la topo-
logia inducida por la métrica producto y la topologia producto coinciden.

Proposicién 1.3.14. Sean k € N. Para cada i € {1,2,...,k}, sea (X;,d;) un espacio
métrico. Consideremos d la métrica producto y 7 la topologia producto sobre Hle X;. Se
cumple que J; = 7, donde J; es la topologia inducida por la métrica d.

Demostracion. Pongamos X = Hle X;. Para la prueba utilizamos el Teorema 1.3.9. Para
esto, hay que recordar que de los Ejemplos |1.3.7 y [1.3.13 tenemos que

Bg={B(x,r):xz € Xyr>0}

Yy
B = {U1 X Uy X -+ x Uy : U; es abierto y no vacio en X;, para todo i € {1,2,... ,k}}

son bases para J; y T, respectivamente. Veamos que se satisfacen los inciso (1) y (2) del
Teorema 1.3.9. Primero probemos que se cumple (1). Sea B € %,. Luego, existe r > 0 y
para cada i € {1,2,...,k}, existe x; € X, tal que B = B(x,r), donde x = (21, x, . .., Tg).
Observemos que B’ = B(x1,7) X B(xg,r) X -+ x B(xy, 1) € 9. Verifiquemos que se cumple
que x € B’ C B. Claramente, x € B". Siy = (y1,¥2,...,yx) € B, entonces y; € B(x;,r),
para cada i € {1,2,...,k}. Luego, d(z;,y;) < r, para cada i € {1,2,...,k}. Asi

d(r,y) = méx{di(x1,y1,), d2(2,y2), - - -, d(Th, yp) } < 7.

Esto implica que y € B(x,r) = B. Con esto probamos que B’ C B. Asi, x € B’ C B.
Ahora, veamos que se satisface (2). Sea B' € B y x = (21, ,...,x;) € B'. Dado que
B' € B, paracadai € {1,2,...,k}, existe U; abierto en X; tal que B’ = Uy x Uy X - - - X Uy,
Luego, para cada i € {1,2,...,k}, existe r; > 0 tal que B(xz;,7;) C U;. Hagamos r =
min{1,2,... ,k}. Sea B = B(x,r). Probemos que x € B C B’. Claramente x € B. Veamos
que B C B'. Seay = (y1,¥2,---,Yr) € B. Luego, para cada i € {1,2,...,k} se tiene que

di(wi,y;) < min{dy (@1, 91), do(22,Y2), - - di(Tp, i) } = d(z,y) < v <1y
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Asi, y; € B(x;,r;) C Uy, paracadai € {1,2,...,k}. Dedonde, y € Uy x Uy x -+ - x Uy = B'.
Con esto probamos que B C B’. Por lo tanto, x € B C B'.

Con todo lo anterior hemos demostrado que se satisfacen los incisos (1) y (2) del
Teorema 1.3.9. Por lo tanto, 7, = 7. O

Ahora, presentamos las definiciones de cubierta, cubierta abierta y subcubierta de una
cubierta. Todo esto con el fin de introducir el concepto de compacidad.

Definicién 1.3.15. Sea X un espacio topolégico. Una cubierta de X es una coleccién
€ C P(X) tal que X = [J€6. Una cubierta abierta de X es una cubierta cuyos
elementos son subconjuntos abiertos de X. Si 6 es una cubierta de X y €' C 2 (X),
decimos que 6’ es subcubierta de 6, si 6’ C 6 y 6’ también es una cubierta de X.

En seguida, introducimos el concepto de compacidad, el cual es indispensable en el
Capitulo 3.

Definicién 1.3.16. Sea X un espacio topologico. Decimos que X es compacto, si toda
cubierta abierta de X tiene una subcubierta finita. Decimos que A C X es compacto si es
compacto como subespacio de X.

A continuacién mostramos algunos ejemplos de espacios topolégicos compactos y sub-
conjuntos compactos.

Ejemplo 1.3.17. Cualquier conjunto considerado con la topologia indiscreta es compacto.
Maés atn, todo subconjunto de un espacio indiscreto es compacto.

Ejemplo 1.3.18. Sea X un espacio topoldgico. Todos los subconjuntos finitos de X son
subconjuntos compactos. Ademads, si X es dotado con la topologia discreta, entonces los
conjuntos finitos son los tinicos subconjuntos compactos de X.

Ahora, presentamos algunos resultados sobre espacios métricos compactos. La prueba
de la Proposicion 1.3.19 la puede consultar en [16, Proposicién 1, pag. 211].

Proposiciéon 1.3.19. Sean X un espacio métrico y A C X. Si A es compacto, entonces
A es cerrado. Ademas, si X es compacto y A es cerrado, entonces A es compacto.

De la Proposicion 1.3.19 se tiene de manera inmediata la siguiente observacion.

Observacion 1.3.20. Sean X un espacio métrico compacto y A C X. Se tiene que A es
compacto si y solo si A es cerrado en X.

El siguiente resultado, Proposicion 1.3.21, nos muestra condiciones necesarias y sufi-
cientes para que un espacio métrico posea una base numerable. La demostracién de este
resultado la puede consultar en [16, Proposicién 1, pag. 274]

Proposicion 1.3.21. Sea X un espacio métrico. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(1) X contiene un conjunto denso y numerable,
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(2) X posee una base numerable,
(3) Toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta finita o numerable.
De la |Proposicion 1.3.21 y de la Definicion 1.3.16 se deduce el siguiente resultado.

Proposicion 1.3.22. Sea X un espacio métrico. Si X es compacto, entonces X posee una
base numerable.

A continuacién mostramos un resultado que relaciona el concepto de espacio métrico
compacto y espacio métrico completo. La prueba del Teorema 1.3.23| la puede consultar
[15, Teorema 1, pag. 117]

Teorema 1.3.23. Sea X un espacio métrico. Si X es compacto, entonces X es completo.
Ahora introducimos el concepto de funcién continua en espacios topoldgicos.

Definicién 1.3.24. Sean X y Y espacios topoldgicos y f: X — Y una funcién. Decimos
que f es continua si para cada U C Y abierto en Y, f~1(U) es abierto en X.

Recordemos algunas propiedades sobre funciones continuas. La prueba de la Proposi-
ci6n 1.3.25 puede consultar en [4, Teorema 8.3, pag. 79].

Proposicion 1.3.25. Sean X y Y espacios topoldgicos, 98 una base para la topologia de
Yy f: X — Y. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) f es continua.
(2) Para cada F CY cerrado en Y, f~!(F) es cerrado en X.
(3) Para cada B € %, f~!(B) es abierto en X.

Finalizamos esta seccion y el capitulo mostrando un resultado sobre funciones continuas
en espacios métricos, cuyo dominio es compacto. La prueba la puede consultar en [15
Teorema 4, pag. 185].

Teorema 1.3.26. Sean X y Y espacios métricos y f: X — Y una funcién. Si X es
compacto y f es continua, entonces f es uniformemente continua.
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CAPITULO 2

Nociones basicas de sistemas dinamicos dis-
cretos

En este capitulo se abordan los sistemas dindmicos y se estudian las funciones del tipo
mezclante y las relaciones que existen entre estos tipos de funciones. Este capitulo esta
compuesto por dos secciones, en la primera seccion mostramos la definicién de sistema
dindmico y algunos ejemplos. En la segunda seccion, presentamos los diferentes tipos de
funciones mezclantes, asi como algunas funciones del tipo transitiva, y se verifican las
relaciones que existen entre estos tipos de funciones.

2.1 Conceptos basicos

En esta seccion estudiamos el concepto de sistema dinamicos y se analizan algunos
ejemplos. En palabras, un sistema dinamico es un fenémeno que evoluciona a través del
tiempo mediante una ley. Para poder estudiar los sistemas dinamicos, debemos presentar
la definicién matematica de un sistema dindmico. Para la siguiente definicién es necesario
notar que un semigrupo topoldgico es un semigrupo!/ dotado con una topologia de tal
manera que la operacién del semigrupo sea continua.

Definicién 2.1.1. Sean X un espacio topoldgico, (S,*) un semigrupo topolégico con
elemento neutro e y ¢: S x X — X una funcién continua. Decimos que la terna (X, S, )
es un ststema dindmico si satisface lo siguiente:

(i) ¢(e,z) =z, para cada z € X,
(i) @(a,o(b,x)) = p(ax*b,z), para cualesquiera a,b € Sy cualquier z € X.

SiS=7o0S=NU{0} considerado con la suma usual, entonces decimos que el sistema
dindmico es un sistema dindmico discreto. Por otro lado, si S =R o S = R" U {0},
con la suma usual, entonces decimos que el sistema dindmico es un sistema dindmico
continuo.

1'Un semigrupo es una pareja (S, *), donde S es un conjunto y * una operacién binaria que es asociativa.

23
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Estamos enfocados en estudiar sistemas dindmicos de la forma (X,IN U {0}, ¢). Asi,
que a continuacién hacemos un analisis de los sistemas de esta forma. Para esto, debemos
recordar el concepto de iteracion de una funcion f, que se define de la siguiente forma:
fO=idx vy f¥ = fo f*! paracada k € IN.

Consideramos el sistema dindmico discreto (X, INU{0}, ¢), donde ¢: NU{0} x X — X.
Podemos definir la funcién continua f: X — X, dada por f(x) = ¢(1,z), para cadax € X.
Veamos que la funcién ¢ se puede determinar a partir de las iteraciones de la funcién f.
Notemos que, para cada x € X y k € N, si usamos la condicién (7) de la Definicién 2.1.1
se tiene que:

©(0,2) =2z = f°x), paracadaz¢c X.

Por otra parte, por la condicién (ii) de la Definicién 2.1.1 se tiene que:

QD(]{Z,:L‘) = @(1 + (k - 1)7I) = @(17Q0(k - 1,:[')).

Asi, por la forma en la que se define la funcién f se obtiene que:

@(kw%') = f(@o(k - 17$))' (2'1)
Utilizando (2.1) obtenemos que:
90(1795) = f(@(ovx)) = f(:L’),
p(2,7) = flp(1,2)) = f(f(z)) = f*(2),
p(3,2) = f(9(2,2)) = f(f*(z)) = [*(2),

De manera general, se tiene que p(k,2) = f*(x), para cada v € X y cada k € N U
{0}, donde f* es la k-ésima iteracién de la funcién f, definida en el Capitulo 1. En
efecto, probemos esto utilizando induccién matematica sobre k. Para el caso k = 0, por la
condicién (i), se tiene que:

©0(0,2) =2z = f%x), paracadaz € X.
Ahora supongamos que la igualdad se cumple para k, es decir,
o(k,z) = f*(z), para cada z € X.

Probemos que se cumple para k + 1. Por (2.1) tenemos que p(k + 1,z) = f(p(k,x)).
Utilizando la hipdtesis de induccién obtenemos que:

p(k+1,2) = fo(k,x)) = f(f*(2)) = [ (2).

De todo lo anterior, hemos demostrado que ¢(k,z) = f*(x), para cada * € X y cada
k € NU{0}. Por lo tanto, todo sistema dindmico discreto de la forma (X, INU{0}, ¢) esta
bien determinado por el espacio topoldgico X y una funcién continua f: X — X. De ahora
en adelante denotamos por (X, f) a cualquier sistema dindmico discreto y consideramos a
X como un espacio métrico. Dado que trabajamos s6lo con sistemas dindmicos discretos,
nos referimos a estos simplemente como sistemas dindmicos.

Uno de los conceptos importantes en el estudio de los sistemas dinamicos es el de érbita
de un punto, el cual definimos a continuacién.
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Definicién 2.1.2. Sean (X, f) un sistema dindmico y « € X. Definimos y denotamos la
orbita de x bajo f como:

O(z, f) = {f*(x) : k e NU{0}}.

Cuando se analiza un sistema dindmico (X, f), lo que interesa estudiar es el desarrollo
de las orbitas de todos los elementos del espacio X bajo la funcién f. La 6rbita de un
punto es posible que sea un conjunto infinito, pero también puede suceder que sea finito.

Definicién 2.1.3. Sean (X, f) un sistema dindmico y x € X. Decimos que:
(1) x es un punto fijo de f si f(x) = x.

(2) x es un punto periddico de f si existe k € IN tal que f*(z) = x. Al niimero natural
k més pequefio que cumple que f¥(x) = z le llamamos periodo de z.

Observemos que la érbita de un punto periédico cuyo periodo es k es de la siguiente
forma:

O(z, f) = {z, f(x), f(x),.... [ (@)}

Por otra parte la 6rbita de un punto fijo es de la forma:

Oz, f) = {«}.

Al conjunto de puntos periédicos y puntos fijos del sistema (X, f) lo denotamos por Per(f)
y Fix(f), respectivamente. Se puede observar de la definicién de punto periédico, que los
puntos fijos son puntos periédicos de periodo uno. Luego, Fix(f) C Per(f).

En la Figura 2.1 se representa graficamente el comportamiento de un punto fijo y un
punto periddico.

T \—/.I:—{ '.

()
(a) Punto fijo (b) Punto periddico de periodo k

Figura 2.1: Representacion grafica de un punto fijo y un punto periédico.

A continuacion, damos ejemplos de sistemas dinamicos y analizamos sus puntos fijos
y puntos periddicos.
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Ejemplo 2.1.4. Consideremos X = R, a € Ry f : R — R la funcién dada por f(z) = az,
para cada x € X. Notemos que para cada x € X tenemos:

(@) = idg(x) = v = ',
[M@) = f(x) = az = a's,
(@) = F(f(@)) = flax) = a*,
Pla) = f(f2(@)) = f(a?) = dr,

En general, se tiene que f*(z) = a*z, para cada k € IN. Observemos que, 0 es un punto

fijo de f. Por otro lado, consideremos los siguientes casos:

Caso 1. Si a = —1. Para cada x € R \ {0}, se tiene que z es un punto periédico de
periodo 2. En este caso Fix(f) = {0} y Per(f) = R.

Caso 2. Si a = 1. Todos los puntos de R son puntos fijos de f. Para este caso
Fix(f) = R y Per(f) = R.

Caso 3. Si |a] # 1. Se tiene que 0 es el unico punto periddico de f. Luego, Fix(f) =
{0} y Per(f) = {0}.

Ejemplo 2.1.5. Sean R el conjunto de los ntimeros reales, m > 2y x1,22,...,2, € R
tales que x1 < xg < + -+ < xp,. Consideremos X = {x1,zy,...,x,,} con la métrica discreta
y la funcién f: X — X definida como:

Tiv1, st 1 <i1<m—1;
f(xi) = { ..
xy, sl o1=m.
En la Figura 2.2, se representa graficamente el comportamiento del sistema dinamico

(X, ).

) T2 T3 Tm

>

Figura 2.2: Descripcién grafica de f.

Por la construccién de la funcion, se tiene que f no poseé puntos fijos. Asi, Fix(f) = @.
Ademas, todos los puntos de X son puntos periédicos de periodo m. Luego Per(f) = X.
Adicionalmente, se tiene que O(zx, f) = X, para cada = € X.

Finalizamos esta seccion mostrando un ejemplo mas de sistema dinamico.

Ejemplo 2.1.6. Consideremos S! y la funcién rotacion R,: S* — ST, por R,(z) = e*™z,
para cada z € S? definida en el Ejemplo 1.2.29.
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Figura 2.3: Representacion grafica de R,,.

Encontremos los puntos fijos y periddicos de la funciéon R,,. Para esto, hay que encontrar
los elementos z € S! tales que R%(2) = z, para algtin k € IN. Tomemos z € S! arbitrario.
Observemos que R¥(z2) = e*™ ;. La igualdad RE(z) = z se cumple si y sélo si ez = 2
equivalentemente, e2*™ = 1. Esta ultima igualdad se satisface si y sélo si 2kra = 2m,
para algin m € Z. Esto ltimo es equivalente a ka € Z.. Con esto queda demostrado que

RF(2) = z siy sblo si ka € Z. A partir de esto, se tienen los siguientes casos:

Caso 1. Si @ € R\ Q. La funcién R, no tiene puntos fijos ni puntos periédicos, ya
que ka € R\ Q, para cada k € IN. Luego, Fix(R,) = @ y Per(R,) = .

Caso 2. Si a € Q. Para cada z € S*, se tiene que z es un punto periédico con periodo
k =min{s € N : sae € Z}. Mas atin, si o = ¢, donde a y b son primos relativos (es
decir con maximo comun divisor igual a 1), entonces el periodo de z es b, para cada
z € S'. Luego, Per(R,) = S'. Ademis, si a € Z, se cumple que Fix(R,) = S*. Por
otro lado, si a € Q \ Z, se tiene que Fix(R,) = &.

2.2 Funciones del tipo mezclante

En esta seccion se presentan los distintos tipos de funciones mezclante y las del tipo
transitiva. Se analizan las relaciones que existen entre ellas y se muestran varias propieda-
des que cumplen. También se exhiben algunos ejemplos de estos tipos de funciones. Tanto
en esta seccién como en el Capitulo 4 se utiliza el concepto de producto cartesiano de
espacios métricos, el cual es considerado con la métrica producto y utilizamos el hecho de
que la topologia inducida por esta métrica coincide con la topologia producto, ademas que
la familia descrita en el Ejemplo 1.3.13 es una base para esta topologia.

Como hemos mencionado anteriormente, los sistemas dinamicos discretos que estudia-
mos en esta tesis estan completamente determinados por un espacio métrico X y una
funcion continua f: X — X. Nosotros estamos interesados en sistemas dinamicos parti-
culares, los cuales se obtienen, poniendo ciertas condiciones a la funcién f. Para esto se
definen las siguientes funciones.

Definicién 2.2.1. Sean X un espacio métricoy f: X — X una funcién continua, decimos
que:
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1. f es transitiva si para cualesquiera dos abiertos no vacios U y V de X, existe
ke NU{0} tal que fF(U)NV # @.

2. f es débilmente mezclante si la funcién f x f: X x X — X x X es transitiva.

3. f es suavemente mezclante si para cualquier espacio métrico Y y cualquier fun-
cién transitiva g 1 Y — Y, se cumple que la funciéon f x g : X XY — X x Y es
transitiva.

4. f es fuertemente mezclante?’ si para cualesquiera dos abiertos no vacios U y V
de X, existe n € IN tal que f*(U) NV # @, para cada k > n.

5. f es totalmente transitiva si f* es transitiva para cualquier k € IN.

Cabe mencionar que en algunos textos, en la definicién de funcién transitiva se exige
que el nimero k£ sea un numero natural. Sin embargo, mas adelante, en la Proposicion
2.2.15 mostramos que esto es equivalente.

Como una consecuencia inmediata de las definiciones dadas en la Definicién 2.2.1 te-
nemos la siguiente observacion.

Observacién 2.2.2. Toda funcion totalmente transitiva es transitiva.
A continuacién damos ejemplos de las funciones dadas en la [Definicion 2.2.1.

Ejemplo 2.2.3. La funcién del Ejemplo 2.1.5 es transitiva. En efecto, sean U,V C X
abiertos en X y no vacios. Sea z € X tal que = € U. Se tiene que O(z, f) = X. Luego,
O(x, f) NV # @. Esto implica que existe k € IN U {0} tal que f*(z) € V. Asi, f¥(z) €
fE¥(U)NV. En consecuencia, f¥*(U)NV # @. Por lo tanto, f es transitiva.

Ejemplo 2.2.4. Sea X un espacio métrico con al menos dos puntos. La funcién identidad,
1dx: X — X, no es transitiva. En efecto, dado que X tiene al menos dos puntos, existen
xr1,x9 € X tales que x; # x9. Por la Proposicién 1.2.10, existen conjuntos U,V C X,
abiertos no vacios tales que:

rnel, zeV, UNV=0.
Luego, para cada k € INU {0} se tiene que:
(idx)"(U)NV =UNV = 2.
Por lo tanto, idx no es transitiva.

Ejemplo 2.2.5. La funciéon del Ejemplo 2.1.5 no es totalmente transitiva. En efecto, dado
que todos los puntos de X son puntos periddicos de periodo m, se tiene que f™ = idx.
Luego, por el Ejemplo 2.2.4, tenemos que f™ no es transitiva. Por lo tanto, f no es
totalmente transitiva.

De los Ejemplos 2.1.5 y 2.2.5, se obtiene la siguiente observacion.

2En algunos textos es conocida como mezclante.
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Observaciéon 2.2.6. Existe una funcién transitiva que no es totalmente transitiva.

Ahora, mostramos un ejemplo de una funcion fuertemente mezclante, la cual es cono-
cida cono la funcién tienda. En [5], [8] y [19] se puede encontrar un estudio detallado sobre
esta funcién y propiedades que satisface.

Ejemplo 2.2.7. Sea T': [0,1] — [0, 1], definida por

2x, si nggé;
T(z) = .
2—-2x, st g<z<l

La funcién T es conocida como funcién tienda. En [8, Corolario 4.2.21, pag. 63| se
muestra que la funcién tienda es fuertemente mezclante.

A continuacién mostramos un resultado que servird para determinar si una funcion es
transitiva.

Proposicién 2.2.8. Sean X un espacio métrico y f: X — X una funcién continua. Se

tiene que, f es transitiva si y sélo si para cualquier V' C X abierto y no vacio en X, el
conjunto o=, f%(V') es denso en X.

Demostracion. Supongamos primero que f es transitiva. Sea V' C X abierto no vacio.
Probemos que Ji—, f7"(V) es denso en X utilizando la Proposicién 1.2.17. Sea U C X
abierto y no vacfo en X. Como f es transitiva, existe kg € NU{0} tal que f*(U)NV # @.
Por el Lema 1.1.14 se tiene que U N f~%(V) # @. Luego, U N [Ure, f ¥ (V)] # 2. Asi
por la Proposicién 1.2.17, obtenemos que | J;-, f7*(V) es denso en X.

Reciprocamente, supongamos que para cada V' C X abierto y no vacio en X, el con-
junto ;= f7*(V) es denso en X. Probemos que f es transitiva. Para esto, sean U,V C X
abiertos y no vacios en X. Por hipétesis, el conjunto | J,-, f “*(V) es denso en X. Asf, por la
Proposicién 1.2.17, obtenemos que U N [Upe, f7*(V)] # @. Luego, existe ko € NU{0} tal
que UNf~% (V) # @. En consecuencia, por el Lema 1.1.14, obtenemos que f*(U)NV # &.
Por lo tanto, f es transitiva. O

Ahora, en la Proposicion 2.2.9 y la Proposicién 2.2.10 mostramos una relacion entre la
existencia de orbitas densas en X y la transitividad de la funcién f.

Proposiciéon 2.2.9. Sean X un espacio métrico sin puntos aislados y f: X — X una
funcién continua. Si existe z € X tal que O(z, f) es un conjunto denso en X, entonces f
es transitiva.

Demostracion. Supongamos que existe © € X tal que O(z, f) es un conjunto denso en
X y probemos que f es transitiva. Para esto, sean U,V C X abiertos y no vacios en
X. Como O(z, f) es un conjunto denso en X y U es abierto y no vacio en X, por la
Proposiciéon 1.2.17, se tiene que U N O(x, ) # &. Luego, existe k; € IN U {0} tal que
f¥1(z) € U. Dado que X no tiene puntos aislados, por la Proposicién 1.2.18, se tiene que
O(x, f)\{z, f(),..., fF(x)} es denso en X. Ademds, dado que V es abierto y no vacio en
X, por la Proposicién 1.2.17, VN[O(z, f)\{z, f(z), ..., f*(2)}] # 2. Luego, existe ky € IN
tal que f*2(x) € V. Observe que ky < ko, Asi, f*2(z) = ff~%(f* (x)). Hemos obtenido
que, fF1(z) € Uy fr2=ki(fF(z)) € V. De aqui concluimos que, f*~%(U)NV # @. Por
lo tanto, f es transitiva. O]
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Para el siguiente resultado debemos mencionar que un subconjunto A de un espacio
métrico X es Gy si A es una interseccién numerable de subconjuntos abiertos de X.

Proposicion 2.2.10. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcién
continua. Si f es transitiva, entonces el conjunto:

D(f)={z € X : O(x, f) es un subconjunto denso en X}

es un subconjunto denso en X y Gs.

Demostracion. Supongamos que f es transitiva. Como X es compacto, por la|Proposicion
1.3.22, existe {B,, : n € IN} una base numerable para X. Para cada n € IN, consideremos
U, = Uiy f7"(By). Observe que U, es abierto y no vacio en X. Como f es transitiva,
por la Proposicién 2.2.8 se tiene que U, es denso en X. Hagamos A = (' _, U,. Observe
que A es un conjunto Gs. Ademds, como X es compacto, por el Teorema 1.3.23, se tiene
que X es completo. Asi, por el Teorema de Baire (Teorema 1.2.19), obtenemos que A es
denso en X.

Veamos ahora que A = D(f). Primero verifiquemos que A C D(f). Sea z € A. Veamos
que x € D(f), esto es, O(z, f) es densa en X. Utilizamos la Proposicién 1.2.17. Sea U C X
abierto y no vacio en X. Dado que {B,, : n € IN} es una base para X, existe m € N tal
que B,, C U. Por otro lado, como = € A, se tiene que =z € U,, para cada n € IN, en
particular, z € U,,. Luego, z € J,—, f"(By). De donde, existe k, € N U {0} de modo
que f*o(x) € B,, C U. Asi, UNO(xz, f) # @. Por la Proposicién 1.2.17, obtenemos que
O(x, f) es densa en X, es decir, z € D(f). Con esto probamos que A C D(f).

Probemos ahora que D(f) € A. Sea z € D(f). Luego, O(z, f) es densa en X. Sea
n € IN. Dado que O(z, f) es densa en X y B, es abierto y no vacio, por la Proposicion
1.2.17 obtenemos que B, N O(x, f) # &. En consecuencia, existe k, € INU {0} tal que
fFn(z) € B,. Asi, z € f~*(B,). Con esto probamos que = € |J;—, f~¥(B,) = U,, para
cada n € IN. Luego, z € () —, U, = A. Hemos demostrado que D(f) C A. Por ambas
contenciones obtenemos que D(f) = A. Por lo tanto, D(f) es denso y Gs. O

A partir de la Proposicién 2.2.9 y la Proposicion 2.2.10, obtenemos el siguiente coro-
lario.

Corolario 2.2.11. Si X es un espacio métrico compacto sin puntos aisladosy f: X — X
es una funcién continua, entonces f es transitiva si y sélo si existe = € X tal que O(z, f)
es densa en X.

El Corolario 2.2.11| nos ayuda a determinar si una funcién es transitiva o no, como lo
muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.12. Consideremos S! y la funcién rotacién R, : S — S, dada por R,(z) =

e?™y para cada z € S, definida en el Ejemplo 1.2.29. Consideremos los siguientes casos:
Caso 1: a € Q. En este caso R, no es transitiva. En efecto, por el Ejemplo 2.1.6, se
tiene que Per(R,) = S*. Luego, no existe z € S! tal que O(z, R,) es densa en S'.
Asi, por el Corolario 2.2.11 obtenemos que R, no es transitiva.
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Caso 2: « € R\ Q. En este caso R, es transitiva. En efecto, en [19, Proposicién
1.6.14, pag. 48] se muestra que O(z, R,) es densa en X, para cada z € S'. Asi, por
el Corolario 2.2.11 obtenemos que R, es transitiva.

A partir del Ejemplo 2.2.12 se obtiene el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.13. Consideremos o € R\ Q y la funcién rotaciéon R,: S' — S1. Se tiene
que R, es totalmente transitiva. En efecto, observemos lo siguiente:

Ri(z) = R,(R,(2)) = eQmO‘Ra(z) = 2mi2a) , — Ron(2)
RL(2) = Ba(R2(2)) = R () = 00z = Ry, (2

En general, se cumple que Rf = Ry,, para cada k € N. Dado que ka € R\ Q, para cada
k € N, por el Ejemplo 2.2.12 se tiene que Ry, es transitiva, para cada k € IN. Luego, R®
es transitiva, para cada k € IN. Por lo tanto R, es totalmente transitiva.

El lema que mostramos a continuacion, Lema 2.2.14, nos muestra otra propiedad que
cumplen las funciones transitivas. Este lema es indispensable en la prueba de |Corolario
2.2.17 y del Teorema 2.2.25.

Lema 2.2.14. Sean X un espacio métricoy f: X — X una funcién transitiva. Para cada
U C X abierto en X no vacio y cada k € NU {0}, f~*(U) es abierto y no vacio.

Demostracion. Sea U C X abierto y no vacio en X. Notemos que para k = 0, se tiene
que f~O(U) = (fO)"1(U) = idy' (U) = U. Asi, f~°(U) es abierto y no vacfo. Resta probar
el resultado para k € IN. Para esto utilizamos induccién matematica sobre k. Para k = 1,
observemos que si U = X, se tiene que f~'(U) = f71(X) = X # @. Para el resto de
la prueba supongamos que U # X. Luego, existe y € X tal que y ¢ U. Dado que U es
no vacio, existe x € U. Como = # y, por la Proposicién 1.2.10, existen dos subconjuntos
abiertos no vacios V, W de X tales que:

xeV, yeW y VnW=ga.

Dado que U es un conjunto abierto y x € U, tenemos que U NV es abiertoy x € UN V.
En consecuencia, U NV es un conjunto abierto no vacio. Ademas, como W NV = &, se
obtiene que:

wnUnV)=g. (2.2)

Por otro lado, como f es transitiva y se tiene que UNV y W son abiertos no vacios, existe
m € NU{0} tal que f"(W)N(UNV') # @. Asi, por (2.2), se obtiene que m # 0. Usando el
Lema 1.1.14 se sigue que WN f~™(UNV) # &. En consecuencia, f~™(UNV) # &. Como
f™UNnvV)C f~™U), se deduce que f~™(U) # @. Por otro lado, dado que m € NN, se
tiene que m — 1 € NU {0}, lo cual implica que f™! es una funcién. Ademas:

fr () = fMU) # 2.
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Aplicando el inciso (1) de la/Observacién 1.1.2 a la funcién ™!y al conjunto f~(U),
se tiene que f~1(U) # @. Dado que f es continua se concluye que f~1(U) es abierto y no
vacio.

Supongamos ahora que el resultado es verdadero para k, es decir, f~%(U) es abierto y
no vacio. Probemos que el resultado es verdadero para k+ 1. Para esto, por el inciso (2) de
la Proposicion 1.1.13 tenemos que f~*+)(U) = f~1(f~*(U)). Por hipétesis de induccién,
se tiene que f~*(U) es abierto y no vacio. Por el caso base y dado que f es una funcién
continua, se tiene que f~1(f~*(U)) es abierto y no vacio. O

Con ayuda del Lema 2.2.14, podemos dar una equivalencia de funcién transitiva, la
cual mostramos a continuacion.

Proposicién 2.2.15. Sean X un espacio métrico y f: X — X una funcién continua. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

(1) f es transitiva,

(2) para cualesquiera dos subconjuntos abiertos no vacios U y V de X, existe k € IN tal
que fFU)NV # @.

Demostracion. Veamos primero que (1) implica (2). Supongamos que f es transitiva. Por
el Lema 2.2.14, se tiene que el conjunto f~(V) es abierto y no vacio en X. Nuevamente,
dado que f es transitiva, para los conjuntos U y f~*(V) existe k € IN U {0} tal que
fHU)N f7(V) # @. Luego, por el Lema 1.1.14, se tiene que f(f*(U)) NV # @. Asi,
fFU)NV # @. Ademéds, k + 1 € N. Por lo tanto, se cumple (2).

La demostracién de (2) implica (1), se tiene directamente de la definicién de funcién
transitiva. [l

El [Teorema 2.2.25 y los Corolarios 2.2.20, 2.2.17, 2.2.22, los cuales mostramos en se-
guida, nos muestran las relaciones que hay entre los conceptos dados en la Definicion
2.2.1

Lema 2.2.16. Sean Y y Y espacios métricos, f: X — Xy g: Y — Y funciones continuas.
Si f es fuertemente mezclante y g es transitiva, entonces f X g es transitiva.

Demostracion. Supongamos que f es fuertemente mezclante y que g es transitiva. Probe-
mos que la funcién f x g: X XY — X X Y es transitiva. Sean U y V conjuntos abiertos
y no vacios de X x Y, veamos que existe k € N tal que (f x ¢)*(U) NV # &. Notemos
que, existen conjuntos abiertos no vacios Uy, V; C X y Uy, Vo C Y tales que Uy x Uy C U
y Vi x Vo C V. Por otro lado, dado que f es fuertemente mezclante, existe n € IN tal que:

f™U) Ny # @, para cada k > n. (2.3)

Dado que la funcién g es transitiva, por el Lema 2.2.14 se obtiene que g~ " (V%) es abierto
y no vacio. Ahora bien, aplicando la definicién de transitividad a la funcién g y a los
conjuntos abiertos Us y g7 "(V3), existe kg € INU {0} tal que g~ (Uy) N g™ (Vy) # @. Asf,
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por el Lema 1.1.14, se obtiene que g”(gkO(Ug)) N Vy # @. Luego, por el inciso (1) de la
Proposicién 1.1.13 se obtiene que:

g (U) N Vs # 2. (2.4)
Dado que n + kg > n, por (2.3) obtenemos:
[y nwv £ @. (2.5)
Si hacemos k = n + kg, de (2.4), (2.5) y el inciso (1) de la Proposicién 1.1.11] se obtiene
AU N Vil % [g"(U2) N Va] # 2,
equivalentemente, por el inciso (2) de la Proposicién 1.1.11 se tiene
[FE(U1) x g" (V)] N Vi x Vo] # @,

lo cual implica que (f x g)k(Uy x U)N(Vy x V5) # @. Dado que Uy x Uy, CU y Vix Vo CV,
obtenemos que (f x ¢)*(U)NV # @. Por lo tanto, f x g es transitiva. ]

Corolario 2.2.17. Sean X un espacio métrico y f: X — X una funcién continua. Si f
es fuertemente mezclante, entonces f es suavemente mezclante.

Demostracion. Supongamos que f es fuertemente mezclante y veamos que f es suavemente
mezclante. Para esto, sean Y un espacio métricoy ¢g: Y — Y una funcion transitiva. Por el
Lema 2.2.16 la funcién f xg: X xY — X XY es transitiva. Por lo tanto, f es suavemente
mezclante. u

Lema 2.2.18. Sean X y Y espacios métricos, f: X — X y g: Y — Y funciones continuas.
Si f X g es transitiva, entonces f y ¢ son transitivas.

Demostracion. Supongamos que f X g es transitiva. Veamos que f es transitiva. Para esto,
sean U,V C X abiertos y no vacios en X. Notemos que los conjuntos U X Y y V x Y son
abiertos y no vacios en X x Y. Asi, por la transitividad de f x g, existe k € NU {0} tal
que (f x g)¥(U xY)N(V xY) # @. Por otro lado, notemos que:

(f x @)U x V)N (V x ¥) = (f5(U) x g"(¥) N (V x Y)
= [F{U) N V] x [¢"(Y) x Y] £ .

Por lo tanto, por el inciso (2) de la Proposicién 1.1.15 obtenemos que f*(U)NV # @. As,
f es transitiva.
De manera similar se demuestra que g es transitiva. O]

Corolario 2.2.19. Sean X un espacio métrico y f: X — X una funcién continua. Si f
es suavemente mezclante, entonces f es transitiva.

Demostracion. Supongamos que la funcion f es suavemente mezclante y probemos que
f es transitiva. Sean U,V C X abiertos y no vacios en X. Sean Y un espacio métrico
y g: Y — Y una funcién transitiva. Como f es suavemente mezclante, obtenemos que
fxg: X XY — X xY es transitiva. Por el Lema 2.2.18| se tiene que f es una funcion
transitiva. O
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El resultado que mostramos a continuacion, Corolario 2.2.20, se demuestra aplicando
el Corolario 2.2.19.

Corolario 2.2.20. Sean X un espacio métrico y f: X — X una funcién continua. Si f
es suavemente mezclante, entonces f es débilmente mezclante.

Demostracion. Supongamos que f es suavemente mezclante. Por el (Corolario 2.2.19, ob-
tenemos que f es una funcién transitiva. Con esto, se tiene que f es suavemente mezclante
y f es transitiva. Por el inciso 4 de la Definicion 2.2.1, se tiene que f x f es transitiva. [J

Corolario 2.2.21. Sean X un espacio métrico y f: X — X una funcién continua. Si
f x f es transitiva, entonces f es transitiva.

Corolario 2.2.22. Sean X un espacio métrico y f: X — X una funcién continua. Si f
es débilmente mezclante, entonces f es transitiva.

Demostracion. Supongamos que f es débilmente mezclante y veamos que f es transitiva.
Como f es suavemente mezclante, se tiene que f X f es transitiva. Por el Corolario 2.2.22,
obtenemos que f es transitiva. O

De el los Corolarios 2.2.17, 2.2.19 se sigue el siguiente resultado.

Corolario 2.2.23. Sean X un espacio métrico y f: X — X una funcién continua. Si f
es fuertemente mezclante, entonces f es transitiva.

Demostracion. Supongamos que f es fuertemente mezclante y veamos que f es transitiva.
Como f es fuertemente mezclante, por el Corolario 2.2.17, se tiene que f es suavemente
mezclante. Luego, por el Corolario 2.2.19, se tiene que f es transitiva. O

El resultado que presentamos a continuacion, Teorema 2.2.24, es de gran utilidad para
la demostraciéon del Teorema 2.2.25, de la Proposicion 2.2.28 y del Teorema 2.2.34. Parte
de la prueba de este teorema fue consultada en [7, Teorema 1.11, pdg. 23], en donde se
muestran algunas otras equivalencias del concepto de funcién débilmente mezclante.

Teorema 2.2.24. Sean X un espacio métrico y f: X — X una funcién continua. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

(1) f es débilmente mezclante,
(2) para cada m € N, la funcién f*™ es transitiva,
(3) para cada m € N, la funcién f*™ es débilmente mezclante,

(4) para cualesquiera conjuntos U,V C X abiertos y no vacios en X, existe k € NU {0}
tal que:

FONU£e vy fRUNY £0.
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Demostracion. Veamos primero que (1) implica (2). Para esto, supongamos que f es débil-
mente mezclante y probemos (2) utilizando induccién matemética sobre m. Para m = 1,
del Corolario 2.2.22 se obtiene que f es transitiva. Por lo tanto f*! es transitiva. Su-
pongamos ahora que el resultado es verdadero para m y probemos para m + 1, esto es,
veamos que f*(m+1) eg transitiva. Sean U,V C X abiertos y no vacios en X™*+!. Existen
Uiy o Uiy Ui, Vi oo, Vi v Vi1 conjuntos abiertos en X no vacios tales que:

Uy X+ XUpXUpi1 CU vy Vixeo- XV, XV CV. (2.6)

Notemos que U, X V,,, v Uyi1 X Vip1 son abiertos y no vacios en X x X. Dado que f x f
es transitiva, existe kg € INU {0} tal que:

(f X £ (U X Vi) N [Unr X Vinia] # 2.

Por el inciso (2) de la Proposicién 1.1.15, obtenemos que f*(U,,)NU,,11 # @y f5(V;,) N
Vi1 # @. Usando el Lema 1.1.14 se tiene que U,, N f 5 (Uyp1) # @y Vin N fF R (Viyy) #
&. Hagamos:

U=UnNf™Un) v V=V f V). (2.7)

Ahora, observemos que los conjuntos Uy X -+ X Uy, X Uy Vi X -+ x V1 x V' son
abiertos y no vacfos en X™. Por la hipétesis de induccién, existe k € INU {0} tal que:

(£ ™M Uy % o X Uy X UYNVix-xV,1 xV'#2.
Asi, por el inciso (2) de la |[Proposicién 1.1.15, se tiene que:

fUYNV; 4@, paracada i€ {l,...,m—1} (2.8)

FUYNV £ .

Por otra parte de (2.7) se tiene que U’ C U, y V' C V,,, respectivamente. Asf, f*(U" )NV’ C
f5(U,,) N V. Dado que f5(U") NV’ # @, obtenemos que:

FAUR) N Vi # 2. (2.9)

Nuevamente, por (2.7) se deduce que U’ C f=%(U,,41) v V' C f~*(V,,11), respectiva-
mente. En consecuencia,

UV C R Ung)) N F (Vi)
C fho (fk(UmH)) N f*(Viy1)  por Proposicién 1.1.13]inciso (3)
= [ (f*(Ums1) N Vigr) - por Proposicién 1.1.7 inciso (2)

Dado que f¥(U") NV’ # & se tiene que f~*o (fk(UmH) N Vm+1) # &. Por el inciso (1) de
la Observacion 1.1.2/ obtenemos que:

S Uni1) NV # 2. (2.10)
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De (2.8), (2.9) y (2.10) obtenemos que:
ffU)NV; # @, paracada i€ {1,2,...,m+1}.
Asi, usando el inciso (2) de la Proposicion 1.1.15, se deduce que:
(fX(mH))k(Ul X oo X Upy X Uyt ) N[V X -+ X Vg X Vi) # @.

Por (2.6), concluimos que (fx(m“))k (U)NV # @. Por lo tanto, f*(™*Y es transitiva.

Veamos ahora que (2) implica (3). Para esto, seam € IN. Para probar que f*™ es débil-
mente mezclante, debemos verificar que f* x f*™: X" x X™ — X™ x X™ es transitiva.
Sean U,V C X™ x X™ abiertos y no vacios en X x X™. Existen U',U", V', V" C X™,
tales que U' x U” C U y V' x V" C V. Ademés, para los conjuntos U’, U", V' y V",
existen Uy, ..., Uy, U,..., U Vi, ...V, VI ...,V C X tales que:

Ux--xU,CU, Ux---xU CU" Vix---xV,CV' y V/x...xV CV"

Observemos que los conjuntos Uy X - -+ X Uy, X U X -« - XUy Vi X - oo X Vi x VI X - - x VI
son abiertos y no vacios en X?™. Por hipétesis, la funcién f*?™ es transitiva. Luego, existe
k€ NU{0} tal que:

(fx2m)’f(U1X,,.XUmXU{X...><U7’n)ﬂ[V1x---meX‘G,X"‘XVA]%Q-

Por el inciso (2) de la Proposicién 1.1.15, obtenemos que f*(U;)NV; # @y fH(U)NNV! # @,
paracadai € {1,2,...,m}. Nuevamente, por el inciso (2) de la|Proposicion 1.1.15, tenemos
que:

(fxm)k(leﬂ‘XUm)ﬂ[‘/iX...XVm] £a y (fxm)k(U{x...xU;L)ﬂ[VI’x...me] £ .

Luego, (f*™*U"YNV' # @y (f*™)*(U")NV" # @. Una vez més, por el inciso (2)
de la Proposicién 1.1.15 obtenemos que (f*™ x f*™* (U’ x U") N [V' x V"] # @. Asi,
(fm x me)k (U)NV # &. Con esto probamos que f*™ x f*™ es transitiva. Por lo tanto,
f*™ es débilmente mezclante.

Probemos ahora que (3) implica (4). Supongamos que se cumple (3). Sean U,V C X
abiertos y no vacios. Por hipétesis, para m = 1, la funcién f*! es débilmente mezclante,
o bien, f es débilmente mezclante, esto es, f X f es transitiva. Notemos que los conjuntos
U x Uy U xV son abiertos y no vacios en X x X. Dado que f x f es transitiva, existe
ke NU{0} tal que:

(fx HFUxU)N[U x V] # 2.

Por el inciso (2) de la Proposicién 1.1.15 tenemos que:
FUONU£S v )NV £

Finalmente, probemos que (4) implica (1). Supongamos (4) y probemos que f es débil-
mente mezclante. Para esto, hay que demostrar que f X f es transitiva. Sean U y V' abiertos
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y no vacios en X x X. Existen Uy, Us, V; y V5 conjuntos abiertos y no vacios en X tales
que:
UuxUCU y VixVaCV.

Notemos que por hipdtesis, en particular, para los conjuntos Vi, Vs, existe k; € IN U {0}
tal que f% (V1) NV, # @. Por el Lema 1.1.14, obtenemos que V; N f~*1(U,) # . Sea

Wy =Vin f75(U,). (2.11)

Observemos que W; es abierto y no vacio. Por la transitividad de f, para los conjuntos
W, y Uy, existe ks € NU {0} tal que f*2(U;) N W, # &. Por el Lema 1.1.14, tenemos que
Uy N f~*2 (W) # @. Hagamos

W2 == U1 N fﬁkQ(Wl). (212)

Notemos que W5 es abierto en X y no vacio.

Por otro lado, dado que f es transitiva, por el Lema 2.2.14, se tiene que W3 =
f~k+2k2)(V3)) es abierto y no vacfo. Asi, por hipétesis aplicada a los conjuntos W y
W3, existe ks € INU {0} tal que:

fEWo) Wy # @ y (2.13)

W) N Wy # 2. (2.14)
Observemos que por (2.12), obtenemos que Wy C U;. Ademds, por (2.11) y (2.12) se
tiene que Wy C f~*2(1}). Esto implica que, f(Wy) N Wy C f*3(Uy) N f=*2(V;). Asi, por
(2.13), obtenemos que f*s(U;) N f~*2(V}) # @. Usando el Lema 1.1.14 y el inciso (1) de
la Proposicion 1.1.13| obtenemos que:

frrks(U) NV, #£ 2. (2.15)

Por otro lado, de (2.11) y (2.12), se deduce que W, C f*2 (f_kl(Ug)). Del inciso (2)
de la Proposicién 1.1.13 se obtiene que Wy C f~(*1+k2)({),). De aqui, deducimos que
fR(Wo) NW5 C fhs(f=katk2) (U,)) N W3, De (2.14) se tiene f*2(f~*1Fk2)(U,)) N W3 # @.
Notemos que Wy = f~k17k2) (f=k2(V;)). Ademds, por el inciso (3) de la Proposicién 1.1.13
y por el inciso (2) del Teorema 1.1.7 obtenemos que:

fks (f*(kﬁkz)(Uz)) N, C f*(k1+kz) (fk?’(Ug)) N Wiy
_ f—(k1+k2)(fk3<U2> N f—k2(v2))

Asi, f-atk) (fka(Uy) N f~*2(V4)) # @, lo cual implica que f*3(Us) N f7*2(V3) # @. Por
el Lema 1.1.14 y por la Proposicion 1.1.13, obtenemos que:

() AV, £ 2. (2.16)
De (2.15) y (2.16) tenemos que:
N4 ey RN # o
Por los incisos (1) y (2) de la Proposicion 1.1.15 obtenemos que
(f x NF(Ur x Uy) N [Vi x Vo] # 2,
donde k = ky+ky. Como Uy xU, C U y Vi xV, C V, se tiene que (f x f)*(U)NV # @. Con

esto, hemos probado que f x f es transitiva. Por lo tanto, f es débilmente mezclante. []
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Con ayuda del inciso (4) del Teorema 2.2.24/ podemos dar una interpretacién del con-
cepto de funcién débilmente mezclante, el cual se ilustra en la Figura 2.4.

)

Figura 2.4: Interpretacién geométrica del concepto de funciéon débilmente mezclante.

Teorema 2.2.25. Sean X un espacio métricoy f: X — X una funcién continua. Si f es
débilmente mezclante, entonces f es totalmente transitiva.

Demostracion. Supongamos que f es débilmente mezclante y veamos que f es totalmente
transitiva. Sea k € IN y mostremos que f* es transitiva. Por el Teorema 2.2.24. tenemos
que f** es transitiva. Sean U y V abiertos en X y no vacios. Por el Lema 2.2.14, para
cada i € {1,2,...,k}, el conjunto V; = f~*(V) es abierto y no vacio. Observemos que los
conjuntos:

UxUx---xU y VixVox---xV,

son abiertos y no vacfos en X*. Como f** es transitiva existe m € INU {0} tal que:
(FRY"(UXxUx-xU)NVIx Vo x - x Vi] # 2.

Asi, por la Proposicién 1.1.15, se tiene que f™(U)NV; # &, para cada i € {1,2,...,k}.
Esto es, f™(U)N f~(V) # @, para cada ¢ € {1,2,...,k}. Por el Lema 1.1.14, obtenemos
que:

M UYNV # @, paracada i€ {1,2,... k}. (2.17)

Por otro lado, por el algoritmo de la divisién, existen ¢, r € INU{0}, tales que m = kq+r,
0 <7 < k. Notemos que 0 < k—r < k. Asi, sustituyendo el valor de m en (2.17) y haciendo
1 = k — r, se tiene que:

fratrte=n AV = U NV £ @.

Por el inciso (2) de la Proposicién 1.1.12 se concluye que (f¥)71(U) NV # @. Con esto
queda probado que f* es transitiva. Por lo tanto, f es totalmente transitiva. O]
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El Diagrama 2.1 resume las relaciones que hay entre las definiciones dadas en la Defi-
nicion 2.2.1

Fuertemente mezclante

l

Suavemente mezclante

l

Débilmente mezclante

l

Totalmente transitiva

l

Transitiva

Diagrama 2.1: Relaciones entre algunos tipos de funciones

Con ayuda del Diagrama 2.1 podemos dar mas ejemplos de las funciones dadas en la
Definicion 2.2.1. Del Ejemplo 2.2.7y el Diagrama 2.1}, se obtiene el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.26. La funcién tienda T": [0, 1] — [0, 1], definida en el Ejemplo 2.2.7, es fuer-
temente mezclante, suavemente mezclante, débilmente mezclante, totalmente transitiva y
transitiva.

Ahora, mostramos un resultado, Teorema 2.2.27, el cual nos da una caracterizaciéon
de funcién suavemente mezclante, ademas, es de gran utilidad en la prueba del Teorema
4.3.15.

Teorema 2.2.27. Sean X un espacio métrico y f : X — X una funcién continua. Las
siguientes condiciones son equivalentes.

(1) f es suavemente mezclante,
(2) Para cada m € N, f*™ es suavemente mezclante.

Demostracion. Probemos primero que (1) implica (2). Para esto supongamos que f es
suavemente mezclante y probemos (2) haciendo uso de induccién matematica sobre m.
Para m = 1, por hipétesis f*! = f es suavemente mezclante. Supongamos ahora que
el resultado es verdadero para m y probemos para m + 1. Sean Y un espacio métrico y
g: Y — Y una funcién transitiva, veamos que (f*m) x g: X™H x Y — XmHl x Y
es transitiva. Sean U,V abiertos y no vacfos en X™*! x Y. Existen U’, V' C X"+l y
U", V" CY abiertos y no vacios tales que U' x U”" C U y V' x V" C V. Ademas, existen
Uy, s Uns U1, Vi oo Vi, Viper € X tales que

le---XUmem+1§U/ y %X"'vaxvm+lgvl- (218)

Dado que f es suavemente mezclante y ¢ es transitiva, obtenemos por definiciéon que
fxg: X XY — X xY es una funcion transitiva. Por hipotesis de induccién, tenemos
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que fX™ x [fxg]: X™ x [X xY] - X™ x [X x Y] es transitiva. Observemos que los
conjuntos

Uy X -+ X Up] X [Upsr X U"] y [V X oo X V] X [Upgr X V"]

son abiertos y no vacios en X™ x [X X Y. Luego, existe k € N U {0} tal que:

k
<me X [f % g]) ([Ul X+ X Up] X [Upg1 X U”]) N ([Vl X+ X Vi ] X Vi1 X V”]) + .
Por el inciso (2) de la Proposicion 1.1.15 obtenemos que
(P U X x U)X X Vi 25y

(f %X @) (Upgr x U") N [Vipa x V'] # 2.

Nuevamente, por el inciso (2) de la Proposicién 1.1.15 tenemos que f*(U;) NV; # @, para
cadai € {1,2,...,m,m+ 1}y ¢*(U")NV" # @. Ademss, del inciso (2) de la Proposicion
1.1.15, se deduce que (f*™FNE(U x -+ X Upy X Uppp) V[V X oo X Vg X Vit ] # @ y
g*(U"YNV" # @. Una vez mas, utilizando el inciso (2) de la Proposicién 1.1.15 obtenemos
que:

<fx(m“) X g)k<[Ul X oo X Upy X U] ¥ U”) N ([Vl X oo X Vi X V] X V”) £+ Q.

Por (2.2.27) y dado que U'xU" C U y V'xV" C V, se tiene que (f*m*1) xg)k(U)ﬂV # @.
Con esto probamos que f*(m*t1) x ¢ es transitiva. Por lo tanto, f*(*1 es suavemente
mezclante.

Por otro lado, la prueba de (2) implica (1) se tiene de manera inmediata. O

El resultado que mostramos en seguida, Proposicion 2.2.28 nos servira para obtener
ejemplos de funciones que no son débilmente mezclantes.

Proposicién 2.2.28. Sean (X, d) un espacio métrico tal que |[X| >2y f: X — X una
funcién continua. Si f es una isometria, entonces f no es débilmente mezclante.

Demostracion. Supongamos que f es una isometria y veamos que f no es débilmente
mezclante utilizando el inciso (4) del Teorema 2.2.24. Probemos que existen U,V C X
abiertos y no vacios tales que, para cualquier £ € IN U {0} se cumple:

fFUYNU=2 o fHUNV=2.

Sea k € N U {0}. Dado que |X| > 2, existen xg, 30 € X tales que xg # 1o. Hagamos
r=d(zo, ), U= B(xg, ﬁ) yV = B(yo, i) Se tienen los siguientes casos:
Caso 1: fK(U)NU = @.

En este caso, terminamos.

Caso 2: fF(U)NU # @.
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Veamos que f*(U)NV = @. Para esto, sean x € f*(U) y y € V y probemos que = # y.
Dado que fH*(U)NU # @, existe x; € f*(U) tal que z; € U. Observe que:

d(z1,y) < d(zy,x) + d(z,y). (2.19)

Por otro lado, usando la desigualdad del tridngulo y el hecho de que x; € U = B(zo, %) ¥
que y € V = B(yo, ), tenemos que:
r
r = d(wo, yo) < dlwo, w1) + d(r,y) + d(y,v0) < 2 () +d(z1,).

Asi, § < d(v1,y). Ademds, dado que f es una isometria, por la Proposicién 1.2.33 se
obtiene que d(z1,2) < didm(f*(U)) = didm(U) < . Luego, de (2.19) obtenemos que:

ror
- < =+4d .

En consecuencia, d(z,y) > 0, esto es, x # y. Con esto, hemos probado que f*(U)NV = @.

Por lo tanto, f no es débilmente mezclante. O

Utilizando el Diagrama 2.1 se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 2.2.29. Sean X un espacio métrico tal que |X| > 2y f: X — X una funcién
continua. Si f es una isometria, entonces:

(1) f no es suavemente mezclante,

(2) f no es fuertemente mezclante.

A continuacién mostramos un ejemplo de una funcién que no es débilmente mezclante,
suavemente mezclante ni fuertemente mezclante.

Ejemplo 2.2.30. Consideremos o € R y la funcién rotacién R, : S* — S!. La funcién
R, no es débilmente mezclante. En efecto, en el [Ejemplo 1.2.29 se muestra que R, es una
isometria. Asi, por la Proposicion 2.2.28 se obtiene que R, no es débilmente mezclante. Mas
aun, por el Corolario 2.2.29, se deduce que R, no es fuertemente mezclante ni suavemente
mezclante.

De los Ejemplos 2.2.13| y 2.2.30, se obtiene la siguiente observacion.

Observacién 2.2.31. Existe una funcién totalmente transitiva que no es débilmente
mezclante.

A continuacién mencionamos dos tipos de funciones mas con las cuales trabajamos en
esta tesis.

Definicién 2.2.32. Sean (X,d) un espacio métrico y f: X — X una funcién con-
tinua. Decimos que f tiene la propiedad de especificacion (o simplemente, f tie-
ne especificacion) si para cada ¢ > 0, existe M. € IN tal que, para cualquier na-
tural m > 2, cualesquiera m puntos xi,zs,...,x,, de X y cualesquiera 2m enteros
0<a; <by<ay<by<--+<amy<b,cona —b_; > M, para cada i € {2,3,...,m},
existe x € X tal que:

d(f*(x), f* (@) <,

para cualquier k € {a;,a; +1,...,b;} y cualquier i € {1,2,...,m}.
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En palabras, una funcién con la propiedad de especificacion aproxima distintos bloques
de érbitas, suficientemente separados, con la 6rbita de un punto. En la Figura 2.5/ se ilustra
el comportamiento de una funcién con la propiedad de especificacién, cuando m=2.

Zo
* fatl(zy)
as ° .. by
: ) gty
. faz(z) fb2(56) .
f(x)
fo (@) e
s gy @)
fal(xl) : .
fott(z)
1

Figura 2.5: Interpretacién geométrica del concepto de funcion con especificacion.

Un ejemplo de una funcién con especificacion, lo puede encontrar en [6].

Definicién 2.2.33. Sean X un espacio métrico y f: X — X una funcién continua.
Decimos que f tiene la Propiedad P si para cualesquiera dos subconjuntos abiertos no
vacios Uy y U; de X, existe N € IN tal que, para cualquier £ € IN y cualquier funcién
s:{0,1,2,...,k} — {0, 1}, existe un punto z € X que satisface:

z € Uy, fN(z) € Usry, - -, [N () € Uy,

En la Figura 2.6 se ilustra el concepto de una funcion con la Propiedad P, en este caso
k = 3. Notemos que la funcién s que aparece en la Definicion 2.2.33, se puede representar
en la figura como una asociacion de los nimeros 1,2, ...k, a los conjuntos Uy y Uj.

0,3 1,2

Figura 2.6: Interpretacién geométrica del concepto de funcion con la Propiedad P.
En el siguiente resultado, mostramos la relacion que existe entre las funciones con la
Propiedad P y las funciones débilmente mezclantes.

Teorema 2.2.34. Sean X un espacio métricoy f : X — X una funcién continua. Si f
tiene la Propiedad P, entonces f es débilmente mezclante.
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Demostracion. Supongamos que f tiene la Propiedad P. Probemos que f es débilmente
mezclante utilizando el inciso (4) del Teorema 2.2.24. Sean U,V C X abiertos no vacios.
Hagamos Uy = U y U; = V. Por hipétesis, existe N € IN que satisface la definicién de
Propiedad P. Asi, para k =2y s:{0,1,2} — {0,1}, donde s(0) = s(1) =0y s(2) =1,
existe z € X tal que:

S US(O), fN(iL‘) S Us(l); fQN(l‘) S Us(g).
Luego, z, fN(z) e Uy fN(z) e V. Ast, fNU)NU £ @y fN(U)NV # @. Por lo tanto,
f es débilmente mezclante. n

Concluimos esta secciéon y el capitulo con el siguiente diagrama en el cual resumimos
las relaciones entre algunas funciones estudiadas en este capitulo. Este diagrama se obtiene
a partir del Diagrama 2.1, el Teorema 2.2.34 y las Observaciones 2.2.6 y 2.2.31.

Fuertemente mezclante

l

Suavemente mezclante

l

Propiedad P — Débilmente mezclante

"

Totalmente transitiva

"

Transitiva

Diagrama 2.2: Relaciones estudiadas entre los tipos de funciones presentados en este
capitulo.

Cabe mencionar, que no se encontraron las demostraciones o contraejemplos para los
siguientes enunciados:

= Si f es débilmente mezclante, entonces f es suavemente mezclante.
= Si f es suavemente mezclante, entonces f es fuertemente mezclante.
= Si f es débilmente mezclante, entonces f tiene la Propiedad P.

De igual forma, tampoco encontramos las relaciones entre la propiedad de especificacién
con los demaés tipos de funciones estudiados en este capitulo.
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CArPiTULO 3

Aplicaciones de los sistemas dinamicos discre-
tos

El objetivo de este capitulo es mostrar al lector algunas de las aplicaciones de los
sistemas dindmicos discretos, principalmente en el area de la Biologia. El capitulo esta
compuesto por dos secciones, en la primera se muestran modelos en la recta real, mejor
conocidos como sistemas unidimensionales. En la segunda seccion se mencionan los siste-
mas dindmicos multidimensionales y se dan algunos ejemplos de éstos en dimensién dos.
Cabe mencionar que en el presente capitulo no trabajamos con los sistemas dinamicos
colectivos.

Dado un sistema dindmico (X, f) y € X, en los modelos mateméticos es usual denotar
por x; al punto f¥(z) y al punto xy es conocido como condicién inicial. Asi, el estudio
del comportamiento del sistema (X, f) se representa mediante una ecuacién, denominada
ecuaciéon en diferencias, de la siguiente forma:

Tre1 = f(xg), paracada k€ NU{0}. (3.1)

Una solucién del sistema dindmico (X, f) es una sucesion de puntos ()32, que satis-
face la ecuacién (3.1). El principal objetivo de los sistemas dindmicos que estudiamos en
este capitulo, es encontrar soluciones para dichos sistemas, es decir, encontrar sucesiones
()52, que satisfagan la ecuacion (3.1). Ademads, se estudian las propiedades cualitativas
de estas soluciones.

En este capitulo denotamos por R al conjunto de los ntimeros reales positivos.

3.1 Sistemas unidimensionales

En esta secciéon mostramos dos modelos de sistemas dindmicos, los cuales son conocidos
como modelo de Malthus y modelo lineal. También damos algunos ejemplos de estos
modelos, analizamos sus soluciones, el comportamiento de dichas soluciones y mostramos
como se aplican en la Biologia y en Finanzas.

45
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3.1.1. Modelo de Malthus

En esta subsecciéon mostramos el modelo de Malthus y algunos ejemplos de este. El
modelo de Malthus es un modelo de poblacion, en donde se supone que xj es el nimero
de individuos en el tiempo k. Ademas, se asume que por cada individuo existente en el
periodo k habra, por término medio, a individuos en el periodo k + 1. Esto es

Tpy1 = axg, para cada ke INU{0}. (3.2)

La ecuacién (3.2)) es conocida como ecuacién de Malthus, la cual determina un sistema
dindmico (R™, f), donde f: RT — R™, esta dada por f(z) = ax, para cada x € RT. Asi,
la poblaciéon en el tiempo k estd dada por la igualdad:

rr = f¥(20), paracada k € INU{0}.

Veamos ahora cémo son las soluciones de este sistema. Para esto, tomemos una condi-
cién inicial xy. Observemos lo siguiente:

T = f(xo) = aTo

En general, se tiene que z, = a’zy. Asi, las soluciones del sistema dindmico son suce-
siones ()52 ;.

Ahora veamos el comportamiento de estas soluciones. Para esto, consideremos los si-
guientes casos:

Caso 1: 0 <a < 1.
En este caso, a* tiende a cero cuando k tiende a infinito. Asi, z;, tiende a cero cuando k
tiende a infinito.

Caso 2: a = 1.
En este caso, obtenemos que 7, = g, para cada k € IN. Asi, todo punto de R* es un
punto fijo de f.

Caso 3: a > 1.
En este caso, a tiende a infinito cuando k tiende a infinito. Asi, x;, tiende a infinito cuando
k tiende a infinito.

A continuacién vemos algunos ejemplos ocupando el modelo de Malthus, el primero es
aplicado al crecimiento de una poblaciéon de venados.

Ejemplo 3.1.1. Supongamos que se tiene una poblacién de 100 venados en una regién, cu-
ya poblacién aumenta un 20 % cada anio. El crecimiento de la poblacién se puede describir
por la siguiente ecuacion en diferencias:

Tr+1 = (1 4+ 0.20)x, para cada k€ NU{0}, (3.3)
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donde k representa el nimero de anos, y la condicién inicial es g = 100. Notemos que
(3.3) es una ecuacién de Malthus con a = 1 4+ 0.20. De aqui, obtenemos que la poblacién
de venados esta descrita como sigue:

z = (1 +0.20)100, para cada k € IN.

Ahora damos otro ejemplo utilizando el modelo de Malthus, el cual esta aplicado a
finanzas.

Ejemplo 3.1.2. Supongamos que se desea invertir $5,000 y que el Banco 1 ofrece una

tasa de interés de 6.5 % compuesta mensualmente. Denotemos por z( la inversién original

(es decir, zp = 5,000) y por x la cantidad que se obtendra en el k-ésimo mes. Cabe

mencionar, que el interés esté compuesto mensualmente significa que en cada mes, el saldo
0.065

del cliente aumentara =5 veces la cantidad anterior. Por ejemplo, para el final del primer

mes, la cantidad que se tendrd serd de z; = zo + % 065x0, o bien, 1 = (1 + 0'0265)x0 Para
el final del segundo mes se tendra un total de zo = 21 + 065x1, o bien, z9 = (1 +2 065)

En general, se tiene que:
T = (14 %82%)zy, para cada k € N U {0}.

Por otro lado, supongamos que el Banco 2 ofrece una tasa de interés de 6.8 % compuesto
cada 4 meses. De forma similar que el interés del Banco 1, se puede ver que después de n
periodos de cuatro meses, la cantidad total del cliente estara dada por la regla:

T = (1 + %)kxo.

Ahora, veamos cuanto serd la cantidad acumulada después de 5 anos con las dos ofertas
diferentes. Primero, notemos que en el Banco 1 se realiza un aumento por cada mes,
entonces durante 5 anos se realizaran 60 aumentos, asi, en 5 anos se tendra un balance
de zgp = (1 + %)60:60 = 6914.9. Por otro lado, en el Banco 2, dado que en cada ano
se realizan 3 aumentos, en 5 anos se realizard un total de 15 aumentos, asi, en 5 anos

—0'%68)15% = 6998.12. Notemos que en 5 anos es mas

se tendra un balance de x5 = (1 +
conveniente invertir en el Banco 2.

De manera general, si x( es la inversion inicial, r la tasa de interés y m el niimero de
periodos compuestos en un ano, entonces después de k + 1 periodos compuestos, el monto
xxy1 disponible esta dado por la regla:

T = (14 Z)a = (14 2) e (3.4)

Sea f: R™ — R" la funcién definida por f(z) = (14 %)z, para cada z € R*. Asi, (3.4)
puede reescribirse de la siguiente forma

i = f o) = ().

Por lo tanto, (R", f) es un ejemplo de un sistema dindmico unidimensional modelado con
la ecuacién de Malthus.
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3.1.2. Modelo lineal

El modelo lineal es un modelo similar al modelo de Malthus, donde se considera que la
poblacién aumenta una cantidad constante b de individuos en cada unidad de tiempo. En
este caso, la poblacion en el tiempo k + 1 queda representado con la siguiente ecuaciéon:

Tpi1 = axy + b, (3.5)

donde a y b son nimeros reales. El sistema dindmico (R*, f), donde f: RT — R7, estd
dada por f(z) = ax + b, para cada € R, nos representa el modelo planteado.

Para poder estudiar el comportamiento de las soluciones de un sistema dinamico,
presentamos el siguiente resultado.

[e.9]

Proposicién 3.1.3. Sean (X, f) un sistema dindmico y = € X. Si la sucesién (f’“(x))k:1

es una sucesiéon convergente, entonces limy_ .o, f¥(x) es un punto fijo de f.

., [e.e] .7
Demostracion. Supongamos que ( fk(:v)) es una sucesion convergente. Hagamos y =

k=1
limy o f*(2). Veamos que y es un punto fijo de f. Notemos que f(y) = f( limy o0 fk(x))
Como [ es continua obtenemos que f(h’m;HoO fk(x)) = limkﬁoof(fk(a:)). De donde,
fy) =m0 f(fF(2)) = lmy_oe f¥7(2) = y. Con esto obtenemos que f(y) = y. Por
lo tanto, y es un punto fijo de f. m

La [Proposicion 3.1.3 es de gran utilidad para estudiar las propiedades cualitativas de
las érbitas, ya que en palabras, nos dice que la érbita de un punto solo se aproxima a un
punto fijo.

Ahora veamos cémo son las soluciones de este sistema. Para esto, tomemos una con-
dicién inicial xq. Observemos lo siguiente.

Ty =axg+b
Ty = axy + b= alaxy +b) + b= a’re+bla+ 1)
T3 = axs + b= a(a®zog+bla+1)) +b=a’re + bla* +a+1)

En general, se tiene que zj, = a*zo + b(a* ' + a2 + .-+ 4+ a + 1). Recordando la férmula

l+a+a*+--+ad 1= %, obtenemos que:

1—dF

b.

T = akxo +

Para hacer un anélisis de las soluciones del sistema (R, f) debemos tener presente la

Proposicion 3.1.3) ya que analizamos si las soluciones del sistemas convergen al punto fijo
o no. Para esto, estudiemos los siguientes casos:

Caso 1l: a = 1.

En este caso, tenemos dos posibilidades.

(a) Si b =0, entonces todo punto z € R* es punto fijo de f, lo cual implica que toda
solucién del sistema es una sucesion constante.



3.1. Sistemas unidimensionales 49

(b) Sib # 0, entonces f(z) = z+0b, para cada x € R*. Ahora, para una condicién inicial
xo se observa los siguiente:

.’L’1:£L‘0+b
ro=2x1+b=(xg+b)+b=1x+2b
x3:x2+b:(x2—|—26)+b:x0+36

En general, se tiene que xp = x¢ + kb, para cada k € IN. Luego, x, - 00sib >0y
T — —00sib <.

Caso 2: a = —1.

En este caso, se tiene que f(x) = —z + b y el dnico punto fijo de f es T = g Ademas,
note que f(f(z)) = —(—x +b) + b = z, para cada € R*. Esto implica que todo punto
x € R es un punto periédico de f de periodo dos, a excepcién del punto fijo de f.

Caso 3: a # 1.

En este caso, el punto fijo de f es® = ﬁ Dada una condicién inicial xg, analicemos si,
la érbita de zq se acerca o se aleja del punto fijo T = . Para esto calculemos |z), — .
Observemos los siguiente:

1— k
xk—f:(akxo—k ab)—lb = azo + b (1—ak—1):ak<x0— b )
—a

1—-a 1—a 1—a
Ast, |z, — T| = |a|* |xg — 72| De aqui se tienen dos posibilidades.

(a) Si |a] < 1, entonces |a|* tiende a cero, lo cual implica que |x; — Z| tiende a cero
cuando k tiende a infinito. Asi, x;, tiende a T cuando k tiende a infinito.

(b) Si |a| > 1, entonces |a|* tiende a infinito. De aqui, se tiene que |z, — Z| tiende a
infinito cuando k tiende a infinito. Asi, x;, se aleja de T cuando k tiende a infinito.

A continuacion, vemos un ejemplo de este modelo, aplicado a una poblacién de pajaros.

Ejemplo 3.1.4. Supongamos que en cierta isla, hay una especie de pajaros y las condicio-
nes de la isla son desfavorables para estos pajaros, ya que si los pajaros estuvieran aislados,
su poblacién disminuiria un 20 %. En este caso, la cantidad de pédjaros en el tiempo k esté
dada por:

z = 0.8%z.

Lo cual implica, que a la larga, la cantidad de pajaros disminuye hasta cero. Supongamos
ahora que cada ano emigran 1000 p&djaros de otra colonia a nuestra isla. Asi, la cantidad
de pajaros en el tiempo k + 1, queda determinado como sigue:

Trr1 = 0.8z + 1000. (3.6)
Notemos que (3.6) se trata de un modelo lineal, donde a = 0.8 y b = 1000. Como 0.8 < 1,
se tiene que las soluciones de este sistema dinamico, convergen al punto fijo T = % =

% = 5000. Esto es, cuando k tiende a infinito, ) se aproxima a 5000.
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Ahora presentamos un ejemplo de un modelo lineal el cual estd aplicado a finanzas.

Ejemplo 3.1.5. Supongamos que se pide un préstamo de una cantidad x( a una tasa de
interés anual r. Supongamos ademés que xj; representa la deuda total en el tiempo k. Si
cada mes se abona una cantidad p, la deuda en el mes k + 1 esta dada por:

Tyl = (1 + {—Q)Ik —p, paracada k€ NU{0}.

Si nuestro préstamo es de 1000 pesos, a una tasa de interés del 10 % y se paga una cantidad
mensual de p = 100 pesos, entonces la deuda esta descrita por la siguiente ecuacion en
diferencias.

Tpe1 = (1+ %9 )a, — 100, para cada k € N U {0}. (3.7)

Notemos que (3.7) se trata de un modelo lineal, donde a = 1 + % y b = —100. Deter-
minemos en qué mes se terminard de pagar el préstamo solicitado. De (3.1.2), obtenemos
que:

o1rk 1— (14 55)"
zre1 = (1+ %3)7(1000) — 100 para cada k € INU {0}.

0.1\
1-(1+ %)

Esto se simplifica como:

Tp+1 = 1000 [—11(1 + %)k + 12} , para cada k € NU {0}.
Para determinar el mes k en el que se termina de pagar la deuda, se debe cumplir que
—11(1+ %)k < 0. Equivalentemente (&)k > 2. El primer numero natural que satisface

12
esta desigualdad es k = 11. Asi, en el onceavo mes se terminard de pagar la deuda.

Observemos que los sistemas dinamicos mostrados en esta seccion, todos tienen una
solucién y es facil obtenerlas. Sin embargo, esto no siempre es posible, por ejemplo el
sistema dindmico ([0, 1], ), donde f esta dada por f(z) = 4z(1 — z), la cual es llamada
funcion logistica, el comportamiento de las érbitas de los puntos de [0,1] son impredecibles,
lo cual se le conoce como caos. Més aun, en [§] se muestra que la funcién f es fuertemente
mezclante. Ademads, por el Diagrama 2.2 se tiene que la funcién f satisface todas las
definiciones de la Definicion 2.2.1. Ademds, en [8] se muestra un modelo matematico
utilizando esta funcion.

3.2 Sistemas multidimensionales

En esta seccion vamos a estudiar ejemplos de sistemas dindamicos multidimensionales.
El motivo por el cual surgen estos sistemas dindmicos es por la necesidad de estudiar
poblaciones que interactian entre si. En este sentido, utilizamos una variable diferente
para cada poblacion, que representa el nimero de individuos que hay en dicho grupo en
cada instante de tiempo.

Cabe mencionar, que en esta seccién se da por hecho que el lector tiene conocimientos
de Algebra Lineal, y conoce los conceptos de matrices, valores y vectores propios de una
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matriz, asi como también el proceso de diagonalizacién de una matriz y el de base para
un espacio vectorial. Denotamos por X, el estado de la poblacion en el tiempo k, donde
Xy es un vector de R™ y representamos por x,gm) la m-ésima entrada de xy.

El caso mas sencillo de modelo de dinamica de poblaciones plantea un sistema de la
siguiente forma:

X1 = Axy, para cada k € IN U {0},

donde A es una matriz cuadrada. Esta ecuacion es conocida con ecuacion lineal. Observe-
mos lo siguiente:

x; = AXq,
X9 = AXl = A(AXO) = AQXQ,
X3 = AX2 = A(A2X0) = 143}(07

En general, obtenemos que x;, = A¥xq, para cada k € IN. A su vez, el caso mas simple
es cuando A es una matriz diagonal, es decir, de la forma:

A0 0
0 X 0

A= .
0 0 Am

En este caso x; puede reescribirse como:

MO 0 [ )
0 A - 0 2P Ny
X = . . . . . = .

En la mayoria de las situaciones la matriz A no serd una matriz diagonal. En estos
casos se necesita un poco de herramienta de Algebra Lineal para abordar este problema.
Si A= QBQ™!, donde Q es una matriz invertible de m x m, la matriz A estd totalmente
descrita por las matrices B y (). Si B es suficientemente sencilla, es mas facil estudiar la
matriz A. Supongamos que A = QBQ~!. Observemos lo siguiente:

A=QBQ™,
A= (QBQ™)(QBQ™) =QB(Q7'Q)BQ = QB*Q ",
A3 — AA2 — (QBQ—I) (QB2Q_1) — QB3Q_17

En general, se tiene que A* = QB*Q~!, para cada k € INU {0}. Asi, que el problema
es expresar la matriz A de esta forma lo mas sencillo posible.
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Recordemos que una matriz cuadrada A se dice diagonalizable si existen una matriz
cuadrada ) invertible y una matriz diagonal B, de modo que B = Q 1AQ), o equivalen-
temente, A = QBQ~!. No profundizamos en cémo encontrar las matrices B y @, cuando
existan, sin embargo ilustramos esto en los ejemplos que exhibimos.

A continuacién, introducimos un ejemplo utilizando la ecuacion lineal, en el cual ana-
lizamos un modelo presa-depredador.

Ejemplo 3.2.1. En cierto habitat existe una poblacién de zorros y una de conejos. Re-
presentemos por x v yi la cantidad de zorros y conejos en el tiempo k, donde k es medido
en meses. Supongamos que la cantidad de zorros y conejos en el tiempo k + 1 esta dado
como sigue:

Tpt1 = O.5$k + O.Byk
Yk+1 = —026Ik + 117yk,

donde 0.5z nos indica que sin conejos, solo sobrevivira la mitad de zorros, mientras que
el término 1.17y; de la segunda ecuacién nos indica que sin zorros como depredadores, la
poblacién de conejos aumentard en un 17 %. Si hay una cantidad considerable de conejos,
el 0.3y, tenderd a hacer que la poblacién de zorros aumente, mientras que el término
—0.26x; mide las muertes de conejos debidas a la depredacion por los zorros.
Escribiendo este problema en forma matricial, nos queda de la siguiente forma:

Xpr1 = Axp,

() . (05 03
donde x;, = (yk) y A= (_0_26 1.17).

Como hemos mencionado anteriormente, debemos expresar a A, de la forma A = QBQ ™!,
donde () es una matriz de 2 x 2 invertible y B es una matriz de 2 x 2, lo mas sencilla
posible, de preferencia una matriz diagonal. Para esto, calculemos los valores propios de
A. Primero debemos calcular el polinomio caracteristico p(A) = det(A — AI), donde [ es
la matriz identidad de 2 x 2. En este caso, tenemos que:

0.5 =X 0.3

R — 2 — e J— J—
p(A) = ‘ 096 117 -\ = A° — 1.67TA 4+ 0.663 = (A — 1.02)(\ — 0.65).

Las raices del polinomio caracteristico son A\; = 1.02 y Ay = 0.65. Ahora, calculemos
los vectores propios correspondientes a A; y Ay. Para Ay = 1.02, se tiene que:

05—-1.02 03 ) (0
—0.26 1.17-1.02) \vy) ~ \0)"

—0.52v; + 0.3v92 = 0,
—0.26v; + 0.15v, = 0.

equivalentemente,

Observe que la segunda ecuacion se obtiene de la primera multiplicando por 2. Una
solucién a este sistema de ecuaciones es v = 15y vy = 26. Asi, un vector propio para A

es vy = (;2) Ahora, para \; = 0.65, se tiene que:
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0.5—0.65 0.3 v\ (0
—0.26 1.17-0.65) \vy) ~ \0)"

—0.15U1 + 0.31]2 = 0,
—0.26v1 + 0.52v9 = 0.

de forma equivalente,

Una solucion a este sistema de ecuaciones es v; = 2 y vy = 1. Asi, un vector propio

2 .
para Ay es vy = Nk En consecuencia, si hacemos

1.02 0 15 2
B_(o 0.65) M Q‘(% 1)’

obtenemos que A = QBQ~!. Observemos que x;, = A*xy = QB*Q'x,.
En lo que resta del ejemplo, veamos como se comporta la poblacién a largo plazo,
es decir cuando k£ es muy grande. Para esto, hagamos el andlisis de dos formas. Para la

1 =2
: -1 _ =1
primera forma observemos que Q7' = = (_2 6 1 5). Luego,

(12 (102r 0 N1/ 1 2 (g
FT\26 1 0 0.65) 37 \=26 15/ \yo
1 <15(1.02)k(x0 — 2yo) + 2(0.65)%(—26a¢ + 15y0)>

~ 37\ 26(1.02)% (20 — 2u0) + (0.65)% (=260 + 15y0)

Notemos que para k suficientemente grande, se tiene que 0.65% es cercano a cero, en
simbolos, 0.65% ~ 0. Asf,

1 (15(1.02) (2o — 240) | . 15
N - = (1.02)"(ap — 2 ~ vy,
T (26(1.02)k(x0 — 20) 3710270 = 200) | o | = v

donde ¢ = —5-(1.02)" (2o — 2y0).
Ahora, hagamos este anélisis de otra forma. Observemos que {vy, va} es una base para
R2. Luego, existen escalares ¢; v ¢y de tal manera que xo = ¢; vy + cavs. Esto implica que:

x;, = APxg = A (cvy 4 cav).

Por otra parte, observe que Avy; = A\;vy y Avy = Agvs. Utilizando induccién matematica,
se demuestra que Afv; = v, v Afvy = Mbv,. En consecuencia,

X, = AP(e1vy + Vo) = i APV + o APvy = e M vy 4 e\ bvy.
Dado que Ay = 0.65, para k muy grande, se tiene que \§ ~ 0. Asf,

X, R cl)\’fvl.
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Con esto hemos demostrado que, dada cualquier condicién inicial, a la larga, x; se com-
porta como un multiplo de v;. Por ejemplo, si suponemos que se tiene la condicion inicial

1
Xg = ( 00 , es decir, que hay 100 zorros y 500 conejos. entonces X = ¢1Vy + caVe, donde

500
= %%0 y co = —%. Como mencionamos anteriormente, para k suficientemente grande
se tiene que:
900 900 15
xp ~ — MNv = —1.02" )
BT TN 3y (26>

Geométricamente, nos representa que cualquier solucion de este sistema dindamico, se apro-
xima a la recta 26x — 15y = 0.

Para el siguiente ejemplo, es necesario ver algunas propiedades de la razén aurea o
ntiimero dureo. El niimero dureo se define como ¢ = %5 Si hacemos 1) = 1’2‘/5, se puede
verificar la siguiente observacion:

Observaciéon 3.2.2. Los numeros ¢ y v, definidos anteriormente, satisfacen las siguientes
propiedades:

(1) 1—p=1,
(2) 1-¢ =0,
(3) L+y=¢%
(4) L+ =9
(5) p+¢ =1,
(6) pip=-1

Proposicion 3.2.3. Sea k € N tal que k£ > 3. Se cumple que:

ng o wk B QDk_l o wk—l N gok—Q o wk—Q

o= = o=
Demostracion. Se tiene lo siguiente:

(pkfl - 77bkfl N (pku - 77Z)k72 _ (pkfl o wkfl + s0k72 o 77Z)k72

o — o —1 p—1
I U Y A G )
©—1P '

Por los incisos (3) y (4) de la Observacion 3.2.2, obtenemos que:

g&k_l o ¢kz—1 <)016—2 o wk—Q _ QOk_QQOQ o wk—2¢2 _ SOk o ,¢k

T ——; o~ o0

Con esto queda demostrado lo deseado. O
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Ahora, mencionamos una sucesion muy famosa, la cual es conocida como sucesion
de Fibonacci. La sucesion de Fibonacci, (Fj)52,, se define como F} = 1, F, = 1y
F, = F,_1+ Fi_s, para cada k > 3. A los nimeros F}, se les llama ntmeros de Fibonacci.
Se tiene que

ot — Yt
F, = ~———, paracada k € N. (3.8)

©—1
En efecto, verifiquemos esto utilizando induccién matematica sobre k. Para k =1, i:—i =
1 = F,. Para k = 2, “";:f — (W*Zl(i+w) = ¢ + . Por el inciso (5) de la |Observacion

wZ_wZ

3.2.2, obtenemos que = 1 = F;. Supongamos que la igualdad se satisface para todo
m < k, donde k£ > 2. Probemos que se cumple para k£ + 1. Por el supuesto, se tiene que:

:ka_wk v Fk 1:¢k—1_wk—1
=1 o=

Por la Proposicion 3.2.3, obtenemos que:

k+1 k+1 k k k—1 k—1
@ T = e
= + = Fp+ Frp1 = Fly1.
-1 -1 -1 "

Con esto queda demostrado, lo deseado.

Fy

Finalizamos este capitulo con el siguiente ejemplo, en donde analizamos un sistema
dindmico que tiene una estrecha relacién con la sucesion de Fibonacci.

Ejemplo 3.2.4. Consideremos una poblacion de conejos, los cuales son contabilizados por
parejas. El tiempo es tomado en meses. Vamos a asumir que la poblacién esta dividida en
dos grupos, conejos jovenes y conejos adultos. La dindamica en este problema se describe
como sigue: una pareja de conejos adultos procrea una pareja en el proximo mes, los conejos
jovenes tardan un mes en crecer en conejos adultos. Asi, si denotamos por xj el nimero
de conejos jovenes y y; el nimero de conejos adultos, el sistema queda determinado por
las siguientes ecuaciones en diferencias.

Lk+1 = Yk,

Yr+1 = Tk + Yk

Escribiendo el sistema en su forma matricial, nos queda de la siguiente forma:
Tper) (0 1Y (g
Yk+1 L 1) \w/) "
. : . . . 01 . :
Veamos como estd determinado el sistema en el tiempo k. Si A = 1) el polinomio
caracteristico de A esta dado por:

-A 1

p()\):det(A—)\]):‘ 11—

‘:V—A—L
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Las raices del polinomio caracteristico son ¢ = %5 y = %g Ahora, determinemos
los vectores propios correspondientes a ¢ y 1. Para ¢, tenemos:

(72 ()= ()

—YU + Vg = OJ
v1 4+ (1 —p)vy = 0.

De forma equivalente,

Una solucién de este sistema de ecuaciones es v; = 1y vs = . Asi, un vector propio

correspondiente a ¢, es vi = <;) Ahora, para 1, se tiene lo siguiente:
—1/1 1 U1\ 0
1 1-— w V2 - 0 ’

_¢U1 + vy = 07
v + (1 —)vy = 0.

equivalentemente,

Una solucion de este sistema de ecuaciones es v; = 1y v = 1. Esto implica que, un vector

propio correspondiente a 1, es vy = (llp) Observe que A = QBQ™!, donde Q = (30 tlb)
y B = ((g 2) Luego, el sistema esta representado como sigue:

X = AkXO = QBkQ_IXO

Notemos que Q! = f_w (jbw _11> Asf,

() =GO 6 W) )6
Yk o )\NO0 Y p—p\—p 1)\w
:;( Pk — oyt —ph 4k ) (xo)
w — wsok—i-l _ SOwlc—i-l —gpk_H + wk—&-l Yo
Utilizando el inciso (6) de la Observacion 3.2.2; se obtiene que:
(ﬂik) _ 1 (wk—l e ok ok ) (330)
A N i N Ty AV YA
Ahora, tomemos como valor inicial xy = <(1)>, es decir, con un par de conejos jévenes. Se

obtiene que:

A 1 wk_l o (,Ok_l —gok +¢k 1 B 1 wk—l o Spk_l
e (yk) Y-y ( AR —90"““+1/1’““) (0> Y- ( Pr — )
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Si hacemos zy, la cantidad total de conejos en el tiempo k (en parejas), se tiene que:

k—1 k1
Zk:l‘k‘Fyk:—l/}igo(wk1_90k1+wk_90k):¢ (1+¢IZ_:;7 1+ 7)

Por los incisos (3) y (4) de la Observacion 3.2.2, obtenemos que:

wk—1w2 _ gok_1g02 SOk—i-l _ wk—&-l

(D o —

<k

Aplicando (3.8), concluimos que:

2k, = Fry1, para cada k € NU{0}.

0
conejos jovenes, la poblacion total de conejos se comporta como la sucesién de Fibonacci.

Con esto mostramos que, a partir de la condicién inicial xy = ( , es decir una pareja de
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CapriTuLO 4

Dinamica colectiva. Resultados principales

Recordemos que en un sistema dindmico (X, f), el objetivo es estudiar qué es lo que
le pasa a los puntos cuando se le aplica sucesivamente la funcion f. Esto nos representa
el movimiento de un objeto x en el espacio X; a este fenomeno le llamamos dinamica
individual. Es natural estudiar el comportamiento de una coleccion de objetos de X. Esto
es, estudiar sucesiones de la forma

A, fA), A,

donde A es un subconjunto de X. A esto le llamamos dinamica colectiva. Para hacer un
estudio de este tipo, es necesario tener la nocién de cercania entre conjuntos, lo que nos
conlleva a estudiar los hiperespacios.

En este capitulo presentamos una introduccion a los hiperespacios y a las funciones
inducidas entre hiperespacios. Todo esto, con el fin de poder hablar de la dindmica colec-
tiva, es decir, la dinamica de conjuntos. El capitulo esta conformado por tres secciones, en
la primera de ellas se realiza la construccion de la métrica de Hausdorff, se introduce la
topologia de Vietoris y se analizan algunas de sus propiedades. En la segunda seccion se
introduce el concepto de funcién inducida en hiperespacios y se estudian propiedades que
satisfacen. En la tercera y ultima seccién se aborda el problema principal de esta tesis, esto
es, estudiar las relaciones que existen entre la dinamica individual y la dindmica colectiva
para ciertos tipos de sistemas dinamicos.

4.1 Hiperespacios

En esta secciéon damos una introduccién a los hiperespacios, hacemos la construccion
de la métrica de Hausdorff y presentamos la topologia de Vietoris, y vemos la relacién
que existe entre estos dos conceptos. También definimos las funciones inducidas entre
hiperespacios y se estudian las propiedades que satisfacen.

En términos generales, un hiperespacio de un espacio topolégico X, es una coleccion
de subconjuntos de X, dotada con alguna topologia. En esta tesis, restringimos el estudio
de los hiperespacios cuando X es un espacio métrico. Algunos de los hiperespacios mas
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conocidos se denotan y definen como sigue:

CL(X)={AC X : Aescerrado en X y no vacio},
CB(X) ={A C X : A es cerrado, acotado y no vacio} y
2% = {AC X : A es compacto en X y no vacio}.

Observemos que 2% C CB(X) C CL(X). En general, cuando X es un espacio topolégico
no siempre podemos hablar del hiperespacio CB(X), ya que no siempre podemos hablar
del concepto de conjunto acotado, asf como tampoco, se cumple siempre que 2% C CL(X).
En el caso en que X es un espacio topolégico, se considera a 2% como la coleccién de los
subconjuntos compactos, cerrados y no vacios de X.

En este trabajo, estamos enfocados en estudiar el hiperespacio 2%, donde X es un
espacio métrico compacto. A este hiperespacio lo dotamos de una métrica y una topologia.
Los hiperespacios CB(X) y CL(X) los utilizaremos para construir la métrica de Hausdorff
y la topologia de Vietoris, respectivamente, ya que éstos son los hiperespacios mas grandes
en los que se consideran estos conceptos.

4.1.1. Meétrica de Hausdorff

En esta seccién mostramos una métrica para 2%, la cual es conocida como métrica de
Hausdorff. M4s atin, definimos esta métrica para CB(X), el cual es el hiperespacio mas
grande donde se puede definir. Un estudio més detallado sobre la métrica de Hausdorff lo
puede encontrar en [2] y [9].

Sean X un espacio métrico, A y B subconjuntos acotados de X . Denotemos por p(A, B)
al supremo de las distancias de los puntos de A al conjunto B. En simbolos:

p(A, B) =sup{d(a, B) : a € A}.

A continuacién mostramos un resultado, Proposicion 4.1.1} el cual es de gran utilidad
para definir una métrica sobre CB(X).

Proposicién 4.1.1. Sean (X, d) un espacio métrico, A, B C X conjuntos acotados y no
vacios. Se cumple los siguiente:

(1) p(A, B) =0,
(2) p(A,B) =0siysdlosi ACcl(B),
(3) p(A, B) < p(A,C) + p(C, B), para cualquier C' C X acotado y no vacio.
Demostracion. Notemos que (1) se tiene por el inciso (1) de la Proposicion 1.2.20.
Probemos ahora (2). Notemos que p(A, B) = 0 es equivalente a d(a, B) = 0, para

cada a € A. Por el inciso (3) de la Proposicién 1.2.20, d(a, B) = 0 es equivalente a que
a € cl(B). Por lo tanto, p(A, B) =0 siy sélo si A C cl(B).
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Finalmente, probemos (3). Sea C' C X acotado y no vacio. Sean a € Ay ¢ € C. Se
tiene que:

d(a, B) = inf{d(a,b) : b € B}
< inf{d(a,c) +d(c,b) : b € B}
= d(a,c) + inf{d(c,b) : b € B}
— d(a,) +d(c, B) < d(a, ) + p(C, B).

Luego,
d(a, B) < inf{d(a,c)+ p(C,B) : c€ C}
= inf{d(a,c) : c € C'} + p(C, B)
=d(a,C) + p(C, B) < p(A,C) + p(C, B).
Por lo tanto p(A, B) = sup{d(a, B) : a € A} < p(A,C) + p(C, B). O

Teorema 4.1.2. Sea X un espacio métrico. La funcién H: CB(X)xCB(X) — R, definida
por
H(A, B) = mix{p(A, B), p(B, A)},

es una métrica para CB(X).

Demostracion. Para demostrar que H es una métrica para CB(X), tomemos A, B,C €
CB(X) y veamos que se satisfacen los incisos (1), (i), (44) y (iv) de la Definicién 1.2.1. Pa-
ra el inciso (7), notemos que H(A, B) > p(A, B). Luego, por el inciso (1) de la Proposicion
4.1.1 se tiene que H(A, B) > 0.

Para el inciso (i). Si H(A, B) = 0, entonces p(A, B) =0y p(B,A) = 0. Por el inciso
(2) de la Proposicion 4.1.1 tenemos que A C cl(B) y B C cl(A). Dado que A, B € CB(X),
se tiene que A C By A C B. Asi, A = B. El reciproco se demuestra con los pasos
anteriores aplicados en orden inverso. Con esto queda demostrado el inciso ().

Veamos ahora que se satisface (iii). Para esto basta observar lo siguiente.

H(A, B) = max{p(A, B), p(B, A)} = méx{p(B, A), p(A, B)} = H(B, A).

Finalmente, probemos que se satisface (iv). Por el inciso (3) de la Proposicién 4.1.1,
se tiene que:

p(A, B) < p(A,C) + p(C, B) < H(A,C) + H(C, B)
p(B,A) < p(B,C)+p(C,A) < H(C,B)+ H(A,C)=H(A,C)+ H(C, B).
Por lo tanto, H(A,B) < H(A,C) + H(C, B). O

De acuerdo al Teorema 4.1.2 se tiene que (CB(X), H) es un espacio métrico. La funcién
H es conocida como métrica de Hausdorff.
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4.1.2. Topologia de Vietoris

En esta seccién mostramos una topologia para el hiperespacio 2%, la cual es conocida
como Topologia de Vietoris. Mas ain, definimos esta topologia para CL(X), que es el
hiperespacio mas grande en el que se estudia, esto es, cualquier otro hiperespacio es un
subespacio de C.L'(X). Todo lo que se trate en este apartado se puede definir para espacios
topologicos en general.

Comenzamos esta seccion con la definicion de la topologia de Vietoris. Cabe mencionar
que esta definicién esta sustentada por el Teorema 1.3.10.

Definicién 4.1.3. Sea X un espacio métrico. La topologia de Vietoris para CL(X)
es la topologia més pequena, Jy, para C.L(X) que cumpla las siguientes propiedades:

(i) {AeCL(X): ACU} € Iy, para cualquier conjunto U abierto en X.

(1) {A € CL(X): AC F} es cerrado respecto a Jy, para cualquier conjunto F' cerrado
en X.

Trabajar con los elementos de la topologia de Vietoris a partir de la definicién, es
complicado, asi que para un mejor manejo presentamos una base para esta topologia. Sea
X un espacio métrico y consideremos Ay, As, ..., Ax C X no vacios. Definamos la siguiente
subfamilia de C.L(X):

k
<A1,A2,...,Ak):{BEGI(X):BQ UA;, yBNA; # 2, paracadaie{l,...,k}}.
i=1

Estas familias son denominados vietdricos.

El resultado que mostramos a continuacién, Teorema 4.1.4, nos muestra una base para
la topologia de Vietoris. La prueba de este resultado la puede consultar en [14, Teorema
1.2, pag. 3]

Teorema 4.1.4. Sea X un espacio métrico. La coleccion:
By ={(Uy,...,Ug) : k € Ny U; es abierto y no vacio en X, para cadai € {1,...,k}}
es una base para la topologia de Vietoris Jy.
Ahora, mostramos un resultado que es de gran utilidad mas adelante.

Proposicién 4.1.5. Sea X un espacio métrico. Para cualesquiera dos abiertos U y "/ no
vacios de CL(X), considerado con la topologia de Vietoris, existen subconjuntos abiertos
Ui,Us, ..., U, Vi, Vs, ..., Vi, C X tales que:

<U1,U2,...,Uk>g% y <%,%,,W>§“V

Demostracion. Sean AU y ¥ subconjuntos abiertos y no vacios en C.L'(X). Dado que %y
es una base para Jy, existen Uy, Us, ..., Uk, V1, Vo, ..., Vi, C X, tales que

(U, Ugy ..., Uy CU y  (V1,Va, ..., Vi) CY.
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Si k1 = ko, se tiene el resultado. Supongamos que k; # ks, sin pérdida de generalidad,
supongamos que k; < ko. Hagamos W; = U;, para cada i € {1,2,...,k1} y W; = Uy, para
i€{k1+ 1,k +2,...,k}. De la construccion es ficil verificar que:

(UL, Us, ... Up)) = (Wi, Wa, ..., W) .
Asi, (W, Wo, ... Wi,) CUy (Vi, Vo, ..., Vi) TV ]

Ahora veamos algunas propiedades que cumplen los vietoricos.
Lema 4.1.6. Sea X un espacio métrico. Se cumple lo siguiente:

(1) (A) # @ siysélosi A+# @, para cada A C X.

(2) <ﬂ .324> = ﬂ (A), para cualquier familia ¢ de subconjuntos de X.
Aed

Demostracion. Veamos primero que (A) # & si y s6lo si A # &. Para esto, supongamos
primero que (A) # @. Esto significa que existe K € 2% tal que K C A. Dado que @ ¢ 2%,
tenemos que K # &, asi A # @.

Reciprocamente, supongamos que A # O, esto es, existe x € X, tal que z € A.
Notemos que {z} € 2% y {z} C A, en consecuencia, {x} € (A). Por lo tanto (A) # &.

Ahora probemos (2). Sea ¢ una familia de subconjuntos de X. Sea K € ([ «). Luego,
Ke2Xy K CNd. Dedonde, K € 2X y K C A, para cada A € o. Asi, K € (A), para
cada A € 4. De aqui, se deduce que K € [{(A) : A € #}. Con esto, queda demostrado

que <ﬂ.&¢> - ﬂ (A).

Aed
Ahora veamos la otra contencién. Para esto, sea K € (7)., (A4). Luego, K € (A), para

cada A € «. De aqui, se obtiene que K € 2X y K C A, paracada A € . Asi, K € 2¥X y
K € (4. De donde, K € ((«). Con esto, queda demostrado que (.., (4) C <ﬂ 94>.

De ambas contenciones, se obtiene la igualdad requerida en (2).
Finalizamos esta seccion con el Teorema 4.1.7, el cual nos relaciona la métrica de

Hausdorff y la topologia de Vietoris, una prueba de este resultado la puede consultar en
[14, Teorema 3.1, pag. 16].

Teorema 4.1.7. Sean X un espacio métrico. Si X es compacto, entonces la topologia
inducida por la métrica de Hausdorff y la topologia de Vietoris coinciden en 2%.

En [13] se encuentran algunos ejemplos de hiperespacios, en donde se exhiben modelos
para éstos.

4.2 Funciones inducidas

En esta seccién vamos a introducir el concepto de funcién inducida entre hiperespacios
y exponemos algunas de las propiedades que satisface. A partir de ahora, los espacios con
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los que trabajamos son considerados espacios métricos compactos, todo con el fin de tener
ambas herramientas disponibles, la métrica de Hausdorff y la topologia de Vietoris.

Dados X y Y espacios métricos compactosy f: X — Y una funcién continua, definimos
la funcién 27: 2X — 2Y como:

2/(K) = f(K), paratodo K € 2%.

Notemos que la funcién 2/ estd bien definida, ya que f es continua. La funcién 27 es
llamada funcién inducida por f entre 2% y 2V,
Ahora, veamos algunas relaciones que existen entre f y 2/.

Proposicién 4.2.1. Sean X y Y espacios métricos compactos y f: X — Y una funcién
continua. Se tiene que f es inyectiva si y sélo si 2/ es inyectiva.

Demostracion. Supongamos que f es inyectiva y probemos que 2/ es inyectiva. Sean
Ky, Ky € 2% tales que 2/ (K)) = 2/(K,). Veamos que K; = K,. Como 2/(K;) = 2/(K>),
se tiene que f(K;) = f(Ks). Luego f~1(f(Ky)) = f~1(f(K3)). Dado que f es inyectiva,
por el inciso (2) de la Observacion 1.1.2 obtenemos que:

Ky = [THf(K) = [T ([ () = K.

Con esto queda probado que 27 es inyectiva.
Reciprocamente, supongamos que 2/ es inyectiva y veamos que f es inyectiva. Sean
71,79 € X tales que f(x1) = f(x3). Observemos que {z;},{z2} € 2%. Luego,

2/ ({z1}) = f({za}) = {f(a1)} = {f(z2)} = f({z2}) = 2/ ({a2}).

Como 2/ es inyectiva, se obtiene que {z;} = {z2}. Asi, z; = x5. Por lo tanto, f es
inyectiva. O

Proposicion 4.2.2. Sean X y Y espacios métricos compactos y f: X — Y una funcién
continua. Se tiene que f es sobreyectiva si y sélo si 2/ es sobreyectiva.

Demostracién. Supongamos que f es sobreyectiva y probemos que 2/ es sobreyectiva.
Sea K € 2. Se tiene que K es cerrado en Y. Como f es continua, por el inciso (3) de la
Proposicion 1.2.22 se tiene que f~!(K) es cerrado en X. Sea K’ = f~1(K). Dado que X es
compacto y K’ es cerrado en X, por la Proposicion 1.3.19, se obtiene que K’ es compacto.
Por otro lado, como f es sobreyectiva, por el inciso (3) de la Observacion 1.1.2 se concluye
que f(f~YK)) = K. Luego, K = f(K') = 2/(K"). Por lo tanto, 2/ es sobreyectiva.
Reciprocamente, supongamos que 2/ es sobreyectiva y veamos que f es sobreyectiva.
Sea y € Y. Observemos que {y} € 2¥Y. Dado que 2/ es sobreyectiva, existe K € 2% tal
que 2/(K) = {y}. Tomemos x € K. Observemos que f(z) € f(K) = 2/(K) = {y}. Asi,
f(z) = y. Por lo tanto, f es sobreyectiva. O

A continuacion presentamos otro resultado importante, el cual nos permite crear sis-
temas dinamicos en los hiperespacios.

Proposicién 4.2.3. Sean X y Y espacios métricos compactos y f: X — Y una funcién
continua. Se tiene que la funcién inducida 27 es continua.
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Demostracion. Para la prueba utilizamos la base %y v la equivalencia de continuidad del
inciso (3) de la Proposicién 1.3.25. Sean Uy, Us, ..., U, € X abiertos no vacios. Probemos

que (Qf)_l( (Uy,Us, ..., Uk>) es abierto en 2%. Para esto veamos que
(2) " ({0 sy U) = (710, 7 (U)o £ (U))

Primero probemos que (Qf)_l(<U1,U2,...,Uk>) (YY), f7HU), ..., f7HUy)).

Sea K € (Qf)fl((Ul,Ug,...,Uk)), se cumple que f(K) = 2/(K) € <U1,U2,...,Uk;>.
Luego,

K)C UUZ" y [(K)NU; # 9, paracadai € {1,2,...,k}.

Por el inciso (2) de la Observacion 1.1.2 y el inciso (2) del Corolario 1.1.8, se tiene que:
k k
K C (K C f (U U) ~Ur'w.
=1 )

Por otro lado, dado que f(K)NU; # &, paracadai € {1,2,...,k}, se sigue del Lema 1.1.14,
que KNf~YU;) # @, paracadai € {1,2,...,k}. Asi, K € (f~1(Uy), f1(Us),..., fH{T)).

Probemos ahora que (Qf)fl( (U, Us, ..., Ux) ) 2 (f7HU), fH(Us), . ..7f L(U)). Sea
K e (f7Y(Uy), f7YUs), ..., f(Us)). Se tiene que:

k
KQUf_l(Ui) y KN f ' (U;) paracada i€ {1,2,...,k}.

Por el Corolario 1.1.6 y el inciso (3) de la Observacion 1.1.2 se tiene que:

wes(Uro) gy

Por otro lado, dado que K N f~1(U;) # @, para cada ¢ € {1,2,...,k}, obtenemos del
Lema 1.1.14, que f(K)NU; # @, para cada i € {1,2,...,k}. Asf, 2/(K) = f(K) €
(U1, Uy, ..., Uy). De donde, (29)™" ((Uy,Us, ..., Uy)) 2 (f~H(UL), fH (), ..., FH(U)).
Por lo tanto, (2/) ™ ((Uy,Us, ..., Us)) = (f7(U), 1 (Us), .-, f~H(UR)).- 0

El siguiente corolario se sigue de la Observacion 1.2.25 y de la [Proposicion 4.2.3.

Corolario 4.2.4. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcién. Si f
es continua, entonces (2f )k es continua, para cada k € IN.

Proposicion 4.2.5. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcién
continua. Para cada K € 2% y cada k € N U {0}, se cumple que (2f)k(K) = fH(K).
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Demostracion. Sea K € 2X. Hagamos la prueba utilizando induccién matemética sobre
k. Para k = 0 se tiene que:

(2N)°(K) = idyx (K) = K = idx (K) = f(K).

Supongamos ahora que el resultado es verdadero para k y probemos que se cumple para
k+1. Por la definicién de iteracién de funciones, aplicada a la funcién 2/, y por la definicién
de la funcién 2/ se tiene que:

(21" =2 (291 (1)) = £ (1) (K)

Por hipétesis de induccién tenemos que (2f )k+1(K ) = f(f¥(K)). Por el inciso (1) de la
Proposicién 1.1.13 se sigue que (2f)k+1(K) = fH(K). O

Como consecuencia de la Proposicion 4.2.5/ se tiene la siguiente observacion.

Observacion 4.2.6. Para cualquier funcién continua f: X — X y cualquier £ € NU{0},
se tiene que, la k-ésima iteracién de la funcién 2/, coincide con la funcién inducida de la

funcién f*. En simbolos, (2f)k = 2™,

De ahora en adelante, a la k-ésima iteracion de la funcién 2/, la denotamos simplemente
como 27",
A continuacién presentamos un resultado que es de gran utilidad en la Seccién 3.3.

Proposiciéon 4.2.7. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcién
continua. Para cada A C X, se cumple que 2/ ( (4)) C (f(A)).

Demostracidn. Sea K € 2/((A)). Luego, existe K’ € (A) tal que 2/(K’) = K. De la
definicién de la funcién 27 se tiene que f(K’) = K. Por otro lado, dado que K’ € (A),
obtenemos que K’ C A. Luego, f(K’) C f(A). Asi, K = f(K’) € (f(A)). Por lo tanto,
27 ((A)) € (f(A)). O

Es natural preguntarse si se satisface la igualdad de la [Proposicion 4.2.7. A continua-
cién, damos un ejemplo en el cual esta igualdad no se satisface.

Ejemplo 4.2.8. Consideremos f: [0,3] — [0, 3], definida por

2x si 0<x<l;
flzy=¢ 3—2 si 1<z<2;
20 —3 s1i 2<zx<3.

En la Figura 4.1, se muestra la grafica de la funcién f.

3 |

21
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Figura 4.1: Grafica de la funcién f.

Consideremos A = {1} U (2,3]. Observemos que f(A) = [2,3] (ver Figura 4.2).

5 3
2
Figura 4.2: Imagen de A bajo f.

Notemos que K = [2,3] € (f(A)). Consideremos la funcién f|a: A — [0, 3], definida
por fla(x) = f(x), para cada x € A. Observemos que f|4 es inyectiva. Por laProposicicion
1.1.3, obtenemos que no existe K; C A tal que f|a(K;) = f|la(A4) = [2,3] = K. Luego, no
existe K1 C A tal que f(K;) = f(A) = K. Ademds, notemos que A no es compacto. De

donde, no existe un subconjunto compacto K; de A de tal forma que 2/ (K;) = f(K,) = K.
Con esto, concluimos que K ¢ 27 ( (A) ). Por lo tanto, 2/ ( (A)) C (f(A)).

En vista del Ejemplo 4.2.8, tenemos que en general no se satisface la igualdad de la
Proposiciéon 4.2.7. A continuacién, en los siguientes dos resultados se dan condiciones para
que se satisfaga la igualdad en la Proposicion 4.2.7.

Proposicion 4.2.9. Sean X y Y espacios métricos compactos, f: X — Y una funcién
continua y A C X no vacio. Si A es cerrado en X, entonces 27 ( (A) ) = (f(A)).

Demostracion. Supongamos que A es cerrado y veamos que 2f( <A>) = f(A)>. Por la
Proposicién 4.2.7, tenemos que 2/ ((A)) C (f(A)). Probemos que {f(A)) C 2/((A)).
Sea K € (f(A)). Luego, K € 2¥ y K C f(A). Por la Proposicién 1.3.19, se tiene que K
es cerrado en Y. Dado que f es continua, por el inciso (3) de la Proposicién 1.2.22 f~1(K)
es cerrado en X. Ademés, como K # @y K C f(A), se tiene que AN f~1(K) # @. Dado
que Ay f7Y(K) son cerrados, se tiene que K; = AN f~1(K) es cerrado y no vacio en
X. Como X es compacto, nuevamente por la Proposicion 1.3.19, obtenemos que K es
compacto. Asf, K; € 2%. Ademas, K, € (A).

Por otro lado, como K C f(A), de la Proposicién 1.1.9 se tiene que f(Aﬂffl(K)) =K.
Luego,

2(Ky) = f(KY) = f(AN [7H(K)) = K.

Asi, K = 2/(K;) € 2/((A)). Con esto probamos que (f(A)) C 2/((A4)). Por lo tanto,
21(14)) = (FA)). .

Proposicion 4.2.10. Sean X y Y espacios métricos compactos, f: X — Y una funcién
continua e inyectiva. Para cada A C X no vacio, se cumple que 2/ ( (4) ) = (f(A)).
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Demostracion. Sea A C X y veamos que 2/ ((A)) = (f(A)). Por la Proposicién 4.2.7,
tenemos que 2/ ((A)) C (f(A)). Probemos que (f(A4)) C 27((A)). Sea K € (f(A)).
Luego, K € 2X y K C f(A). Por la Proposicién 1.3.19, se tiene que K es cerrado en Y.
Dado que f es continua, por el inciso (3) de la Proposicién 1.2.22 f~1(K) es cerrado en X.
Nuevamente por la Proposicién 1.3.19, obtenemos que f~(K) es compacto. Claramente
f7YK) es no vacio. Asf, f~1(K) € 2%. Dado que f es inyectiva, se tiene que f~! (f(A)) =
A. Ast, f7HK) C f71(f(A)) = A. De donde, f~HK) € (A).

Por otro lado, dado que K C f(A) C f(X), por la Proposicién 1.1.4 se tiene que
f(f7Y(K)) = K. Luego,

K = F(F1 ) =2/ (71 () €27 ({4)).
Con esto probamos que (f(A)) C 27((A)). Por lo tanto, 27 ( (4) ) = (f(A)). O

4.3 Dinamica colectiva

Recordemos que dado un sistema dindmico (X, f), podemos construir el sistema dindmi-

o (2%,27). Uno de los problemas que se estudia, es ver la relacién que existe entre el

sistema dindmico (X, f) y el sistema dindmico (2%, 27). Especificamente, el problema que
abordamos en esta seccién es el siguiente.

Problema. Dada una clase de funciones J(, investigar las relaciones que existan entre
las siguientes proposiciones:

(a) fe;
(b) 2/ €,

cuando A es alguna de las siguientes clases de funciones: fuertemente mezclantes, suave-
mente mezclantes, débilmente mezclantes, totalmente transitivas, con especificacion y con

la Propiedad P.

Sin mas preambulo, comenzamos con la siguiente observacion, en la que se muestra
una relacién entre los puntos fijos y peridédicos de la funcion f y los de su funcién inducida
2/

Observacion 4.3.1. Sean X un espacio métrico compacto, f: X — X una funcién con-
tinua y x € X. Se cumple lo siguiente:

(1) Si x es un punto fijo de f, entonces {z} es un punto fijo de 27.
(2) Si o es un punto periédico de f, entonces {x} es un punto periédico de 27.
A continuacién, mostramos otro resultado referente a puntos periédicos.

Proposiciéon 4.3.2. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcién
continua. Si Per(f) es denso en X, entonces Per (2f ) es denso en 2%,
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Demostracion. Supongamos que Per(f) es denso en 2% y probemos que Per (2f ) es denso
en X. Para esto, sea U C 2% abierto no vacio y veamos que U N Per(2f ) # . Por la
Proposicion 4.1.5 tenemos que, existen Uy, Us, ..., U, C X abiertos y no vacios tales que
(Uy,Us, ..., Uy) CU. Dado que Per(f) es denso en X, se sigue que U; N Per(f) # &, para
cadai € {1,2,...,m}. Asi, para cadai € {1,2,...,m}, existen z; € U; y k; € N tales que
f¥i(z;) = ;. Sean B = {x1,2,..., 0} v k = kiky - k,,. Notemos que 2fk(B) = B, lo
cual implica que B € Per(2f). Ademas, se tiene que B € (Uy,Us, ..., U, ) C 9. Con esto,
U N Per(Qf) # . Por lo tanto, Per(?f) es un conjunto denso en 2%, U

Es natural preguntarse si el reciproco de la Proposicién 4.3.2 es verdadero. En [3], pag.
298, 299] se exhibe un ejemplo de una funcién tal que Per(2/) es denso en X y Per(f) = @,
lo cual implica que Per(f) no es denso en X. Asi que, el reciproco de la Proposicién 4.3.2 no
se cumple en general. Sin embargo, el reciproco es verdadero en el caso en que X = [0, 1],
para verificar esta afirmacién puede consultar [3, Proposicién 18.16, pag. 297].

En seguida mostramos un resultado referente a transitividad.

Teorema 4.3.3. Sean X un espacio métrico compacto y f : X — X una funcién continua
en X. Si la funcién inducida 27 : 2% — 2% es transitiva, entonces f es transitiva.

Demostracion. Supongamos que 2/ es transitiva y probemos que f es transitiva. Sean
U,V C X abiertos no vacios. Notemos que (U) y (V) son abiertos y no vacios en 2. Dado

que 2/ es transitiva, existe k € IN U {0} tal que ka( (U)) N (V) # @. Notemos que de la
Proposicién 4.2.7, obtenemos que 2fk( (U)) c <fk(U)>, de donde, <fk(U)> N{(V) # @.
Ahora, utilizando el inciso (2) del Lema 4.1.6, se tiene, { f*(U)NV') # @. Por el inciso (1)

del Lema 4.1.6, se sigue que f*(U)NV # @. Con todo lo anterior hemos probado que f
es transitiva. O

El reciproco del [Teorema 4.3.3 no es verdadero. Mas adelante, en el Ejemplo 4.3.6, se
muestra que la funcién R,, con a € R\ @ es transitiva, sin embargo, su funcién inducida
no es transitiva.

Ahora, mostramos un resultado correspondiente a funciones totalmente transitivas.

Teorema 4.3.4. Sean X un espacio métrico compactoy f : X — X una funcién continua.
Si 27 : 2% — 2% es totalmente transitiva, entonces f es totalmente transitiva.

Demostracién. Supongamos que 2/ es totalmente transitiva y probemos que f es total-
mente transitiva, esto es, f¥ es transitiva, para cada k € IN. Sea k € IN. Dado que 2/ es
totalmente transitiva, obtenemos que 2/ " es transitiva. Ademas, por la Observaciéon 4.2.6
tenemos que 2/ " es la funcién inducida de f*. Asi, dado que la funcién 2/ " es transitiva,
por el Teorema 4.3.3, la funcién f* es transitiva. Con esto probamos que f es totalmente
transitiva. O

El reciproco del Teorema 4.3.4 no es valido. Posteriormente, en el Ejemplo 4.3.6, se
muestra que la funcién R,, con @ € R\ Q es totalmente transitiva y que su funcién
inducida no es totalmente transitiva.

A continuacion mostramos un resultado correspondiente a funciones débilmente mez-
clantes. Este resultado también relaciona la propiedad de transitividad.
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Teorema 4.3.5. Sean X un espacio métrico compactoy f : X — X una funcién continua.
Las siguientes proposiciones son equivalentes:

(1) f es débilmente mezclante,
(2) 27 es débilmente mezclante,
(3) 2/ es transitiva.

Demostracién. Supongamos que f es débilmente mezclante y veamos que 2/ es débilmente
mezclante. Para demostrar que 2/ es débilmente mezclante usamos el inciso (4) del Teorema;
2.2.24. Sean AU y ¥ abiertos en 2% y no vacios, probemos que existe k € IN U {0} tal que
2fk(°?l) NU # Ty ka(oll) N # @. Por la Proposicién 4.1.5, para U y "V, existen
conjuntos Uy, Us, ..., U,,, Vi, Vs, ..., V,, abiertos y no vacios en X tales que:

<U1,U1,...,Um>g6u y <V1,V1,,Vm>§“1/

Observemos que los conjuntos Uy X Uy X -+ X U, v V; X Vo x --+ x V,,, son abiertos y no
vacios en X™. Por el Teorema 2.2.24 se tiene que f*" es débilmente mezclante. Luego,
existe k € INU {0} tal que:

(fxm)k(U1XU2><"'><Um)ﬂ[U1XUQX"-XUm]#Q y (4‘1)
(fxm)k(UlXU2><'-'><Um)m[V1><V2><---><Vm]7£®,

De (4.1) y por el inciso (2) de la Proposicién 1.1.15, se tiene que f*(U;) NU; # @, para
cadai € {1,2,...,m}. Esto tltimo implica que, para cada i € {1,2,...,m}, existe x; € U;
tal que f*(x;) € U;. Consideremos el conjunto B = {zy, s, ...,z }. Notemos que B € 2.
Ademas,

B e (Uy,Us,...,Uy,) CU y

FHB) = {f* (1), fH(w2), .o [ (wm)} € (UL Vs, Un) S U

Asi, B e U y 2/"(B) = f¥(B) € 9. Lo cual implica que 2fk(%) NU # @. De forma
similar, usando (4.2) se demuestra que 2fk(°2l) N # @. Asi, por el [Teorema 2.2.24, se
concluye que 2/ es débilmente mezclante.

La prueba de que (2) implica (3) se tiene de manera inmediata del Corolario 2.2.22.

Finalmente, supongamos que 2/ es transitiva y veamos que f es débilmente mezclante.
Para demostrar que f es débilmente mezclante utilizamos el inciso (4) del Teorema 2.2.24.
Sean U y V abiertos en X y no vacfos. Los conjuntos (U) y (U, V') son abiertos en 2% y no
vacios. Dado que 2/ es transitiva, existe k € NU {0} tal que 2fk( <U>) (U, V) # @, esto
es, existe K € 2% tal que K € (U) y ka(K) € (U,V). Dado que o/ (K) € (U,V), por
la Proposicién 4.2.5, se obtiene que f*(K) € (U, V). Esto implica que, f*(K) C Uvuv,
fREK)YNU # @y f8(K)NV # @. Luego, existen x, 1, € K tales que f*(z,) € Uy
f¥(zy) € V. Ademss, dado que K € (U) obtenemos que x1,2o € K C U. Asi, f*(x;) €
HUYNU y fE(xs) € f5(U) NV, lo cual implica que:

fFOnNU4o vy fFFU)NV £ 2.

Por lo tanto, usando el Teorema 2.2.24, se tiene que f es débilmente mezclante. O
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Con ayuda del Teorema 4.3.5, damos ejemplos que muestran que los reciprocos de los
Teoremas 4.3.3| y 4.3.4 no son ciertos.

Ejemplo 4.3.6. Consideremos o € R\ Q y la funcién rotacion R,: S* — S! (vea Ejemplo
2.1.6). Se tiene que la funcién R, es transitiva, sin embargo, la funcién 2% no es transitiva.
En efecto, por el Ejemplo 2.2.12 se tiene que R, es transitiva. Por otro lado, del [Ejemplo
2.2.30, obtenemos que R, no es débilmente mezclante. Luego, por el Teorema 4.3.5, se
deduce que 27 no es transitiva.

Ejemplo 4.3.7. Consideremos o € R\ Q y la funcién rotaciéon R,: S* — S! (vea Ejemplo
2.1.6). Se tiene que la funcién R, es totalmente transitiva, sin embargo, la funcién 2 no
es totalmente transitiva. En efecto, por el Ejemplo 2.2.13| se tiene que R, es totalmente
transitiva. Por otro lado, del Ejemplo 4.3.6, se tiene que 2%« no es transitiva. Luego, 2%
no es totalmente transitiva.

A continuacién presentamos la definicién de funcion cadtica. Para esta definicion se
considera que el espacio X es infinito.

Definicién 4.3.8. Sean X un espacio métricoy f: X — X una funcién continua. Decimos
que f es cadtica, si f es transitiva y Per(f) es un conjunto denso en X.

A continuacién mostramos un ejemplo de funcion cadtica.

Ejemplo 4.3.9. Consideremos la funcién tienda 7': [0, 1] — [0, 1], definida en el Ejemplo
2.2.7. En [5, Teorema 2.2.8, pag. 35|, se muestra que la funcién tienda es cadtica.

El siguiente resultado es consecuencia del Teorema 4.3.5/y de la Proposicion 4.3.2.

Teorema 4.3.10. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funciéon conti-
nua. Si f es cadtica y débilmente mezclante, entonces 2/ es cadtica.

Del Teorema 4.3.10, es natural preguntarse si, 2/ es cadtica implica que f es cadtica.
Resulta ser que esta proposiciéon no es verdadera, aunque construir un ejemplo es compli-
cado. En [6] se muestra una funcién f que no es cadtica de tal manera que 2/ es cadtica.

Ahora, mostramos un resultado relacionado con las funciones fuertemente mezclantes.

Teorema 4.3.11. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcién conti-
nua. Las siguientes proposiciones son equivalentes:

(1) 27 es fuertemente mezclante,
(2) f es fuertemente mezclante.

Demostracion. Supongamos primero que 2/ es fuertemente mezclante y veamos que f es
fuertemente mezclante. Para esto, sean U,V C X abiertos en X y no vacios. Notemos
que (U) y (V) son abiertos y no vacios en 2%¥. Como 2/ es fuertemente mezclante, existe
n € NU{0} tal que ka((U>) N (V) # @, para cada k > n. Sea k € IN tal que k > n. Se
tiene que ka( (U)) N (V) # @. Por la Proposicién 4.2.7, se sigue que { f*(U)) N (V) # @.
Ademés, por el inciso (2) del Lema 4.1.6, obtenemos que <f"”(U) N V> # &. Més aun, de
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la Proposiciéon 4.2.7, tenemos que f*(U) NV # &. Con todo lo anterior hemos probado
que f es fuertemente mezclante.

Reciprocamente, supongamos que f es fuertemente mezclante y probemos que 27 es
fuertemente mezclante. Para esto, sean U, C 2% abiertos y no vacios. Por la Proposicién
4.1.5, existen abiertos Uy, ..., Uy, Vi,...,V,, € X no vacios tales que:

(Up,....,Un) CU vy (Vi,...,Vy) CV.

Dado que la funcién f es fuertemente mezclante, para cada i € {1,...,m}, existe n; € N
tal que f*(U;) N'V; # @, para cada k > n;. Sean n = max{ni,...,n,} y k > n. Para
cada i € {1,...,m}, existe z; € U; tal que f*(z;) € V;. Notemos que el conjunto B =
{z1,..., 2y} cumple que, B € (Uy,...,Upy,) y

2/ (B) = f"(B) = {f*(x1),. ... [*(@m)} € (Viyooo, Vi)

De aqui, B € U y ka(B) € Y. Lo cual implica que 2fk(62l) NY # &. Dado que esto se
cumple para cada k > n, obtenemos que 2/ es fuertemente mezclante. O

Del Diagrama 2.2y el Teorema 4.3.11 se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 4.3.12. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcién con-
tinua. Si 27 es fuertemente mezclante, entonces:

1) f es suavemente mezclante,

2) f es débilmente mezclante,

(1)
(2)
(3) f es totalmente transitiva,
(4)

4) f es transitiva.

Lema 4.3.13. Sean X y Y espacios métricos con X compacto, f: X - X yg: Y =Y
funciones continuas. Si 2/ x ¢g: 2% x Y — 2% x Y es transitiva, entonces f x g: X x Y —
X x Y es transitiva. Ademas f y ¢ son transitivas.

Demostracién. Supongamos que 2/ x g: 2¥ x Y — 2% x Y es transitiva y veamos que
fxg: X XY — X XY es transitiva. Para esto, sean U y V subconjuntos abiertos y no
vacios en X x Y. Existen conjuntos abiertos no vacios Uy, V)} € X y Uy, Vo C Y tales que
U xUy; CUyV, xVy CV. Observemos que, los conjuntos <U1> y <V1> son abiertos en
2X v no vacios. Asi, los conjuntos <U1> x Uy y <V1> x V4 son abiertos en 2¥ x Y y no
vacios. Para los conjuntos (Uy) x Uy y (V1) x Vo, existe k € N U {0} tal que:

(2 xg) (W) x ) N [(V1) x Vi] £ 2.

Por el inciso (2) de la Proposicién 1.1.15, se tiene que ka( (Ur) )N(Vi) # @y g"(Us) NV #
@. Por la Proposicion 4.2.7 y el inciso (2) del Lema 4.1.6 se tiene que:

2 ((Uh)) N (V) C{(FHO0)) N (V) = (FE) N ).
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Esto implica que, (f*(U;) N'Vi) # @. Ahora, utilizando el inciso (1) del Lema 4.1.6,
obtenemos que f*(U;) N'Vi # @. Con esto, hemos probado que f*(U;)) NV, # @y
g*(Uy)NVy # @. Por el inciso (2) de la Proposicién 1.1.15 tenemos que (f x g)¥(U; x Us) N
(Vi x Vo] # @. Dado que Uy x Uy C U y Vi x Vo C V, se tiene que (f x ¢)¥(U)NV # @. Asi,

f X g es transitiva. Ademas, por el Lema 2.2.18| obtenemos que f y g son transitivas. [J

Lema 4.3.14. Sean X y Y espacios métricos tal que X es compacto, f: X — X y
g: Y — Y funciones continuas. Si para cada m € IN, se tiene que f*™ X g es transitiva,
entonces 2/ x g es transitiva.

Demostracién. Supongamos que f*™ X g es transitiva y probemos que 2/ x g es transitiva.
Para esto, sean U y V abiertos no vacios en 2% x Y. Luego, existen abiertos no vacios
U,V C2Xy UV CY talesqueU xUCUyY xV CV,

Por la Proposicion 4.1.5, para los conjuntos U y "V, existen subconjuntos abiertos no
vacios Uy, Uy, ..., Uy, Vo, Vo, ..., V,, de X tales que:

<U1,U2,...,Um>g5u y <V1,V2,,Vm>§“1/

Por otro lado, por el [Teorema 2.2.27, la funcién f*™ es suavemente mezclante, esto
implica que f*™ x g es una funcién transitiva. Ademds, observemos que los conjuntos
U xUyx -+ xUypxUyVy xVyx---xV, xV son abiertos y no vacios en X™ x Y.
Asi, existe k € INU {0} tal que:

(7 x g) (U x Uy X -+ X Upy x UY N[V X Vo X -+ X Vi X V] £ @,
Por la Proposicion 1.1.15, se tiene que:
fU)NV; # @, paracadaic {1,2,...,m} vy (4.3)

FU)xV#2. (4.4)

De (4.3) obtenemos que para cada i € {1,2,...,m} existe z; € U; tal que f*(x;) € V;. Sea
B ={x1,x9,...,2,}. Notemos que:

B e <U1,U2,...,Um> cC Uy y
por la Proposicion 4.2.5:
2/"(B) = f*(B) = {f*(21), fA(wa), -, fFlam)} € (Vi, Vi, Vi) ©F.

Asi,
2 Uy 4 @. (4.5)

De (4.5), (4.4) y de la Proposicién 1.1.15] se tiene que:
2" xg)" U xU)N[Y x V] 2.

Dado que U x U CUy ¥ x V CV, obtenemos que (2f X g)k (U)NV # @. Por lo tanto,
2/ x ¢ es transitiva. [
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A continuaciéon mostramos un resultado correspondiente a las funciones suavemente
mezclantes.

Teorema 4.3.15. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funciéon conti-
nua. Las siguientes proposiciones son equivalentes:

(1) 2/ es suavemente mezclante,
(2) f es suavemente mezclante.

Demostracion. Probemos primero que (1) implica (2). Para esto, supongamos que 2/ es
suavemente mezclante y veamos que f es suavemente mezlante. Para esto, sean Y un
espacio métrico y ¢ : Y — Y una funcién transitiva y probemos que f X g es transitiva.
Dado que 2/ es suavemente mezclante, tenemos que 2/ x ¢ es transitiva. Por el Lema
4.3.13), obtenemos que f X g es transitiva. Por lo tanto, f es suavemente mezclante.
Veamos ahora que (2) implica (1), esto es, supongamos que f es suavemente mezclante
y probemos que 2/ es suavemente mezclante. Como f es suavemente mezclante, por el
Teorema 2.2.27, obtenemos que para cada m € IN, f*™ es suavemente mexclante. Asi,
para cada m € IN, se tiene que f*™ X g es transitiva. Por el Lema 4.3.14, obtenemos que
2/ x g es transitiva. Por lo tanto, 2/ es suavemente mezclante. O

A partir del Diagrama 2.2 y el Teorema 4.3.15 se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 4.3.16. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcién con-
tinua. Si 27 es suavemente mezclante, entonces:

(1) f es débilmente mezclante.
(2) f es totalmente transitiva.
(3) f es transitiva.
Ahora, veamos un resultado referente a funciones con especificacion.

Teorema 4.3.17. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcién conti-
nua. Las siguientes proposiciones son equivalentes:

(1) 2/ tiene especificacién,
(2) f tiene especificacion.

Demostracion. Probemos primero que (1) implica (2). Para esto, supongamos que 2/ tiene
especificacion. Sea € > 0. Por hipotesis existe M. € IN tal que, para cualquier natural
m > 2, cualesquiera m puntos K1, Ko, ..., K,, de 2¥ y cualesquiera 2m enteros 0 < a; <
by < ag <by < - < ay < by, cona; —b_1 > M, para cada i € {2,3,...,m}, existe
K € 2% tal que:

H <2fk(K), 2fk(K,-)) <e,

para cualquier k € {a;,a;+1,...,b;} y cualquieri € {1,2,...,m}. Para probar que f tiene
especificacion, tomemos m > 2, x1, 22, ..., T, € X y 2m enteros 0 < a; < by < as < by <
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o0 <y < by con a; — by > M., para cada i € {2,3,...,m}. Hagamos K; = {z;} € 2%,
para cada i € {1,2,...,m}. Luego, existe K € 2% tal que:

H (ka(K),ka(Ki)) <e,

para cualquier k € {a;, a;+1,...,b;} y cualquieri € {1,2,...,m}. Fijemosi € {1,2,...,m}
y k €{a;,a; +1,...,b;}. Se tiene que:

H(fH ), {f @)} ) = B0, () ) = H(2(5),2" (o)) < =

Sea x € K. Observemos que:

A7), () < sup {a(e {4 @0)) < = € £ = (7). A7 })
< H(f(K), {fH@)}) <=

Con esto probamos que d(f*(x), f*(x;)) < ¢, para cualquier k € {a;,a; +1,...,b;} vy
cualquier ¢ € {1,2,...,m}. Por lo tanto, f tiene especificacién.

Ahora probemos que (2) implica (1). Supongamos que f tiene especificaciéon y veamos
que 2/ también tiene especificacién. Para esto, sea e > 0. Como f tiene especificacién, exis-
te M./, € IN tal que, para cualquier natural m > 2, cualesquiera m puntos xy, xa, . .., T, de
X y cualesquiera 2m enteros 0 < a; < by < ap < by < -+ < ay < by, con a; —bi—y > My,
para cada i € {2,3,...,m}, existe x € X tal que:

d(f* (), fo(zi) < e/2,

para cualquier k € {a;,a;+1,...,b;} y cualquieri € {1,2,...,m}. Para probar que 2/ tiene
especificacion, sean m > 2, K1, Ky ..., K,, € 2X y 2m enteros 0 < a; < by < ay < by <
o < Gy < by, cona; — by > Mo, para cada i € {2,3,...,m}. Dado que f es continua
y X es compacto, por el Teorema 1.3.26, se tiene que f es uniformemente continua. Mas
aun, por la Observacion 1.2.27, obtenemos que f* es uniformemente continua, para cada
ke{l,2,...,by}. Asi, para cada k € {1,2,...,b,,} y para £/2 existe d; > 0 tal que para
cualesquiera x,y € X, se satisface que:

d(z,y) < & implica d(f'(x), f'(y)) < /2. (4.6)
Sea 0 = min{dy, da, ..., d%,, }. Se cumple que, para cualesquiera x,y € X:
d(z,y) <6 implica d(f*(x), f*(y)) <e/2, paracadak € {1,2,... by}

Fijemos i € {1,2,...,m}. Observe que 6; = {K; N B(x,0) : € K,} es una cubierta
abierta para K;. Dado que K; es compacto, existen ¢, 7%, ... ,Iﬁvi € K; de modo que
Ni )
K; C szl B(x},9).
Para m puntos z; ,z; ,..., k" € X,dondet; € {1,2,...,N;} ei € {1,2,...,m}, como
f tiene especificacion, existe zy,4,..4,, € X tal que:

A(f* 2ttt ) s [F(21,)) < €/2, (4.7)
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para cada k € {a;,a; +1,...,b;} y cadai € {1,2,...,m}. Hagamos:

K ={ztyt, 1t € {1,2,...,N;}, paracadai € {1,2,...,m}}.
Observemos que K es finito, asi, K € 2X. Probemos que H <2fk(K), ka(Ki)) < g, para
cada k € {a;,a;11,...,b;} y cadai € {1,2,...,m}. Para esto, tomemos i € {1,2,...,m}
y k e {ai,ai—l—l,...,bi}.

Sea t; € {1,2,..., N,} arbitrario, para cada j € {1,2,...,m}. Por el inciso (2) de la
Proposicién 1.2.20 y (4.7) obtenemos que:

d(fk(zt1t2~"tm)7 fk(Kl)) < d(fk(ztﬁz“tm)’ fk(x;)) < 6/2 <Eé.

Luego, p(f*(K), f*(K;)) <e.
Por otro lado, fijemos i € {1,2,...,m} y z € K;. Dado que K; C Ujvzl B(:Ué., J), existe
t; €{1,2,...,N;} tal que d(z,} ) < 4. Por (4.6), obtenemos que:

d(f*(z), f¥(z})) < £/2, para cada z € K. (4.8)
Ahora, de (4.7) y (4.8), para £; € {1,2,...,N;}, con j € {1,2,...,m}\ {i} se obtiene que:
d(f*(2), [*(Zrta1)) < A(S(2), R 0)) + d(FP0)s () < /24 €/2=¢.
Adems, por el inciso (2) de la Proposicién [1.2.20, obtenemos:
d(f*(2), 1K) < d(f*(2), f*(Zita1)) <€

Luego, dado que z es un elemento arbitrario de K;, obtenemos que p(f*(K;), f*(K)) <.

Con todo hemos probado que p(f*(K), f*(K;)) < ey p(f*(K;), f¥(K)) < e. De
aqui, obtenemos que H (f*(K), f*(K;)) <€, o bien, H <2fk(K),2fk(Ki)> < g, para cada
ke {aj,a;+1,...,b;} ycadai € {1,2,...,m}. Por lo tanto, 2/ tiene especificacién. [

En seguida, mostramos un resultado correspondiente a la Propiedad P.

Teorema 4.3.18. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcién conti-
nua. Las siguientes proposiciones son equivalentes:

(1) 27 tiene la Propiedad P,
(2) f tiene la Propiedad P.

Demostracion. Veamos primero que (1) implica (2). Supongamos que 27 tiene la Propiedad
P y probemos que f tiene la Propiedad P. Sean Uy, U; C X abiertos en X y no vacios.
Los conjuntos (Us) y (U;) son abiertos en 2% y no vacios. Dado que 27 tiene la Propiedad
P, existe N € IN tal que para cada k € IN y cualquier funcién s: {0,1,...,k} — {0,1},
existe K € 2% tal que:

K e <U5(o)>, fN(K) S <U5(1)>, cee ka(K) S <Us(k:)>- (4.9)
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Para probar que f tiene la Propiedad P tomemos k € Ny s: {0,1,...,k} — {0,1}. Como
existe K € 2% el cual satisface (4.9), se tiene que:

K C Uy, [Y(K) CUsqy, - s fPN(E) C Uy,
Tomemos = € K. Se sigue que:
T e US(0)7 fN(:E) S US(1)7 BRI ka(‘T) € Us(k)

Por lo tanto, f tiene la Propiedad P.

Veamos ahora que (2) implica (1). Supongamos que f tiene la Propiedad P y probemos
que 2/ tiene la Propiedad P. Sean U,,U; C 2% abiertos y no vacios en 2X. Por la
Proposicion 4.1.5, existen UY,UY, ... U, UL, U;,..., U} C X abiertos y no vacios en X
tales que:

(U, U,...,U0) CUy y (U Uy,...,U}) CU.

Dado que f tiene la Propiedad P, para cada i € {1,2,...,m}, existe N; € N tal que para
cualquier k£ € IN y cualquier funcién s: {0,1,...,k} — {0,1} existe x € X que satisface:
ze U Na)yev:W, . fNi) e U™,

Hagamos N = NyNy---N,,. Sean k € N y s: {0,1,...,k} — {0,1}. Para cada i €
{1,2,...,m} consideremos p; = %, ki=(k+1)p;i—1ys;i:{0,1,...,k;} = {0,1} definida
por:

s(0), si 0<j<pi

s(1), si p; <j<2p;

3<k)7 si kp; <j< (k + 1)]%’-
Para k; y s;, existe z; € X tal que:
T; € Uisi(O), fNZ<$z> c Uisl'(l), o fk¢N¢ ($z) c UZ-Si(ki).

Sea K = {z1,,...,7;}. Notemos que K € 2X. Ademds, para cada j € {0,1,...,k} vy
para cada i € {1,2,...,m}, se tiene que jp; € {0,1,...,k;}. Luego,

ij(xi) — fjpiNi<xi) c Uisi(jpi) — US(J)

(2

Asi,
PN = LN (@), f7N @), PN ()} € (U059 UR0Y) € Uy,
Con esto,
N kN
KEOUS(O), (Qf) (K)G%S(l), RN (2f) (K)E%S(k).
Por lo tanto, 2/ tiene la Propiedad P. O

Concluimos esta seccion y el capitulo presentando la siguiente tabla, la cual resume los
resultados obtenidos en esta seccion
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Propiedad f=2T[2 = f Resultados

Transitiva No Si Ejemplo 4.3.6 y Teorema 4.3.3, resp.
Totalmente transitiva No Si Ejemplo 4.3.7 y Teorema 4.3.4, resp.
Débilmente mezclante Si Si Teorema 4.3.5
Suavemente mezclante Si Si Teorema 4.3.11
Fuertemente mezclante Si Si Teorema 4.3.15
Especificacion Si Si Teorema 4.3.17
Propiedad P Si Si Teorema 4.3.18




Conclusiones

En esta tesis se analizaron diferentes tipos de funciones mezclantes, a saber: fuerte-
mente mezclantes, suavemente mezclantes, débilmente mezclantes, totalmente transitivas
y transitivas. Ademas, se incluyeron dos tipos de funciones mas, que son las funciones con
especificacion y las funciones con la Propiedad P. Se estudiaron las relaciones que existen
entre estos tipos de funciones, concluyendo en la obtenciéon del siguiente diagrama.

Fuertemente mezclante

|

Suavemente mezclante

|

Propiedad P — Débilmente mezclante

"

Totalmente transitiva

"

Transitiva

También, en esta tesis se demostro el siguiente resultado.
Teorema. Sean X un espacio métricoy f: X — X una funcién continua. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) f es débilmente mezclante,

2) para cada m € N, la funcién f*™ es transitiva,

(2)
(3) para cada m € N, la funcién f*™ es débilmente mezclante,
(4)

4) para cualesquiera conjuntos U, V' C X abiertos y no vacios en X, existe k € NU{0}
tal que:
FUYNU£2 vy fO)NV £

El teorema previo nos brinda varias caracterizaciones del concepto de funcién débil-
mente mezclante. Cabe mencionar que este resultado nos fue de gran utilidad en varias
demostraciones (vea la prueba de la Proposicién 2.2.28|y los Teoremas 2.2.34, 4.3.5)).

Finalmente, con respecto al siguiente problema:

Problema. Dada una clase de funciones ./, investigar las relaciones que existan entre
las siguientes proposiciones:

79
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(a) fe;
(b) 2/ e,

cuando A es alguna de las siguientes clases de funciones: fuertemente mezclantes, suave-
mente mezclantes, débilmente mezclantes, totalmente transitivas, transitivas, con especi-
ficacion y con la Propiedad P.

Respecto a este problema, se estudio lo siguiente. Sean X un espacio métrico compacto
y f: X — X una funcién continua. Se cumple lo siguiente:

» 2/ es débilmente mezclante si y sélo si f es débilmente mezclante.

27 es suavemente mezclante si y sélo si f es suavemente mezclante.

2/ es fuertemente mezclante si y sélo si f es fuertemente mezclante.

2/ tiene especificacién si y sélo si f tiene especificacién.

= 2/ tiene la Propiedad P si y sélo si f tiene la Propiedad P.

Los resultados estudiados, que dan respuesta al problema principal de esta tesis, se
resumen en la siguiente tabla.

Propiedad f= 22 = f
Transitiva No Si
Totalmente transitiva No Si
Débilmente mezclante Si Si
Suavemente mezclante Si Si
Fuertemente mezclante Si Si
Especificacién Si Si
Propiedad P Si Si
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