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Acotacion de la métrica d

Espacio métrico
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Esfera con centro en x y radio r
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norma y/o seminorma asimétrica

norma y/o seminorma asimétrica conjugada de p
(semi)norma max{p,p}

cuasi-(semi)métrica inducida por la (semi)norma asimétrica p

Espacio normado asimétrico
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B, (z,r) Bola abierta con centro en x y radio r, respecto de p

B, [z,r] Bola cerrada con centro en x y radio r, respecto de p

B, (z,7) Bola abierta con centro en z y radio r, respecto de p
[z, 7]

B, |z,r| Bola cerrada con centro en z y radio r, respecto de p
T Topologia
Tp Topologia generada por p
(X,7) Espacio topolégico
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T, — T sucesién convergente a x
T, 2 r sucesién convergente a x respecto a p
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Introduccion

La creacién de las teorfas abstractas de espacios métricos, normados, etc.,
donde sdlo se fijan los axiomas a los que obedecen estos conceptos, permite
deducir teoremas o un grupo de estos que después pueden aplicarse a teorfas
particulares y asi evitar repetir para cada teorfa particular el mismo razo-
namiento.

Si omitimos la condicién de simetria en la definicién de una (semi)métrica,
llegamos a la nocién de una cuasi-(semi)métrica. Las funciones distancias
asimétricas ya han sido consideradas por Hausdorff a principios del siglo
pasado, cuando en su libro cldsico sobre Teoria de conjuntos [21], discuti6
la métrica de Hausdorff de un espacio métrico. Mds tarde, fueron tratados
por Niemytzki [23] cuando exploré la interaccién de los diversos supuestos
en la axiomatizacién habitual de un espacio métrico. Pero Wilson [24] fue
quien introdujo el término cuasi-métrica y observé que las convergencias de
sucesiones en los espacios cuasi-métricos surgen de tres formas naturales.

La falta de simetria en la definicién de espacios cuasi-métricos causa una
gran cantidad de problemas, principalmente en relacién con la completitud, la
compacidad y la acotacion total en tales espacios. Por ejemplo, existen varias
nociones de completitud en los espacios cuasi-métricos, todas coincidentes
con la nocién habitual de completitud en el caso de los espacios métricos,
cada una de ellas con sus ventajas y debilidades. Como ejemplo, Doitchinov
[4] encontré una teoria de completitud con muchas buenas propiedades para
una subclase de espacios cuasi-uniformes. El estudié una propiedad ahora
llamada completitud de Doitchinov o D-completitud. Doitchinov observé
que para obtener una teorfa de completitud razonable es necesario poner
restricciones en la clase de espacios cuasi-uniformes considerados. Primero,
desarroll6 una teorfa de completitud invariante conjugada para sus llamados
espacios cuasi-métricos balanceados. Para los espacios métricos, la construc-
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cién produce la completitud métrica habitual. También, la compacidad con-
table, la compacidad secuencial y la compacidad no coinciden en los espacios
cuasi-métricos, en contraste con el caso métrico.

Ahora, desde que las distancias asimétricas fueron consideradas y discu-
tidas por Hausdorff a principios del siglo XX y desde que Wilson introdujo el
término cuasi-métrica en 1931 mucho se ha trabajado al respecto y muchos
han sido los progresos. Prueba de ello consta en dos monografias, la primera
escrita por Murdeshwar y Naimpally (Espacios topldgicos cuasi-uniformes)
[26] y la segunda por Fletcher y Lindgren (Espacios cuasi-uniformes) [27].
La primera fue escrita en 1966 y la segunda en 1982. Por su parte Reilly [25]
en 1992 compilé una bibliografia sobre articulos que tratan con los espacios
cuasi-métricos. Un libro mucho més reciente y que también recopila una gran
cantidad de resultados, el cual para evitar malos entendidos formula incluso
los articulos mds viejos en terminologia moderna se lo debemos a Cobzas [5].
Ademsds en dicho libro escrito en el 2013, se ajustan los resultados de los
diversos articulos a los conceptos usados y elegidos por Cobzas de lo que son
una cuasi-(semi)métrica y una (semi)norma asimétrica. Esto debido a que
dichos conceptos pueden aparecer con otro nombre o cambiar ligeramente en
cuanto a las propiedades que deben cumplir. Este tltimo texto es el que uti-
lizaremos como libro de cabecera para este trabajo y por ende se adoptaran
los conceptos y la terminologfa ahf utilizados.

Los libros antes mencionados fueron escritos en idioma inglés, el escrito
por Cobzas en particular y que elegimos como nuestro libro de texto prin-
cipal también carece de ejemplos sencillos para aquellos que pretendemos
incursionar en el tema de los espacios asimétricos; es por ello que uno de
los objetivos de este trabajo de tesis es hacer una minima contribucion a la
poca informacién en espanol que existe y mostrar ejemplos sencillos, tanto
para comprender como para visualizar grificamente algunos aspectos de la
teorfa. Sin embargo, nuestro principal objetivo es deducir para que teoremas
o grupo de teoremas de los espacios normados de dimensién finita se puede
plantear su equivalente en los espacios asimétricos y bajo que condiciones se
cumplen. Como por ejemplo, los teoremas de normas equivalentes en R” y
en dimensién finita, que se cumplen en el caso simétrico.

Para ello en el capitulo 1 recopilaremos conceptos bdsicos y resultados
que se cumplen en los espacios métricos y en los espacios normados en di-
mensién finita, algunos de los cuales se tratardn de trasladar al contexto
asimétrico. En el capitulo 2 prescindiremos de la simetria en los concep-
tos de métrica y norma, para adentraremos en los espacios cuasi-métricos y



Introduccién ix

normados asimétricos y mostrar los resultados obtenidos.

En el capitulo 3 damos una muy breve introduccién a espacios atin més
generales como son los espacios cuasi—k—métricos y los espacios k—normados
asimétricos, para finalmente mencionar lo que podemos concluir de este tra-
bajo de tesis.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Espacios Métricos

Definicién 1 Un espacio métrico es un par (X, d) , donde X es un conjunto
y d es una métrica sobre X, esto es, una funcion definida sobre X x X tal
que para toda x,y,z € X tenemos:

i) d es real, finita y no negativa.

ii) d(x,y) =0 siy sdlo si, x =y.

iii) d(z,y) = d(y,x) ( Simetria ).

w) d(z,y) <d(x,z)+d(z,y) ( Desigualdad del tridngulo).

En lugar de (X, d), simplemente escribiremos X cuando no exista posi-
bilidad de confusién.

Definicién 2 Un subespacio (Y,d) de (X,d) es obtenido si tomamos el sub-
conjunto Y C X y restringimos d a Y X Y; luego la métrica sobre Y es
la restriccion d = d |yxy . d, es llamada la métrica inducida sobre Y por

d.

Ejemplo 1 R es un espacio métrico, con la métrica usual definida por
d(z,y) =y — .

Ejemplo 2 X = (0,1) con d(z,y) = |y — | es un subespacio de R.
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Ejemplo 3 El plano euclidiano R2. El espacio métrico R?, llamado el plano
euclidiano, es obtenido si tomamos el conjunto de pares ordenados
x = (r1,%2),y = (y1,¥2), etc., y la métrica euclidiana definida por

d(z,y) = \/(yl —21)" + (g2 — 72)”

Definicién 3 Dado un espacio métrico X, un punto xo € X y un nimero
real v > 0, definimos los tres tipos de conjuntos siguientes:

a) B(xg,r) ={x € X | d(zo,z) <7} (Bola abierta)
b) Blzg,r] ={zv € X |d(zp,z) <71} (Bola cerrada)
c) S(xg,r)={x € X |d(xg,x) =71} (Esfera)

En los tres casos, xg es llamado el centro y r el radio.

Ejemplo 4 La bola unitaria B[0,1] con la métrica euclidiana es un sub-
espacio métrico de R2.

Ejemplo 5 R" con la métrica

d(z,y) = \/(yl — 1)’ + (g2 — 22)* + oo+ (Yo — 7)’,
donde x = (1,2, .., Tn) Y = (Y1, Y2, ---, Yn) €8 UN espacio métrico.

Ejemplo 6 La bola cerrada centrada en el origen y de radio r, con la métrica

d(z,y) = \/(yl —21)" + (g2 — )" + o+ (Yo — 7)),

donde v = (1, T, ..., Tpn) , Yy = (Y1, Y2, ---, Yn), €5 un subespacio métrico de R".

Ejemplo 7 Sea X # (). Definimos

{ 0siz=1y,
d(z,y) = z,y € X.
1 six #vy,

Es claro que (X,d) es un espacio métrico, y d es llamada la métrica
discreta. Con este ejemplo podemos observar que cualquier conjunto no vacio
puede ser dotado de una métrica.

Sea (X, d) un espacio métrico. Se puede verificar que

d(z,y)
da(z,y) = ———— 2,y € X,
es una métrica en X a la cual llamaremos la acotacion de la métrica d en X.

Ademas da (x,y) < 1, para todo z,y € X.
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Ejemplo 8 Mostraremos en detalle el ejemplo 7 para el caso particular donde
X=R yd(l‘,y) = ’y_x’wray € R.

ly — 7|
1+ |y — x|

Las propiedades (i), (ii) y (iii) de la definicion de métrica se cumplen de
manera trivial por la definicion de valor absoluto. Para verificar la desigual-
dad del triangulo, sean A = |v —z| ,B=|z—y| yC = |z —y|.

Queremos mostrar que HLC < 14%4 + 1%9'

Como C <A+ B yA,B>0, tenemos 14%0 < 011%3 =1- 11_+ACB
<1= _1-AB _ A + _B_
= 1+A+B+AB _ 1+A ' 14B"
dy se llama la métrica acotada en R, ya que para todo x,y € R,

da(z,y) < 1.

dA(l',y): 7$7yER'

1.1.1 Conjuntos Abiertos, Cerrados, Vecindades.

Definicién 4 Un subconjunto M de un espacio métrico X se dice que es
abierto si para cada punto x de M existe una bola abierta con centro en x,
contenida en M.

Definicién 5 Un subconjunto K de X se dice que es cerrado si su comple-
mento (en X ) es abierto, esto es, K = X — K es abierto.

Definicién 6 Una bola abierta B (zg,e) de radio € es frecuentemente lla-
mada una € — vecindad de xqy. (Aqui, € > 0, por la definicion 3.) Por una
vecindad de xo entendemos cualquier subconjunto de X, el cual contiene una
e — vecindad de xg.

Directamente de la definicién podemos ver que cada vecindad de zy con-
tiene a xo; en otras palabras, xy es un punto de cada una de sus vecindades.
Y si N es una vecindad de g y N C M, entonces M es también una vecindad
de xg.

Definicién 7 Llamamos a xo un punto interior de un conjunto A C X si
A es una vecindad de xy. El interior de A es el conjunto de todos los puntos
interiores de A y puede ser denotado por A° o Int(A).
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Int(M) es abierto y es el conjunto abierto mas grande contenido en M.

Definicién 8 Sea M un subconjunto de un espacio métrico X. Un punto
xo de X (el cual puede o no, ser un punto de M) es llamado un punto de
acumulacion de M (o punto limite de M ) si cada vecindad de xo contiene al
menos un punto y € M distinto de xy. El conjunto consistente de los puntos
de M y los puntos de acumulacion de M es llamado la cerradura de M, es
denotado por M (o cl(M) si no hay confusion) y es el conjunto cerrado mas
pequeno que contiene a M.

Definicién 9 Un punto frontera xq de un conjunto M C X, es un punto de
X (el cual puede o no, pertenecer a M) tal que cada vecindad de xqo contiene
puntos de M, asi como también puntos que no pertenecen a M; la frontera
de M es el conjunto de todos los puntos frontera de M.

No es dificil mostrar que la coleccién de todos los subconjuntos abiertos
de un espacio métrico X, llamémosle 7, tiene las siguientes propiedades:

(T1) ber, X er.

(T2) La unién de cualesquiera miembros de 7 es un miembro de 7.

(T'3) Lainterseccién de un nimero finito de miembros de 7 es un miembro
de 7.

Demostracién: (T'1) se sigue de notar que ) es un conjunto abierto, pues
() no tiene elementos; y obviamente X es abierto.

Probemos (72) . Cualquier punto z de la unién U de conjuntos abiertos
pertenece a (al menos) uno de estos conjuntos, llamemosle M, y M contiene
una bola B alrededor de = pues M es abierto. Entonces B C U, por la
definicién de unién. Esto prueba (772).

Finalmente, si y es cualquier punto de la interseccién de conjuntos abiertos
My, ..., M, entonces cada M; contiene una bola alrededor de y y la mas pe-
quena de estas bolas estd contenida en esa interseccién. Esto prueba (7°3) .

En general se tiene:

Definicién 10 Se define un espacio topoldgico (X, 1), como un conjunto X
y una coleccion T de subconjuntos de X, donde T satisface los axiomas (T'1)
a (T3). La coleccion T es llamada una topologia para X, los elementos de T
reciben el nombre de conjuntos abiertos de X y a los elementos de X se les
suele llamar puntos.
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De esta definicién tenemos: Un espacio métrico es un espacio topoldgico.

Otro ejemplo de una topologia es la topologfa cofinita. Sea X un conjunto
cualquiera y definamos 7 como la coleccién formada por el conjunto vacio
junto con aquellos subconjuntos A C X tales que A° = X'\ A es finito. 7 es
una topologia sobre X que se conoce como la topologia cofinita y se representa

por T.¢.

Observacién 1 Formalmente un espacio topoldgico es un par ordenado (X, 7),
con T una topologia. Pero por lo general, cuando no haya riesgo de confusion
vamos a denotar al espacio topoldgico (X, T) simplemente por X dejando im-
plicitamente claro que hay una topologia en X.

Definicién 11 Dado un conjunto X, sean 171 y 7o dos topologias definidas
sobre X. Si todo abierto de 71 es un abierto de T4, es decir, T1 C To, diremos
que To es mads fina que Ty.

Asi, en un espacio topolégico X el conjunto vacio y X son abiertos, la
unioén de cualquier familia de abiertos es un conjunto abierto, y la intersecciéon
de toda familia finita de abiertos es también un conjunto abierto.

Definicién 12 Sea X es un espacio topoldgico.

1. Dado x € X, diremos que U es vecindad de x, si U es un abierto en X
que contiene a x.

2. Sea A C X. Se dice que x es un punto interior de A, si existe una
vecindad U de x tal que U C A.

3. El conjunto de los puntos interiores de A se llama interior de A y se
denota por IntA o A°.

De esta definicién se sigue inmediatamente que:
IntA = U {U:U C A,U es abierto} .

En otras palabras, IntA es el subconjunto abierto mas grande contenido
en A.
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Definicién 13 Sea X un espacio topoldgico y (x,) una sucesion en X. Se
dice que (x,) converge al punto x € X, si para toda vecindad U de x, existe
M € N, tal que x,, € U para todo n > M. Este hecho se denota escribiendo
nlirgoxn =1x o bien x, T

Definicién 14 Sean X un espacio topoldgico y B una familia de abiertos.
La familia B se llama base para la topologia de X si para cualquier abierto
U, existe una subfamilia {Ua},c 4 C B, tal que U = U U,. A los elementos

acA
de la base B se les llama abiertos bdsicos.

Una subcoleccion S de una topologia 7 en X es una subbase para (X, 1)
siB={NA:ACS y0<|A <N} es una base para 7. Es decir, S C T
es una subbase para T si y sdlo si, para cada A € T\{0} y para cada x € A
existe A C S finita no vacia tal que x € (| A C A.

Definicién 15 Sea {X,}, .4 una familia de espacios topoldgicos indexados
por un conjunto cualquiera de indices A. Sea T' el conjunto de todos los
subconjuntos de HXa de la forma

acA

<Ua0> - HUaa

acA
donde U,, es un subconjunto abierto en X,, y U, = X, st o # ay.
La topologia en HXa generada por I' como sub-base recibe el nombre de
acA
topologia de Tychonoff o topologia producto. El espacio HXO“ provisto de

acA
dicha topologia se llama producto de Tychonoff o producto topoldgico de los

espacios X,,a € A.

Observacion 2 Obsérvese que la base generada por I' como sub-base, es la

coleccion de todos los subconjuntos de la forma U = HU"“ en donde U,

acA
es abierto en X, y U, = X, salvo para un nimero finito de indices en A,
n

digamos oy, o, ..., ap,. En otras palabras, U = ﬂ (Us,;) y lo denotaremos de
i=1

la siguiente forma U = (Uyy,Uay, ..., Uy, ) . Los conjuntos (U,) se llaman

sub-bdsicos candnicos y los conjuntos (Un,,Uay,...,Us,) se llaman bdsicos

canonicos.
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1.1.2 Axiomas de Separacién

1. Espacios Ty, T} vy T5.
El primer axioma de separacién fue introducido por A. N. Kolmogoroff,
y es conocido como axioma 7j.

Definicién 16 Un espacio topoldgico (X, 1) serd llamado espacio Ty (tam-
bién se dice que T es una topologia Ty) si para cada par de puntos distintos
x yy de X existe un subconjunto abierto U tal que U contiene a uno de los
puntos x o 1y, pero no al otro; esto es, para cada par de puntos distintos x y
y de X, existe un abierto U tal que U N{z,y}| = 1.

Figura 1.1 Dados dos puntos diferentes = y y, es posible hallar un abierto
que contenga a uno de los puntos pero no al otro.

Ejemplo 9 Cualquier espacio discreto y cualquier espacio euclidiano R™ con
la topologia usual es Ty y toda topologia mds fina que una topologia Ty es
también una topologia de este tipo.

Ejemplo 10 Un ejemplo cldsico de un espacio Ty es el espacio de Sierpinski
S =(X,7), donde X = {0,1} y7 ={0,X,{0}}. El espacio de Sierpinski es
un espacio Ty porque {0} es un elemento de la topologia en X que contiene
a 0 pero no al 1, y los unicos elementos de X son 0 y 1.

Para que una topologia cumpla con el axioma de separacion T se tiene
que poder garantizar que las cerraduras de conjuntos unipuntuales distintos
sean distintas:
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Teorema 1 Un espacio topoldgico (X, T) es un espacio Ty si y sdlo si para
todo x,y € X con x # y, se tiene que cl({z}) # cl({y}).

Este y otros resultados posteriores que mencionaremos pueden ser con-
sultados en textos de topologia general, como por ejemplo en [14], [15] , [16],
[18], [19], [20] o algun otro.

El segundo axioma de separacién y las propiedades de los espacios que lo
verifican, fueron estudiados por primera vez en 1907 por F. Riesz.

Definicién 17 Diremos que un espacio topoldgico (X, T) es un espacio Ty, o
que T es una topologia T, si para cualesquiera puntos distintos r yy de X,
existen subconjuntos abiertos U yV de X tales quex € U NV y y € V\U.

Figura 1.2 En los espacios T}, es posible que existan puntos x e y distintos,
tales que todas las vecindades de x intersecten a todas las vecindades de y.
Sin embargo, existe una vecindad de x que no contiene a y y viceversa.

Ejemplo 11 Considere en N la familia 7 = {0, N} U {{1,2,...,n} : n € N}.
No es muy dificil verificar que T es una topologia en N. El espacio topoldgico
(N, 7) es Ty. Es claro que todo espacio Ty es un espacio Ty. Pero el reciproco
no es cierto, y el espacio de los segmentos iniciales (N, T) es un ejemplo de un
espacio Ty pero no Ty porque si ny, ny € N son elementos para los cuales ny
< ng, entonces cualquier abierto que contenga al nimero natural ny siempre
contiene al nimero n,.
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Algo que caracteriza a los espacios T; es que en todos ellos los conjuntos
unipuntuales son siempre subconjuntos cerrados.

Teorema 2 Un espacio topoldgico (X, T) es un espacio Ty si y sdlo si, para
todo x € X, el conjunto {z} es un subconjunto cerrado de X.

Corolario 1 Un espacio topoldgico (X, 7) es Ty siy solo si, todo subconjunto
finito de X es un subconjunto cerrado.

Corolario 2 (X, 1) es un espacio Ty si y sélo si, T contiene a la topologia
cofinita.

Corolario 3 Si (X, 7) es un espacio para el cual se tiene que toda sucesion
definida en él tiene a lo mds un limite, entonces X es un espacio T;.

Una consecuencia del teorema 2:

Proposicion 1 Las siguientes proposiciones son equivalentes para un espa-
cto topoldgico X.

(1) X es un espacio T;

(2) cada A C X es igual a la interseccion de todos los subconjuntos abier-
tos de X que lo contienen;

(3) para cada = € X, el conjunto {x} es igual a la interseccion de todos
los subconjuntos abiertos de X que lo contienen.

Proposicién 2 Sea (X, 7) un espacio Ty. Un punto x € X es un punto de
acumulacion de un subconjunto E de X st y sdlo si, cada abierto que contiene
a x contiene también una cantidad infinita de puntos del conjunto E.

La condicién adicional que introdujo Hausdorff (1914) en la definicién de
sus espacios topolégicos, es una forma de separar puntos que son distintos
y es conocida como axioma de separacién T, (o axioma de separacién de

Hausdorff ).

Definicién 18 Un espacio topoldgico (X, 1) es un espacio de Hausdorff o Ty
st X satisface la siguiente condicion: para cualesquiera puntos distintos x y
y de X, existen abiertos U yV de X tales quex € U,y € V , U NV = (.
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Figura 1.3 En los espacios de Hausdorff , dos puntos diferentes x y y,
siempre tienen vecindades que los contienen y que son ajenas entre si.

No es dificil verificar que todo espacio Ty es un espacio T} (y por lo tanto,
también un espacio 1p).

Ejemplo 12 Todo espacio métrico es un espacio de Hausdorff. FEfectiva-
mente, supongamos que (X,d) es un espacio métrico y denotemos con el
stmbolo T4 a la topologia generada por la métrica d. Si x, y € X son pun-
tos distintos de X, entonces ¢ = d(x,y) > 0. Note ahora que B(z,5) y
B(y, 5) son subconjuntos abiertos ajenos de X que contienen a x y ay, res-

pectivamente. Como consecuencia de esto, los espacios R™ son espacios de
Hausdorff.

Pero la implicacién T, = T no puede ser revertida.

Ejemplo 13 5i X es un conjunto infinito con la topologia cofinita 7., en-
tonces cualquier par de subconjuntos abiertos no vacios U, V de X siempre
se intersectan, porque si ocurriera que U NV = () entonces X = X \0
=X\(UNV)=(X\U)U(X\V), y por la definicion de la topologia cofinita,
los subconjuntos X\U y X\V son finitos. En consecuencia, la topologia T,
no es Ty; pero sabemos que si es T7.

Ejemplo 14 Toda topologia mds fina que una topologia Ty dada, es una
topologia Ts.
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Teorema 3 Sea (X, 7) un espacio de Hausdorff . Si (x,) es una sucesion
convergente, entonces (r,) converge a un solo punto.

Teorema 4 Si {(X;,7;) : j € J} es una familia de espacios topoldgicos no
vacios, entonces el producto ,HJ X; es un espacio Ty, (k =0,1,2) siy sdlo si,
je

cada espacio X; es un espacio Tj.

1.1.3 Convergencia de Sucesiones, Sucesiones de Cauchy
y Espacios Completos.

Definicién 19 Una sucesion (x,) en un espacio métrico X = (X, d) se dice
que es convergente o que converge si hay un € X tal que lim d (z,,x) =0,
n—oo

x es llamado el limite de (x,) y escribimos lim x, = x, o simplemente,
n—oo
Ty — T.

En tal caso, decimos que (z,) converge a = o que tiene limite x. Si (z,)
no es convergente, se dice que es divergente.

Definicién 20 Liamamos a un subconjunto no vacio M C X un conjunto
acotado si su didmetro

6 (M) = sup d(z,y)
x,yeM
es finito. Y llamamos a una sucesion (x,) en X una sucesion acotada si el
correspondiente conjunto de puntos es un subconjunto acotado de X.

Observacion 3 M estd acotado si y sélo si, estd contenido en una bola. De
hecho, si M estd acotado, para cada z € X se puede encontrar r € R tal
que M C B(z,r).

Lema 1 Sea X = (X,d) un espacio métrico. Entonces:
a) Cualquier sucesion convergente en X estd acotada y su limite es dnico.
b) Six, — xyy, — y en X, entonces d(x,,y,) — d(x,y).
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Demostracion.

a)

b)

Supongamos que x, — x. Entonces, tomando € = 1, podemos encon-
trar una N tal que d(x,,z) < 1 para toda n > N. Por tanto por la
desigualdad del triangulo, para toda n tenemos d(z,,x) < 14+a donde

a=mdz{d(z,x),..,d(z,, z)}
Esto demuestra que (x,) estd acotada. Asumiendo que x, — T y
T, — 2, obtenemos de la desigualdad triangular
0<d(z,z) <d(z,z,) +d(z,,2) — 0+0
y la unicidad del limite © = z se sigue de la definicion 1 ii).

Por la desigualdad del tridngulo generalizada tenemos que

d(@n, yn) < d(@n, ) + d(z,y) + d(Y, yn)-
Por tanto obtenemos
d(n, yn) — d(,y) < d(n, x) + d(yn, y)
y una desigualdad similar se obtiene intercambiando x, y x, asi como
también vy, y y, y multiplicando por —1. Juntas nos dan,
|d($n7 yn) - d(fL‘, y)| S d(xnv J}) + d(yna y) I 07
cuando n — o00. W

La siguiente definicién fue dada por primera vez por Fréchet (1906).

Definicién 21 Una sucesion (x,) en un espacio métrico (X,d) se dice que

es de Cauchy (o fundamental), si para cada € > 0 existe una N = N(¢) tal
que d (x,, T,) < € para cada m,n > N.

Definicién 22 FEl espacio X se dice ser completo si cada sucesion de Cauchy
en X converge, esto es, tiene un limite el cual es un elemento de X.

Teorema 5 Toda sucesion convergente en un espacio métrico, es una suce-
sion de Cauchy.

Demostracién. Si x, — x, entonces para cada € > 0 hay una N = N(¢)
tal que

d(zn, ) < 3 para toda n > N.

Por lo tanto, por la desigualdad triangular obtenemos para m,n > N
Ay, 1) < d(Tm, ) +d(2,2,) < 5+ 5 =€

Esto muestra que (z,,) es de Cauchy. =
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Teorema 6 Sea M un subconjunto no vacio de un espacio métrico (X,d) y
M su cerradura. Entonces:

a) x € M si y sélo si, hay una sucesion (z,,) en M tal que x,, — .

b) M es cerrado si y sélo si, v, € M, x,, — = implica que x € M.

Demostracién. a) Sea © € M. Si x € M, una sucesion de ese tipo es
(x,z,...). Si x & M, es un punto de acumulacion de M. Por lo tanto, para

cada n = 1,2, ... la bola B(z, %) contiene una v, € M, y x, — x porque

% — 0 cuando n — .

Andlogamente, si (z,) esté en M y x, — x, entonces v € M o cada
vecindad de x contiene puntos x,, # x, asi que x es un punto de acumulacion
de M. Por lo tanto x € M, por la definicion de la cerradura.

b) M es cerrado si y sélo si, M = M, asi que b) se sigue de a). m

Teorema 7 Un subespacio M de un espacio métrico completo X, es com-
pleto, si y sdlo si, el conjunto M es cerrado en X.

Demostracién. Sea M completo. Por Teorema 6 a), para cada x € M
hay una sucesion (x,) en M la cual converge a x. Como (x,) es de Cauchy
por Teorema 5y M es completo, (x,) converge en M, el limite es inico por
Lema 1. Por lo tanto x € M. Esto prueba que M es cerrado porque el x € M
es arbitrario.
Andlogamente, sea M cerrado y (x,) de Cauchy en M. Entonces

z, — = € X, lo cual implica que x € M por Teorema 6 a) y © € M pues
M = M por hipétesis. Por lo tanto, la sucesion de Cauchy arbitraria (z,)

converge en M, lo cual prueba la completitud de M. m

Ejemplo 15 R, R" son espacios métricos completos.

Recordemos que una sucesion (x,) de reales converge en R si y sdlo si,
satisface el criterio de convergencia de Cauchy, esto es, si y sdlo si, para
cada € > 0 dado hay una N = N(e) tal que

|Tm — Tp| < € para toda m,n > N.

Aqui |z, — x| es la distancia d(x,,,x,) de x,, a x, sobre la linea real R.
Por lo tanto, se reescribe la desigualdad del criterio de Cauchy de la siguiente
forma

A(Tpm, xn) < € (m,n > N).

Y si una sucesion (x,) satisface la condicion del criterio de Cauchy,

podemos llamarle una sucesion de Cauchy. Entonces el criterio de Cauchy
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simplemente dice que una sucesion de niumeros reales converge sobre R si y
solo si, es una sucesion de Cauchy.

Ahora, recordemos que la métrica sobre R™ (la métrica euclidiana) estd
definida por

. N
d(x,y) = (]21 (fj - 77j) >
donde x = (SJ) yy = (nj). Consideremos cualquier sucesion de Cauchy

() en R™, escribiendo x,, = ( §m>,...,ggm>). Como (x,,) es de Cauchy,

para cada € > 0 hay una N tal que

J

d (T, z,) = (él (5(.’“) - ngf’))z) T (m,r > N). (1)

Elevando al cuadrado, tenemos para m,r > N yj=1,...n

2
(6 - )" < , ) 9| <=

Esto muestra que para cada j fija, (1 < j <n), la sucesion <§§1), 55-2), )
es una sucesion de Cauchy de nimeros reales. La cual converge pues R es
completo, digamos que §§m) — &, cuando m — oo. Usando estos n limites,
definimos = (&4, ...,&,,) . Claramente, x € R™. De (1), con r — o0,

d(zpm,z) <€ (m > N).

Esto muestra que x es el limite de (x,,) y prueba la completitud de R™,

porque (x,,) es una sucesion de Cauchy arbitraria.
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1.2 Espacios Normados

Definicién 23 Un espacio vectorial (o espacio lineal) X sobre un campo
K, es un conjunto mo vacio X de elementos x,vy,...(cuyos elementos son
llamados vectores), junto con dos operaciones algebraicas. FEstas operaciones
son llamadas suma de vectores y multiplicacion de vectores por escalares, esto
es, por elementos de K, que cumplen 10 propiedades:

(i) Siz,y € X, entonces x +y € X (cerradura bajo la suma,).

(ii) Para todo xz,y,z € X,(x+y)+ 2z =x + (y+ 2) (ley asociativa de vec-
tores).

(iii) Ewiste un unico vector 0 € X tal que para todo x € X,24+0=0+z ==z
(el 0 se llama vector cero o neutro aditivo).

(iv) Six € X, existe un unico vector —v € X tal que x + (—x) =0 (—z se
llama inverso aditivo de x).

(v) Siz,y € X, entonces v +y = y + x (ley conmutativa de la suma de
vectores).

(vi) Siz e X ya es un escalar, entonces ax € X (cerradura bajo la multi-
plicacion por un escalar).

(vii) Siz,y € X y « es un escalar, entonces a(x +y) = ax + ay (primera
ley distributiva).

(viii) Six € X y«a, 8 son escalares, entonces (a + ) x = ax + Sz (sequnda
ley distributiva).

(ix) Six € X ya, [ son escalares, entonces o (fx) = (af) x (ley asociativa
de la multiplicacion por escalares).

(x) Para cada vector x € X, 1z = x.

K es llamado el campo escalar (o campo de coeficientes) del espacio vec-
torial X. X es llamado un espacio vectorial real si K = R (el campo de los
nimeros reales).
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Definicién 24 Un subespacio de un espacio vectorial X es un subcojunto no
vacio Y de X tal que para toda yy,y2 € Y y todo escalar o, 8 tenemos que
ayy + Bys € Y. Luego, Y es un espacio vectorial, siendo las dos operaciones
algebraicas las inducidas por X.

Un subespacio especial de X es el espacio impropio Y = X. Cualquier
otro subespacio de X (# {0}) es llamado propio.
Otro subespacio especial de cualquier espacio vectorial es Y = {0}.

Definicién 25 Una combinacion lineal de vectores xy, ..., x, de un espacio
vectorial X es una expresion de la forma ayx + asxs + ... + ax,, donde los
coeficientes o, ..., ay, son escalares.

Definicién 26 Para cualquier subconjunto no vacio M C X, el conjunto de
todas las combinaciones lineales de vectores de M es llamado el generado de
M, denotado por gen (M) o span (M) .

Es fécil ver que Y = gen (M) es un subespacio de X, y decimos que Y es
generado por M.

A continuacién, dos conceptos que suelen utilizarse una y otra vez.

La dependencia e independencia lineal de un conjunto M dado de vectores
Z1,...,Zr, (r > 1) en un espacio vectorial X, estén definidas por medio de la
ecuacién aqx + ... + a,x, = 0, donde aq, ..., a, son escalares. Claramente,
la ecuacién se cumple para oy = as = ... = «, = 0. Si esta es la unica
r-upla para la cual la ecuacién se cumple, el conjunto M se dice que es
linealmente independiente. M se dice que es linealmente dependiente si M
no es linealmente independiente, esto es, si la ecuacién se cumple para alguna
r-upla de escalares, no todos cero.

Definicién 27 Un subconjunto arbitrario M de X se dice que es linealmente
independiente si cada subconjunto finito no vacio de M es linealmente inde-
pendiente. M se dice que es linealmente dependiente si M no es linealmente
independiente.

Definicién 28 Un espacio vectorial X se dice que es de dimension finita,
st existe un ndmero entero positivo n tal que X contiene un conjunto lineal-
mente independiente de n vectores, mientras que cualquier conjunto de n+ 1
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o mdas vectores de X es linealmente dependiente. A n se le llama la dimen-
sion de X, lo escribimos como n = dim X. Por definicion, X = {0} es de
dimension finita y dim X = 0. 8@ X no es de dimension finita, se dice que es
de dimension infinita.

Ejemplo 16 R" es n-dimensional.

Definicién 29 Si dim X = n, una n-upla de vectores linealmente indepen-
diente de vectores de X es llamada una base para X (o una base en X ).

Si {e1,...,e,} es una base para X, cada z € X tiene una tnica repre-
sentacién como una combinacién lineal de vectores base: © = ajeq+...+an,€,.

Ejemplo 17 Una base para R"™ es {ey, ea, ...,e,} donde
€1 = (1,0,0, ,0) >
es = (0,1,0,...,0),

e, = (0,0,0,...,1).

Esta es en ocasiones llamada, la base candnica de R™.

Observacion 4 De manera mas general, si X es cualquier espacio vectorial,
no necesariamente de dimension finita, y B es un subconjunto linealmente
independiente de X el cual genera a X, entonces B es llamada una base
(o base de Hamel) para X. Luego, si B es una base para X, entonces cada
x € X, x # 0, tiene una unica representacion como una combinacion lineal
de (un nimero finito) elementos de B con escalares distintos de cero como
coeficientes.
Cada espacio vectorial X # {0} tiene una base.

Teorema 8 (Dimension de un subespacio) Sea X un espacio vectorial
de dimension n. Entonces cualquier subespacio propio Y de X tiene dimen-
S10M MENOT qUE N.
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En muchos casos un espacio vectorial puede ser al mismo tiempo un es-
pacio métrico, porque una métrica d estd definida sobre X. Sin embargo, si
no hay una relacién entre la estructura algebraica y la métrica, no se puede
esperar una util y aplicable teorfa que combine conceptos métricos y alge-
braicos. Para garantizar tal relacién entre las propiedades "geométricas" y
"algebraicas" de X, se define sobre X una métrica d de una forma espe-
cial. Primero se introduce un concepto auxiliar, el cual usa las operaciones
algebraicas de un espacio vectorial. A decir:

Definicién 30 Un espacio normado X, es un espacio vectorial con una
norma definida sobre él. Aqui, una morma sobre un espacio vectorial X
(real o complejo) es una funcion real sobre X cuyo valor en una © € X estd
denotado por ||x||, la norma de x; y la cual tiene las propiedades:

N1) lzfl = 0,

N2) |z||=0<= 2z =0,
N3) o] = fed [l]l,

(
(
(
(N4

)
)
)
) Nz +yll <zl + vl

aqui x Yy y son vectores arbitrarios en X y « es cualquier escalar.

FEl espacio normado definido es denotado por (X, ||-]|) o simplemente por X.

Definicién 31 Una seminorma sobre un espacio vectorial X es un mapeo
p: X — R que satisface (N1),(N3) y (N4).

Observacién 5 Sea p una seminorma, p(0) =0, |p(y) —p(z)]| <p(y — ).
Ademds, si p(z) = 0 implica que x = 0, entonces p es una norma.

Luego, se emplea la norma para obtener una métrica d que es del tipo
deseado:

Definicién 32 Una norma sobre X define una métrica d sobre X, la cual
estd dada por

d(z,y) = lly — =l

y es llamada la métrica inducida por la norma.
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Veamos a continuacion algunos ejemplos de normas en R".

Para © = (517527 7571) :
3
Ejemplo 18 |z| = (Zl |§j‘2) es una norma en R™.
=

Ejemplo 19 ||z||; = [&] + [&| + ... + |€,.] es una norma en R™.

RSA

Ejemplo 20 [lz]|, = (I§;[" + 1[5 + ... +16,1)7 , (1 <p<+00), es tam-

bién una norma en R™.

Ejemplo 21 De igual forma, ||z| = maz{|,],...,|¢,|} es una norma en
R™.

Definicién 33 La esfera S(0,1) = {z € X : ||z|| = 1} en un espacio nor-
mado X, es llamada esfera unidad.

1
Ejemplo 22 |z||, = (|§1|4+ |§2|4)4 es una norma en R? y las esferas
unidad de dicha norma y de ||z, , ||z|, y ||z], son:

Figura 1.4 De adentro hacia afuera se muestran las gréficas de las esferas
unidad de [z, , [zl [l<]ly ¥ ll#]l -

Como ya se establecid, dichos ejemplos de normas inducen métricas:

Ejemplo 23 d(l’ay) = HI - ?J||1 = ‘51 - C1‘ + |f2 - C2|> T,y € R?.
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Lema 2 Una métrica d inducida por una norma sobre un espacio normado
X satisface:

(a) d(z+a,y+a)=d(y)

(b) d(az,ay) = |a| d(z,y)

para toda x,y,a € X y para cada escalar c.

1.2.1 Otras Propiedades de los Espacios Normados

Definicién 34 Un subespacio Y de un espacio normado X es un subespacio
de X considerado como un espacio vectorial, con la norma obtenida res-
tringiendo la norma sobre X al conjunto Y. Esta norma sobre Y se dice que
es la inducida por la norma sobre X. Si'Y es cerrado en X, entonces Y es
llamado un subespacio cerrado de X. Un espacio de Banach es un espacio
normado completo (completo en la métrica definida o inducida por la norma).

Definicién 35 Un subespacio Y de un espacio de Banach X, es un subespa-
cto de X considerado como un espacio normado.

Teorema 9 (Subespacio de un espacio de Banach) Un subespacio Y

de un espacio de Banach X es completo si y sdlo si, el conjunto Y es cerrado
en X.

La convergencia de sucesiones y los conceptos relacionados, vistos en los
espacios métricos, teniendo en cuenta la Definicién 32 d (z,y) = ||z — y|| se
escriben de la siguiente forma:

Definicién 36 Una sucesion (z,,) en un espacio normado X es convergente
st converge en la métrica inducida por la norma. Es decir, st X contiene un
elemento x tal que

lim ||z, —z| =0.
n—--aoo
En este caso se escribe x, — = y a x se le llama el limite de (x,,) .
Definicién 37 Una sucesion (x,,) en un espacio normado X es de Cauchy

si para cada ¢ > 0 existe un N € N, tal que ||z, — z,|| < &, para cualesquiera
m,n > N.
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1.2.2 Espacios y Subespacios Normados de Dimension
Finita
Lema 3 Sea {z1,...,2,} un conjunto de vectores linealmente independientes

en un espacio normado X (de cualquier dimension). Entonces hay un nimero
¢ > 0 tal que para cada eleccion de escalares oy, ..., oy, tenemos que

|lorzy + ... + apxy|| > c(Jaa| + ...+ |an]) - (1)

Demostracion. Escribimos s = |ai| + ... + || . Si s =0, todos los a; son
cero y el resultado se cumple para cualquier c.

Sea s > 0. Entonces (1) es equivalente a la desigualdad que se obtiene de
dividir por s a (1) y escribiendo 3; = =L, esto es,

Brs + o+ B = ¢ (2151-1) )

De modo que es suficiente probar la existencia de una ¢ > 0 tal que (2)
se cumple para cada n-upla de escalares B, ..., 3, con ¥ |5j| =1.

Supongamos que esto es falso. Entonces existe una sucesion (y,) de vec-
tores

R, (5] )
tal que
|Yml| — O cuando  m— oo.
Ahora, razonemos de la siguiente forma. Como X ﬁg.m)‘ = 1, tenemos

< 1. Luego, para cada j fijo la sucesion

CORCE

estd acotada. Consecuentemente, por el Teorema de Bolzano-Weierstrass,

que |8}

<6§m)> tiene una subsucesion convergente. Sea (3, el limite de esta subsuce-

sion, y denotemos por (Y1) la correspondiente subsucesion de (y,,). Por
el mismo argumento, (y1,m) tiene una subsucesion (Ya.,) para la cual la co-

rrespondiente subsucesion de escalares (ﬁgm)) converge; denotamos por [3,

el limite. Continuando de esta forma, después de n pasos obtenemos una
subsucesion (Yn.m) = (Yn1s Yn2, ---) de (Ym) cuyos términos son de la forma

7| = 1)

_ oA m) -
Yn,m _jgl’yj L <j21
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con escalares vﬁm) que satisfacen 7§m) — 0, cuando m — oo. Luego, como
m — 00,

Yom Y= BB
donde '21 }6J| = 1, por lo cual no todos los 3; pueden ser cero. Como
J:

{1, ...,x,} es un conjunto linealmente independiente, tenemos que y # 0.

Por otro lado, Yy m — y implica que ||Yynm|| — |yl , por la continuidad
de la norma. Como ||y, || — 0 por suposicion, y (Ynm) es una subsucesion
de (Ym) , debemos tener que ||Ynm| — 0. Por lo tanto, ||y| =0, asiy =0
por (N2) de la definicion de norma, Esto contradice que y # 0, y el lema
queda probado. m

Definicién 38 Dos métricas d,m para un conjunto X se dicen equivalentes
topoldgicamente —se denota d = m- si y solamente si, generan la misma
topologia; esto es, T4 = Tu,.

St las métricas inducidas por dos normas dadas en X son equivalentes
topoldgicamente, entonces decimos que las normas son equivalentes.

Definicién 39 Se dice que dos métricas d, m para un mismo conjunto X son
equivalentes métricamente si y sélo si, existen o, 8 € RT tales que para cada
par de puntos x,y € X se satisface: d(z,y) < am(z,y),m(z,y) < Bd(z,y).

Si las métricas inducidas por dos normas dadas en X son equivalentes
métricamente, entonces decimos que las normas son equivalentes métrica-
mente.

Obsérvese que lo anterior es equivalente a las desigualdades que aparecen
en el Teorema 11.

Teorema 10 Sean d,m dos métricas en un espacio métrico X. Ser equiva-
lentes métricamente implica ser equivalentes topoldgicamente.

Demostraciéon. Sean d,m dos métricas equivalentes métricamente, por
tanto, existen dos nimeros «, 3 que satisfacen la definicion. FEs sencillo
verificar que dada la bola abierta By (x,e) entonces By, (x, i) C By(z,e).
Lo anterior de la siguiente manera: sea y € B, (a:, i) luego m (z,y) < £y
por hipdtesis tenemos que d (x,y) < am(x,y).
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Ast, d(z,y) < am(z,y) < a(2) =¢, por lo tanto y € By (z,e). Con lo

£

cual se demuestra que T4 C T,,. Stmilarmente By (x, 5) C By (z,e) y por

lo tanto 7,, C 74. N

Proposicién 3 Para dos normas || e ||; y || e || sobre un mismo espacio
vectorial X las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Eriste una constante 3 € RT tal que ||z|2 < B||z]l1 para todo x € X.

2. La topologta de la norma || e ||z es mds fina que la de || o ||;.

Demostracién. Dados x € X yr € Rt, denotamos por By (xz,r) y Bs (x,1)
a las bolas abiertas de centro x y radio r para las normas || e |1 y || ® ||2,
respectivamente.

(1) = (2). Si U es un conjunto abierto para la norma || e ||2, para cada
x € U existe ¢ > 0 tal que By (x,e) C U. De (1) deducimos entonces que

By <a:, %) C By (z,e) C U, luego U es abierto para la norma || e |1, como
queriamos.

(2) = (1). Como Bs (0,1) es abierto para ||e||2, también lo serd para ||o||1,
luego ha de existir 6 > 0 tal que By (0,9) C B2 (0,1). Tomando § = % >0
consequimos la desigualdad buscada. En efecto, si x € X werificase que

\lz||2 > B||z||1, tomando y = ||;||2 tendriamos
lzlly 1

= Z =4,
lyllx 12l <3

de donde ||y||2 < 1, que es una contradiccion, puesto que claramente ||y|l2 =
1. Asi pues, ||z||2 < B|z]|1 para todo x € X, como deseabamos. m

De lo anterior podemos concluir entonces que:

Teorema 11 Dos normas || e ||; y || ® |2 en un espacio vectorial X son
topoldgicamente equivalentes si y solo si, existen constantes o y 3 € RT tales
que

allzlly < llzllz < Bllzs, Vo € X,

Demostracién. De la proposicion 3 se deduce que si intercambiamos las
normas obtenemos el resultado deseado. m
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Observacion 6 Las métricas que son equivalentes métricamente definen la
misma topologia. Sin embargo, dos métricas diferentes pueden definir la
misma topologia y no ser equivalentes métricamente.

Ejemplo 24 Dado un espacio métrico (X,d) definimos la métrica

e(x,y) :=min{l,d(z,y)} . Nuestra nueva métrica e estd acotada por 1 y
ademds es equivalente topoldgicamente con d. En efecto, para la bola By (x,r)
al tomar s = min{1,r} se tiene que B, (x,s) C By (z,r). La otra inclusion
es obuia.

Sin embargo, no es posible encontrar 5 que satisfaga d (z,y) < Be(x,y),
para todo par de puntos x,y € X.

Usando el Lema 3, podemos ahora probar el siguiente teorema (el cual
no se mantiene para espacios de dimensién infinita).

Teorema 12 (Normas Equivalentes) Sobre un espacio vectorial de di-
mension finita X, cualquier norma ||| es equivalente a cualquier otra norma
-
Demostracion. Sean dim X = n y {ey,...,e,} cualquier base para X. En-
tonces toda x € X tiene una unica representacion
T = 1] + ... +ape,.
Por el Lema 3, hay una constante positiva c tal que
2]l = ¢ (laa] + ... + [om]) -
Por otro lado, la desigualdad del tridngulo nos da que

n n
lzllo < = lagllleslly < & % log], k= mdzle;ll,

> 0. La otra
Ay l-llg en el

Juntando ambos resultados, al|z||, < ||z| donde a =
desigualdad es ahora obtenida intercambiando los roles de
argumento anterior. M

o

Este teorema es de considerable importancia practica. Por ejemplo, im-
plica que la convergencia o divergencia de una sucesién en un espacio vectorial
de dimensién finita no depende de la particular eleccién de una norma sobre
ese espacio.
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Ejemplo 25 Sean X = R", la norma ||z||, = |z1] + ... + |z4] y la norma
|zl = mdx {|z1| + ... + |z} . Es facil deducir que ||z|| o, < [|z|; < nllz|l, .
y si (xy,) es una sucesion convergente en (R",||z||. ) es claro que también es
convergente con la norma ||z||; .



Capitulo 2

Espacios Cuasi-Métricos y
Normados Asimeétricos

2.1 Espacios Cuasi-Métricos y Normados Asimétri-

COSs

A continuacién daremos una introduccién a los espacios cuasi-métricos y
normados asimétricos. Comenzaremos mostrando los conceptos bésicos, asi
como también algunos ejemplos sencillos que nos servirdn para visualizar
graficamente otros aspectos tedricos como las bolas abiertas y las relaciones
que guardan entre si. Ademds mostraremos algunos de los resultados que
se han logrado trasladar a estos espacios mas generales, desde los espacios
métricos y espacios normados de dimensién finita. Para la definicién de los
conceptos a utilizar en este trabajo, tanto para las cuasi-(semi)métricas como
para las (semi)normas asimétricas hemos usado de referencia Cobzas [5]. A
decir,

2.1.1 Definiciones y ejemplos

Definicién 40 Una cuasi-semimétrica sobre un conjunto X es un mapeo
p: X x X —[0,00) que satisface las siguientes condiciones:

(@M1) p(x,2) =0,
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(QM2) p(z,2) <p(z,y)+p(y,2),

para cualesquiera x,y,z € X. Si, ademds,
(QM3) p(x,y) =p(y,z) =0—=z =y,

para cualesquiera x,y € X, entonces p es llamada una cuasi-métrica.

El par (X, p) es llamado un espacio cuasi-semimétrico, y un espacio cuasi-

métrico respectivamente.

Definicién 41 La conjugada de una cuasi-semimétrica p es la cuasi-semimétrica
p(z,y)=py,z), z,y€X.

El mapeo p* (x,y) = mazx{p (z,y),p(z,y)}, v,y € X, es una semimétrica
sobre X, la cual es una métrica si y solo si, p es una cuasi-métrica.

Las siguientes desigualdades se cumplen para estas cuasi-semimétricas,
para cualesquiera x,y € X :

p(r,y) <p*(z,y) vy Dlay) <p°(,y). (3.1.1)

Definicién 42 Si (X, p) es un espacio cuasi-semimétrico, entonces para x €
X yr >0 definimos:

B,(z,r) ={y € X : p(z,y) < r} — la bola abierta con centro en x y
radio r, y

Byz,r] = {y € X : p(z,y) < r} — la bola cerrada con centro en x y
radio 7.

Ejemplo 26 Definimos p: X x X — R por:
p(x,y) = max{f(x) — f(y), w}, donde f: X — R es inyectiva.
Es claro que cumple (QM1), verifiquemos que cumple (QM?2).
Lo analizaremos por casos: Sean A = max{f(x)— f(y), w} y

B =max{f(z) — f(2), w} + maz{f(z) — f(v), f(y)gf(z)}

Caso 1 Supongamos que f(x) — f(y) = f(z) — f(2) + f(z) = f(y) > 0,
entonces A = f(x) — f(y).
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L 8if(2)=f(y) <0y ()~ f() > entoncesﬂ) f(2) > fly)—f(2)
y maz{f(z) — fly), 51} = VWG~

Ademds, f(x) = f(2) > f(y) - f( ) > f‘”;f(*’*) > 0.
Asi, B = f(x) = f(2) + T3 y £(2) < f(y).
Y luego f(x) — f(y) < f(x )—f( ). Por lo tanto, A < B.
2. Si f(2)—f(2) < 0y f(:)—f(y) > O, entonces (=)~ f(y) > f(2)— ()
y maz{f(z) — f(2), f(Z);f(w)} _ f(Z);f(w) < 0.
Ademds, f(z )—f( ) > f(2) — fla) > T > 0.

Ast, B = {EHE + £(2) = f(y) y f(2) < f(2).
Luego, f(x )— fy) < f(2) — f(y). Por lo tanto, A < B.

3. Por altimo si f(x) — f(z) >0y f(2) — f(y) > 0. Entonces
B=f(2)— /(=) + £(2) = 1) = £() ~ f(s). Por lo tanto, A= B.

Caso 2 Supongamos que f(y) — f(z) = f(y) = f(2) + f(2) = f(x) > 0,
entonces A = L )2 @
1. Supongamos que f(z) — f(z) <0y f(y) — f(z) > 0, entonces

f(y);f(z) s [ ) f2) o 0, maz{f(z)— f(z), f(2)=f(=) f(ﬂc b= f(2)—f(z) >

Asi, B = —f%f(z +f(2) = f(2) y f(2) < fla > Luego, £ < £,
Por lo tanto, A < B.

2. Andlogamente para f(y) — f(2) <0y f(2) — f(z) > 0.

3. Finalmente si f(z) — f(x) >0y f(y) — f(2) > 0. Entonces
B = f(z);f(x) + f(?/)gf(z) — f(y);f(x). Por lo tanto, A= RB.

De todo lo anterior se tiene que A < B, para toda x,y,z € X.Por lo tanto,
p es cuasi-semimétrica. Pero ademds, si p(x,y) =0 = p(y, ) entonces x =y
puesto que f es inyectiva. Por lo cual p es cuasi-métrica.

Ejemplo 27 Para el ejemplo 26 tenemos que

(ry) = mia{f(y) — 1), 7T,
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p*(w,y) = max{p(z,y), p(x,y)} = [f(x) — f(y)].

A continuacién citamos un resultado publicado en [11], que nos muestra
la relacién que existe entre las bolas abiertas de una cuasi-semimétrica, su
conjugada y su super "s", el cual ademds de interesante nos serd de una gran
utilidad.

Proposicién 4 En (X, p) un espacio cuasi-semimétrico, para cualquier

x € X, se cumple que B,s (x,r) = B, (x,r) N Bs (x,r) .

Demostracion. En efecto, siy € B (x,r), entonces

0@, y) = maz {p(z, ), B(z,9)} < 7, y por lo tanto,

B, (x,7) C B, (z,r)NBg (x,1). Ahora, siy € B, (z,r)NB5 (x,1) se tiene que
p(z,y),p(z,y) < r, luego p° (z,y) < r, yasiy € By (z,7). Con lo anterior,
B, (z,7)N B (x,1) = By (z,7) . De ambas contenciones tenemos la igualdad.
|

En la busqueda de ejemplos de cuasi-métricas (cuasi-semimétricas), surgio
el cuestionarnos acerca de si dada una métrica d cualquiera existe una cuasi-
métrica p diferente de d, tal que su super "s" (p®) tuviera bolas abiertas
que coincidieran con las bolas abiertas de la métrica en el espacio X cuya
métrica es d. O si existia al menos un ejemplo de este fenémeno. La respuesta
fue afirmativa, se llegé a dicho objetivo mediante la utilizacién de normas
asimétricas definidas a partir de normas del espacio y las cuasi-métricas in-
ducidas por estas normas asimétricas.

Ejemplo 28 Se busca una cuasi-métrica p(x,y) cuya p*(x,y) tenga como
bolas abiertas B, , las bolas abiertas de una métrica en el espacio.

Como caso particular del ejemplo 26, tomemos X = [0, +00) , f(z) = 2*
inyectiva en X y py(z,y) = maz{z? — y?, #} . Sean z,y € X,r > 0.

Supongamos py(x,y) < r, si x <y, entonces py(r,y) = vt

2
Luego, y? < 2r + 2% lo que implica que y < v/2r + 22.
Ast, © < y < \2r + 22,
Si x > y,entonces py(z,y) = 2 —y?> < r. Luego, y*> > 2> —r lo que
implica que y > /x? —r.

Ast, Va2 —r <y <.
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Por lo tanto,
B, (x,1) = (a,V2r + 22), donde a = max{0, vVa? —r}. (1)

Ahora, py(z,y) = maz{y* — 22, #} . Supongamos py(z,y) < r. Si
T <y, entonces py(x,y) =y*> — x> <.

Luego, y < /1 + 22 lo que implz'g:a que T <y < V7T + x2.

Si x >y, entonces py(x,y) = 5% < r. Luego, y > va? —2r lo que
implica que Vx? —2r <y < x.

Por lo tanto,
Bs,(z,7) = (b,Vr + 2?), donde b = max{0, Va? — 2r}. (2)

De (1) y (2) tenemos que Bys(x,7) = (a, V1 + 22).
Ahora, para la métrica d = |2* — y?| = | f(z) — f(y)|, tenemos que
—r < 2% —y? <r, lo que implica que 2* —r < y* < r+ 2%

Ast, Va2 —r <y < r+ a2
Por lo tanto, By(x,r) = (a, V1 + x2?).
Obteniendo asi que Bys(z,7) = Ba(z, 7).

Definicién 43 Una norma asimétrica sobre un espacio vectorial real X es
una funcion p : X — [0,00) que satisface las condiciones:

(AN1) p(z) =p(—z)=0= 2 =0;
(AN2) p(ax) = ap(z);

(AN3) p(z+y) < p(z) +p(y),

para toda z,y,z € X y o > 0.

Si p satisface solo las condiciones (AN2) y (AN3), entonces es llamada
una seminorma asimétrica. El par (X,p) es llamado un espacio normado
asimétrico (espacio seminormado asimétrico respectivamente).

Una seminorma asimétrica p define una cuasi-semimétrica p, sobre X a
través de la férmula

pp('r7y):p<y_x)7 IJJEX. (322)

llamada la cuasi-(semi)métrica inducida por la (semi)norma asimétrica.
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Definicién 44 Se define la seminorma asimétrica conjugada p y la semi-
norma p° por

p(z) = p(—2) y p*(x) = maz{p(z),p(x)}, (3.2.3)

para x € X.

Las desigualdades (3.1.1) se transforman en

p(x) <p°(z) yplr) < p°(z), (3.2.4)

para toda z € X. Obviamente, p° es una norma cuando p es una norma
asimétrica y (X, p®) es un espacio normado.

Observacién 7 Las conjugadas de p y p son denotadas tambien por p=t y
-1
p .

Observacion 8 Se podria llegar a pensar que ya que una seminorma asimé-
trica p define una cuasi-semimétrica Pps Y que estas a su vez tienen una
conjugada, se terminan obteniendo 4 cuasi-semimétricas; 2 para p y otras 2
para p. Sin embargo, esto no sucede.

En efecto, recordemos que p, (v,y) =p(y —z) yp(z) =p(—2).

Luego, p; (z,y) =p(y —x) =p(x—y) yp,(x.y) = p, (y,2) =p(z —y).

Por lo tanto, p; = p,,.

Ademds, py (z,y) = py (y.2) =P (x —y) =p(y —x) = p, (z,y).

Ast, Py = pp-

FEs decir, tinicamente son dos cuasi-semimétricas, p, y su conjugada p,,.
O sus equivalentes en notacion.

Definicién 45 Si (X,p) es un espacio seminormado asimétrico, las bolas

estdn dadas por

B, (z,r)={y e X :p(y —x) <r} — la bola abierta,

B[z, 7| ={y e X :p(y—x) <r} —la bola cerrada,
para x € X yr > 0.
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La bola cerrada unitaria de X es B, = B,[0,1] y la bola abierta unitaria
es B, = B,(0,1). En este caso las siguientes férmulas se cumplen:

Bz, r)]=x+1rB, y By(x,r)=x+ ’I“B;), (3.2.5)

esto es, cualquiera de las bolas unitarias de X determinan completamente su
estructura cuasi-métrica.

Si es necesario, estas bolas serdn denotadas por B, x y B, x, respecti-
vamente.

Recordemos que la conjugada p de p estd definida por p(z) = p(—x),
r € X, y la seminorma asociada es p*(z) = mdz{p(z),p(x)}, = € X. La
seminorma p es una norma asimétrica si y sélo si, p°® es una norma sobre X.

Observacion 9 Algunas veces una norma asimétrica se denota por el sim-
bolo ||-|, una notacion propuesta por Krein y Nudelman (1973), en su libro
Teoria de momentos.

Ejemplo 29 En el plano, la funcién p : R> — R dada por

p(z,y) = max{y — v,y + x,0},

es una norma asimétrica, ya que

1) s A>0, p(A(x,y)) = max {Ay — Az, \y + Az,
i A>0 A 1 {A AL, A Ax, 0
= max{y —z,y+z,0} = Ap(z,y),

(ii) Ademdas, si v = (x1,22) yy = (¥1,¥2),
p(z+y)=mar{rs+y2 — ¥1 — Y1, T2 + Yo + 71 + 41,0}
=max {xs — 1 + Yo — Y1, T2 + 21 + Y2 + 11,0}

< max{ry — x1, 22+ 21,0} + madx {y2 — y1,92 + 11,0}
=p(x)+py).

(iii) Sip(x)=p(—2x)=0= 2 =0.

Por lo tanto, p es una norma asimétrica.



2.1 Espacios Cuasi-Métricos y Normados Asimétricos
33

También se encontraron normas asimétricas que cumplian con la propiedad
de que la super "s" tenia bolas abiertas que coincidian con las bolas abiertas
de una norma en dicho espacio.

Ejemplo 30 Sea p la norma definida en el ejemplo 29. Veamos quienes son
las bolas abiertas:

Recordemos que By, (z,7) ={ye€ X :p(y —x) <r},r >0y que

ply—x)=p,(z,y).

En particular veremos quienes son las bolas abiertas centradas en el ori-
gen.

r=(0,0),B,(x,7) = {(y1,92) : Y2 — Y1, 91 +y2 <7}

Geométricamente se trazan las rectas ys —y1 = r yy1 +yos = 1. Y la
region por debajo de ellas es la bola abierta,

Figura 2.1 B, ((0,0),7)

p(x) =p(—x) = mix{—z2 — (—x1), —23 — 21,0}
= maz {—x9 + 1, —x3 — 21,0} .
Ast, B5((0,0),7) = {(y1,92) : y1 — Y2, —y1 — y2 <1}

-r

Figura 2.2 B;((0,0),7)
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Luego, Bps ((07 0) ’T) = {(ylay2) : |y2 - yll ) |y1 =+ y2| < T}

Figura 2.3 By ((0,0),7)

Y sea ||z, = |z1]|+|z2|, la norma 1 en R?, cuyas bolas abiertas centradas
en el origen coinciden con las de Bps.

0
Figura 2.4 By, ((0,0),7)

Definicién 46 Un conjunto G C X es p—abierto si y sélo si, para cada
x € G exister =1, >0 tal que B, (z,7) C G.

Definicién 47 Sea (X, p) un espacio cuasi-semimétrico, definimos a la topo-
logia T (p) del espacio X por la coleccion de todos los conjuntos p—abiertos,
es decir,

7(p) ={AC X : A es p— abierto}

llamada la topologia inducida por la cuasi-semimétrica p.
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Usando la cuasi-semimétrica conjugada p uno puede obtener otra topologia
7 (p) . Una tercera topologia es la topologia 7 (p*) generada por la semimétrica
p°. Algunas ocasiones usaremos la notacién alterna 7,, 75, 7,s para designar
a dichas topologias.

Definicién 48 Un subconjunto C de un espacio vectorial V' es un cono (a
veces llamado cono lineal) si para cada v € C' y « escalar positivo, el producto
ax € C. Un cono C es un cono convero si ax + Py € C, para cualesquiera
a, B escalares positivos y cualesquiera x,y € C.

Proposicién 5 El conjunto de las cuasi-semimétricas (cuasi-métricas) es
un cono (convexo) en el espacio {f : X x X — R}. FEsto con las operaciones
usuales de suma y producto por un escalar, entre funciones.
Demostracion. Verificamos las dos siguientes afirmaciones:

1. Sean p, y py cuasi-semimétricas (cuasi-métricas) en X, tales que p, #
py- Definimos p(z,y) = py(x,y)+py(x,y). Entonces p es una cuasi-semimétrica
(cuasi-métrica,).

Veamos que cumple con los requisitos:

(i) ple.2) = pu(w,2) + pyle,x) = 0+ 0 = 0. Y plz,y) > 0, pues
p1(7,y) > 0y pao(w,y) > 0.

(ii) p(z,z) = pi(x,2) + pa(@,2) < pi(z,y) + pi(y, 2) + pal(z,y) +
po(y, 2) = p(x,y) + py, 2). Por lo tanto, p(x,z) < p(z,y)+ p(y, z) para toda
x,y,z € X.

(111) Si p(z,y) = 0 entonces py(x,y) + po(z,y) =0, pero py(z,y) >0
y po(x,y) > 0. Por lo tanto, p;(x,y) = 0 y py(z,y) = 0 y dado que son
cuasi-semimétricas (cuasi-métricas) se tiene que r = y.

De manera andloga si p(y,x) = 0.

El caso p; = p, queda contemplado en el siguiente resultado.

2. Sea p una cuasi-semimétrica (cuasi-métrica) y o > 0. Entonces ap es
una cuasi-semimétrica (cuasi-métrica).

Nuevamente hay que verificar que cumple los requisitos de la definicion:

(i) ap(z,z) = a(0) =0 y es evidente que ap(z,y) > 0.

(i)  ap(z,z) < alp(z,y) + ply,2)) = ap(z,y) + ap(y, z), para toda
x,y,z € X.

(i1i) Si ap(z,y) = 0 = ap(y,x) entonces p(x,y) = 0 = p(x,y). Por
lo tanto, x = y.

Por lo tanto, forman un cono (convexo). m
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Andlogamente,

Proposicién 6 FEl conjunto de las seminormas asimétricas (normas asimétri-
cas) es un cono (convezro) en el espacio {f : X — R}.
Demostracion. Se cumplen las dos siguientes afirmaciones:

1. Sean Py y P, seminormas asimétricas (normas asimétricas) en X. En-
tonces el funcional P : X — R, definido por P(x) = Pi(x) + Py(z) es una
seminorma asimétrica (norma asimétrica) en X. Para lo cual verificamos:

(i) Si P(x) = P(—x) = 0, entonces Pi(x) + Pa(z) = 0 y Pi(—x) =
Py(—x) = 0. Pero como Pi(z) > 0 y Pa(xz) > 0 para toda x € X, entonces
Pi(z) =0= Py(z) y Pi(—2z) = 0= Po(—x). Porlo tanto, v =0 ya que P, y
P, son seminormas asimétricas (normas asimétricas).

(i) Sea a > 0. Plaz) = Pi(azx) + Py(azr) = aPi(z) + aPsy(z) =
a(Py(z) + Py(x)) = aP(x). Asi, P(ax) = aP(x), para toda x € X, a > 0.

(i)  P(x+y) = Pi(z+y)+Pa(z+y) < Pi(x)+Pi(y)+Pe(z)+Py) =
P(x) + P(y).

Por lo tanto, P(x +vy) < P(x) + P(y) para toda x,y € X.

De lo anterior, P es seminorma asimétrica (norma asimétrica).

2. Sea P una seminorma asimétrica (norma asimétrica) en X y o > 0.
Entonces, aP es una seminorma asimétrica (norma asimétrica). Iqual que
antes verificamos que cumple los requisitos:

(i) Si aP(x) = 0 = aP(—x) entonces, P(x) = 0 = P(—x). Luego,
rz=0.

(1) Sea 3 > 0.

aP(Bz) = afP(x) = B(aP(x)), para toda x € X.

(i)  aP(x+vy) < a(P(z)+ Py)) = aP(x) + aP(y).

Luego, aP(x +y) < aP(zx) + aP(y), para toda x,y € X.

Por lo tanto P es una seminorma asimétrica (norma asimétrica).

Ast, tenemos que el conjunto de las seminormas asimétricas (normas
asimétricas) forman un cono (convexro). ®

2.1.2 Axiomas de Separacién, Sucesiones convergentes,
Sucesiones de Cauchy, Espacios Balanceados y
Completitud

Los axiomas de separacién son las propiedades que un espacio topoldgico
cumple en funcién del grado en que puntos distintos pueden ser separados
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por medio de los abiertos de la topologia, p-abiertos en nuestro caso. En la
literatura ya existen resultados que nos dicen bajo que condiciones los espa-
cios cuasi-métricos y normados asimétricos resultan ser Ty, 77 y 1o (Cobzas
[5]) los cudles citaremos para hacer uso de ellos en nuestro anélisis particular
de los espacios normados asimétricos de dimensién finita.

Observacién 10 Como un espacio con dos topologias T, y T , un espacio
cuasi-semimétrico puede ser visto como un espacio bitopoldgico en el sentido
de Kelly [2].

Un espacio bitopoldgico es simplemente un conjunto T dotado con dos
topologtas T y v, este es comunmente denotado por denotado por (T,T,v).

Observacién 11 En general diremos que un espacio bitopolégico (T, T,v)
tiene la propiedad P si ambas topologias T y v tienen la propiedad P.

El espacio bitopoldgico (T, T,v) es llamado Hausdorff a pares si para cada
par de puntos distintos s,t € T existen una T—vecindad U de s y una
v—uvecindad V' de t tales que U NV = ().

A continuacién citamos un resultado que aparece en Cobzas [5]. Cabe
aclarar que uUnicamente se incluye la parte que nos interesa, el resultado
completo puede ser consultado en dicha referencia.

Proposicién 7 Sea (X, p) es un espacio cuasi-semimétrico.

1. Si p es una cuasi-métrica, entonces las topologias T, y 75 son Ty,
pero no necesariamente Ty (y luego no necesariamente Ty, en contraste al
caso con los espacios métricos).

2. La topologia 7, es Ty si y sdlo si, p(x,y) > 0 cuando x # y. En este
caso, 75 es también Ty y como un espacio bitopoldgico, X es Hausdorff a
pares.

Demostracion. 1 Si x,y son puntos distintos en el espacio cuasi-métrico

(X, p), entonces max{p(x,y),p(y,xz)} > 0. Si p(z,y) > 0, entonces

y ¢ B,(x,r), donde r = p(x,y). Similarmente, si p(y,z) > 0, se tiene

x & B, (y,r), siendo "= p (y,x). Consecuentemente, 7, es Ty y 75 también.
2. Supongamos que p(x,y) > 0 para cada x # y. Entonces

y ¢ B,(x,p(z,y)). Como p(y,x) > 0 también, x ¢ B, (y,p (y,x)), mostrando

que la topologia 7, es Ti. Similarmente 75 es Tj.
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Ademds, B, (x,7) N B; (y,r) = 0, donde r > 0 esta dado por
2r := p(z,y) > 0. De hecho, si z € B, (z,r) N B5(y,r), entonces
p(z.y) <px,z)+p(zy) <r+r=p(zy)),

siendo esta una contradiccion, la cual muestra que el espacio bitopoldgico
(X, 7,,75) es Hausdorff a pares.

Es facil verificar que si 7, es Ty, entonces p(x,y) > 0 para cada par de
puntos distintos x,y € X.

Pues st 7, es Ty entonces para cada par de puntos distintos x,y € X,
existen B, (x,r) y B, (y,s), con r,s > 0 tales que x ¢ B, (y,s) y
y ¢ B,(x,r), luego p(x,y) >r >0y p(y,x) >s>0.

Por lo tanto, p(x,y) > 0 para cada par de puntos distintos x,y € X. m

A partir de este momento por cuestiones de notacién, cuando nos sea
conveniente, en lugar de decir que 7, es 17 simplemente diremos que p es T7.

Ejemplo 31 p(z,y) = max{f(x) — f(y), W} del ejemplo 26 es (T}),
pues p(z,y) > 0 para toda x # vy, ya que recordemos que f es inyectiva.

Ejemplo 32 Otra forma de definir cuasi-métricas es mediante

_{f(y)—f(w) f@) < f(y)
pr (2, y) =
k fly) < f(x)

donde f: X — R es inyectiva.
Estas cuasi-métricas resultan ser T1 por la inyectividad de f.
En efecto, es evidente que py, (z,y) > 0 y que p, (z,x) = 0.
Resta verificar la desigualdad triangular: Sean x,y,z € X.

St py, (x,y) = 0 entonces p;, (z,y) < p (x,2) + pi (2, 9) -
Supongamos que py, (x,y) # 0, procederemos por casos:

(i) Siz=ux 0z =y entonces, p, (z,y) < p (z,2) + pp (2,v),
(ii) Si z # x 0 z =y entonces,
a) f(2) <f(2)<f@Wyp(zy)=Ffy)—fl2)<k+fy)-[f()

= py (z,2) +p (2,9),
b) f(2) < fly) < f(x) ypp(z,y) =k <k+ f(y)— f(2)
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= p(w, 2) + pi(z, ),
c) f(x) < f(2) < f(y) ypulz,y) = fly) — f(z)
< fly) = f(2) + f(2) = f(x) = py(x, 2) + pi(2,9),
d) f(z) < f(y) < f(2) ypulz.y) = fly) — flz) < f(2) — f(z) + kK
= pi(2,2) + pi(2,9),

+

e) f(y) < [f(z
= pplz,2) +
£) fly) < f(
Con lo que queda demostrado que py (x,y) < p;. (z,2) + pg (2,y) para toda

x,y,z € X.
Y por lo tanto, p;, es una cuasi-métrica, la cual ademds es T.

(z,9),

Pk

) < f(2) ypp(a,y) =k < f(2) — flo) +k

Pr\z

) < f(2) ypu(z,y) =k < k+k=pyz,2)+ pp(z,9).

Observacion 12 De hecho p,, define una familia de cuasi-métricas, todas
T;.

Proposicién 8 Sid(z,y) es una métrica y p(z,y) es una cuasi-semimétrica
entonces, d(z,y) + p(z,y) es una cuasi-métrica.

Demostracion. Sea q(x,y) = d(x,y) + p(x,y). Verifiguemos que cumple
con las propiedades:

(i) Es evidente que q(z,z) = 0.

(ii) Finalmente, q(z,y) = d(z,y) +p(v,y) < d
p(zy) = (d(z,2) +p(z,2)) + (d
para toda xz,y, 2z € X.

Por lo tanto, q es una cuasi-métrica. |

Ejemplo 33 Por el Ejemplo 32 y utilizando p, (z,y) con k = 1, podemos
deducir facilmente que:

, R W) = F) fla) < fy)
pr (T, y) =

donde k >0 y f : X — R inyectiva.
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Es también una cuasi-métrica Ty. Esto debido a que p, (z,y) = kp, (,7)
y recordemos que si p es una cuasi-semimétrica (cuasi-métrica) y k > 0
entonces kp es una cuasi-semimétrica (cuasi-métrica), lo mismo sucede con
la propiedad T} .

Ejemplo 34 Sea f : R — R, una funcion creciente. Entonces
p:R xR —[0,00) definida mediante

- ) )

r—y x>y

M%)_{fM—f@)x<y

es una cuasi-métrica. Mas ain, st [ es estrictamente creciente entonces p
es T1.

En efecto, es evidente que p (z,x) = 0. Probemos que cumple la desigual-
dad triangular:

Lo analizaremos por casos, para ello sean A = p(x,y) y

B =max{f(2) = f(x),x =z} + maz{f(y) = f(2), 2 =y},

Caso 1 Supongamos que f(y) — f(x) = f(y) = f(2) + f(z) = f(x) > 0.
Entonces, A = f(y) — f(x).
Asumamos ahora que:

(1) fly) = f(z) >0y f(z) — f(z) <0. Asz,

B=fly)—f(z)+x—zy f(z) < f(zx). Luego, f(y) — [(x) < f(y) — f(2).
Por lo tanto, A < B.

(i) f(y) — f(2) <0y f(2) — f(x) > 0. De lo anterior,

B=z-y+f(z) = f(x) y f(y) < f(2). Luego, f(y) — f(x) < f(z) — f(x).
Asi, A < B.

(iii) f(y) — f(z) >0y f(2) — f(z) > 0. Se concluye que,
B = fly) = f(z) + f(z) = f(x) = f(y) = f(x). Porlo cual, A= B.

Caso 2 Supongamos ahora que v —y = x — z+ z —y > 0. Entonces,
A=z —uy.
Asumamos que:
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() x—2>0yz—y<0. Asi, B=x— 2+ f(y) — f(2) y 2 < y. Luego,
x—y <x— 2z Porlo tanto, A < B.

(i) x—2<0yz—y>0. Delo anterior, B= f(z)— f(x)+z—y yx < z.
Luego, v —y < z —y. Por esta razon, A < B.

(iii) r—2>0yz—y>0. Asi,
B=x—2+4+2z2—y=x—y. Por consiguiente, A = B.

En consecuencia, p(x,y) cumple con la desigualdad triangular. Por lo
cual es una cuasi-métrica, la cual ademds es T1 si f es estrictamente cre-
ciente.

Ejemplo 35 Sea p: X x X — [0,00) dada por

2(y—x) <y

pk (33, y) = o 9 )
2 y<w
es una cuasi-métrica.
Es facil visualizar que

(i) p(2,2) =0,

(ii) Resta probar la desigualdad del tridngulo.
Definamos A = miz {2y — 1), %52} y B = méz {2(= —2), 5%} +

max {2 (y —2), z;y} . Y procedemos por casos:

Caso 1 Supongamos quey—x = y—z+z—x > 0. Luego, A = 2(y—=x).

Asumamos que:

a) y—z2>0yz—x<0. Entonces, B= "3 +2(y—2) yz<x. Asi

y—x <y—z. Poresta razon, A < B.

b) y—2<0yz—x<0. Luego, B= - +2(2 —x) y 2 > x, de
este modo, x —y < z —y. Y por lo tanto, A < B.

(c) y—2>0yz—x>0. Luego,
B=2(z—2x)+2(y —2) =2(y — z). Porlo cual, A= B.
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Caso 2 Supongamos ahora que v —y = x — 2+ z —y > 0. Luego,
A==E

2
Y asumamos que:

(a) x—2>0yz—y<0. Luego, B= "2 +2(y —2) y z < y. Asi,
r—y<y—z. Porlocual, A <B.

z—

r)+5yr <z
B.

(b) t—2>0yz—y <0. De forma que, B =2(z—
De este modo, © —y < z —y. Por lo tanto, A <
(c) IA— zB> 0yz—y>0. Luego, B = 5¥ + 5% = 2. Por ello,

Luego, p(z,y) < p(x,2)+ p(z,y), para todo z,y,z € X.

De tal modo que p es una cuasi-semimétrica.

Ademdas es claro que si x # y,p(x,y) > 0; por lo cual p es una cuasi-
métrica T7.

Ejemplo 36 Daremos ahora un ejemplo de cuasi-semimétrica definida me-
diante el uso de una norma (cualquiera). Sea X un espacio normado y sea
Pom = X X X — R definida por p, . (v,y) = mdm{HyH;”x”, ”x”;HyH} donde
n,m € Z*(Q"),n # m. Entonces p,,, es una cuasi-semimétrica.

En efecto, evidentemente p,, ,(x,y) > 0 y p, ,(z,7) = 0. Falta verificar
la desigualdad triangular, para ello definimos como A = p, ..(z,y) y como
B = ppm(2,2) + ppm(2,y) y procedemos por casos:

Caso 1 i 0 < W=l — WI=E+El=lel - pogonces
A — lyll=l«l
—
Asumamos que:

(@) [yl = [zl > 0y [[z[] = [l«]| < 0. Luego,

B = Bl WLy 1)) < | . Asg, iyl = |2l < [lyll = ]| lo que
implica que ||y||;||a:\| < ”y”;”Z”. Por lo tanto, A < B.

@) lyll = Izl <0 y ||z]| = ||=]| > 0. De lo anterior,

B = Bl EEEL y iy < |z)) . Porlo cual, ||y]| = ||=]| < ||z — 2|l lo
que implica que ”yH;Hx” < Hz”;”m“. Por lo que, A < B.
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(i) [lyll = [z > 0y [[z]] = [[z[| > 0. Luego,

B = Wllell y lzd=lel _ Wl=lel — 4. por Io tanto, A = B.

Caso 2 Ahora supongamos que Hx”;"y“ = lzl=l=l+l=1=ll . 0. Entonces

m
A = lall=ly
L

Asumamos que:
@) llzll = Izl > 0y |lz[] = llyll < 0. Luego,

B — HIIImIIZH + luli=ll=l y 2l < Iyl -
implica que ”x”mHyH < ”xH =L Por 1o tanto A< B.

(i) [zl = ll=l <0y [l = llyll > 0. Se concluye que,

B = el g By i) < 12| . Asi, [l = llyll < [l2]l = lyll To que
implica que ”IH;HyH < ”ZHT;Hy”. Por lo cual, A < B.

(iii) [lz] = 1l=ll >0y llz]l = llyll > 0. De lo anterior,

B = lellel 4 Il — el — 4 por consiguiente, A= B.

Por lo tanto, p,, ,, (7,y) < ppm (2, 2) + ppm (2,9), para toda x,y,z € X.

Por lo cual p,, ,, es una cuasi-semimétrica

Sin embargo, p,,,, no es una cuasi-métrica pues ||x|| = || — z||, es decir,
Pnm (T, —2) = 0 para toda x € X, esto es, evisten v,y € X,x #y (y = —x)
tales que pmm(:l:,y) = 0. Y por lo anterior, p, ,, tampoco es T}.

Ahora, sabemos que d(z,y) = ||z — y|| es una métrica y que si (X,d) es
un espacio métrico entonces, (X, ad) con a > 0 también es espacio métrico.

Por lo anterior, d(z,y) = ”x Yl e meétrica. De hecho, d(z,y) = ”xnyH con
n > 0 es métrica. Ademads, sabemos que si d(z,y) es una métrica y p(x,y)
es una cuasi-semimétrica entonces, d(z,y) + p(z,y) es una cuasi-métrica.

Haciendo uso de esto y del Ejemplo 36:
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Ejemplo 37 Sea pl'(z,y) = M—i—pnm( ,Y). La cual es una cuasi-métrica.

Ahora mismo es de nuestro interés p3(x,y) = |m vl 4 p, 3(z,y). Pues con
X = R? queremos visualizar B, (z,r), B; (z,7) y B,s (, r) En particular
Bp(oa T)) Bﬁ(oa T) Yy BPS (Oa T)'

A continuacion se muestran:

B,y(0,7) = {y € R*: p}(0,y) <r}. Pero pi(0,y) = 1§ + 41 = |ly|.

Ast, B(0,7) = {y € R*: |lyll < r}.

B (0,7 r)={y e R2: (0,y) <} = {y € B2 : (1, 0) < r}.

Pero pi(y,0) = 15+ 1l =y 2 6

Luego, By(0,7) ={y € R*: §llyl| <r} ={y e R*: [ly|| < 3r}.

Por lo tanto, B3)(0,7) = {y € R*: ||ly|| < r}.

Graficamente si utilizamos la norma euclidiana:

Figura 2.5 B3(0,7)

Figura 2.6 Bg3(0,7)
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Figura 2.7 B,g)s(0,7) = By (0,7)

Al igual que en otro de los ejemplos previamente presentados, la super
"s" tiene bolas abiertas que coinciden con las generadas por la métrica en
R? inducida por la norma euclidiana; solo que en este caso las bolas abiertas
que coinciden son aquellas centradas en el origen. Mds ain, se tiene que las
bolas abiertas de la p3 coinciden también con las de la métrica euclidiana (las
centradas en el origen). Lo mismo sucede si utilizamos otras normas en R
por ejemplo las que motivan la Fig. 1.4.

Definicién 49 Sea (X, p) espacio cuasi-semimétrico y (x,) una sucesion en
X. La convergencia de una sucesion (x,) a x con respecto a 7 (p), llamada
p— convergencia y denotada por x, —— x, puede ser
caracterizada de la siguiente forma:
T, 21 = p(z,2,) — 0. (3.1.2)
también B
T, o1 = p(z,2,) — 0 <= p(z,,2) — 0. (3.1.3)

Proposicién 9 Sea (x,) una sucesion en un espacio cuasi-semimétrico (X, p) .
1. Si(x,) es T,—convergente a x Y T,— convergente a y, entonces
p(z,y)=0.

2. Si(xy,) es T,—convergente a x y p(y,x) = 0, entonces (x,) es también

T,—convergente a y.

Demostracién. 1. Haciendo n — oo en la desigualdad

p(z,y) < p(x,x,) + p(xn,y), uno obtiene que p(x,y) = 0.

2. Se sigue de p(y,x,) < p(y,z) + p(z,2,) = p(x,2,) — 0, cuando
n— oo. N

A continuacién introducimos los espacios cuasi-métricos balanceados que
presenta Doitchinov en [4]:
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Definicién 50 Sea (X, p) un espacio cuasi-semimétrico Ty. La cuasi-semimé-
trica p se llama balanceada si la siguiente condicion se cumple:

[imp (U, up) = 0 AV, p (U, up) < 7 AVM, p (U, 0) < 5] =

m,n

p(u,v) <r+s, (3.1.4)
para todas las sucesiones (uy) , (vy,) en X y todas las u,v € X.

Un espacio cuasi-semimétrico Ty (X, p), donde p es una cuasi-métrica
balanceada es llamado un espacio cuasi-métrico balanceado o un espacio B-
cuasi-métrico.

Ejemplo 38 FEl espacio (X, p) del ejemplo 26 es balanceado con

pla) = miz{f(a) — ), SOy

En efecto, sean (x,) y (ym) sucesiones en X tales que:

[limp(Ym, 2n) = 0 AR, p(2, 2,) <7 AVM, p(Yms y) < 8.

Tenemos que:

1. p(z,y) = f(z)— f(y) ¢

2. p(z,y) = f(y);f(l’)
Si sucede 1 entonces p(y, ) = p(?y). Si pasa 2 entonces p(y,x) = 2p(x,y).
Luego; p<$n7ym> = M \ p(xnaym) = 2/O<ym7 xn)

En ambos casos tenemos que limp (x,,, yn,) = 0.

)

Aplicando la desigualdad del tridngulo obtenemos que:
p(z,y) < p(x,2) + p(T0,y) < p(T, 20) + p(Tn, Ym) + (Yo Y)
<7+ 8+ p(Tn, Ym)-

Ast, p(x,y) <r+s.

Por lo tanto, (X, p) es un espacio balanceado.
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Como ya hemos establecido, es de nuestro interés conocer bajo que condi-
ciones los espacios resultan ser 77 y T, principalmente. Es por ello que al
igual que como se hizo con la proposicién 7, citaremos algunos resultados
que aparecen en Cobzas [5] que establecen dichas condiciones. Incluyendo
tinicamente las partes que son de interés, para posteriormente hacer uso de
ellas en la demostracién de nuevos resultados. Tales resultados que se citan
son las proposiciones 10, 11 y 12.

Proposicién 10 [}/ Sea (X, p) un espacio B-cuasi-métrico.
1. Las siguientes afirmaciones se cumplen para todas las sucesiones
(Tm) s (Yn) en X y toda x,y € X.

(1) llimp (z,2,) = OAYn, p(y,20) < 7] == p(y,2) <73

(1) [l?mp (Tn,x) = 0AVYR, p (Th,y) <7T] = p(z,y) <173 (3.1.5)
(i) [lir?lp (x,2,) = 0A limp (y, z,,) = 0] = = = y;

(1) [lri:rlnp (Tn, ) =0A {iil;np (Tn,y) =0 = x =y; (3.1.6)

limp (2, 2) = 0Alimp (y, ym) = OAYM, 0, p (T, Ym) < 7] = p(2,y) <75
(3.1.7)
(i) limp (2, 2) = 0 Alimp (y, ym) = 0] = limp (2n, yn) = p (2, 9) ;
(i) limp (25, ) = 0 = limp (24, y) = p (z,y);
(i13) limp (x, x,) = 0 = limp (v, z,) = p (y, ) . (3.1.8)
2. Las topologias T, y 75 son Ty (Hausdorff). Para caday € X fija la
funcion p (-, y) es 75— continua sobre X y p(y,-) es T7,—continua sobre X.

Demostracién. 1. Para probar (3.1.5) (i) y (i), hacemos en (3.1.4)

Up = T, Uy = T, U = Y,V = T, respectivamente, U, = T,V, = T,

u=uz,v=1y (con m,n teniendo papeles intercambiados).

Para probar (3.1.6) (i), sea € > 0. Como p (y,x,) — 0, existe n. € N tal
que p(y,x,) < € para toda n > n.. Como p(x,x,) — 0, una aplicacion de
(3.1.5) (i) nos da que p(y,z) <e. Ya que € > 0 fue arbitrariamente elegido,
esto implica que p(y,x) = 0, y ast x = y (en la definicion de un espacio
cuasi-métrico balanceado hemos requerido que la topologia T, sea Ti). La
afirmacion (ii) se sigue similarmente.

2. El hecho de que las topologias T, y 75 son Ty se sigue de (3.1.6) (i) y
(ii) respectivamente.

El resto de las demostraciones pueden ser consultadas en Cobzas [5]. =
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En general la topologia generada por una norma asimétrica es 7j pero no
T;. Una condicién para que la topologia de un espacio normado asimétrico
sea Hausdorff estd en términos de un funcional p® : X — [0, 00) asociada a
una seminorma asimétrica p definida sobre un espacio vectorial real X. Dicho
resultado aparece en el trabajo de Garcia-Raffi, Romaguera y Sédnchez-Pérez
[6]. A continuacién se presenta dicho resultado.

Definicién 51 Dado un espacio seminormado asimétrico (X, p), la funcion
p° estd definida por la féormula

p°(x)=inf{p()+pa —z):2' € X}z € X. (3.2.6)

Proposicién 11 El funcional p° es una seminorma (simétrica) sobre X,
p° < p, yp° es la seminorma mds grande sobre X mayorizada por p.

Demostraciéon. Primero observar que, reemplazando x’' por =’ — x en
(3.2.6) , obtenemos
p° (—z)=1inf{p (') +p (' +2): 2’e X}
=inf{p(@' —z)+p((e'—2)+z):2" € X} =p°(2),
luego p° es simétrica.
p° (ax) = ap® (z), x € X,a >0, es obvia (tomando az’).
Finalmente se comprueba la desigualdad del triangulo.
Para z,y € X y o',y € X arbitrarios, tenemos que
pPlaty)<p@@+y)+p@ +y —z—y)
<p@)+pl —2)+pW)+pW -y,
ast, pasando al infimo con respecto a x',y € X, obtenemos
P (z+y) <p°(z) +p° (y) -
Supongamos ahora que existe una seminorma q sobre X tal que q < p,
es decir, Vz € X,q(2) < p(2), y p°(x) < q(x) < p(z), para algin x € X.
Entonces, por la definicion de p°, existe 2’ € X tal que p°®(x) < p(z’) +
p(z' —x) < q(x), llevando a la siguiente contradiccion
1(2) (@) +q(ar—2) = q(a") +q (@ —2) < p(@)+p (e —a) < q(c). m

En la siguiente proposicién se reunen las propiedades de separacién (las
cuales son un par) de un espacio seminormado asimétrico.

Proposicién 12 [6]/ Sea (X,p) un espacio seminormado asimétrico.
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1. La topologia T, es Ty si y solo si, para cada v € X,z # 0,p(z) >0 o
p(—x) > 0, en otras palabras si y sdlo si, p es una norma asimétrica.

2. La topologia T, es Ty si y solo si, p(x) > 0 para toda x € X,z # 0.

3. La topologia T, es Hausdorff si y sdlo si, p° () > 0 para cada x # 0.

Demostracién. La afirmacion de 1 y 2 se sigue de la proposicion 7-1.

3. Sip®(x) > 0 cuando x # 0, entonces p° es una norma sobre X, ast que
la topologia T, generada por p°® es Hausdorff. La desigualdad p® < p implica
que la topologia T, es mds fina que Ty, por lo que es Hausdorff también.

Supongamos p°® (z) = 0 para algin x # 0. Por la definicion (3.2.6) de p°,
existe una sucesion (x,) en X tal que liTan[p (xn) + p(x, — )] =p°(z) = 0.
Esto implica que liinp (xn) =0y liinp (x, —x) = 0, mostrando que la suce-

sion (x,,) tiene dos limites con respecto a T,. Consecuentemente, la topologia
Tp no es Hausdorff. m

Observacion 13 Sea (E,q) un espacio normado asimétrico. Hacemos la
convencion de que p, representa a T, .

p, es Th <= q(x) # 0,Yx # 0. Andlogamente para su conjugada p,,.

En efecto.

=) Si p, es Ty entonces, para cada par x,y € E, v # y, existen B, (x,1) A
B, (y,r'),r,r" > 0; tales que x & B, (y,7') ANy ¢ B, (z,7).

Luego, p,(v,y) >7r>0Ap, (y,r) > 71" > 0.

Por lo tanto, p, (z,y) > 0,Vx # y. Haciendo z = y — x, tenemos que z # 0
y 0 <pg(z,y) =qy—=x)=q(z). Asi, q(z) #0,Vz # 0.

<) Supongamos ahora que q(z) # 0,Vz # 0, es decir, q(z) > 0,Vz # 0.

Sean x,y € E arbitrarias tales que x # y. Haciendo z = y — x tenemos que

q(y—x) = p,(x,y) > 0,Vo # y. Sear = p,(v,y) yr' = 5 > 0. Luego,
y & B, (z,7") ya que siy € B, (x,1') entonces r = p,(v,y) < r' = 3.

jContradiccion! Andlogamente x ¢ B, (y,r"), para alguna r" > 0. Por lo
tanto, p, es 1.
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Asi como se tiene que "si d(z,y) es una métrica y p(x,y) es una cuasi-
semimétrica entonces, d(z,y) + p(z,y) es una cuasi-métrica". Un resultado
similar se tiene para las normas asimétricas:

Proposicién 13 Si ||-|| es una norma y p es una norma asimétrica, entonces
T (z) =p(x)+|z| es una norma asimétrica T;.

Demostracion. Verificamos que cumple con las propiedades:

(i) Sea >0, T (ax) = p (o) + ||z = ap (2) + o [|lz]| = a (p (z) + [l]])

=aT (x).

(17) Veamos que cumple con la desigualdad triangular:

TE+y)=pE+y)+lz+yll<p@)+py)+lzl+ ]yl

=@ @) +llzh+@@) +lylh)=T)+T (), Ve, y € X

(i4i) Dado que p(x) > OA ||z|| > OA ||z|| = 0 <= x = 0, se tiene que
T(z)=0<=2=0.

Por lo tanto, T' es una norma asimétrica T;. m

Tomando en cuenta las definiciones de equivalencia de métricas y normas
junto con el teorema que dice "Ser equivalentes métricamente implica ser
equivalentes topolégicamente" planteamos el siguiente resultado andlogo para
los espacios asimétricos:

Teorema 13 Sean p, y p, cuasi-semimétricas (cuasi-métricas) en X. Ser
equivalentes métricamente implica ser equivalentes topoldgicamente.

Demostracion. Ya que p; y p, son equivalentes métricamente, existen
a, B € RY tales que: py(x,y) < apy(z,y) A py(z,y) < Bpi(x,y), para toda
x,y € X.

Sea la bola abierta B, (v,c). Siy € B,,(x, <) entonces, py(x,y) <

£
)

como py(z,y) < apy(z,y) < a(Z) = ¢, por lo tanto, y € B, (x,¢). Luego,
Bpg(l'a i) g Bpl(x78)' ASZ; T(pl) g T p2) :

Andlogamente, B, (x, 5) C B, (x,€) y por lo tanto, T (py) € 7 (py).

Por lo anterior, T (py) =7 (py). ™

Una pregunta hasta cierto punto natural es: ; Qué pasa con las conjugadas
de dos cuasi-métricas que son equivalentes? Lo que nos lleva al siguiente
resultado.
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Corolario 4 Sean p; y p, cuasi-métricas en X. St p; y p, son equivalentes
métricamente entonces, p; y p, también lo son.
Demostracion. Sabemos que p; y p, son métricamente equivalentes en-
tonces, existen o, § € RT tales que: py(z,y) < apy(z,y)Apy(z,y) < Bpy(x,y),
para toda x,y € X.

En particular, p,(y,x) < apy(y,x) A py(y, ) < Bpi(y, z), para toda

r,y € X. Es decir, py(x,y) < apy(z,y) A po(x,y) < Bpy(x,y), para toda
r,y € X.

Por lo tanto, p, y p, son equivalentes métricamente, mds ain, topoldgi-
camente equivalentes. m

Teorema 14 Sean || - || y p, norma arbitraria y norma asimétrica arbitraria
(respectivamente) en R™. Entonces, existe f > 0 tal que p(x) < (||z| , para
toda x € R™.

Demostracion. Basta demostrarlo con la norma || - |1 v utilizar la transi-
tividad de la relacion de equivalencia “normas equivalentes”.
Sea x € R" y{ey,...,e,} base candnica de R™.

Luego, x = x1e1 + ... + zpe,. Asi, p(z) = p(xre1 + ... + xhe,)

< p(wier) + ...+ pnen) = [w1lp((=1) 7 er) + ..+ |zalp((—1) e)
< B(la] + - 4 l2al) = Bllzfl

donde v~ := mdx{—x,0},z € R

y B =maz{p(e1),...,plen),p(—e1),...,p(—e€n)}.

Por lo tanto, p(x) < f||x|;. =

Teorema 15 Sean || - || y p, norma arbitraria y norma asimétrica arbitraria
(respectivamente) en E espacio de dimension finita. Entonces, existe f > 0
tal que p(x) < B||lz|| , para toda z € E.

Demostracion. Misma idea que en el anterior resultado; usando equi-
valencia de normas y el Teorema 14. ®

Teorema 16 Sean || - || norma arbitraria en R™ y p norma asimétrica ar-
bitraria en R™ tal que p(z) = 0 < x = 0. Entonces, existen «, § > 0 tales
que oflz|| < p(z) < Bllz|| , para toda © € R", esto es, p y la norma son
equivalentes.

Demostracion. Basta probar el resultado utilizando la norma || - ||1, pues
el Teorema 12 para normas equivalentes y el hecho de que la relacion de
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“normas equivalentes” es una relacion de equivalencia, nos permiten hacer
la transicion hacia cualquier otra norma de R™.

Para probar la sequnda desigualdad p(x) < (||z||1 tan solo aplicamos el
Teorema 14.

Supongamos ahora que la primer desigualdad o||z||; < p(x) es falsa, lo
que implica que para cada o = 1/k (k € N) existe un vector xy tal que
p(xi) < £llzlli. Consideremos la sucesion yy = IIj:Hl (k € N), que verifica
lyell = 1.

Como (yx) es una sucesion acotada —pues ||yx||1 = 1- contiene una sub-
sucesion convergente a un punto a € R", yy, 7 a.

Tenemos ||all; = lim ||ykj||1 =1, luego a # 0.
J

Por otra parte, aplicando la propiedad triangular obtenemos:

pla) < pla—yi;) +p(y) < Blla—yel + 55 — 0.

Asi, p(a) =0 y a = 0. Contradiccion!!

Por lo tanto, a||z||; < p(z) para toda x € R™.

Juntando ambos resultados se tiene que: allz|ly < p(z) < Bllz|1, para
toda v € R"™.

Es decir, son equivalentes y por lo tanto generan la misma topologia. ®

Teorema 17 Todas las normas asimétricas en R™ tales que p(x) =0 =

x =0, son equivalentes.

Demostracion. Consecuencia directa del Teorema 16, haciendo uso de la
propiedad de la transitividad de la relacion de equivalencia “normas equiva-
lentes”. m

Observacion 14 Recordemos que p® es una norma cuando p es una norma
asimétrica y (X,p®) es un espacio normado. Por lo cual, para las normas
asimétricas p en R™ con la propiedad de que p(x) =0 =z = 0,p y p° son
normas asimétricas equivalentes.

Observacién 15 Las normas asimétricas p en R™ tales que p(x) = 0
x = 0, inducen cuasi-métricas p que son Ty. Luego, por la proposicion 7
Cobzas [5] se tiene que (R™, p,p) es Hausdorff a pares.

=
de
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Observacién 16 Las normas asimétricas p tales que p(x) = 0 = = = 0,
son Ty. Pues p(x) > 0, para cada x # 0.

Teorema 18 En un espacio X de dimension finita, sea p una norma asimé-
trica. Si p®(x) > 0 para toda x # 0 entonces (X, p,) es balanceado, donde

pp(T,y) = ply — ).

Demostracién. Si p®(z) > 0, Vo # 0 tenemos que:

1) p(x) > 0,Vz # 0. Lo anterior debido a que 0 < p® < p (Cobzas
[5], proposicion 11). Lo cual significa que p es Ty y por lo tanto pp €S UNG
cuasimétrica y Ty. Asi tenemos la primer condicion de balanceado.

2) p° es una norma, pues por Cobzas [5] (proposicion 11) p® es una
seminorma simétrica.

Debido a que p® es una norma y p una norma asimétrica en un espacio
X de dimension finita, existe 3 > 0 tal que p(z) < Bp®(z),Vor € X , por lo
tanto, p = p°.

Por dltimo, sean x,y € X y (z,,), (Ym) sucesiones en X tales que:

Hmp, (Y, Tn) = 0 AR, p, (2, 20) <7 AV, (Y, y) < 5.

Y haciendo uso de la desigualdad del tridngulo para la cuasi-métrica:

Pp(2,Y) < pp(w,20) + pp(Tns Ym) + Pp(Um, ¥) < 7+ 5+ 0y (T Ym),

pero

pp(xg ym)_p(ymﬁ— ) < Oy —an) = p° (5, —1,) < p(x,—y,)

p(‘r'f“ m)
= Pp(Ym: @n). Luego, 5= < p (Yo, ).

Como limp,,(ym, Tn) = 0 entonces limp, (7, Ym) = 0.

Por lo cual, p,(7,y) <7 +s.
Por lo tanto, (X, p,) es balanceado.

Mads atin, hemos demostrado que:



2.1 Espacios Cuasi-Métricos y Normados Asimétricos
54

Teorema 19 En un espacio X de dimension finita, todas las normas asimétri-
cas p tales que p°(z) > 0,Vz # 0 son equivalentes entre ellas, a su respectiva
conjugada y a las normas en el espacio.

Lo anterior debido a que p® es una norma, que resulta en este caso ser
equivalente a las normas asimétricas p que cumplen dicha condicién; en com-
binacién con el Teorema 12 y recordando que la relacién "normas equiva-
lentes" es una relacién de equivalencia.

Observacién 17 Sea p una norma asimétrica, decir que p(x) =0 < x =0
es equivalente a decir que p(x) > 0,Vz # 0, o lo que es lo mismo T;.

Corolario 5 Sip es una norma asimétrica tal que p(x) =0< =0, en un
espacio X de dimension finita, entonces p también tiene dicha propiedad y
son por lo tanto un par de normas asimétricas equivalentes, por consecuencia
(X, p,) es balanceado.

Observacién 18 FEste resultado se cumple si p es tal que p® > 0. Sin em-
bargo, mds adelante probaremos que p > 0 implica p® > 0, por lo que se podrd
concluir también que el espacio normado asimétrico de dimension finita es
balanceado de una forma mdas general.

Ahora mostraremos un ejemplo de una norma asimétrica p en un espacio
X de dimensién finita, tal que para algin x # 0, p®(x) = 0.
Ejemplo 39 X =R, p(z) = {{ ;Eg

Sea x # 0, fijo. Observemos que si escogemos ¥’ < 0 ANz < 0Nz’ <z, se
tiene que:

p(x)+pla —2)=0+0=0.

Por lo tanto, p°(z) = inf{p(2') + p(a’ —x): 2’ € X} = 0.

Lo que nos conduce a la pregunta légica: ;En un espacio X de dimensién
finita, si p(z) > 0 entonces p®(x) > 0?
Y la respuesta es afirmativa, por el momento inicamente en R". Veamos:
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Teorema 20 En X = R", sean p una norma asimétrica.
Si p(x) > 0, Vo # 0, entonces p°(z) > 0, Vo # 0. Es decir, p°(x) es
norma.
Demostracion. Recordemos que p°(z) = inf{p(z') + p(z' — z) : 2’ € X}.
Sip(x) > 0, Vo # 0. Sea x # 0, fijo. Tenemos que por ser X =R" y p

una norma asimétrica Ty, existe a > 0 tal que a||z|| < p(z); donde ||-|| es
una norma en X.
Luego, a ||2'|| + a ||z’ — x| < p(z') +p(a’ —z). Pero, [|2" — z|| = [z — 2|

y llell < flo = ="[] + fl"]]
Por lo tanto, 0 < a||z|| < p(2) + p(2’ — x),Va' € X.
Por lo cual p°(x) > 0. Es decir, p°(x) es una norma. m

El resultado anterior nos dice que en R™ no existe p norma asimétrica T}
tal que p®(x) = 0, para algtin  # 0.

De hecho, implica que (R", p,) siempre es balanceado cuando p es una
norma asimétrica 7.

En la bisqueda de averiguar si en un espacio X de dimensién finita,
p(x) > 0 implica p®(z) > 0, y que si p(z) > 0 implica que p = ||-||, donde
||I|l es una norma en el espacio de dimensién finita. He notado que si uno de
ellos se cumple, el otro también se cumplird. En particular, en la bisqueda
del primero me he topado con el siguiente hecho:

Proposiciéon 14 Sean X wun espacio de dimension finita y p una norma
asimétrica. Si ||-|| es una norma en el espacio, entonces p(x) = ||z|| + p(z)
es una norma asimétrica Ty tal que p = ||-|| .

Demostracion. Para toda x € X, tenemos que ||z|| < ||z| + p(z).

Sea p(x) = ||z]| + p(z).

Sabemos que p es una norma asimétrica y por ser X un espacio de di-
mension finita, tenemos que (por un resultado anterior Teorema 15) existe
B> 0 tal que plx) < 3|z

Por lo cual, ||z|| < ||z]| + p(z) = p(x) < B ||z| ,Vz € X.

Por lo tanto, p=||-||. m

Para la p del teorema anterior tenemos las dos siguientes observaciones:
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Observacion 19 p*(z) = maz {p (z) + ||z|| ,p (—x) + |-z}
=maz {p () + ||zl ,p (=2) + [|2||} = max {p (z),p (=)} + ||
=p° (v) + [|=]|.

Por lo tanto, p* = p* + ||-|| -

Observacion 20 Si p es unicamente una seminorma asimétrica,
p(-) =p() + ||| es también una norma asimétrica.

Es de nuestro interés mostrar que el Teorema 18 tiene sentido, es de-
cir, que efectivamente existan dichas P norma asimétrica y P® norma que
cumplan las condiciones del Teorema 18. Para lo cual:

Ejemplo 40 Sean X =R? y T (z) = p(z) + ||z]|,, donde

p(z) = max {xy — x1, 73 + 71,0}, Vo € R%

Tenemos que ver que T9(x) > 0,V # 0.

Para lo cual sea x # 0, fijo y sea 2° en X arbitrario, observemos que

p(@) + |2, +p (= 2) + 2= o, > 2= ], + all, > ], > 0.

Por lo tanto tenemos que T°(z) > 0,Yx # 0. Lo que significa que T es
norma. Lo anterior también se puede deducir haciendo uso de que T es una
norma asimétrica T y aplicando el Teorema 20.

Finalmente, sean (x,), (Ym) sucesiones en R? y x,y € R? tales que:

Wmpr(Ym, Tn) = 0 AR, pr(@, 20) < 7 AV, pr(Ym, y) < 5.
Aplicando la desigualdad del triangulo:

pr(x,y) < pp(z,20) + pr(Tns Ym) + 07 Ym, y) <7+ 5+ pp(Tns Ym),

y si recordamos que en R™ (en particular n = 2) existen a, 5 > 0 tales que
aT (—x) < T (z) < BT (—z),Vr € X = R? (Teorema 16), tendremos que

Lmpp (Ym, ©n) = 0 implica que limpy(z,,, ym) = 0.
Luego, pr(z,y) <r+s.
Por lo tanto, (X, pr) es balanceado.
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Ejemplo 41 FEl ejemplo 29, es un ejemplo de una norma asimétrica que no
es Ty, pues si x5 < 0Axy = 0,p(z) = 0. Es decir, existe un x = (x1,x2) # 0
tal que p (x) = max {xe — 1,22+ 1,0} = 0.

Ademds no existe un o > 0, tal que a x|, < p(z), Vo € R% Por el
mismo argumento que no es Ty. Luego p no es equivalente a ||-||, . Y tampoco
(R% p) es balanceado, ni Hausdorff. Aunque todo lo anterior ya podiamos
deducirlo gracias a los resultados mostrados hasta el momento. Sin embargo,
es de utilidad mencionar dicha norma asimétrica con el propdsito de ilustrar
una p : R? — [0,00) definida por

p(x)=p(x)+ =l

que si cumple con todo lo que p no cumple. De hecho, tiene bolas abiertas
de la misma forma que las de la norma ||-||, , pero a escala.

La teoria expuesta hasta este momento nos asequra que €S una norma
asimétrica Ty, y que el espacio con dicha norma asimétrica es balanceado y
Hausdorff. Aun ast, veamos por ejemplo que son equivalentes ||-||; y p:

p(z) = max {xs — x1, 22 + 21,0} + |||,

= miz {xy — 2+ 2], 22 + 1 + |l o], }

y se tiene que 75— 1 < || + || = 2],

luego, x3 — a1 + |lzll, < 2ljell,, ast & (v2 — 71 + llol,) < llo]l,

Andlogamente para xo + x1 + ||z, , ||2||; -

Por lo tanto, 5p (x) < |||, < p(x).

Ahora veamos que a pesar de todo lo anterior, la cuestion referente a las
bolas abiertas falla.

Sea x = (0,0) yr > 0.

Bz ((0,0),7) ={(y1,y2) : ya — w1 + |yl ,on + v2 + Iyl s Jyll < r},

-r

Figura 2.8 B;((0,0),7)



2.1 Espacios Cuasi-Métricos y Normados Asimétricos

58

B5((0,0),7) = {(y1,42) r 1 — v2 + lyll, =y — w2 + lyll s Iyl <7},

»

Figura 2.9 B5((0,0),7)
Bg: ((0,0),7) = {(y1,92) « lye — | + Il s lwr + w2l + |yl lyll <7},

r/2

-r/2
Figura 2.10 Bp, ((0,0),7)
By, ((0,0),7) = {(y1,w2) : lyll = lonl + ly2] <7},
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Figum 2.11 B||.||1 ((0, 0) ,7”)

Sin embargo, basta cambiar la norma |||, en este ejemplo por cualquier
otra y entonces las bolas abiertas no solo no estardin a escala, sino que ni
siquiera en su forma geométrica coincidirdn.

A continuacion mostramos que sucede con la forma de las bolas abiertas
usando por ejemplo ||-||

Figura 2.12 B5((0,0),7)

-r/2

Figura 2.13 B;((O, 0),7)
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-r/2 /2

-r/2
Figura 2.14 B ((0,0),7)

La bola Bgs ((0,0),r) obviamente no coincide en su forma con la bola de

Fz'gum 2.15 B”'Hoo ((0, 0) ,7”)

Hasta este punto hemos mostrado algunos resultados que han tenido cier-
tas limitaciones (Teoremas 18 y 20), pero gracias a algunos resultados de
Garcia-Raffi [1], estas limitaciones pueden ser superadas. Pues en el caso del
Teorema 18 ya no partiremos de la hipétesis de que p® sea mayor que 0 para
toda x # 0, sino de que p lo sea y seguir concluyendo que el espacio normado
asimétrico de dimensién finita sea balanceado. Y en el caso del Teorema 20,
pasard de ser un resultado véalido tinicamente en R" a ser valido en dimen-
sién finita. De acuerdo a los resultados de Garcia-Raffi [1] en un espacio de
dimension finita X, las normas asimétricas Ty son equivalentes entre ellas
mismas y a las normas en el espacio X. Més adelante haremos uso de este
hecho para obtener de parte nuestra algunas consecuencias interesantes.

Primero que nada Garcia-Raffi presenta un resultado clésico:
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Lema 4 Sea (E,||||) un espacio lineal normado de dimension finita, con
una base {e1,es, ...,e,} . Entonces, una sucesion (zy) en E converge a x =
Arer + Agea + ... + Apep, siy solo si, la sucesion i — coordenada de (xy)
converge a \;, con respecto a la norma euclidiana, i =1, ...,n.

Y luego generaliza dicho resultado a los espacios lineales normados asimétri-
COS como sigue:

Teorema 21 Sea (E,q) un espacio lineal normado asimétrico de dimension
finita, con base {ey,es,...,e,}. Entonces, una sucesion (xy) en E converge
axr = Aeyp + Aes + ... + \pe, con respecto a q, si y solo si, la sucesion
i — coordenada de (xy) converge a \;, con respecto a la norma euclidiana,
1=1,...,n.

Dado que la prueba es algo extensa y que no le daremos algin uso no
la incluiremos, sin embargo se puede consultar en el articulo de Garcia-Raffi
[1].

Posteriormente presenta una definicion y los resultados que son de nuestro
interés:

Definicién 52 Un espacio lineal normado asimétrico (E, q) es llamado nor-
mable, si hay una norma ||-|| sobre el espacio lineal E tal que las topologias
Ta, Y 7). cownciden sobre E.

Corolario 6 Sea (E,q) un espacio lineal normado asimétrico de dimension
finita y Ty. Entonces (E,q) es normable por la norma ¢°.

Demostracion. Sea (x1) una sucesion en E que converge a x con respecto
a q. Por el Teorema 21 y el Lema 4 (x),oy converge a x con respecto a la
norma q°. Es decir, por el Teorema 21, (xy) converge a x con respecto a q i
y sdlo si, la sucesion i—coordenada de (x)) converge a \;, con respecto a la
norma euclidiana, i = 1, ...,n; donde x = A\eq + ...+ \pe, y {e1,...,e,} base.
A su vez, por el Lema 4; la sucesion i— coordenada de () converge a \;, con
respecto a la norma euclidiana si y sélo si, (ry) converge a x con respecto
a la norma del espacio E, digamos q°. Lo cual implica que T4, coincide con
Tdys s (qu = qus) . Pues de no cumplirse que T4 C 74, existiria una (x,,) tal

. q° q
que ¢° (z, —x) < % pero q (x, — ) > €. Es decir, x,, — x pero x,, - x. Lo
cual es una contradiccion. m



2.1 Espacios Cuasi-Métricos y Normados Asimétricos
62

Y como bien se menciona en el mismo articulo: en particular se observa
que, debido al corolario 6, el axioma de separaciéon T implica el axioma de
separacién 15 en el caso de dimensién finita.

Una observacion que nosotros también haremos més adelante, pero sosteni-
da mediante otro argumento.

Lema 5 Sea (I, q) un espacio lineal normado asimétrico y 74, la topologia
generada por la cuasi-métrica dq. Entonces 74, es T, si y sélo si, q(y) # 0,
para cada y € E\ {0} .

La demostracién de este lema ya se ha mostrado anteriormente en la
Proposicién 7 y se puede encontrar en Cobzas [5].

Y finalmente en una nota (observacién) aparece el resultado que nos in-
teresa:

Observacion 21 ... todas las normas asimétricas sobre un espacio lineal
de dimension finita T} son equivalentes. El Lema 5 muestra que un espacio
lineal normado asimétrico es Ty si y sdlo si, q (x) # 0, para toda x € E\ {0} .

De lo cual tenemos que:

Teorema 22 Las normas asimétricas 17 en un espacio normado asimétrico
de dimension finita X, son equivalentes entre si (incluidas las conjugadas) y
también a las normas en el espacio X.
Demostracion. Sea (E,q) un espacio lineal normado asimétrico de dimen-
sion finita y ¢° la norma del supremo usual. Entonces q restringida a

S ={ze€E:q¢(x)=1} no alcanza el cero, es decir, estd acotada por
debajo. Pues si no fuera cierto, existiria una sucesion (x,) en la esfera
unitaria tal que

q(zn,) — 0 y entonces ¢° (x,) — 0 por el teorema 21, pero esto no
puede ser ya que ¢° (x,) = 1. Asi, q(x,) >~v>0,YVx € S.

Sabemos que q(z) < ¢°(x), para toda x, pero para establecer la equi-
valencia que se afirma resta ver la otra desigualdad, pero por la acotacion

T

en la bola unitaria de (E,q°) se tiene que VYx € E,q (—) > 7y, esto es,

7°(z)
q(z) > g (2).
Por lo tanto, q y ¢° son equivalentes m

Del Teorema 22 tenemos que a nuestro conjunto de normas que son
equivalentes en dimensién finita ya conocido, se le acaban de anadir las
normas asimétricas T7.
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normas

asimetricas Ty

Figura 2.16 Conjunto de normas que son equivalentes en dimensién finita.

Y ahora podemos extender algunos de los resultados previos, ademads de
presentar otros nuevos valiéndonos del resultado anterior.

Teorema 23 Sea (X, p) un espacio normado asimétrico de dimension finita.

Si p(x) > 0, Vo # 0 entonces p®(z) > 0, Vo # 0. Es decir, p°(z) es
norma.
Demostracion. Recordemos que p®(x) = inf{p(z') +p(z' —z) : 2’ € X}.
Sip(x) >0, Vo # 0. Sea x # 0, fijo. Tenemos que por ser X un espacio de
dimension finita y p una norma asimétrica Ty, existe o > 0 tal que
al|lz|| < p(z); donde ||| es una norma cualquiera en X.

Luego, o ||2'|| + o ||2" — z|| < p(2’) +p(2’ — x). Pero, ||z" — x| = ||z — 2|
yllall <l — ') + ]

Ast, 0 < a||z]| < p(2') + p(a’ — z),Va' € X.

Por lo tanto p°(z) > 0. Es decir, p°(x) es una norma. m

Al igual que en R", del Teorema 23 podemos observar que no existe una
p norma asimétrica 7} en un espacio de dimensién finita, tal que p°(z) = 0.
Ms3s atin, tenemos que:

Corolario 7 Sea (X, p) un espacio normado asimétrico de dimension finita.
Si la topologia 7, es T\ entonces T, es Hausdorff.

Demostracion. Por la Proposicion 12 tenemos que st T, es T} entonces
p(z) > 0,Yr € X.x # 0, luego por el Teorema 23 p°(x) > 0, Vo # 0. Y
nuevamente por la Proposicion 12, p°(x) > 0, Vo # 0 si y sélo si, Tp €S
Hausdorff. m
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Teorema 24 Si(X,p) es un espacio normado asimétrico de dimension finita
y Ty, entonces es balanceado.

Demostracién. Dado que p es T) tenemos que p°(z) > 0, Vo # 0, luego
por el Teorema 18 se tiene que (X,p) es balanceado. m

Observacion 22 Dada la equivalencia que hay entre las normas asimétricas
Ty en un espacio de dimension finita X, en particular la que existe entre una
norma asimétrica p y su conjugada P, se tiene que el espacio (X, p) es también
balanceado. Aunque esta ultima afirmacion se puede concluir a partir de la
Proposicion 1.2.74. en Cobzas [5].

Ademds, por la equivalencia de p y P se tiene que para todas las sucesiones
(tn) , (V) sobre X, lnimpp (U, Up) = 0 <= lnimpp (U, V) = 0.

Observacion 23 De igual manera, (X,p) es Hausdorff. A diferencia de lo
que sucede cuando p es unicamente una norma asimétrica, pues en tal caso
solamente se puede asequrar que (X, p,p) es Hausdorff a pares.

Obsérvese que (X, p) es Hausdorff si y sdlo si, es balanceado.

Observacion 24 No hemos probado que todas las cuasi-métricas Ty sean
equivalentes entre ellas mismas, ni a las métricas del espacio dado (ni en R"
y mucho menos en dimension finita). Puede ser que cumplan o no dichas
propiedades.

Por ejemplo:

Ejemplo 42 Con la cuasi-métrica del Ejemplo 33, el espacio X = R es
balanceado.

Como ya lo habiamos mencionado, la completitud luce muy diferente en
espacios cuasi-métricos. La falta de simetria en la definicién de cuasi-métrica
causa muchos problemas, principalmente en lo concerniente a la completitud,
la compacidad y la acotacién total en tales espacios. Hay varias nociones de
completitud en espacios cuasi-métricos, concordando todas con la nocién ha-
bitual de completitud en el caso de los espacios métricos, teniendo cada
una de ellas sus ventajas y desventajas. A continuacion describiremos breve-
mente algunas de estas definiciones de completitud, junto con algunas de sus
propiedades.
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Definicién 53 Sea (X, p) un espacio cuasi-semimétrico, (x,) sucesion en
X. La sucesion se llama:
(a) p—Cauchy por la izquierda (derecha) si para cadac > 0 existe x € X
y ng € N tales que
Yn > ng, p(x,z,) <e
(p (zn,x) < €, respectivamente);
(b) p*—Cauchy si es una sucesion de Cauchy en el espacio semimétrico
(X, p*), esto es, para cada € > 0 existe ng € N tales que
Vn, k > ng, p° (x,, 1) < €,
o equivalentemente, Nn, k > ng, p (Tn, xx) < €, (por lo cual, cuando sea con-
veniente diremos simplemente que es p— Cauchy)
(¢) K—Cauchy por la izquierda (derecha) si para cada ¢ > 0 existe
ng € N tales que
Vn,k,ng <k <n=— p(x,x,) <¢€
(p (xn, zx) < €, respectivamente);
(d) K—Cauchy débilmente por la izquierda (derecha) si para cada € > 0
existe ng € N tales que
V> ng, p(Tng, Tn) < €
(p (zn, xny) < €, TESpectivamente).

Algunas veces, para enfatizar la cuasi-métrica p, deberiamos decir que una
sucesion es K — p—Cauchy por la izquierda, etc. La K en la definicién viene
de Kelly [2], quien fue el primero en considerar este concepto (ver también
7).

A continuacién introducimos con un mero propdsito ilustrativo, algunas
de las propiedades y relaciones que guardan entre si, dichos conceptos.

Proposicién 15 ([8]) Sea (X, p) un espacio cuasi-semimétrico.

1. Estos conceptos estan relacionados de la siguiente forma:

p°— Cauchy = K— Cauchy por la izquierda
= K—Cauchy débilmente por la izquierda

= p— Cauchy por la izquierda.

Las mismas implicaciones se cumplen para las correspondientes defini-
ctones por la derecha.

Ninguna de las implicaciones anteriores es reversible.

2. Una sucesion es Cauchy por la izquierda (en algin sentido) con
respecto a p si y sdlo si, es Cauchy por la derecha (en el mismo sentido) con
respecto a p.
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3. Una sucesion es p*— Cauchy si y sdlo si, es tanto K— Cauchy por la
derecha, como por la izquierda.

4. Una sucesion p—convergente es p— Cauchy por la izquierda y una
sucesion p—convergente es p— Cauchy por la derecha.

Definicién 54 Un espacio cuasi-semimétrico (X, p) es llamado:

e p—secuencialmente completo si cada sucesion p®— Cauchy es T,— conver-
gente ([10]);

o p—secuencialmente completo por la izquierda st cada sucesion p— Cauchy
por la izquierda es T,—convergente ([8]);

o  Smyth secuencialmente completo por la izquierda (derecha) si cada
sucesion K — Cauchy por la izquierda (derecha) es p®— convergente.

Definicién 55 Un espacio cuasi-semimétrico (X, p) es llamado bicompleto
si el espacio semimétrico asociado (X, p®) es completo, es decir, cada sucesion
p°— Cauchy es T, —convergente.

Con el mismo propdésito que la proposicién de arriba, mostramos las rela-
ciones que guardan dichos conceptos.

Proposicion 16 FEstas nociones de completitud estan relacionadas de la si-
guiente forma:

p—secuencialmente completo =—> K —secuencialmente completo débilmente
por la izquierda —>

K —secuencialmente completo por la izquierda —> p—completo por la
1zquierda.

Las mismas implicaciones se cumplen para las correspondientes defini-
ctones de completitud por la derecha.

Tales definiciones y Proposiciones (15 y 16) pueden ser consultadas en
Cobzas [5]. Y como podemos observar, no se hace alguna mencién restrictiva
respecto de la dimension del espacio cuasi-semimétrico (X, p), donde la cuasi-
semimétrica p en este caso serfa la inducida por alguna norma asimétrica.
Sin embargo, nuestro propdsito es analizar el caso de dimensién finita, en el
cual obtuvimos el siguiente resultado:

Proposicién 17 Sea (X, p) un espacio normado asimétrico Ty de dimension
finita y sea p=p, ,
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1. Las implicaciones de la Proposicion 15 son reversibles.

2. Las definiciones derechas coinciden con las izquierdas. FEs decir, son
equivalentes.

3. Elinciso 4. de la Proposicion 15 se transforma en: una sucesion es p—
convergente si y solo si, es p—convergente; ademds si la sucesion es p—
convergente entonces es p— Cauchy.

Demostracién. 2. Si (z,,) es p—Cauchy por la izquierda (derecha) entonces
para todo € > 0 existe v € X y ng € N tal que para toda n > ng, p (x,x,) < &
(p (xn, ) < € respectivamente).

La definicion anterior en este caso cumple que p (x,x,) < Bp(z,x,) < €,
con € = %

Es decir, si (z,) es p—Cauchy por la izquierda entonces es p— Cauchy
por la derecha y viceversa.

(Andlogamente para las otras definiciones)

L. Ahora sean n,k > ng y € = 5 entonces p(xy,x;) < p(Tn,x) +
p(r,z) <e

Por lo tanto, (x,) es p—Cauchy.

Con lo anterior tenemos que p— Cauchy por la izquierda implica p— Cauchy
y junto con la proposicion 15 se tiene que:

p’— Cauchy=— K—Cauchy por la izquierda—> K — Cauchy débilmente
por la izquierda—> p— Cauchy por la izquierda (por la derecha)—> p— Cauchy
( p°— Cauchy).

Cerrandose ast el circulo.

Ademds, p®*— Cauchy—> K — Cauchy por la derecha—> K — Cauchy débil-
mente por la derecha—> p— Cauchy por la derecha—> p— Cauchy ( p°— Cauchy).

(2) y (3) de la proposicion 15 son absorbidas por 1.

3. Debido a la equivalencia de p y p se tiene que p(x,x,) — 0 <
p(x,z,) — 0. Y por la proposicion 15 tenemos que si una sucesion es
p—convergente entonces es p— Cauchy por la izquierda entonces por 1 es
p— Cauchy o cualquiera de sus equivalentes. m

Definicién 56 Un espacio normado asimétrico bicompleto (X, p) es llamado
un espacio biBanach.
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Teorema 25 Sean X espacio de dimension finita y p, ¢ normas asimétricas
Ti. Entonces (X, p) es biBanach si y sdlo si, (X,q) lo es.
Demostracion. Por hipdtesis tenemos que existen o, 3 > 0 tales que para
todox € X, ap(z) < q(z) < fp(z).

Si (X, p) es biBanach y (x,,) es una sucesion de Cauchy para q (pq — Cauchy) ,
en virtud de la primera desigualdad, también lo es para la norma asimétrica p.
Luego es convergente para esta tiltima norma asimétrica, y también lo es para
la norma asimétrica equivalente q. Esto demuestra que (X, q) es biBanach.
Andlogamente se demuestra el reciproco. m



Capitulo 3

Espacios Cuasi-k-Métricos y
k-Normados Asimétricos

3.1 Espacios Cuasi-k-Métricos y k-Normados

Asimétricos

A continuacién damos una breve introduccién a los espacios mds generales
cuasi-k-métricos y k-normados asimétricos. Donde se siguen cumpliendo al-
gunos resultados ya obtenidos en R”. Ademds se mostrardn algunos ejemplos
ilustrativos de k-normas asimétricas 1] que son equivalentes a las normas en
el espacio y que poseen bolas abiertas que coinciden con las bolas abiertas
de la norma dada.

3.1.1 Definiciones y ejemplos

En las siguientes definiciones k es un nimero real mayor o igual a 1.

Definicién 57 Sea X un conjunto no vacio, una k—métrica sobre X es una
funcion d : X x X — [0,00) la cual satisface para cualesquiera x,y,z € X
las siguientes condiciones:

(i) d(l‘,y) =0<=uz=y,
(i) d(z,2) < k(d(z.y) + d(y, 2)),
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(iii) d(z,y) =d(y, ).

El par (X, d) es llamado un espacio k—métrico. Si solamente (ii) y (ii7)
se cumplen, entonces el par es llamado un espacio k—semimétrico.

Definicién 58 Sea X un espacio lineal real. Una funcion ||-||, : X — [0, 00)
es una k—norma sobre X si para cada x,y € X yr € R, se cumplen:

@) [zll, =0 2=0,
(ii) [lrzll, = [ =[]y,
(iii) |z +yll, < k(] + lylle)-

(X, []ll,) es llamado un espacio k—normado. De igual manera, si sola-
mente (i) y (i) se cumplen, entonces el par es llamado un espacio k—seminor-
mado.

Observacion 25 Un espacio métrico (semimétrico) es un espacio 1—métrico
(1—semimétrico) y un espacio normado (seminormado) es un espacio 1—nor-
mado (1—seminormado).

Prescindir de la condicién de simetria en la Definicién 57, da lugar a la
Definicién 59.

Definicién 59 Una cuasi—k—semimétrica sobre un conjunto arbitrario no
vacio X es una funcion p: X x X — [0,00) que satisface:

(i) p(z,2) =0,
() p(r.2) <k (p(2,y) +p(y.2)), para toda z,y, = € X.
Mas ain, st

(iii) p(z,y) = p(y,z) = 0 implica que x =y, para toda x,y € X, entonces
p es llamada una cuasi—k—métrica.

Observacion 26 Una cuasi-métrica (cuasi-semimétrica) es una cuasi—1—mé-
trica (cuasi—1—semimétrica).
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Al igual que con las cuasi-semimétricas, dada una cuasi—k—semimétrica
p en un conjunto X, la conjugada p de p estd definida por

pz.y)=py,z),z,y €X.

Es sencillo verificar que p es también una cuasi—k—semimétrica; mientras
que la funcién p® : X x X — R dada por

P (w,y) = max{p(z,y),p(v,y)},

es una k—semimeétrica.

Msds atn, p es una cuasi—k—métrica si y sélo si, p° es una k—métrica
sobre X.
La siguiente desigualdad es trivialmente vélida por definicion,

p(x,y) <p’(x,y) yolz,y) <p°(2,y). (3.1)

De igual manera si quitamos la condicién de simetria en la Definicién 58,
se da lugar a la Definicién 60.

Definicién 60 Sea X un espacio lineal real. Una funcion p : X — [0,00)
es una k—norma asimétrica sobre X, si para toda x,y € X yr >0 :

(1) p(x) =p(—x) =0 implica que x = 0,
(ii) p (rz) = rp(2),
(iil) p(z+y) <k(p(2) +p(y)).

En este caso (X,p) es llamado un espacio k—normado asimétrico. Si
p solo satisface las condiciones (ii) y (iit), entonces es llamado un espacio
k—seminormado asimétrico. También la conjugada p de una k—seminorma
asimétrica p estd definida por p(z) =p(—x),z € X.

Y la funcién p* : X — [0, 00) dada por

p° () = maz{p(x),p(—2)}, x € X,

es una k—seminorma.
Aqui las desigualdades andlogas a (3.1) son:

p(z) <p’(x) yp(x) <p°(z), para toda x € X. (3.2)
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Observacion 27 Una k—seminorma asimétrica p es una k—norma asimétrica
st y solo si, p° es una k—norma sobre X.

Una k—seminorma asimétrica p induce una cuasi—k—semimétrica p,, so-
bre X, dada por p, (z,y) =p(y —2),z,y € X.

De las definiciones podemos notar que la desigualdad triangular es lo que
diferencia a las cuasi-semimétricas (cuasi-métricas) de las cuasi—k—semimétri-
cas (cuasi—k—meétricas), lo mismo sucede para el caso de las "normas" res-
pectivas; con respecto a las Proposiciones 7-3 y 12-2 o la Observacién 14,
es posible generalizarlas a este nuevo contexto, pues las mismas demostra-
ciones son aplicables. Por lo anterior, dichos resultados son véalidos para las
cuasi—k—semimeétricas (cuasi—k—métricas) y a las k—seminormas asimétri-
cas (k—normas asimétricas).

Ejemplo 43 Sea p : R" — [0,00) una funcion definida por:

2] 21 =0
p(x) = ol donde ||| es una norma en R"

T < 0
y z1 es la primera componente de x. Claramente se cumple que si p (x) =
p(—z) = 0 entonces x = 0. De hecho, se tiene que p(x) = 0 si y sdlo

si, v = 0. También es sencillo ver que p(ax) = ap(z), para cualesquiera
reR" a>0.

De tal manera que si probamos la desigualdad triangular, tendremos que
p es una k—norma asimétrica y T7.

Sean x,y € R™. Lo probaremos por casos:

Caso 1 Supongamos que x1 > 0 y
(i) y1 >0
Entonces, x1 +y1 > 0. Luego, p(z +y) = ||z +y[| < [lz[| + [y
=p(@)+p(y).
(ii) y1 <O
Entonces 1 +y1 > 0V xy + 1y <O0.

a) Siax1+y1 20 entonces p (v +y) = [z +yl < [lz] + [yl



3.1 Espacios Cuasi-k-Métricos y k-Normados Asimétricos

73

=p(r)+2p(y).
b) Siz + 1y <0 entonces p (v +y) = ”’“”zry” <
<zl +py) =p)+py).

Caso 2 Supongamos que x1 <0 y

(i) 1 <0
Entonces, x1 +y1 < 0. Luego, p(z +y) = M =p(x)+py).
(i) y1 >0

Entonces, v1 +1y1 > 0V xy +vy; <O0.

a) Sixy+y >0 entonces, p(z+y) = |z +y| <|z|+ |yl
=2p(z)+p(y).

b) Sizy+1y1 <0 entonces, p(x+vy) = ”:”;ryu < @+Hz2/_ll = ”12H+p(x)
<llyll+p(z)=p(x)+p(y).

Por lo tanto, tenemos que p(x +y) < 2(p(z) +p(y)).
Lo que significa que p es una 2—norma asimétrica T7.

=l
Ademas, p(x) =p(—x) = { 2 n=0
Jzl] 21 <0
Por lo que, p* () = max{p(x),p(—x)} = ||z||, para toda x € R™.
Y haciendo uso de lo que ya sabemos, p,(v,y) = p(y —z),r,y € R"
define una cuasi—k—métrica T7.

Ejemplo 44 En particular si n = 2,7 > 0, se tiene que las bolas abiertas
para p,, p, Y Py, donde ||-|| es la norma "usual”, son de la forma:

Tenemos que B, (z,r) = {y eR*:p,(z,y)=ply—z) < T} , sean
v = (21,22),y = (y1,%2)

Siyy —x1 >0, entonces p, (z,y) =py—2) = ly—=z|| <r, y

siyy — w1 < 0, entonces p, (v,y) =p(y — ) = M <.

Es decir, la grifica de la bola abierta es:
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Figura 3.1 B, (z,7)

Ahora tenemos que,

By, (x,7) = {y e R*:p,(z,9) = p, (y,2) =p(z —y) =Dy —x) <7}.
Ast,

siy1 —x1 <0, entonces p, (v,y) = p, (v, ) = [ly —z[| <7,y

si y1 — x1, entonces p, (v,y) = p, (y,v) = IIy;xII <r

Por lo tanto, la grifica de la bola abierta es:

Figura 3.2 B, (x,7)

Finalmente, haciendo uso del resultado de que la interseccion de las bolas
abiertas de p y su conjugada p coincide con las bolas abiertas de p®, tendremos
lo que ya sabtamos de manera analitica (o} (x,y) = ||z —yl||) . Esto es, que
las bolas abiertas de p* coinciden con las de la norma elegida (la euclidiana).
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Figura 3.3 Bys (x,7) = By (2,7)

Si en lugar de utilizar la norma euclidiana hacemos uso de alguna de las
otras normas como en ejemplos anteriores (||-||,,||-|l,,) obtendremos bolas
abiertas para el Ejemplo 44 como a continuacién se muestra:

Figura 3.4 B, (x,7) con la norma ||-||,
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Figura 3.5 B, (v, 7) con la norma ||-||;

Figura 3.6 By (x,7) = By, (2,7)
De manera similar para |[|-||__ .

Ejemplo 45 Sea p: R™ — [0,00) una funcion definida por:

lzll, 21>0
p(w)Z{ b

Y
[ 2]l 1 <0
donde ||z||, = |z1| + ... + |zn| v ||z||, = maz {|z1], ..., |zn]} .
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Inmediatamente de estas definiciones de las normas, se deduce facilmente
que ||z||, < |lz||,, para toda x € R™.

FEs evidente que (i)p(z) =0<= 2z =0y (ii)p (ax) = ap(z) ,a > 0.

Resta verificar la desigualdad triangular:

(iii) Sean x,y € R™,

a) Supongamos que 1 Ay; > 0. Entonces, p (x +y) = ||z||; + ||y,
=p(@)+p(y).

b) Supongamos que x1 < 0Ay; < 0. Entonces, p(z +y) = ||z + yl,
<2l + Yl = p(2) +p(y) -

c) Supongamos que x1 > 0 A y1< 0. Entonces puede suceder que:

1) @14y 2 0. Entonces, p(z +y) = [z +yll, < |z[, + [lyll,
=p@)+ Iyl <p @) +nllylle =p@)+np(y).
2) z1+y1 < 0. Entonces, p(z+y) = [z +yll, < [zl + ¥l
=zl +r@) <zl +py) =p (@) +p(y).
d) Andlogamente para x1 < 0 Ay; > 0.

Por lo tanto, p(z +vy) <n(p(x)+p(y)), para toda z,y € R".

Ast, tenemos que p es una k—norma asimétrica.

Ademds, p es Th y ||z||, < p(z) < ||z|,, para toda x,y € R™.

Y ya que ||-||; y |||l son normas equivalentes, existen o, B > 0 tales que
allz|; < |z, <p(x) < |||, < Bzl ., para toda x € R™. Por lo tanto,

p(+) es equivalente a ambas normas y por consecuencia al resto de las normas
en R™.

Ejemplo 46 A continuacion siendo X = R? para el Ejemplo 45, mostramos
cuales son las bolas abiertas B, (x,7),Bs (2,7), Bys (x,7) y el hecho de que
estd ltima coincide con la bola abierta de |||, .

Siyy —x1 >0, entonces p, (z,y) =py—2z) = ly —z[, <r, y

siy1 —x1 < 0, entonces p, (z,y) =p(y —z) = ||y — x|, <7

Por lo tanto, la grifica de la bola abierta B, (x,r) es:
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Figura 3.7 B, (x,7)

Andlogamente,

iy — 1 < 0, entonces 7, (2.) = p, (y,2) = |y = all. < 7. y
si g1 — a1 > 0, entonces 7, (2,y) = py (4, ) = Iy — olly <.
Por lo cual la grifica de la bola abierta B, (v,71) es:

Figura 3.8 B, (x,7)

De las cuales obtenemos que la grdfica para B (x,r) es:
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Figura 3.9 By (z,7) = By, (7,7)

Al igual que se hizo con las normas asimétricas, ahora podemos plantear
resultados andlogos para las k—normas asimétricas que se siguen cumpliendo.
Lo anterior, tan solo haciendo unos ligeros y simples ajustes en las demostra-
ciones ya realizadas en el caso de las normas asimétricas. A decir,

Teorema 26 Sean || - || y P, norma arbitraria y k—norma asimétrica arbi-
traria (respectivamente) en R™. Entonces, existe § > 0 tal que P(x) < B||z||,
para toda x € R™.

Demostracion. Basta demostrarlo con la norma || - |1 v utilizar la transi-
tividad de la relacion de equivalencia “normas equivalentes”.
Sea x € R" y{ey,...,e,} base candnica de R™.

Luego, x = x1e1 + ... + x,6,.
Ast, P(x) = P(zie1 + ... + xnen) < k(P(x1e1) + ... 4+ P(xne,))

= k(| P(~1)7 e) + .+ [ [ P((-1) W ey))

< kX1 + ..+ |zn]) = Bzl ,donde 7 = maz{—z,0},z € R,
A =mazx{P(e1),...,Ple,), P(—e1),...,P(—en)} y B =EkA.

Por lo tanto, P(x) < f||z|/;. m

Teorema 27 Sean || - || y P, norma arbitraria y k—norma asimétrica arbi-
traria (respectivamente) en E espacio de dimension finita. Entonces, existe
B >0 tal que P(x) < B||z|, para toda x € E.

Demostracion. Utilizando el mismo razonamiento que en el Teorema 26
obtenemos el resultado deseado. ®
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Teorema 28 Sean || - || y P, norma arbitraria y k—norma asimétrica Ty
arbitraria respectivamente, en R"™. Entonces, existen a, 5 > 0 tales que

allz|] < P(x) < 8||z||, para toda x € R™.

Demostracion. Basta probar el resultado utilizando la norma || - ||1, pues
el Teorema 12 para normas equivalentes y el hecho de que la relacion de
“normas equivalentes” es una relacion de equivalencia, nos permiten hacer
la transicion hacta cualquier otra norma de R™.

Para probar la sequnda desigualdad P(x) < (||z||1 tan solo aplicamos el
Teorema 26.

Supongamos ahora que la primer desigualdad o||z||1 < P(z) es falsa, lo
que implica que para cada o = 1/m (m natural) existe un vector x,, tal que

P(zy) < Z||@m|li. Consideremos la sucesion y,, = D (m € N), que

verifica ||y |1 = 1.
Como (yy,) es una sucesion acotada —pues ||ym|l1 = 1- contiene una sub-
sucesion convergente a un punto a € R", y,,. — a.

Tenemos ||all; = lim ||ymj||1 =1, luego a # 0.
J

Por otra parte, aplicando la propiedad triangular obtenemos:
Pa) <k (P(a — Ym;) + P(ymj)) < kBlla = Ym, |1 + kmi] 7 0.

Ast, P(a) =0 ya=0. Contradiccion!!

Por lo tanto, o||z||; < P(z) para toda x € R™.

Juntando ambos resultados se tiene que: o||z|y < P(x) < B||z|1, para
toda x € R™.

Ast, P(a) =0 ya=0. Contradiccion!!

Por lo tanto, o||z||; < P(z) para toda x € R™.

Juntando ambos resultados se tiene que: «al|z|y < P(z) < f||z|1, para
toda x € R™.

Es decir, son equivalentes y por lo tanto generan la misma topologia. m

De lo anterior podemos concluir que las normas, las normas asimétricas
T, y las k—normas asimétricas 77 en R", son equivalentes entre si. Es de-
cir, al conjunto de normas equivalentes en R" ya existente le acabamos de
anadir nuevos elementos, en este caso las k—normas asimétricas 77; pues
previamente ya le habiamos anadido las normas asimétricas 77.
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k -normas

asimétricas T’y

normas

asimétricas Ty

Figura 3.10 Conjunto de normas equivalentes en R".



Conclusiones

Creo que después de finalizado el presente trabajo de Tesis, se puede con-
cluir que se cumplieron y cubrieron de manera exitosa los objetivos plantea-
dos al inicio. Ademds de que puede servir como material introductorio a los
espacios asimétricos, de manera mas precisa a los normados asimétricos de
dimensién finita 77; se logré trasladar algunos de los resultados clésicos, se
generaron nuevos resultados apoyados de estos ltimos y de los ya existentes
en la literatura referente a espacios asimétricos.

En el caso de los resultados para espacios asimétricos equivalentes a los
cldsicos, pudimos observar que sus demostraciones en general tinicamente
tuvieron que ser ajustadas al nuevo contexto; aunque esto no significa que
haya sido siempre sencillo. Lamentablemente no pudimos demostrar por
nuestros medios un resultado que resulté ser de una importancia relevante,
nos referimos al Teorema 27. Pero para nuestra fortuna nos percatamos de
que Garcia-Raffi ya lo habia hecho previamente [1].

También pudimos notar en el caso de los asimétricos normados de entrada
dos cosas, la primera es que en la literatura no hay muchos resultados en
dimensioén finita y la segunda es que en dimensién finita se llegan a cumplir
cosas que en general no se cumplen en los asimétricos. Como el hecho de
que en los normados asimétricos 7} implica T, en dimensién finita, pero no
en general. Cuestiones que quizds resulten obvias para los conocedores del
tema, pero no para aquellos que apenas comenzamos.

Evidentemente ain hay muchas interrogantes por responder, no sola-
mente las relacionadas a este trabajo de tesis, sino de manera general en los
asimétricos. En nuestro caso particular, hay preguntas como las siguientes:
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Conjetura 1 Recordando el ejemplo 30, nos podemos plantear la siguiente
pregunta: jDado un espacio normado de dimension finita, es siempre posible
encontrar ya sea una norma asimétrica, una norma asimétrica Ty o una

k—norma asimétrica no simétricas tal que coincidan las bolas abiertas con
las de la norma del espacio y/o que sean equivalentes a la norma elegida del

espacio?

En el caso de las k—normas asimétricas 7T la respuesta es afirmativa para
ambas cuestiones, como se muestra precisamente en los Ejemplos 43, 44 y

45. En el caso de las normas asimétricas 77 solamente podemos afirmar la
cuestion de la equivalencia. En el resto de los casos no lo sabemos.

De igual forma nos falté mostrar un ejemplo de cuasi-métrica T} que no
proviniera de una norma asimétrica y que no cumpliera con que el espacio
fuese balanceado. Pues un ejemplo de cuasi-métrica T} no proveniente de una
norma asimétrica donde si cumple que el espacio cuasi-métrico es balanceado
ya fue mostrado en el Ejemplo 42. No sabemos si los cuasimétricos T son
siempre balanceados. No pudimos probarlo ni encontrar un contraejemplo.
En el Teorema 24 se establece que en dimensién finita esto es cierto si la
cuasimétrica proviene de una norma asimétrica.

De tal manera que hay mucho camino por recorrer y mucha historia por
escribir en los espacios asimétricos.
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