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Introducción

La creación de las teorías abstractas de espacios métricos, normados, etc.,
donde sólo se �jan los axiomas a los que obedecen estos conceptos, permite
deducir teoremas o un grupo de estos que después pueden aplicarse a teorías
particulares y así evitar repetir para cada teoría particular el mismo razo-
namiento.
Si omitimos la condición de simetría en la de�nición de una (semi)métrica,

llegamos a la noción de una cuasi-(semi)métrica. Las funciones distancias
asimétricas ya han sido consideradas por Hausdor¤ a principios del siglo
pasado, cuando en su libro clásico sobre Teoría de conjuntos [21], discutió
la métrica de Hausdor¤ de un espacio métrico. Más tarde, fueron tratados
por Niemytzki [23] cuando exploró la interacción de los diversos supuestos
en la axiomatización habitual de un espacio métrico. Pero Wilson [24] fue
quien introdujo el término cuasi-métrica y observó que las convergencias de
sucesiones en los espacios cuasi-métricos surgen de tres formas naturales.
La falta de simetría en la de�nición de espacios cuasi-métricos causa una

gran cantidad de problemas, principalmente en relación con la completitud, la
compacidad y la acotación total en tales espacios. Por ejemplo, existen varias
nociones de completitud en los espacios cuasi-métricos, todas coincidentes
con la noción habitual de completitud en el caso de los espacios métricos,
cada una de ellas con sus ventajas y debilidades. Como ejemplo, Doitchinov
[4] encontró una teoría de completitud con muchas buenas propiedades para
una subclase de espacios cuasi-uniformes. Él estudió una propiedad ahora
llamada completitud de Doitchinov o D-completitud. Doitchinov observó
que para obtener una teoría de completitud razonable es necesario poner
restricciones en la clase de espacios cuasi-uniformes considerados. Primero,
desarrolló una teoría de completitud invariante conjugada para sus llamados
espacios cuasi-métricos balanceados. Para los espacios métricos, la construc-
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ción produce la completitud métrica habitual. También, la compacidad con-
table, la compacidad secuencial y la compacidad no coinciden en los espacios
cuasi-métricos, en contraste con el caso métrico.
Ahora, desde que las distancias asimétricas fueron consideradas y discu-

tidas por Hausdor¤ a principios del siglo XX y desde que Wilson introdujo el
término cuasi-métrica en 1931 mucho se ha trabajado al respecto y muchos
han sido los progresos. Prueba de ello consta en dos monografías, la primera
escrita por Murdeshwar y Naimpally (Espacios toplógicos cuasi-uniformes)
[26] y la segunda por Fletcher y Lindgren (Espacios cuasi-uniformes) [27].
La primera fue escrita en 1966 y la segunda en 1982. Por su parte Reilly [25]
en 1992 compiló una bibliografía sobre artículos que tratan con los espacios
cuasi-métricos. Un libro mucho más reciente y que también recopila una gran
cantidad de resultados, el cual para evitar malos entendidos formula incluso
los artículos más viejos en terminología moderna se lo debemos a Cobzas [5].
Además en dicho libro escrito en el 2013, se ajustan los resultados de los
diversos artículos a los conceptos usados y elegidos por Cobzas de lo que son
una cuasi-(semi)métrica y una (semi)norma asimétrica. Esto debido a que
dichos conceptos pueden aparecer con otro nombre o cambiar ligeramente en
cuanto a las propiedades que deben cumplir. Este último texto es el que uti-
lizaremos como libro de cabecera para este trabajo y por ende se adoptaran
los conceptos y la terminología ahí utilizados.
Los libros antes mencionados fueron escritos en idioma inglés, el escrito

por Cobzas en particular y que elegimos como nuestro libro de texto prin-
cipal también carece de ejemplos sencillos para aquellos que pretendemos
incursionar en el tema de los espacios asimétricos; es por ello que uno de
los objetivos de este trabajo de tesis es hacer una mínima contribución a la
poca información en español que existe y mostrar ejemplos sencillos, tanto
para comprender como para visualizar grá�camente algunos aspectos de la
teoría. Sin embargo, nuestro principal objetivo es deducir para que teoremas
o grupo de teoremas de los espacios normados de dimensión �nita se puede
plantear su equivalente en los espacios asimétricos y bajo que condiciones se
cumplen. Como por ejemplo, los teoremas de normas equivalentes en Rn y
en dimensión �nita, que se cumplen en el caso simétrico.
Para ello en el capítulo 1 recopilaremos conceptos básicos y resultados

que se cumplen en los espacios métricos y en los espacios normados en di-
mensión �nita, algunos de los cuales se tratarán de trasladar al contexto
asimétrico. En el capítulo 2 prescindiremos de la simetría en los concep-
tos de métrica y norma, para adentraremos en los espacios cuasi-métricos y
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normados asimétricos y mostrar los resultados obtenidos.

En el capítulo 3 damos una muy breve introducción a espacios aún más
generales como son los espacios cuasi�k�métricos y los espacios k�normados
asimétricos, para �nalmente mencionar lo que podemos concluir de este tra-
bajo de tesis.



Capítulo 1

Preliminares

1.1 Espacios Métricos

De�nición 1 Un espacio métrico es un par (X; d) ; donde X es un conjunto
y d es una métrica sobre X, esto es, una función de�nida sobre X �X tal
que para toda x; y; z 2 X tenemos:
i) d es real, �nita y no negativa.
ii) d(x; y) = 0 si y sólo si, x = y:
iii) d(x; y) = d(y; x) ( Simetría ).
iv) d(x; y) � d(x; z) + d(z; y) ( Desigualdad del triángulo).

En lugar de (X; d), simplemente escribiremos X cuando no exista posi-
bilidad de confusión.

De�nición 2 Un subespacio (Y; d) de (X; d) es obtenido si tomamos el sub-
conjunto Y � X y restringimos d a Y � Y ; luego la métrica sobre Y es
la restricción ed = d jY�Y : ed, es llamada la métrica inducida sobre Y por
d:

Ejemplo 1 R es un espacio métrico, con la métrica usual de�nida por
d(x; y) = jy � xj :

Ejemplo 2 X = (0; 1) con d(x; y) = jy � xj es un subespacio de R:
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Ejemplo 3 El plano euclidiano R2: El espacio métrico R2; llamado el plano
euclidiano, es obtenido si tomamos el conjunto de pares ordenados
x = (x1; x2); y = (y1; y2); etc., y la métrica euclidiana de�nida por

d(x; y) =

q
(y1 � x1)2 + (y2 � x2)2

De�nición 3 Dado un espacio métrico X, un punto x0 2 X y un número
real r > 0; de�nimos los tres tipos de conjuntos siguientes:
a) B(x0; r) = fx 2 X j d(x0; x) < rg (Bola abierta)
b) B [x0; r] = fx 2 X j d (x0; x) � rg (Bola cerrada)
c) S (x0; r) = fx 2 X j d (x0; x) = rg (Esfera)
En los tres casos, x0 es llamado el centro y r el radio.

Ejemplo 4 La bola unitaria B [0; 1] con la métrica euclidiana es un sub-
espacio métrico de R2:

Ejemplo 5 Rn con la métrica

d(x; y) =

q
(y1 � x1)2 + (y2 � x2)2 + :::+ (yn � xn)2;

donde x = (x1; x2; :::; xn) ; y = (y1; y2; :::; yn) es un espacio métrico.

Ejemplo 6 La bola cerrada centrada en el origen y de radio r, con la métrica

d(x; y) =

q
(y1 � x1)2 + (y2 � x2)2 + :::+ (yn � xn)2;

donde x = (x1; x2; :::; xn) ; y = (y1; y2; :::; yn), es un subespacio métrico de Rn:

Ejemplo 7 Sea X 6= ;: De�nimos

d (x; y) =

(
0 si x = y;

1 si x 6= y;
x; y 2 X:

Es claro que (X; d) es un espacio métrico, y d es llamada la métrica
discreta. Con este ejemplo podemos observar que cualquier conjunto no vacío
puede ser dotado de una métrica.

Sea (X; d) un espacio métrico. Se puede veri�car que

dA (x; y) =
d (x; y)

1 + d (x; y)
; x; y 2 X;

es una métrica en X a la cual llamaremos la acotación de la métrica d en X:
Además dA (x; y) < 1; para todo x; y 2 X:
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Ejemplo 8 Mostraremos en detalle el ejemplo 7 para el caso particular donde
X = R y d (x; y) = jy � xj ; x; y 2 R:

dA (x; y) =
jy � xj

1 + jy � xj ; x; y 2 R:

Las propiedades (i) ; (ii) y (iii) de la de�nición de métrica se cumplen de
manera trivial por la de�nición de valor absoluto. Para veri�car la desigual-
dad del triángulo, sean A = jx� zj ; B = jz � yj y C = jx� yj :
Queremos mostrar que C

1+C
� A

1+A
+ B

1+B
:

Como C � A+B y A;B � 0; tenemos C
1+C

� C+AB
1+C

= 1� 1�AB
1+C

� 1� 1�AB
1+A+B+AB

= A
1+A

+ B
1+B

:
dA se llama la métrica acotada en R; ya que para todo x; y 2 R;
dA (x; y) < 1:

1.1.1 Conjuntos Abiertos, Cerrados, Vecindades.

De�nición 4 Un subconjunto M de un espacio métrico X se dice que es
abierto si para cada punto x de M existe una bola abierta con centro en x,
contenida en M:

De�nición 5 Un subconjunto K de X se dice que es cerrado si su comple-
mento (en X) es abierto, esto es, Kc = X �K es abierto.

De�nición 6 Una bola abierta B (x0; ") de radio " es frecuentemente lla-
mada una " � vecindad de x0: (Aqui, " > 0; por la de�nición 3.) Por una
vecindad de x0 entendemos cualquier subconjunto de X, el cual contiene una
"� vecindad de x0:

Directamente de la de�nición podemos ver que cada vecindad de x0 con-
tiene a x0; en otras palabras, x0 es un punto de cada una de sus vecindades.
Y si N es una vecindad de x0 y N �M; entoncesM es también una vecindad
de x0:

De�nición 7 Llamamos a x0 un punto interior de un conjunto A � X si
A es una vecindad de x0: El interior de A es el conjunto de todos los puntos
interiores de A y puede ser denotado por A� o Int(A):
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Int(M) es abierto y es el conjunto abierto mas grande contenido en M:

De�nición 8 Sea M un subconjunto de un espacio métrico X: Un punto
x0 de X (el cual puede o no, ser un punto de M) es llamado un punto de
acumulación de M (o punto límite de M) si cada vecindad de x0 contiene al
menos un punto y 2M distinto de x0: El conjunto consistente de los puntos
de M y los puntos de acumulación de M es llamado la cerradura de M; es
denotado por M (o cl(M) si no hay confusión) y es el conjunto cerrado mas
pequeño que contiene a M:

De�nición 9 Un punto frontera x0 de un conjunto M � X, es un punto de
X (el cual puede o no, pertenecer a M) tal que cada vecindad de x0 contiene
puntos de M; así como también puntos que no pertenecen a M ; la frontera
de M es el conjunto de todos los puntos frontera de M:

No es difícil mostrar que la colección de todos los subconjuntos abiertos
de un espacio métrico X, llamémosle � , tiene las siguientes propiedades:
(T1) ; 2 � ;X 2 � :
(T2) La unión de cualesquiera miembros de � es un miembro de � :
(T3) La intersección de un número �nito de miembros de � es un miembro

de � :
Demostración: (T1) se sigue de notar que ; es un conjunto abierto, pues

; no tiene elementos; y obviamente X es abierto.
Probemos (T2) : Cualquier punto x de la unión U de conjuntos abiertos

pertenece a (al menos) uno de estos conjuntos, llamemosle M , y M contiene
una bola B alrededor de x pues M es abierto. Entonces B � U; por la
de�nición de unión. Esto prueba (T2) :
Finalmente, si y es cualquier punto de la intersección de conjuntos abiertos

M1; :::;Mn; entonces cada Mj contiene una bola alrededor de y y la mas pe-
queña de estas bolas está contenida en esa intersección. Esto prueba (T3) :�

En general se tiene:

De�nición 10 Se de�ne un espacio topológico (X; �), como un conjunto X
y una colección � de subconjuntos de X; donde � satisface los axiomas (T1)
a (T3) : La colección � es llamada una topología para X, los elementos de �
reciben el nombre de conjuntos abiertos de X y a los elementos de X se les
suele llamar puntos.
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De esta de�nición tenemos: Un espacio métrico es un espacio topológico.

Otro ejemplo de una topología es la topología co�nita. SeaX un conjunto
cualquiera y de�namos � como la colección formada por el conjunto vacío
junto con aquellos subconjuntos A � X tales que Ac = XnA es �nito. � es
una topología sobreX que se conoce como la topología co�nita y se representa
por � cf :

Observación 1 Formalmente un espacio topológico es un par ordenado (X; �),
con � una topología. Pero por lo general, cuando no haya riesgo de confusión
vamos a denotar al espacio topológico (X; �) simplemente por X dejando im-
plícitamente claro que hay una topología en X:

De�nición 11 Dado un conjunto X; sean � 1 y � 2 dos topologías de�nidas
sobre X: Si todo abierto de � 1 es un abierto de � 2, es decir, � 1 � � 2; diremos
que � 2 es más �na que � 1:

Así, en un espacio topológico X el conjunto vacío y X son abiertos, la
unión de cualquier familia de abiertos es un conjunto abierto, y la intersección
de toda familia �nita de abiertos es también un conjunto abierto.

De�nición 12 Sea X es un espacio topológico.

1. Dado x 2 X, diremos que U es vecindad de x, si U es un abierto en X
que contiene a x.

2. Sea A � X. Se dice que x es un punto interior de A, si existe una
vecindad U de x tal que U � A.

3. El conjunto de los puntos interiores de A se llama interior de A y se
denota por IntA o A�:

De esta de�nición se sigue inmediatamente que:
IntA =

[
fU : U � A;U es abiertog :

En otras palabras, IntA es el subconjunto abierto más grande contenido
en A.
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De�nición 13 Sea X un espacio topológico y (xn) una sucesión en X: Se
dice que (xn) converge al punto x 2 X; si para toda vecindad U de x, existe
M 2 N, tal que xn 2 U para todo n > M: Este hecho se denota escribiendo
lim
n!1

xn = x o bien xn !
n!1

x:

De�nición 14 Sean X un espacio topológico y B una familia de abiertos.
La familia B se llama base para la topología de X si para cualquier abierto
U , existe una subfamilia fU�g�2A � B; tal que U =

[
�2A
U�: A los elementos

de la base B se les llama abiertos básicos.
Una subcolección S de una topología � en X es una subbase para (X; �)

si B = f
T
A : A � S y 0 < jAj < @0g es una base para � : Es decir, S � �

es una subbase para � si y sólo si, para cada A 2 �n f;g y para cada x 2 A
existe A � S �nita no vacía tal que x 2

T
A � A:

De�nición 15 Sea fX�g�2A una familia de espacios topológicos indexados
por un conjunto cualquiera de índices A: Sea � el conjunto de todos los
subconjuntos de

Y
�2A
X� de la forma

hU�0i =
Y
�2A
U�;

donde U�0 es un subconjunto abierto en X�0 y U� = X� si � 6= �0:

La topología en
Y
�2A
X� generada por � como sub-base recibe el nombre de

topología de Tychono¤ o topología producto. El espacio
Y
�2A
X� provisto de

dicha topología se llama producto de Tychono¤ o producto topológico de los
espacios X�; � 2 A:

Observación 2 Obsérvese que la base generada por � como sub-base, es la
colección de todos los subconjuntos de la forma U =

Y
�2A
U�; en donde U�

es abierto en X� y U� = X� salvo para un número �nito de índices en A;

digamos �1; �2; :::; �n: En otras palabras, U =
n\
i=1

hU�ii y lo denotaremos de

la siguiente forma U = hU�1 ; U�2 ; :::; U�ni : Los conjuntos hU�i se llaman
sub-básicos canónicos y los conjuntos hU�1 ; U�2 ; :::; U�ni se llaman básicos
canónicos.
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1.1.2 Axiomas de Separación

1. Espacios T0; T1 y T2:
El primer axioma de separación fue introducido por A. N. Kolmogoro¤,

y es conocido como axioma T0:

De�nición 16 Un espacio topológico (X; �) será llamado espacio T0 (tam-
bién se dice que � es una topología T0) si para cada par de puntos distintos
x y y de X existe un subconjunto abierto U tal que U contiene a uno de los
puntos x o y, pero no al otro; esto es, para cada par de puntos distintos x y
y de X, existe un abierto U tal que jU \ fx; ygj = 1.

Figura 1:1 Dados dos puntos diferentes x y y, es posible hallar un abierto
que contenga a uno de los puntos pero no al otro.

Ejemplo 9 Cualquier espacio discreto y cualquier espacio euclidiano Rn con
la topología usual es T0 y toda topología más �na que una topología T0 es
también una topología de este tipo.

Ejemplo 10 Un ejemplo clásico de un espacio T0 es el espacio de Sierpínski
S = (X; �), donde X = f0; 1g y � = f;; X; f0gg. El espacio de Sierpínski es
un espacio T0 porque f0g es un elemento de la topología en X que contiene
a 0 pero no al 1, y los únicos elementos de X son 0 y 1.

Para que una topología cumpla con el axioma de separación T0 se tiene
que poder garantizar que las cerraduras de conjuntos unipuntuales distintos
sean distintas:
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Teorema 1 Un espacio topológico (X; �) es un espacio T0 si y sólo si para
todo x, y 2 X con x 6= y, se tiene que cl(fxg) 6= cl(fyg).

Este y otros resultados posteriores que mencionaremos pueden ser con-
sultados en textos de topología general, como por ejemplo en [14], [15] , [16],
[18], [19], [20] o algún otro.

El segundo axioma de separación y las propiedades de los espacios que lo
veri�can, fueron estudiados por primera vez en 1907 por F. Riesz.

De�nición 17 Diremos que un espacio topológico (X; �) es un espacio T1, o
que � es una topología T1, si para cualesquiera puntos distintos x y y de X,
existen subconjuntos abiertos U y V de X tales que x 2 U �V y y 2 V�U .

Figura 1:2 En los espacios T1, es posible que existan puntos x e y distintos,
tales que todas las vecindades de x intersecten a todas las vecindades de y.
Sin embargo, existe una vecindad de x que no contiene a y y viceversa.

Ejemplo 11 Considere en N la familia � = f;;Ng [ ff1; 2; :::; ng : n 2 Ng.
No es muy difícil veri�car que � es una topología en N. El espacio topológico
(N; �) es T0. Es claro que todo espacio T1 es un espacio T0. Pero el recíproco
no es cierto, y el espacio de los segmentos iniciales (N; �) es un ejemplo de un
espacio T0 pero no T1 porque si n1, n2 2 N son elementos para los cuales n1
< n2, entonces cualquier abierto que contenga al número natural n2 siempre
contiene al número n1.
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Algo que caracteriza a los espacios T1 es que en todos ellos los conjuntos
unipuntuales son siempre subconjuntos cerrados.

Teorema 2 Un espacio topológico (X; �) es un espacio T1 si y sólo si, para
todo x 2 X, el conjunto fxg es un subconjunto cerrado de X.

Corolario 1 Un espacio topológico (X; �) es T1 si y sólo si, todo subconjunto
�nito de X es un subconjunto cerrado.

Corolario 2 (X; �) es un espacio T1 si y sólo si, � contiene a la topología
co�nita.

Corolario 3 Si (X; �) es un espacio para el cual se tiene que toda sucesión
de�nida en él tiene a lo más un límite, entonces X es un espacio T1.

Una consecuencia del teorema 2:

Proposición 1 Las siguientes proposiciones son equivalentes para un espa-
cio topológico X.
(1) X es un espacio T1;
(2) cada A � X es igual a la intersección de todos los subconjuntos abier-

tos de X que lo contienen;
(3) para cada x 2 X, el conjunto fxg es igual a la intersección de todos

los subconjuntos abiertos de X que lo contienen.

Proposición 2 Sea (X; �) un espacio T1. Un punto x 2 X es un punto de
acumulación de un subconjunto E de X si y sólo si, cada abierto que contiene
a x contiene también una cantidad in�nita de puntos del conjunto E.

La condición adicional que introdujo Hausdor¤ (1914) en la de�nición de
sus espacios topológicos, es una forma de separar puntos que son distintos
y es conocida como axioma de separación T2 (o axioma de separación de
Hausdor¤ ).

De�nición 18 Un espacio topológico (X; �) es un espacio de Hausdor¤ o T2
si X satisface la siguiente condición: para cualesquiera puntos distintos x y
y de X, existen abiertos U y V de X tales que x 2 U , y 2 V , U \ V = ;.
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Figura 1:3 En los espacios de Hausdor¤ , dos puntos diferentes x y y,
siempre tienen vecindades que los contienen y que son ajenas entre sí.

No es difícil veri�car que todo espacio T2 es un espacio T1 (y por lo tanto,
también un espacio T0).

Ejemplo 12 Todo espacio métrico es un espacio de Hausdor¤. Efectiva-
mente, supongamos que (X; d) es un espacio métrico y denotemos con el
símbolo � d a la topología generada por la métrica d. Si x, y 2 X son pun-
tos distintos de X, entonces " = d(x; y) > 0. Note ahora que B(x; "

2
) y

B(y; "
2
) son subconjuntos abiertos ajenos de X que contienen a x y a y, res-

pectivamente. Como consecuencia de esto, los espacios Rn son espacios de
Hausdor¤.

Pero la implicación T2 ) T1 no puede ser revertida.

Ejemplo 13 Si X es un conjunto in�nito con la topología co�nita � c, en-
tonces cualquier par de subconjuntos abiertos no vacíos U , V de X siempre
se intersectan, porque si ocurriera que U \ V = ; entonces X = X n;
= Xn(U \ V ) = (XnU)[ (XnV ), y por la de�nición de la topología co�nita,
los subconjuntos XnU y XnV son �nitos. En consecuencia, la topología � c
no es T2; pero sabemos que sí es T1.

Ejemplo 14 Toda topología más �na que una topología T2 dada, es una
topología T2.
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Teorema 3 Sea (X; �) un espacio de Hausdor¤ . Si (xn) es una sucesión
convergente, entonces (xn) converge a un solo punto.

Teorema 4 Si f(Xj; � j) : j 2 Jg es una familia de espacios topológicos no
vacíos, entonces el producto �

j2J
Xj es un espacio Tk (k = 0; 1; 2) si y sólo si,

cada espacio Xj es un espacio Tk.

1.1.3 Convergencia de Sucesiones, Sucesiones de Cauchy
y Espacios Completos.

De�nición 19 Una sucesión (xn) en un espacio métrico X = (X; d) se dice
que es convergente o que converge si hay un x 2 X tal que lim

n!1
d (xn; x) = 0;

x es llamado el límite de (xn) y escribimos lim
n!1

xn = x, o simplemente,
xn �! x:

En tal caso, decimos que (xn) converge a x o que tiene límite x: Si (xn)
no es convergente, se dice que es divergente.

De�nición 20 Llamamos a un subconjunto no vacío M � X un conjunto
acotado si su diámetro

� (M) = sup
x;y2M

d(x; y)

es �nito. Y llamamos a una sucesión (xn) en X una sucesión acotada si el
correspondiente conjunto de puntos es un subconjunto acotado de X:

Observación 3 M está acotado si y sólo si, está contenido en una bola. De
hecho, si M está acotado, para cada z 2 X se puede encontrar r 2 R+ tal
que M � B (z; r) :

Lema 1 Sea X = (X; d) un espacio métrico. Entonces:
a) Cualquier sucesión convergente en X está acotada y su límite es único.
b) Si xn �! x y yn �! y en X; entonces d(xn; yn) �! d(x; y):
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Demostración.

a) Supongamos que xn �! x: Entonces, tomando " = 1; podemos encon-
trar una N tal que d(xn; x) < 1 para toda n > N: Por tanto por la
desigualdad del triángulo, para toda n tenemos d(xn; x) < 1+a donde

a = m�axfd(x 1; x ); :::; d(xn; x )g:
Esto demuestra que (xn) está acotada. Asumiendo que xn �! x y
xn �! z; obtenemos de la desigualdad triangular

0 � d(x; z) � d(x; xn) + d(xn; z) �! 0 + 0
y la unicidad del límite x = z se sigue de la de�nición 1 ii).

b) Por la desigualdad del triángulo generalizada tenemos que

d(xn; yn) � d(xn; x) + d(x; y) + d(y; yn):
Por tanto obtenemos

d(xn; yn)� d(x; y) � d(xn; x) + d(yn; y)
y una desigualdad similar se obtiene intercambiando xn y x; así como
también yn y y; y multiplicando por �1: Juntas nos dan,

jd(xn; yn)� d(x; y)j � d(xn; x) + d(yn; y) �! 0;
cuando n �!1:

La siguiente de�nición fue dada por primera vez por Fréchet (1906).

De�nición 21 Una sucesión (xn) en un espacio métrico (X; d) se dice que
es de Cauchy (o fundamental), si para cada " > 0 existe una N = N(") tal
que d (xm; xn) < " para cada m;n > N:

De�nición 22 El espacio X se dice ser completo si cada sucesión de Cauchy
en X converge, esto es, tiene un límite el cual es un elemento de X.

Teorema 5 Toda sucesión convergente en un espacio métrico, es una suce-
sión de Cauchy.

Demostración. Si xn �! x; entonces para cada " > 0 hay una N = N(")
tal que

d(xn; x) <
"
2

para toda n > N:
Por lo tanto, por la desigualdad triangular obtenemos para m;n > N

d(xm; xn) � d(xm; x) + d(x; xn) < "
2
+ "

2
= ":

Esto muestra que (xn) es de Cauchy.
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Teorema 6 Sea M un subconjunto no vacío de un espacio métrico (X; d) y
M su cerradura. Entonces:
a) x 2M si y sólo si, hay una sucesión (xn) en M tal que xn �! x:
b) M es cerrado si y sólo si, xn 2M;xn �! x implica que x 2M:

Demostración. a) Sea x 2 M: Si x 2 M; una sucesión de ese tipo es
(x; x; :::) : Si x =2 M; es un punto de acumulación de M: Por lo tanto, para
cada n = 1; 2; ::: la bola B(x; 1

n
) contiene una xn 2 M; y xn �! x porque

1
n
�! 0 cuando n �!1:
Análogamente, si (xn) está en M y xn �! x; entonces x 2 M o cada

vecindad de x contiene puntos xn 6= x; así que x es un punto de acumulación
de M: Por lo tanto x 2M; por la de�nición de la cerradura.
b) M es cerrado si y sólo si, M =M; así que b) se sigue de a).

Teorema 7 Un subespacio M de un espacio métrico completo X; es com-
pleto, si y sólo si, el conjunto M es cerrado en X:

Demostración. Sea M completo. Por Teorema 6 a), para cada x 2 M
hay una sucesión (xn) en M la cual converge a x: Como (xn) es de Cauchy
por Teorema 5 y M es completo, (xn) converge en M; el límite es único por
Lema 1. Por lo tanto x 2M: Esto prueba que M es cerrado porque el x 2M
es arbitrario.
Análogamente, sea M cerrado y (xn) de Cauchy en M: Entonces

xn �! x 2 X; lo cual implica que x 2 M por Teorema 6 a) y x 2 M pues
M = M por hipótesis. Por lo tanto, la sucesión de Cauchy arbitraria (xn)
converge en M; lo cual prueba la completitud de M:

Ejemplo 15 R;Rn son espacios métricos completos.
Recordemos que una sucesión (xn) de reales converge en R si y sólo si,

satisface el criterio de convergencia de Cauchy, esto es, si y sólo si, para
cada " > 0 dado hay una N = N(") tal que

jxm � xnj < " para toda m;n > N:
Aquí jxm � xnj es la distancia d(xm; xn) de xm a xn sobre la línea real R:

Por lo tanto, se reescribe la desigualdad del criterio de Cauchy de la siguiente
forma

d(xm; xn) < " (m;n > N):
Y si una sucesión (xn) satisface la condición del criterio de Cauchy,

podemos llamarle una sucesión de Cauchy. Entonces el criterio de Cauchy
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simplemente dice que una sucesión de números reales converge sobre R si y
sólo si, es una sucesión de Cauchy.
Ahora, recordemos que la métrica sobre Rn (la métrica euclidiana) está

de�nida por

d(x; y) =

�
n

�
j=1

�
�j � �j

�2� 1
2

donde x =
�
�j
�
y y =

�
�j
�
: Consideremos cualquier sucesión de Cauchy

(xm) en Rn; escribiendo xm =
�
�
(m)
1 ; :::; �(m)n

�
: Como (xm) es de Cauchy,

para cada " > 0 hay una N tal que

d (xm; xr) =

�
n

�
j=1

�
�
(m)
j � �(r)j

�2� 1
2

< " (m; r > N): (1)

Elevando al cuadrado, tenemos para m; r > N y j = 1; :::; n

�
�
(m)
j � �(r)j

�2
< "2 y

����(m)j � �(r)j
��� < ":

Esto muestra que para cada j �ja, (1 � j � n), la sucesión
�
�
(1)
j ; �

(2)
j ; :::

�
es una sucesión de Cauchy de números reales. La cual converge pues R es
completo, digamos que �(m)j �! �j cuando m �!1: Usando estos n límites,
de�nimos x = (�1; :::; �n) : Claramente, x 2 Rn: De (1) ; con r �!1;

d(xm; x) � " (m > N):
Esto muestra que x es el límite de (xm) y prueba la completitud de Rn;

porque (xm) es una sucesión de Cauchy arbitraria.
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1.2 Espacios Normados

De�nición 23 Un espacio vectorial (o espacio lineal) X sobre un campo
K, es un conjunto no vacío X de elementos x; y; :::(cuyos elementos son
llamados vectores), junto con dos operaciones algebraicas. Estas operaciones
son llamadas suma de vectores y multiplicación de vectores por escalares, esto
es, por elementos de K; que cumplen 10 propiedades:

(i) Si x; y 2 X; entonces x+ y 2 X (cerradura bajo la suma).

(ii) Para todo x; y; z 2 X; (x+ y) + z = x + (y + z) (ley asociativa de vec-
tores).

(iii) Existe un único vector 0 2 X tal que para todo x 2 X; x+0 = 0+x = x
(el 0 se llama vector cero o neutro aditivo).

(iv) Si x 2 X; existe un único vector �x 2 X tal que x+ (�x) = 0 (�x se
llama inverso aditivo de x).

(v) Si x; y 2 X; entonces x + y = y + x (ley conmutativa de la suma de
vectores).

(vi) Si x 2 X y � es un escalar, entonces �x 2 X (cerradura bajo la multi-
plicación por un escalar).

(vii) Si x; y 2 X y � es un escalar, entonces � (x+ y) = �x+ �y (primera
ley distributiva).

(viii) Si x 2 X y �; � son escalares, entonces (�+ �)x = �x+�x (segunda
ley distributiva).

(ix) Si x 2 X y �; � son escalares, entonces � (�x) = (��)x (ley asociativa
de la multiplicación por escalares).

(x) Para cada vector x 2 X; 1x = x:

K es llamado el campo escalar (o campo de coe�cientes) del espacio vec-
torial X. X es llamado un espacio vectorial real si K = R (el campo de los
números reales).
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De�nición 24 Un subespacio de un espacio vectorial X es un subcojunto no
vacío Y de X tal que para toda y1; y2 2 Y y todo escalar �; � tenemos que
�y1 + �y2 2 Y: Luego, Y es un espacio vectorial, siendo las dos operaciones
algebraicas las inducidas por X:

Un subespacio especial de X es el espacio impropio Y = X: Cualquier
otro subespacio de X (6= f0g) es llamado propio.
Otro subespacio especial de cualquier espacio vectorial es Y = f0g:

De�nición 25 Una combinación lineal de vectores x1; :::; xn de un espacio
vectorial X es una expresión de la forma �1x1+�2x2+ :::+�nxn; donde los
coe�cientes �1; :::; �n son escalares.

De�nición 26 Para cualquier subconjunto no vacío M � X, el conjunto de
todas las combinaciones lineales de vectores de M es llamado el generado de
M; denotado por gen (M) o span (M) :

Es fácil ver que Y = gen (M) es un subespacio de X; y decimos que Y es
generado por M:

A continuación, dos conceptos que suelen utilizarse una y otra vez.
La dependencia e independencia lineal de un conjuntoM dado de vectores

x1; :::; xr; (r � 1) en un espacio vectorial X; están de�nidas por medio de la
ecuación �1x + ::: + �rxr = 0; donde �1; :::; �r son escalares. Claramente,
la ecuación se cumple para �1 = �2 = ::: = �r = 0: Si esta es la única
r-upla para la cual la ecuación se cumple, el conjunto M se dice que es
linealmente independiente. M se dice que es linealmente dependiente si M
no es linealmente independiente, esto es, si la ecuación se cumple para alguna
r-upla de escalares, no todos cero.

De�nición 27 Un subconjunto arbitrarioM de X se dice que es linealmente
independiente si cada subconjunto �nito no vacío de M es linealmente inde-
pendiente. M se dice que es linealmente dependiente si M no es linealmente
independiente.

De�nición 28 Un espacio vectorial X se dice que es de dimensión �nita,
si existe un número entero positivo n tal que X contiene un conjunto lineal-
mente independiente de n vectores, mientras que cualquier conjunto de n+1
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o más vectores de X es linealmente dependiente. A n se le llama la dimen-
sión de X, lo escribimos como n = dimX: Por de�nición, X = f0g es de
dimensión �nita y dimX = 0: Si X no es de dimensión �nita, se dice que es
de dimensión in�nita.

Ejemplo 16 Rn es n-dimensional.

De�nición 29 Si dimX = n; una n-upla de vectores linealmente indepen-
diente de vectores de X es llamada una base para X (o una base en X).

Si fe1; :::; eng es una base para X, cada x 2 X tiene una única repre-
sentación como una combinación lineal de vectores base: x = �1e1+:::+�nen:

Ejemplo 17 Una base para Rn es fe1; e2; :::; eng donde
e1 = (1; 0; 0; :::; 0) ;

e2 = (0; 1; 0; :::; 0) ;

:::::::::::::::::::

:::::::::::::::::::

en = (0; 0; 0; :::; 1) :

Ésta es en ocasiones llamada, la base canónica de Rn:

Observación 4 De manera más general, si X es cualquier espacio vectorial,
no necesariamente de dimensión �nita, y B es un subconjunto linealmente
independiente de X el cual genera a X; entonces B es llamada una base
(o base de Hamel) para X: Luego, si B es una base para X, entonces cada
x 2 X; x 6= 0; tiene una única representación como una combinación lineal
de (un número �nito) elementos de B con escalares distintos de cero como
coe�cientes.
Cada espacio vectorial X 6= f0g tiene una base.

Teorema 8 (Dimensión de un subespacio) Sea X un espacio vectorial
de dimensión n: Entonces cualquier subespacio propio Y de X tiene dimen-
sión menor que n:
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En muchos casos un espacio vectorial puede ser al mismo tiempo un es-
pacio métrico, porque una métrica d está de�nida sobre X: Sin embargo, si
no hay una relación entre la estructura algebraica y la métrica, no se puede
esperar una útil y aplicable teoría que combine conceptos métricos y alge-
braicos. Para garantizar tal relación entre las propiedades "geométricas" y
"algebraicas" de X; se de�ne sobre X una métrica d de una forma espe-
cial. Primero se introduce un concepto auxiliar, el cual usa las operaciones
algebraicas de un espacio vectorial. A decir:

De�nición 30 Un espacio normado X, es un espacio vectorial con una
norma de�nida sobre él. Aquí, una norma sobre un espacio vectorial X
(real o complejo) es una función real sobre X cuyo valor en una x 2 X está
denotado por kxk ; la norma de x; y la cual tiene las propiedades:

(N1) kxk � 0;

(N2) kxk = 0() x = 0;

(N3) k�xk = j�j kxk ;

(N4) kx+ yk � kxk+ kyk ;

aquí x y y son vectores arbitrarios en X y � es cualquier escalar.

El espacio normado de�nido es denotado por (X; k�k) o simplemente por X:

De�nición 31 Una seminorma sobre un espacio vectorial X es un mapeo
p : X �! R que satisface (N1) ; (N3) y (N4) :

Observación 5 Sea p una seminorma, p(0) = 0; jp (y)� p (x)j � p (y � x) :
Además, si p(x) = 0 implica que x = 0; entonces p es una norma.

Luego, se emplea la norma para obtener una métrica d que es del tipo
deseado:

De�nición 32 Una norma sobre X de�ne una métrica d sobre X; la cual
está dada por

d (x; y) = ky � xk ;
y es llamada la métrica inducida por la norma.
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Veamos a continuación algunos ejemplos de normas en Rn.
Para x = (�1; �2; :::; �n) :

Ejemplo 18 kxk =
�

n

�
j=1

���j��2� 1
2

es una norma en Rn:

Ejemplo 19 kxk1 = j�1j+ j�2j+ :::+ j�nj es una norma en Rn:

Ejemplo 20 kxkp = (j�1j
p + j�2j

p + :::+ j�nj
p)

1
p , (1 < p < +1) ; es tam-

bién una norma en Rn:

Ejemplo 21 De igual forma, kxk1 = m�axfj�1j ; :::; j�njg es una norma en
Rn:

De�nición 33 La esfera S (0; 1) = fx 2 X : kxk = 1g en un espacio nor-
mado X, es llamada esfera unidad.

Ejemplo 22 kxk4 =
�
j�1j

4 + j�2j
4� 14 es una norma en R2 y las esferas

unidad de dicha norma y de kxk1 ; kxk2 y kxk1 son:

Figura 1:4 De adentro hacia afuera se muestran las grá�cas de las esferas
unidad de kxk1 ; kxk2 ; kxk4 y kxk1 :

Como ya se estableció, dichos ejemplos de normas inducen métricas:

Ejemplo 23 d (x; y) = kx� yk1 = j�1 � �1j+ j�2 � �2j ; x; y 2 R2:
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Lema 2 Una métrica d inducida por una norma sobre un espacio normado
X satisface:
(a) d (x+ a; y + a) = d (x; y)
(b) d (�x; �y) = j�j d (x; y)
para toda x; y; a 2 X y para cada escalar �:

1.2.1 Otras Propiedades de los Espacios Normados

De�nición 34 Un subespacio Y de un espacio normado X es un subespacio
de X considerado como un espacio vectorial, con la norma obtenida res-
tringiendo la norma sobre X al conjunto Y: Esta norma sobre Y se dice que
es la inducida por la norma sobre X: Si Y es cerrado en X; entonces Y es
llamado un subespacio cerrado de X: Un espacio de Banach es un espacio
normado completo (completo en la métrica de�nida o inducida por la norma).

De�nición 35 Un subespacio Y de un espacio de Banach X, es un subespa-
cio de X considerado como un espacio normado.

Teorema 9 (Subespacio de un espacio de Banach) Un subespacio Y
de un espacio de Banach X es completo si y sólo si, el conjunto Y es cerrado
en X:

La convergencia de sucesiones y los conceptos relacionados, vistos en los
espacios métricos, teniendo en cuenta la De�nición 32 d (x; y) = kx� yk se
escriben de la siguiente forma:

De�nición 36 Una sucesión (xn) en un espacio normado X es convergente
si converge en la métrica inducida por la norma. Es decir, si X contiene un
elemento x tal que

lim
n�!1

kxn � xk = 0:
En este caso se escribe xn �! x y a x se le llama el límite de (xn) :

De�nición 37 Una sucesión (xn) en un espacio normado X es de Cauchy
si para cada " > 0 existe un N 2 N, tal que kxm � xnk < "; para cualesquiera
m;n > N:
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1.2.2 Espacios y Subespacios Normados de Dimensión
Finita

Lema 3 Sea fx1; :::; xng un conjunto de vectores linealmente independientes
en un espacio normadoX (de cualquier dimensión). Entonces hay un número
c > 0 tal que para cada elección de escalares �1; :::; �n tenemos que

k�1x1 + :::+ �nxnk � c (j�1j+ :::+ j�nj) : (1)

Demostración. Escribimos s = j�1j+ :::+ j�nj : Si s = 0; todos los �j son
cero y el resultado se cumple para cualquier c.
Sea s > 0: Entonces (1) es equivalente a la desigualdad que se obtiene de

dividir por s a (1) y escribiendo �j =
�j
s
; esto es,

k�1x1 + :::+ �nxnk � c
�

n

�
j=1

���j�� = 1� (2)

De modo que es su�ciente probar la existencia de una c > 0 tal que (2)
se cumple para cada n-upla de escalares �1; :::; �n con �

���j�� = 1:
Supongamos que esto es falso. Entonces existe una sucesión (ym) de vec-

tores

ym = �
(m)
1 x1+ :::+ �

(m)
n xn

�
n

�
j=1

����(m)j

��� = 1�
tal que

kymk �! 0 cuando m�!1:
Ahora, razonemos de la siguiente forma. Como �

����(m)j

��� = 1; tenemos

que
����(m)j

��� � 1: Luego, para cada j �jo la sucesión�
�
(m)
j

�
=
�
�
(1)
j ; �

(2)
j ; :::

�
está acotada. Consecuentemente, por el Teorema de Bolzano-Weierstrass,�
�
(m)
1

�
tiene una subsucesión convergente. Sea �1 el límite de esta subsuce-

sión, y denotemos por (y1;m) la correspondiente subsucesión de (ym) : Por
el mismo argumento, (y1;m) tiene una subsucesión (y2;m) para la cual la co-

rrespondiente subsucesión de escalares
�
�
(m)
2

�
converge; denotamos por �2

el límite. Continuando de esta forma, después de n pasos obtenemos una
subsucesión (yn;m) = (yn;1; yn;2; :::) de (ym) cuyos términos son de la forma

yn;m =
n

�
j=1


(m)
j xj

�
n

�
j=1

���
(m)j

��� = 1�
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con escalares 
(m)j que satisfacen 
(m)j �! �j cuando m �!1: Luego, como
m �!1;

yn;m �! y =
n

�
j=1
�jxj

donde
n

�
j=1

���j�� = 1; por lo cual no todos los �j pueden ser cero. Como

fx1; :::; xng es un conjunto linealmente independiente, tenemos que y 6= 0:
Por otro lado, yn;m �! y implica que kyn;mk �! kyk ; por la continuidad

de la norma. Como kymk �! 0 por suposición, y (yn;m) es una subsucesión
de (ym) ; debemos tener que kyn;mk �! 0: Por lo tanto, kyk = 0; así y = 0
por (N2) de la de�nición de norma, Esto contradice que y 6= 0; y el lema
queda probado.

De�nición 38 Dos métricas d;m para un conjunto X se dicen equivalentes
topológicamente �se denota d � m- si y solamente si, generan la misma
topología; esto es, � d = �m.
Si las métricas inducidas por dos normas dadas en X son equivalentes

topológicamente, entonces decimos que las normas son equivalentes.

De�nición 39 Se dice que dos métricas d;m para un mismo conjunto X son
equivalentes métricamente si y sólo si, existen �; � 2 R+ tales que para cada
par de puntos x; y 2 X se satisface: d(x; y) � �m(x; y);m(x; y) � �d(x; y):
Si las métricas inducidas por dos normas dadas en X son equivalentes

métricamente, entonces decimos que las normas son equivalentes métrica-
mente.

Obsérvese que lo anterior es equivalente a las desigualdades que aparecen
en el Teorema 11.

Teorema 10 Sean d;m dos métricas en un espacio métrico X: Ser equiva-
lentes métricamente implica ser equivalentes topológicamente.

Demostración. Sean d;m dos métricas equivalentes métricamente, por
tanto, existen dos números �; � que satisfacen la de�nición. Es sencillo
veri�car que dada la bola abierta Bd (x; ") entonces Bm

�
x; "

�

�
� Bd (x; ") :

Lo anterior de la siguiente manera: sea y 2 Bm
�
x; "

�

�
luego m (x; y) � "

�
y

por hipótesis tenemos que d (x; y) � �m (x; y) :
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Así, d (x; y) � �m (x; y) � �
�
"
�

�
= "; por lo tanto y 2 Bd (x; ") : Con lo

cual se demuestra que � d � �m: Similarmente Bd
�
x; "

�

�
� Bm (x; ") y por

lo tanto �m � � d:

Proposición 3 Para dos normas k � k1 y k � k2 sobre un mismo espacio
vectorial X las siguientes a�rmaciones son equivalentes:

1. Existe una constante � 2 R+ tal que kxk2 � �kxk1 para todo x 2 X:

2. La topología de la norma k � k2 es más �na que la de k � k1:

Demostración. Dados x 2 X y r 2 R+; denotamos por B1 (x; r) y B2 (x; r)
a las bolas abiertas de centro x y radio r para las normas k � k1 y k � k2,
respectivamente.
(1) ) (2) : Si U es un conjunto abierto para la norma k � k2, para cada

x 2 U existe " > 0 tal que B2 (x; ") � U: De (1) deducimos entonces que

B1

�
x; "

�

�
� B2 (x; ") � U; luego U es abierto para la norma k � k1; como

queríamos.
(2)) (1) : Como B2 (0; 1) es abierto para k�k2; también lo será para k�k1;

luego ha de existir � > 0 tal que B1 (0; �) � B2 (0; 1) : Tomando � = 1
�
> 0

conseguimos la desigualdad buscada. En efecto, si x 2 X veri�case que
kxk2 > �kxk1; tomando y = x

kxk2 tendríamos

kyk1 =
kxk1
kxk2

<
1

�
= �;

de donde kyk2 < 1; que es una contradicción, puesto que claramente kyk2 =
1: Así pues, kxk2 � �kxk1 para todo x 2 X; como deseabamos.

De lo anterior podemos concluir entonces que:

Teorema 11 Dos normas k � k1 y k � k2 en un espacio vectorial X son
topológicamente equivalentes si y sólo si, existen constantes � y � 2 R+ tales
que

�kxk1 � kxk2 � �kxk1;8x 2 X:

Demostración. De la proposición 3 se deduce que si intercambiamos las
normas obtenemos el resultado deseado.
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Observación 6 Las métricas que son equivalentes métricamente de�nen la
misma topología. Sin embargo, dos métricas diferentes pueden de�nir la
misma topología y no ser equivalentes métricamente.

Ejemplo 24 Dado un espacio métrico (X; d) de�nimos la métrica
e (x; y) := m�{n f1; d (x; y)g : Nuestra nueva métrica e está acotada por 1 y

además es equivalente topológicamente con d: En efecto, para la bola Bd (x; r)
al tomar s = m�{n f1; rg se tiene que Be (x; s) � Bd (x; r) : La otra inclusión
es obvia.
Sin embargo, no es posible encontrar � que satisfaga d (x; y) � �e (x; y) ;

para todo par de puntos x; y 2 X:

Usando el Lema 3, podemos ahora probar el siguiente teorema (el cual
no se mantiene para espacios de dimensión in�nita).

Teorema 12 (Normas Equivalentes) Sobre un espacio vectorial de di-
mensión �nita X; cualquier norma k�k es equivalente a cualquier otra norma
k�k0 :
Demostración. Sean dimX = n y fe1; :::; eng cualquier base para X: En-
tonces toda x 2 X tiene una única representación

x = �1e1 + :::+ �nen:
Por el Lema 3, hay una constante positiva c tal que

kxk � c (j�1j+ :::+ j�nj) :
Por otro lado, la desigualdad del triángulo nos da que

kxk0 �
n

�
j=1
j�jj kejk0 � k

n

�
j=1
j�jj ; k = m�ax

j
kejk0 :

Juntando ambos resultados, a kxk0 � kxk donde a = c
k
> 0: La otra

desigualdad es ahora obtenida intercambiando los roles de k�k y k�k0 en el
argumento anterior.

Este teorema es de considerable importancia práctica. Por ejemplo, im-
plica que la convergencia o divergencia de una sucesión en un espacio vectorial
de dimensión �nita no depende de la particular elección de una norma sobre
ese espacio.



1.2 Espacios Normados
25

Ejemplo 25 Sean X = Rn; la norma kxk1 = jx1j + ::: + jxnj y la norma
kxk1 = m�ax fjx1j+ :::+ jxnjg : Es fácil deducir que kxk1 � kxk1 � n kxk1 ;
y si (xn) es una sucesión convergente en (Rn; kxk1) es claro que también es
convergente con la norma kxk1 :



Capítulo 2

Espacios Cuasi-Métricos y
Normados Asimétricos

2.1 Espacios Cuasi-Métricos y Normados Asimétri-

cos

A continuación daremos una introducción a los espacios cuasi-métricos y
normados asimétricos. Comenzaremos mostrando los conceptos básicos, así
como también algunos ejemplos sencillos que nos servirán para visualizar
grá�camente otros aspectos teóricos como las bolas abiertas y las relaciones
que guardan entre sí. Además mostraremos algunos de los resultados que
se han logrado trasladar a estos espacios más generales, desde los espacios
métricos y espacios normados de dimensión �nita. Para la de�nición de los
conceptos a utilizar en este trabajo, tanto para las cuasi-(semi)métricas como
para las (semi)normas asimétricas hemos usado de referencia Cobzas [5]. A
decir,

2.1.1 De�niciones y ejemplos

De�nición 40 Una cuasi-semimétrica sobre un conjunto X es un mapeo
� : X �X �! [0;1) que satisface las siguientes condiciones:

(QM1) � (x; x) = 0;
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(QM2) � (x; z) � � (x; y) + � (y; z) ;

para cualesquiera x; y; z 2 X: Si, además,

(QM3) � (x; y) = � (y; x) = 0 =) x = y;

para cualesquiera x; y 2 X; entonces � es llamada una cuasi-métrica.

El par (X; �) es llamado un espacio cuasi-semimétrico, y un espacio cuasi-

métrico respectivamente.

De�nición 41 La conjugada de una cuasi-semimétrica � es la cuasi-semimétrica
� (x; y) = � (y; x) ; x; y 2 X:
El mapeo �s (x; y) = m�axf� (x; y) ; � (x; y)g; x; y 2 X; es una semimétrica

sobre X; la cual es una métrica si y sólo si, � es una cuasi-métrica.

Las siguientes desigualdades se cumplen para estas cuasi-semimétricas,
para cualesquiera x; y 2 X :

� (x; y) � �s (x; y) y � (x; y) � �s (x; y) : (3:1:1)

De�nición 42 Si (X; �) es un espacio cuasi-semimétrico, entonces para x 2
X y r > 0 de�nimos:
B� (x; r) = fy 2 X : � (x; y) < rg � la bola abierta con centro en x y

radio r, y
B�[x; r] = fy 2 X : � (x; y) � rg � la bola cerrada con centro en x y

radio r.

Ejemplo 26 De�nimos � : X �X �! R por:
�(x; y) = m�axff(x)� f(y); f(y)�f(x)

2
g; donde f : X ! R es inyectiva.

Es claro que cumple (QM1); veri�quemos que cumple (QM2).
Lo analizaremos por casos: Sean A = m�axff(x)� f(y); f(y)�f(x)

2
g y

B = m�axff(x)� f(z); f(z)�f(x)
2

g+m�axff(z)� f(y); f(y)�f(z)
2

g

Caso 1 Supongamos que f(x) � f(y) = f(x) � f(z) + f(z) � f(y) > 0;
entonces A = f(x)� f(y):
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1. Si f(z)�f(y) < 0 y f(x)�f(z) > 0; entonces f(x)�f(z) > f(y)�f(z)
y m�axff(z)� f(y); f(y)�f(z)

2
g = (f(y)�f(z))

2
> 0:

Además, f(x)� f(z) > f(y)� f(z) > f(y)�f(z)
2

> 0:

Así, B = f(x)� f(z) + f(y)�f(z)
2

y f(z) < f(y).

Y luego f(x)� f(y) < f(x)� f(z): Por lo tanto, A < B:

2. Si f(x)�f(z) < 0 y f(z)�f(y) > 0, entonces f(z)�f(y) > f(z)�f(x)
y m�axff(x)� f(z); f(z)�f(x)

2
g = f(z)�f(x)

2
> 0:

Además, f(z)� f(y) > f(z)� f(x) > f(z)�f(x)
2

> 0.

Así, B = f(z)�f(x)
2

+ f(z)� f(y) y f(x) < f(z).
Luego, f(x)� f(y) < f(z)� f(y): Por lo tanto, A < B.

3. Por último si f(x)� f(z) > 0 y f(z)� f(y) > 0. Entonces
B = f(x)� f(z) + f(z)� f(y) = f(x)� f(y). Por lo tanto, A = B.

Caso 2 Supongamos que f(y)� f(x) = f(y)� f(z) + f(z)� f(x) > 0,
entonces A = f(y)�f(x)

2
.

1. Supongamos que f(z)� f(x) < 0 y f(y)� f(z) > 0, entonces
f(y)�f(z)

2
> f(x)�f(z)

2
> 0, m�axff(x)�f(z); f(z)�f(x)

2
g = f(x)�f(z) > 0:

Así, B = f(y)�f(z)
2

+ f(x)� f(z) y f(z) < f(x). Luego, f(z)
2
< f(x)

2
:

Por lo tanto, A < B.

2. Análogamente para f(y)� f(z) < 0 y f(z)� f(x) > 0.

3. Finalmente si f(z)� f(x) > 0 y f(y)� f(z) > 0. Entonces
B = f(z)�f(x)

2
+ f(y)�f(z)

2
= f(y)�f(x)

2
. Por lo tanto, A = B.

De todo lo anterior se tiene que A � B, para toda x; y; z 2 X:Por lo tanto,
� es cuasi-semimétrica. Pero además, si �(x; y) = 0 = �(y; x) entonces x = y
puesto que f es inyectiva. Por lo cual � es cuasi-métrica.

Ejemplo 27 Para el ejemplo 26 tenemos que

�(x; y) = m�axff(y)� f(x); f(x)� f(y)
2

g
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y

�s(x; y) = m�axf�(x; y); �(x; y)g = jf(x)� f(y)j :

A continuación citamos un resultado publicado en [11], que nos muestra
la relación que existe entre las bolas abiertas de una cuasi-semimétrica, su
conjugada y su super "s", el cual además de interesante nos será de una gran
utilidad.

Proposición 4 En (X; �) un espacio cuasi-semimétrico, para cualquier
x 2 X; se cumple que B�s (x; r) = B� (x; r) \B� (x; r) :
Demostración. En efecto, si y 2 B�s (x; r) ; entonces
�s(x; y) = m�ax f�(x; y); �(x; y)g < r; y por lo tanto,
B�s (x; r) � B� (x; r)\B� (x; r) : Ahora, si y 2 B� (x; r)\B� (x; r) se tiene que
�(x; y); �(x; y) < r; luego �s (x; y) < r; y así y 2 B�s (x; r) : Con lo anterior,
B� (x; r)\B� (x; r) = B�s (x; r) : De ambas contenciones tenemos la igualdad.

En la búsqueda de ejemplos de cuasi-métricas (cuasi-semimétricas), surgió
el cuestionarnos acerca de si dada una métrica d cualquiera existe una cuasi-
métrica � diferente de d, tal que su super "s" (�s) tuviera bolas abiertas
que coincidieran con las bolas abiertas de la métrica en el espacio X cuya
métrica es d: O si existía al menos un ejemplo de este fenómeno. La respuesta
fue a�rmativa, se llegó a dicho objetivo mediante la utilización de normas
asimétricas de�nidas a partir de normas del espacio y las cuasi-métricas in-
ducidas por estas normas asimétricas.

Ejemplo 28 Se busca una cuasi-métrica �(x; y) cuya �s(x; y) tenga como
bolas abiertas B�s , las bolas abiertas de una métrica en el espacio.
Como caso particular del ejemplo 26; tomemos X = [0;+1) , f(x) = x2

inyectiva en X y �2(x; y) = m�axfx2 � y2; y
2�x2
2
g . Sean x; y 2 X; r > 0.

Supongamos �2(x; y) < r, si x < y; entonces �2(x; y) =
y2�x2
2

< r.
Luego, y2 < 2r + x2 lo que implica que y <

p
2r + x2.

Así, x < y <
p
2r + x2.

Si x > y;entonces �2(x; y) = x2 � y2 < r. Luego, y2 > x2 � r lo que
implica que y >

p
x2 � r.

Así,
p
x2 � r < y < x.
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Por lo tanto,

B�2(x; r) = (a;
p
2r + x2); donde a = m�axf0;

p
x2 � rg: (1)

Ahora, �2(x; y) = m�axfy2 � x2; x2�y2
2
g . Supongamos �2(x; y) < r. Si

x < y, entonces �2(x; y) = y
2 � x2 < r.

Luego, y <
p
r + x2 lo que implica que x < y <

p
r + x2.

Si x > y, entonces �2(x; y) =
x2�y2
2

< r. Luego, y >
p
x2 � 2r lo que

implica que
p
x2 � 2r < y < x.

Por lo tanto,

B�2(x; r) = (b;
p
r + x2); donde b = m�axf0;

p
x2 � 2rg: (2)

De (1) y (2) tenemos que B�s2(x; r) = (a;
p
r + x2).

Ahora, para la métrica d = jx2 � y2j = jf(x)� f(y)j, tenemos que
�r < x2 � y2 < r, lo que implica que x2 � r < y2 < r + x2:
Así,

p
x2 � r < y <

p
r + x2:

Por lo tanto, Bd(x; r) = (a;
p
r + x2).

Obteniendo así que B�s2(x; r) = Bd(x; r).

De�nición 43 Una norma asimétrica sobre un espacio vectorial real X es
una función p : X �! [0;1) que satisface las condiciones:

(AN1) p(x) = p(�x) = 0 =) x = 0;

(AN2) p(�x) = �p(x);

(AN3) p(x+ y) � p(x) + p(y);

para toda x; y; z 2 X y � � 0:

Si p satisface solo las condiciones (AN2) y (AN3) ; entonces es llamada
una seminorma asimétrica. El par (X; p) es llamado un espacio normado
asimétrico (espacio seminormado asimétrico respectivamente).

Una seminorma asimétrica p de�ne una cuasi-semimétrica �p sobre X a
través de la fórmula

�p (x; y) = p (y � x) ; x; y 2 X: (3:2:2)

llamada la cuasi-(semi)métrica inducida por la (semi)norma asimétrica.
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De�nición 44 Se de�ne la seminorma asimétrica conjugada p y la semi-
norma ps por

p(x) = p(�x) y ps(x) = m�axfp(x); p(x)g; (3:2:3)

para x 2 X:

Las desigualdades (3:1:1) se transforman en

p(x) � ps (x) y p(x) � ps(x); (3:2:4)

para toda x 2 X: Obviamente, ps es una norma cuando p es una norma
asimétrica y (X; ps) es un espacio normado.

Observación 7 Las conjugadas de � y p son denotadas tambien por ��1 y
p�1:

Observación 8 Se podría llegar a pensar que ya que una seminorma asimé-
trica p de�ne una cuasi-semimétrica �p, y que estas a su vez tienen una
conjugada, se terminan obteniendo 4 cuasi-semimétricas; 2 para p y otras 2
para p: Sin embargo, esto no sucede.
En efecto, recordemos que �p (x; y) = p (y � x) y p (x) = p (�x) :
Luego, �p (x; y) = p (y � x) = p (x� y) y �p (x; y) = �p (y; x) = p (x� y) :
Por lo tanto, �p = �p:
Además, �p (x; y) = �p (y; x) = p (x� y) = p (y � x) = �p (x; y) :
Así, �p = �p:
Es decir, únicamente son dos cuasi-semimétricas, �p y su conjugada �p:

O sus equivalentes en notación.

De�nición 45 Si (X; p) es un espacio seminormado asimétrico, las bolas

están dadas por

Bp (x; r) = fy 2 X : p (y � x) < rg � la bola abierta;

y
Bp[x; r] = fy 2 X : p (y � x) � rg � la bola cerrada;

para x 2 X y r > 0:
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La bola cerrada unitaria de X es Bp = Bp[0; 1] y la bola abierta unitaria
es B�p = Bp(0; 1): En este caso las siguientes fórmulas se cumplen:

Bp[x; r] = x+ rBp y Bp(x; r) = x+ rB
�
p; (3:2:5)

esto es, cualquiera de las bolas unitarias de X determinan completamente su
estructura cuasi-métrica.
Si es necesario, estas bolas serán denotadas por Bp;X y B�p;X ; respecti-

vamente.

Recordemos que la conjugada p de p está de�nida por p(x) = p(�x);
x 2 X; y la seminorma asociada es ps(x) = m�axfp(x); p(x)g; x 2 X: La
seminorma p es una norma asimétrica si y sólo si, ps es una norma sobre X:

Observación 9 Algunas veces una norma asimétrica se denota por el sím-
bolo k�j ; una notación propuesta por Krein y Nudelman (1973), en su libro
Teoría de momentos.

Ejemplo 29 En el plano, la función p : R2 ! R dada por

p (x; y) = m�ax fy � x; y + x; 0g ;
es una norma asimétrica, ya que

(i) si � � 0; p (� (x; y)) = m�ax f�y � �x; �y + �x; 0g
= �m�ax fy � x; y + x; 0g = �p (x; y) ;

(ii) Además, si x = (x1; x2) y y = (y1; y2) ;

p (x+ y) = m�ax fx2 + y2 � x1 � y1; x2 + y2 + x1 + y1; 0g

= m�ax fx2 � x1 + y2 � y1; x2 + x1 + y2 + y1; 0g

� m�ax fx2 � x1; x2 + x1; 0g+m�ax fy2 � y1; y2 + y1; 0g

= p (x) + p (y) :

(iii) Si p (x) = p (�x) = 0 =) x = 0:

Por lo tanto, p es una norma asimétrica.
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También se encontraron normas asimétricas que cumplian con la propiedad
de que la super "s" tenía bolas abiertas que coincidían con las bolas abiertas
de una norma en dicho espacio.

Ejemplo 30 Sea p la norma de�nida en el ejemplo 29: Veamos quienes son
las bolas abiertas:
Recordemos que Bp (x; r) = fy 2 X : p (y � x) < rg ; r > 0 y que
p (y � x) = �p (x; y) :
En particular veremos quienes son las bolas abiertas centradas en el ori-

gen.
x = (0; 0) ; Bp (x; r) = f(y1; y2) : y2 � y1; y1 + y2 < rg :
Geométricamente se trazan las rectas y2 � y1 = r y y1 + y2 = r: Y la

región por debajo de ellas es la bola abierta,

Figura 2:1 Bp ((0; 0) ; r)

p (x) = p (�x) = m�ax f�x2 � (�x1) ;�x2 � x1; 0g
= m�ax f�x2 + x1;�x2 � x1; 0g :
Así, B� ((0; 0) ; r) = f(y1; y2) : y1 � y2;�y1 � y2 < rg

Figura 2:2 Bp ((0; 0) ; r)
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Luego, Bps ((0; 0) ; r) = f(y1; y2) : jy2 � y1j ; jy1 + y2j < rg

Figura 2:3 Bps ((0; 0) ; r)

Y sea kxk1 = jx1j+ jx2j ; la norma 1 en R2; cuyas bolas abiertas centradas
en el origen coinciden con las de Bps :

Figura 2:4 Bk�k1 ((0; 0) ; r)

De�nición 46 Un conjunto G � X es ��abierto si y sólo si, para cada
x 2 G existe r = rx > 0 tal que B� (x; r) � G:

De�nición 47 Sea (X; �) un espacio cuasi-semimétrico, de�nimos a la topo-
logía � (�) del espacio X por la colección de todos los conjuntos ��abiertos,
es decir,

� (�) = fA � X : A es �� abiertog
llamada la topología inducida por la cuasi-semimétrica �:
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Usando la cuasi-semimétrica conjugada � uno puede obtener otra topología
� (�) :Una tercera topología es la topología � (�s) generada por la semimétrica
�s: Algunas ocasiones usaremos la notación alterna � �; � �; � �s para designar
a dichas topologías.

De�nición 48 Un subconjunto C de un espacio vectorial V es un cono (a
veces llamado cono lineal) si para cada x 2 C y � escalar positivo, el producto
�x 2 C: Un cono C es un cono convexo si �x + �y 2 C, para cualesquiera
�; � escalares positivos y cualesquiera x; y 2 C:

Proposición 5 El conjunto de las cuasi-semimétricas (cuasi-métricas) es
un cono (convexo) en el espacio ff : X �X ! Rg. Esto con las operaciones
usuales de suma y producto por un escalar, entre funciones.
Demostración. Veri�camos las dos siguientes a�rmaciones:
1: Sean �1 y �2 cuasi-semimétricas (cuasi-métricas) en X, tales que �1 6=

�2. De�nimos �(x; y) = �1(x; y)+�2(x; y). Entonces � es una cuasi-semimétrica
(cuasi-métrica).
Veamos que cumple con los requisitos:
(i) �(x; x) = �1(x; x) + �2(x; x) = 0 + 0 = 0: Y �(x; y) � 0, pues

�1(x; y) � 0 y �2(x; y) � 0.
(ii) �(x; z) = �1(x; z) + �2(x; z) � �1(x; y) + �1(y; z) + �2(x; y) +

�2(y; z) = �(x; y)+ �(y; z). Por lo tanto, �(x; z) � �(x; y)+ �(y; z) para toda
x; y; z 2 X:
(iii) Si �(x; y) = 0 entonces �1(x; y) + �2(x; y) = 0, pero �1(x; y) � 0

y �2(x; y) � 0. Por lo tanto, �1(x; y) = 0 y �2(x; y) = 0 y dado que son
cuasi-semimétricas (cuasi-métricas) se tiene que x = y.
De manera análoga si �(y; x) = 0.
El caso �1 = �2 queda contemplado en el siguiente resultado.
2: Sea � una cuasi-semimétrica (cuasi-métrica) y � > 0. Entonces �� es

una cuasi-semimétrica (cuasi-métrica).
Nuevamente hay que veri�car que cumple los requisitos de la de�nición:
(i) ��(x; x) = �(0) = 0 y es evidente que ��(x; y) � 0.
(ii) ��(x; z) � �(�(x; y) + �(y; z)) = ��(x; y) + ��(y; z), para toda

x; y; z 2 X.
(iii) Si ��(x; y) = 0 = ��(y; x) entonces �(x; y) = 0 = �(x; y). Por

lo tanto, x = y.
Por lo tanto, forman un cono (convexo).
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Análogamente,

Proposición 6 El conjunto de las seminormas asimétricas (normas asimétri-
cas) es un cono (convexo) en el espacio ff : X ! Rg.
Demostración. Se cumplen las dos siguientes a�rmaciones:
1: Sean P1 y P2 seminormas asimétricas (normas asimétricas) en X. En-

tonces el funcional P : X ! R, de�nido por P (x) = P1(x) + P2(x) es una
seminorma asimétrica (norma asimétrica) en X. Para lo cual veri�camos:
(i) Si P (x) = P (�x) = 0, entonces P1(x) + P2(x) = 0 y P1(�x) =

P2(�x) = 0. Pero como P1(x) � 0 y P2(x) � 0 para toda x 2 X, entonces
P1(x) = 0 = P2(x) y P1(�x) = 0 = P2(�x). Por lo tanto, x = 0 ya que P1 y
P2 son seminormas asimétricas (normas asimétricas).
(ii) Sea � > 0. P (�x) = P1(�x) + P2(�x) = �P1(x) + �P2(x) =

�(P1(x) + P2(x)) = �P (x). Así, P (�x) = �P (x), para toda x 2 X;� > 0.
(iii) P (x+y) = P1(x+y)+P2(x+y) � P1(x)+P1(y)+P2(x)+P2(y) =

P (x) + P (y).
Por lo tanto, P (x+ y) � P (x) + P (y) para toda x; y 2 X.
De lo anterior, P es seminorma asimétrica (norma asimétrica).
2: Sea P una seminorma asimétrica (norma asimétrica) en X y � > 0.

Entonces, �P es una seminorma asimétrica (norma asimétrica). Igual que
antes veri�camos que cumple los requisitos:
(i) Si �P (x) = 0 = �P (�x) entonces, P (x) = 0 = P (�x). Luego,

x = 0.
(ii) Sea � > 0.
�P (�x) = ��P (x) = �(�P (x)), para toda x 2 X.
(iii) �P (x+ y) � �(P (x) + P (y)) = �P (x) + �P (y).
Luego, �P (x+ y) � �P (x) + �P (y), para toda x; y 2 X.
Por lo tanto �P es una seminorma asimétrica (norma asimétrica).
Así, tenemos que el conjunto de las seminormas asimétricas (normas

asimétricas) forman un cono (convexo).

2.1.2 Axiomas de Separación, Sucesiones convergentes,
Sucesiones de Cauchy, Espacios Balanceados y
Completitud

Los axiomas de separación son las propiedades que un espacio topológico
cumple en función del grado en que puntos distintos pueden ser separados
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por medio de los abiertos de la topología, �-abiertos en nuestro caso. En la
literatura ya existen resultados que nos dicen bajo que condiciones los espa-
cios cuasi-métricos y normados asimétricos resultan ser T0; T1 y T2 (Cobzas
[5]) los cuáles citaremos para hacer uso de ellos en nuestro análisis particular
de los espacios normados asimétricos de dimensión �nita.

Observación 10 Como un espacio con dos topologías � � y � � , un espacio
cuasi-semimétrico puede ser visto como un espacio bitopológico en el sentido
de Kelly [2].
Un espacio bitopológico es simplemente un conjunto T dotado con dos

topologías � y �, este es comúnmente denotado por denotado por (T; � ; �) :

Observación 11 En general diremos que un espacio bitopológico (T; � ; �)
tiene la propiedad P si ambas topologías � y � tienen la propiedad P:
El espacio bitopológico (T; � ; �) es llamado Hausdor¤ a pares si para cada

par de puntos distintos s; t 2 T existen una ��vecindad U de s y una
��vecindad V de t tales que U \ V = ;:

A continuación citamos un resultado que aparece en Cobzas [5]. Cabe
aclarar que únicamente se incluye la parte que nos interesa, el resultado
completo puede ser consultado en dicha referencia.

Proposición 7 Sea (X; �) es un espacio cuasi-semimétrico.
1. Si � es una cuasi-métrica, entonces las topologías � � y � � son T0;

pero no necesariamente T1 (y luego no necesariamente T2, en contraste al
caso con los espacios métricos).
2. La topología � � es T1 si y sólo si, � (x; y) > 0 cuando x 6= y: En este

caso, � � es también T1 y como un espacio bitopológico, X es Hausdor¤ a
pares.

Demostración. 1 Si x; y son puntos distintos en el espacio cuasi-métrico
(X; �) ; entonces m�axf� (x; y) ; � (y; x)g > 0: Si � (x; y) > 0; entonces
y =2 B� (x; r) ; donde r = � (x; y) : Similarmente, si � (y; x) > 0; se tiene
x =2 B� (y; r�) ; siendo r�= � (y; x) : Consecuentemente, � � es T0 y � � también.
2. Supongamos que � (x; y) > 0 para cada x 6= y: Entonces

y =2 B� (x; � (x; y)) : Como � (y; x) > 0 también, x =2 B� (y; � (y; x)) ; mostrando
que la topología � � es T1: Similarmente � � es T1:
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Además, B� (x; r) \B� (y; r) = ;; donde r > 0 esta dado por
2r := � (x; y) > 0: De hecho, si z 2 B� (x; r) \B� (y; r) ; entonces

� (x; y) � � (x; z) + � (z; y) < r + r = � (x; y) ;
siendo esta una contradicción, la cual muestra que el espacio bitopológico
(X; � �; � �) es Hausdor¤ a pares.
Es fácil veri�car que si � � es T1; entonces � (x; y) > 0 para cada par de

puntos distintos x; y 2 X:
Pues si � � es T1 entonces para cada par de puntos distintos x; y 2 X;

existen B� (x; r) y B� (y; s) ; con r; s > 0 tales que x =2 B� (y; s) y
y =2 B� (x; r) ; luego � (x; y) > r > 0 y � (y; x) > s > 0 .
Por lo tanto, � (x; y) > 0 para cada par de puntos distintos x; y 2 X:

A partir de este momento por cuestiones de notación, cuando nos sea
conveniente, en lugar de decir que � � es T1 simplemente diremos que � es T1.

Ejemplo 31 �(x; y) = m�axff(x)� f(y); (f(y)�f(x))
2

g del ejemplo 26 es (T1);
pues �(x; y) > 0 para toda x 6= y, ya que recordemos que f es inyectiva.

Ejemplo 32 Otra forma de de�nir cuasi-métricas es mediante

�k (x; y) =

(
f (y)� f (x)

k
;
f (x) � f (y)

f (y) < f (x)
; k > 0

donde f : X ! R es inyectiva.
Estas cuasi-métricas resultan ser T1 por la inyectividad de f:
En efecto, es evidente que �k (x; y) � 0 y que �k (x; x) = 0:
Resta veri�car la desigualdad triangular: Sean x; y; z 2 X:
Si �k (x; y) = 0 entonces �k (x; y) � �k (x; z) + �k (z; y) :
Supongamos que �k (x; y) 6= 0; procederemos por casos:

(i) Si z = x o z = y entonces, �k (x; y) � �k (x; z) + �k (z; y) ;

(ii) Si z 6= x o z = y entonces,

a) f (z) < f (x) < f (y) y �k (x; y) = f (y)� f (x) � k + f (y)� f (z)
= �k (x; z) + �k (z; y) ;

b) f(z) < f(y) < f(x) y �k (x; y) = k � k + f(y)� f(z)
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= �k(x; z) + �k(z; y);

c) f(x) < f(z) < f(y) y �k(x; y) = f(y)� f(x)
� f(y)� f(z) + f(z)� f(x) = �k(x; z) + �k(z; y);
d) f(x) < f(y) < f(z) y �k(x; y) = f(y)� f(x) � f(z)� f(x) + k
= �k(x; z) + �k(z; y);

e) f(y) < f(x) < f(z) y �k(x; y) = k � f(z)� f(x) + k
= �k(x; z) + �k(z; y);

f) f(y) < f(z) < f(x) y �k(x; y) = k � k + k = �k(x; z) + �k(z; y):

Con lo que queda demostrado que �k (x; y) � �k (x; z)+�k (z; y) para toda
x; y; z 2 X:
Y por lo tanto, �k es una cuasi-métrica, la cual además es T1:

Observación 12 De hecho �k de�ne una familia de cuasi-métricas, todas
T1:

Proposición 8 Si d(x; y) es una métrica y �(x; y) es una cuasi-semimétrica
entonces, d(x; y) + �(x; y) es una cuasi-métrica.
Demostración. Sea q (x; y) = d(x; y) + �(x; y): Veri�quemos que cumple
con las propiedades:

(i) Es evidente que q (x; x) = 0:

(ii) Finalmente, q (x; y) = d (x; y) + � (x; y) � d (x; z) + d (z; y) + � (x; z) +
� (z; y) = (d (x; z) + � (x; z)) + (d (z; y) + � (z; y)) = q (x; z) + q (z; y) ;
para toda x; y; z 2 X:

Por lo tanto, q es una cuasi-métrica.

Ejemplo 33 Por el Ejemplo 32 y utilizando �k (x; y) con k = 1; podemos
deducir fácilmente que:

�
0

k (x; y) =

(
k(f (y)� f (x))

k
;
f (x) � f (y)

f (y) < f (x)
;

donde k > 0 y f : X ! R inyectiva:
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Es también una cuasi-métrica T1: Esto debido a que �
0
k (x; y) = k�1 (x; y)

y recordemos que si � es una cuasi-semimétrica (cuasi-métrica) y k > 0
entonces k� es una cuasi-semimétrica (cuasi-métrica), lo mismo sucede con
la propiedad T1:

Ejemplo 34 Sea f : R! R; una función creciente. Entonces
� : R� R! [0;1) de�nida mediante

� (x; y) =

(
f (y)� f (x)

x� y
;
x < y

x � y
;

es una cuasi-métrica. Más aún, si f es estrictamente creciente entonces �
es T1:
En efecto, es evidente que � (x; x) = 0: Probemos que cumple la desigual-

dad triangular:
Lo analizaremos por casos, para ello sean A = �(x; y) y
B = m�axff(z)� f(x); x� zg+m�axff(y)� f(z); z � yg,

Caso 1 Supongamos que f(y) � f(x) = f(y) � f(z) + f(z) � f(x) > 0.
Entonces, A = f(y)� f(x):
Asumamos ahora que:

(i) f(y)� f(z) > 0 y f(z)� f(x) < 0. Así,

B = f(y)� f(z) + x� z y f(z) < f(x). Luego, f(y)� f(x) < f(y)� f(z).
Por lo tanto, A � B.

(ii) f(y)� f(z) < 0 y f(z)� f(x) > 0. De lo anterior,

B = z � y + f(z)� f(x) y f(y) < f(z). Luego, f(y)� f(x) < f(z)� f(x).
Así, A � B.

(iii) f(y)� f(z) > 0 y f(z)� f(x) > 0. Se concluye que,

B = f(y)� f(z) + f(z)� f(x) = f(y)� f(x). Por lo cual, A = B:

Caso 2 Supongamos ahora que x � y = x � z + z � y > 0. Entonces,
A = x� y.
Asumamos que:
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(i) x � z > 0 y z � y < 0. Así, B = x � z + f(y) � f(z) y z < y. Luego,
x� y < x� z: Por lo tanto, A � B.

(ii) x� z < 0 y z � y >0. De lo anterior, B = f(z)� f(x) + z � y y x < z.
Luego, x� y < z � y. Por esta razón, A � B.

(iii) x� z > 0 y z � y > 0. Así,

B = x� z + z � y = x� y. Por consiguiente, A = B.

En consecuencia, � (x; y) cumple con la desigualdad triangular. Por lo
cual es una cuasi-métrica, la cual además es T1 si f es estrictamente cre-
ciente.

Ejemplo 35 Sea � : X �X ! [0;1) dada por

�k (x; y) =

(
2 (y � x)

x�y
2

;
x � y

y < x
;

es una cuasi-métrica.
Es fácil visualizar que

(i) � (x; x) = 0;

(ii) Resta probar la desigualdad del triángulo.
De�namos A = m�ax

�
2 (y � x) ; x�y

2

	
y B = m�ax

�
2 (z � x) ; x�z

2

	
+

m�ax
�
2 (y � z) ; z�y

2

	
: Y procedemos por casos:

Caso 1 Supongamos que y�x = y�z+z�x > 0: Luego, A = 2(y�x):
Asumamos que:

a) y � z > 0 y z � x < 0: Entonces, B = x�z
2
+ 2(y � z) y z < x. Así,

y � x < y � z. Por esta razón, A � B:
b) y � z < 0 y z � x < 0. Luego, B = � z�y

2
+ 2(z � x) y z > x, de

este modo, x� y < z � y: Y por lo tanto, A � B.
(c) y � z > 0 y z � x > 0. Luego,
B = 2(z � x) + 2(y � z) = 2(y � x): Por lo cual, A = B.
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Caso 2 Supongamos ahora que x � y = x � z + z � y > 0. Luego,
A = x�y

2
:

Y asumamos que:

(a) x � z > 0 y z � y < 0. Luego, B = x�z
2
+ 2(y � z) y z < y. Así,

x� y < y � z. Por lo cual, A � B.
(b) x� z > 0 y z� y < 0. De forma que, B = 2(z�x)+ z�y

2
y x < z.

De este modo, x� y � z � y. Por lo tanto, A � B.
(c) x � z > 0 y z � y > 0. Luego, B = z�y

2
+ x�z

2
= x�y

2
. Por ello,

A = B:

Luego, � (x; y) � � (x; z) + � (z; y) ; para todo x; y; z 2 X:
De tal modo que � es una cuasi-semimétrica.
Además es claro que si x 6= y; � (x; y) > 0; por lo cual � es una cuasi-

métrica T1:

Ejemplo 36 Daremos ahora un ejemplo de cuasi-semimétrica de�nida me-
diante el uso de una norma (cualquiera). Sea X un espacio normado y sea
�n;m : X � X ! R de�nida por �n;m(x; y) = m�axfkyk�kxk

n
; kxk�kyk

m
g donde

n;m 2 Z+(Q+); n 6= m. Entonces �n;m es una cuasi-semimétrica.
En efecto, evidentemente �n;m(x; y) � 0 y �n;m(x; x) = 0. Falta veri�car

la desigualdad triangular, para ello de�nimos como A = �n;m(x; y) y como
B = �n;m(x; z) + �n;m(z; y) y procedemos por casos:

Caso 1 Si 0 < kyk�kxk
n

= kyk�kzk+kzk�kxk
n

. Entonces
A = kyk�kxk

n
:

Asumamos que:

(i) kyk � kzk > 0 y kzk � kxk < 0. Luego,

B = kxk�kzk
m

+ kyk�kzk
n

y kzk < kxk . Así, kyk � kxk < kyk � kzk lo que
implica que kyk�kxk

n
< kyk�kzk

n
. Por lo tanto, A � B.

(ii) kyk � kzk < 0 y kzk � kxk > 0. De lo anterior,

B = kzk�kyk
m

+ kzk�kxk
n

y kyk < kzk . Por lo cual, kyk � kxk < kzk � kxk lo
que implica que kyk�kxk

n
< kzk�kxk

n
. Por lo que, A � B.
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(iii) kyk � kzk > 0 y kzk � kxk > 0. Luego,

B = kyk�kzk
n

+ kzk�kxk
n

= kyk�kxk
n

= A. Por lo tanto, A = B:

Caso 2 Ahora supongamos que kxk�kyk
m

= kxk�kzk+kzk�kyk
m

> 0. Entonces
A = kxk�kyk

m
.

Asumamos que:

(i) kxk � kzk > 0 y kzk � kyk < 0. Luego,

B = kxk�kzk
m

+ kyk�kzk
n

y kzk < kyk . Así, kxk � kyk < kxk � kzk lo que
implica que kxk�kyk

m
< kxk�kzk

m
. Por lo tanto, A � B.

(ii) kxk � kzk < 0 y kzk � kyk > 0. Se concluye que,

B = kzk�kxk
n

+ kzk�kyk
m

y kxk < kzk . Así, kxk � kyk < kzk � kyk lo que
implica que kxk�kyk

m
< kzk�kyk

m
. Por lo cual, A � B.

(iii) kxk � kzk > 0 y kzk � kyk > 0. De lo anterior,

B = kxk�kzk
m

+ kzk�kyk
m

= kxk�kyk
m

= A. Por consiguiente, A = B.

Por lo tanto, �n;m (x; y) � �n;m (x; z) + �n;m (z; y), para toda x; y; z 2 X:

Por lo cual �n;m es una cuasi-semimétrica

Sin embargo, �n;m no es una cuasi-métrica pues kxk = k � xk, es decir,
�n;m (x;�x) = 0 para toda x 2 X, esto es, existen x; y 2 X; x 6= y (y = �x)
tales que �n;m(x; y) = 0. Y por lo anterior, �n;m tampoco es T1.

Ahora, sabemos que d(x; y) = kx � yk es una métrica y que si (X; d) es
un espacio métrico entonces, (X;�d) con � > 0 también es espacio métrico.
Por lo anterior, d(x; y) = kx�yk

2
es métrica. De hecho, d(x; y) = kx�yk

n
; con

n > 0 es métrica. Además, sabemos que si d(x; y) es una métrica y �(x; y)
es una cuasi-semimétrica entonces, d(x; y) + �(x; y) es una cuasi-métrica.
Haciendo uso de esto y del Ejemplo 36:
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Ejemplo 37 Sea �mn (x; y) =
kx�yk
n
+�n;m(x; y). La cual es una cuasi-métrica.

Ahora mismo es de nuestro interés �32(x; y) =
kx�yk
2
+�2;3(x; y). Pues con

X = R2 queremos visualizar B� (x; r) ; B� (x; r) y B�s (x; r). En particular
B�(0; r), B�(0; r) y B�s(0; r):
A continuación se muestran:
B�32(0; r) = fy 2 R

2 : �32(0; y) < rg. Pero �32(0; y) =
kyk
2
+ kyk

2
= kyk.

Así, B�32(0; r) = fy 2 R
2 : kyk < rg.

B�32(0; r) = fy 2 R
2 : �32(0; y) < rg = fy 2 R2 : �32(y; 0) < rg.

Pero �32(y; 0) =
kyk
2
+ kyk

3
= 5

6
kyk.

Luego, B�32(0; r) = fy 2 R
2 : 5

6
kyk < rg = fy 2 R2 : kyk < 6

5
rg.

Por lo tanto, B(�32)s(0; r) = fy 2 R
2 : kyk < rg.

Grá�camente si utilizamos la norma euclidiana:

Figura 2:5 B�32(0; r)

Figura 2:6 B�32(0; r)
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Figura 2:7 B(�32)s(0; r) = Bk�k(0; r)

Al igual que en otro de los ejemplos previamente presentados, la super
"s" tiene bolas abiertas que coinciden con las generadas por la métrica en
R2 inducida por la norma euclidiana; solo que en este caso las bolas abiertas
que coinciden son aquellas centradas en el origen. Más aún, se tiene que las
bolas abiertas de la �32 coinciden también con las de la métrica euclidiana (las
centradas en el origen). Lo mismo sucede si utilizamos otras normas en R2,
por ejemplo las que motivan la Fig. 1:4.

De�nición 49 Sea (X; �) espacio cuasi-semimétrico y (xn) una sucesión en
X: La convergencia de una sucesión (xn) a x con respecto a � (�) ; llamada
��convergencia y denotada por xn

��! x; puede ser
caracterizada de la siguiente forma:

xn
��! x () � (x; xn) �! 0: (3:1:2)

también
xn

��! x () � (x; xn) �! 0 () � (xn; x) �! 0: (3:1:3)

Proposición 9 Sea (xn) una sucesión en un espacio cuasi-semimétrico (X; �) :
1. Si (xn) es � ��convergente a x y � ��convergente a y; entonces
� (x; y) = 0:
2. Si (xn) es � ��convergente a x y � (y; x) = 0; entonces (xn) es también

� ��convergente a y:

Demostración. 1. Haciendo n �!1 en la desigualdad
� (x; y) � � (x; xn) + � (xn; y) ; uno obtiene que � (x; y) = 0:
2. Se sigue de � (y; xn) � � (y; x) + � (x; xn) = � (x; xn) �! 0; cuando

n �!1:
A continuación introducimos los espacios cuasi-métricos balanceados que

presenta Doitchinov en [4]:
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De�nición 50 Sea (X; �) un espacio cuasi-semimétrico T1: La cuasi-semimé-
trica � se llama balanceada si la siguiente condición se cumple:

[lim
m;n
� (vm; un) = 0 ^ 8n; � (u; un) � r ^ 8m; � (vm; v) � s] =)

� (u; v) � r + s; (3:1:4)
para todas las sucesiones (un) ; (vm) en X y todas las u; v 2 X:
Un espacio cuasi-semimétrico T1 (X; �) ; donde � es una cuasi-métrica

balanceada es llamado un espacio cuasi-métrico balanceado o un espacio B-
cuasi-métrico.

Ejemplo 38 El espacio (X; �) del ejemplo 26 es balanceado con

�(x; y) = m�axff(x)� f(y); (f(y)� f(x))
2

g:

En efecto, sean (xn) y (ym) sucesiones en X tales que:

[lim
n;m
�(ym; xn) = 0 ^ 8n; �(x; xn) � r ^ 8m; �(ym; y) � s]:

Tenemos que:

1. �(x; y) = f(x)� f(y) ó

2. �(x; y) = f(y)�f(x)
2

Si sucede 1 entonces �(y; x) = �(x;y)
2
. Si pasa 2 entonces �(y; x) = 2�(x; y).

Luego, �(xn; ym) =
�(ym;xn)

2
_ �(xn; ym) = 2�(ym; xn).

En ambos casos tenemos que lim
m;n
� (xn; ym) = 0:

Aplicando la desigualdad del triángulo obtenemos que:

�(x; y) � �(x; xn) + �(xn; y) � �(x; xn) + �(xn; ym) + �(ym; y)

� r + s+ �(xn; ym):

Así, �(x; y) � r + s:

Por lo tanto, (X; �) es un espacio balanceado.
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Como ya hemos establecido, es de nuestro interés conocer bajo que condi-
ciones los espacios resultan ser T1 y T2 principalmente. Es por ello que al
igual que como se hizo con la proposición 7, citaremos algunos resultados
que aparecen en Cobzas [5] que establecen dichas condiciones. Incluyendo
únicamente las partes que son de interés, para posteriormente hacer uso de
ellas en la demostración de nuevos resultados. Tales resultados que se citan
son las proposiciones 10, 11 y 12.

Proposición 10 [4] Sea (X; �) un espacio B-cuasi-métrico.
1. Las siguientes a�rmaciones se cumplen para todas las sucesiones

(xm) ; (yn) en X y toda x; y 2 X:
(i) [lim

n
� (x; xn) = 0 ^ 8n; � (y; xn) � r] =) � (y; x) � r;

(ii) [lim
n
� (xn; x) = 0^8n; � (xn; y) � r] =) � (x; y) � r; (3:1:5)

(i) [lim
n
� (x; xn) = 0 ^ lim

n
� (y; xn) = 0] =) x = y;

(ii) [lim
n
� (xn; x) = 0 ^ lim

n
� (xn; y) = 0] =) x = y; (3:1:6)

[lim
n
� (xn; x) = 0^ lim

n
� (y; ym) = 0^8m;n; � (xn; ym) � r]) � (x; y) � r;

(3:1:7)
(i) [lim

n
� (xn; x) = 0 ^ lim

n
� (y; ym) = 0] =) lim

m;n
� (xm; yn) = � (x; y) ;

(ii) lim
n
� (xn; x) = 0 =) lim

n
� (xn; y) = � (x; y) ;

(iii) lim
n
� (x; xn) = 0 =) lim

n
� (y; xn) = � (y; x) : (3:1:8)

2. Las topologías � � y � � son T2 (Hausdor¤ ). Para cada y 2 X �ja la
función � (�; y) es � ��continua sobre X y � (y; �) es � ��continua sobre X:

Demostración. 1. Para probar (3:1:5) (i) y (ii), hacemos en (3:1:4)
un = xn; vm = x; u = y; v = x; respectivamente, um = x; vn = xn;
u = x; v = y (con m;n teniendo papeles intercambiados).
Para probar (3:1:6) (i), sea " > 0: Como � (y; xn) �! 0; existe n" 2 N tal

que � (y; xn) � " para toda n � n": Como � (x; xn) �! 0; una aplicación de
(3:1:5) (i) nos da que � (y; x) � ": Ya que " > 0 fue arbitrariamente elegido,
esto implica que � (y; x) = 0; y así x = y (en la de�nición de un espacio
cuasi-métrico balanceado hemos requerido que la topología � � sea T1). La
a�rmación (ii) se sigue similarmente.
2. El hecho de que las topologías � � y � � son T2 se sigue de (3:1:6) (i) y

(ii) respectivamente.
El resto de las demostraciones pueden ser consultadas en Cobzas [5].
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En general la topología generada por una norma asimétrica es T0 pero no
T1: Una condición para que la topología de un espacio normado asimétrico
sea Hausdor¤ está en términos de un funcional p� : X �! [0;1) asociada a
una seminorma asimétrica p de�nida sobre un espacio vectorial real X: Dicho
resultado aparece en el trabajo de García-Ra¢ , Romaguera y Sánchez-Pérez
[6]. A continuación se presenta dicho resultado.

De�nición 51 Dado un espacio seminormado asimétrico (X; p), la función
p� está de�nida por la fórmula

p� (x) = �{nffp (x0) + p (x0 � x) : x0 2 Xg; x 2 X: (3:2:6)

Proposición 11 El funcional p� es una seminorma (simétrica) sobre X;
p� � p; y p� es la seminorma más grande sobre X mayorizada por p:

Demostración. Primero observar que, reemplazando x0 por x0 � x en
(3:2:6) ; obtenemos
p� (�x)= �{nf fp (x0)+p (x0 + x) : x 02 X g

= �{nffp (x0 � x) + p ((x0 � x) + x) : x0 2 Xg = p� (x) ;
luego p� es simétrica.
p� (�x) = �p� (x) ; x 2 X;� � 0; es obvia (tomando �x0).
Finalmente se comprueba la desigualdad del triángulo.
Para x; y 2 X y x0; y0 2 X arbitrarios, tenemos que
p� (x+ y)� p (x0 + y0)+p (x0 + y0 � x� y)

� p (x0) + p (x0 � x) + p (y0) + p (y0 � y) ;
así, pasando al ín�mo con respecto a x0; y0 2 X; obtenemos

p� (x+ y) � p� (x) + p� (y) :
Supongamos ahora que existe una seminorma q sobre X tal que q � p;

es decir, 8z 2 X; q (z) � p (z) ; y p� (x) < q (x) � p (x) ; para algún x 2 X:
Entonces, por la de�nición de p�; existe x0 2 X tal que p� (x) < p (x0) +
p (x0 � x) < q (x) ; llevando a la siguiente contradicción
q (x) � q (x0)+ q (x� x0) = q (x0)+ q (x0 � x) � p (x0)+ p (x0 � x) < q (x) :

En la siguiente proposición se reúnen las propiedades de separación (las
cuales son un par) de un espacio seminormado asimétrico.

Proposición 12 [6] Sea (X; p) un espacio seminormado asimétrico.
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1. La topología � p es T0 si y sólo si, para cada x 2 X; x 6= 0; p (x) > 0 o
p (�x) > 0; en otras palabras si y sólo si, p es una norma asimétrica.
2. La topología � p es T1 si y sólo si, p (x) > 0 para toda x 2 X; x 6= 0:
3. La topología � p es Hausdor¤ si y sólo si, p� (x) > 0 para cada x 6= 0:

Demostración. La a�rmación de 1 y 2 se sigue de la proposición 7-1:
3. Si p� (x) > 0 cuando x 6= 0; entonces p� es una norma sobre X; así que

la topología � p� generada por p� es Hausdor¤. La desigualdad p� � p implica
que la topología � p es más �na que � p� ; por lo que es Hausdor¤ también.
Supongamos p� (x) = 0 para algún x 6= 0: Por la de�nición (3:2:6) de p�;

existe una sucesión (xn) en X tal que lim
n
[p (xn) + p (xn � x)] = p� (x) = 0:

Esto implica que lim
n
p (xn) = 0 y lim

n
p (xn � x) = 0; mostrando que la suce-

sión (xn) tiene dos límites con respecto a � �: Consecuentemente, la topología
� p no es Hausdor¤.

Observación 13 Sea (E; q) un espacio normado asimétrico. Hacemos la
convención de que �q representa a � �q :

�q es T1 () q (x) 6= 0;8x 6= 0: Análogamente para su conjugada �q:

En efecto.

)) Si �q es T1 entonces, para cada par x; y 2 E; x 6= y; existen B�q (x; r) ^
B�q (y; r

0) ; r; r0 > 0; tales que x =2 B�q (y; r0) ^ y =2 B�q (x; r) :
Luego, �q (x; y) > r > 0 ^ �q (y; x) > r0 > 0:
Por lo tanto, �q (x; y) > 0;8x 6= y: Haciendo z = y � x; tenemos que z 6= 0
y 0 < �q (x; y) = q (y � x) = q (z) : Así, q (z) 6= 0;8z 6= 0:

() Supongamos ahora que q (z) 6= 0;8z 6= 0; es decir, q (z) > 0;8z 6= 0:
Sean x; y 2 E arbitrarias tales que x 6= y: Haciendo z = y � x tenemos que
q (y � x) = �q (x; y) > 0;8x 6= y: Sea r := �q (x; y) y r

0 = r
2
> 0: Luego,

y =2 B�q (x; r
0) ya que si y 2 B�q (x; r

0) entonces r = �q (x; y) < r0 = r
2
:

¡Contradicción! Análogamente x =2 B�q (y; r00) ; para alguna r00 > 0: Por lo
tanto, �q es T1:
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Así como se tiene que "si d(x; y) es una métrica y �(x; y) es una cuasi-
semimétrica entonces, d(x; y) + �(x; y) es una cuasi-métrica". Un resultado
similar se tiene para las normas asimétricas:

Proposición 13 Si k�k es una norma y p es una norma asimétrica, entonces
T (x) = p (x) + kxk es una norma asimétrica T1:

Demostración. Veri�camos que cumple con las propiedades:
(i) Sea � > 0; T (�x) = p (�x)+k�xk = �p (x)+� kxk = � (p (x) + kxk)
= �T (x) :
(ii) Veamos que cumple con la desigualdad triangular:
T (x+ y)= p (x+ y)+ kx+ yk� p (x)+p (y)+ kxk+ kyk
=(p (x) + kxk)+ (p (y) + kyk)= T (x)+T (y) ;8x ; y 2 X
(iii) Dado que p (x) � 0 ^ kxk � 0 ^ kxk = 0 () x = 0; se tiene que

T (x) = 0() x = 0:
Por lo tanto, T es una norma asimétrica T1:
Tomando en cuenta las de�niciones de equivalencia de métricas y normas

junto con el teorema que dice "Ser equivalentes métricamente implica ser
equivalentes topológicamente" planteamos el siguiente resultado análogo para
los espacios asimétricos:

Teorema 13 Sean �1 y �2 cuasi-semimétricas (cuasi-métricas) en X. Ser
equivalentes métricamente implica ser equivalentes topológicamente.

Demostración. Ya que �1 y �2 son equivalentes métricamente, existen
�; � 2 R+ tales que: �1(x; y) � ��2(x; y) ^ �2(x; y) � ��1(x; y), para toda
x; y 2 X:
Sea la bola abierta B�1(x; "): Si y 2 B�2(x;

"
�
) entonces, �2(x; y) <

"
�
;

como �1(x; y) � ��2(x; y) < �( "
�
) = "; por lo tanto, y 2 B�1(x; "). Luego,

B�2(x;
"
�
) � B�1(x; "): Así, � (�1) � � (�2) :

Análogamente, B�2(x;
"
�
) � B�2(x; ") y por lo tanto, � (�2) � � (�1).

Por lo anterior, � (�1) = � (�2) :

Una pregunta hasta cierto punto natural es: ¿Qué pasa con las conjugadas
de dos cuasi-métricas que son equivalentes? Lo que nos lleva al siguiente
resultado.
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Corolario 4 Sean �1 y �2 cuasi-métricas en X. Si �1 y �2 son equivalentes
métricamente entonces, �1 y �2 también lo son.
Demostración. Sabemos que �1 y �2 son métricamente equivalentes en-
tonces, existen �; � 2 R+ tales que: �1(x; y) � ��2(x; y)^�2(x; y) � ��1(x; y),
para toda x; y 2 X.
En particular, �1(y; x) � ��2(y; x) ^ �2(y; x) � ��1(y; x), para toda
x; y 2 X: Es decir, �1(x; y) � ��2(x; y) ^ �2(x; y) � ��1(x; y), para toda

x; y 2 X.
Por lo tanto, �1 y �2 son equivalentes métricamente, más aún, topológi-

camente equivalentes.

Teorema 14 Sean k � k y p, norma arbitraria y norma asimétrica arbitraria
(respectivamente) en Rn. Entonces, existe � > 0 tal que p(x) � �kxk , para
toda x 2 Rn.
Demostración. Basta demostrarlo con la norma k � k1 y utilizar la transi-
tividad de la relación de equivalencia �normas equivalentes�.
Sea x 2 Rn y fe1; : : : ; eng base canónica de Rn.
Luego, x = x1e1 + : : :+ xnen. Así, p(x) = p(x1e1 + : : :+ xnen)

� p(x1e1) + : : :+ p(xnen) = jx1jp((�1)
x�1
x1 e1) + : : :+ jxnjp((�1)

x�n
xn en)

� �(jx1j+ : : :+ jxnj) = �kxk1 ,
donde x� := m�axf�x; 0g; x 2 R
y � = m�axfp(e1); : : : ; p(en); p(�e1); : : : ; p(�en)g.
Por lo tanto, p(x) � �kxk1:

Teorema 15 Sean k � k y p, norma arbitraria y norma asimétrica arbitraria
(respectivamente) en E espacio de dimensión �nita. Entonces, existe � > 0
tal que p(x) � �kxk , para toda x 2 E.
Demostración. Misma idea que en el anterior resultado; usando equi-
valencia de normas y el Teorema 14.

Teorema 16 Sean k � k norma arbitraria en Rn y p norma asimétrica ar-
bitraria en Rn tal que p(x) = 0 , x = 0. Entonces, existen �; � > 0 tales
que �kxk � p(x) � �kxk , para toda x 2 Rn, esto es, p y la norma son
equivalentes.
Demostración. Basta probar el resultado utilizando la norma k � k1, pues
el Teorema 12 para normas equivalentes y el hecho de que la relación de
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�normas equivalentes� es una relación de equivalencia, nos permiten hacer
la transición hacia cualquier otra norma de Rn:
Para probar la segunda desigualdad p(x) � �kxk1 tan solo aplicamos el

Teorema 14.
Supongamos ahora que la primer desigualdad �kxk1 � p(x) es falsa, lo

que implica que para cada � = 1=k (k 2 N) existe un vector xk tal que
p(xk) <

1
k
kxkk1. Consideremos la sucesión yk = xk

kxkk1
(k 2 N), que veri�ca

kykk1 = 1.
Como (yk) es una sucesión acotada �pues kykk1 = 1- contiene una sub-

sucesión convergente a un punto a 2 Rn, ykj !
j
a.

Tenemos kak1 = lim
j



ykj

1 = 1, luego a 6= 0.
Por otra parte, aplicando la propiedad triangular obtenemos:
p(a) � p(a� ykj) + p(ykj) � �ka� ykjk1 + 1

kj
!
j
0.

Así, p(a) = 0 y a = 0. Contradicción!!
Por lo tanto, �kxk1 � p(x) para toda x 2 Rn.
Juntando ambos resultados se tiene que: �kxk1 � p(x) � �kxk1, para

toda x 2 Rn.
Es decir, son equivalentes y por lo tanto generan la misma topología.

Teorema 17 Todas las normas asimétricas en Rn tales que p(x) = 0)
x = 0, son equivalentes.
Demostración. Consecuencia directa del Teorema 16, haciendo uso de la
propiedad de la transitividad de la relación de equivalencia �normas equiva-
lentes�.

Observación 14 Recordemos que ps es una norma cuando p es una norma
asimétrica y (X; ps) es un espacio normado. Por lo cual, para las normas
asimétricas p en Rn con la propiedad de que p(x) = 0 ) x = 0; p y ps son
normas asimétricas equivalentes.

Observación 15 Las normas asimétricas p en Rn tales que p(x) = 0 )
x = 0, inducen cuasi-métricas � que son T1. Luego, por la proposición 7 de
Cobzas [5] se tiene que (Rn; �; �) es Hausdor¤ a pares.
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Observación 16 Las normas asimétricas p tales que p(x) = 0 ) x = 0,
son T1. Pues p(x) > 0, para cada x 6= 0.

Teorema 18 En un espacio X de dimensión �nita, sea p una norma asimé-
trica. Si p�(x) > 0 para toda x 6= 0 entonces (X; �p) es balanceado, donde
�p(x; y) = p(y � x):

Demostración. Si p�(x) > 0, 8x 6= 0 tenemos que:
1) p(x) > 0;8x 6= 0: Lo anterior debido a que 0 < p� � p (Cobzas

[5], proposición 11). Lo cual signi�ca que p es T1 y por lo tanto �p es una
cuasimétrica y T1: Así tenemos la primer condición de balanceado.
2) p� es una norma, pues por Cobzas [5] (proposición 11) p� es una

seminorma simétrica.
Debido a que p� es una norma y p una norma asimétrica en un espacio

X de dimensión �nita, existe � > 0 tal que p(x) � �p�(x);8x 2 X , por lo
tanto, p � p�:
Por último, sean x; y 2 X y (xn); (ym) sucesiones en X tales que:

lim
n;m
�p(ym; xn) = 0 ^ 8n; �p(x; xn) � r ^ 8m; �p(ym; y) � s:

Y haciendo uso de la desigualdad del triángulo para la cuasi-métrica:

�p(x; y) � �p(x; xn) + �p(xn; ym) + �p(ym; y) � r + s+ �p(xn; ym);

pero

�p(xn; ym)

�
=
p(ym � xn)

�
� p�(ym�xn) = p

�(xn�ym) � p(xn�ym)

= �p(ym; xn): Luego,
�p(xn;ym)

�
� �p(ym; xn):

Como lim
n;m
�p(ym; xn) = 0 entonces lim

n;m
�p(xn; ym) = 0:

Por lo cual, �p(x; y) � r + s:
Por lo tanto, (X; �p) es balanceado.

Más aún, hemos demostrado que:
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Teorema 19 En un espacioX de dimensión �nita, todas las normas asimétri-
cas p tales que p�(x) > 0;8x 6= 0 son equivalentes entre ellas, a su respectiva
conjugada y a las normas en el espacio.

Lo anterior debido a que p� es una norma, que resulta en este caso ser
equivalente a las normas asimétricas p que cumplen dicha condición; en com-
binación con el Teorema 12 y recordando que la relación "normas equiva-
lentes" es una relación de equivalencia.

Observación 17 Sea p una norma asimétrica, decir que p(x) = 0, x = 0
es equivalente a decir que p(x) > 0;8x 6= 0; o lo que es lo mismo T1:

Corolario 5 Si p es una norma asimétrica tal que p(x) = 0, x = 0; en un
espacio X de dimensión �nita, entonces p también tiene dicha propiedad y
son por lo tanto un par de normas asimétricas equivalentes, por consecuencia
(X; �p) es balanceado.

Observación 18 Este resultado se cumple si p es tal que p� > 0: Sin em-
bargo, más adelante probaremos que p > 0 implica p� > 0; por lo que se podrá
concluir también que el espacio normado asimétrico de dimensión �nita es
balanceado de una forma más general.

Ahora mostraremos un ejemplo de una norma asimétrica p en un espacio
X de dimensión �nita, tal que para algún x 6= 0, p�(x) = 0:

Ejemplo 39 X = R; p(x) = fx, x�0
0, x<0

Sea x 6= 0; �jo. Observemos que si escogemos x0 < 0 ^ x < 0^x0 < x, se
tiene que:
p(x0) + p(x0 � x) = 0 + 0 = 0:
Por lo tanto, p�(x) = �{nffp(x0) + p(x0 � x) : x0 2 Xg = 0:

Lo que nos conduce a la pregunta lógica: ¿En un espacio X de dimensión
�nita, si p(x) > 0 entonces p�(x) > 0?
Y la respuesta es a�rmativa, por el momento únicamente en Rn: Veamos:
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Teorema 20 En X = Rn; sean p una norma asimétrica.
Si p(x) > 0; 8x 6= 0; entonces p�(x) > 0; 8x 6= 0: Es decir, p�(x) es

norma.
Demostración. Recordemos que p�(x) = �{nffp(x0) + p(x0 � x) : x0 2 Xg:
Si p(x) > 0; 8x 6= 0: Sea x 6= 0; �jo. Tenemos que por ser X = Rn y p

una norma asimétrica T1; existe � > 0 tal que � kxk � p(x); donde k�k es
una norma en X:
Luego, � kx0k+� kx0 � xk � p(x0)+ p(x0� x): Pero, kx0 � xk = kx� x0k

y kxk � kx� x0k+ kx0k :
Por lo tanto, 0 < � kxk � p(x0) + p(x0 � x); 8x0 2 X:
Por lo cual p�(x) > 0: Es decir, p�(x) es una norma.

El resultado anterior nos dice que en Rn no existe p norma asimétrica T1
tal que p�(x) = 0; para algún x 6= 0:
De hecho, implica que (Rn; �p) siempre es balanceado cuando p es una

norma asimétrica T1:

En la búsqueda de averiguar si en un espacio X de dimensión �nita,
p(x) > 0 implica p�(x) > 0; y que si p(x) > 0 implica que p � k�k, donde
k�k es una norma en el espacio de dimensión �nita. He notado que si uno de
ellos se cumple, el otro también se cumplirá. En particular, en la búsqueda
del primero me he topado con el siguiente hecho:

Proposición 14 Sean X un espacio de dimensión �nita y p una norma
asimétrica. Si k�k es una norma en el espacio, entonces ep(x) = kxk + p(x)
es una norma asimétrica T1 tal que ep � k�k :
Demostración. Para toda x 2 X; tenemos que kxk � kxk+ p(x):
Sea ep(x) = kxk+ p(x):
Sabemos que ep es una norma asimétrica y por ser X un espacio de di-

mensión �nita, tenemos que (por un resultado anterior Teorema 15) existe
� > 0 tal que ep(x) � � kxk :
Por lo cual, kxk � kxk+ p(x) = ep(x) � � kxk ;8x 2 X:
Por lo tanto, ep � k�k :
Para la ep del teorema anterior tenemos las dos siguientes observaciones:
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Observación 19 eps(x) = m�ax fp (x) + kxk ; p (�x) + k�xkg
= m�ax fp (x) + kxk ; p (�x) + kxkg = m�ax fp (x) ; p (�x)g+ kxk
= ps (x) + kxk :
Por lo tanto, eps = ps + k�k :

Observación 20 Si p es únicamente una seminorma asimétrica,ep(�) = p(�) + k�k es también una norma asimétrica.
Es de nuestro interés mostrar que el Teorema 18 tiene sentido, es de-

cir, que efectivamente existan dichas P norma asimétrica y P� norma que
cumplan las condiciones del Teorema 18. Para lo cual:

Ejemplo 40 Sean X = R2 y T (x) = p (x) + kxk1 ; donde
p (x) = m�ax fx2 � x1; x2 + x1; 0g ; 8x 2 R2:
Tenemos que ver que T�(x) > 0;8x 6= 0:
Para lo cual sea x 6= 0; �jo y sea x�en X arbitrario, observemos que
p (x�) + kx�k1 + p (x�� x) + kx�� xk1 � kx�� xk1 + kx�k1 � kxk1 > 0:
Por lo tanto tenemos que T�(x) > 0;8x 6= 0: Lo que signi�ca que T� es

norma. Lo anterior también se puede deducir haciendo uso de que T es una
norma asimétrica T1 y aplicando el Teorema 20.
Finalmente, sean (xn); (ym) sucesiones en R2 y x; y 2 R2 tales que:

lim
n;m
�T (ym; xn) = 0 ^ 8n; �T (x; xn) � r ^ 8m; �T (ym; y) � s:

Aplicando la desigualdad del triángulo:

�T (x; y) � �T (x; xn) + �T (xn; ym) + �T (ym; y) � r + s+ �T (xn; ym);

y si recordamos que en Rn (en particular n = 2) existen �; � > 0 tales que
�T (�x) � T (x) � �T (�x) ;8x 2 X = R2 (Teorema 16), tendremos que

lim
n;m
�T (ym; xn) = 0 implica que lim

n;m
�T (xn; ym) = 0:

Luego, �T (x; y) � r + s:
Por lo tanto, (X; �T ) es balanceado.
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Ejemplo 41 El ejemplo 29, es un ejemplo de una norma asimétrica que no
es T1; pues si x2 < 0 ^ x1 = 0; p (x) = 0: Es decir, existe un x = (x1; x2) 6= 0
tal que p (x) = m�ax fx2 � x1; x2 + x1; 0g = 0:
Además no existe un � > 0; tal que � kxk1 � p (x) ; 8x 2 R2: Por el

mismo argumento que no es T1: Luego p no es equivalente a k�k1 : Y tampoco
(R2; p) es balanceado, ni Hausdor¤. Aunque todo lo anterior ya podiamos
deducirlo gracias a los resultados mostrados hasta el momento. Sin embargo,
es de utilidad mencionar dicha norma asimétrica con el propósito de ilustrar
una ep : R2 ! [0;1) de�nida por

ep (x) = p (x) + kxk1 ;
que si cumple con todo lo que p no cumple. De hecho, tiene bolas abiertas

de la misma forma que las de la norma k�k1 ; pero a escala.
La teoría expuesta hasta este momento nos asegura que es una norma

asimétrica T1; y que el espacio con dicha norma asimétrica es balanceado y
Hausdor¤. Aun así, veamos por ejemplo que son equivalentes k�k1 y ep:ep (x) = m�ax fx2 � x1; x2 + x1; 0g+ kxk1
= m�ax fx2 � x1 + kxk1 ; x2 + x1 + kxk1 ; kxk1g
y se tiene que x2 � x1 � jx1j+ jx2j = kxk1 ;
luego, x2 � x1 + kxk1 � 2 kxk1 ; así 12 (x2 � x1 + kxk1) � kxk1 :
Análogamente para x2 + x1 + kxk1 ; kxk1 :
Por lo tanto, 1

2
ep (x) � kxk1 � ep (x) :

Ahora veamos que a pesar de todo lo anterior, la cuestión referente a las
bolas abiertas falla.
Sea x = (0; 0) y r > 0:
Bep ((0; 0) ; r) = f(y1; y2) : y2 � y1 + kyk ; y1 + y2 + kyk ; kyk < rg ;

Figura 2:8 Bep ((0; 0) ; r)
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Bep ((0; 0) ; r) = f(y1; y2) : y1 � y2 + kyk ;�y1 � y2 + kyk ; kyk < rg ;

Figura 2:9 Bep ((0; 0) ; r)
Beps ((0; 0) ; r) = f(y1; y2) : jy2 � y1j+ kyk ; jy1 + y2j+ kyk ; kyk < rg ;

Figura 2:10 B eP s ((0; 0) ; r)
Bk�k1 ((0; 0) ; r) = f(y1; y2) : kyk = jy1j+ jy2j < rg ;
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Figura 2:11 Bk�k1 ((0; 0) ; r)

Sin embargo, basta cambiar la norma k�k1 en este ejemplo por cualquier
otra y entonces las bolas abiertas no solo no estarán a escala, sino que ni
siquiera en su forma geométrica coincidirán.
A continuación mostramos que sucede con la forma de las bolas abiertas

usando por ejemplo k�k1

Figura 2:12 Bep ((0; 0) ; r)

Figura 2:13 Bep ((0; 0) ; r)
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Figura 2:14 Beps ((0; 0) ; r)
La bola Beps ((0; 0) ; r) obviamente no coincide en su forma con la bola de

k�k1 :

Figura 2:15 Bk�k1 ((0; 0) ; r)

Hasta este punto hemos mostrado algunos resultados que han tenido cier-
tas limitaciones (Teoremas 18 y 20), pero gracias a algunos resultados de
García-Ra¢ [1], estas limitaciones pueden ser superadas. Pues en el caso del
Teorema 18 ya no partiremos de la hipótesis de que p� sea mayor que 0 para
toda x 6= 0; sino de que p lo sea y seguir concluyendo que el espacio normado
asimétrico de dimensión �nita sea balanceado. Y en el caso del Teorema 20,
pasará de ser un resultado válido únicamente en Rn a ser válido en dimen-
sión �nita. De acuerdo a los resultados de García-Ra¢ [1] en un espacio de
dimensión �nita X, las normas asimétricas T1 son equivalentes entre ellas
mismas y a las normas en el espacio X: Más adelante haremos uso de este
hecho para obtener de parte nuestra algunas consecuencias interesantes.
Primero que nada García-Ra¢ presenta un resultado clásico:
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Lema 4 Sea (E; k�k) un espacio lineal normado de dimensión �nita, con
una base fe1; e2; :::; eng : Entonces, una sucesión (xk) en E converge a x =
�1e1 + �2e2 + ::: + �nen; si y sólo si, la sucesión i � coordenada de (xk)
converge a �i; con respecto a la norma euclidiana, i = 1; :::; n:

Y luego generaliza dicho resultado a los espacios lineales normados asimétri-
cos como sigue:

Teorema 21 Sea (E; q) un espacio lineal normado asimétrico de dimensión
�nita, con base fe1; e2; :::; eng. Entonces, una sucesión (xk) en E converge
a x = �1e1 + �2e2 + ::: + �nen con respecto a q; si y sólo si, la sucesión
i � coordenada de (xk) converge a �i; con respecto a la norma euclidiana,
i = 1; :::; n:

Dado que la prueba es algo extensa y que no le daremos algún uso no
la incluiremos, sin embargo se puede consultar en el artículo de García-Ra¢
[1].
Posteriormente presenta una de�nición y los resultados que son de nuestro

interés:

De�nición 52 Un espacio lineal normado asimétrico (E; q) es llamado nor-
mable, si hay una norma k�k sobre el espacio lineal E tal que las topologías
� dq y � k�k coinciden sobre E:

Corolario 6 Sea (E; q) un espacio lineal normado asimétrico de dimensión
�nita y T1: Entonces (E; q) es normable por la norma qs:
Demostración. Sea (xk) una sucesión en E que converge a x con respecto
a q: Por el Teorema 21 y el Lema 4 (xk)k2N converge a x con respecto a la
norma qs: Es decir, por el Teorema 21, (xk) converge a x con respecto a q si
y sólo si, la sucesión i�coordenada de (xk) converge a �i, con respecto a la
norma euclidiana, i = 1; :::; n; donde x = �1e1+ :::+�nen y fe1; :::; eng base.
A su vez, por el Lema 4; la sucesión i�coordenada de (xk) converge a �i, con
respecto a la norma euclidiana si y sólo si, (xk) converge a x con respecto
a la norma del espacio E; digamos qs: Lo cual implica que � dq coincide con
� dqs ,

�
� dq = � dqs

�
: Pues de no cumplirse que � qs � � q; existiría una (xn) tal

que qs (xn � x) < 1
n
pero q (xn � x) > ": Es decir, xn

qs�! x pero xn
q9 x: Lo

cual es una contradicción.
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Y como bien se menciona en el mismo artículo: en particular se observa
que, debido al corolario 6, el axioma de separación T1 implica el axioma de
separación T2 en el caso de dimensión �nita.
Una observación que nosotros también haremos más adelante, pero sosteni-

da mediante otro argumento.

Lema 5 Sea (E; q) un espacio lineal normado asimétrico y � dq la topología
generada por la cuasi-métrica dq: Entonces � dq es T1, si y sólo si, q (y) 6= 0;
para cada y 2 En f0g :

La demostración de este lema ya se ha mostrado anteriormente en la
Proposición 7 y se puede encontrar en Cobzas [5].
Y �nalmente en una nota (observación) aparece el resultado que nos in-

teresa:

Observación 21 ... todas las normas asimétricas sobre un espacio lineal
de dimension �nita T1 son equivalentes. El Lema 5 muestra que un espacio
lineal normado asimétrico es T1 si y sólo si, q (x) 6= 0; para toda x 2 En f0g :

De lo cual tenemos que:

Teorema 22 Las normas asimétricas T1 en un espacio normado asimétrico
de dimensión �nita X; son equivalentes entre sí (incluidas las conjugadas) y
también a las normas en el espacio X.
Demostración. Sea (E; q) un espacio lineal normado asimétrico de dimen-
sión �nita y qs la norma del supremo usual. Entonces q restringida a
S = fx 2 E : qs (x) = 1g no alcanza el cero, es decir, está acotada por

debajo. Pues si no fuera cierto, existiría una sucesión (xn) en la esfera
unitaria tal que
q (xn) �! 0 y entonces qs (xn) �! 0 por el teorema 21, pero esto no

puede ser ya que qs (xn) = 1: Así, q (xn) > 
 > 0;8x 2 S:
Sabemos que q (x) � qs (x), para toda x; pero para establecer la equi-

valencia que se a�rma resta ver la otra desigualdad, pero por la acotación
en la bola unitaria de (E; qs) se tiene que 8x 2 E; q

�
x

qs(x)

�
> 
; esto es,

q (x) > 
qs (x) :
Por lo tanto, q y qs son equivalentes

Del Teorema 22 tenemos que a nuestro conjunto de normas que son 
equivalentes en dimensión finita ya conocido, se le acaban de añadir las 
normas asimétricas T1:
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Figura 2:16 Conjunto de normas que son equivalentes en dimensión �nita.

Y ahora podemos extender algunos de los resultados previos, además de
presentar otros nuevos valiéndonos del resultado anterior.

Teorema 23 Sea (X; p) un espacio normado asimétrico de dimensión �nita.
Si p(x) > 0; 8x 6= 0 entonces p�(x) > 0; 8x 6= 0: Es decir, p�(x) es

norma.
Demostración. Recordemos que p�(x) = �{nffp(x0) + p(x0 � x) : x0 2 Xg:
Si p(x) > 0; 8x 6= 0: Sea x 6= 0; �jo. Tenemos que por ser X un espacio de
dimensión �nita y p una norma asimétrica T1; existe � > 0 tal que
� kxk � p(x); donde k�k es una norma cualquiera en X:
Luego, � kx0k+� kx0 � xk � p(x0)+ p(x0� x): Pero, kx0 � xk = kx� x0k

y kxk � kx� x0k+ kx0k :
Así, 0 < � kxk � p(x0) + p(x0 � x); 8x0 2 X:
Por lo tanto p�(x) > 0: Es decir, p�(x) es una norma.

Al igual que en Rn; del Teorema 23 podemos observar que no existe una
p norma asimétrica T1 en un espacio de dimensión �nita, tal que p�(x) = 0:
Más aún, tenemos que:

Corolario 7 Sea (X; p) un espacio normado asimétrico de dimensión �nita.
Si la topología � p es T1 entonces � p es Hausdor¤.
Demostración. Por la Proposición 12 tenemos que si � p es T1 entonces
p (x) > 0;8x 2 X:x 6= 0 , luego por el Teorema 23 p�(x) > 0; 8x 6= 0: Y
nuevamente por la Proposición 12, p�(x) > 0; 8x 6= 0 si y sólo si, � p es
Hausdor¤.
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Teorema 24 Si (X; p) es un espacio normado asimétrico de dimensión �nita
y T1, entonces es balanceado.
Demostración. Dado que p es T1 tenemos que p�(x) > 0; 8x 6= 0; luego
por el Teorema 18 se tiene que (X; p) es balanceado.

Observación 22 Dada la equivalencia que hay entre las normas asimétricas
T1 en un espacio de dimensión �nita X, en particular la que existe entre una
norma asimétrica p y su conjugada p; se tiene que el espacio (X; p) es también
balanceado. Aunque esta última a�rmación se puede concluir a partir de la
Proposición 1.2.74. en Cobzas [5].
Además, por la equivalencia de p y p se tiene que para todas las sucesiones

(un) ; (vm) sobre X; lim
n;m
�p (vm; un) = 0() lim

n;m
�p (un; vm) = 0:

Observación 23 De igual manera, (X; p) es Hausdor¤. A diferencia de lo
que sucede cuando p es únicamente una norma asimétrica, pues en tal caso
solamente se puede asegurar que (X; p; p) es Hausdor¤ a pares.
Obsérvese que (X; p) es Hausdor¤ si y sólo si, es balanceado.

Observación 24 No hemos probado que todas las cuasi-métricas T1 sean
equivalentes entre ellas mismas, ni a las métricas del espacio dado (ni en Rn
y mucho menos en dimensión �nita). Puede ser que cumplan o no dichas
propiedades.
Por ejemplo:

Ejemplo 42 Con la cuasi-métrica del Ejemplo 33, el espacio X = R es
balanceado.

Como ya lo habiamos mencionado, la completitud luce muy diferente en
espacios cuasi-métricos. La falta de simetría en la de�nición de cuasi-métrica
causa muchos problemas, principalmente en lo concerniente a la completitud,
la compacidad y la acotación total en tales espacios. Hay varias nociones de
completitud en espacios cuasi-métricos, concordando todas con la noción ha-
bitual de completitud en el caso de los espacios métricos, teniendo cada
una de ellas sus ventajas y desventajas. A continuación describiremos breve-
mente algunas de estas de�niciones de completitud, junto con algunas de sus
propiedades.
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De�nición 53 Sea (X; �) un espacio cuasi-semimétrico, (xn) sucesión en
X. La sucesión se llama:
(a) ��Cauchy por la izquierda (derecha) si para cada " > 0 existe x 2 X

y n0 2 N tales que
8n � n0; � (x; xn) < "

(� (xn; x) < "; respectivamente);
(b) �s�Cauchy si es una sucesión de Cauchy en el espacio semimétrico

(X; �s) ; esto es, para cada " > 0 existe n0 2 N tales que
8n; k � n0; �s (xn; xk) < ";

o equivalentemente, 8n; k � n0; � (xn; xk) < "; (por lo cual, cuando sea con-
veniente diremos simplemente que es ��Cauchy)
(c) K�Cauchy por la izquierda (derecha) si para cada " > 0 existe

n0 2 N tales que
8n; k; n0 � k � n =) � (xk; xn) < "

(� (xn; xk) < "; respectivamente);
(d) K�Cauchy débilmente por la izquierda (derecha) si para cada " > 0

existe n0 2 N tales que
8n � n0; � (xn0 ; xn) < "

(� (xn; xn0) < "; respectivamente).

Algunas veces, para enfatizar la cuasi-métrica �; deberíamos decir que una
sucesión es K � ��Cauchy por la izquierda, etc. La K en la de�nición viene
de Kelly [2], quien fue el primero en considerar este concepto (ver también
[7]).
A continuación introducimos con un mero propósito ilustrativo, algunas

de las propiedades y relaciones que guardan entre sí, dichos conceptos.

Proposición 15 ([8]) Sea (X; �) un espacio cuasi-semimétrico.
1. Estos conceptos estan relacionados de la siguiente forma:

�s�Cauchy =) K�Cauchy por la izquierda
=) K�Cauchy débilmente por la izquierda

=) ��Cauchy por la izquierda.
Las mismas implicaciones se cumplen para las correspondientes de�ni-

ciones por la derecha.
Ninguna de las implicaciones anteriores es reversible.
2. Una sucesión es Cauchy por la izquierda (en algún sentido) con

respecto a � si y sólo si, es Cauchy por la derecha (en el mismo sentido) con
respecto a �:
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3. Una sucesión es �s�Cauchy si y sólo si, es tanto K�Cauchy por la
derecha, como por la izquierda.
4. Una sucesión ��convergente es ��Cauchy por la izquierda y una

sucesión ��convergente es ��Cauchy por la derecha.

De�nición 54 Un espacio cuasi-semimétrico (X; �) es llamado:
� ��secuencialmente completo si cada sucesión �s�Cauchy es � ��conver-

gente ([10]) ;
� ��secuencialmente completo por la izquierda si cada sucesión ��Cauchy

por la izquierda es � ��convergente ([8]) ;
� Smyth secuencialmente completo por la izquierda (derecha) si cada

sucesión K�Cauchy por la izquierda (derecha) es �s�convergente.

De�nición 55 Un espacio cuasi-semimétrico (X; �) es llamado bicompleto
si el espacio semimétrico asociado (X; �s) es completo, es decir, cada sucesión
�s�Cauchy es � �s�convergente.

Con el mismo propósito que la proposición de arriba, mostramos las rela-
ciones que guardan dichos conceptos.

Proposición 16 Estas nociones de completitud estan relacionadas de la si-
guiente forma:
��secuencialmente completo =) K�secuencialmente completo débilmente

por la izquierda =)
K�secuencialmente completo por la izquierda =) ��completo por la

izquierda.
Las mismas implicaciones se cumplen para las correspondientes de�ni-

ciones de completitud por la derecha.

Tales de�niciones y Proposiciones (15 y 16) pueden ser consultadas en
Cobzas [5]. Y como podemos observar, no se hace alguna mención restrictiva
respecto de la dimensión del espacio cuasi-semimétrico (X; �), donde la cuasi-
semimétrica � en este caso sería la inducida por alguna norma asimétrica.
Sin embargo, nuestro propósito es analizar el caso de dimensión �nita, en el
cual obtuvimos el siguiente resultado:

Proposición 17 Sea (X; p) un espacio normado asimétrico T1 de dimensión
�nita y sea � = �p ,
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1. Las implicaciones de la Proposición 15 son reversibles.

2. Las de�niciones derechas coinciden con las izquierdas. Es decir, son
equivalentes.

3. El inciso 4: de la Proposición 15 se transforma en: una sucesión es ��
convergente si y sólo si, es ��convergente; además si la sucesión es ��
convergente entonces es ��Cauchy.

Demostración. 2: Si (xn) es ��Cauchy por la izquierda (derecha) entonces
para todo " > 0 existe x 2 X y n0 2 N tal que para toda n � n0; � (x; xn) < "
( � (xn; x) < " respectivamente).
La de�nición anterior en este caso cumple que � (x; xn) � �� (x; xn) < ";

con " = "
�
:

Es decir, si (xn) es ��Cauchy por la izquierda entonces es ��Cauchy
por la derecha y viceversa.
(Análogamente para las otras de�niciones)
1: Ahora sean n; k � n0 y " = "

2
entonces � (xn; xk) � � (xn; x) +

� (x; xk) < "
Por lo tanto, (xn) es ��Cauchy.
Con lo anterior tenemos que ��Cauchy por la izquierda implica ��Cauchy

y junto con la proposición 15 se tiene que:
�s�Cauchy=) K�Cauchy por la izquierda=) K�Cauchy débilmente

por la izquierda=) ��Cauchy por la izquierda (por la derecha)=) ��Cauchy
( �s�Cauchy).
Cerrándose así el círculo.
Además, �s�Cauchy=) K�Cauchy por la derecha=) K�Cauchy débil-

mente por la derecha=) ��Cauchy por la derecha=) ��Cauchy ( �s�Cauchy).
(2) y (3) de la proposición 15 son absorbidas por 1:
3: Debido a la equivalencia de � y � se tiene que � (x; xn) ! 0 ()

� (x; xn) ! 0: Y por la proposición 15 tenemos que si una sucesión es
��convergente entonces es ��Cauchy por la izquierda entonces por 1 es
��Cauchy o cualquiera de sus equivalentes.

De�nición 56 Un espacio normado asimétrico bicompleto (X; p) es llamado
un espacio biBanach.
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Teorema 25 Sean X espacio de dimensión �nita y p; q normas asimétricas
T1: Entonces (X; p) es biBanach si y sólo si, (X; q) lo es.
Demostración. Por hipótesis tenemos que existen �; � > 0 tales que para
todo x 2 X, �p (x) � q (x) � �p (x) :
Si (X; p) es biBanach y (xn) es una sucesión de Cauchy para q

�
�q � Cauchy

�
;

en virtud de la primera desigualdad, también lo es para la norma asimétrica p:
Luego es convergente para esta última norma asimétrica, y también lo es para
la norma asimétrica equivalente q: Esto demuestra que (X; q) es biBanach.
Análogamente se demuestra el recíproco.



Capítulo 3

Espacios Cuasi-k-Métricos y
k-Normados Asimétricos

3.1 Espacios Cuasi-k-Métricos y k-Normados

Asimétricos

A continuación damos una breve introducción a los espacios más generales
cuasi-k-métricos y k-normados asimétricos. Donde se siguen cumpliendo al-
gunos resultados ya obtenidos en Rn. Además se mostrarán algunos ejemplos
ilustrativos de k-normas asimétricas T1 que son equivalentes a las normas en
el espacio y que poseen bolas abiertas que coinciden con las bolas abiertas
de la norma dada.

3.1.1 De�niciones y ejemplos

En las siguientes de�niciones k es un número real mayor o igual a 1:

De�nición 57 Sea X un conjunto no vacío, una k�métrica sobre X es una
función d : X � X ! [0;1) la cual satisface para cualesquiera x; y; z 2 X
las siguientes condiciones:

(i) d (x; y) = 0() x = y;

(ii) d (x; z) � k(d (x:y) + d (y; z));
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(iii) d (x; y) = d (y; x) :

El par (X; d) es llamado un espacio k�métrico. Si solamente (ii) y (iii)
se cumplen, entonces el par es llamado un espacio k�semimétrico.

De�nición 58 Sea X un espacio lineal real. Una función k�kk : X ! [0;1)
es una k�norma sobre X si para cada x; y 2 X y r 2 R, se cumplen:

(i) kxkk = 0() x = 0;

(ii) krxkk = jrj kxkk ;

(iii) kx+ ykk � k(kxkk + kykk):

(X; k�kk) es llamado un espacio k�normado. De igual manera, si sola-
mente (ii) y (iii) se cumplen, entonces el par es llamado un espacio k�seminor-
mado.

Observación 25 Un espacio métrico (semimétrico) es un espacio 1�métrico
(1�semimétrico) y un espacio normado (seminormado) es un espacio 1�nor-
mado (1�seminormado).

Prescindir de la condición de simetría en la De�nición 57, da lugar a la
De�nición 59.

De�nición 59 Una cuasi�k�semimétrica sobre un conjunto arbitrario no
vacío X es una función � : X �X ! [0;1) que satisface:

(i) � (x; x) = 0;

(ii) � (x; z) � k (� (x; y) + � (y; z)) ; para toda x; y; z 2 X:

Más aún, si

(iii) � (x; y) = � (y; x) = 0 implica que x = y; para toda x; y 2 X; entonces
� es llamada una cuasi�k�métrica.

Observación 26 Una cuasi-métrica (cuasi-semimétrica) es una cuasi�1�mé-
trica (cuasi�1�semimétrica).
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Al igual que con las cuasi-semimétricas, dada una cuasi�k�semimétrica
� en un conjunto X; la conjugada � de � está de�nida por

� (x; y) = � (y; x) ; x; y 2 X:

Es sencillo veri�car que � es también una cuasi�k�semimétrica; mientras
que la función �s : X �X ! R dada por

�s (x; y) = m�axf� (x; y) ; � (x; y)g;
es una k�semimétrica.
Más aún, � es una cuasi�k�métrica si y sólo si, �s es una k�métrica

sobre X:
La siguiente desigualdad es trivialmente válida por de�nición,

� (x; y) � �s (x; y) y � (x; y) � �s (x; y) : (3.1)

De igual manera si quitamos la condición de simetría en la De�nición 58,
se da lugar a la De�nición 60.

De�nición 60 Sea X un espacio lineal real. Una función p : X ! [0;1)
es una k�norma asimétrica sobre X; si para toda x; y 2 X y r � 0 :

(i) p (x) = p (�x) = 0 implica que x = 0;

(ii) p (rx) = rp (x) ;

(iii) p (x+ y) � k (p (x) + p (y)) :

En este caso (X; p) es llamado un espacio k�normado asimétrico. Si
p solo satisface las condiciones (ii) y (iii) ; entonces es llamado un espacio
k�seminormado asimétrico. También la conjugada p de una k�seminorma
asimétrica p está de�nida por p (x) = p (�x) ; x 2 X:
Y la función ps : X ! [0;1) dada por

ps (x) = m�axfp (x) ; p (�x)g; x 2 X;
es una k�seminorma.
Aquí las desigualdades análogas a (3:1) son:

p (x) � ps (x) y p (x) � ps (x) ; para toda x 2 X: (3.2)



3.1 Espacios Cuasi-k-Métricos y k-Normados Asimétricos
72

Observación 27 Una k�seminorma asimétrica p es una k�norma asimétrica
si y sólo si, ps es una k�norma sobre X:

Una k�seminorma asimétrica p induce una cuasi�k�semimétrica �p so-
bre X; dada por �p (x; y) = p (y � x) ; x; y 2 X:

De las de�niciones podemos notar que la desigualdad triangular es lo que
diferencía a las cuasi-semimétricas (cuasi-métricas) de las cuasi�k�semimétri-
cas (cuasi�k�métricas), lo mismo sucede para el caso de las "normas" res-
pectivas; con respecto a las Proposiciones 7-3 y 12-2 o la Observación 14,
es posible generalizarlas a este nuevo contexto, pues las mismas demostra-
ciones son aplicables. Por lo anterior, dichos resultados son válidos para las
cuasi�k�semimétricas (cuasi�k�métricas) y a las k�seminormas asimétri-
cas (k�normas asimétricas).

Ejemplo 43 Sea p : Rn ! [0;1) una función de�nida por:

p (x) =

(
kxk
kxk
2

;
x1 � 0

x1 < 0
donde k�k es una norma en Rn

y x1 es la primera componente de x: Claramente se cumple que si p (x) =
p (�x) = 0 entonces x = 0: De hecho, se tiene que p (x) = 0 si y sólo
si, x = 0: También es sencillo ver que p (�x) = �p (x) ; para cualesquiera
x 2 Rn; � > 0:
De tal manera que si probamos la desigualdad triangular, tendremos que

p es una k�norma asimétrica y T1:
Sean x; y 2 Rn: Lo probaremos por casos:

Caso 1 Supongamos que x1 � 0 y

(i) y1 � 0

Entonces, x1 + y1 � 0: Luego, p (x+ y) = kx+ yk � kxk+ kyk

= p (x) + p (y) :

(ii) y1 < 0

Entonces x1 + y1 � 0 _ x1 + y1 < 0:

a) Si x1 + y1 � 0 entonces p (x+ y) = kx+ yk � kxk+ kyk
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= p (x) + 2p (y) :

b) Si x1 + y1 < 0 entonces p (x+ y) =
kx+yk
2

� kxk
2
+ kyk

2
= kxk

2
+ p (y)

� kxk+ p (y) = p (x) + p (y) :

Caso 2 Supongamos que x1 < 0 y

(i) y1 < 0

Entonces, x1 + y1 < 0: Luego, p (x+ y) =
kx+yk
2

= p (x) + p (y) :

(ii) y1 � 0

Entonces, x1 + y1 � 0 _ x1 + y1 < 0:

a) Si x1 + y1 � 0 entonces, p (x+ y) = kx+ yk � kxk+ kyk
= 2p (x) + p (y) :

b) Si x1+ y1 < 0 entonces, p (x+ y) =
kx+yk
2

� kxk
2
+ kyk

2
= kyk

2
+ p (x)

� kyk+ p (x) = p (x) + p (y) :

Por lo tanto, tenemos que p (x+ y) � 2 (p (x) + p (y)) :
Lo que signi�ca que p es una 2�norma asimétrica T1:

Además, p (x) = p (�x) =
( kxk

2

kxk
;
x1 > 0

x1 � 0
Por lo que, ps (x) = m�ax fp (x) ; p (�x)g = kxk ; para toda x 2 Rn:
Y haciendo uso de lo que ya sabemos, �p (x; y) = p (y � x) ; x; y 2 Rn

de�ne una cuasi�k�métrica T1:

Ejemplo 44 En particular si n = 2; r > 0; se tiene que las bolas abiertas
para �p; �p y �

s
p, donde k�k es la norma "usual", son de la forma:

Tenemos que B�p (x; r) =
�
y 2 R2 : �p (x; y) = p (y � x) < r

	
; sean

x = (x1; x2) ; y = (y1; y2) :
Si y1 � x1 � 0; entonces �p (x; y) = p (y � x) = ky � xk < r; y
si y1 � x1 < 0; entonces �p (x; y) = p (y � x) =

ky�xk
2

< r:
Es decir, la grá�ca de la bola abierta es:
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Figura 3:1 B�p (x; r)

Ahora tenemos que,
B�p (x; r) =

�
y 2 R2 : �p (x; y) = �p (y; x) = p (x� y) = p (y � x) < r

	
:

Así,
si y1 � x1 � 0; entonces �p (x; y) = �p (y; x) = ky � xk < r; y
si y1 � x1; entonces �p (x; y) = �p (y; x) =

ky�xk
2

< r:
Por lo tanto, la grá�ca de la bola abierta es:

Figura 3:2 B�p (x; r)

Finalmente, haciendo uso del resultado de que la intersección de las bolas
abiertas de � y su conjugada � coincide con las bolas abiertas de �s; tendremos
lo que ya sabíamos de manera analítica

�
�sp (x; y) = kx� yk

�
: Esto es, que

las bolas abiertas de �s coinciden con las de la norma elegida (la euclidiana).
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Figura 3:3 B�sp (x; r) = Bk�k (x; r)

Si en lugar de utilizar la norma euclidiana hacemos uso de alguna de las
otras normas como en ejemplos anteriores (k�k1 ; k�k1) obtendremos bolas
abiertas para el Ejemplo 44 como a continuación se muestra:

Figura 3:4 B�p (x; r) con la norma k�k1
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Figura 3:5 B�p (x; r) con la norma k�k1

Figura 3:6 B�sp (x; r) = Bk�k1 (x; r)

De manera similar para k�k1 :

Ejemplo 45 Sea p : Rn ! [0;1) una función de�nida por:

p (x) =

(
kxk1
kxk1

;
x1 � 0

x1 < 0
;

donde kxk1 = jx1j+ :::+ jxnj y kxk1 = m�ax fjx1j ; :::; jxnjg :
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Inmediatamente de estas de�niciones de las normas, se deduce fácilmente
que kxk1 � kxk1 ; para toda x 2 Rn:
Es evidente que (i) p (x) = 0() x = 0 y (ii) p (�x) = �p (x) ; � � 0:
Resta veri�car la desigualdad triangular:

(iii) Sean x; y 2 Rn;

a) Supongamos que x1 ^ y1 � 0: Entonces, p (x+ y) = kxk1 + kyk1
= p (x) + p (y) :

b) Supongamos que x1 < 0 ^ y1 < 0: Entonces, p (x+ y) = kx+ yk1
� kxk1 + kyk1 = p (x) + p (y) :
c) Supongamos que x1 � 0 ^ y1< 0: Entonces puede suceder que:

1) x1 + y1 � 0: Entonces, p (x+ y) = kx+ yk1 � kxk1 + kyk1
= p (x) + kyk1 � p (x) + n kyk1 = p (x) + np (y) :
2) x1 + y1 < 0: Entonces, p (x+ y) = kx+ yk1 � kxk1 + kyk1
= kxk1 + p (y) � kxk1 + p (y) = p (x) + p (y) :

d) Análogamente para x1 < 0 ^ y1 � 0:

Por lo tanto, p (x+ y) � n (p (x) + p (y)) ; para toda x; y 2 Rn:
Así, tenemos que p es una k�norma asimétrica.
Además, p es T1 y kxk1 � p (x) � kxk1 ; para toda x; y 2 Rn:
Y ya que k�k1 y k�k1 son normas equivalentes, existen �; � > 0 tales que

� kxk1 � kxk1 � p (x) � kxk1 � � kxk1 ; para toda x 2 Rn: Por lo tanto,
p (�) es equivalente a ambas normas y por consecuencia al resto de las normas
en Rn:

Ejemplo 46 A continuación siendo X = R2 para el Ejemplo 45, mostramos
cuales son las bolas abiertas B�p (x; r) ; B�p (x; r) ; B�sp (x; r) y el hecho de que
está última coincide con la bola abierta de k�k1 :
Si y1 � x1 � 0; entonces �p (x; y) = p (y � x) = ky � xk1 < r; y
si y1 � x1 < 0; entonces �p (x; y) = p (y � x) = ky � xk1 < r:
Por lo tanto, la grá�ca de la bola abierta B�p (x; r) es:
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Figura 3:7 B�p (x; r)

Análogamente,
Si y1 � x1 � 0; entonces �p (x; y) = �p (y; x) = ky � xk1 < r, y
si y1 � x1 > 0; entonces �p (x; y) = �p (y; x) = ky � xk1 < r:
Por lo cual la grá�ca de la bola abierta B�p (x; r) es:

Figura 3:8 B�p (x; r)

De las cuales obtenemos que la grá�ca para B�sp (x; r) es:
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Figura 3:9 B�sp (x; r) = Bk�k1 (x; r)

Al igual que se hizo con las normas asimétricas, ahora podemos plantear
resultados análogos para las k�normas asimétricas que se siguen cumpliendo.
Lo anterior, tan solo haciendo unos ligeros y simples ajustes en las demostra-
ciones ya realizadas en el caso de las normas asimétricas. A decir,

Teorema 26 Sean k � k y P , norma arbitraria y k�norma asimétrica arbi-
traria (respectivamente) en Rn. Entonces, existe � > 0 tal que P (x) � �kxk;
para toda x 2 Rn.
Demostración. Basta demostrarlo con la norma k � k1 y utilizar la transi-
tividad de la relación de equivalencia �normas equivalentes�.
Sea x 2 Rn y fe1; : : : ; eng base canónica de Rn.
Luego, x = x1e1 + : : :+ xnen.
Así, P (x) = P (x1e1 + : : :+ xnen) � k(P (x1e1) + : : :+ P (xnen))

= k(jx1jP ((�1)
x�1
x1 e1) + : : :+ jxnjP ((�1)

x�n
xn en))

� k�(jx1j+ : : :+ jxnj) = �kxk1 ,donde x� := m�axf�x; 0g; x 2 R;
� = m�axfP (e1); : : : ; P (en); P (�e1); : : : ; P (�en)g y � = k�.
Por lo tanto, P (x) � �kxk1:

Teorema 27 Sean k � k y P , norma arbitraria y k�norma asimétrica arbi-
traria (respectivamente) en E espacio de dimensión �nita. Entonces, existe
� > 0 tal que P (x) � �kxk; para toda x 2 E.
Demostración. Utilizando el mismo razonamiento que en el Teorema 26
obtenemos el resultado deseado.
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Teorema 28 Sean k � k y P , norma arbitraria y k�norma asimétrica T1
arbitraria respectivamente, en Rn. Entonces, existen �; � > 0 tales que

�kxk � P (x) � �kxk; para toda x 2 Rn:

Demostración. Basta probar el resultado utilizando la norma k � k1, pues
el Teorema 12 para normas equivalentes y el hecho de que la relación de
�normas equivalentes� es una relación de equivalencia, nos permiten hacer
la transición hacia cualquier otra norma de Rn:
Para probar la segunda desigualdad P (x) � �kxk1 tan solo aplicamos el

Teorema 26.
Supongamos ahora que la primer desigualdad �kxk1 � P (x) es falsa, lo

que implica que para cada � = 1=m (m natural) existe un vector xm tal que
P (xm) <

1
m
kxmk1. Consideremos la sucesión ym = xm

kxmk1
(m 2 N), que

veri�ca kymk1 = 1.
Como (ym) es una sucesión acotada �pues kymk1 = 1- contiene una sub-

sucesión convergente a un punto a 2 Rn, ymj
!
j
a.

Tenemos kak1 = lim
j



ymj




1
= 1, luego a 6= 0.

Por otra parte, aplicando la propiedad triangular obtenemos:
P (a) � k

�
P (a� ymj

) + P (ymj
)
�
� k�ka� ymj

k1 + k 1
mj
!
j
0.

Así, P (a) = 0 y a = 0. Contradicción!!
Por lo tanto, �kxk1 � P (x) para toda x 2 Rn.
Juntando ambos resultados se tiene que: �kxk1 � P (x) � �kxk1, para

toda x 2 Rn.
Así, P (a) = 0 y a = 0. Contradicción!!
Por lo tanto, �kxk1 � P (x) para toda x 2 Rn.
Juntando ambos resultados se tiene que: �kxk1 � P (x) � �kxk1, para

toda x 2 Rn.
Es decir, son equivalentes y por lo tanto generan la misma topología.

De lo anterior podemos concluir que las normas, las normas asimétricas
T1 y las k�normas asimétricas T1 en Rn, son equivalentes entre sí. Es de-
cir, al conjunto de normas equivalentes en Rn ya existente le acabamos de
añadir nuevos elementos, en este caso las k�normas asimétricas T1; pues
previamente ya le habiamos añadido las normas asimétricas T1:
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Figura 3:10 Conjunto de normas equivalentes en Rn:



Conclusiones

Creo que después de �nalizado el presente trabajo de Tesis, se puede con-
cluir que se cumplieron y cubrieron de manera exitosa los objetivos plantea-
dos al inicio. Además de que puede servir como material introductorio a los 
espacios asimétricos, de manera más precisa a los normados asimétricos de 
dimensión �nita T1; se logró trasladar algunos de los resultados clásicos, se 
generaron nuevos resultados apoyados de estos últimos y de los ya existentes 
en la literatura referente a espacios asimétricos.

En el caso de los resultados para espacios asimétricos equivalentes a los 
clásicos, pudimos observar que sus demostraciones en general únicamente 
tuvieron que ser ajustadas al nuevo contexto; aunque esto no signi�ca que 
haya sido siempre sencillo. Lamentablemente no pudimos demostrar por 
nuestros medios un resultado que resultó ser de una importancia relevante, 
nos referimos al Teorema 27. Pero para nuestra fortuna nos percatamos de 
que García-Ra¢  ya lo había hecho previamente [1].

También pudimos notar en el caso de los asimétricos normados de entrada 
dos cosas, la primera es que en la literatura no hay muchos resultados en 
dimensión �nita y la segunda es que en dimensión �nita se llegan a cumplir 
cosas que en general no se cumplen en los asimétricos. Como el hecho de 
que en los normados asimétricos T1 implica T2 en dimensión �nita, pero no 
en general. Cuestiones que quizás resulten obvias para los conocedores del 
tema, pero no para aquellos que apenas comenzamos.

Evidentemente aún hay muchas interrogantes por responder, no sola-
mente las relacionadas a este trabajo de tesis, sino de manera general en los 
asimétricos. En nuestro caso particular, hay preguntas como las siguientes:
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Conjetura 1 Recordando el ejemplo 30, nos podemos plantear la siguiente 
pregunta: ¿Dado un espacio normado de dimensión �nita, es siempre posible
encontrar ya sea una norma asimétrica, una norma asimétrica T1 o una
k�norma asimétrica no simétricas tal que coincidan las bolas abiertas con
las de la norma del espacio y/o que sean equivalentes a la norma elegida del
espacio?

En el caso de las k�normas asimétricas T1 la respuesta es a�rmativa para
ambas cuestiones, como se muestra precisamente en los Ejemplos 43, 44 y
45. En el caso de las normas asimétricas T1 solamente podemos a�rmar la
cuestión de la equivalencia. En el resto de los casos no lo sabemos.

De igual forma nos faltó mostrar un ejemplo de cuasi-métrica T1 que no 
proviniera de una norma asimétrica y que no cumpliera con que el espacio
fuese balanceado. Pues un ejemplo de cuasi-métrica T1 no proveniente de una 
norma asimétrica donde si cumple que el espacio cuasi-métrico es balanceado
ya fue mostrado en el Ejemplo 42. No sabemos si los cuasimétricos T1 son 
siempre balanceados. No pudimos probarlo ni encontrar un contraejemplo. 
En el Teorema 24 se establece que en dimensión �nita esto es cierto si la 
cuasimétrica proviene de una norma asimétrica.
De tal manera que hay mucho camino por recorrer y mucha historia por 

escribir en los espacios asimétricos.
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