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Introduccion

Un 4lgebra asociativa sobre un campo K algebraicamente cerrado es una
estructura algebraica con operaciones compatibles de suma, multiplicacién
(asociativa) y una multiplicacion escalar por elementos de K. Una forma de
encontrar este tipo de objetos es estudiando un carcaj, que en esencia es una
grafica que admite ciclos y flechas multiples y que de manera natural produce
un algebra denominada algebra de caminos. La via principal para estudiar
las algebras de caminos son sus representaciones, estas son una sustitucién
en las que a los puntos del carcaj se le asocian espacios vectoriales y a sus
flechas les corresponden transformaciones lineales.

En términos generales, la Teoria de Representaciones de Algebras se re-
fiere a la clasificacion de los médulos indescomponibles sobre un algebra y
los morfismos entre ellos. En la década de los anos 70 del siglo pasado Pierre
Gabriel asoci6 un carcaj con relaciones a un algebra basica [1], construyendo
un puente entre representaciones de algebras asociativas y representaciones
de carcajes.

Durante esta misma década, Maurice Auslander e Idun Reiten definieron
las sucesiones que casi escinden, hoy en dia llamadas sucesiones de Auslander-
Reiten [I]. Esto motivo a que a finales de la misma década se desarrolla-
ra el concepto de carcaj de Auslander-Reiten, convirtiendo a la Teorfa de
Auslander-Reiten en una de las herramientas mas habituales para estudiar
las categorias mod A. En este caso, a una categoria de modulos sobre un
algebra se le asocia un carcaj llamado carcaj de Auslander-Reiten conforma-
do por clases de isomorfismo de mddulos indescomponibles como puntos y
morfismos irreducibles como flechas.

A toda superficie de Riemann (posiblemente con frontera) con puntos
marcados se le puede asociar un carcaj con relaciones [2]. De manera parti-
cular, a partir de un disco con puntos marcados en la frontera se construyen
triangulaciones. Si se tiene un disco triangulado, es posible asociarle un car-
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10 Introduccién

ca] y a este ultimo un potencial. Asi, teniendo un carcaj con potencial, se
obtiene un algebra Jacobiana asociada a dicho disco, la cual es un algebra
de carcaj acotado que se puede estudiar mediante la Teoria de Auslander-
Reiten.

Las triangulaciones anteriormente mencionadas que se atribuyen a los dis-
cos con puntos marcados estan relacionadas mediante flips, es decir, mediante
cambios en un unico arco de la triangulaciéon. Esta relacién en términos de
sus categorias de médulos se expresa con una equivalencia de categorias co-
ciente [4], la cual puesta en términos de carcajes de Auslander-Reiten resulta
ser bastante grafica.

La estructura del presente trabajo de tesis es la siguiente.

A lo largo del capitulo 1 se presentan los conceptos bésicos de la Teoria
de las 4lgebras de caminos, mediante las cuales se construye una equivalencia
a través de la categoria de moédulos y la categoria de representaciones. De
este modo, se muestran resultados que indican cémo contruir algunas clases
de modulos a través de representaciones.

En el capitulo 2 se muestra la Teoria de Auslander-Reiten, con el pro-
poésito de mostrar una herramienta para capturar toda la informacion de la
categoria mod A en un carcaj denominado carcaj de Auslander-Reiten.

El capitulo 3 se basa en el articulo [2], aqui se presenta cémo es po-
sible asociarle a un disco con puntos marcados en la frontera, un algebra
Jacobiana.

Finalmente, en el capitulo 4 se expone el Teorema de Keller-Yang adap-
tado para estas categorias. La construccién de las categorias mod A para
algunas superficies y la forma grafica de la manifestacion del Teorema de
Keller-Yang en estas categorias.

Como complemento, se anadié un apéndice a manera de glosario con los
funtores y algunas de sus propiedades que han sido de utilidad durante los
capitulos anteriormente senalados.

Brenda Rosalia Policarpo Sibaja.
Agosto de 2018.



Capitulo 1

Introduccion a la teoria de las
algebras de caminos

Este capitulo estd dedicado a introducir el concepto de carcaj y algebra
de caminos, asi como a relacionarlos con el concepto de &lgebra y médulo.
La principal referencia para esto es [1] y [3].

En la seccion 1.1 se proporcionan definiciones y ejemplos de dlgebra y de
modulo sobre una algebra. Se muestra con un ejemplo como se pueden des-
cribir todos los médulos sobre un dlgebra por medio de una terna formada
por dos espacios vectoriales y un morfismo entre ellos. También se presentan
definiciones de otros conceptos relacionados con estos médulos. En la seccién
1.2 se presenta la definiciéon de carcaj y se muestra como se pueden utilizar
estos para construir dlgebras mediante. En la seccién 1.3 se definen las repre-
sentaciones lineales de un carcaj y se describe, sin demostracién, la manera
de asociar modulos sobre un &dlgebra con representaciones. El Teorema de
Gabriel (Teorema establece la relacion estrecha entre estas construccio-
nes. En la seccién 1.4 se explica cémo se pueden describir las representaciones
asociadas a diversos tipos de médulos sobre un algebra construida a partir
de un carcaj.

En adelante, con K se denotard un campo algebraicamente cerrado.

11



12 Capitulo 1. Introduccién a la teoria de las dlgebras de caminos

1.1. Algebras y médulos

Definiciéon 1.1. Sea K un campo. Una K-algebra es un anillo A con ele-
mento identidad tal que A tiene estructura de K-espacio vectorial compatible
con la multiplicacién del anillo, esto es, tal que

A(ab) = (aX)b = a(\b) = (ab)\

para todo A € K y para todo a,b € A.

Una K-algebra A es de dimension finita si la dimensiéon dimg A del K-
espacio vectorial A es finita.

Definicién 1.2. Un K-subespacio vectorial B de una K-algebra A es una
K-subalgebra de A si la identidad de A pertenece a B y bb’ € B para todo
b,b € B.

Ejemplo 1.1. El campo K es una K-algebra.

Ejemplo 1.2. El anillo K[t] de todos los polinomios en la variable ¢ con

coeficientes en K y el anillo Kty,...,t,] de todos los polinomios en variables
conmutativas t1,...,t, con coeficientes en K, son algebras de dimension
infinita.

Ejemplo 1.3. El anillo M, (K') de matrices de tamano n x n con coeficientes
en el campo K, es una K-algebra no conmutativa.

En general, si A es una K-algebra, M, (A) es una K-algebra.

Ejemplo 1.4. El subconjunto

K 0 0
K K 0
K K K

de M, (K) que consiste de todas las matrices triangulares inferiores en M, (K)
es una K-subdalgebra de la K-algebra M, (K).

Ejemplo 1.5. Si n = 3, el subconjunto
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K 0 0
A=10 K 0
K K K

de M3(K) es una K-subélgebra de M3(K) y también es una K-subalgebra
de T3(K).

Un elemento e de una K-dlgebra es idempotente si €2 = e. Si eq, e
son elementos idempotentes de una K-algebra A, e1,es son ortogonales si
e1eo = egeq = 0. Un elemento idempotente e es primitivo si e = e; + eg con
e1, e2 idempotentes ortogonales, implica e; =0 0 ex = 0.

Ejemplo 1.6. (a) Cualquier K-éalgebra tiene dos elementos idempotentes
triviales 0 y 1. En los ejemplos 0 y 1 son los tinicos elementos
idempotentes.

(b) Para la K-algebra M, (K) la matriz identidad I,, es un elemento idem-
potente. Sin embargo las matrices E; € M, (K) con las siguientes en-
tradas

oL siis]
T, sii#j

para cada i € {1,...,n} conforman un conjunto completo de ele-
mentos idempotentes ortogonales primitivos, es decir son elementos
idempotentes, ortogonales y primitivos a pares de M, (K) tales que

n
Ly (k) = Bn = E1 + -+ + E, ¥y My (K) = @ EM,(K).
=1

Definiciéon 1.3. Un K-subespacio vectorial I de una K-algebra A es un
ideal a derecha de A (o ideal a izquierda de A) si za € I (0 ax € I,
respectivamente) para todo x € [ y a € A.

Llamaremos a I un ideal (o un ideal a ambos lados) de A si I es un ideal
a derecha de A y un ideal a izquierda de A.

Si I es un ideal de una K-algebra Ay m > 1 es un entero, I"™ denota el
ideal a ambos lados de A generado por todos los productos de m elementos
de I.

Un ideal I es nilpotente si existe m > 1 tal que I = 0.
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Ejemplo 1.7. Sean mq,mao, ..., m, enteros positivos y

A = Klti, to, ... 6]/, 652, ... t7). El ideal T = (t1,12,...,%,), don-
de t; = t;/(t]", 5%, ..., ti"") para cada ¢ € 1,...,n es nilpotente, pues
pramama ),

Definicion 1.4. El radical rad A de una K-édlgebra A es la interseccion de
todos los ideales maximales a derecha en A.

rad A= () I

ICA
I mazimal

Un algebra A es local si tiene un dnico ideal maximal a derecha.

El siguiente Lema es una consecuencia directa de las definiciones, la prue-
ba se encuentra en [I].

Lema 1.1. Sea radA el radical de un &lgebra A.

(a) Sibe Ay aerad A, entonces 1 —ab y 1 — ba tienen inverso.

(b) rad A es la interseccion de todos los ideales maximales a izquierda
de A.

(c) rad A es un ideal a ambos lados y rad(A/rad A)=0.

(d) Si[I esun ideal a ambos lados nilpotente de A, entonces I C rad A. Si
ademas, el algebra A/ = K”ﬂ para algtn m, entonces I = rad A.

Ejemplo 1.8. El radical de T, (K) es el conjunto de matrices estrictamente
triangulares inferior.

Ejemplo 1.9. Sean sq,..., s, enteros positivos y sea
A= Klt1,...,tp)/ (t7,...,t5*). Dado que I = (t1,...,t,) de A generado
por las clases laterales ti,...,t, de las variables t1,...,%, modulo el ideal

(t3',...,ti) es nilpotente pues I"™ = 0. Por el Lema [1.1(d) se tiene I C rad
A. Ademas A/I = K", por este mismo lema se cumple que rad A = [.

Definicion 1.5. Sea A una K-élgebra. Un A-mo6dulo a derecha es un par
(M,-), donde M es un K-espacio vectorial y - : M x A — M, (m,a)— ma,
es una operaciéon binaria que satisface las siguientes condiciones:

(a) (x +y)a=2zxa+ya

!Esto significa que A es isomorfo a m copias de K.
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para todo x,y € M, a,be Ay A € K.

La definiciéon de A-médulo a izquierda es andloga.

Con My, (4M) se denotara al A-modulo a derecha (a izquierda, resp.)
(M,-). Con Ayx se denotard al algebra A vista como A-moédulo a derecha y
AA como A-modulo a izquierda.

Un A-moédulo M es de dimensidn finita si la dimensiéon de M visto como
K-espacio vectorial es finita.

Un A-moédulo a derecha M se dice generado por los elementos mq, ..., mg
de M si cualquier elemento m € M tiene la forma m = miai + -+ + msag
para algunos ai,...,as € A.

Un moédulo M es finitamente generado si estd generado por un niimero
finito de elementos de M.

Un K-subespacio M’ de un A-modulo a derecha M se dice un A-submddulo
de M si ma € M’ para todo m € M' y a € A. En este caso, el K-espacio
vectorial M /M’ tiene una estructura natural de A-modulo.

Con Mod A se denotaré a la categoria abeliana de todos los A-moédulos
a derecha, es decir la categoria cuyos objetos son A-modulos a derecha, los
morfismos son homomorfismos de A-médulog?]y la composicion de morfismos
es la composiciéon usual de mapeos.

Asimismo, mod A denotara a la categoria de A-mo6dulos finitamente ge-
nerados, cuyos objetos son A-mo6dulos a derecha finitamente generados y los
morfismos y composicion de ellos son los mismos que en Mod A.

Ejemplo 1.10. Sea A la K-subélgebra de matrices triangulares inferiores
de M, (K),

1=l K

2Un homomorfismo f de A-moédulos a derecha es un mapeo K-lineal que cumple
f(ma) = f(m)a para todo m € M y a € A.
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Es evidente que las matrices e = <(1) 8), ey = <8 (1)> y e = (? 8)

forman una K-base de A sobre K. 1p = e1 + e2 y e1ea = ese; = 0. De
aqui que todo X en modA tiene una descomposiciéon en suma directa como
sigue: X = Xe; @ Xeo, donde Xey y Xeo son espacios sobre K. Ademas,

a1 0> EAyx:(xl,xg) € Xconz € Xeyy
a1 G22

T9 € Xeo, tenemos que

para cualquier a = <

za = (x1a11 + T20a21, T2a22) = (T1011 + fx(22)az1, T2a22)

donde fx : Xea — Xeyp es el mapeo K-lineal dado por la formula fx(z9) =
Toe2] = T2€21€].

Con lo anterior, X puede ser identificado con la terna (X 1 <f—X X2>.

Maés atn, cualquier homomorfismo de A-modulos (h : X — Y') puede ser
identificado con el par (hy, he) de mapeos K-lineales hy : X7 — Y7,
ho : Xo — Y5 que son las restricciones de h a, respectivamente, Xe; v Xes.
Estos mapeos satisfacen la ecuacién hi fx = fy ho.

La correspondencia inversa de X +— (X1 <f—X Xg) estd definida asocian-

do a cada terna (Xl <i X2> con X1, X9 K-espacios vectoriales y

f €Hompg (X1, X2) el K-espacio vectorial X = X; @ X9 dotado con la ac-
cion por la derecha - : X x A — X de A en X definida por la féormula

0
(ibl,xg)(Z; a22> = (.1‘1(111 + f<$2)a21,x2a22), donde x1 € X1, 22 € X y

(“” 0 >e A
a1 Qg2
Definiciéon 1.6. Un A-modulo a derecha M es indescomponible si M es

distinto de cero y M no se descompone como suma directa M = L & N,
donde L y N son A-modulos distintos de cero.

Definicion 1.7. Una K-algebra de dimension finita A es de representacion
finita (o de tipo de representacion finita) si el nimero de las clases de
isomorfismo de A-moédulos a derecha indescomponibles de dimension finita
es finito.

Cualquier moédulo simple (cuya definicion se presenta a continuacion), es
indescomponible.
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Para las definiciones de las siguientes clases importantes de mddulos, se
seguird teniendo el supuesto de que K es un campo algebraicamente cerrado
anadiendo el hecho de que A se considerara una K-algebra de dimensién fini-
ta. Para estos conceptos tinicamente se considerard la definicién, puesto que
ejemplos de ellos se presentan en la seccion [I.4] donde estos son construidos
de una forma més sencilla.

Definicion 1.8. (a) Un A-mddulo a derecha S es simple si es distinto de
cero y cualquier submoédulo de S es o bien cero o S.

(b) Un modulo M es semisimple si es una suma directa de modulos sim-
ples.

(¢) El radical radM de un A-modulo M es la interseccion de todos los
submodulos maximales de M.

(d) Para cualquier A-médulo M, el submodulo soc M de M generado por
todos los submo6dulos simples de M es un médulo semisimple llamado
soclo de M.

(e) El A-médulo top M = M /rad M, llamado el top de M, es un
A/rad A-moédulo a derecha con respecto a la accion de A/rad A dada
por la formula (m+rad M) - (a+rad A) = ma+radM.

El siguiente teorema es de gran importancia en Teoria de Modulos, la
demostracion es bien conocida y se encuentra en [I].

Teorema 1.1 (Teorema de Descomposicion Unica). Sea A una K-
algebra de dimension finita.

(a) Cada modulo M en mod A tiene una descomposicion M = M & --- &
M,,,, donde My, ..., M,, son moédulos indescomponibles y la K-algebra
de endomorfismos End Mj es local para cada j =1,...,m.

n

m
(b) Si M = @ M; = @ Nj, donde M; y N; son indescomponibles, enton-

=1 7=1
ces m = n y existe una permutacion o de {1...,n} tal que M; = Ny,
paracadai=1,...,n.

Definicién 1.9. (a) Un A-modulo a derecha F es libre si F' es isomorfo
a una suma directa de copias del médulo A 4.
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(b) Un A-mé6dulo a derecha P es proyectivo si, para cualquier epimor-
fismo h : M — N, el mapeo inducido Hom 4 (P, h) : Hom(P, M) —
Hom 4 (P, N) es sobreyectivo. Esto es, para cualquier epimorfismo h :
M — N y cualquier f € Homy (P, N), existe un f' € Hom 4 (P, M) tal
que el siguiente diagrama conmuta

P
g
M N 0

(¢) Un A-médulo a derecha P es inyectivo si, para cualquier monomorfis-
mo u : L — M, el mapeo inducido Hom 4 (u, F) : Hom(M, E) —-Homu (L, F)
es sobreyectivo. Esto es, para cualquier monomorfismo u : L — M y
cualquier g € Homy (L, E), existe un g’ € Hom (M, E) tal que el si-
guiente diagrama conmuta

0 L “ M
Jg //
g
>
E
Definicién 1.10. Sea A una K-algebra con un conjunto completo {ey,...,e,}

de idempotentes ortogonales primitivos. La K-4lgebra A es basica si ¢;A 2
ejA, para todo i # j.

Definiciéon 1.11. Sea A una K-algebra con un conjunto completo {eq, ..., ey}
de idempotentes ortogonales primitivos. Un algebra basica asociada a A
es el algebra

Ab = e Aey

donde eq = €5, +---+¢€j,, ¥ €j;,-..,¢j, son elegidos de modo que
ej; A % e;, A parai # ty cada modulo esA es isomorfo a uno de los médulos
€j1A, <y €4 A.

[e3

1.2. Carcajes

Definiciéon 1.12. Un carcaj Q = (Qo, @1, s,t) es una cuadrupla que con-
siste de dos conjuntos: @y (cuyos elementos son llamados vértices) y Q1
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(cuyos elementos son llamados flechas), y dos mapeos s,t : Q1 — Qo que
asocian a cada flecha a € Q1, su fuente s(a) € Qo y su objetivo t(a) € Qo,
respectivamente.

Es decir
fuente(a) - ——=——— - objetivo(a).

En otras palabras, un carcaj es una grafica orientada que admite ciclos
y flechas multiples entre dos vértices. Las flechas del carcaj son las que de-
terminan la orientaciéon de este.

En adelante, nos referiremos al carcaj Q = (Qo, Q1,s,t) como @, y para
denotar a € @1 con fuente s(a) = a y objetivo t(«) = b, se escribira
a:a—bobien, a = b.

Un carcaj @ es finito si Qo y @1 son conjuntos finitos.

Un carcaj Q es conezo si la grafica subyacente @ (la grafica obtenida al
ignorar la orientacion de @) es una grafica conexa.

Definicion 1.13. Sea Q un carcaj y a,b € QQp. Un camino de longitud ¢
> 1 con fuente a y objetivo b (de a a b) es una sucesion

(a]ai,ag,...,a0|b),

donde ap € Qo para todo 1 < k < £y se tiene s(a1) = a,t(ag) = s(agt1)
para cada 1 <k < ly t(ay) =D.

Es decir,
(0% (0% «
a S a Zagam —5b

A cada punto a € Qg se le asocia un camino de longitud 0, llamado el
camino estacionario en a y denotado por

gq = (al| a).

Un camino de longitud ¢ > 1 es llamado un ciclo si su fuente y objetivo
coinciden. Un ciclo de longitud 1 es llamado un lazo. Un carcaj es llamado
aciclico si no contiene ciclos.

Ejemplo 1.11.
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ao_)

Lazo

N

A0 <— OC

Ciclo de longitud 3

Definicion 1.14. Sea @ un carcaj. El algebra de caminos K@ de @ es la
K-algebra cuyo K-espacio vectorial subyacente tiene como base al conjunto
de todos los caminos (a | aq,...,ap | b) de longitud ¢ > 0 en @ tal que el
producto de dos vectores en la base (a | a1,...,a0 | b) y (¢ | B1,...,0k | d)
de K@ esta definida como

(@|oq,....ap | b)(c|Br,..., Bk [ d) =bpe(a] ar,... ap B1,..., B | d),

donde dp. denota la delta de Kronecker. Es decir, el producto de dos caminos
es la concatenacion de ellos cuando ésta es compatible (en este caso, cuando
t(ay) = s(B1)) y cero en caso contrario.

Con lo anterior, se tiene que existe una descomposicién en suma directa,

KQ=KQidoKQdKQs®-- - DKQy&®---

del K-espacio vectorial K@, donde KQy es el subespacio de K(@Q generado
por el conjunto @)y de todos los caminos de longitud £.

Note que K@y - KQp C KQpim para todo n,m > 0, pues es el producto
en K@ de dos caminos de longitud n y m, que resulta un camino de longitud
n+m o cero (pero cero también estd en K Q4 pues es un espacio vectorial).

Ejemplo 1.12. Sea @ el carcaj
lo «+—%— 02

Los caminos de longitud 0 son los caminos estacionarios €1 y €2. El tinico
camino de longitud 1 es a. No hay caminos de mayor longitud. El algebra
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de caminos K@ tiene como base al conjunto {e1,e2,a}. Su descomposicion
en suma directa es

KQ=KQo® K

donde KQo = (e1,22) y KQ1 = ().

Esta algebra de caminos tiene por tabla de multiplicacion:

‘ €1 &2 «
€1 | €1 0 0
o | 0 & «
ala 0 0

Claramente, KQ es isomorfa a la K-dlgebra de matrices triangulares
inferiores de tamafio 2 x 2

i - {f Y renees]

donde el isomorfismo estd inducido por el mapeo K-lineal tal que

Lo oo oo
L7700 ol 27 0o 1|0 YT 1 ol

Ejemplo 1.13. Sea Q) el carcaj

N

1o<—03

El algebra de caminos K@ tiene como base al conjunto infinito
{517 £2,83,0, Ba v, O[ﬁ, 677 vy, 05/8’}/, ... }

Su descomposiciéon en suma directa estd dada por:

KQ=KQ® KQ ®KQ2®---

donde KQo = (e1,€2,€3), KQ1 = (o, B,7), KQ2 = (a3, Bv,va),
KQ3 = <aﬁ7a 57a77a5>7 etcétera.

Por lo tanto, K@ es un algebra de dimensién infinita.
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Ejemplo 1.14. Sea Q) el carcaj

30 *>6 ol

| s

40 —— 02

El algebra de caminos K@ tiene como base al conjunto
{e1,€2,e3,€4, 0, B,7,9,aB,7d}. Por tanto K@ es un algebra de dimension
10. Su descomposicién en suma directa es:

KQ=KQo® KQ® KQ>

donde KQO = <€1752753754>7 KQl = <O¢>5377 5> Yy KQQ = <aB776>

Lema 1.2. Sea @@ un carcaj y K@ su algebra de caminos. Entonces

(a) KQ es un algebra asociativa.
(b) KQ tiene un elemento identidad si y s6lo si Qg es finito.

(¢) KQ es de dimension finita si y sélo si @ es finito y aciclico.

Demostracion. (a) KQ es un algebra asociativa debido a la definicion de
multiplicacién porque el producto de los vectores de la base es la con-
catenacion de caminos, que es una operaciéon asociativa.

(b) Si Qo es finito, es inmediato que »_ &, es una identidad para KQ.
a€Qo

Si suponemos ahora que Qg es infinito y que K@ tiene un elemento
m

identidad 1 = ) A\jw; (donde cada \; son escalares distintos de cero
i=1

y cada w; son caminos en Q). El conjunto @, de los objetivos de los

w; tiene como méaximo m elementos y, en particular, es finito. Sea

a € Qo\Qy, entonces g, - 1 =0, lo cual es una contradiccion.

(¢) Supongamos que @ es infinito. Luego K@ tiene una base de dimension
infinita por lo que K@ es de dimensién infinita. Si suponemos que
w = ajag---ap es un ciclo en @, entonces para cada t > 0, tenemos
un vector de la base para KQ es w! = (ajas -+ ayp)t Asi que de nueva
cuenta, K@) es de dimension infinita.
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Reciprocamente, si ) es finito y aciclico, inicamente contiene una can-
tidad finita de caminos y por lo tanto K@) es de dimensién finita.

O

Ejemplo 1.15. Sea @ el carcaj

3OL>01

dl s

40 —— 02

De acuerdo al Lema [1.2) 1 = &1 + e + &3 + 4.

En efecto,

(e1+ex+es+eq) a
El-ater-atez-ates o
0+0+0+«

Q.

(e1+e2+ez+eq) B
e1-Bt+ex-Btes-Btes-fB
0+58+0+0

B.

a-(e1+e2+e3+¢eq)
a1 ta-gat+a-e3+a-ey4
0+a+0+0

Q.

B-(e1+e2+e3+¢q)
B-ertB-eat+B-ez3+P-eq
B84+04+0+0

5.

De manera similarvy-1=1-y=~vyd-1=1-§=9.
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Definicién 1.15. Sea () un carcaj finito y conexo. El ideal a ambos lados
del algebra de caminos K@ generado (como un ideal) por las flechas de @
es llamado el ideal de flechas de K@ y se denota por Rg (o R si no hay
confusion).

Notemos que existe la siguiente descomposicién en suma directa

Ro=KQ ®KQ:® - dKQy®---

del K-espacio vectorial Rq, donde KQy es el subespacio de K@ generado
por el conjunto @y de todos los caminos de longitud ¢. En particular, el K-
espacio vectorial subyacente de Rq estd generado por todos los caminos en
Q@ de longitud ¢ > 1.

Esto implica que para cada £ > 1, se tiene

RY =P KQm.

m>/{

De modo que Ré es el ideal de K@ generado, como K-espacio vectorial, por
el conjunto de todos los caminos de longitud > ¢ en Q.

Como consecuencia, Rg / Rgrl estd generado por las clases residuales de
todos los caminos en @ de longitud (exactamente) igual a ¢ y existe un
isomorfismo de K-espacios vectoriales Ré / Rgl =~ KQy.

Si @ es un carcaj finito, entonces el algebra de caminos K@ de @ es
asociativa y con elemento identidad. Sin embargo, la dimensién de KQ de-
pendera de @: KQ es de dimensién finita si y sélo si @ es aciclico Cuando
un 4lgebra de caminos K@ es de dimensi6n infinita se estudia el cociente de
KQ con algun ideal Z tal que KQ/Z es de dimension finita. El tipo de ideales
que cumplen lo anterior corresponden a la siguiente definicion.

Definicién 1.16. Sea @ un carcaj finito y Rq el ideal de flechas del algebra
de caminos K Q. Un ideal a ambos lados Z de K@ se dice admisible si existe
m > 2 tal que
2
Ry €T C Rp,.

Si Z es un ideal admisible de K@, el par (Q,Z) se dice que es un car-
caj acotado. El algebra cociente KQ/Z se dice que es el algebra del carcaj
acotado (@, Z), o bien, un dglgebra de carcaj acotado.
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De la definiciéon anterior se deduce que un ideal Z de K@ contenido en
RQQ es admisible si y s6lo si contiene todos los caminos cuya longitud es la
mayor posible.

Se puede demostrar que este es el caso si y s6lo si, para cada ciclo o,
existe s > 1 tal que ¢® € Z. En particular, si @ es aciclico, cualquier ideal
contenido en Ré es admisible.

Ejemplo 1.16. Sea @ el carcaj
v 6
lo &—— 20 +—=— 03
B

Cada uno de los ideales Z; = (af8) y Zo = (o — ay) son admisibles. Las
algebras de carcaj acotado KQ/Z; y KQ/Zs son isomorfas bajo el isomor-
fismo KQ/Z, — KQ /I, inducido por la correspondencia ¢; — ¢; para cada
i=1,23a—a, B—=B—ayy—n.

Ejemplo 1.17. Sea Q el carcaj
2
N
l<—7—3

El ideal Z = (af, B, va) es admisible, pues Z C RQQ. Ademas, para R?),
los caminos de longitud > 4 y cualquier objetivo contienen un producto de la
forma a3, By 0 ya, y por lo tanto estdn en Z. El algebra del carcaj acotado

(Q.T) es KQ/I—(1,%3,23, @, B, 7).

Definicién 1.17. Sea @ un carcaj. Una relacién en @) con coeficientes en
K es una combinacién K-lineal de caminos de longitud al menos dos que
tienen la misma fuente y objetivo. Asi, una relacion p es un elemento de K@

tal que
m
p= Z A1w;
i=1

donde \; son escalares (no todos cero) y los w; son caminos en ) de longitud al
menos 2 tales que, si i # j, entonces la fuente (o el objetivo, respectivamente)
de w; coincide con el de wj, es decir, s(w;) = s(w;), t(w;) = t(w;).
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Si m = 1, una relacién es llamada relacidén cero o relacién monomial. Si
es de la forma w; — wy es llamada relacion conmutativa.

Si (pj)jes es un conjunto de relaciones para un carcaj @ tal que el ideal
que generan (p; | j € J) es admisible, se dice que @ esta acotado por las
relaciones (p;)jes o por las relaciones p; = 0 para todo j € J.

Lema 1.3. Sea (Q un carcaj finito e Z un ideal admisible de K@. El conjunto
(e = €4+ Z | a € Qo) es un conjunto completo de idempotentes ortogonales
primitivos del algebra de carcaj acotado KQ/Z.

Se referira a la demostracion que se encuentra en [I], p. 55.

Las principales caracteristicas de los ideales admisibles son las que se
presentan a continuacion.

Proposiciéon 1.1. Sea @ un carcaj finito e Z un ideal admisible de K Q. El
algebra de carcaj acotado KQ/Z es de dimension finita.

Demostracion. Puesto que Z es admisible, Rg C 7 para algtin entero m > 2.
Asi, existe un homomorfismo sobreyectivo de algebras KQ/Rj — KQ/T.
Por la definicién de ideal de flechas, es suficiente probar que K Q/Rg es
de dimensién finita. Las clases residuales de los caminos de longitud menor
que m conforman una base para KQ/ Rfy visto como K-espacio vectorial.
Puesto que tinicamente hay un ntimero finito de estos caminos, KQ/ Rp) es
de dimensién finita. O

De manera general si Z no es admisible, el algebra KQ/Z no es necesa-
riamente de dimensién finita. Un ejemplo de ello es cuando @ contiene algin
ciclo w y w! ¢ T para cualquier ¢ > 1.

Lema 1.4. Sea @ un carcaj finito. Cualquier ideal admisible 7 de KQ es
finitamente generado.

Demostracion. Sea R el ideal de flechas de K@) y m > 2 un entero tal que
R™ C 7. Se tiene la sucesion exacta corta 0 — R™ — 7 — Z/R™ — 0 de
K(Q-mébdulos.

Se probara que tanto R™ como Z/R™ son finitamente generados como
K@Q-mo6dulos. Se tiene que R™ es el KQ-modulo generado por los caminos
de longitud m. Dado que tinicamente hay un niimero finito de caminos, R™
es finitamente generado. Por otra parte, Z/R™ es un ideal de la K-algebra de
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dimension finita KQ/R™L.1] Por lo tanto Z/R™ es un K-espacio vectorial
de dimensioén finita y por tanto, un K@Q-modulo finitamente generado. [

Corolario 1.2.1. Sea @) un carcaj finito e Z un ideal admisible de K Q. Existe
un conjunto finito de relaciones {p1,...,pm} tal que Z = (p1,..., pm).

Lema 1.5. Para cada £ > 1 se tiene que rad(KQ/Z) = (Rg/I)".
De nueva cuenta, se considerara la demostracion en [I, p.57].

De este hecho se obtiene que el K-espacio vectorial
rad(KQ/T)/rad*(KQ/I) = (Rq/I)/(Rq/I)* = Ro/ Ry

admite como base al conjunto @ = o + KQ/Z, para o € Q1.

Ejemplo 1.18. Sea @ el carcaj

30 BN |

ﬁ TB

4o —— 02

El ideal 7 de K@ generado por la relacién a8 — 9 es admisible. Asf
KQ/T es una K-algebra de dimension finita, y {e1, e2, €3, €4, @, 3,7, 9, af}
es la base de su K-espacio vectorial, el cual es isomorfo a

K 0 0 0
K K 0 0
K 0 K 0
K K K K
bajo el isomorfismo definido por
1 0 00 0 000 0000
e»—>0000 e»—>0100 e»—>0000
oo 0 o] 1o 0 0 of 7700 0 1 o)
00 0O 00 0O 00 0O
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0 00O 0 00O 0000
€4 0000 N 0 00O B 0100

0 0 0 Of 0 0 0 0f 0 0 0 Of

0 001 0100 0000

0000 0000 0 000
7 0 00 0} 5 0000 af — [O 0 0O

0 0 0 0f’ 1 0 0 0’ 0 0 0 Of

0010 0000 1 0 00

De forma reciproca, un algebra A bésica y conexa es isomorfa a un algebra
de carcaj acotado KQ/Z, donde @ es un carcaj conexo e Z es un ideal
admisible de KQ.

A manera de resumen, se mostrard una construcciéon para asociar un
carcaj a un algebra de dimensién finita con estas propiedades.

Definicion 1.18. Sea A una K-algebra basica y conexa de dimension finita y
{e1,€2,...,e,} un conjunto completo de idempotentes ortogonales primitivos
de A. El carcaj (ordinario) de A, denotado por @4, se define como sigue

(a) Los puntos de Q4 son los ntimeros 1,2,...,n, los cuales estan en co-
rrespondencia biyectiva con e, es, ..., e,.

(b) Dados dos puntos a,b € (Qa)o, las flechas a : @ — b estan en co-
rrespondencia biyectiva con los vectores en una base del K-espacio
vectorial eq(rad A/rad?A)e,.

Notemos que e4(rad A/rad?A)e, con a,b € (Q4)o, es de dimension finita
puesto que A es de dimension finita.
Proposicion 1.2. Si A es un 4dlgebra basica y conexa de dimension finita,

entonces el carcaj Q4 de A es conexo.

De nueva cuenta, la demostracion se encuentra en [I], p. 62].

K 0 0
Ejemplo 1.19. Sea A= |K K 0| la K-algebra de matrices triangulares
K 0 K

inferiores [A;jl€ Mg(K), con A3p = 0y A\, = 0, para p > ¢. Un conjunto
completo de idempotentes ortogonales primitivos obvio de A esta dado por
las tres matrices idempotentes:
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100 0 00 000
e;c. = |0 0 O], e2= 10 1 0|,e3 = |0 O O
000 0 00 0 01
0 0 O
Se tiene querad A= [K 0 0| yrad?A =0.
K 0 0

De manera répida se muestra que eg(rad A)e; y ez(rad A)e; son de
dimensién uno y todos los espacios restantes de la forma e;(rad A)e; son
cero (porque dimg (rad A) = 2). Por lo tanto, Q4 es el carcaj

Lema 1.6. Sea Q un carcaj conexo y finito, Z un ideal admisible de KQ, y
A= KQ/ZI, entonces Q4 = Q.

Demostracion. El conjunto {eq =¢4+Z | a € Qo} es un conjunto completo
de idempotentes ortogonales primitivos de A = KQ/Z, De este modo,
hay una correspondencia biyectiva entre los puntos de Q4 y Q. Por el Lema
[1.5] las flechas de @ a b en @) también estan en correspondencia biyectiva con
los vectores de una base del K-espacio vectorial e,(radA/rad?A)e, y por lo
tanto con las flechas de a a b en Q4. O

A su vez, existe una relacion entre un algebra basica A y el dlgebra de ca-
minos del carcaj ordinario de A. El siguiente teorema es de gran importancia
ya que garantiza la existencia de dicha algebra de caminos.

Teorema 1.2. Sea A una K-dlgebra bésica y conexa de dimension finita.
Entonces existe un ideal admisible Z de KQ 4 tal que A = KQ4/Z.

Una vez mas, se tomaré la demostracion expuesta en [I]. Es importante
saber que para realizar esta demostracion, es indispensable que K sea un
campo algebraicamente cerrado, tal como se ha supuesto desde el inicio de
este capitulo.
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1.3. Representaciones

Haciendo uso de un carcaj acotado (Q,Z) asociado a una K-élgebra A,
se puede estudiar cualquier A-moédulo M como una representacion K-lineal
de (Q,7), la cual es una familia de K-espacios vectoriales que se asocian a
Qo v mapeos K-lineales entre ellos que corresponden a las flechas en Q). Con
este propoésito se presenta la siguiente definicién.

Definicién 1.19. Sea Q) un carcaj finito. Una representacion K-lineal, o
una representacion M de @) estd definida como sigue:

(a) A cada punto a en Qg se le asocia un K-espacio vectorial M,.

(b) A cada flecha a: a — b en @ se le asocia un mapeo K-lineal
Yo : My — My,

Esta representacion se denota como M = (M, ¢q) 4€Qo.0cQ,  © Simplemente
M = (Mg, o). Se dice que la representacion es de dimension finita si cada
espacio vectorial M, es de dimensién finita.

Dadas dos representaciones M = (Mg, o) y M' = (M],¢l) de Q. Un
morfismo (de representaciones) f : M — M’ es una familia f = (fz)acq,
de K-mapeos lineales (f,: M, — M!)a € Qo que son compatibles con
la estructura de los mapeos ¢, v ¢, esto es, para cada flecha o : a — b,
tenemos que ¢!, fo = fpa, €s decir, que el siguiente diagrama es conmutativo:

M, —2%5 M,

b

1 Pa /
M, s

Sean f: M — M'y g: M' — M" dos morfismos de representaciones
de @, donde f = (fa),eq, ¥ 9 = (9a)aeq,- Su composicion se define como la
familia gf = (gafa),eq,- Entonces gf es un morfismo de M a M".
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M, —225 M,

|7 / |

1 Pa /
M s

ol

M// Po Mé{
a
Con esto, definimos una categoria Rep(Q) de representaciones K-lineales

de Q. Denotamos por rep(Q) a la subcategoria plenaﬁ] de Rep(Q) que consiste
de todas las representaciones de dimensién finita.

Ejemplo 1.20. Sea @ el carcaj de Kronecker
v
lo & 20
B

Una representacion M de @ estd dada por

por

3Una subcategoria C’ de C se dice plena si Home/ (X,Y) = Home(X,Y) para cuales-
quiera X,Y objetos de C'.

*La matriz con la que se etiqueta a cada flecha indica la matriz de la transformacion
lineal que se le asocia.
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ya que el diagrama conmuta:

1 0]]1 1 0|1 1 0]]0 0 0] |1
Al L e TR Y
Las categorias Rep(Q) y rep(Q) cumplen ser categorias abelianas, es
decir, son categorfas aditivas tal que cualquier morfismo f: X — Y admite
un kernel u : Kerf — X, un cokernel p : Y — Coker f y el morfismo inducido
f : Cokeru — Kerp es un isomorfismo [3].

Definicion 1.20. Sea @ un carcaj y M = (M,, ps) una representacion
de Q. Para cualquier camino no trivial w = ajas...ap de a a b en @, la
evaluaciéon de M en el camino w es el mapeo K-lineal de M, a M; definido

por

Pw = PayPay_1 - - PazPar -

Esta definicion se extiende para combinaciones K-lineales de caminos con
la misma fuente y el mismo objetivo. Si se tiene la combinacién

m
p= Z AiWi s
=1

donde \; € K y w; es un camino en @, para cada i (es decir, una relacion),
su evaluacién estd dada por

m
Pp = Z AiPuw; -
=1

Si se tiene Q un carcaj finito e Z un ideal admisible de K@), una repre-
sentacion M = (M,, ¢,) de @ se dice acotada por Z o que satisface las
relaciones en 7 si

¢p =0, para todas las relaciones p € Z.

Si Z esta generado por un conjunto finito de relaciones {p1,...,pn}, la
representacion M estd acotada por Z si y solo si ¢, = 0, para todos los j
tal que 1 < j < m. Denotamos por Repg (Q,Z) a la categoria que consiste
de las representaciones de () acotadas por Z.
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Ejemplo 1.21. Sea @ el carcaj

g 3
LR
lo <& 20 50

NG

acotado por la relacion af = 4. Considerando las representaciones de )
dadas como

)

1K

v

M= g Y e \0
~N
HES
1 K 1

N:KéK/ \K
N

K

se tiene que ambas estan acotadas por a8 = 9, pues @ga—s5y = 0.

La siguiente representacion no esta acotada por a8 = 4, pues claramente
PBa—dy = Pévy 7é 0.

K &

0
N
K K
AN
K

Para estudiar la categoria de médulos mod A, donde A es una K-élgebra
de dimensién finita, se puede asumir sin pérdida de generalidad que A es
bésica y conexa. Como se ha visto en el Teorema [1.2] existe un carcaj Q4 y
un ideal admisible Z de KQ4 tal que A = KQ4/Z.

Con lo anterior, se muestra que la categoria mod A de A-moddulos a
derecha finitamente generados es equivalente a la categoria repg (Q4,Z) de
representaciones K-lineales de (Q 4 acotadas por Z.
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El siguiente teorema permite trabajar de forma indistinta con moédulos
sobre una clase particular de algebras y representaciones de un carcaj, lo
cual es de gran ayuda; en general es méas facil construir cierta clase de mo-
dulos haciendo uso de representaciones tal como se verd durante la siguiente
seccion.

Teorema 1.3 (de Gabriel). Sea A = KQ/Z, donde @ es un carcaj finito y
conexo e Z es un ideal de K@Q). Existe una equivalencia K-lineal de categorias

F : Mod A =5 Repk (Q,7)
que restringe a una equivalencia de categorias F': mod A i>1repK(Q,I).

Demostracion. Se construira el funtor F' : Mod A — Repg (Q,Z). Sea
M un moédulo en Mod A, se define la representacion K-lineal F(M) =
(Mg, ©a)acQo,acq; de (Q,Z) de la siguiente manera:

Siae Qoyeq =¢eq+ L es el correspondiente idempotente primitivo en
A = KQ/Z, entonces ponemos M, = Me,.

Si a:a — b pertenece a Q1 y @ = a + I es su correspondiente clase
modulo Z, se define ¢, : My, — My por po(x) = a0 = x(eqaep) (pues
a = eqaey), para € M,.

Como M es un A-médulo, se tiene que @, es un mapeo K-lineal.

m
F (M) esta acotado por Z. En efecto, sea p = > A\w; una relacién de a
i=1
aben Z, donde w; = a2y, se tiene

Po(r) = ) Nigw, (2)
=1
= Z )\iSDQiA,lai,Q"'aivei (J))
=1

m
= > Nz aig)
=1

I
Nt

Xi(Qig - @g,)

-.
Il

=x-0=0.

I
8
I
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Lo cual define un funtor en los objetos.

Sea f : M — M, un morfismo en Mod Ay F(M) = (Ma, ¥a)acQo,ac01
F(M/) = (M(;JSO::M)GGQO@‘GQI'

Se definira un morfismo F(f) : F(M) — F(M') de representaciones de @
sobre K. Paraa € Qo y © = we, € Me, = M,, ponemos f(ze,) = f(x)e, =
f(zey)eq € M'e, = M|, porque f es un morfismo de A-modulos. De este
modo, la restriccion f, de f en M, es un mapeo K-lineal f, : M, — M].
Asi, ponemos F(f) = (fa)acq,- Para mostrar que F(f) es un morfismo de
representaciones, falta ver que para cualquier flecha o : @ — b, se tiene
Ol fa = fova- En efecto, sea x € M, se tiene

fopa(r) = fo(za) = f(za) = f(z)a = fo(x)a = ¢q fa(2).

Resulta que F': Mod A — Repg(Q,Z) es un funtor K-lineal y debido a su
construccion, se puede restringir a un funtor K-lineal mod A — repx(Q,Z).

Ahora se definira un funtor K-lineal G : Repg (Q,Z) — Mod A, de modo
que sea quasi-inversa de F'.

Sea M = (Mg, Ya)acQo,ac@, una representacion en Repr(Q,Z). Pone-

mos G(M) = @ M, con la estructura de A-mo6dulo a derecha siguiente.
a€Qo
Para esto, como A = KQ/Z, se definird una estructura de K@-modulo de

G(M). Sea z = (24)acq, € G(M). Para describir una estructura de KQ-
modulo en G(M), es suficiente definir los productos de la forma zw, con w
un camino en Q. Se tienen los siguientes casos.

Si w = g, es el camino estacionario en a, entonces xw = Te, = Xq,.

Si w = ajag---ay es un camino no trivial de a a b, se considera el
mapeo K-lineal e, = €4, €, : Mg — My y ponemos (2w)e = 0pcPu(Ta),
donde & denota la delta de Kronecker. En otras palabras zw es el elemento
de G(M) = € M, cuya tnica componente distinta de cero es (zw), =

a€Qo
Vu(Tq) € M.

De manera natural, la multiplicacion de elementos de G(M) por caminos
de @, extiende a G(M) como un KQ@Q-moédulo. Ahora bien, como la repre-
sentacion M de @) esta acotada por Z, para cada relacién p en Z y para cada
x € G(M), se tiene xp = 0. Claramente G(M)Z = 0. Con esto, G(M) es
un A-moédulo a derecha bajo la formula x(v +Z) = zv para v € G(M) y
v € K@Q. Esto define un funtor G en los objetos.
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Sea f = (fa)acq, un morfismo de (Ma, Pa)ac@o,acq: @ (Mg ¥4)aeqo,aeq
en Repg (Q, 7). Se desea construir un morfismo G(f) : G(M) — G(M') de A-

modulos. Debido a la construccion de G(M) y G(M'), K-espacios vectoriales,
existe un mapeo K-lineal

G(f) = @ Ma: G(M) = GOM).

acQo

Resulta que G(f) es un morfismo de A-moédulos a derecha, esto es, para
cualquier z € G(M) y cualquier w € KQ/Z, se tiene que G(f)(zw) =
G(f)(x)w. En efecto, sea x = x4, € M, y W = w + Z, donde w es un camino
en Q deae Qpabe Qp. Se tiene

G(f)(aw) = G(f)(2a0) = fopw(Ta) = Pl fa(Ta) = fa(a)w = G(f)(x)w

con lo que se cumple la afirmacion.

Con todo, también se cumple que G es un funtor K-lineal. Ademés, G se
puede restringir al funtor K-lineal mod A — repg(Q,Z).

Se verifica que FG = 1gep . (Q,7) Y GF = IModa-

Por ultimo, al ser @ finito, si M = (M,, vo) €s una representacion K-

lineal de (Q,Z), se tiene que dimg( €@ M,) < oo si y solo si
a€Qo
dimg M, < oo para todo a € Qq, con lo que se prueba la segunda afirmacion

de este Teorema.

O

Corolario 1.3.1. Sea () un carcaj, finito, conexo y aciclico. Existe una equi-
valencia de categorias Mod K@ = Repg (Q) que restringe a una equivalencia

mod KQ = repg (Q).

Demostracion. Dado que @ es aciclico, por el Teorema[[.2] el dlgebra KQ es
de dimension finita. Asi, el resultado se sigue haciendo Z = 0 en el Teorema
L3 O

1.4. Modulos simples, proyectivos e inyectivos

En adelante, (Q,Z) denotar& un carcaj finito, conexo y acotado por el
ideal admisible Z de K Q. Se denotaré por A ala K-dlgebra de carcaj acotado
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A = KQ/TI. Asi, A es una K-algebra bésica, conexa y de dimension finita
con identidad, con R/Z como radical (donde R es el ideal de flechas de
KQ) y {es|a€ Qo} como conjunto completo de idempotentes ortogonales
primitivos. Del Teorema de Gabriel [[.3] existe una equivalencia entre los A-
modulos de este tipo de algebras y las representaciones K-lineales de (Q,Z).

El objetivo de esta seccidn es mostrar una manera de calcular los A-
moédulos simples, proyectivos indescomponibles e inyectivos indescomponi-
bles como representaciones acotadas de (Q,Z).

Sea a € Qy, se denota por S(a) la representacion (S(a)y, p) de Q defi-
nida como sigue:

0 st b#a
S(a)y =
K si b=a

Yo =0 para todo o € Q1.

Es claro que S(a) es una representacion acotada de (Q,Z) para cualquier
Z. Llamamos a S(a) el A-moédulo simple correspondiente al punto a € Q.

El siguiente teorema provee una forma sencilla de calcular algunos de los
moédulos mas importantes de un 4lgebra, que habitualmente no se deducen
con facilidad, mostrando la magnitud del Teorema [1.3

Lema 1.7. Sea M = (M,, p,) una representacion acotada de (Q,Z).

(a) M es semisimple si y solo si ¢, = 0 para toda o € Q1.

(b) soc M=N, donde N = (Ng,vq) con N, = M, si a es un pozoE];
mientras que

Na= [ Ker(pa : Mo — My)

aza—b

si a no es pozo y Yo = ¢ [N,= 0 para toda flecha o con fuente a.

(c) rad M = J, donde J = (Jg,7a) con Jy = > Im(pa : My — M,) y
ab—a
Yo = ¥a |1, Para toda flecha « con fuente a.

SEsto es, ninguna flecha tiene por fuente a a.
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(d)

top M = L, donde L = (L4,%,) con L, = M, si a es una fuente,
mientras que

Lo= ) Coker(thy : My — M,)

ab—a

si a no es una fuente y 1, = 0 para toda flecha « con fuente a.

Demostracion.  (a) Este inciso se sigue de que ¢, = 0 para cualquier a €

(b)

Q1 siysolosi M = @Pac QpS(a)limaMa,

Al ser 9o = ¢q |N,, N es un submodulo de M. Por (a), dado que 1, = 0
para cada «, se tiene que NN es semisimple. Sea Sy un moédulo simple
de M. Luego, existe a € Qg tal que S = S(a) (pues {S(a) | a € Qo} es
un conjunto completo de representantes de las clases de isomorfismo
de A-modulos simples del algebra de carcaj acotado A = KQ/Z de
(Q,7)). Asi, para cada « : a — b, se tiene el diagrama conmutativo:

K =S5(a)y — S(a)p =0

| |

M, —2* 5 M,

De aqui que S(a), C Kerp, para cada a:a — by S(a)g C Ng. Esto
prueba que S(a) C N y por lo tanto N = soc M.

Sea R el ideal de flechas de K Q. Puesto querad A = R/T esta generado
como un ideal (a ambos lados) por las clases residuales modulo Z de
las flechas a € Q1 y dado que Mrad A = rad M es una propiedad del
radical de un moédulo M en mod A ([I], p. 15), se sigue que

J=radM =M -radA=M-(R/I)= >. Ma,
ae@n

donde @ = a+Z. Luego, para cualquier a € Qo, se tiene J, = Y. Ma,
ab—a
donde la suma es tomada sobre todas las flechas con objetivo a. Para

tales flechas, la definicion del funtor F' en satisface Ma = Meya =
Mya = o (M) = Img,, porque la accion de ¢, corresponde a la
multiplicacién a derecha por a. Asi, J, = > Im(p, : My — M,).

ab—a
Como J es un submoédulo de M, se tiene v4 = ¢4 |7, -
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(d) Se sigue de (c) pues top M = M /radM.

Ejemplo 1.22. Sea M el A-mo6dulo

Dado que A es un algebra basicay {e, | a € Qp} es un conjunto completo
de idempotentes ortogonales primitivos de A, la descomposicion

As = P eqsA es una descomposicion de Ay como una suma directa de
a€Qo
A-moédulos proyectivos e indescomponibles no isomorfos. De manera que

P(a) = eqA con a € Q.

Para describir explicitamente los A-moédulos inyectivos indescomponibles
se considera la lista completa de A-mo6dulos inyectivos e indescomponibles
no isomorfos dados por los médulos I(a) = D(Ae4) con a € Qo, donde D =
Homp (—, K) denota la K-Dualidad Estandaiff| entre A-médulos a derecha y
A-modulos a izquierda. Asi I(a) = Ae, con a € Qo.

Ejemplo 1.23. Sea A el dlgebra dada por

5Este funtor se describe de forma explicita en el apéndice.
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Considerando la representacion

La siguiente definicién proveerd una notacién més compacta para modu-
los sobre un algebra con las caracteristicas anteriormente mencionadas.

Para esto, denotaremos a los puntos (vértices) del carcaj @ de A como
{1,...,n}, a los idempotentes primitivos de A como e;, haciendo corres-
pondencia a los elementos j € Qo y por P(j) = e;A, I(j) = D(Aej) a los
correspondientes A-médulos proyectivos e inyectivos.

Definicién 1.21. Sea A = K@Q/Z una K-algebra y sea M un moédulo en
mod A. El vector dimension de M esta definido como el vector

dimg Meq
dim M = : = [dimg Mey, ..., dimg Me,]
dimgMe,
en Z", donde {ey,...,e,} son idempotentes ortogonales primitivos de A que
corresponden a los puntos 1,2,...,n de Q.

En algunos casos, resulta conveniente representar vectores dimension de
una forma més sugerente, es decir, siguiendo la forma del carcaj.
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Ejemplo 1.24. Los mddulos simples, proyectivos e inyectivos del ejemplo
1.23| quedan como sigue

O bien, se puede prescindir de los paréntesis.

Ejemplo 1.25. El A-médulo






Capitulo 2

Teoria de Auslander-Reiten

En este capitulo se presenta una herramienta estandar para describir to-
dos los mo6dulos indescomponibles sobre una cierta clase de K-algebras de
dimensién finita que se dardn a conocer en el capitulo 3, asi como los mor-
fismos entre ellos. Lo anterior, considerando el Teorema [1.3| presentado en
el capitulo 1. Esta herramienta fue introducida por Auslander y Reiten me-
diante las nociones de morfismos irreducibles y sucesiones que casi escinden
1.

En la secciéon 2.1 se presentara la definiciéon y propiedades mas impor-
tantes, algunas sin demostracién, de morfismos irreducibles y morfismos que
casi escinden en mod A. Se tendrd en cuenta que, como consecuencia del
Teorema de Descomposicién Unica , cualquier moédulo en esta categoria
se puede descomponer de forma tnica en sumandos indescomponibles salvo
isomorfismo y permutacion. A lo largo de la seccion 2.2, se muestran los
principales resultados de morfismos irreducibles y sucesiones que casi escin-
den. El objetivo de esta seccién es mostrar los teoremas y proposiciones méas
usuales para construir la categoria mod A, por lo cual tinicamente se mues-
tran las demostraciones de las tiltimas consecuencias. Todo lo anterior tiene
el objetivo de introducir la definicién de carcaj de Auslander-Reiten cuya
construccién recopila los elementos de la categoria mod A.

43
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2.1. Morfismos que casi escinden y morfismos irre-
ducibles

Definicién 2.1. Sean L, M, N modulos en mod A.

(a) Un morfismo de A-modulos f : L — M es minimal a izquierda si
todo h € End M tal que hf = f es un automorfismo.

(b) Un morfismo de A-moédulos g : M — N es minimal a derecha si
todo k € End M tal que gk = g es un automorfismo.

(¢) Un morfismo de A-modulos f: L — M casi escinde a izquierda si
(i) f no es una seccién, es decir, no existe un morfismo p : M — L
tal que pf = idy.

(ii) para cualquier morfismo de A-moédulos v : L — U que no es una
seccion existe v’ : M — U tal que v/ f = u, es decir, que u’ hace
al siguiente diagrama conmutar:

(d) Un morfismo de A-mo6dulos g : M — N casi escinde a derecha si
(i) f no es una retraccion, es decir, no existe un morfismo ¢ : N — M
tal que gq = idy.

(ii) para cualquier morfismo de A-moédulos v : V — N que no es una
retraccion existe v’ : V' — M tal que gv’ = g, es decir, que v’ hace
al siguiente diagrama conmutar:

%4
v’ // l
e v
el g
M —— N

(e) Un morfismo de A-modulos f: L — M es minimal que casi escinde
a izquierda si es minimal a izquierda y casi escinde a izquierda.
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(f) Un morfismo de A-médulos g : M — N es minimal que casi escinde
a derecha si es minimal a derecha y casi escinde a derecha.

Proposicion 2.1. (a) Si los morfismos de A-moédulos f: L — My f':
L — M’ son minimales que casi escinden a izquierda, entonces existe
un isomorfismo h : M — M’ tal que f' = hf.

(b) Si los morfismos de A-modulos g : M — Ny ¢ : M' — N son
minimales que casi escinden a derecha, entonces existe un isomorfismo
k: M — M tal que g = ¢g'k.

Demostracion. Unicamente se probara (a) puesto que la prueba de (b) es
anéloga.

Dado que f y f’ casi escinden a izquierda, existen h : M — M’ y I’ :
M' — M tales que f'=hfy f=Hhf".Deaquique f=Hhhfy f =hh'f,
con 'h € End M y hh/ € End M'. Como f y f’ son minimales, h'h y hh’/
son automotfismos. Asi, A es un isomorfismo. O

Lema 2.1. (a) Si f: L — M es un morfismo que casi escinde a izquierda
en mod A, entonces el médulo L es indescomponible.

(b) Si f: M — N es un morfismo que casi escinde a derecha en mod A,
entonces el médulo NV es indescomponible.

Demostracion. Solamente se probara (a) ya que la prueba para (b) es similar.

Supongamos que L no es indescomponible. Asi L = L; @ Lo para Iy
y Lo distintos de cero. Sean p; : L — L1 y p2 : L — Lo las respectivas
proyecciones, de modo que p; y p2 no son secciones. Como f casi escinde a
izquierda, existen morfismos uy : M — L1y ug : M — Lo tales que ui f = p1
y usf = pa. Sin embargo, u = [z;] : M — L cumple uf = 1r, indicando que

f si es una seccion, lo cual no puede suceder. O

Definicién 2.2. Un morfismo f: X — Y en mod A es irreducible si

(a) f no es una seccién ni una retraccion y

(b) si f = fi1f2, entonces fi es una retraccién o fa es una seccion.

De esta tltima definicién, podemos inferir que si un morfismo f es irre-
ducible entonces es un monomorfismo propio o un epimorfismo propio, esto
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es, un monomorfismo que no es isomorfismo o un epimorfismo que no es
isomorfismo.

Para la siguiente definiciéon, se denotard por rady a radmeda, €l radical
de la categoria mod A y con A(X,Y) se denotara a Hompega(X,Y).

Definicion 2.3. El radical de la categoria mod A es el ideal rad4 definido
como

rada(X,Y)={h € A(X,Y): 1x — goh es invertible para algin g € A(Y, X)}

donde 1x € A(X, X) es el morfismo identidad en X, y esto se cumple para
todos los objetos X y Y de mod A.

Se tiene que si X, Y son mddulos indescomponibles en mod A, entonces
rada(X,Y) es el K-espacio vectorial de todos los homomorfismos no inver-
tibles de X a Y. Asi, si X es indescomponible, rad4 (X, X) no es mas que
el radical del dlgebra local End X. Si XY son moédulos indescomponibles
en mod A, se define la segunda potencia radi C rad4 de rad4 tomando por
md?4 (X,Y) al subespacio de rad 4 que consiste de todos los homomorfismos
de A-modulos de la forma gf, donde f € rada(X,Z) y g € rad4(Z,Y) para
algtin (no necesariamente indescomponible) objeto Z en mod A.

El espacio rad4(X,Y)\rad%(X,Y) “mide” el nimero de morfismos irre-
ducibles entre médulos indescomponibles X y Y tal como lo muestra el
siguiente lema.

Lema 2.2. Sean X,Y moédulos indescomponibles en modA. Un morfismo
f:X — Y esirreducible si y solo si f € rada(X,Y)\rad%(X,Y).

Demostracion. Primero se supondra que f es irreducible. De acuerdo a la de-
finicion de radical, f € rad4(X,Y’). Supongamos ahora que f € rad?(X,Y).
Esto es, f = gh donde h € rad4(X,Z) y g € rada(Z,Y) para algin Z objeto

¢

de mod A. De acuerdo al Teorema de Descomposicién Unica|l.l} Z = € Z;
i=1

para algin t y Z; médulos indescomponibles para ¢ = 1,...,t. Asi, podemos

ha '
] X — P Z,y

he =1

escribir los morfismos h y g como h =

¢

g=|[n - a|: @ Z; — Y. Puesto que f es irreducible, h es una secciéon
i=1

o bien, g es una retracciéon. Supongamos que h es una seccién, asi pues, sea
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h = [h/l h;] :

t t
Z; — X tal que 1x = h'h =} hlh;. Dado que h} no

i=1 i=1

es invertible (para todo i), hih; tampoco es invertible, de modo que h}h; €

rad4 (X, X) = rad End X. Sin embargo, End X es local, por lo tanto 1x €

rad End X, y hih ¢ rad (X, X) lo cual es una contradiccién. Asi que h no

es una seccion. Analogamente g no es una retraccion.
Estas contradicciones muestran que f ¢ rad%(X,Y).

Reciprocamente, se supone que f € rada(X,Y)\rad%(X,Y). Debido a
que X, Y son indescomponibles y f no es un isomorfismo, f no puede ser una
seccién y tampoco puede ser una retracciéon. Supongamos ahora que f = gh,

donde h: X — Zyg:Z — Y, para algin Z € mod A. Descomponiendo a
t
Z como suma directa de modulos indescomponibles Z = € Z; y escribiendo
i=1
h1 t t
h=||: X —>@Zi,yg=1[an - a: Z; — Y, se tiene que
he =1 =1
t
f =73 gihi. Como f ¢ rad%(X,Y), existe un indice i € {1,...t}, tal que
i=1

o bien h; es invertible o bien existe un indice j € {1,...t}, tal que g; es
invertible. Si ocurre que h; es invertible para algtn ¢, entonces h es una
seccion. De lo contrario, g es una retraccion. Asi, f es irreducible. O

Del Lema [2.2] dados M y N A-mdédulos indescomponibles en mod A se
construye el cociente

TIrr(M, N) = rad 4 (M, N)\rad? (M, N)

de los K-espacios vectoriales rad (M, N) y rad (M, N), llamado espacio
de morfismos irreducibles.

2.2. Propiedades de morfismos irreducibles y
sucesiones que casi escinden

Proposicion 2.2. (a) Si f : L — M es un monomorfismo irreducible,
entonces N = Cokerf es indescomponible.

(b) Si g: M — N es un epimorfismo irreducible, entonces L = Kerg es
indecomponible.
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El Teorema que se presenta a continuacién, muestra como los morfismos
irreducibles pueden ser vistos como componentes de morfismos minimales
que casi escinden.

Teorema 2.1. (a) Sea f : L — M minimal que casi escinde a izquierda
en modA. Entonces f es irreducible. Mas atin, un homomorfismo f’ :
L — M’ de A-mo6dulos es irreducible si y so6lo si M’ # 0 y existe una
descomposicion en suma directa M = M’ @ M” y un homomorfismo

/
f": L — M" tal que [ff,,]: L — M’ & M" es minimal que casi escinde

a izquierda.

(b) Sea g : M — N minimal que casi escinde a derecha en modA. Entonces
g es irreducible. Mas atn, un homomorfismo ¢’ : M’ — N de A-
modulos es irreducible si y s6lo st M’ # 0 y existe una descomposicion
en suma directa M = M' & M"” y un homomorfismo ¢” : M"” — N tal
que [g’ g”}: M' & M" — N es minimal que casi escinde a derecha.

Definicién 2.4. Una sucesion exacta corta en modA

0— L -t sm—92 N _— 0

es llamada una sucesiéon que casi escinde si:
(a) f es minimal y casi escinde a izquierda y
(b) g es minimal y casi escinde a derecha.

Se observa que al ser f y g morfismos que casi escinden a izquierda y
derecha, respectivamente, los médulos L y N son indescomponibles. Ademas,
dado que f no es una seccién y g no es una retraccion, la sucesién no escinde,
de modo que L es un médulo no inyectivo y N es un médulo no proyectivo.

Las siguientes equivalencias de las sucesiones que casi escinden sintetizan
algunas de los resultados que hasta este punto se han mostrado en este
capftulo y anade algunas mas que seran utilizadas para probar los resultados
que se presentan a lo largo de esta seccion.

Teorema 2.2. Sea
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una sucesion exacta corta en modA. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

a) La sucesion dada casi escinde.

(a)
(b) L es indescomponible y g casi escinde a derecha.
(¢) N es indescomponible y f casi escinde a izquierda.

(d) El homomorfismo f es minimal que casi escinde a derecha.
(e) El homomorfismo ¢ es minimal que casi escinde a izquierda.

(f) Ly N son indescomponibles, y f y g son irreducibles.

La existencia de las sucesiones que casi escinden en mod A esta garanti-
zada, sin embargo este hecho esté lejos de ser obvio. Para esto se construye
el siguiente funtor.

Definicion 2.5. Las traslaciones de Auslander-Reiten se definen como
la composicién de D con TTE], como sigue

T=DTr y 7 '=TrD

La existencia de estas sucesiones estd plasmada en el siguiente teorema.

Teorema 2.3. (a) Para cualquier A-mo6dulo indescomponible no proyec-
tivo M 4, existe una sucesion que casi escinde 0 > 7M - E — M — 0
en modA.

(b) Para cualquier A-mo6dulo indescomponible no inyectivo N4, existe una
sucesion que casi escinde 0 = N — F — 77N — 0 en modA.

Para establecer un método de construccién para la traslacion de Auslander-
Reiten, se recurre al funtor de Nakayama v ﬂ

Proposicion 2.3. (a) Sea P un moédulo indescomponible y proyectivo en
modA. Un homomorfismo de A-mo6dulos g : M — P es minimal que
casi escinde a derecha si y s6lo si g es un monomorfismo con imagen
igual a rad P.

YT denota la dualidad T'r, este funtor es llamado transposiciéon y se encuentra defi-
nido en el apéndice

2Tanto la definicion de este funtor como el teorema de construccion se encuentran en
el apéndice.
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(b) Sea I un moédulo indescomponible e inyectivo en modA. Un homomor-
fismo de A-moédulos f : I — M es minimal que casi escinde a izquierda
si y sélo si f es un epimorfismo con kernel igual a soc I.

Demostracion. Unicamente se probara (a) puesto que la prueba para (b) es
similar. Por la Proposicion [2.1|(b), es suficiente mostrar que el homomorfismo
inclusién g : radP — P es minimal que casi escinde a derecha, puesto que
estos morfismos estdn determinados por su objetivo.

Dado que g es un monomorfismo, g es minimal que casi escinde a derecha.
Ademés g no es una retracciéon. Sea v : V. — P un homomorfismo tal que
no es una retracciéon. Puesto que P es proyectivo sélo tiene un submoédulo
maximal, de modo que rad P es el Gnico submédulo maximal de P. Asi,
como v no es un epimorfismo, v necesariamente factoriza en rad P, pues

v(V) CradP.

Corolario 2.2.1. Sea X un moédulo indescomponible en modA.

(a) Existe un morfismo minimal que casi escinde a derecha g : M — X.
Ademéas M = 0 si y s6lo si X es simple y proyectivo.

(b) Existe un morfismo minimal que casi escinde a izquierda f: X — M.
Ademés M = 0 si y so6lo si X es simple e inyectivo.

Proposicion 2.4. (a) Sea M un mo6dulo indescomponible y no proyectivo
en mod A. Existe un morfismo irreducible f : X — M si y s6lo si existe
un morfismo irreducible f': 7M — X.

(b) Sea N un modulo indescomponible y no inyectivo en mod A. Existe
un morfismo irreducible f : N — Y si y so6lo si existe un morfismo
irreducible ¢ : Y — 77N,

Demostracion. Solamente se probard (a) puesto que la prueba de (b) es
andloga.
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Primero supongamos que f : X — M es un morfismo irreducible. Por
Teorema [2.1|b), existe h : Y — M tal que [f h] : X &Y — M es minimal
que casi escinde a derecha. Como M no es proyectivo, entonces [f h] es un
epimorfismo. Por la Proposicién L = Ker[f h] es indescomponible y asi
por el Teorema la sucesién exacta corta

[.f/}
h
0— L 4 x gy N

casi escinde. Dado que las sucesiones que casi escinden con médulo inicial y
final dado son tnicas salvo isomorfismo, existe un isomorfismo
g:T™M — L y asi, el homomorfismo f'g: 7M — X es irreducible.

El reciproco se obtiene de forma similar. ]

Corolario 2.2.2. (a) Sea S un modulo simple proyectivo y no inyectivo
en mod A. Si f: S — M es irreducible, entonces M es proyectivo.

(b) Sea S un modulo simple inyectivo y no proyectivo en mod A. Si
f: M — S esirreducible, entonces M es inyectivo.

Demostracion. Para probar (a), sin pérdida de generalidad podemos asumir
que M es indescomponible. Supongamos que f es irreducible y M no es
proyectivo. Aplicando la Proposicion @(a), se tiene que existe un morfismo
irreducible 7M — S. Por el Corolario2.2.1] (a), 7M = 0, asi M es proyectivo.

La prueba de (b) es similar. O

Proposicion 2.5. Sea P un moédulo no simple, indescomponible, proyectivo
e inyectivo, S = soc P, y R = rad P. Entonces la sucesion

]

00— R—"3 R/S®P

[-i7]

P/S 0

casi escinde.

Demostracion. Dado que R tiene soclo simple, es indescomponible. De modo
que i : R — P es el tnico morfismo irreducible (salvo isomorfismo) con final
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P de acuerdo a la Proposicién 2.3(a). De igual manera, el médulo P/S es
indescomponible y p : P — P/S es el tnico morfismo irreducible (salvo
isomorfismo) con inicio en P [2.3|(b). Por la Proposicion 2.4(a) 7(P/S) — P
es irreducible, luego R = 7(P/S).

Puesto que la sucesién exacta que forman ¢ y p no escinde, basta ver que

el monomorfismo [ﬂ R — R/S @ P casi escinde a izquierda de acuerdo a

23(d).

Para esto, supongamos que v : R — U no es una secciéon. Si u es un
monomorfismo, entonces como P es inyectivo, u factoriza en P y en efecto,
el monomorfismo que deseamos, escinde a izquierda. De lo contrario, existe
una factorizacion v = «'u”, con v” : R — U’ un epimorfismo propio y
v’ : U' — U un monomorfismo. Ya que Ker u # 0, el soclo simple S de R
esta contenido en Ker u = Ker u”. Asi, el epimorfismo u” factoriza en R/S,
esto es, existe u; : R/S — U’ tal que u” = uyq. Asi @ = [uuq, 0] satisface u;

[ﬂ = [u'uq, 0] {ﬂ = v'urq = v'u’ = u. O

Como se menciond con anterioridad, para algunos casos sencillos, los he-
chos que establecen los resultados mostrados a lo largo de esta seccién es todo
lo que se necesita para construir el carcaj de la categoria mod A, donde A
es una K-algebra de dimension finita. Este carcaj representa la informacién
fundamental de esta categoria que es, en esencia, todos los médulos indes-
componibles en modA (salvo isomorfismo) y los morfismos irreducibles entre
ellos, es decir los homomorfismos que no factorizan en médulos no triviales.
La definicién formal de este carcaj es la siguiente.

Definicion 2.6. Sea A un algebra bésica y conexa de dimension finita. El
carcaj I'(modA) se define como sigue:

(a) Los puntos de I'(modA) son las clases de isomorfismo | X| de modulos
indescomponibles X en modA

(b) Sean [M], [N] los puntos en I'(modA) correspondientes a los médu-
los indescomponibles M, N en modA. Las flechas [M]—[N] estan en
correspondencia biyectiva con los vectores de una base del K-espacio
vectorial Irr(M, N).

El carcaj I'(modA) de la categoria de modulos modA es llamado el carcaj
de Auslander-Reiten de A.
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En el capitulo 4 se muestra la construccion de los carcajes de Auslander-
Reiten de las categorias de modulos sobre algebras que son de interés para
este trabajo.






Capitulo 3

Algebras Jacobianas

A lo largo de este capitulo se muestra la construccion del carcaj asociado
a la triangulacién de una superficie.

Las definiciones de este capitulo han sido extraidas de [2, p. 3-5] y al
mismo tiempo adaptadas para discos con puntos marcados en la frontera.
De esta manera (de acuerdo a la definicion de arco), se hablara de poligonos
de n lados cuando de discos con n puntos marcados en la frontera se trate.
Para esta clase de superficies, estas definiciones son simplificadas como se
muestra a continuacion.

Con este fin, en adelante se denotara con A,, 43 al poligono (disco) con n+
3 vertices (puntos distintos marcados en la frontera) ay, ..., a,+3 ordenados
en el sentido de las manecillas del reloj.

Definicion 3.1. Un arco A; en A, 43 es un segmento que conecta a a; con
aj.

Definicién 3.2. Dos arcos son compatibles si no se intersectan.

Definicién 3.3. El segmento B; de (los vértices del poligono) a; a a;+1 (lado
del poligono) es un arco exterior (en la frontera).

Definicion 3.4. Una triangulacion T es una coleccién maximal de arcos
interiores compatibles (se excluyen los lados del poligono, es decir, los arcos
exteriores). Esta triangulacion corta al poligono en tridngulos.

Como primera observacion, toda triangulacion de A, 13 consta de n arcos.

5%)
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Ejemplo 3.1.

Figura 3.1: Triangulaciones de Ag

Definiciéon 3.5. Sea T'= {4, As, ..., A, } los arcos interiores de una trian-
gulacion de A, 3. El flip de T" en A; es una transformacion p4, que remueve
el arco A; y lo reemplaza con un tnico arco diferente A}, tal que junto con
los arcos restantes forman una nueva triangulacion T7”. Es decir

pa; (T) =T =T\ {A;} U {4}}

es una triangulacion.

Ejemplo 3.2.
a; ax a; a
A, A
(l,) a',;' a’4 a‘i

Figura 3.2: Flip en A,
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Lema 3.1. Cualesquiera dos triangulaciones de A, 3 estan relacionadas por
flips.

Demostracion. Por induccién sobre el namero de vértices del poligono. Sea
T una triangulacion de A, 3.

Para n = 0 la propiedad se cumple por vacuidad.

Para n = 1 la propiedad se cumple pues |T| = 1, T es unica salvo
permutacion (un flip en el tnico arco, s6lo hay dos triangulaciones distintas).

Supongamos que esto se cumple para cualquier triangulacion de Ay, 43y
A; con i <n.

Cualquier triangulacién debe incluir al menos un tridngulo con vértices
consecutivos (segin el ordenamiento que siguen las manecillas del reloj). De
esta manera, podemos ver una triangulacion de A, 14 como una triangulacion
de A, 13 anadiendo un vértice tal que forma un tridngulo con dos vértices
consecutivos. Sea ¢ el vértice anadido y ¢;, ¢;41 los vértices vecinos que eran
vértices de A, 3. Dado que ¢, ¢, ¢j11 forman un tridngulo, cualquier cambio
en la triangulacién de los vértices originales puede realizarse mediante flips
de acuerdo a la hip6tesis inductiva. Asi que sélo tenemos que estudiar el caso
de otras triangulaciones cuyos arcos interiores involucran al vértice ¢. Note
que ¢ tiene valencia[] dos y podria llegar a tener grado de hasta n — 2.

Estos casos quedan cubiertos de la siguiente forma.

Sea A; el arco con vértices finales ¢, ¢j41. Considerando los tridngulos que
comparten el arco A; y que tienen como tercer vértice ¢ y ¢; para algin ¢;
vértice de A4 3 respectivamente, podemos hacer un flip en A; y reemplazarlo
por el arco A; con vértices finales ¢ y ¢;. Ahora ¢ tiene valencia tres y esta
conectado con el vértice ¢;.

Modificando la triangulacién de A, 43 por medio de flips, se puede cam-
biar arcos con vértice ¢; a cualquier otro vértice (con excepcion de los arcos
que también tienen como vértice final ¢; y ¢j41) y conseguir cualquier trian-
gulacién en la que ¢ tenga valencia tres.

Tomando como triangulacién inicial cualquiera de estas nuevas triangu-
laciones, se puede incrementar la valencia de ¢ a cuatro mediante otro flip y
repetir esto consecutivamente.

!Con valencia de un vértice ¢ se hace referencia al grado de este vértice, es decir, el
nimero de arcos que conectan a ¢ con otros vértices.
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Asi, por medio de flips se transforma una, triangulacién en cualquier otra.
O

Sean T' = {Ai, ..., A,} una triangulacion de A, 43y a;,, @4y, Qig l0S vérti-
ces de un triangulo ordenados de forma usual (en el sentido de las manecillas
del reloj), con arcos A;, Aj, Ay, tal que A; conecta a a;, con a;,, A; conecta

4 66 99
a a;; con a;, y Ay conecta a a;, con a;,. Entonces A; estd “antes que” A; y
A;j estd “antes que” Ay, es decir, los arcos también se ordenan en el sentido
de las manecillas del reloj. La siguiente figura ilustra esta nocion.

Figura 3.3: A; esta “antes que” A; y A; estd “antes que” Ay.

Definiciéon 3.6. SeaT' = {A1, ..., A, } una triangulacion de A, ;3. El carcaj
Q7 asociado a T se define como

u Q():{l,...,n}

» Si A;, A; € T sonlados de un tridngulo y A; esta antes que A;, entonces
anadimos una flecha a;; : i — j en Q1.
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Ejemplo 3.3.

Figura 3.4: Construccion del carcaj Qr

Definicién 3.7. Sea KQ7 una K-algebra de caminos asociada a una trian-
gulacién T'. El potencial de KQr es el ideal admisible

Ir:= > Ca
A€ET

donde Ca = upv, es decir, es un ciclo (de longitud 3) en Q7.
Decimos que (Qr,Zr) con Zp el potencial de KQr es un carcaj con

potencial.

Ejemplo 3.4. Dada la siguiente triangulaciéon de
Deltag, se construye el carcaj Qr asociado tal como se muestra en la siguiente
figura
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Es decir, Qr =

N\

10%03

El potencial de KQr esta generado por af7y.

A su vez, un carcaj con potencial induce un algebra Jacobiana. Con este
fin, se presenta la siguiente definicién.

Definicién 3.8. Sea Ca = upv un ciclo en Q7 y sea p una flecha en Q7. La
derivada ciclica 9,(Ca) de Ca respecto a p se define como

E vu.
Car=upv

Definiciéon 3.9. Sea (Qr,Zr) un carcaj con potencial. Definimos al ideal
Jacobiano J(Z) como el ideal generado por las derivadas ciclicas del potencial
ZIr respecto a las flechas de Q.

Definiciéon 3.10. Dado un carcaj con potencial (Qr,Zr) definimos el alge-
bra Jacobiana de Q7 como

P(Qr,I) = KQr/J(Zr)

donde J(Zr) es el ideal Jacobiano de KQr.
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Ejemplo 3.5. Sea Qr =
02
7 N
lo=— 71 03

El potencial de KQr esta generado por afy.

Las derivaciones se calculan como sigue

Oolafy) = By
dp(afy) = ya
67(045’7) af

Asi, J(Z7) esta generado por v, v, af.
Por lo tanto, el algebra Jacobiana asociada al carcaj Q1 es el algebra de
carcaj acotado KQr/(af, By, va).






Capitulo 4

Categoria de modulos de superficies
especificas

El proposito de este capitulo es construir categorias mod A y ejemplificar
el Teorema de Keller-Yang.

Para esto, en la seccion 4.1 se muestran algunos carcajes de Auslander-
Reiten de mod A, donde A es un algebra asociativa asociada a discos con
puntos marcados en la frontera construidas de acuerdo al capitulo 3. En la
seccion 4.2 | se ilustra el Teorema de Keller-Yang que permite relacionar las
categorias de modulos sobre algebras Jacobianas asociadas a triangulaciones
de A, 43 que difieren por un flip.

4.1. Ejemplos de categorias de moédulos

De acuerdo al capitulo 3, las categorfas de médulos sobre algebras aso-
ciadas a triangulaciones de un disco con puntos marcados en la frontera se
relacionan con los carcajes descritos a continuacion.

63
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Ejemplo 4.1. Dada la triangulacién

Se tiene la K-algebra de caminos del carcaj

B
01%02&03

Los A-modulos indescomponibles proyectivos e inyectivos, como repre-
sentaciones son:

P(1) = (K < 0 < 0) = S(1)

y el médulo simple

S(2)=(0+— K +0)

Se tienen las siguientes relaciones
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P(1) = rad P(2) P(2) = rad P(3)
1(3) = 1(2)/5(2) I(2) = [1)/5(1) = P(3)/5(1)

La construccion del carcaj de Auslander-Reiten de esta K-algebra se
encuentra en [1] y es la que se presenta a continuacion.

Dado que el A-modulo P(1) es simple, proyectivo y no inyectivo, por el
Corolario 2.2.2] (a) se tiene que el final de cada morfismo irreducible que
empieza en P(1) es proyectivo. Por las relaciones anteriores y como P(1)
no es un sumando de rad P(3), el morfismo inclusion i : P(1) — P(2)
es el Unico morfismo irreducible y es el tnico morfismo minimal que casi
escinde a derecha con estos extremos. Asi, se tiene la sucesién que casi escinde

0 — P(1) — P(2) — Cokeri — 0

Mas atn, Coker i = P(2)/P(1) = S(2).

S(2) es indescomponible. Consideramos P(2), usando el razonamiento
anterior, existe un morfismo irreducible P(2) — P(3) que es la inclusion.
Aplicando la Proposicion al moédulo no simple, proyectivo e inyectivo
P(3), obtenemos la sucesion que casi escinde

0— P(2) — P3)®S(2) — I(2) — 0 .

Por otro lado, el homomorfismo 1(2) — 1(2)/5(2) = S(3) es minimal
que casi escinde a izquierda, con kernel S(2), entonces la sucesion exacta
0 — S5(2) — I1(2) — S(3) — 0 casi escinde.

Finalmente, esta informacién se recopila en el siguiente carcaj

Figura 4.1: Carcaj I'(mod A)
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Y en términos de vectores dimensién

111

AN
110 011
N N
100 010 001

Figura 4.2: Carcaj I'(mod A)

Ejemplo 4.2. Dada la triangulacién

/\

Se tiene la K-algebra de caminos del carcaj

TN

o1 %’Y O3

acotado por a8 =0, 8y=0y ya=0.

Todos los médulos son tanto inyectivos como proyectivos. Las sucesiones
que casi escinden son las siguientes:

0 1 1 0 0
00 7 00 7 10 7 10 " 00
0 0 0 0 0
00 7 10 " 11 7 0l ~7 00

0 0 1 1 0
00 7 0l 7 01l 7 00 " 00
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En estas sucesiones se encuentran todos los médulos indecomponibles de
esta K-algebra. Asi, el carcaj obtenido corresponde a la siguiente figura.

Figura 4.3: Carcaj I'(mod A)
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Ejemplo 4.3. Dada la triangulacién

50
<

Se tiene la K-algebra de caminos del carcaj

02*6%04
N

01#03

acotado por a8 =0, 8y=0y ya=0.

Por la Proposicién las sucesiones que casi escinden correspondientes
a los modulos proyectivos e inyectivos son

00 00 00
00— o — 1 or >0
11 1 .~ 10 10
0= 9 = 109 o > 10 >0

Puesto que {0 es inyectivo, la Proposicién garantiza un morfismo

irreducible
10 00
10 7 10

10 _ 10 00
Y 100 = o0 D 10 -

Una presentacion proyectiva minimal del A-mdédulo Ss es

PBB)® P(4) — P(2) — S2 — 0
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Aplicando el funtor de Nakayama, segtin la Proposicion en [A.4] obtene-
mos la sucesién exacta

0 =75y —I3)®I4) — I(2) > vSy — 0.

Con lo cual 782 = (1! = P(2). Del Teorema [2.3] existe el morfismo
irreducible radP(2) — P(2). Puesto que rad P(2) = 9! se descompone
como S3 @ Sy, se tienen dos morfismos irreducibles.

Ademas P(2) = S3® o' v P(2) =I(3) ® Su.

Finalmente se obtiene el siguiente carcaj.

11 01
10 00
N
00 11 10
01 00 10
N N SN
11 10 00 00
01 00 10 01
N S NS
01 10 00
00 01 11

Figura 4.4: Carcaj I'(mod A)
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Ejemplo 4.4. Dada la triangulacién

Se tiene la K-algebra de caminos del carcaj

3 02$O4éo5
Y
SN

°1 & %3

acotado por a8 =0, 8y=0y ya = 0.

De la Proposicién las sucesiones que casi escinden correspondientes
a los moédulos proyectivos e inyectivos son

111 11 & 110 110
0= o — 10 ® 00 — 10 —0

0 W e 00
Una presentacion inyectiva minimal del A-moédulo 10 es
0— {0 — I(4) — I(1)

aplicando el funtor de Nakayama, como indica la Proposicion en
obtenemos la sucesién exacta

0= vt {0 —= P4 —PQ1)—71 0 =0
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: : -1 110 _— 100
Con lo anterior se tiene que 77 5" = 17°-

Luego, se tiene que I(4) ® Sy =I(2) @ 3.

Puesto que soc I1(2) =soc 3° = S, por la Proposicién 2.3b) el morfis-
mo I(2) — S; es irreducible.

Una presentacién proyectiva minimal del A-médulo 10 es

PB)® P(5) — P(2) —» {0 —0
Nuevamente, por la Proposicién en obtenemos la sucesién exacta
0 =7 B0 = IB)aI(B) = I(2) v §i® =0

Con lo cual 7 }{0 = J1 = P(2).
Luego, se tiene que P(2) & 3% = it @ §°.
Y por 10 tanto 01010 ) 01100 - 01110 [S2) 52.

Una presentacién proyectiva minimal del A-médulo 10 es

P(5) — P(2) —» 10 =0

De nueva cuenta, aplicando el funtor de Nakayama, se obtiene la sucesion
exacta

0—7 30 = 1I(5) > I(2) v }i0 =0

Asi, 7 310 = Q1 = P(4). Luego, se tiene que P(2)® {10 = P(2)® S4.
Ademas rad P(4) = Ss, con lo que el morfismo S5 — P(4) es irreducible y
P(4) = S2 @ S5. Por otro lado, rad P(2) = P(4) ® S3 y P(2) =S5 @ 3t.

De esta manera, se tiene el siguiente carcaj
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(v poun) T (eare) :¢'p emSig

IT 10 00
000 00T 010
10 0T 00 10
000 000 00T OTT
10 (0] 00 10
ITT 00t OTT TTI
00 0T 00
110 OTT TTT
00 00 0T
0TO T00 TTT
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La construccién de todos los ejemplos siguientes es anéloga y en general
se aplicaron los mismos teoremas y proposiciones utilizados en los ejemplos
anteriores.

Ejemplo 4.5. Dada la triangulacién

<

Se tiene la K-4algebra de caminos del carcaj
O3 3
N

01%02#O4<i05

acotado por a8 =0, 8y=0y ya = 0.

11011 10000
AN Y
0 0 1
1110 0111 1100
N SN e
0 0 0 1
1100 0110 0011 0000
O N T Ve
11100 01%0 00010 00111
~N S NN
01100 00110 00001

Figura 4.6: Carcaj I'(mod A)
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Ejemplo 4.6. Dada la triangulacién

NN
=

Se tiene la K-algebra de caminos del carcaj

SR RNCITPRNNG
o1 o o3 o5
3 ag

acotado por g = 0, agaz = 0y aga; = 0, agas = 0, asag =0y
g0y — 0.

11 01
010 001
AN AN
01 10 00 01
010 010 001 000
N SN S N
01 00 10 01
110 010 011 110
N SN SN e
00 00 10 00
110 011 000 100
~N S NS
00 10
111 100

Figura 4.7: Carcaj I'(mod A)
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Ejemplo 4.7. Dada la triangulacién

N

Se tiene la K-algebra de caminos del carcaj

[e%
al/y 09 \(12 a4/ Oy \40[5 7 > o6
01 a 03 05
3 ag

acotado por ajag = 0, agaz = 0y agsa; = 0, agas = 0, asag = 0y
gy — 0.
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(v pou) T (eorep :g'f emSig

00T
00T
v N
00T 000
000 00T
K\\\ ﬂ/// K\\\
OTT 110
TT0 00T
K - K
000 T00
110 000
- K -
000 T00
010 110
" - R
T00 000
010 T00

TTT
000
e N
T10 01T 000
000 000 010
K - K -
0T0 OTT
000 010
- K - K
010 010 OTT
00T 010 110
R - " -
010 010
OTT 110
" -
010
ITT
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Ejemplo 4.8. Dada la triangulacién

[

Se tiene la K-algebra de caminos del carcaj

02 05
a o « a
1/’ \2 5/' \6
o

°1 a3 O3 Tap %4 o7 6

acotado por g = 0, asaz = 0y agsa; = 0, asag = 0, agar = 0y
70y = 0.
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o =)
OO v—48
L]
o™ o8
=) —
=) o
oS o8

=8 =
—~S o8

o8 oD fan

3 oF =

’\ / ’\ S

B B

S o= ~

-3 =8 =

O

o

/ "\ /‘ "\ 5

)

Shs o= -3 -

o3 -3 o8 3

/ ’\ /‘ "\ /‘ «

.

— [« =] =

o= -3 e

01
0000
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Ejemplo 4.9. Dada la triangulacién

e

Se tiene la K-algebra de caminos del carcaj

aq °2 a2 ag 6 ar
o1 O

a3 35 ax %4 S5 95 as o7

acotado por ajas = 0, avag = 0y asay; = 0, agar = 0, arag = 0y
agllg = 0.
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(v pour)J leore) ;0T e8]

01000 00T00 00010
T 0 0 0 0 T
10000 01000 0TTOO 00TTO 000710 0000T
0 0 0 0 T 0 0 T 0 0 0 0
TT000 0TTO0 0TTTO 00TTO0 000TT
0 0 0 0 T T 0 0 0 0
TIT00 O0TTIO OTTIO0 00TTT
0 0 0T T 0 0 0
ITTT0 0ITI0 OTTTT
0 I 0 0 T 0
00000T 00000 ITT10 OTTIT 00000 10000
0 0 0 T 0 0 0 0 T 0 0 0
ﬂ/// N\\\ m/// N\\\ m/// N\\\
0000T TITIT 10000
0 T 0 0 T 0
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Ejemplo 4.10. Dada la triangulacion

Se tiene la K-algebra de caminos del carcaj

02 O4 O6
[e% « Q. [e% « (0%
1/ \2 4/ \5 7/ \8
01 o o o

as 3 ag 5 ag 7

acotado por ajae = 0, avas = 0, asa; = 0, azas = 0, asag = 0,
agay =0, arag =0, agag =0y agay = 0.
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1000 0100
000 010
1100
010
0000 1100
010 000
000T 0000
000 00T
000T
00T

NN N
SN SN

(v pour) leore) :1TF e8]

0100 0010
T00 00T
N
0110
T0T
YN
0110 0110
00T T00
N
0110
000
AN
IT10 OTTT
000 000
NS
TITT
000

NN N
SN SN

0010 000T
010 000
00TT
010
00TT 0000
000 010
0000 1000
100 000
1000
T00
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Ejemplo 4.11. Dada la triangulacion

Se tiene la K-algebra de caminos del carcaj

(e %4 «
02 04 — Og = o7

o « Q. o

1/ \2 4/ \5

o1 O5

as °3 a6

acotado por ajag = 0, agaz = 0y asa; = 0, agas = 0, asag = 0y

g0y — 0.
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(v pour)J leorey :zT% emsrg

T1T 100 000
0000 0010 0100
000 110 OTT 000 T00 000
000T 0000 0000 00TO 0TTO TT00
110 010 OTT 000 T00
0001 0000 0010 0110 TTT0
100 010 010 OTT 000 100
0000 000T 0010 0TTO T110 0000
010 010 OTT
00TT 0TTO IT110
000 010 010 00T 000
IT00 OTTT 1110 0000 000T
000 010 00T
T000 TTITT 000T



4.2. Teorema de Keller-Yang 85

4.2. Teorema de Keller-Yang

El siguiente Teorema relaciona categorias mod A donde A son &lgebras
Jacobianas asociadas a triangulaciones de A, 3 que difieren por un flip.

Teorema 4.1. [4] Sea T una triangulacion de Ay 43, Ay, € Ty T' = pa, (T).
Entonces

mod(J (Qr, Tr)) /S = mod(T (Q, T))/Sif]

donde Sy, (respectivamente S}) es el modulo simple en & de mod(J(Qr,Zr))
(respectivamente mod(J (Q/, Z}))) .

La consecuencia en los carcajes de Auslander-Reiten de las categorias
cociente mencionadas en este Teorema, es que estos adquieren la misma
forma tal como se muestra a continuacion.

!Esta notacion representa una categoria cociente, tal como se explica en
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Ejemplo 4.12. Las triangulaciones siguientes

-
/ S~ l
—
(a) Triangulacion T' (b) Triangulacién T’

Triangulaciones de Ag

difieren por un flip, pues 77 = p4,(T") (considerando que al arco Ay € T
le corresponde el vértice 2 del carcaj en el Ejemplo f.1] de acuerdo a la
construccion del carcaj asociado a una triangulacion.).

Asi, siguiendo el teorema de Keller-Yang, hay una equivalencia entre las
categorias cociente mod(J (Qr,Zr))/S2 y mod(J(Q%,Z)) /Sy (donde S5 es
el modulo simple en 2 en el carcaj Q7v) tal como se presenta a continuacion.

111
/f \
110 011

A TN
010

100 1( 001

Carcaj I'(mod(J (Qr,Z7))/S2)

Carcaj I'(mod(T (Q1,Z1))/S5)
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Ejemplo 4.13. Las triangulaciones siguientes

(c¢) Triangulacion T (d) Triangulacién T’

Triangulaciones de Ag

también difieren por un flip, pues 77 = pa,(T) (considerando que al arco
Ay € T le corresponde el vértice 4 del carcaj en el Ejemplo .4 de acuerdo
a la construccion del carcaj asociado a una triangulacion).

Asi, siguiendo el Teorema de Keller-Yang, hay una equivalencia entre las
categorias cociente mod(J(Qr,Zr))/Ss y mod(J (Q',Z})) /Sy, (donde S} es
el modulo simple en 5 en el carcaj Q7v) tal como se presenta a continuacion.
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)10
)

111
1

NN

000

011
01

00

001
00

000
1

000
10

/N

110
0
100

100
10
00
Carcaj I'(mod(J (Q1,Zr))/S4)

/SN N

111
10

110
00

100
01

NN S

110

\:

A4

111
0
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01
110

/N

01
000

00
100

01
001

10
100

000

Carcaj I'(mod(J(Q1,Z1))/S})
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Ejemplo 4.14. Las triangulaciones siguientes

AN AN
A

(e) Triangulacion T (f) Triangulacion T’

Triangulaciones de Aqg

difieren por un flip, pues 7" = pa,(T) (considerando que al arco A4y € T
le corresponde el vértice 4 del carcaj en el Ejemplo f.9] de acuerdo a la
construccion del carcaj asociado a una triangulacion.).

Asi, siguiendo el teorema de Keller-Yang, hay una equivalencia entre las
categorias cociente mod(J(Qr,Zr))/Ss y mod(J (Q',Z})) /Sy, (donde S} es
el modulo simple en 4 en el carcaj Q7v) tal como se presenta a continuacion.
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(vs/((LZ Lp) £)pom) T [eoxer

10000
0 0

0000T
0 0

00000T
0 0

10000

N

0000T
0T
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(" /((+I7 *+I¢y) £)pow) T [eorep

0100 0010
110 01T

000T 0000 IT10
000 00T 000

OTTT 0000 1000
000 100 000

000T TITT T000
00T 000 T00
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Ejemplo 4.15. Las triangulaciones siguientes

N DN
e I

(g) Triangulacion T' (h) Triangulacién T’

Triangulaciones de Aqg

difieren por un flip, pues 77 = pa,(7T") (considerando que al arco Ag € T
le corresponde el vértice 6 del carcaj en el Ejemplo de acuerdo a la
construccion del carcaj asociado a esta triangulacion.).

Asi, siguiendo el teorema de Keller-Yang, hay una equivalencia entre las
categorias cociente mod(J(Qr,Zr))/S¢ y mod(J (Q'r,Z}))/ Sk, (donde S§ es
el modulo simple en 2 en el carcaj Q7v) tal como se presenta a continuacion.
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000
IT00

y.

000
T000

(vs/((LZ Lp) £)pom) T [eoxer

N x\\\
01T 000
0000 0010
x\\\ N N\\\ N
011
0010
dA// x\\\ m/// x\\\
010 011
0010 0110
e dA// o dA//
010
0110
Y o N o
010 010
OTIT 1110
Y N\\
010
TTTT
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(9 /((+I7 *+L¢y) £)pom) T [eoren

0100 0010
110 01T
1000 0100 0100 0010 0010 000T
000 010 T00 00T 010 000
1100 0100 0110 0010 00TT
010 000 T0T 000 010
K\\\ n/// K\\\ n/// K\\\ 7f// r\\\ 7f// w\\\ 7r//

0000 1100 0110 0110 00TT 0000
010 000 00T T00 000 010
1110 0110 OTTT
00T 000 100
000T 0000 IT10 OTTT 0000 1000
000 00T 000 000 100 000
000T TITT 1000
00T 000 T00






Conclusiones

Las algebras de caminos, en particular, su estudio por medio de sus repre-
sentaciones, brinda una forma distinta que ademés es bastante visual para
construir las clases de isomorfismo de sus médulos. Lo anterior es debido a
que existe una equivalencia entre la categoria de representaciones y la ca-
tegoria de moédulos de cierto tipo de algebras que coinciden con las que se
estudiaron en este trabajo. Més ain, esta equivalencia resulta en una for-
ma sencilla de calcular algunas clases importantes de mddulos. Con esto,
se facilita la construccion de la categoria mod A en forma del carcaj de
Auslander-Reiten.

Por otro lado, los carcajes asociados a triangulaciones de discos con pun-
tos marcados en la frontera, tienen asociado un algebra de carcaj acotado
de dimension finita, lo cual induce un carcaj de Auslander-Reiten de mod A
finito. En este trabajo se desarrollaron ejemplos de como se asocia tal carcaj
y de manera particular, cémo calcular el potencial para las algebras que re-
sultan de este tipo de triangulaciones para asi, conseguir su ideal Jacobiano
y por dltimo el algebra Jacobiana.

De manera explicita se mostré el procedimiento de construccion de algu-
nas categorfas de modulos de algebras que provienen de triangulaciones de
las superficies que fueron de interés para este trabajo. Finalmente, se corro-
bor6 de manera especifica el teorema de Keller-Yang para estas superficies, lo
cual es de utilidad para comprobar la construccién correcta de las categorias
mod A.

Como trabajo a futuro se pretende conseguir un patrén que dicte cémo se
comporta cualquier categoria mod A, para algebras Jacobianas que provienen
de este tipo de superficies. Otro problema que se planea abordar es el de
estudiar estas categorias para discos con puntos marcados en la frontera y
un punto marcado en el interior.
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Apéndice A
(Glosario de funtores

A lo largo de esta seccion se muestran los funtores utilizados a través de
los capftulos asf como algunas aplicaciones de ellos que son necesarios para
complementarlos.

A.1. K-Dualidad Estandar

Sea A una K-algebra de dimensién finita. Se define el funtor
D :mod A — mod A%

que asigna a cada modulo a derecha M en mod A, el K-espacio vectorial
dual

M* = Homg (M, K)

dotado con la estructura de K-espacio vectorial a izquierda dada por la
formula (ap)(m) = p(ma) para ¢ € Homg (M, K), a € Ay m € M, y para
cada homomorfismo de A-moédulos h : M — N el homomorfismo dual D(h) :
Hompg (h,K) : D(N) — D(M), ¢ — @h, de A-modulos a derecha.

La quasi-inversa de la dualidad D también se denota por

D :mod A — mod A
99
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y se define asignando a cada A-modulo a izquierda Y el K-espacio vecto-
rial dual D(Y) = Y* = Homg (Y, K) dotado con la estructura de A-modulo a
derecha dada por la formula (pa)(y) = ¢(ay) para ¢ € Homg (Y, K),a € A
vyeyY.

De aqui se consigue que el mapeo K-lineal e : M — M** dado por
e(m)(f) = f(m),dondem € My f € D(M) , define equivalencias naturales
de funtores 14 £ Do D y 1yogaer = Do D.

Por tanto, D es una dualidad de categorias, es decir, hay una correspon-
dencia entre las propiedades de mod A y mod A°. Esta dualidad es llamada
la K-dualidad estandar.

Con esto ultimo, cualquier A-mdédulo a derecha M es un médulo a izquier-
da sobre el algebra End M con respecto a la multiplicacion (End M)xM —

M, (¢, m)— om = p(m).

Los siguientes funtores se emplean para probar la existencia de sucesiones
que casi escinden en la categoria mod A.

A.2. Transposicion
Se define el siguiente funtor A-dual
()t = Hom4(—,A) : mod A — mod A
tal como en Este funtor (-)! induce una dualidad entre las cate-

gorias proj A y proj A°? de A-moédulos proyectivos a derecha e izquierda,
respectivamente [I].

Usando esta dualidad, cada A-mo6dulo M se aproxima mediante médulos
proyectivos. Sea

P2 p 2 M 0

una presentacién minimal proyectiva de M, es decir, una sucesién exacta
tal que pg : Py — M y p1 : P1 — Ker pg son cubiertas proyectivas. Aplicando
el funtor (-)!, se obtiene la sucesién exacta de A-modulos a izquierda

P P!

0 M P Pl Cokerp} —— 0.
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Usualmente se denota Coker p{ por Tr M, llamado el transpuesto de
M. Este A-mo6dulo a izquierda Tr M es tinico salvo isomorfismo y asigna
moédulos de mod A a médulos de mod A°P. No obstante, anula a los modulos
proyectivos. Con el propdsito de hacer de este funtor una dualidad, debe
considerarse la siguiente construccion.

Para dos A-mo6dulos M, N, se denotara por P(M, N) al subconjunto de
Hom 4 (M, N) de todos los homomorfismos que factorizan en un A-moédulo
proyectivo.

Sea A una K-algebra de dimension finita. Se define el funtor A-dual
llamado transposicién

Tr : mod A — mod A°P

donde modA es la categoria cociente mod A/P(M, N). Sus objetos son los
mismos de mod A, sin embargo el K-espacio vectorial Hom 4 (M, N') de mor-
fismos de M a N esta definido por el espacio vectorial cociente

Homy (M, N) = Homa(M,N)/P(M,N)

de Hom 4 (M, N) con la composicién de morfismos inducida por la com-
posicion en mod A.

A.3. Traslaciones de Auslander-Reiten

Las traslaciones de Auslander-Reiten se definen como la composicién de
los funtores D y Tr

r=DTr y 7+ '=TrD
Con la definicién de este functor, se garantiza la existencia de sucesiones

que casi escinden en el siguiente teorema de Auslander y Reiten.

Teorema A.1l. (a) Para cualquier A-modulo indescomponible y no pro-
yectivo My, existe una sucesion que casi escinde 0 - M — E —
M — 0 en mod A.

(b) Para cualquier A-mo6dulo indescomponible y no inyectivo My, existe
una sucesion que casi escinde 0 = N — F — 77 'M — 0 en mod A.
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Las traslaciones de Auslander-Reiten son de gran importancia en el carcaj
de Auslander-Reiten de mod A. Un método para su construccion se presenta
en la siguiente proposicion por medio del funtor de Nakayama.

A.4. Funtor de Nakayama
El funtor de Nakayama de mod A se define como el endofuntor
v = DHoma(—,A): mod A — mod A

Este funtor induce dos equivalencias de categorias projA é’ injA ,
1

donde v~! =Homy (DA, —) es quasi-inversa de v.

. .. p1 Po

Proposicion A.1. (a) Sea P; Py M 0 una presenta-

cion proyectiva minimal de un A-moédulo M. Entonces existe una su-
cesidn exacta

0 ™™ vP e vPy P, M 0.

(b) Sea 0 N —» Ey —— E; una presentacién inyectiva mini-
mal de un A-médulo N. Entonces existe una sucesion exacta

_ v _ v _ _
0*>I/1N—0>V1E0—1>V1E1—>T1N*>0.
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