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Idea de la transitividad

Nadie baña su alma dos veces
en el mismo río,

conjeturó Heráclito,
y otros antes de él,

que ya han sido olvidados.
Y otros más en este instante,

que ha terminado.
Otros hombres,

que aún no existen,
repetirán este adagio,

oscuro y frío,
solo por sentir

el irrevocable correr del tiempo.
Acaso, ¾no somos todos el mismo

en algún momento?
Somos uno en un instante

y en un número �nito de veces
seremos otro, inevitablemente.
Pues nada escapa al parámetro

que nos rige: el tiempo;
ni la órbita de los astros,

ni aquello, sumergido en sueños,
ni siquiera el dios,
que desde el polvo,
nos ha creado.

Abraham R.
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Introducción

Las construcciones de los matemáticos,
como las de los pintores o los poetas,

deben ser bellas; las ideas,
como los colores o las palabras,

deben encajar con armonía.
La belleza es el primer requisito:

no hay un lugar permanente en el mundo
para las matemáticas feas.

G. H. HARDY

El estudio profundo de la matemática, a lo largo de la historia, ha permitido encontrar
íntimas relaciones entre sus distintas ramas; lo cual ha llevado a concebir nuevas áreas. Tal
es nuestro caso, pues el tema de este trabajo está sustentada principalmente por dos ramas
de la matemática: La topología y los sistemas dinámicos. Cuando nos referimos al segundo,
hablamos de objetos que cambian bajo algún parámetro, abstractamente hablando, estos
objetos son puntos o conjuntos; ésto lo podemos relacionar con la realidad que nos rodea.
En los fenómenos de la naturaleza y las actividades humanas el movimiento de los objetos
está presente indudablemente y el parámetro que lo rige es el tiempo. En base a ésto,
intuitivamente podemos decir que un sistema dinámico es un fenómeno de la naturaleza,
un sistema físico o un espacio de puntos, cuyo estado evoluciona a través del tiempo
mediante una ley determinada. Si el tiempo se considera sin interrupciones se dice que es
un sistema dinámico continuo; en cambio, si el tiempo se mide en lapsos, se dice que es
un sistema dinámico discreto.

En las últimas décadas, los sistemas dinámicos han alcanzado un desarrollo bastante
amplio tanto en el ámbito puramente matemático ( [1], [3]) como en las aplicaciones en
distintas ciencias, pues han sido útiles para modelar problemas en áreas como: Química,
Física, Biología, Medicina, Economía, etc., ver [3], [17] y [18]. Por otra parte, además de
estudiar la dinámica de los objetos de manera general, podemos analizar su comporta-
miento respecto a la cercanía o la acomulación entre éstos o respecto a ciertos conjuntos,
interviniendo de esta forma la topología. La parte de la topología que estudia a los sistemas
dinámicos discretos se llama Dinámica Topológica.

En este sentido, sea X un espacio topológico y f : X → X una función continua.

IX
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Dado k ∈ N, la k-ésima iteración de f se de�ne como la composición de f consigo misma
k veces y se denota por fk. Considerando un punto x ∈ X, la órbita futura del punto x
bajo f , denotada por O(x, f), es el conjunto {x, f(x), f 2(x) . . . , fk(x), . . .}. Así, la órbita
futura O(x, f) representa el movimiento de un objeto, cuya interpretación es como sigue:
en el tiempo t = 0, un objeto se encuentra en la posición x; en el tiempo t = 1 el
objeto ha cambiado de posición y ahora se encuentra en la posición f(x); en el tiempo
t = 2 el objeto ha cambiado nuevamente de posición y ahora se encuentra en f 2(x); y
así sucesivamente. En tal caso se dice que se analiza la dinámica individual o puntual.
De esta manera, la pareja formada por X y f proporciona un modelo matemático del
movimiento, esto es, proporciona un sistema dinámico discreto, que denotamos por (X, f),
cuyo comportamiento depende tanto de f como deX. Además de la órbita futura, también
podemos de�nir la órbita pasada de x; ésto se re�ere a la unión de todos los conjuntos
f−k({x}), para k ∈ N, y se denota como O−(x, f). Por otro lado, la órbita de x se de�ne
como la unión de la órbita pasada y la órbita futura de x y lo denotamos como O±(x, f).

Dependiendo de las propiedades del espacio topológico X y de cómo esté de�nida la
función continua f , se han de�nido y clasi�cado varios sistemas dinámicos discretos, por
mencionar algunos: localmente sobreyectivos, mezclantes, débilmente mezclantes, transi-
tivos, totalmente transitivos, fuertemente transitivos, caóticos, minimales, etc. Varios de
estos sistemas fueron introducidos para espacios métricos y han sido ampliamente estu-
diados, ver [3], [6], [19]. En este trabajo nos enfocamos principalmente en los transitivos.

El concepto de sistema dinámico discreto transitivo, actualmente conocido como tran-
sitividad topológica, fue introducido en el año 1920 por G. D. Birkho� para espacios
métricos [6]. Desde entonces, este concepto ha sido estudiado ampliamente y ha encontra-
do diversas aplicaciones en otras ciencias. Por tal motivo, a través del tiempo, esta noción
ha sido generalizada a espacios topológicos. En la actualidad, se conoce que un sistema
dinámico discreto (X, f), donde X es un espacio topológico y f : X → X es una función
continua, es transitivo si cumple con:

(TT+) Para cualesquiera par de abiertos no vacíos U y V de X, se tiene que existe
algún k ∈ N de tal forma que fk(U) ∩ V no es vacío.

Además, se han dado otras de�niciones muy similares, las cuales están relacionadas
o son equivalentes a la transitividad topológica, en espacios topológicos generales y/o
particulares tales como espacios de Hausdor�, espacios perfectos y espacios con puntos
aislados. Algunas de dichas nociones son: existe una órbita futura que es densa en el
espacio; el conjunto omega límite coincide con el espacio; el espacio no es la unión de dos
subconjuntos propios, cerrados y +invariantes ; entre otras [1].

El objetivo del trabajo de tesis es realizar un estudio detallado de la Transitividad
Topológica y de las nociones relacionadas a ésta [1], principalmente, se analizan las con-
diciones necesarias y/o su�cientes. Además, cuando alguna condición no sea necesaria o
su�ciente para la transitividad, se analizarán condiciones adicionales para que tal relación
sea verdadera. Para ésto hemos organizado el trabajo de la siguiente manera:

En el primer capítulo presentamos los conceptos básicos, ejemplos y notaciones de
espacios métricos y topológicos, así como el concepto de función continua, todo esto es la
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base principal para entender el tema.
En el segundo capítulo nos centramos el tema de los sistemas dinámicos discretos,

de�nimos formalmente lo que son las órbitas y hablamos de tipos de órbitas (o puntos) y
ponemos algunos ejemplos. Además, hablamos del análisis grá�co de una órbita y damos
las de�niciones que son base de las nociones relacionadas con la transitividad topológica,
tales como el conjunto omega-límite, la órbita sucesión, los conjuntos invariantes, entre
otros.

En el cuarto capítulo de�nimos formalmente la transitividad topológica y vemos la
relación con otros sistemas dinámicos discretos. Además, presentamos tres ejemplos im-
portantes de funciones que son transitivas y presentamos algunos propiedades de la tran-
sitividad topológica.

Finalmente, en el cuarto capítulo presentamos las nociones relacionadas con la transi-
tividad topológica, vemos la relación entre éstas en un espacio topológico general y agre-
gamos condiciones al espacio para hallar más equivalencias. En esta sección los espacios
topológicos de Hausdor�, perfectos y con puntos aislados son de crucial importancia.
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Capítulo 1

Conceptos preliminares de espacios topológicos

Las investigaciones matemáticas, en la actualidad, son tan extensas, que es difícil
tratarlas sin tener claros los conceptos, teoremas y proposiciones sobre los cuales están
sustentas. Es por eso que, para este trabajo, es impresindible abrir un espacio de temas
preliminares. El propósito de este capítulo es introducir los temas básicos que son útiles
para el desarrollo de los siguientes capítulos. También establecemos la terminología y la
notación necesarias para evitar ambiguedades. La mayoría de las de�niciones las acom-
pañamos con algunos ejemplos, ésto con el �n de dejar claros los conceptos. Para los
teoremas y las proposiciones se dan las demostraciones que no son muy conocidas.

1.1. Breve repaso de los espacios métricos

De manera intuitiva, un espacio métrico es un conjunto donde podemos hablar de
la distancia o métrica entre sus elementos. Es necesario de�nir lo que se entiende por
distancia entre dos puntos de un conjunto, cuya naturaleza no conocemos. De manera
formal, de�nimos un espacio métrico de la siguiente manera:

De�nición 1.1.1. Sea E un conjunto cualquiera, no vacío. Se de�ne una métrica en E
como una función:

d : E × E → R

con las siguientes propiedades:

1. Para cualesquiera x y y puntos de E, d(x, y) ≥ 0.

2. Para cualesquiera x y y puntos de E, d(x, y) = 0 si y sólo si x = y.

3. Para cualesquiera x y y puntos de E, d(x, y) = d(y, x).

4. Para cualesquiera x, y y z puntos de E, d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

1
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La expresión d(x, y) se lee como distancia entre los puntos x y y. Y al par (E, d),
constituida por el conjunto E y una métrica de�nida sobre E, se denomina espacio
métrico.

Dos conceptos fundamentales que surgen luego de de�nir los espacios métricos son bola

abierta y bola cerrada.

De�nición 1.1.2. Sean (E, d) un espacio métrico, x ∈ E y r > 0. Se de�ne la bola

abierta (respectivamente bola cerrada) con centro en x y radio r como el conjunto de
todos los y ∈ E tales que d(x, y) < r (respectivamente d(x, y) ≤ r). Denotamos a estos
conjuntos como B(x, r) y B[x, r], respectivamente.

Veamos algunos ejemplos de espacios métricos que tiene como propósito aclarar este
concepto. Algunos de los ejemplos más importantes de espacios métricos son los espacios
euclidianos Rn, particularmente R1 y R2.

Ejemplo 1.1.3. Sean n ∈ N y E el conjunto Rn. De�nimos la función d : E × E → R
dada por:

d(x, y) =‖ x− y ‖, para todo x, y ∈ E.

La función d de�ne un espacio métrico (Rn, d), el cual es llamado espacio euclidiano

Rn.

Ejemplo 1.1.4. Sea E un conjunto cualquiera no vacío. De�nimos la función

d : E × E → R

tal que para todo x, y ∈ E:

d(x, y) =

{
1, si x 6= y;

0, si x = y.

La función d de�ne un espacio métrico (E, d), al cual se le llama espacio métrico

discreto.

Ejemplo 1.1.5. Sean (E, d) un espacio métrico y S un subconjunto no vacío de E. Se
tiene que (S, d) es también un espacio métrico con la métrica de restringir d a S × S. Se
llama a menudo la métrica relativa inducida por d sobre S. A S se le llama subespacio
métrico de M .

Ahora dedicamos una pequeña sección a las sucesiones, sólo para de�nir lo que vamos a
utilizar en este trabajo. Para profundizar un poco más sobre el tema de espacios métricos
y sucesiones se puede consultar [15] o [16].
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Sucesiones

De�nición 1.1.6. Sea X un conjunto. Una sucesión de elementos de X se de�ne como
la función:

x : N→ X.

Si x es una sucesión, representamos por xn el valor de x en n, en lugar de x(n). Además,
denotamos la sucesión x como {xn}∞n=1.

De�nición 1.1.7. Sean (X, d) un espacio métrico y {xn}∞n=1 una sucesión de elementos
de X. Se dice que {xn}∞n=1 converge a un punto x de X, si para todo ε > 0, existe N ∈ N
tal que:

d(x, xn) < ε, para cada n ≥ N.

A x se le llama límite de la sucesión {xn}∞n=1. Denotamos como xn → x o ĺımn→∞ xn =
x, cuando la sucesión {xn}∞n=1 converge a x.

Después de los espacios métricos euclidianos se encuentra un concepto más general: Los
espacios topológicos. En seguida los de�nimos junto a otros conceptos que se relacionan
con dichos espacios.

1.2. ¾Qué son los espacios topológicos?

En esta sección damos la de�nición de espacio topológico y estudiamos algunas de sus
propiedades. También mencionamos algunos conceptos fundamentales que se relacionan
con los espacios topológicos tales como los conjuntos abiertos y cerrados. Más adelante
estudiamos un concepto elemental que nos permite trabajar con estos espacios, el de
función continua.

De manera intuitiva, la topología se encarga de estudiar las propiedades de �guras que
se conservan cuando dichas �guras sufren cambios tales como dilataciones, expansiones
o son deformadas, de tal manera que no aparezcan nuevos puntos; es decir, en la trans-
formación que se permite a las �guras debe existir una correspondencia entre la �gura
original y la transformada, y que la deformación haga corresponder los puntos �cercanos�
a puntos �cercanos� entre ellas. Iniciamos con la siguiente de�nición:

De�nición 1.2.1. Una topología sobre un conjuntoX es una colección τ de subconjuntos
de X con las siguientes propiedades:

1. Los conjuntos ∅ y X están en τ .

2. La unión de los elementos de cualquier subcolección de τ está en τ .
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3. La intersección de los elementos de cualquier subcolección �nita de τ está en τ .

Un conjuntoX para el que se ha de�nido una topología τ se llama espacio topológi-
co. En otras palabras, un espacio topológico es el par (X, τ). Nosotros denotaremos
a un espacio topológico sólo por X si no hace falta mencionar con qué topología
está de�nido.

Luego de de�nir qué es una topología, surgen naturalmente dos conceptos de gran
importancia ligadas a esta de�nición, conjunto abierto y conjunto cerrado; los cuales, desde
el punto de vista de la topología, son conceptos muy importantes, pues permiten tener
la noción de ”cercanía” o �aproximación� entre puntos, que para nuestro tema principal,
sistemas dinámicos discretos, es de gran utilidad.

De�nición 1.2.2. Sea X un espacio topológico con una topología τ . Diremos que un
subconjunto U de X es un conjunto abierto de X si U pertenece a la colección τ .
Además, un subconjunto A de un espacio topológico X se dice que es un conjunto

cerrado si el subconjunto X \ A es abierto en X.

Para aclarar estas de�niciones ponemos algunos ejemplos básicos:

Ejemplo 1.2.3. Si d es una distancia en el conjunto X, entonces la colección de todos
los subconjuntos que son uniones de bolas abiertas en X es una topología sobre X, de-
nominada topología métrica inducida por d; esto es, todo espacio métrico es un espacio
topológico.

Ejemplo 1.2.4. Sea X un conjunto. La colección de todos los subconjuntos de X es una
topología sobre X y se denomina topología discreta.

Observemos que en el Ejemplo 1.2.4, todos los subconjuntos de X son abiertos y
cerrados.

Ejemplo 1.2.5. Sea X un conjunto cualquiera. La colección compuesta únicamente por
X y ∅ es también una topología sobre X y la llamaremos topología indiscreta o topología
trivial.

Ejemplo 1.2.6. Sean X un conjunto y τf la colección de todos los subconjuntos U de
X tales que X \ U es �nito o todo X; τf es una topología sobre X, y se le conoce como
topología co�nita o topología de los complementos �nitos.

En el Ejemplo 1.2.6, todos los subconjuntos �nitos son cerrados.

En resumen, de la De�nición 1.2.1, se tienen las siguientes propiedades de abiertos:

Observación 1.2.7. Sea X un espacio topológico. Se tiene que:

1.- El conjunto vacío y todo el espacio son conjuntos abiertos de X.
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2.- La intersección de dos conjuntos abiertos es abierto de X.

3.- La unión arbitraria de conjuntos abiertos es un conjunto abierto de X.

También se tienen algunas propiedades de los conjuntos cerrados:

Proposición 1.2.8. Sean X un espacio topológico y C la familia de conjuntos cerrados
de X. Se tienen las siguientes propiedades:

1.- El espacio X y el conjunto ∅ están en C.
2.- Las uniones �nitas de elementos de C están en C.
3.- La intersección arbitraria de elementos de C está en C.

Demostración.

1.- Puesto que X y ∅ son conjuntos abiertos, se tiene que sus respectivos complementos,
∅ y X, son cerrados.

2.- Sea {Ai : i ∈ {1, 2, . . . , n}} un subconjunto de C. Utilizando las leyes de De Morgan,
tenemos:

X \

(
n⋃
i=1

Ai

)
=

n⋂
i=1

(X \ Ai).

Observemos que el conjunto de la parte derecha es una intersección �nita de conjuntos
abiertos y por lo tanto, es abierto. En consecuencia,

⋂
{Ai : i ∈ {1, 2, . . . n}} está en

C.

3.- Sea {Aα : α ∈ J} una colección de conjuntos en C. Aplicando las leyes de De Morgan,
tenemos:

X \

(⋂
α∈J

Aα

)
=
⋃
α∈J

(X \ Aα).

Ya que X \ Aα es un conjunto abierto, para todo α ∈ I, la parte derecha es la unión
arbitraria de conjuntos abiertos y por lo tanto, es abierto. Así,

⋂
{Aα : α ∈ J} está

en C.

Con todo esto se tiene el resultado. �

Dado un subconjunto de un espacio topológico X, se puede de�nir un subespacio

topológico.

De�nición 1.2.9. Sea X un espacio topológico con topología τ . Si Y es un subconjunto
de X, la colección:

τY = {Y ∩ U : U ∈ τ}
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es una topología sobre Y , denominada topología de subespacio o topología relati-

va. Con esta topología, Y se denomina subespacio de X; sus conjuntos abiertos son todas
las intersecciones de conjuntos abiertos de X con Y .

Cuando se trabaja con un espacio topológico X y un subespacio Y diremos que un
conjunto U es abierto en X si pertenece a la topología X, y diremos que U es abierto en
Y si pertenece a la topología de Y .

Otros conceptos importantes son el interior y la clausura de un conjunto y punto límite

o también llamado punto de acumulación de un conjunto. Estos conceptos se exponen en
la De�nición 1.2.10 y la De�nición 1.2.12.

De�nición 1.2.10. Dado un subconjunto A de un espacio topológico X, el interior de
A se de�ne como la unión de todos los conjuntos abiertos contenidos en A, y la clausura
de A se de�ne como la intersección de todos los conjuntos cerrados en X que contienen a
A. El interior de A se denota por int(A) o por Ao y la clausura de A se denota mediante
cl(A) o por A.

De esta de�nición se desprenden algunas observaciones que en seguida se muestran:

Observación 1.2.11. Sea A un subconjunto de un espacio topológico X. Se tienen las
siguientes observaciones:

1) El conjunto int(A) es un conjunto abierto en X y cl(A) es un conjunto cerrado en
X. Además, int(A) ⊂ A ⊂ cl(A).

2) El interior de A es el conjunto abierto más grande contenido en A y la clausura de
A es el conjunto cerrado más pequeño que contiene a A.

3) Si A es abierto, entonces A = int(A). Mientras que, si A es cerrado, A = cl(A).

De�nición 1.2.12. Sean X un espacio topológico, A un subconjunto de X y x un punto
en X. Diremos que x es punto límite o punto de acumulación de A si cada abierto
de X que contenga a x interseca a A en algún punto distinto del propio x. Dicho de
otra forma, x es un punto límite de A si pertenece a la clausura de A \ {x}. El punto x
puede o no pertenecer a A, no es relevante para esta de�nición. Al conjunto de puntos de
acumulación de A se le llama derivado de A, y se denota por A′ (ver Figura 1.1).

Figura 1.1: Punto de acumulación.

Algunas propiedades surgen a partir de la De�nición 1.2.12, las demostraciones se
pueden consultar en [2].
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Teorema 1.2.13. Sean X un espacio topológico y A un subconjunto de X. Se tiene que
x ∈ cl(A) si y sólo si, para todo abierto U que contiene a x, U ∩ A no es vacío.

Teorema 1.2.14. Sean X un espacio topológico y A un subconjunto de X. Un punto x
está en int(A) si y sólo si existe un abierto U de X que contiene a x tal que U ⊂ A. Ver
Figura 1.2.

Figura 1.2: Punto interior de A.

Con los conceptos que tenemos hasta ahora podemos dar paso a los conjuntos densos
en espacios topológicos.

De�nición 1.2.15. Sean X un espacio topológico y A un subconjunto de X. Diremos
que A es denso en X si cl(A) = X.

Podemos caracterizar a este tipo de conjuntos de la siguiente forma:

Teorema 1.2.16. Sean X un espacio topológico y A un subconjunto de X. Se tiene que
A es denso en X si y sólo si, todo abierto no vacío U de X, cumple que A∩U no es vacío.

Demostración. Supongamos que A es denso en X. Sea U un abierto no vacío de X. Puesto
que cl(A) = X, se tiene que, por el Teorema 1.2.13, U ∩ A no es vacío.

Recíprocamente, supongamos que para todo abierto no vacío U de X, A ∩ U no es
vacío. Si suponemos que cl(A) 6= X, entonces X \ cl(A) sería abierto y no vacío de X.
Pero (X \ cl(A)) ∩ A es vacío, lo cual contradice lo supuesto. Por lo tanto cl(A) = X. �

Tenemos algunos ejemplos de conjuntos densos a continuación.

Ejemplo 1.2.17. El conjunto de los números racionales Q es denso en (R, τu), donde τu
es la topología usual.

Ejemplo 1.2.18. Sea X un espacio topológico con la topología co�nita. Cualquier sub-
conjunto in�nito es denso en X.

Algunos espacios topológicos tienen algunas características particulares lo cual permite
clasi�carlos. En la siguiente sección vemos algunos tipos de espacios topológicos.
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1.3. Algunos tipos de espacios topológicos

La de�nición de un espacio topológico es muy general y muchas de las proposiciones
y teoremas que se necesitan, se prueban para espacios topológicos con propiedades más
especí�cas. En este trabajo son de gran importancia, para algunas demostraciones, los es-
pacios topológicos con algunas propiedades particulares tales como: Espacios topológicos
perfectos, espacios T1, espacios de Hausdor�, entre otros.

1.3.1. Espacios topológicos de Hausdor�

Una propiedad que todos los espacios métricos poseen es que, cualesquiera dos puntos
distintos del espacio, se pueden separar por dos conjuntos abiertos que contengan a esos
puntos y además sean ajenos entre ellos. En general, los espacios topológicos no gozan
de esta propiedad. Cuando un espacio topológico tiene dicha propiedad son llamados
Espacios topológicos de Hausdor� o T2. Esta propiedad será crucial en el Capítulo 4.
Antes de de�nir los espacios de Hausdor� presentamos una propiedad más débil.

De�nición 1.3.1. Un espacio topológico X se denomina espacio T1 si para cada par
de puntos distintos, x1 y x2 de X, existen abiertos U1 y U2 tales que x1 ∈ U1 \ U2 y
x2 ∈ U2 \ U1. Ver Figura 1.3.

Figura 1.3: Espacio T1. En estos espacios los conjuntos U1 y U2 pueden o no intersectarse.

De�nición 1.3.2. Un espacio topológico X se denomina espacio Hausdor� o espacio
T2 si para cada par de puntos x1 y x2 distintos en X, existen abiertos disjuntos U1 y U2

en X tales que x1 ∈ U1 y x2 ∈ U2. Ver Figura 1.4.

Figura 1.4: En los Espacios de Hausdor� los conjuntos U1 y U2 deben ser ajenos.

Notemos que todo espacio de Hausdor� es un espacio T1. Sin embargo, un espacio T1
no necesariamente es un espacio de Hausdor�. Algunos ejemplos de espacios de Hausdor�
se muestran en seguida:
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Ejemplo 1.3.3. El espacio topológico de los reales con la topología usual, (R, τu), es de
Hausdor�.

Ejemplo 1.3.4. Los espacios topológicos con la topología discreta son espacios de Haus-
dor�.

Como hemos mencionado, no todo espacio topológico es de Hausdor�. Veamos un
ejemplo de ésto:

Ejemplo 1.3.5. La recta real, con la topología co�nita, no es un espacio de Hausdor�,
pues para cualesquiera dos puntos que se tomen y dos abiertos que los contengan, los
abiertos se intersectan, ya que de otra forma, un abierto estaría en el complemento del
otro, pero eso es imposible, porque el complemento es �nito.

Estos espacios le dan ciertas propiedades interesantes a los conjuntos unitarios, o en
general, a los conjuntos �nitos. Estas propiedades, que son de suma importancia para este
trabajo, los mencionamos a continuación (las demostraciones se encuentran en [2]):

Proposición 1.3.6. Sea X un espacio topológico. Se tiene que, X es T1 si y sólo si, para
todo x ∈ X, el conjunto {x} es cerrado en X.

Como consecuencia de la Proposición 1.3.6, se tiene lo siguiente:

Proposición 1.3.7. Sean X un espacio topológico T1. Para todo x1, x2, x3, . . . xn puntos
de X, se tiene que {x1, x2, x3, . . . , xn} es cerrado en X.

De la última proposición podemos observar lo siguiente:

Observación 1.3.8. Sea X un espacio topológico. Se tiene que X es T1 si y sólo si todo
subconjunto �nito de X es cerrado. Más aún, si X es �nito, cualquier subconjunto de X
es cerrado y abierto.

Proposición 1.3.9. Sean X un espacio topológico T1, A un subconjunto de X y x un
punto de X. Se tiene que x es punto límite de A si y sólo si, cada abierto U que contiene
a x contiene in�nitos puntos de A.

Ya hemos mencionado que todo espacio de Hausdor� es un espacio T1, por lo tanto,
las Proposiciones 1.3.6, 1.3.7, 1.3.9 y la Observación 1.3.8 son válidas para un espacio de
Hausdor�.

1.3.2. Espacios topológicos con puntos aislados y perfectos

En esta sección estudiamos dos tipos de espacios topológicos que se relacionan, los
espacios perfectos y espacios con puntos aislados ; estos últimos también son llamados
espacios imperfectos. Un espacio topológico no puede tener ambas propiedades simultá-
neamente. A continuación los presentamos.
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Puntos aislados

Dado un conjunto cualquiera A, todos los puntos de A que no sean de acumulación se
les llama puntos aislados. De manera formal:

De�nición 1.3.10. Sean X un espacio topológico, A un subconjunto de X y x un punto
de A. Se dice que x es punto aislado de A, si existe un abierto U de X tal que x ∈ U y
U ∩A = {x}. Más aún, x es punto aislado de X si existe un abierto U no vacío de X tal
que x ∈ U y U ∩X = {x}; esto signi�ca que U = {x}. Al conjunto de puntos aislados de
X lo vamos a denotar como IsoX . En la Figura 1.5, el punto x que pertenece al conjunto
A, es aislado de A.

Figura 1.5: Observemos que el punto x es un punto aislado de A, pues el abierto U contiene
a x y cumple que A ∩ U = {x}.

Notemos que si x es punto aislado de A, entonces x no pertenece al derivado de A.
En efecto, si U es un abierto no vacío de X tal que x ∈ U y U ∩ X = {x}, se tiene
que (A \ {x}) ∩ U es vacío. Para tener más claro esta de�nición, tenemos los siguientes
ejemplos:

Ejemplo 1.3.11. Sean R con la topología usual y N el conjunto de los números naturales.
En este caso todos los puntos de N son puntos aislados de N. En efecto, sea n ∈ N, tenemos
que B

(
n, 1

2

)
∩ N = {n}.

Ejemplo 1.3.12. Sea X = R con la topología usual y A =
{

1
n

: n ∈ N
}
. En este caso los

puntos aislados de A son todos los puntos de A.

Dada la De�nición 1.3.10, tenemos la siguiente caracterización:

Observación 1.3.13. Sean X un espacio topológico y x ∈ X. Se tiene que x es punto
aislado de X si y sólo si el conjunto {x} es abierto en X.

Demostración. Supongamos que x es un punto aislado de X. Por la De�nición 1.3.10,
existe U abierto no vacío de X tal que U ∩X = {x}. Por lo tanto, U = {x}. Así, {x} es
abierto en X.

Recíprocamente, supongamos que {x} es abierto en X. Pongamos U = {x}. De aquí,
U ∩X = {x}. En consecuencia, x es un punto aislado de X. �

Cuando en un espacio no se encuentra ningún punto aislado, el espacio es llamado
perfecto. En la siguiente sección presentamos este tipo de espacios.
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Espacios topológicos perfectos

La ausencia de puntos aislados determina una nueva clase de espacios topológicos, la
cual es llamado perfectos. Formalmente lo de�nimos de la siguiente forma:

De�nición 1.3.14. Sea X un espacio topológico. El espacio X es perfecto si todos sus
puntos son de acumulación. Equivalentemente, X es perfecto si ninguno de sus puntos es
punto aislado.

Cuando un espacio tiene puntos aislados también se le llama espacio imperfecto.

Proposición 1.3.15. Sea X un espacio topológico. Se tiene que X es perfecto si y sólo
si todo abierto no vacío U de X tiene al menos dos puntos.

Demostración. Supongamos que X es perfecto y sea U un abierto no vacío de X. También
supongamos que U contiene sólo un punto, x. Observemos que U ∩ X = {x}. Por la
De�nición 1.3.10, x es aislado, lo cual contradice lo supuesto. Por lo tanto, U contiene al
menos dos puntos.

Recíprocamente, supongamos que todo abierto no vacío U de X contiene al menos dos
puntos. De aquí, la intersección de U con X nunca será un solo punto; es decir, no existen
puntos aislados. Por lo tanto, X es perfecto. �

De la Proposición 1.3.15, se obtiene la siguiente equivalencia:

Proposición 1.3.16. Sea X un espacio topológico. Se tiene que X no es perfeto si y sólo
si existe un abierto no vacío U de X tal que U contenga a lo más un elemento.

Cosiderando la propiedad de Hausdor�, obtenemos los siguientes dos resultados.

Proposición 1.3.17. Sea X un espacio topológico de Hausdor�. Se tiene que X no es
perfecto si y sólo si existe un subconjunto abierto no vacío U de X tal que U es �nito.

Demostración. Supongamos queX no es perfecto. Luego, existe x ∈ X tal que x es aislado
en X. Por la Observación 1.3.13, U = {x} es abierto de X. Así, U es �nito.

Recíprocamente, supongamos que existe un subconjunto abierto no vacío y �nito U de
X. Pongamos U = {x1, x2, . . . , xn}, donde n ∈ N. Veamos que X no es perfecto. Notemos
que, como X es de Hausdor�, existen abiertos disjuntos V1, V2, . . . , Vn de X tales que
xi ∈ Vi y Vi ⊂ U , donde i ∈ {1, 2, . . . , n}. Fijemos j ∈ {1, 2, . . . , n}. Pongamos V = U∩Vj.
Notemos que V es abierto en X. Observemos que V = {xj}. Por la Observación 1.3.13,
xj es aislado. Por lo tanto, X no es perfecto. �

De la Proposición 1.3.17, se obtiene la siguiente equivalencia:

Proposición 1.3.18. Sea X un espacio topológico de Hausdor�. Se tiene que X es per-
fecto si y sólo si todo abierto no vacío U de X es in�nito.

Pasemos a otro tipo de espacio topológico, los espacios compactos.
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1.3.3. Espacios topológicos compactos

De manera intuitiva, un conjunto A es compacto si de toda colección de conjuntos
abiertos, que �cubre� a A, se puede extraer una subcolección �nita que también cubre a
A.

De�nición 1.3.19. Sean X un espacio topológico y A un subconjunto de X. Una colec-
ción C de subconjuntos de X se dice que cubre a A o que es una cubierta de A, si la
unión de los elementos de C cubren al conjunto A. Se dice que C es una cubierta abierta

de A si es una cubierta de A formado por conjuntos abiertos de A.

Ahora que sabemos qué es una cubierta abierta, podemos pasar a la de�nición formal
de un conjunto compacto.

De�nición 1.3.20. Sean X un espacio topológico y A ⊂ X. Se dice que A es compacto

si de cada cubierta abierta C de A podemos extraer una subcolección �nita que también
cubre a A. Si A = X se dice que el espacio topológico X es compacto. A esta propiedad
se le llama compacidad .

Los siguientes ejemplos ilustran esta de�nición:

Ejemplo 1.3.21. El siguiente subconjunto de R es compacto:

X = {0} ∪
{

1

n
: n ∈ N

}
.

Ejemplo 1.3.22. Cualquier espacio X que contenga un número �nito de elementos es
trivialmente compacto, pues a cualquier cubierta abierta se le puede extraer un número
�nito de abiertos que cubra al espacio.

Recordemos que S1 denota el círculo unitario y C el conjunto de los números complejos.

Ejemplo 1.3.23. Sea C el conjunto de números complejos. El subconjunto S1 ⊂ C es
compacto.

Veamos un conjunto que no es compacto:

Ejemplo 1.3.24. La recta real, R, no es compacta, ya que la cubierta formada por
intervalos abiertos:

C = {(n, n+ 2) : n ∈ Z}

no contiene ninguna subcolección �nita que cubra a R.

Proposición 1.3.25. Sea X un espacio métrico. Si X es compacto, entonces cualquier
subconjunto in�nito de X tiene un punto de acumulación en X.
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Proposición 1.3.26. Sean X es un espacio topológico compacto y A un subconjunto de
X. Si A es cerrado, entonces A es compacto.

Demostración. Supongamos que A es cerrado. Sea C una cubierta abierta de A. Ahora,
podemos considerar la siguiente cubierta abierta de X:

B = C ∪ {X − A}.

Como X es compacto, alguna subcolección �nita cubre a X. Si esta subcolección
contiene al conjunto X \ A, lo quitamos. Si no es así, permanece igual. La colección
resultante en cualquier caso es una sucolección �nita de C que cubre a A. �

Proposición 1.3.27. Sean X un espacio topológico de Hausdor� y A un subconjunto de
X. Si A es compacto, entonces A es cerrado.

Demostración. Supongamos que A es compacto. Probemos que X \ A es un conjunto
abierto. Sea x0 un punto de X \A. Demostremos que existe un abierto que contiene a x0
y que no intersecta a A. Para cada punto y de A, por la propiedad de Hausdor�, podemos
elegir abiertos disjuntos Uy y Vy que contengan a x0 y a y, respectivamente. Observemos
que la colección {Vy : y ∈ A} es una cubierta abierta de A. Como A es compacto, existe
una subcubierta �nita de A, digamos Vy1 , Vy2 , . . . , Vyn . Veamos que el conjunto:

U = Uy1 ∩ . . . ∩ Uyn
es disjunto del conjunto abierto:

V = Vy1 ∪ . . . ∪ Vyn .

En efecto, sea z ∈ V . Luego, z ∈ Vyi , para algún i y, por lo tanto, z 6∈ Uyi . Así, z 6∈ U .
Con esto hemos visto que U ∩ V es vacío. Puesto que U es abierto y x0 ∈ U , X \A es un
conjunto abierto. Con ésto, A es cerrado. �

La siguiente Proposición la podemos encontrar en [2]:

Proposición 1.3.28. Sea X un espacio topológico. Se tiene que X es compacto si y sólo
si para cada colección C de conjuntos cerrado en X, la intersección de todos los elementos
de C: ⋂

C∈C

C

no es vacía.

Existen otros tipos de espacios topológicos bastante importantes en la matemática
[2]; sin embargo, para este trabajo, los que hemos mencionado son su�cientes. Ahora,
presentamos uno de los conceptos más relevantes y útiles en la matemática: el concepto
de función.
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1.4. Funciones continuas y algunas propiedades

Uno de los conceptos más importantes dentro de las matemáticas es el de función,
particularmente, función continua. Tan relevante es, que en ningún momento de nuestro
trabajo nos apartamos de este concepto.

En esta sección presentamos algunos de los conceptos básicos que se relacionan con
las funciones que nos parecen más importantes y útiles para desarrollar este trabajo. Por
mencionar algunas: función continua, función inversa, homeomor�smos, imagen inversa

de un conjunto, iteración de funciones, entre otras.

Las primeras de�niciones que mostramos son las de imagen e imagen inversa de un
conjunto y restricción de una función.

De�nición 1.4.1. Sean X y Y dos conjuntos cualesquiera, f : X → Y una función y U
un subconjunto de X. El conjunto de los f(x) tales que x ∈ U se denomina imagen de
U bajo f y se denota por f(U).

De�nición 1.4.2. Sean X y Y dos conjuntos cualesquiera, f : X → Y una función y V
un subconjunto de Y . La imagen inversa o preimagen de V , denotada como f−1(V ),
es el conjunto de todos los puntos x de X que cumplen que f(x) ∈ V .

De�nición 1.4.3. Sean X y Y dos conjuntos cualesquiera, f : X → Y una función y A
un subconjunto de X. Consideremos la función g : A→ Y tal que g(a) = f(a), para todo
a ∈ A. En este caso a g se le llama la restricción de f al conjunto A y se denota por
f |A.

Bajo estos últimos conceptos podemos mostrar algunas propiedades de las funciones
sobre familias de conjuntos que son sumamente útiles:

Proposición 1.4.4. Sean X y Y dos espacios topológicos y {As : s ∈ I} y {Bs : s ∈ J}
familias de conjuntos de X y Y , respectivamente. Se tienen las siguiente propiedades:

1) f
(⋃

s∈I As
)

=
⋃
s∈I f(As).

2) f
(⋂

s∈I As
)
⊆
⋂
s∈I f(As).

3) f−1
(⋃

s∈J Bs

)
=
⋃
s∈J f

−1(Bs).

4) f−1
(⋂

s∈J Bs

)
=
⋂
s∈J f

−1(Bs).

5) f(f−1(Bs)) ⊆ Bs, donde s ∈ J . Si f es sobreyectiva, la igualdad se cumple.

6) As ⊆ f−1(f(As)), donde s ∈ I. Basta que f sea inyectiva para que la igualdad se
cumpla.
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La siguiente de�nición que presentamos en esta sección hace referencia a uno de los
conceptos más sobresalientes en la matemática, función continua. De manera intuitiva,
una función es continua entre dos espacios topológicos si preserva la idea de �proximidad�,
es decir, si a través de la función se llevan puntos �próximos� del primer espacio a puntos
�próximos� del segundo espacio.

De�nición 1.4.5. Sean X y Y dos espacios topológicos, f : X → Y una función y x0 un
punto de X. Decimos que f es continua en x0 si para todo subconjunto abierto no vacío
V de Y que contiene al punto f(x0), existe un subconjunto abierto no vacío U de X que
contiene x0 y además se satisface que f(U) ⊆ V . Si f es continua en cada punto de X se
dice que f es continua en X.

De la De�nición 1.4.5 surge una caracteriazación que utilizamos constantemente; la
cual mostramos en el Teorema 1.4.6 (ver [2]). Para ésto, necesitamos la ayuda del concepto
de imagen inversa de un conjunto.

Teorema 1.4.6. Sean X y Y espacios topológicos y f : X → Y una función. La función
f se dice que es continua en X si y sólo si para cada subconjunto abierto V de Y , el
conjunto f−1(V ) es un subconjunto abierto de X.

La siguiente de�nición nos habla de una propiedad que tienen algunas funciones de
mandar conjuntos abiertos de un espacio a conjuntos abiertos de otro espacio. De forma
similiar, con los conjuntos cerrados.

De�nición 1.4.7. Sean X y Y dos espacios topológicos y f : X → Y una función. Se
dice que f es abierta si para cada subconjunto abierto A en X, f(A) es abierto en Y . Por
otro lado, se dice que f es cerrada si para cada B ⊂ X cerrado en X, f(A) es cerrado en
Y .

La composición de funciones es uno de los conceptos más útiles en este trabajo (ver
[2] o [15]), ya que apartir de ella podemos construir lo que llamamos Sistema dinámico

discreto. La composición de funciones conserva la continuidad de las funciones.

Observación 1.4.8. Sean X y Y espacio topológicos y f, g : X → Y funciones. Si f y g
son funciones continuas, entonces la composición f ◦ g es continua. En particular, f ◦ f
es continua.

Con ayuda de la composición de funciones se obtienen otros conceptos, como la itera-

ción de funciones, ésto se re�ere a componer una misma función varias veces.

Iteración de funciones

La palabra iteración hace referencia a la repetición de un suceso una y otra vez, en este
caso hablamos de la iteración de una función; es decir, a la composición de una función
consigo mismo repetidas veces.
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De�nición 1.4.9. Sean X un espacio topológco, f : X → X una función continua y
n ∈ N. La n-ésima iteración de f , denotada como fn, se de�ne como la composición
reiterada de f consigo misma n veces; es decir:

fn = f ◦ f ◦ . . . f︸ ︷︷ ︸ .
n veces

Donde f 1 = f y fn = f ◦ fn−1. Además, de�nimos f 0 : X → X como la función
identidad en X; es decir, f 0(x) = x, para todo x ∈ X. Más aún, fn ◦ fm = fn+m y
(fn)m = fnm, para cada n y m ∈ N.

Veamos un ejemplo para aclarar esta de�nición:

Ejemplo 1.4.10. Sean X = R, a ∈ R y f : X → X la función continua de�nida por
f(x) = ax. De aquí, se obtiene:

f 2(x) = f(f(x)) = a2x,

f 3(x) = f(f 2(x)) = a3x,

...

fn(x) = f(fn−1(x)) = anx.

Inductivamente, de la Observación 1.4.8, se puede demostrar la siguiente proposición:

Proposición 1.4.11. SeaX un espacio topológico. Si f : X → X es una función continua,
entonces fn es continua, para todo n ∈ N.

De la De�nición 1.4.2 y la De�nición 1.4.9, tenemos lo siguiente:

De�nición 1.4.12. Sean X y Y dos conjuntos cualesquiera, f : X → Y una función y A
un subconjunto de Y . Dado k ∈ N, la preimagen de A bajo fk se denota por f−k(A), ésto
se interpreta como: f−k(A) = f−1(f−(k−1)(A)). En el caso en que A = {x}, escribiremos
f−1(x) en lugar de f−1({x}).

La siguiente observación surge de la De�nición 1.4.7:

Observación 1.4.13. Sean X y Y espacios topológicos y f : X → Y una función. Si f
es abierta (cerrada) en X, entonces fk es abierta (cerrada) en Y , para todo k ∈ N.

Para A subconjunto de un espacio topológico X y n un número natural, denotamos la
imagen de A bajo fn, como fn(A). Usando esta notación podemos mostrar la siguiente
proposición:

Proposición 1.4.14. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función continua.
Se cumple que:

fn(X) ⊆ fn−1(X) ⊆ . . . ⊆ f(X) ⊆ X

, para todo n ∈ N.
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Demostración. Como f es una función que va del espacio X en sí mismo, tenemos que
f(X) ⊂ X. De aquí, se tiene lo siguiente:

f 2(X) = f(f(X)) ⊂ f(X) ⊂ X,

f 3(X) = f(f 2(X)) ⊂ f(X) ⊂ X,

En general, para n ∈ N, tenemos que:

fn(X) = f(fn−1(X)) ⊂ f(X) ⊂ X.

De esta manera, queda demostrada la proposición. �

En la Proposición 1.4.15 no es necesaria la propiedad de continuidad; sin embargo, el
resultado es importante para muchos resultados más adelante.

Proposición 1.4.15. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función. Consi-
deremos A y B subconjunto no vacíos de X. Se tiene que, para k ∈ Z, fk(A) ∩ B no es
vacío si y sólo si A ∩ f−k(B) no es vacío.

Demostración. Sea x ∈ A ∩ f−k(B), ésto sucede si y sólo si x ∈ A y x ∈ f−k(B), ésto
último se cumple si y sólo si fk(x) ∈ fk(A) y fk(x) ∈ B. Con ésto tenemos que fk(A)∩B
no es vacío. �

Teorema 1.4.16. Sea X un espacio topológico y f : X → X una función abierta. Si
x ∈ X es un punto aislado de X, entonces {fk(x)} es también punto aislado, para todo
k ∈ N. Además, {fk(x)} es un conjunto abierto.

Demostración. Por la Observación 1.3.13, {x} es abierto en X. Pongamos U = {x}.
Puesto que f es una función abierta, fk(U) es un conjunto abierto, para cada k ∈ N.
Observemos que fk(U) = fk({x}) = {fk(x)}. De aquí, fk(U)∩X = {fk(x)}; esto es que
fk(x) es punto aislado de X, para cada k ∈ N. Por lo tanto, {fk(x)} es abierto en X. �

Retomando el concepto de compacidad, tenemos la siguiente proposición.

Proposición 1.4.17. Sean X un espacio topológico, f : X → X una función continua y
A un subconjunto de X. Si A es compacto, entonces f(A) es compacto.

Demostración. Supongamos que A es compacto. Sea C una cubierta abierta de f(A).
Probemos que {f−1(C) : C ∈ C} es una cubierta abierta de A. Sea x ∈ A. Luego,
f(x) ∈ f(A) y como C es cubierta de A, existe C ∈ C tal que f(x) ∈ C. En consecuencia,
x ∈ f−1(C). Por lo tanto, la colección dada es una cubierta de A. Puesto que f es continua,
por el Teorema 1.4.6, se tiene que es una cubierta abierta de A.

Por otro lado, como A es compacto, existe un número �nito de conjuntos C1, C2, . . . , Cn
de C, tales que f−1(C1), f

−1(C2), . . . , f
−1(Cn) cubren a A. Probemos que los conjuntos

C1, C2, . . . , Cn cubren a f(A). Sea y ∈ f(A). Luego, existe x ∈ A tal que f(x) = y.
Observemos que x ∈ f−1(Ck), para algún k ∈ {1, 2, . . . , n}. De aquí, f(x) ∈ Ck, esto es
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que y ∈ Ck. Como y es cualquier punto de f(A), concluimos que C1, C2, . . . , Cn cubre a
f(A). Por lo tanto, f(A) es compacto. �

De aquí, tenemos el siguiente corolario:

Corolario 1.4.18. Sean X un espacio topológico, f : X → X una función continua y A
un subconjunto de X. Si A es compacto, entonces fk(A) es compacto, para cada k ∈ N.

Las funciones continuas biyectivas con inversa continua son muy importantes dentro
de la topología; estas nos ayudan a determinar la equivalencia que existe entre espacios
topológicos. A este tipo de funciones se les llama homeomor�smos. Formalmente se de�nen
de la siguiente manera:

De�nición 1.4.19. Sean X y Y dos espacios topológicos y f : X → Y una función biyec-
tiva. Si las funciones f y f−1 son ambas continuas, se dice que f es un homeomor�smo.
Además, se dice que X y Y son homeomorfos si existe un homeomor�smo entre ellos.

De la De�nición 1.4.19, se desprende la siguiente observación:

Observación 1.4.20. Si f : X → Y es un homeomor�smo, entonces f−1 también es un
homeomor�smo.

Proposición 1.4.21. Sean X y Y dos espacios topológicos y f : X → Y una función
continua y biyectiva. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1) f es un homeomor�smo.

2) f es cerrada.

3) f es abierta.

Para profundizar más en los temas que hemos expuesto en este capítulo, se puede
consultar [2], [15] [16]. Con esto damos paso al siguiente capítulo.



Capítulo 2

Introducción a los sistemas dinámicos discretos

En la naturaleza, casi todos los objetos y fenómenos están sometidos al cambio y al
movimiento, éstos dependen de los parámetros con los que se relacionan. Cuando se es-
tudian dichos objetos y fenómenos, el tiempo y el espacio (posición), sin lugar a dudas,
nos permiten la percepción de que algo cambia o se mueve. En este sentido, el tiempo y
la posición son dos parámetros muy importantes que se utiliza para describir la dinámica
de la naturaleza. El estudio de los problemas de la dinámica han resultado ser un reto
para el entendimiento humano durante miles de años, por mencionar uno, el estudio del
movimiento de los astros dentro del sistema solar, que estudia la mecánica celeste. Este
tipo de fenómenos han sido muy importantes para entender la naturaleza y por eso han
sido de gran interés para las ciencias y las matemáticas. Podemos encontrar un poco de
historia de los sistemas dinámicos en [4].

Es importante mencionar que, matemáticamente, los sistemas dinámicos discretos es-
tudian objetos abstractos (puntos o conjuntos); es decir, no atiende un fenómeno particular
y tampoco consideran parámetros concretos (que pueden ser in�nitos). Sin embargo, a lo
largo de este capítulo hacemos referencias constantes a los parámetros tiempo y posición
simplemente para tener una idea más tangible de lo que estamos estudiando.

2.1. ¾Qué son los sistemas dinámicos discretos?

Intuitivamente, el estudio de los sistemas dinámicos consiste en analizar sistemas de-
terministas ; es decir, consideramos situaciones que dependan de un parámetro dado, nor-
malmente es el tiempo y que varían de acuerdo a leyes establecidas, de tal forma que el
conocimiento de la situación en un momento determinado permite, de alguna manera,
reconstruir el pasado y predecir el futuro. De manera formal, este concepto se presenta a
continuación.

De�nición 2.1.1. Sean X un espacio topológico y (G, ∗) un semi-grupo con elemento
neutro. Un sistema dinámico es una función continua ϕ : G×X → X que satisface lo
siguiente:

19
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(a) ϕ(0, x) = x, para cada x ∈ X, donde 0 es el elemento neutro en G.

(b) ϕ(t, ϕ(s, x)) = ϕ(t ∗ s, x), para cada t, s ∈ G y para cada x ∈ X.

Generalmente, al espacio X se le llama espacio fase, al semi-grupo G se le llama
conjunto de parámetros y la función ϕ se conoce como ley determinística.

Una manera alternativa y equivalente de introducir un sistema dinámico, es como
sigue: para cada t ∈ G, sea ϕt : X → X (basta considerar por ϕt(x) = ϕ(t, x)) que
cumple con lo siguiente:

(i) ϕ0(x) = x, para cada x ∈ X,

(ii) (ϕt ◦ ϕs)(x) = ϕt∗s(x), para cada s, t ∈ G y para cada x ∈ X.

Si G = R+, al sistema dinámico se le llama sistema diámico continuo o �ujo. Si
G = N ∪ {0}, al sistema dinámico se le llama sistema dinámico discreto.

Una función continua de un espacio topológico X en sí mismo, f : X → X, y el semi-
grupo G = N ∪ {0}, determinan un sistema dinámico discreto φ : G × X → X de�nido
por φ(k, x) = fk(x), para cada (k, x) ∈ G×X, donde fk es la composición de la función
f consigo misma k veces cuando k 6= 0 y f 0 es la función identidad en X. Para referirnos
al sistema dinámico discreto φ escribiremos simplemente (X, f). La parte de la Topología
que se encarga del estudio de este tipo de sistemas dinámicos discretos se le conoce como
Dinámica Topológica [5].

El sistema dinámico discreto (X, f) generalmente es referido a la ecuación en diferen-
cias [4]:

xk+1 = f(xk), para cada k ∈ N ∪ {0}.

En base a la De�nición 2.1.1, surge el concepto de órbita, cuya importancia y utilidad
se muestra en todos los capítulos siguientes.

2.2. Órbitas

Ahora nos toca discutir un poco sobre la dinámica de algunas funciones y algunas de
sus propiedades. En las matemáticas, existen muchos problemas que envuelven el concepto
de iteración. Una iteración signi�ca repetir un proceso una y otra vez. En los sistemas
dinámicos discretos, este proceso que se repite está determinado por la aplicación de una
función. En los capítulos consecuentes consideramos funciones de una variable como en
cálculo elemental [14].

Como hemos mencionado en la Sección 1.4, dado un espacio topológico X, f : X → X
una función continua y k ∈ N, se de�ne la k-ésima iteración de f como la composición de
f consigo misma k veces. A partir de ésto, surge la siguente de�nición:
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De�nición 2.2.1. Sean X un espacio topológico, f : X → X una función continua y
x un punto de X. La órbita futura (o simplemente órbita) de x bajo f , se denota y
de�ne como:

O(x, f) = {fk(x) : k ∈ N ∪ {0}}.

La interpretación de la órbita futura no es muy difícil de visualizar; supongamos que x
representa la posición o el estado de un objeto o fenómeno de la naturaleza. Así, O(x, f)
representa el movimiento de un objeto que va cambiando con el tiempo; explícitamente:
en el tiempo t = 0, un objeto se encuentra en la posición x; en el tiempo t = 1 el objeto ha
cambiado de posición y ahora se encuentra en la posición f(x); en el tiempo t = 2 el objeto
ha cambiado nuevamente de posición y ahora se encuentra en f 2(x); y así sucesivamente
(podría decirse que x representa la posición de un objeto en el presente). En tal caso
se dice que se analiza la dinámica individual o puntual. La Figura 2.3 ilustra esta
de�nición.

Figura 2.1: Órbita futura de x0, O(x0, f). En esta �gura suponemos que el tiempo avanza
hacia la derecha y que x0 es la posición de un objeto en el presente.

Puesto que la órbita futura genera una sucesión de puntos, podemos considerar ahora
la órbita futura de cualquiera de éllos; es decir, podemos observar que:

Observación 2.2.2. Dado X un espacio topológico, f : X → X una función continua y
x un punto de X, tenemos que, para n ∈ N ∪ {0}}:

O(fn(x), f) = {fk(x) : k ≥ n}.

Cabe mencionar que algunos autores se re�eren a la órbita futura simplemente como
órbita [3]. Por otro lado, es natural pensar que si se estudia el futuro de un objeto, es
decir, si existe la órbita futura de un punto bajo alguna función f , debe también existir
la órbita pasada de ese mismo punto, con esto nos re�erimos a los hechos que precedieron
al objeto que se estudia. Para la siguiente de�nición, recordemos el concepto de imagen
inversa (De�nición 1.4.2).

De�nición 2.2.3. Sean X un espacio topológico, f : X → X una función continua y x
un punto de X. La órbita pasada de x bajo f se denota y de�ne como:

O−(x, f) =
⋃
{f−k(x) : k ∈ N}.
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Visto de otra manera, la órbita pasada es la siguiente igualdad:⋃
{f−k(x) : k ∈ N} = f−1(x) ∪ f−2(x) ∪ . . . ∪ f−k(x) ∪ . . .

Visualmente, el siguiente dibujo muestra la órbita pasada de un punto:

Figura 2.2: Órbita pasada de x0, O−(x0, f). Imaginemos que x0 es la posición de un objeto
en el presente y que lo puntos del lado izquierdo de él representan el pasado, es decir, los
puntos de donde proviene x0. Observemos que más de un punto pueden llegar a uno solo,
pues estamos tratando con el concepto de imagen inversa.

Podemos estudiar sólo el futuro y el pasado de un objeto por separado, pero también
podemos estudiarlos simultáneamente y ver la relación que existe entre ellos. Para ésto,
se de�ne el siguiente conjunto llamando simplemente órbita.

De�nición 2.2.4. Sean X un espacio topológico, f : X → X una función continua y x
un punto de X. La órbita de x bajo f se de�ne como:

O±(x, f) = O(x, f) ∪ O−(x, f).

Podemos aclarar un poco más la idea de la órbita de un punto a través de un dibujo.
Consideremos un objeto que en el presente se encuentra en la posición x0 en algún espacio
y f una función a través de la cual el objeto se desplaza al transcurrir el tiempo. Veamos
la órbita de x0 en la Figura 2.3.

Figura 2.3: En este caso, x0 representa la posición en el tiempo presente de un objeto.
Observemos que la órbita pasada de x0 son los puntos de f−1(x0) y f−2(x0); mientras que
los demás puntos representan la órbita futura de x0. En conjunto, esta �gura representa
la órbita de x0, O±(x0, f).

Es importante aclarar que al referirnos a cualquiera de los conjuntos O(x, f), O−(x, f)
y O±(x, f) podemos decir simplemente órbita, en lugar de órbita pasada u órbita futura,
aclarando, con la notación, a cuál de éllas nos referimos. Ahora veamos algunos ejemplos
concretos para entender más estos conceptos.
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Ejemplo 2.2.5. Sean R el conjunto de los números reales y f : R→ R la función continua
de�nida por:

f(x) = 2x2.

Consideremos el punto x = 8. Así, obtenemos las órbitas de x:

O(x, f) = {8, 128, 32768, . . .} ,

O−(x, f) =

{
2, 1,

1√
2
. . . ,

}
,

O±(x, f) =

{
. . .

1√
2
, 1, 2, 8, 128, 32768, . . .

}
.

Figura 2.4: Órbita de x = 8 bajo f(x) = 2x2 en la recta real, O±(8, f).

En la Figura 2.5, se muestra la grá�ca de la función f(x) = 2x2 y parte de la órbita
de x = 8. Las �echas simplemente indican el cambio de posición del punto a lo largo de
la grá�ca de f .

Figura 2.5: Órbita de x = 8 bajo f(x) = 2x2, O±(8, f).

Ejemplo 2.2.6. Sea f : R→ R una función continua de�nida comof(x) = 2x.
Consideremos el punto x0 = 1

2
. Con esto obtenemos los siguientes conjuntos:

O(x0, f) =

{
1

2
, 1, 2, 4, 8, . . .

}
,

O−(x0, f) =

{
1

4
,
1

8
,

1

16
, . . .

}
,
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O±(x0, f) =

{
. . . ,

1

16
,
1

8
,
1

4
,
1

2
, 1, 2, 4, 8, . . .

}
.

Figura 2.6: Órbita de x0 = 1
2
bajo f(x) = 2x en la recta real.

La grá�ca de f(x) = 2x se muestra en la Figura 2.7, y se ve parte de la órbita de x0.

Figura 2.7: Órbita de x = 1
2
bajo f(x) = 2x, O±(x0, f).

La in�uencia de una función sobre un punto y las características que éstos determinan,
ha permitido que los puntos en los sistemas dinámicos se pueden clasi�car. En la siguiente
sección estudiamos algunos puntos que son útiles a nuestro trabajo.

Tipos de puntos

De acuerdo a las órbitas que describen los puntos bajo alguna función, existen dife-
rentes tipos de puntos en los sistemas dinámicos discretos. En esta parte mostraremos
algunos: Puntos �jos, puntos periódicos y pre-periódicos. Otros puntos interesantes son
los atractores y repulsores, que más adelante abordaremos un poco.

Uno de los más importantes es el punto �jo, el cual es de mucha utilidad para el
análisis grá�co de las órbitas (Sección 2.3). Vamos con el primer tipo de punto.

Punto �jo

De�nición 2.2.7. Sean X un espacio topológico, f : X → X una función y x0 un punto
de X. Decimos que x0 es punto �jo de f si f(x0) = x0. En este caso, la órbita de x0
bajo f es un conjunto muy sencillo:

O(x0, f) = {x0, x0, x0, ...},
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que en realidad es el conjunto {x0} (ver la Figura 2.8). En este caso, notemos que,
para cada natural n, se tiene que fn(x0) = x0. Así, la órbita de x0 bajo f tiende a x0,
cuando n tiende a in�nito.

Figura 2.8: Órbita de x0 bajo f representado en la recta real.

Para encontrar los puntos �jos de una función f es su�ciente resolver la ecuación
f(x) = x. Vayamos con algunos ejemplos.

Ejemplo 2.2.8. Sea f : R → R la función continua de�nida por f(x) = −x + 2, para
todo x ∈ R. Observemos que x0 = 1 es un punto �jo, ya que f(1) = 1. Luego, la órbita
de x0 es el siguiente conjunto, que además representamos en la Figura 2.9, (a):

O(1, f) = {1}.
Los puntos �jos no son únicos, puede haber más de uno. Veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.2.9. Sea g : R→ R una función continua de�nida por g(x) = 2x2, para todo
x ∈ R. En este caso, se tienen dos puntos �jos, x0 = 0 y x1 = 1

2
. Por lo que, sus respectivas

órbitas son:
O(0, g) = {0}.

O
(

1

2
, g

)
=

{
1

2

}
.

Geométricamente, los puntos �jos pueden ser encontrados examinando la intersección
de la grá�ca de la función f con la recta y = x. Los Ejemplos 2.2.8 y 2.2.9 se pueden
visualizar en la Figura 2.9, (a) y (b).

(a) Grá�ca de f(x) = −x+ 2. (b) Grá�ca de g(x) = 2x2

Figura 2.9: Observemos que la recta y = x intersecta a las grá�cas de f(x) = −x + 2
y g(x) = 2x2, estas intersecciones marcan los puntos �jos de f y g, pues resuelven las
ecuaciones f(x) = x y g(x) = x, respectivamente. Observemos también que f tiene un
solo punto �jo, mientras g tiene dos puntos �jo.



26 2.2. Órbitas

La teoría de los puntos �jos va mucho más allá de lo que hemos expuesto, para nosotros
es su�ciente para continuar con este trabajo.

Otro tipo de puntos muy importante son los periódicos. Estos puntos describen una
órbita muy sencilla que además es �nita. Lo más interesantes (para nosotros) está en
saber la cantidad de elementos que tienen sus órbitas (que nosotros llamaremos periodo);
por ejemplo, para saber que es su�ciente que una función dada tiene un punto con una
órbita de al menos tres elementos (periodo 3) para asegurar que existen órbitas de todos
los periodos ; es decir, podemos encontrar órbitas de 1, 2, 3, 4, 5,... elementos.

Puntos periódicos

En los sistemas dinámicos los puntos periódicos son sumamente importantes, ya que
las órbitas de estos puntos contienen muchas propiedades que son relativamente sencillas
de analizar, gra�car y, además, dan pauta a resultados bastante interesantes que iremos
exponiendo poco a poco.

De�nición 2.2.10. Sean X un espacio topológico, f : X → X una función continua y
x0 un punto de X. Decimos que x0 es un punto periódico de f si existe n ∈ N tal que
fn(x0) = x0.

Figura 2.10: Órbita periódica de x0 de periodo n.

Al conjunto de todos los puntos periódicos lo denotamos como Per(f). Además, si x
es un elemento de Per(f), decimos que O(x, f) es una órbita periódica.

Si x0 es un punto periódico, decimos que x0 tiene periodo k, si k es el menor natural
para el cual fk(x0) = x0; esto es:

k = mı́n{n ∈ N : fn(x0) = x0}.

En algunas ocasiones se utiliza la siguiente notación, dado n ∈ N:

Pern(f) = {x ∈ X : x es de periodo n}.
En este caso tenemos que:

Per(f) =
⋃
n∈N

Pern(f).

De la De�nición 2.2.10, se derivan las siguientes observaciones:
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Observación 2.2.11. Todo punto �jo es periódico y su periodo es 1.

Observación 2.2.12. Si x0 es un punto periódico de periodo n, entonces todos los puntos
de O(x0, f) también son periódicos de periodo n.

Observación 2.2.13. Si x es periódico y y ∈ O(x, f), entonces O(x, f) = O(y, f).

De�namos ahora a los puntos pre-periódicos, los cuales están ligados a los puntos
periódicos.

De�nición 2.2.14. Sean X un espacio topológico, f : X → X una función continua y x
un punto de X. Si existe N ∈ N tal que fN(x) ∈ Per(f), decimos que x es un punto pre-

periódico de f . En este caso, también decimos que x tiene una órbita pre-periódica.
A estos puntos también se les llama eventualmente periódicos (ver Figura 2.12).

Figura 2.11: Órbita pre-periódica de x0. Observemos que x1 es periódico y su periodo, en
este caso, es n− 1.

Vamos a aclarar estos conceptos con un ejemplo de un sistema dinámico discreto que
contiene puntos de distintos periodos.

Ejemplo 2.2.15. Sea f : [0, 1]→ [0, 1] una función continua de�nida por:

f(x) =

{
3x, x ∈

[
0, 1

2

]
;

3− 3x, x ∈
[
1
2
, 1
]
.

Observemos que x = 0 y x = 3
4
son los puntos �jos de f . Por lo que, sus órbitas corres-

pondientes son:

O(0, f) = {0},

O
(

3

4
, f

)
=

{
3

4

}
,

Como hemos mencionado, las órbitas de estos puntos tienen periodo 1. Ahora, consi-
deremos el punto x = 3

10
. Así, la órbita de x es:

O
(

3

10
, f

)
=

{
3

10
,

9

10

}
.

En este caso estamos frente a una órbita de periodo 2. Tomemos los puntos x = 3
28

y
x = 3

13
; las órbitas correspondientes son:
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O
(

3

28
, f

)
=

{
3

28
,

9

28
,
27

28

}

O
(

3

13
, f

)
=

{
3

13
,

9

13
,
12

13

}
Ahora tenemos órbitas que tienen periodo 3. Veamos qué sucede con los puntos x = 3

40
,

x = 3
82

y x = 21
82
:

O
(

3

40
, f

)
=

{
3

40
,

9

40
,
27

40
,
39

40

}
,

O
(

3

82
, f

)
=

{
3

82
,

9

82
,
27

82
,
81

82

}
,

O
(

21

82
, f

)
=

{
21

82
,
63

82
,
57

82
,
75

82

}
.

Observemos que estas tres órbitas son de periodo 4.

Hemos dado un ejemplo donde podemos encontrar órbitas de diferentes periodos (para
más ejemplos se puede consultar [3], [7] y [8] ). De hecho, este sistema dinámico discreto
tiene órbitas de todos los periodos. Más adelante probamos que si f tiene una órbita de
periodo 3, entonces f tiene órbitas de todos los periodos. Las siguientes proposiciones nos
ayudan a demostrarlo. A partir de ahora representaremos el intervalo [0, 1] por I.

Resulta que las funciones estríctamente crecientes sólo tienen puntos de periodo 1.
Veamos formalmente este resultado:

Proposición 2.2.16. Sea (I, f) un sistema dinámico discreto. Si f es estrictamente cre-
ciente, entonces f sólo puede tener puntos de periodo 1.

Demostración. Sea x un punto de I. Supongamos que f(x) 6= x y f 2(x) = x. Supongamos
también que f(x) < x. Luego, f(f(x)) = f 2(x) < f(x). De aquí, f 2(x) < x, lo cual
contradice la primera suposición. Ahora, supongamos que x tiene periodo n > 1; es decir,
fn(x) = x, en este caso, f j(x) 6= x, para 0 < j < n. Sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que f(x) < x. En consecuencia, tenemos que x = fn(x) < fn−1(x) < · · · <
f(x) < x. Con lo cual llegamos a una contradicción. Por lo tanto, f sólo puede tener
puntos de periodo 1. �

Ejemplo 2.2.17. Las funciones de las grá�cas de las Figuras 2.16 y 2.15 son ejemplos de
la Proposición 2.2.16.

La Proposición 2.2.16 no se cumple para funciones decrecientes; esto lo podemos ver
con un ejemplo:
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Ejemplo 2.2.18. Sea f : R→ R una función continua de�nida como:

f(x) = 1− x,
para todo x ∈ R. Notemos que x = 1

2
es un punto �jo. Ahora, observemos que cualquier

otro punto, tiene periodo 2. Tomemos, por ejemplo x0 = 3
10
; tiene periodo 2. La órbita de

x0 es:

O
(

3

10
, f

)
=

{
3

10
,

7

10

}
.

Figura 2.12: Órbita periódica de x0. Los puntos marcados sobre la grá�ca de la función
f son puntos de la órbita de x0, el cual tiene periodo 2. Las �echas marcan el cambio de
posición del punto x0 al iterar f .

La existencia de puntos de algunos periodos nos puede garantizar la existencia de otros
puntos con diferentes periodos. Por ejemplo, si existe un punto de periodo 2, entonces
sabemos que hay uno de periodo 1; o si tenemos uno de periodo 3, entonces existe uno
de periodo 2. Más aún, si tenemos un punto de periodo 3, tenemos la garantía de que
existen puntos de todos los periodos. Estos resultados los veremos en las Proposiciones
2.2.19, 2.2.22 y 2.2.23.

Proposición 2.2.19. Sea (I, f) un sistema dinámico discreto. Si f tiene un punto de
periodo 2, entonces f tiene un punto de periodo 1.

Demostración. Supongamos que f tiene un punto de periodo dos y sean x1, x2 ∈ I,
con x1 6= x2 tal que O(x1, f) = {x1, x2}. Esto signi�ca que f(x1) = x2 y f(x2) = x1.
Supongamos que x1 < x2. De aquí, x1 < f(x1) y f(x2) < x2, de donde 0 < f(x1) − x1
y f(x2) − x2 < 0. Es decir, f(x2) − x2 < 0 < f(x1) − x1. Sea g : I → I de�nida por
g(x) = f(x)− x, para todo x ∈ I. Notemos que g es continua en I. Además, g(x2) < 0 <
g(x1). Utilizando el Teorema del Valor Medio [14], sabemos que existe c ∈ (x1, x2) tal que
g(c) = 0. En consecuencia, f(c) − c = 0. Con esto, f(c) = c. Esto signi�ca que c es un
punto �jo. Luego, O(c, f) = {c}. Por lo tanto, c es un punto de periodo 1. �

Proposición 2.2.20. Sea f : I → I una función continua. Consideremos a y b puntos de
I tales que a < b y [a, b] ⊆ I. Si [a, b] ⊆ f([a, b]), entonces f tiene un punto �jo.
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Demostración. Supongamos que [a, b] ⊆ f([a, b]). De aquí, existen x1 y x2 ∈ [a, b] tales
que f(x1) = a y f(x2) = b. Notemos que x1 6= x2. Supongamos que x1 < x2. Así,
f(x1) = a ≤ x1 < x2 ≤ b = f(x2). Si f(x1) = x1 ó f(x2) = x2, se tiene el resultado.
Supongamos que f(x1) < x1 < x2 < f(x2). Así, f(x1) < x1 y x2 < f(x2). De aquí,
f(x1)− x1 < 0 y 0 < f(x2)− x2. De�nimos g : I → I tal que g(x) = f(x)− x, para todo
x ∈ I. Notemos que g es continua en I y g(x1) < 0 < g(x2). Por el Teorema del Valor
Intermedio [14], existe c ∈ (x1, x2) tal que g(c) = 0. Se sigue que f(c) − c = 0; es decir,
f(c) = c. Por lo tanto, f tiene un punto �jo. �

La prueba de la siguiente Proposición la podemos encontrar en [3]

Proposición 2.2.21. Sean f : I → I una función continua y [a, b] y [c, d] intervalos
contenidos en I. Si [c, d] ⊆ f([a, b]), entonces existe un intervalo [α, β] ⊆ [a, b] tal que
f([α, β]) = [c, d]

Proposición 2.2.22. Sean A un subintervalo de R y f : A→ A una función continua en
A. Si f tiene una órbita de periodo 3, entonces f tiene una órbita de periodo 2.

Demostración. Sean a, b y c puntos de A tales que O(a, f) = {a, b, c}, donde a < b < c.
Se tienen los siguientes 2 casos:

Caso (1): f(a) = b, f(b) = c y f(c) = a,
Caso (2): f(a) = c, f(b) = a y f(c) = b.

Consideremos el Caso (1). Sean I = [a, b] y J = [b, c]. Notemos que [b, c] ⊆ f(I); esto
es que J ⊆ f(I). Notemos también que [a, c] ⊆ f(J) y puesto que I∪J = [a, c], obtenemos
que I ∪ J ⊆ f(J). Como I ⊆ f(J), existe un subintervalo A1 ⊆ J tal que f(A1) = I, esto
último por la Proposición 2.2.21. Observemos que:

A1 ⊆ J ⊆ I ∩ J ⊆ f(J).

Luego, existe otro subintervaloA2 ⊆ I tal que f(A2) = A1. De donde f 2(A2) = f(f(A2)) =
f(A1) = I. En consecuencia, A2 ⊆ f 2(A2). De aquí, existe x0 ∈ A2 tal que f 2(x0) = x0.
Veamos que x0 es de periodo 2. Para esto, basta veri�car que f(x0) 6= x0. Supongamos
que f(x0) = x0. Notemos que x0 ∈ I y f(x0) ∈ A1 ⊆ J . Así, f(x0) ∈ I ∩ J , por que
x0 = f(x0) = b; es decir, f(b) = b, lo cual es una contradicción, pues f(b) = c. Por lo
tanto, x0 tiene periodo 2.

El procedimiento para el Caso (2) es análogo. �

Proposición 2.2.23. Sean A un subintervalo de R y f : A→ A una función continua en
A. Si f tiene órbita de periodo 3, entonces f tiene órbitas de todos los periodos.

Demostración. Sean a, b y c puntos de A tales que O(a, f) = {a, b, c}, donde a < b < c.
Se tiene los siguientes casos:
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Caso 1: f(a) = b, f(b) = c y f(c) = a,
Caso 2: f(a) = c, f(b) = a y f(c) = b.

Consideremos el Caso 1. Sean I = [a, b] y J = [b, c] Notemos que J ⊆ f(I) y I ∪ J ⊆
f(J). Como I ⊆ f(J), existe un subintervalo A1 ⊆ J tal que f(A1) = I, esto último por
la Proposición 2.2.21. Puesto que:

A1 ⊆ J ⊆ I ∩ J ⊆ f(J),

existe otro subintervalo A2 ⊆ J tal que f(A2) = A1. Así,

A2 ⊆ J ⊆ I ∩ J ⊆ f(J),

por lo que, existe A3 ⊆ J tal que f(A3) = A2.
De manera inductiva, tenemos que :

An−2 ⊆ J ⊆ I ∩ J ⊆ f(J),

por lo que, existe An−1 ⊆ J tal que f(An−1) = An−2. Como:

An−1 ⊆ J ⊆ f(I),

existe un subintervalo An ⊆ I tal que f(An) = An−1. Notemos que An ⊆ I y
fn(An) = I. Así, An ⊆ fn(An). Por la Proposición 2.2.20, existe x0 ∈ An tal que
fn(x0) = x0.

Veamos que x0 es de periodo n. Para esto, basta veri�car que f i(x0) 6= x0, para todo
i ∈ {1, 2, ..., n− 1}. Supongamos que existe k ∈ {1, 2, ..., n− 1} tal que fk(x0) = x0. Pero
x0 ∈ I y fk(x0) ∈ J . Se sigue que x0 = fk(x0) = b; es decir, fk(b) = b, lo cual es una
contradicción, pues fk(b) 6= b. Por lo tanto, x0 tiene periodo n.

Para el caso 2 el procedimiento es similar. �

Existen otros resultados interesante y muchas preguntas acerca de la relación que
tienen los puntos periódicos de las funciones. Para nosotros es su�ciente con lo que hemos
mostrado, pues ya tenemos una noción más amplia de qué es un sistema dinámico discreto.
Para ver otros resultados, pueden consultar [3] y [8].

Además de los puntos periódicos, pre-periódicos y �jos, existen otros puntos bastante
útiles para el análisis de las órbitas ; éstos están íntimamente ligados con los puntos �jos.
Nos referimos a los puntos �jos atractores y repulsores.

Puntos �jos atractores y repulsores

En las siguientes de�niciones se muestran algunas propiedades que tienen ciertos pun-
tos, los cuales son sumamente importantes pues se puede obtener información sobre la
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dinámica inducida por las iteraciones de la función f en un intervalo abierto que contiene
al punto.

De�nición 2.2.24. Sean x0 un punto �jo en el espacio métrico X y f : X → X una
función continua. De�nimos lo siguiente:

a) Se dice que x0 es un punto �jo atractor o sumidero si existe r > 0 tal que para
todo x ∈ B(x0, r), se tiene que:

ĺım
n→∞

fn(x) = x0.

Figura 2.13: Punto �jo atractor.

b) El punto x0 es un punto �jo repulsor o fuente si existe r > 0 tal que para cada
x ∈ B(x0, r) \ {x0}, se tiene que existe n ∈ N tal que

fn(x) 6∈ B(x0, r).

La Figura 2.14, muestra la dinámica de un punto repulsor:

Figura 2.14: Punto �jo repulsor.

c) Cuando x0 no es punto �jo repulsor ni punto �jo atractor se dice que x0 es un
punto indiferente.

Veamos dos ejemplos de sistemas dinámicos donde se presetan los primeros dos casos.

Ejemplo 2.2.25. Sea f : R→ R una función continua, de�nida como f(x) = αx, donde
0 < α < 1. El punto �jo para esta función está en 0, este punto es un punto atractor. La
siguiente grá�ca muestra el comportamiento de las órbitas alrededor de 0, para el caso en
que α = 1

3
:
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Figura 2.15: Análisis del comportamiento atractor del punto x = 0, como punto �jo de la
función f(x) = 1

3
x. En este caso, se muestran los comportamientos de los puntos x =-3.1

y x =2.9, donde las órbitas se acercan cada vez más al punto 0.

Ejemplo 2.2.26. Sea f : R→ R una función continua, de�nida como:

f(x) = βx,

con β > 1. En este caso el punto �jo es 0, y es un punto �jo repulsor. La siguiente grá�ca
muestra el comportamiento de las órbita de los puntos alrededor del punto 0, para el caso
β = 3.

Figura 2.16: Dinámica del punto repulsor x = 0 como punto �jo de la función f(x) = 3x.
Esta grá�ca muestra el comportamiento de las órbitas de los puntos x = −0.1 y x =0.1,
donde las órbitas se escapan del 0.

Existe una fuerte relación entre los puntos �jos atractor o repulsor y la derivada de la
función f , en el caso en que f sea una función real de una variable. La siguiente proposición
nos muestra tal relación (la demostración se puede consultar en [3]):

Proposición 2.2.27. Sean A un intervalo en R, f : A → A una función y x0 un punto
�jo. Supongamos que f es derivable en A y f ′ es continua en A. Se sigue que:

(a) Si |f ′(x0)| < 1, entonces x0 es un punto �jo atractor.
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(b) Si |f ′(x0)| > 1, entonces x0 es un punto �jo repulsor.

En el Ejemplo 2.3.4, podemos ver cómo se aplica y la utilidad de la Proposición 2.2.27.

Es indiscutible la importancia y la gran utilidad de las grá�cas para la visualización
y el entendimiento de las sistemas dinámicos discretos. Hasta ahora nos hemos apoyado
de la grá�ca de la función, de algunos puntos que se mueven a través de élla y de �echas
para indicar el movimiento; sin embargo, existe un método más formal para el análisis de
órbitas apoyándonos de la grá�ca de la función dada y de la identidad. Cabe mencionar que
este método es limitado, pues algunas veces nos enfrentamos con órbitas que se escapan
a las posibilidades del método (computacionalmente hablando). Dedicaremos la siguiente
sección al análisis, a través de grá�cas, de las órbitas.

2.3. Análisis grá�co de órbitas

En esta sección introducimos un proceso geométrico que nos ayudará a entender la
dinámica de las órbitas de puntos en un espacio a través de la grá�ca de una función
real de una variable. Este proceso es llamado Análisis grá�co, nos permite entender
visualmente el movimiento de un punto a través de la grá�ca de una función dada y la
grá�ca de la función identidad. Es importante mencionar que este método sólo sirve para
funciones de R en R. Veamos cómo funciona.

Sean f : R→ R una función continua y x0 un punto de R. Supongamos que queremos
analizar el comportamiento de la órbita de x0. Para lograr tal objetivo, analizamos el
comportamiento de la grá�ca de f y la grá�ca de función identidad, siguiendo los siguientes
pasos:

1) En primer lugar, dibujamos la grá�ca de f y la grá�ca de la identidad. Hasta aquí,
todo muy fácil.

2) Luego, ubicamos el lugar de partida de nuestro recorrido, el cual es (x0, 0) y hallamos
el valor de f(x0) marcando el punto (x0, f(x0)) (notemos que estamos sobre la grá�ca
de f). En seguida trazamos el segmento que va de (x0, 0) a (x0, f(x0)) y marcamos con
una �echa. Observemos que este segmento es paralelo al eje y.

3) Ahora, sobre la grá�ca de la identidad, marcamos el punto (f(x0), f(x0)) y trazamos
el segmento que va de (x0, f(x0)) a (f(x0), f(x0)) y marcamos con una �echa; este
último segmento es paralelo al eje x.

4) De aquí, evaluamos f en f(x0); es decir, f(f(x0)) = f 2(x0), y marcamos la posición
de (f(x0), f

2(x0)). Así, unimos el segmento que va de (f(x0), f(x0)) a (f(x0), f
2(x0))

y dibujamos una �echa. De nuevo, hemos obtenido un segmento paralelo al eje y. Del
último punto nos dirigimos al punto (f 2(x0), f

2(x0)) y luego a (f 2(x0), f
3(x0)) y así

sucesivamente cuantas veces sean necesarias (y posibles).
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Al resultado que obtenemos de este proceso se le llama red de araña o diagrama

cobweb. Para ejempli�car este proceso, comenzaremos por funciones sencillas y luego tra-
taremos funciones un poco más complejas. Lo más interesante de este análisis surge cuan-
do se trabaja con puntos particulares tales como: puntos �jos, periódicos, pre-periódicos,
puntos con órbitas densas, entre otros.

Ejemplo 2.3.1. Sean A = [−3, 3] y f : A → A la función continua de�nida por f(x) =
cos(x), para todo x ∈ A, y consideremos a y : A→ A como la función identidad.

Observemos que el punto �jo para esta función está en el punto 0.7391. Tomemos
x0 = −2. La órbita de x0 es la siguiente:

O(−2, f) = {−2, -0.4161, 0.9147, 0.6101, . . .}.

De acuerdo al proceso mencionado para el análisis grá�co, el punto (x0, 0) es el punto
de partida. Veamos el resultado:

Figura 2.17: Anális grá�co de la órbita del punto x0 = −2 bajo la función f(x) = cos(x).

Notemos en la Figura 2.17, que la órbita del punto x0 = −2 se acerca cada vez más al
punto �jo x = 0.73908.

Ejemplo 2.3.2. Sean A = [−3
2
, 3
2
], y : A→ A como la identidad y f : A→ A la función

continua de�nida como:

f(x) = x2 − 1, para todo x ∈ A.

En este caso tenemos dos puntos �jos: 1+
√
5

2
y 1−

√
5

2
. Consideremos los puntos x0 = −1

y x1 = −1.2; sus respectivas órbitas son:

O(−1, f) = {−1, 0},

O(−1.2, f) = {-1.2, 0.44, -0.8064, -0.3497,-0.8777, . . .}.

En la Figura 2.18, se muestran las órbitas de x0 y x1:
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(a) órbita de x0 =-1 (b) órbita de x1 =-1.2

Figura 2.18: Análisis grá�co de las órbitas de -1 y -1.2, bajo la función f(x) = x2 − 1.
Observemos que el primer punto tiene una órbita de periodo 2, mientras que el otro punto
tiene una órbita de periodo mayor que 2.

Existen casos donde las órbitas de los puntos son densas. A continuación se mostrará
un ejemplo en la función llamada Logística, la cual más adelante la vamos a analizar de
manera más minuciosa:

Ejemplo 2.3.3. Sean A = [0, 1], f : A→ A y g : A→ A funciones continuas, donde g es
la función identidad y f se de�ne como:

f(x) = 4x(1− x), para todo x ∈ A.
Esta función tiene dos puntos �jos, x = 0 y x = 3

4
. En este caso vamos a considerar

un punto con órbita densa, x0 =0.1. La Figura 2.19, muestra la órbita de x0:

Figura 2.19: Anális grá�co de la órbita del punto x1 = 0.1 en la función f(x) = 4x(1−x).
En este caso el punto x1 tiene una órbita densa.

Consideremos un último ejemplo, en el cual retomamos la De�nición 2.2.24 y hacemos
uso de la Proposición 2.2.27.
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Ejemplo 2.3.4. Consideremos f : R → R la función continua de�nida por f(x) =
2x− 2x2, para todo x ∈ R

Los puntos �jos de f en este caso son: 0 y 1
2
. Derivando la función, tenemos que

f ′(x) = 2 − 4x. Notemos que f ′(0) = 2 y f ′
(
1
2

)
= 0. De acuerdo a la Proposición

2.2.27, inciso (a), 0 es un punto �jo atractor, mientras que, por el inciso (b) de la misma
proposición, 1

2
es un punto �jo repulsor. El análisis gra�co se muestra en la Figura 2.20:

Figura 2.20: Dinámica de las órbitas de los puntos alrededor del punto 0 y 1
2
bajo la

función f(x) = 2x− 2x2.

En la siguiente sección haremos un breve estudio de dos funciones que son de gran
importancia para los sistemas dinámicos, no sólo por sus propiedades dinámicas, sino por
sus aplicaciones [3] y [9]; nos referimos a la función tienda y la función logística. El análisis
grá�co que hemos estudiado, será de gran utilidad para el estudio de estas funciones.

2.4. La función tienda y la logística

La función tienda

La tienda (llamada así por la forma de su grá�ca) es una de las funciones continuas
más importantes dentro del área de los sistemas dinámicos discretos debido a sus bastas
propiedades dinámicas. En esta sección se estudian algunas de esas propiedades. El análisis
grá�co en esta sección es de gran utilidad. Veamos cómo se de�ne esta función:

De�nición 2.4.1. Sea T : R→ R la función continua de�nida por:

T (x) =

{
2x, x ≤ 1

2
,

2− 2x, x > 1
2
.

La función T es conocida como función tienda.

La grá�ca de esta función en el intervalo [0, 1], se muestra en la Figura 2.21. Aunque la
función tienda tiene una forma muy sensilla de visualizar, el sistema dinámico que induce
es bastante complejo (en algunos casos) e interesante.
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Figura 2.21: Función tienda en el intervalo [0, 1].

Lo más interesante para nosotros ocurre en el intervalo [0, 1], pues si tomamos un punto
x fuera [0, 1], O(x, T ) siempre tiende a −∞. Por otro lado, si x está en [0, 1] la órbita de
x siempre se queda atrapada en ese intervalo; esto nos lleva a pensar que los puntos �jos,
periódicos, atractores, repulsores, etc., se encuentran en dicho intervalo. Veamos estos
resultados formalmente, pero antes establezcamos algunas observaciones con respecto T .

Observación 2.4.2. Sea T : R→ R la función tienda y x un punto de R:

1. Si x < 0, entonces O(x, T ) es una sucesión decreciente. Además, ĺımn→∞ T
n(x) = −∞.

2. Si x > 1, entonces T (x) < 0. En este caso también, se tiene que ĺımn→∞ T
n(x) = −∞.

3. Si x ∈ [0, 1], entonces T (x) ∈ [0, 1]. Más aún, T n(x) ∈ [0, 1], para todo n ∈ N.

4. Para todo x ∈ [0, 1], |T ′(x)| = 2.

5. T es diferenciable, para toda x ∈ [0, 1] \
{

1
2

}
.

De aquí en adelante nos enfocamos en el estudio de las órbitas de T que inician en
puntos del intervalo [0, 1]; es decir, nos restringiremos al estudio de T en el intervalo [0, 1],
esto es T : [0, 1]→ [0, 1].

La primera parte importante es hallar los puntos �jos de T . Sea x ∈ [0, 1]. Resolvamos
la ecuación T (x) = x para hallar los puntos �jos. Puesto que T está de�nida en dos
intervalos,

[
0, 1

2

]
y
[
1
2
, 1
]
, tenemos dos casos. Si x ∈

[
0, 1

2

]
, se tiene el caso T (x) = 2x.

Por lo tanto, 2x = x. De aquí, se obtiene que x = 0 es un punto �jo. Si x ∈
[
1
2
, 1
]
, se

tiene el T (x) = 2− 2x, es decir, 2− 2x = x, de donde se obtiene que x = 2
3
es punto �jo.

Observemos que estos puntos son los únicos puntos �jos de T .
En resumen, tenemos que 0 ∈ Per(T ) y 2

3
∈ Per(T ). Por lo tanto, Per(T ) no es vacío.

Los puntos �jos de la función tienda son repulsores ambos. Ésto lo podemos veri�car
usando la Proposición 2.2.27. Observemos que T ′(0) = 2 y T ′(2

3
) = −2, por lo que

|T ′(0)| > 1 y |T ′(2
3
)| > 1. En las grá�cas de la Figura 2.22, se pueden observar las óbitas

de x0 =0.1 y x1 =0.71.



2. Introducción a los sistemas dinámicos discretos 39

(a) órbita de x0 =0.1 (b) órbita de x1 =0.71

Figura 2.22: Análisis grá�co de los puntos �jos 0 y 2
3
y las órbitas de los puntos x0 =0.1

y x1 =0.71.

Observemos que los puntos �jos, que son los puntos marcados por la intersección de
las grá�cas de la función T y de la función identidad, son ambos repulsores. En la Figura
2.22, se puede ver que las órbitas del punto x0 =0.1 se aleja de x = 0, el cual es �jo. Así
también, el punto x1 =0.71, se aleja del punto x = 2

3
, que también es �jo. Vayamos a otro

caso.

En la Sección 2.2, hemos visto que los puntos �jos son puntos de periodo uno. Ahora
veamos algunos puntos de periodo dos. Observemos que x0 = 2

5
es punto de periodo 2 y

su órbita es la siguiente:

O
(

2

5
, f

)
=

{
2

5
,
4

5

}
.

Al obtener la órbita de 2
5
, hemos conseguido un nuevo punto de periodo dos, este es el

punto 4
5
. Observemos que O

(
2
5
, f
)

= O
(
4
5
, f
)
. La Figura 2.23 ilustra la órbita de 2

5
, que

también es parte de la órbita de 4
5
.
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Figura 2.23: Análisis grá�co del punto x0 = 2
5
. En este caso, la órbita de x0 es de periodo

2.

De aquí podemos observar lo siguiente:

Observación 2.4.3. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función. Si x es un
punto periódico de f de periodo n, entonces cada punto de la órbita O(x, f) es también
un punto periódico de periodo n.

Por otro lado, la función T también tiene un punto con periodo 3, x0 = 2
9
. Veamos

esta órbita:

O
(

2

9
, f

)
=

{
2

9
,
4

9
,
8

9

}
.

Como hemos observado, los puntos 4
9
y 8

9
también son puntos de periodo 3 y sus órbitas

coiciden. La Figura 2.24, muestra la dinámica del punto x0:

Figura 2.24: Análisis grá�co del punto x0 = 2
9
. En este caso, la órbita de x0 es de periodo

3.
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Podemos ir más allá. Resulta que la función T tiene puntos de todos los periodos; es
decir, la tienda es un ejemplo de la Proposición 2.2.23. Veamos la siguiente proposición:

Proposición 2.4.4. La función tienda, T : [0, 1] → [0, 1], tiene órbitas periódicas de
todos los periodos.

Demostración. El punto x0 = 2
9
es de periodo 3. Por lo tanto, por la Proposición 2.2.23,

T tiene puntos periódicos de periodo n, para todo n ∈ N. �

De aquí se desprende la siguiente observación:

Observación 2.4.5. El Per(T ) tiene cardinalidad in�nita.

Existe puntos con órbitas muy grandes. La Figura 2.25, muestra sólo una parte de la
órbita del punto x0 =0.002.

Figura 2.25: Análisis grá�co del punto x0 =0.002.

Observemos que la grá�ca de la función tienda restringida al intervalo [0, 1] está for-
mada por dos segmentos de recta como se muestra en la Figura 2.21. Uno de ellos está
sobre el intervalo

[
0, 1

2

]
, mientras que el otro está en el intervalo

[
1
2
, 1
]
, con pendientes 2

y −2 respectivamente. La Figura 2.21 muestra la grá�ca.
Considerando la composición T ◦ T = T 2, se observa que está compuesta por cua-

tro segmentos en los intervalos
[
0, 1

4

]
,
[
1
4
, 1
2

]
,
[
1
2
, 3
4

]
y
[
3
4
, 1
]
, donde cada segmento tiene

pendiente 22 y −(22), alternadamente.
En este caso, T 2 : [0, 1]→ [0, 1] está de�nida como:

T 2(x) =


4x, x ∈

[
0, 1

4

]
,

−4
(
x− 1

2

)
x ∈

[
1
4
, 1
2

]
,

4
(
x− 1

2

)
, x ∈

[
1
2
, 3
4

]
,

−4(x− 1), x ∈
[
1
2
, 3
4

]
.

La función T 2 es continua en [0, 1]. La Figura 2.26 nos muestra la grá�ca de T 2:
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Figura 2.26: Grá�ca de la función T 2 en el intervalo [0, 1]

En el caso de T 3 : [0, 1] → [0, 1], el intervalo [0, 1] es dividido en 23 subintervalos,
donde cada subintervalo está de�nido por

[
l
23
, l+1

23

]
con l ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}. En cada

subintervalo, los segmentos que forman la función tiene una pendiente de 23 y −(23),
alternadamente.

T 3(x) =



8x, x ∈
[
0, 1

8

]
;

−8
(
x− 1

4

)
, x ∈

[
1
8
, 1
4

]
;

8
(
x− 1

4

)
, x ∈

[
1
4
, 3
8

]
;

−8
(
x− 1

2

)
, x ∈

[
3
8
, 1
2

]
;

8
(
x− 1

2

)
, x ∈

[
1
2
, 5
8

]
;

−8
(
x− 3

4

)
, x ∈

[
5
8
, 3
4

]
;

8
(
x− 3

4

)
, x ∈

[
3
4
, 7
8

]
;

−8(x− 1), x ∈
[
7
8
, 1
]
.

La función T 3 es continua en [0, 1]. La grá�ca de T 3 se muestra en la Figura 2.27:

Figura 2.27: Grá�ca de la función T 3 en el intervalo [0, 1]

De manera general, cuando tomamos la composición T n el intervalo es dividido en
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2n subintervalos, donde los segmentos que forman a T n tienen pendientes 2n y −(2n)
alternadamente.

De manera inductiva, se puede ver que la función

T n|[ l
2n
, l+1
2n ] :

[
l

2n
,
l + 1

2n

]
→
[
l

2n
,
l + 1

2n

]
es un homeomor�smo. Esta a�rmación se prueba en el Capítulo 3. Además, se prueba

una propiedad muy importante para este trabajo, la transitividad de T .

La familia de funciones logísticas

Una de las funciones típicas estudiadas dentro de la dinámica de funciones es la logís-

tica. Aunque esta función es muy sencilla, engloba una gran cantidad de propiedades de
sus puntos, sobre todo en el intervalo [0, 1], tantos como la función tienda. De hecho, en el
Capítulo 3, retomamos estas funciones, la tienda y la logística, para estudiar propiedades
que comparten.

De�nición 2.4.6. Sean λ ∈ R y fλ : [0, 1]→ [0, 1] la función de�nida por:

fλ(x) = λx(1− x), para todo x ∈ [0, 1].

Esta función es llamada función logística .

A continuación se muestran las grá�cas de la logísticas en el intervalo [0, 1] para los
casos λ1 = 4, λ2 = 3, λ3 = 2, λ4 = 1 y λ5 = 0.5:

Figura 2.28: Grá�ca de la función logística en el intervalo [0, 1] para los casos λ1 = 4, λ2 =
3, λ3 = 2, λ4 = 1 y λ5 = 0,5.

A continución mostramos algunas propiedades de fλ:

Observación 2.4.7. Sea fλ : [0, 1] → [0, 1], la función logística. Se tiene las siguientes
propiedades:
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1. Se tiene que fλ es continua en R .

2. Para todo λ ∈ R, se tiene que fλ(0) = fλ(1) = 0.

3. Se tiene que f ′(x) = λ(1− 2x).

4. La máxima altura de fλ se alcanza en x = 1/2.

5. Si λ > 1 y x < 0 , entonces ĺımn→∞ f
n
λ (x) = −∞.

6. Si λ > 1 y x > 1, entonces ĺımn→∞ f
n
λ (x) = −∞.

7. Si 0 < λ < 1 y x ∈ (0, 1), entonces ĺımn→∞ f
n
λ (x) = 0.

8. Si 0 < λ < 4 y x ∈ (0, 1), entonces ĺımn→∞ f
n
λ (x) = 0.

La demostración de esta observación y otras propiedades de la función logística, se
pueden consultar en [11].

Lo más interesante de esta función, igual que en el caso de la función tienda, con-
siderando el estudio de las órbitas de los puntos, se encuentran en el intervalo [0, 1] y
considerando 0 < λ ≤ 4.

En lo que sigue, analizamos los puntos �jos de fλ. Si consideramos los puntos �jos de
fλ debemos considerar aquellos puntos que satisfacen la ecuación −λx2 + (λ − 1)x = 0.
De aquí, los puntos �jos de fλ son x = 0 y xλ = λ−1

λ
. Además, debemos observar que

f ′λ(x) = λ y f ′λ(xλ) = 2− λ.
Existe una propiedad llamada conjugación topológica, a través de la cuál se puede

determinar la equivalencia de funciones. Esta propiedad la estudiamos en el Capítulo 3;
veremos que la función tienda es equivalente a la función logística en el caso λ = 4;
por esta razón, ahora nos enfocamos en este caso en lo que sigue de esta sección. Esta
sección es breve, puesto que retomamos el estudio de la logística en el siguiente capítulo.
A continuación hacemos un análisis grá�co de algunas órbitas.

De�nimos a L(x) = 4x(1−x), a la función logística para el caso λ = 4. Al igual que la
función tienda, la logística tiene puntos con órbitas de todos los periodos. Vayamos poco
a poco. Observemos, primero, que los puntos �jos son 0 y 3

4
; con esto tenemos que:

O(0, f) = {0},

O
(

3

4
, f

)
=

{
3

4

}
.

Utilizando la Proposición 2.2.27, podemos determinar que los puntos �jos, 0 y 3
4
, son

ambos repulsores.
Recordemos que los puntos �jos son puntos de periodo uno. Por otro lado, el punto

x0 = 0.3455 es un punto de periodo 2 y el punto x1 = 0.4132 es un punto de periodo 3.
En seguida se muestran las órbitas correspondientes y sus grá�cas:

O(0,3455, f) = {0.3455, 0.9045},
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O(0,1170, f) = {0.1170, 0.4132, 0.9699}.

Figura 2.29: Grá�ca de la órbita del punto x0 =0.3455, bajo la función logística, que tiene
periodo 2.

Figura 2.30: Grá�ca de la órbita del punto x0 =0.3455, bajo la función logística, que tiene
periodo 3.

Hemos obtenido puntos de periodo 1, 2 y 3. Por la Proposición 2.2.23, tenemos la
siguiente proposición:

Proposición 2.4.8. La función logística, L : [0, 1] → [0, 1], tiene órbitas periódicas de
periodo n, para todo n ∈ N.

Hallar puntos de periodos grandes es una tarea complicada en muchos casos. Veamos
el caso para el punto x1 =0.1. La Figura 2.19, muestra parte de la órbita de x1.

Vayamos a otros conceptos. En la Sección 2.2, nos hemos referido a la órbita de un
punto como dinámica individual o puntual ; ahora si consideramos órbitas sobre conjuntos
de puntos, surgen nuevas de�niciones y propiedades distintas.
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2.5. Conjuntos invariantes

En esta sección estudiamos órbitas sobre conjuntos que serán de suma importancia en
el Capítulo 4. De�nimos nuevos conjuntos tales como: conjuntos +invariantes, -invariantes
e invariantes bajo alguna función, también se de�nen las órbitas sobre conjuntos (como
hemos mencionado) y se demuestran algunas propiedades que surgen al interactuar con
éstas. Además, aparece el concepto de conjunto omega límite y se muestran algunas de
sus propiedades.

De�nición 2.5.1. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función. Se de�ne lo
siguiente:

1) Sea A un subconjunto de X. Se dice que A es +invariante bajo f si f(A) ⊂ A.
En otro caso, si A cumple que f−1(A) ⊂ A, se dice que A es -invariante bajo f .
Finalmente, si f(A) = A, el conjunto A es llamado simplemente invariante bajo f .

Es importante mencionar que, a menos que no sea claro bajo qué función estas propie-
dades se cumplen, se dirá simplemente que A es +invariante, -invariante o invariante.

2) Sea A un subconjunto de X. Se denotan y de�nen los conjuntos:

a) La órbita futura de A bajo f :

O(A, f) =
⋃
x∈A

O(x, f).

b) La órbita pasada de A bajo f :

O−(A, f) =
⋃
k∈N

f−k(A).

c) La órbita de A bajo f : O±(A, f) = O(A, f) ∪ O−(A, f).

3) Sea x un punto de X. El conjunto omega límite de x bajo f , se denota y de�ne como
sigue:

ωf(x) =
⋂

n∈N∪{0}

cl({fk(x) : k ≥ n}).

4) Una sucesión 〈xk : k ∈ N ∪ {0}〉 es una órbita sucesión si f(xk) = xk+1, para cada
k ∈ N ∪ {0}.

5) Sean A y B subconjuntos de X. Se de�nen los siguientes subconjuntos de Z:
a) N(A,B) = {k ∈ Z : A ∩ f−k(B) 6= ∅}.
b) N+(A,B) = N(A,B) ∩ N.
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A partir de estas de�niciones se desprenden algunas observaciones y proposiciones
inmediatas donde se relacionan los conceptos.

Del punto 2) de la De�nición 2.5.1, se tienen la siguiente observación:

Observación 2.5.2. Sea A un subconjunto de X. Se tienen las siguientes observaciones:

a) Se cumple que:

O(A, f) =
⋃

k∈N∪{0}

fk(A).

b) Se cumple que:

O−(A, f) =
⋃
x∈A

{f−k(x) : k ∈ N}.

c) Se cumple que:

O±(A, f) =
⋃
k∈Z

fk(A).

Demostración. Solo probamos el inciso a). Para probar los otros incisos se sigue un proceso
similar.

a) Sea y ∈ O(A, f). Por la De�nición 2.5.1, y ∈
⋃
x∈AO(x, f). De aquí, y ∈ O(x, f),

para algún x ∈ A. Luego, existe k ∈ N ∪ {0} tal que fk(x) = y. Puesto que x ∈ A, se
tiene que y ∈ fk(A). Por lo tanto, y ∈

⋃
fk(A).

Por otro lado, sea y ∈
⋃
fk(A), donde k ∈ N ∪ {0}. Luego, y ∈ fk(A), para algún

k ∈ N ∪ {0}. De aquí, existe x ∈ A tal que fk(x) = y. En consecuencia, y ∈ O(x, f).
Puesto que x ∈ A, y ∈ O(A, f). �

Del punto 3) de la De�nición 2.5.1, se obtiene la siguiente observación:

Observación 2.5.3. Sean X un espacio topológico, f : X → X una función y x un punto
de X. De la de�nición de omega límite, se cumple que:⋂

n∈N∪{0}

cl({fk(x) : k ≥ n}) =
⋂

n∈N∪{0}

cl(O(fn(x), f)).

Demostración. Sea x ∈
⋂
{cl({fk(x) : k ≥ n}), n ∈ N ∪ {0}}. De aquí, se tiene que

x ∈ cl({fk(x) : k ≥ n}), para cada n ∈ N ∪ {0}. Luego, para todo abierto no vacío U
de X que contiene a x, U ∩ {fk(x) : k ≥ n} no es vacío, para cada n ∈ N ∪ {0}; esto es
equivalente a que U ∩ O(fn(x), f) no es vacío, para cada n ∈ N ∪ {0}. En consecuencia,
x ∈ cl(O(fn(x), f)), para cada n ∈ N ∪ {0}. Por lo tanto, x ∈

⋂
{cl(O(fn(x), f)), n ∈

N ∪ {0}}.
Observemos que cada uno de los pasos que hemos dado son equivalentes. Por lo tanto,

para la demostración de la otra contención, se sigue un proceso partiendo del último paso.
�
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De la De�nición 2.5.1, 4) podemos intercambiar el orden de los conjuntos. Así obte-
nemos la siguiente observación:

Observación 2.5.4. Dado dos subconjuntos, A y B, de un espacio topológico X, se tiene
que:

a) N(B,A) = {k ∈ Z : B ∩ f−k(A) 6= ∅}.
b) N+(B,A) = N(B,A) ∩ N.

De esta última observación podemos mostrar la Proposición 2.5.5.

Proposición 2.5.5. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función. Sean A y
B subconjuntos de X. Se tiene que N(A,B) no es vacío si y sólo si N(B,A) no es vacío.

Demostración. Supongamos que N(A,B) no es vacío. Por la De�nición 2.5.1 inciso 5),
existe k ∈ Z tal que A ∩ f−k(B) no es vacío. Probemos que N(B,A) no es vacío. Puesto
que A∩ f−k(B) no es vacío, por la Proposición 1.4.15, fk(A)∩B no es vacío; este último
conjunto lo podemos ver como B ∩ f−(−k)(A), donde −k ∈ Z. De aquí, N(B,A) no es
vacío.

Por otro lado, supongamos que N(B,A) no es vacío. Veamos que N(A,B) no es vacío.
Luego, existe k ∈ Z tal que B ∩ f−k(A) no es vacío; equivalentemente, fk(B) ∩ A no
es vacío (Proposición 1.4.15); esto es, A ∩ f−(−k)(B), donde −k ∈ Z. En consecuencia,
N(A,B) no es vacío. �

Ahora veamos la relación entre los conjuntos N+(A,B) y −N+(B,A). Notemos que:

−N+(B,A) = {−k : k ∈ N y B ∩ f−(−k)(A) 6= ∅}.

Observación 2.5.6. Sean X un espacio topológico, f : X → X una función y A y B
subconjuntos de X. Se cumple que N+(A,B) no es vacío si y sólo si −N+(B,A) no es
vacío.

Demostración. Supongamos que N+(A,B) no es vacío. De aquí, existe k ∈ N tal que
A ∩ f−k(B) no es vacío. Equivalentemente, fk(A) ∩ B no es vacío. El último conjunto
lo podemos ver como B ∩ f−(−k)(A). Puesto que −k < 0, se tiene que −N+(B,A) no es
vacío. Observemos que todos estos pasos son equivalentes, por lo tanto, el recíproco es
inmediato. �

Recordemos de qué forma está de�nido el conjunto N(A,B). La Observación 2.5.7 nos
muestra una forma equivalente del conjunto N(A,B).

Observación 2.5.7. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función. Conside-
remos los subconjuntos A y B de X. Se tiene que:

N(A,B) = N+(A,B) ∪ −N+(B,A) ∪ {0}.
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Demostración. Sea k ∈ N(A,B). Como k ∈ Z, se sigue que k ∈ N+(A,B)∪−N+(B,A)∪
{0}.

Por otro lado, sea k ∈ N+(A,B) ∪ −N+(B,A) ∪ {0}. Luego, k ∈ Z. Por lo tanto,
k ∈ N(A,B). �

Notemos que si N(A,B) no sólo contiene al 0, entonces N+(A,B) y −N+(B,A) no
son vacíos. En la Proposición 2.5.8, presentamos este resultado.

Proposición 2.5.8. Sean X un espacio topológico, f : X → X una función y A y B
subconjuntos de X. Si N(A,B) \ {0} no es vacío, entonces los conjuntos N+(A,B) y
−N+(B,A) no son vacíos.

Demostración. Puesto que 0 6∈ N(A,B), por las Observaciones 2.5.7 y 2.5.6, N+(A,B) y
−N+(B,A) no son vacíos. �

Un caso especial de la Observación 2.5.8, se tiene cuando A y B son disjuntos.

Observación 2.5.9. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función. Conside-
remos A y B subconjuntos de X. Supongamos que A y B son disjuntos. Si N(A,B) no
es vacío, entonces N+(A,B) y −N+(B,A) no son vacío.

Las Proposiciones 2.5.10 y 2.5.12 muestran la relación entre una función y la órbita
de un conjunto ( o de un punto en el caso de los Corolarios 2.5.11 y 2.5.13):

Proposición 2.5.10. Sean X un espacio topológico, f : X → X una función y A un
subconjunto de X. Se tiene que O(fn+1(A), f) ⊂ O(fn(A), f), para todo n ∈ N ∪ {0}.

Demostración. Sea n ∈ N. Se cumple que:

O(fn+1(A), f) =
⋃

k∈N∪{0}

fk(fn+1(A)) =
⋃

k∈N∪{0}

fk+n+1(A),

esto por la Observación 2.5.2, a). Además:

O(fn(A), f) =
⋃

k∈N∪{0}

fk(fn(A)) =
⋃

k∈N∪{0}

fk+n(A)).

Observemos que: ⋃
k∈N∪{0}

fk+n+1(A) ⊂
⋃

k∈N∪{0}

fk+n(A).

Por lo tanto, O(fn+1(A), f) ⊂ O(fn(A), f), para todo n ∈ N. �

Corolario 2.5.11. Sean X un espacio topológico, f : X → X una función y x un punto
de X. Para todo x ∈ X, se tiene que O(fn+1(x), f) ⊂ O(fn(x), f), para todo n ∈ N∪{0}.
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Demostración. Basta hacer A = {x} y aplicar la Proposición 2.5.10. �

Proposición 2.5.12. Sean X un espacio topológico, f : X → X una función continua y
A un subconjunto de X. Se cumple que f(O(A, f)) = O(f(A), f).

Demostración. La proposición se cumple por las siguientes igualdades entre conjuntos:

f(O(A, f)) = f(
⋃
x∈AO(x, f))

= f(
⋃
x∈A{fk(x) : k ∈ N ∪ {0}})

=
⋃
x∈A f({fk(x) : k ∈ N ∪ {0}})

=
⋃
x∈A{fk+1(x) : k ∈ N ∪ {0}}

=
⋃
k∈N∪{0} f

k(f(A))

= O(f(A), f).

�

Corolario 2.5.13. Sean X un espacio topológico, f : X → X una función y x ∈ X. Se
tiene que f(O(x, f)) = O(f(x), f).

Demostración. Basta hacer A = {x}, y aplicar la Proposición 2.5.12. �

De manera inductiva, el Corolario 2.5.13, se puede extender a la Observación 2.5.14.

Observación 2.5.14. Sean X un espacio topológico, f : X → X una función y x ∈ X.
Se tiene que fk(O(x, f)) = O(fk(x), f).

Veamos algunos resultados que se obtienen de los conjuntos +invariantes, -invariantes
e invariantes. La importancia y utilidad de estos conjuntos se verán en el Capítulo 4.

Observación 2.5.15. Sean X un espacio topológico, f : X → X una función y A un
subconjunto de X. Se cumple que A es +invariante si y sólo si A ⊂ f−1(A).

Demostración. Por la De�nición 2.5.1, se tiene que f(A) ⊂ A. Observemos que f−1(f(A)) ⊂
f−1(A). Por la Proposición 1.4.4, obtenemos que A ⊂ f−1(A).

Por otro lado, supongamos que A ⊂ f−1(A). Luego, f(A) ⊂ f(f−1(A)) ⊂ A. Así,
f(A) ⊂ A; es decir, A es +invarante. �

Si un conjunto A es +invariante bajo alguna función f , entonces cualquier iteración
de f sobre el conjunto A está en A. Esto lo vemos en la siguiente observación:

Proposición 2.5.16. Sean X un espacio topológico, f : X → X una función y A un
subconjunto de X. Si A es +invariante bajo f , entonces A es +invariante bajo fn, para
todo n ∈ N.

Demostración. Procedamos por indución. Por la De�nición 2.5.1, la proposición se cumple
para n = 1. Supongamos que la proposición se cumple para n = k; veamos que se cumple
para n = k + 1. Observemos que fk+1(A) = f(fk(A)). Puesto que fk(A) ⊂ A y por
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hipótesis, tenemos que fk+1(A) ⊂ A. Por lo tanto, fn(A) ⊂ A, para todo n ∈ N; es decir,
A es +invariante bajo fn, para todo n ∈ N. �

En el caso de los conjuntos -invariantes se cumple una propiedad parecida al iterar la
imagen inversa de un conjunto. Veamos el siguiente resultado:

Proposición 2.5.17. Sean X un espacio topológico, f : X → X y A un subconjunto de
X. Si A es -invariante bajo f , entonces A es -invariante bajo fn, para todo n ∈ N.

Demostración. Procedamos por inducción. Para n = 1, la proposición se tiene inmediate-
mente por la De�nición 2.5.1. Supongamos que la proposición se cumple para n = k.
Probemos que se cumple para n = k + 1. Puesto que f−(k+1)(A) = f−1(f−k(A)) y
f−k(A) ⊂ A, tenemos que f−(k+1)(A) ⊂ A. En consecuencia, f−n(A) ⊂ A, para todo
n ∈ N; esto signi�ca que A es -invariante bajo fn, para todo n ∈ N. �

Si un conjunto es invariante, esta propiedad también se preserva bajo iteraciones, ésto
lo vemos en la Observación 2.5.18, la prueba es similar a las dos proposiciones anteriores.

Observación 2.5.18. Sean X un espacio topológico, f : X → X y A un subconjunto de
X. Si A es invariante bajo f , entonces A es invariante bajo fn, para todo n ∈ N.

Dado un conjunto que tiene la propiedad +invariante (-invariante), resulta que su
complemento es -invariante (+invariante).

Proposición 2.5.19. Sean X un espacio topológico, f : X → X una función y A un
subconjunto de X . Se tiene que A es +invariante si y sólo si X \ A es -invariante.

Demostración. Supongamos que A es +invariante, esto es que f(A) ⊂ A. Por la Obser-
vación 2.5.16, A ⊂ f−1(A). De aquí, tenemos que X \ [f−1(A)] ⊂ X \A. Observemos que
X \ [f−1(A)] = f−1(X \ A). Así, f−1(X \ A) ⊂ X \ A. En resumen, X \ A es -invariante
bajo f .

Recíprocamente, supongamos que X\A es -invariante bajo f , esto es que f−1(X\A) ⊂
X \ A. Luego, A ⊂ X \ [f−1(X \ A)]. Por propiedades de conjuntos, sabemos que
f−1(X\(X\A)) = f−1(A). Así, A ⊂ f−1(A). Esto signi�ca que A es +invariante bajo f . �

Resulta que la órbita futura de un conjunto es +invariante y la órbita pasada de un
conjunto es -invariante. Veamos esto en la Proposición 2.5.20.

Proposición 2.5.20. Sean X un espacio topológico, f : X → X una función y A un
subconjunto de X. Se tiene que:

1) O(A, f) es un conjunto +invariante.

2) O−(A, f) es un conjunto -invariante.
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Demostración. 1) Por la De�nición 2.5.1, tenemos queO(A, f) =
⋃
{O(x, f) : x ∈ A}.

Luego, utilizando el Corolario 2.5.13, se sigue que:

f(O(A, f)) = f

(⋃
x∈A

O(x, f)

)
=
⋃
x∈A

f(O(x, f)) =
⋃
x∈A

O(f(x), f).

Por el Corolario 2.5.11
⋃
x∈A

O(f(x), f) ⊂
⋃
x∈A

O(x, f) y
⋃
x∈A

O(x, f) = O(A, f).

Así, tenemos que: f(O(A, f)) ⊂ O(A, f). En consecuencia, O(A, f) es +invariante.

2) Por la De�nición 2.5.1, 2), tenemos que:

O−(A, f) =
⋃
k∈N

f−k(A).

Luego, utilizando la Proposición 1.4.4 y la De�nición 2.5.1, tenemos la siguiente
igualdad:

f−1(O−(A, f)) = f−1

(⋃
k∈N

f−k(A)

)
=
⋃
k∈N

f−(k+1)(A) =
⋃
n∈N

{f−k(A) : k > n}.

Observemos que
⋃
n∈N{f−k(A) : k > n} ⊂

⋃
{f−k(A) : k ∈ N}. También notemos

que
⋃
{f−k(A) : k ∈ N} = O−(A, f). De aquí, concluimos que f−1(O−(A, f)) ⊂

O−(A, f). Es decir, O−(A, f) es -invariante.
Con todo lo anterior queda demostrada la Proposición. �

El conjunto O±(A, f) es un conjunto +invariante, lo cual lo vemos en la siguiente
proposición, pero no necesariamente -invariante. Esto último se cumple si f es inyectiva.
Además, si f es biyectiva, el conjunto es invariante [1].

Proposición 2.5.21. Sean X un espacio topológico, f : X → X un función continua y
A un subconjunto de X. Se tiene que O±(A, f) es un conjunto +invariante.

Demostración. Veamos que f(O±(A, f)) ⊂ O±(A, f). Notemos que:

f(O±(A, f)) = f

(⋃
k∈Z

fk(A)

)
=
⋃
k∈Z

f
(
fk(A)

)
=
⋃
k∈Z

fk+1(A).

Notemos que
⋃
k∈Z f

k+1(A) ⊆
⋃
k∈Z f

k(A). Por lo tanto, f(O±(A, f)) ⊆ O±(A, f). �

Hemos visto que, dado un conjunto A, O(A, f) es +invariante; profundizando un poco
más, se puede ver que O(A, f) es el conjunto +invariante más pequeño que contiene
a A. En el caso de O−(A, f), resulta que es el conjunto -invariante más pequeño que
contiene a A. Estos resultados los probamos en la Observación 2.5.24. Antes, probemos
las Proposiciones 2.5.22 y 2.5.23.
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Proposición 2.5.22. Sean X un espacio topológico, f : X → X una función y A
un subconjunto de X. Consideremos {Bα : α ∈ I} la colección de todos subconjuntos
+invariantes de X tales que A ⊂ Bα, para todo α ∈ I. Se tiene que

⋂
α∈I Bα es el

conjunto +invariante más pequeño que contiene a A.

Demostración. Primero probemos que
⋂
α∈I Bα es un conjunto +invaritante. Puesto que

Bα es +invariante para todo α ∈ I y por la Proposición 1.4.4:

f

(⋂
α∈I

Bα

)
⊆
⋂
α∈I

f(Bα) ⊆
⋂
α∈I

Bα.

Por lo tanto,
⋂
α∈I Bα es +invariante.

Ahora veamos que
⋂
α∈I Bα es el conjunto +invariante más pequeño que contiene a A.

Supongamos que existe B ⊂ X +invariante tal que A ⊆ B. De aquí, existe β ∈ I tal que
Bβ = B. Así,

⋂
α∈I Bα ⊂ B. Por lo tanto,

⋂
α∈I Bα, es el subconjunto +invariante más

pequeño que contiene a A. �

Ahora veamos el caso para los conjuntos -invariantes.

Proposición 2.5.23. Sean X un espacio topológico, f : X → X una función y A ⊂ X.
Consideremos {Bα : α ∈ I} la colección de todos subconjuntos -invariantes de X tales que
A ⊂ Bα, para todo α ∈ I. Se tiene que

⋂
α∈I Bα es el conjunto -invariante más pequeño

que contiene a A.

Demostración. A�rmamos que el conjunto
⋂
α∈I Bα es -invariante; esto lo podemos veri-

�car usando el hecho de que Bα es -invariante para todo α ∈ I y la Proposición 1.4.4:

f−1

(⋂
α∈I

Bα

)
⊆
⋂
α∈I

f−1(Bα) ⊆
⋂
α∈I

Bα.

Ahora, supongamos que B ⊂ X es el conjunto -invariante que contiene a A. Obser-
vemos que B ∈ {Bα : α ∈ I}. Luego, existe β ∈ I tal que B = Bβ. En consecuencia,⋂
α∈I Bα ⊂ B. Por lo tanto,

⋂
α∈I Bα es el conjunto -invariante más pequeño que contiene

a A. �

De las últimas dos proposición tenemos la siguiente observación:

Observación 2.5.24. Sean X un espacio topológico, f : X → X una función y A un
subconjunto de X:

a) O(A, f) es el conjunto +invariante más pequeño que contiene a A.

b) O−(A, f) es el conjunto -invariante más pequeño que contiene a A.
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Demostración. a) Sea {Bα : α ∈ I} la colección de todos los subconjuntos +invariantes
de X que contienen a A. Por la Proposición 2.5.22, basta probar que:

O(A, f) =
⋂
α∈I

Bα.

En la Proposición 2.5.22, probamos que
⋂
α∈I Bα es un conjunto +invaritante. Usan-

do la Proposición 2.5.16, para todo k ∈ N, tenemos lo siguiente:

fk(A) ⊆ fk

(⋂
α∈I

Bα

)
⊆
⋂
α∈I

Bα.

De aquí, puesto que O(A, f) =
⋃
k∈N

fk(A), se sigue que O(A, f) ⊆
⋂
α∈I

Bα.

Por otro lado, ya queO(A, f) es un conjunto +invariante y contiene a A, existe β ∈ I
tal que O(A, f) = Bβ. Observemos que

⋂
α∈I Bα ⊆ Bβ. Así,

⋂
α∈I Bα ⊆ O(A, f).

Por lo tanto:

O(A, f) =
⋂
α∈I

Bα.

b) Sea {Bα : α ∈ I} la colección de todos los subconjuntos -invariantes de X que
contienen a A. Probemos que O−(A, f) =

⋂
α∈I Bn.

Observemos que f−k(A) ⊆ f−k
⋂
α∈I

Bα, para todo k ∈ N. Por la Proposición 1.4.4,

f−k

(⋂
α∈I

Bα

)
=
⋂
α∈I

f−k(Bα). Puesto que
⋂
α∈I

f−k(Bα) ⊆
⋂
α∈I

Bα y O−(A, f) =

⋃
k∈N

f−k(A), tenemos que O(A, f) ⊆
⋂
α∈I

Bα. Ahora, veamos que
⋂
α∈I

Bα ⊆ O(A, f).

Notemos que O−(A, f) = Bβ, para algún β ∈ I. De aquí,
⋂
α∈I Bα ⊆ Bβ.

Con todo ésto, queda demostrada la Observación. �

Si A es +invariante, la intersección de todos los subconjuntos de X que contienen a
A, es A; por lo que A coincide con su órbita futura. Veamos formalmente este resultado
en la Proposición 2.5.25.

Proposición 2.5.25. Sean X un espacio topológico, f : X → X una función y A un
subconjunto de X. Se tiene que A es + invariante si y sólo si A = O(A, f).
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Demostración. Supongamos que A es +invariante. Por Observación 2.5.24, inciso a),
O(A, f) es el conjunto +invariante más pequeño que contiene a A. Por lo tanto, A =
O(A, f).

Recíprocamente, supongamos que A = O(A, f). Observemos que A es +invariante,
pues O(A, f) es un conjunto +invariante. �

Por otro lado, si A es -invariante coincide con su órbita pasada.

Proposición 2.5.26. Sea X un espacio topológico, f : X → X una función y A un
subconjunto de X. Tenemos que A es -invariante si y sólo si A = O−(A, f) .

Demostración. Supongamos que A es -invariante. Por el inciso b) de la Observación 2.5.24
sabemos que O−(A, f) es el subconjunto -invariante más pequeño que contiene a A y como
A es -invariante, se sigue que A = O−(A, f).
Por otro lado, supongamos que O−(A, f) = A. Notemos que A es -invariante, pues
O−(A, f) -invariante. �

Hasta aquí, hemos visto cómo se relacionan los conjuntos +invariantes, -invariantes e
invariantes con las órbitas de conjuntos. Ahora veamos cómo se relaciona lo anterior con
los conjuntos ya de�nidos, N(A,B) y N+(A,B).

Proposición 2.5.27. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función. Con-
sideremos los subconjuntos disjuntos, abiertos y no vacíos U y V de X. Si U y V son
-invariantes, entonces N+(U, V ) es vacío.

Demostración. Supongamos que N+(U, V ) no es vacío. De aquí, existe k ∈ N tal que
U ∩ f−k(V ) no es vacío. Puesto que V es -invariante, por la Proposición 2.5.17, se tiene
que f−k(V ) ⊂ V , para todo k ∈ N. Pero como U ∩ V es vacío, se sigue que U ∩ f−k(V )
es vacío. Esto contradice lo que hemos supuesto. Por lo tanto, N+(U, V ) es vacío. �

Como fk(U) ∩ V no es vacío si y sólo si U ∩ f−k(V ) no es vacío, si U y V fueran
disjuntos y +invariantes, N+(U, V ) es vacío. Así, tenemos la siguiente observación:

Observación 2.5.28. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función. Con-
sideremos los subconjuntos disjuntos, abiertos y no vacíos U y V de X. Si U y V son
+invariantes, entonces N+(U, V ) es vacío.

Ahora, si N+(U, V ) no es vacío, resulta que cualquier subconjunto abierto -invariante
es denso; el recíproco también se cumple.

Proposición 2.5.29. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función. Para
cualesquiera U y V subconjuntos abiertos no vacíos de X, el conjunto N+(U, V ) no es
vacío si y sólo si todo subconjunto abierto -invariante de X es denso en X.
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Demostración. Sean U y V abiertos no vacíos de X. Supongamos que N+(U, V ) no es
vacío. Sea W un subconjunto -invariante y abierto de X. Como W es -invariante, por
la Observación 2.5.24 inciso b), O−(W, f) = W . Además, por hipótesis, N+(U,W ) no es
vacío. Así, existe k ∈ N tal que U ∩ f−k(W ) no es vacío. Observemos que f−k(W ) ⊂
O−(W, f). En consecuencia, U ∩ O−(W, f) no es vacío. Puesto que O−(W, f) = W , se
sigue que U ∩W no es vacío. Por lo tanto, W es denso en X.

Ahora, supongamos que todo abierto -invariante de X es denso. Sea U un abierto no
vacío de X. Consideremos el conjunto:

O−(U, f) =
⋃
k∈N

f−k(U).

Por la Proposición 2.5.20, O−(U, f) es -invariante. Por hipótesis, O−(U, f) es denso
en X. Como V es abierto, se tiene que O−(U, f) ∩ V no es vacío. De aquí, existe k ∈ N
tal que fk(U) ∩ V no es vacío. Por la Proposición 1.4.15, U ∩ f−k(V ) no es vacío. Por lo
tanto, N+(U, V ) no es vacío. �

Por otro lado, si N+(U, V ) no es vacío, todo abierto +invariante es denso. Veamos este
resultado en la Proposición 2.5.30.

Proposición 2.5.30. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función. Si para
cualesquiera par de subconjuntos abiertos no vacíos U y V de X, el conjunto N+(U, V )
no es vacío, entonces todo subconjunto abierto +invariante de X es denso en X.

Demostración. Supongamos que para cualesquiera par de subconjuntos abiertos no vacíos
U y V de X, el conjunto N+(U, V ) no es vacío. Sea W un subconjunto +invariante y
abierto de X. Consideremos un abierto no vacío U de X. Por hipótesis, N(W,U) no es
vacío. Luego, existe k ∈ N tal que el conjuntoW ∩f−k(U) no es vacío. De aquí, fk(W )∩U
no es vacío (Proposición 1.4.15). Como W es +invariante, se tiene que fk(W ) ⊂ W . Por
lo tanto, W ∩ U no es vacío. En consecuencia, W es denso en X. �

El recíproco de la Proposición 2.5.30, es válido si f es abierta y se prueba en la siguiente
proposición.

Proposición 2.5.31. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función abierta.
Si todo subconjunto abierto +invariante es denso en X, entonces N+(U, V ) no es vacío,
para cualesquiera U y V subconjuntos abiertos no vacíos de X.

Demostración. Supongamos que todo subconjunto abierto +invariante es denso en X.
Sean U y V subconjuntos abiertos no vacíos de X. Veamos que N+(U, V ) no es vacío. Por
la Proposición 2.5.20, tenemos que O(U, f) es un conjunto +invariante. Ahora, probemos
que O(U, f) es un conjunto abierto en X. Sea y ∈ O(U, f). Veamos que y es punto interior
de O(U, f). Observemos que existe k ∈ N tal que y ∈ fk(U). De�nimos W = fk(U).
Puesto que f es abierta, tenemos que W es un conjunto abierto. Notemos que y ∈ W .
Como fk(U) ⊂ O(U, f), tenemos que W ⊂ O(U, f). Por lo tanto, O(U, f) es abierto.
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Sabemos que O(U, f) es +invariante y abierto. Por hipótesis, O(U, f) es denso en X;
por lo que O(U, f) ∩ V no es vacío. En consecuencia, existe n ∈ N tal fn(U) ∩ V no es
vacío; esto signi�ca que N+(U, V ) no es vacío. �

Dados los conjuntos A y B, existe un relación entre los conjuntos N(A,B), O±(A, f)
y O±(B, f).

Proposición 2.5.32. Sean X un espacio topológico, f : X → X una función y A y B
subconjuntos de X. Las siguientes proposiciones son equivalente:

1) N(A,B) no es vacío.

2) O±(A, f) ∩B no es vacío.

3) A ∩ O±(B, f) no es vacío.

Demostración. Supongamos que N(A,B) no es vacío. Luego, existe k ∈ Z tal que A ∩
f−k(B) no es vacío. Por la Proposición 1.4.15, fk(A)∩B no es vacío. Puesto que fk(A) ⊂
O±(A, f), obtenemos que O±(A, f) ∩ B no es vacío. Con esto, hemos probado que 1)
implica 2).

Ahora, supongamos queO±(A, f)∩B no es vacío. Luego, existe k ∈ Z tal que fk(A)∩B
no es vacío; equivalentemente, A ∩ f−k(B) no es vacío (Proposición 1.4.15). Observemos
que f−k(B) ⊂ O±(B, f). Así, se tiene que A ∩O±(B, f) no es vacío. Hemos probado que
2) implica 3).

Por último, supongamos que A ∩ O±(B, f) no es vacío. Se sigue que existe k ∈ Z tal
que fk(B)∩A no es vacío; equivalentemente, B ∩ f−k(A) no es vacío. Así, N(A,B) no es
vacío. Esto es, 3) implica 1). �

Ahora, si consideramos los conjuntos N+(A,B), O(A, f) y O−(A, f) tenemos lo si-
guiente:

Proposición 2.5.33. Sean X un espacio topológico, f : X → X una función y A y B
subconjuntos de X. Los siguientes incisos son equivalentes:

1) N+(A,B) no es vacío.

2) O(A, f) ∩B no es vacío.

3) A ∩ O−(B, f) no es vacío.
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Demostración. Supongamos que N+(A,B) no es vacío. Esto signi�ca que existe k ∈ N
tal que A ∩ f−k(B) no es vacío; equivalentemente, fk(A) ∩ B no es vacío. Puesto que
fk(A) ⊂ O(A, f), se sigue que O(A, f) ∩ B no es vacío. Con esto hemos probado que 1)
implica 2).

Ahora supongamos que O(A, f)∩B no es vacío. Luego, existe k ∈ N tal que fk(A)∩B
no es vacío; de aquí, A ∩ f−k(B) no es vacío. Pero f−k(B) ⊂ O−(B, f), por lo que
A ∩ O−(B, f) no es vacío. Con esto tenemos que 2) implica 3).

Por último, supongamos que A ∩ O−(B, f) no es vacío. Se sigue que existe k ∈ N tal
que A ∩ f−k(B) no es vacío. Esto último implica que N+(A,B) no es vacío. Por lo tanto,
hemos probado que 3) implica 2). �

Las variadas características que se han encontrado en los sistemas dinámicos discre-
tos, han permitido una clasi�cación amplia de éstos. Por ejemplo, podemos mencionar
algunas características que en el siguiente capítulo vamos a estudiar un poco: Mezclantes,

débilmente mezclantes, totalmente transitiva, caótica, localmente sobreyectiva, minimal y
transitiva. Nuestro enfoque va a estar centrado en la transitividad ; poco a poco veremos
el por qué.



Capítulo 3

Transitividad topológica

Mientras más se ha indagado en las propiedades topológicas de los sistemas dinámicos
discretos, más características particulares se han encontrado en ellas; es por eso que, de
acuerdo a esas características, se han ido clasi�cando en distintos tipos. En este capítulo
nos dedicamos al estudio de algunos sistemas dinámicos discretos, por mencionar algunos:
Mezclantes, débilmente mezclantes, totalmente transitivos, caóticos, localmente sobreyec-

tivos, minimales y transitivos. Nos enfocaremos principalmente en la última propiedad, ya
que, como veremos más adelante, todas las propiedades mencionadas tienen la propiedad
de transitividad ; pero su importancia no sólo radica en eso, sino en las investigaciones
más profundas a las que se puede conducir, tales como las propiedades caóticas [3] y [12].
Para nosotros, su relevancia la re�ejamos en las nociones relacionadas con la transitividad
topológica [1], las cuales abordaremos con más detalle en el Capítulo 4.

3.1. La transitividad topológica y otras propiedades

El concepto de transitividad topológica se remonta a G. D. Birkho�, introducida en
1920 para espacios métricos [6]. Nosotros nos concentramos en este concepto de�nido para
espacios topológicos. En esencia y de manera intuitiva, una función es transitiva si, para
cualquier par de conjuntos abiertos no vacíos que tomemos, existe un punto en cualquiera
de ellos, cuya órbita futura visita en algún momento al otro conjunto abierto. De manera
formal, la transitividad topológica de una función se de�ne de la siguiente manera:

De�nición 3.1.1. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función continua.
Se dice que f es topológicamente transitiva si, para cada par de abiertos no vacíos
U y V de X, existe n ∈ N tal que el conjunto fn(U) ∩ V no es vacío. También se dice
simplemente que f es transitiva.

Es importante recordar la Proposición 1.4.15, ya que con esto podemos decir, equiva-
lentemente, que f es transitiva si U∩f−n(V ) no es vacío. Observemos que esta equivalencia
está determinada por la órbita pasada de V .

59
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Algunos autores han considerado que f es transitiva si existe un punto en el espacio,
cuya órbita futura es densa [5]. Esta de�nición y la que nosotros hemos dado, en general,
no son equivalentes [13].

La Figura 3.1, nos ayuda a visualizar la idea de la transitividad topológica.

Figura 3.1: Transitividad topológica. Los conjuntos U y V representan los conjuntos abier-
tos de un espacio topológico X, notemos que, a través de la función f , la órbita de U
intersecta a V en n iteraciones de f .

Podemos hablar también de puntos transitivos. Veamos la siguiente de�nición:

De�nición 3.1.2. Sean X un espacio topológico, f : X → X una función continua y
x un punto de X. Decimos que x es punto transitivo de f si O(x, f) es denso en X.
También se dice simplemente que x es transitivo.

Dada la última de�nición, nos preguntamos si existe una relación entre un punto
transitivo y una función transitiva. Veamos cómo se relacionan. Antes, demostremos el
siguiente lema:

Lema 3.1.3. Sean X un espacio topológico T1 y perfecto, f : X → X una función
continua y x ∈ X. Si x es punto transitivo de f , entonces fk(x) es un punto transitivo de
f , para todo k ∈ N.

Demostración. Supongamos que x es punto transitivo. Veamos que fn(x) es punto tran-
sitivo. Procedamos por inducción:

Veamos que se cumple para el caso k = 1, para esto veamos que O(f(x), f) es denso
en X. Supongamos que existe un abierto no vacío U de X tal que O(f(x), f) ∩ U es
vacío. Como O(x, f) ∩ U no es vacío, y ya que O(f(x), f) = O(x, f) \ {x}, tenemos que
O(x, f) ∩ U = {x}. Luego, (U \ {x}) ∩ O(x, f) es vacío. Dado que X es perfecto, por
la Proposición 1.3.15, U tiene más de un punto. De donde U \ {x} no es vacío. Además,
como X es T1, {x} es cerrado en X. Así, U \{x} es abierto en X, pero (U \{x})∩O(x, f)
es vacío; lo cual contradice que O(x, f) es densa en X. Por lo tanto, O(f(x), f)∩U no es
vacío, esto es, O(f(x), f) es densa en X; en otras palabras.

De manera similar, se prueba para para k = n. Por lo tanto, para todo k ∈ N,
O(fk(x), f) es densa en X. En consecuencia, fk(x) es punto transitivo. �
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Proposición 3.1.4. Sean X un espacio topológico T1 y f : X → X una función continua.
Si X es perfecto y existe x ∈ X tal que x es punto transitivo, entonces f es transitiva.

Demostración. Supongamos que X es perfecto y x un punto transitivo. Consideremos U
y V dos abiertos no vacíos de X. Por la De�nición 3.1.2, se tiene que O(x, f) ∩ U no es
vacío. Así, existe m ∈ N tal que fm(x) ∈ U . Además, por el Lema 3.1.3, tenemos que
fm(x) es punto transitivo. De aquí, O(fm(x), f) ∩ V no es vacío. Luego, existe k ∈ N tal
que fk(fm(x)) ∈ V . De aquí, fm(x) ∈ f−k(V ). Por lo tanto, U ∩ f−k(V ) no es vacío. Así,
por la Proposición 1.4.15, f es transitiva. �

Como hemos mencionado, además de la propiedad transitiva existen otras propiedades
de los sistemas dinámicos discretos que se relacionan con la transitividad. A continuación
se mencionan algunas de estas propiedades:

De�nición 3.1.5. Sean X un espacio topológico y f : X → X es una función continua.
Se dice que f es:

(1) Mezclante si para cada par de abiertos no vacíos, U y V de X, existe un número
natural n tal que el conjunto fk(U) ∩ V no es vacío, para todo k ≥ n.

(2) Débilmente mezclante si para cualesquiera abiertos no vacíos, U1, U2, V1 y V2 de
X, existe un número natural k tal que el conjunto fk(Ui) ∩ Vi no es vacío, para todo
i ∈ {1, 2}.

(3) Totalmente transitiva si fn es transitiva, para todo n ∈ N.

(4) Caótica si f es transitiva y el conjunto Per(f) es denso en X.

(5) Localmente sobreyectiva si para cada abierto no vacío U de X, existe un número
natural n tal que fn(U) = X.

(6) Minimal si cl(O(x, f)) = X, para cualquier x ∈ X.

Nos interesa saber de qué forma están relacionadas estas propiedades entre ellas y con
la transitividad topológica.

La propiedad localmente sobreyectiva implica que la función es sobreyectiva.

Proposición 3.1.6. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función continua.
Si f es localmente sobreyectiva, entonces f es sobreyectiva.

Demostración. Supongamos que f es localmente sobreyectiva. Sea y cualquier punto deX.
Consideremos un abierto no vacío U de X. Por hipótesis, existe k ∈ N tal que fk(U) = X.
Sea y ∈ fk(U). Se sigue que, existe x ∈ U tal que f(fk−1(x)) = fk(x) = y. Por lo tanto,
f es sobreyectiva. �

Esta última proposición nos ayuda a probar la Proposición 3.1.7.
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Proposición 3.1.7. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función continua.
Se sigue que f es localmente sobreyectiva si y sólo si para cada U abierto no vacío de X,
existe N ∈ N tal que fk(U) = X, para todo k ≥ N .

Demostración. Supongamos que f es localmente sobreyectiva. Sea U un abierto no vacío
de X. Por hipótesis, existe N ∈ N tal que fN(U) = X. Notemos que, para cualquier
abierto no vacío V , fN(U) ∩ V no es vacío. Por la Proposición 3.1.6, f es sobreyectiva.
Sea l ∈ N ∪ {0}. Pongamos k = l + N . Luego, fk(U) = f l(fN(U)) = f l(X) = X. Así,
fk(U) = X, para todo k ≥ N .

El recíproco es inmediato. �

La Proposición 3.1.7, nos ayuda a probar que la propiedad localmente sobreyectiva
implica que la función dada es mezclante.

Proposición 3.1.8. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función continua.
Si f es una función localmente sobreyectiva, entonces f es mezclante.

Demostración. Supongamos que f es localmente sobreyectiva. Sean U y V dos subconjun-
tos abiertos no vacíos de X. Puesto que f es localmente sobreyectiva, por la Proposición
3.1.7, existe N ∈ N tal que fk(U) = X, para todo k ≥ N . Luego, fk(U) ∩ V no es vacío,
para k ≥ N ; esto signi�ca que f es mezclante. �

La propiedad mezclante implica la propiedad débilmente mezclante.

Proposición 3.1.9. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función continua.
Si f es una función mezclante, entonces f es débilmente mezclante.

Demostración. Supongamos que f es mezclante. Sean U1, U2, V1 y V2 subconjuntos abier-
tos no vacíos de X. Por hipótesis, existen n1 y n2 ∈ N tales que fk1(U1)∩V1 y fk2(U2)∩V2
no son vacíos, para todo k1 ≥ n1 y k2 ≥ n2. Si tomamos n = máx{n1, n2}, se tiene que
fk(Ui) ∩ Vi, para i ∈ {1, 2} y cada k ≥ n; es decir, f es débilmente mezclante. �

La propiedad mezclante también implica la propiedad totalmente transitiva.

Proposición 3.1.10. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función continua.
Si f es una función mezclante, entonces f es totalmente transitiva.

Demostración. Supongamos que f es mezclante. Sean U y V subconjuntos abiertos no
vacíos de X y n cualquier número natural. Probemos que fn es transitiva. Puesto que f
es mezclante, existe N ∈ N tal que fk(U)∩ V no es vacío, para todo k ≥ N . Observemos
que podemos tomar un múltiplo de n que sea mayor o igual a N ; es decir, existe m ∈ N tal
que n ·m ≥ N . Pongamos k = n ·m. Notemos que fk(U) = (fn)m(U). Ya que fk(U)∩ V
no es vacío, tenemos que (fn)m(U) ∩ V no es vacío. En consecuencia, fn es transitiva,
para todo n ∈ N. Así, f es totalmente transitiva. �

La propiedad débilmente mezclante implica la propiedad transitiva.

Proposición 3.1.11. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función continua.
Si f es una función débilmente mezclante, entonces f es transitiva.
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Demostración. Supongamos que f es débilmente mezclante. Sean U y V dos subconjuntos
abiertos abiertos no vacíos de X. Pongamos U1 = U2 = U y V1 = V2 = V . Por hipótesis,
existe k ∈ N tal que fk(Ui) ∩ Vi no es vacío, para todo i ∈ {1, 2}. Así, fk(U) ∩ V no es
vacío y por lo tanto, f es transitiva. �

Una implicación que es casi inmediata por de�nición es que la propiedad totalmente
transitiva implica la transitividad.

Proposición 3.1.12. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función continua.
Si f es una función totalmente transitiva, entonces f es una función transitiva.

Demostración. Supongamos que f es totalmente transitiva. De aquí, fn es transitiva para
todo n ∈ N. En particular, si n = 1, obtenemos que f es transitiva. �

Una función minimal implica que la función es transitiva. La siguiente proposición
también se tiene casi inmediatamente de la de�nición.

Proposición 3.1.13. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función continua.
Si f es una función minimal, entonces f es una función transitiva.

Demostración. Supongamos que f es minimal. Sean U y V subconjuntos abiertos no
vacíos de X y x un punto de U . Por hipótesis, tenemos que cl(O(x, f)) = X, esto es que
O(x, f) es denso en X. Luego, O(x, f) ∩ V no es vacío. De aquí, existe k ∈ N tal que
fk(x) ∈ V . Así, fk(U) ∩ V no es vacío. Por lo tanto, f es transitiva. �

Una función caótica implica la transitividad.

Proposición 3.1.14. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función continua.
Si f es una función caótica, entonces f es transitiva.

Demostración. Por de�nición, una función caótica es transitiva. �

De estas proposiciones, se obtiene el Diagrama 1, donde podemos observar que todas
las propiedades mencionadas implican la transitividad:
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Localmente sobreyectiva

��
Mezclante

�� ,,
Totalmente transitiva

��

Débilmente mezclante

rr
Transitiva Minimaloo

Caotica

OO

Diagrama 1: Relación entre funciones topológicas.

Hasta aquí, hemos visto las relaciones que existen entre las propiedades mencionadas;
sin embargo, estas propiedades no son las únicas, existen más propiedades que se relacio-
nan entre ellas [10]. De ahora en adelante nos enfocaremos en el estudio de la transitividad
topológica y los resultados que surgen dependiendo del espacio topológico en el que traba-
jemos. Para ir aclarando el concepto de transitividad, en la siguiente sección presentamos
tres ejemplos de funciones que tienen la propiedad transitiva.

3.2. Ejemplos de funciones transitivas

La importancia y claridad de la propiedad transitiva tienen mayor fuerza cuando se
muestran ejemplos donde, de alguna forma, se pueda visualizar la transitividad topoló-
gica. Los ejemplos de funciones transitivas son muchas, a continuación, mostramos tres
ejemplos de funciones transitivas, dos de las cuales ya hemos tratado en el capítulo ante-
rior: la tienda, la logística y la rotación irracional.

El primer ejemplo es la función tienda. Para ver que esta función es transitiva, nece-
sitamos dos resultados, Lema 3.2.1 y Lema 3.2.2. Vayamos al primer resultado que nos
dice que toda iteración de la tienda es un homeomor�smo.

Lema 3.2.1. Sea T : [0, 1] → [0, 1] la función tienda. Se tiene que para todo n ∈ N y
para cada l ∈ {0, 1, 2, . . . , 2n − 1} se cumple que la función T restringida:

T n|[ l
2n
, l+1
2n ] :

[
l

2n
,
l + 1

2n

]
→ [0, 1],
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de�nida por T n(x) = α + (−1)l2nx, es un homeomor�smo.
donde α es un número entero. (Como hemos mencionado en el Capítulo 2, en cada

intervalo
[
l
2n
, l+1

2n

]
la grá�ca de T n es un segmento de recta con pendiente 2n si l es par,

y −(2n) si l es impar).

Demostración. Procedamos por inducción:
Para el caso n = 1 se tiene que l ∈ {0, 1}. Si l = 0, se sigue de manera inmediata que

T :
[
0, 1

2

]
→ [0, 1] es un homeomor�smo, ya que en este intervalo:

T (x) = 0 + (−1)02x = 2x.

Para el caso l = 1, tenemos que T :
[
1
2
, 1
]
→ [0, 1] también es un homeomor�smo,

pues:

T (x) = 2 + (−1)12x = 2− 2x.

Ahora, supongamos que se cumple para n = k; es decir, para cada l ∈ {0, 1, . . . , 2k−1} :

T k|[ l

2k
, l+1

2k
] :

[
l

2k
,
l + 1

2k

]
→ [0, 1]

es un homeomor�smo, donde la regla de correspondencia es la siguiente:

T k(x) = α + (−1)l2kx, donde α ∈ Z.

Veamos que se cumple para n = k + 1 y para todo l ∈ {0, 1, 2, . . . , 2k+1 − 1}.
Primero notemos que:
Si l ≤ 2k−1, entonces: [

l

2k+1
,
l + 1

2k+1

]
⊂
[
0,

1

2

]
, (3.1)

pues para l = 0,
[
0, 1

2k+1

]
⊂
[
0, 1

2

]
y, para l = 2k−1,

[
2k−1
2k+1 ,

2k

2k+1

]
=
[
1
2
− 1

2k+1 ,
1
2

]
, donde[

1
2
− 1

2k+1 ,
1
2

]
⊂
[
0, 1

2

]
.

Si 2k ≤ l ≤ 2k+1 − 1, entonces:[
l

2k+1
,
l + 1

2k+1

]
⊂
[

1

2
, 1

]
, (3.2)

ya que, si l = 2k, se tiene que
[

2k

2k+1 ,
2k+1
2k+1

]
=
[
1
2
, 1
2

+ 1
2k+1

]
, donde

[
1
2
, 1
2

+ 1
2k+1

]
⊂
[
1
2
, 1
]
.

Y para l = 2k+1−1, se tiene que
[
2k+1−1
2k+1 , 2

k+1

2k+1

]
=
[
1− 1

2k+1 , 1
]
, donde

[
1− 1

2k+1 , 1
]
⊂
[
1
2
, 1
]
.

De aquí, aplicando T sobre
[

l
2k+1 ,

l+1
2k+1

]
, tenemos dos casos:

Caso 1:
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l ≤ 2k−1. De (3.1), se tiene que T
(

l
2k+1

)
= 2

(
l

2k+1

)
= l

2k
y T

(
l+1
2k+1

)
= 2

(
l+1
2k+1

)
= l+1

2k
.

Luego, puesto que T es continua:[
l

2k+1
,
l + 1

2k+1

]
T−→
[
l

2k
,
l + 1

2k

]
Tk

−→ [0, 1]

Por el caso base y la hipótesis de inducción, T y T k son homeomor�smos. Como la
composición de homeomor�smos es un homeomor�smo, se tiene que:

T k+1 |[ l

2k+1 ,
l+1

2k+1 ]:

[
l

2k+1
,
l + 1

2k+1

]
−→ [0, 1]

es un homeomor�smo. Más aún:

x
T−→ 2x

Tk

−→ α + (−1)l2k(2x).

Por lo tanto, la regla de correspondencia para T k+1 restringido a
[

l
2k+1 ,

l+1
2k+1

]
es:

T k+1(x) = α + (−1)l2k+1x.

Caso 2:
2k ≤ l ≤ 2k+1 − 1. Por (3.2), se tiene que T

(
l

2k+1

)
= 2k+1−l

2k
y T

(
l+1
2k+1

)
= 2k+1−l−1

2k
.

Luego, T k+1 es: [
l

2k+1
,
l + 1

2k+1

]
T−→
[

2k+1 − l − 1

2k
,
2k+1 − l

2k

]
Tk

−→ [0, 1]

Puesto que T y T k es un homeomor�smo, tenemos que T k+1 es un homeomor�smo.
Para este caso, hallemos la regla de correspondencia. Como 2k ≤ l ≤ 2k+1 − 1, se tienen
las siguientes desigualdades:

−2k ≥ −l ≥ 1− 2k+1,

2k+1 − 2k − 1 ≥ 2k+1 − l − 1 ≥ 0,

2k − 1 ≥ 2k+1 − l ≥ 2k+1 − l − 1.

De aquí, 2k+1− l− 1 ∈ {0, 1, 2, . . . , 2k− 1}, por la hipótesis de inducción, tenemos que

T k restringido a
[
2k+1−l−1

2k
, 2

k+1−l
2k

]
es un homeomor�smo.

En este caso, si x ∈
[

l
2k+1 ,

l+1
2k+1

]
, entonces:

T k+1(x) = T k(T (x)) = T k(2− 2x) = α + (−1)2
k+1−l−12k(2− 2x)

= α + (−1)2
k+1−l−12k+1 + (−1)2

k+1−l2k+1x.

Pongamos α′ = α + (−1)2
k+1−l−12k+1.

Notemos que l y 2k+1 − l son pares o impares simultáneamente, luego:

T k+1(x) = α′ + (−1)l2k+1x,
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donde α ∈ Z. Con esto concluimos que:

T n|[ l
2n
, l+1
2n ] :

[
l

2n
,
l + 1

2n

]
→ [0, 1]

es un homeomor�smo, para todo n ∈ N. �

En el siguiente lema se expone que al tomar un subintervalo abierto contenido en [0, 1],
iterando T un número �nito de veces, la imagen de esa iteración se convierte en [0, 1].

Lema 3.2.2. Sean a y b números reales, con a < b tales que (a, b) ⊂ [0, 1]. Se tiene que,
existe N ∈ N tal que TN(a, b) = [0, 1].

Demostración. Puesto que a < b, existe N ∈ N tal que 1
2N

< b−a
2
. De aquí, existe un valor

l ∈ {0, 1, 2, . . . , 2N − 1} de tal forma que:[
l

2N
,
l + a

2N

]
⊂ (a, b).

Por el Lema 3.2.1, se tiene que TN
[
l

2N
, l+a
2N

]
= [0, 1]. y, por lo tanto, TN(a, b) = [0, 1].

�

La Figura 3.2, ilustra esta idea para el caso T 3:

Figura 3.2: Transformación del intervalo
[
l
23
, l+1

23

]
en [0, 1] mediante T 3. Observemos que

el segmento punteado marcado sobre el eje x representa uno de los intervalos
[
l
23
, l+1

23

]
, el

segmento punteado sobre la grá�ca de T es la imagen, que a la vez se ve proyectada sobre
el eje y, también punteado.

Los Lemas 3.1 y 3.2 son herramientas su�cientes para probar que la función tienda es
transitiva.

Ejemplo 3.2.3. La función tienda, T : [0, 1]→ [0, 1], es transitiva.

Demostración. Sean U y V dos subconjuntos abiertos y no vacíos de [0, 1]. Luego, existe un
intervalo abierto (a, b), donde a < b, contenido en U . Por el Lema 3.2.2, existe N ∈ N tal
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que TN(a, b) = [0, 1]. Puesto que (a, b) ⊂ U , se sigue que TN(U) = [0, 1]. En consecuencia,
TN(U) ∩ V no es vacío. Por lo tanto, T es transitiva. �

La prueba de que T es transitiva es bastante elegante. Otro ejemplo de función transi-
tiva, no menos elegante, es la función rotación irracional. De�namos esta función. Recor-
demos que C denota el conjunto los números complejos y S1 representa el círculo unitario.

De�nición 3.2.4. Sea S1 ⊂ C y consideremos θ un número irracional. De�nimos la
función rotación irracional f : S1 → S1 como:

f(z) = e2πiθz, para todo z ∈ S1.

Ejemplo 3.2.5. Sean S1 ⊂ C y f : S1 → S1 función rotación irracional. Se tiene que f
es transitiva.

Demostración. Primero observemos que para cada z ∈ S1, se tiene que:

d(z, f(z)) =‖ z − e2πiθz ‖=‖ z ‖‖ 1− e2πiθ ‖=‖ 1− e2πiθ ‖;

esto signi�ca que d(z, f(z)) es un valor constante.
Ahora veamos que f es transitiva. Por la Proposición 3.1.4, basta probar que existe

un punto en S1 que sea transitivo. Supongamos que, para k y m ∈ N, fk(z) = fm(z);
esto implica que e2πi(kθ)z = e2πi(mθ)z. Observemos que z 6= 0. Luego, e2πi(k−m)θ = 1, lo
cual ocurre si (k − m)θ = 0. Puesto que θ es irracional, se tiene que k − m = 0. En
consecuencia, k = m. Por lo tanto, si k 6= m, entonces fk(z) 6= fm(z). Con esto vemos
que z, f(z), f 2(z), . . . son todos diferentes; es decir, O(z, f) es un conjunto in�nito, para
cada z ∈ S1.

Sea ε > 0. Por el Ejemplo 1.3.23, sabemos que S1 es compacto. Dado que O(z, f)
es in�nito, por la Proposición 1.3.25, O(z, f) tiene un punto de acumulación, digamos
z0. De aquí, (B(z0, ε) \ {z0}) ∩ O(z, f) no es vacío. Luego, existen m y r ∈ N tales que
d(fm(z), fm+r(z)) < ε, donde fm(z) y fm+r(z) ∈ (B(z0, ε) \ {z0}) ∩ O(z, f) . Pongamos
g = f r. Con esto tenemos que g también es función rotación irracional, pues g(z) = e2πi(rθ).
De aquí, para cualquier x ∈ S1:

d(x, g(x)) = d(fm(z), g(fm(z))) = d(fm(z), fm+r(z)) < ε,

Notemos que O(z, g) = {z, g(z), g2(z), . . .} son puntos tales que:

d(gk(z), gk+1(z)) = d(gk(z), g(gk(z))) = d(fkr(z), g(fkr)) < ε.

Con esto vemos que d(gk(z), gk+1(z)) es constante y, además, menor a ε. Así, dado y ∈
S1 y ε > 0, O(z, g)∩B(ε, y) 6= ∅, pues g nunca dará un salto mayor que ε. Con esto hemos
demostrado que O(z, g) es denso en S1. Como g = f r, se tiene que O(z, g) ⊂ O(z, f). Así,
tenemos que O(z, f) es denso en S1; es decir, z es transitivo. Por la Proposición 3.1.4, f
es transitiva. �
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Ejemplo 3.2.6. La función logística L : [0, 1]→ [0, 1] de�nida como:

L(x) = 4x(1− x), para todo x ∈ [0, 1]

es transitiva.

Para demostrar esto, hacemos uso de una herramienta muy importante llamada Con-

jugación topológica; de hecho, se puede probar que la función logística es equivalente a
la función tienda. La siguiente sección muestra algunos resultados que se pueden obtener
con la Conjugación topológica.

3.3. Conjugación topológica

Ante la di�cultad del estudio de propiedades de ciertas funciones por sí mismas, se
han inventado herramientas que permiten su estudio a través de otras funciones. De
hecho, en un grupo de funciones equivalentes, el estudio de ellas se reduce al estudio
de un representante. En esta sección presentamos una herramienta llamada Conjugación

topológica, con la cual se puede ver la equivalencia de funciones. Particularmente, para
este trabajo, necesitamos la conjugación topológica para probar que la función tienda y
la función logística son equivalentes.

De�nición 3.3.1. Sean X y Y espacios topológicos, f : X → X y g : Y → Y funciones
continuas. Decimos que f y g son topológicamente conjugadas, si existe un homeo-
mor�smo h : X → Y tal que, para todo punto x ∈ X, se tiene que h(f(x)) = g(h(x)).

También se dice que f y g son topológicamente equivalentes o, simplemente, equiva-
lentes o conjugadas.
En el siguiente diagrama se puede apreciar la relación de las funciones g y f mediante el
homeomor�smo h:

X
f //

h

��

X

h

��
Y

g // Y

.

Ejemplo 3.3.2. Sean f : R → R y g : R → R las funciones de�nidas respectivamente
por:

f(x) = x+ c y g(x) = x+ k, para todo x ∈ R,

donde c y k son números reales.
Probemos que f y g son equivalentes. Para esto debemos encontrar un homeomor-

�smo h : R → R tal que, para todo punto x ∈ R, se cumple que h(f(x)) = g(h(x)).
Consideremos el homeomor�smo h(x) = αx+ β. Se sigue que:
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h(f(x)) = α(x+ c) + β = αx+ αc+ β y

g(h(x)) = αx+ β + k.

Con esto vemos que α = c
k
y que β puede tomar cualquier valor. Así, f y g son

conjugadas a través del homeomor�smo h(x) = k
c
x.

La importancia de la conjugación topológica radica en que, a través de las propiedades
de una función, se pueden encontrar las propiedades de otra función. Por ejemplo, supon-
gamos que f y g son conjugadas; si sabemos que existen puntos con órbitas periódicas de
periodo n determinadas por f ; se pueden hallar puntos con órbitas periódicas también de
periodo n determinadas por g. Esta y otras propiedades serán estudiadas en la siguiente
sección. La que más nos interesa es que si f es transitiva, entonces g es transitiva.

Propiedades que se preservan bajo la conjugación

La primera proposición que exponemos nos dice que si f y g son funciones topológi-
camente conjugadas, entonces las n-ésimas iteraciones de ellas también son conjugadas,
esto es que fn y gn son conjugadas, para cualquier natural n.

Proposición 3.3.3. Sean f : X → X y g : Y → Y dos funciones continuas, donde X y
Y son espacios topológicos y f y g son conjugadas bajo el homeomor�smo h : X → Y .
Para todo x ∈ X y para todo n ∈ N, se cumple que:

h(fn(x)) = gn(h(x)).

Demostración. Procedamos por inducción. Por hipótesis, tenemos que h(f(x)) = g(h(x));
por lo tanto, se cumple para n = 1. Supongamos que la proposición es verdadera para
n = k. Esto signi�ca que:

h(fk(x)) = gk(h(x)), para todo x ∈ X.

Veamos que se cumple para n = k + 1. Utilizando la última suposición y el hecho de
que f y g son conjugadas, podemos ver las siguientes igualdades:

h(fk+1(x)) = h(fk(f(x))) = gk(h(f(x))) = gk(g(h(x))) = gk+1(h(x)).

Así, fk+1 y gk+1 son conjugadas. De aquí, fn y gn son conjugadas, para todo n ∈ N.
En consecuencia, h(fn(x)) = gn(h(x)), para todo x ∈ X. �

La siguiente proposición nos ayuda a encontrar otro homeomor�smo bajo el cual f y
g son conjugadas; éste es h−1.

Proposición 3.3.4. Sean X y Y dos espacios topológicos y f : X → X y g : Y → Y
funciones continuas. Si f y g son conjugadas bajo el homeomor�smo h : X → Y , entonces
g y f son conjugadas bajo el homeomor�smo h−1 : Y → X.
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Demostración. Supongamos que f y g son conjugadas bajo el homeomor�smo h : X → Y .
Sea y un punto de Y . Puesto que f y g son conjugadas, tenemos que:

g(y) = g(h(h−1(y))) = h(f(h−1(y))).

Observemos que h−1 es un homeomor�smo. Además, h−1(g(y)) = h−1(h(f(h−1(y)))).
De aquí, h−1(g(y)) = f(h−1(y)).

Por lo tanto, g y f también son conjugadas bajo el homeomor�smo h−1. �

Profundicemos un poco más. Supongamos que f y g son funciones conjugadas y su-
pongamos que conocemos un punto �jo o una órbita periódica o más aún, con un periodo
determinado de f ; la siguiente proposición nos da un método a través del cual podemos
hallar un punto �jo o una órbita periódica de g.

Proposición 3.3.5. Sean f : X → X y g : Y → Y dos funciones continuas, donde X y
Y son espacios topológicos y f y g son conjugadas bajo el homeomor�smo h : X → Y .
Consideremos el punto x de X. Se cumple lo siguiente:

a) Si x es un punto �jo bajo f , entonces h(x) ∈ Y es un punto �jo bajo g.

b) Si x es un punto periódico de f de periodo N , entonces h(x) es un punto periódico
de g de periodo N , donde N > 1.

c) Si y ∈ Per(g), entonces h−1(y) ∈ Pef(f).

Demostración. .

a) Supongamos que x es punto �jo de X bajo f . Evaluando g en h(x) tenemos que:

g(h(x)) = h(f(x)) = h(x).

Así, h(x) es punto �jo bajo g.

b) Supongamos que x es un punto periódico de f de periodo N > 1; esto es que
fN(x) = x. En consecuencia, para todo j ∈ N tal que 1 ≤ j < N , f j(x) 6= x. De
aquí, por la Proposición 3.3.3, tenemos:

gN(h(x)) = h(fN(x)) = h(x).

Por otro lado, como h es inyectiva , para cada j, donde 1 ≤ j < N , se tiene por la
Proposición 3.3.3 que:

gj(h(x)) = h(f j(x)) 6= h(x).

Así, h(x) es un punto periódico bajo g de periodo N .
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c) Sean y ∈ Per(g) y N el periodo de y. Luego, gN(y) = y. Pongamos x = h−1(y). Por
la Proposición 3.3.4:

fN(x) = fN(h−1(y)) = h−1(gN(y)) = h−1(y) = x.

De donde, h−1(y) ∈ Per(f).

Con esto queda completa la prueba. �

Observemos que el homeomor�smo h transforma el conjunto Per(f) en el conjunto
Per(g); es decir, h(Per(f)) = Per(g) [3].

La proposición que sigue nos ayuda a saber si el conjunto de puntos periódicos de
una función es denso, sabiendo que es denso el conjunto de puntos periócos de su función
conjugada.

Proposición 3.3.6. Sean f : X → X y g : Y → Y dos funciones continuas, donde X y
Y son espacios topológicos y f y g son conjugadas bajo el homeomor�smo h : X → Y . El
conjunto Per(f) es denso en X si y sólo si el conjunto Per(g) es denso en Y .

Demostración. Supongamos que Per(f) es denso en X. Sea V un subconjunto abierto y
no vacío de Y . Observemos que h−1(V ) es un subconjunto abierto y no vacío de X, pues
h−1 es un homeomor�smo. Por hipótesis, Per(f) ∩ h−1(U) no es vacío, por lo que exite
x0 ∈ Per(f) de tal forma que x0 ∈ h−1(V ). Pongamos y0 = h(x0). Luego, por el inciso b)
de la Proposición 3.3.5, y0 ∈ Per(g). Notemos que y0 ∈ V . Así, Per(g) ∩ V no es vacío.
Por lo tanto, Per(g) es denso en X.

El recíproco es análogo si consideramos la Proposición 3.3.4. �

Nuestro objetivo principal en esta sección es probar que la función logística es transi-
tiva. La Proposición 3.3.7, nos ayuda a cumplir el objetivo.

Proposición 3.3.7. SeanX y Y espacios topológicos y f : X → X y g : Y → Y funciones
continuas tales que f y g son topológicamente conjugadas bajo el homeomor�smo h : X →
Y . La función f es transitiva en X si y sólo si g es transitiva en Y .

Demostración. Supongamos que f es transitiva en X. Sean V y W dos abiertos no vacíos
de Y . Observemos que h−1(V ) y h−1(W ) son conjuntos abiertos y no vacíos de X. Como
f es transitiva en X, existen N ∈ N y x0 ∈ h−1(V ) tales que fN(x0) ∈ h−1(W ). De aquí,
h(x0) ∈ V . Usando la Proposición 3.3.3, tenemos lo siguiente:

gN(h(x0)) = h(fN(x0)).

Notemos que h(fN(x0)) ∈ W . Así, gN(h(x0)) ∈ W . Dado que h(x0) ∈ V , se sigue que
gN(V ) ∩W no es vacío. Por lo tanto, g es transitiva en Y .

Para el recíproco basta considerar la Proposición 3.3.4 �

Existen otras propiedades de funciones que se pueden hallar con esta herramienta; por
ejemplo, se puede saber si una función es caótica si su conjugada lo es [3]. Sin embargo,
lo que sigue para nosotros es probar la equivalencia de la tienda con la logística.
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Proposición 3.3.8. La función tienda es equivalente a la función logística.

Demostración. Debemos hallar el homeomor�smo h tal que h(T (x)) = L(h(x)).
Consideremos la función h : [0, 1]→ [0, 1] de�nida por:

h(x) = sen2
(πx

2

)
,

para todo x ∈ [0, 1].
Primero probemos que h es un homeomor�smo. Para esto tenemos que ver que h es

continua, biyectiva y h−1 es continua.
Observemos que h es la composición de las funciones h1 = x2 y h2 = sen

(
πx
2

)
. Puesto

que h1 y h2 son continuas, tenemos que h es continua.
Ahora veamos que h es inyectiva. Derivando y usando identidades trigonométricas,

tenemos que:

h′(x) = 2 sen
(πx

2

)
cos
(πx

2

) π
2

=
π

x
sen (πx) .

Notemos que h′(x) ≥ 0, para todo x ∈ [0, 1]. Por lo tanto, h(x) es estrictamente
creciente en [0, 1]. Ahora, sean x y y dos puntos en [0, 1] tales que x 6= y. Supongamos
que x < y. Luego, como h es estrictamente creciente, se tiene que h(x) < h(y). Así,
h(x) 6= h(y) y, por lo tanto, h es inyectiva.

También a�rmamos que h es sobreyectiva. En efecto, como h es estrictamente creciente
y continua y, además, su valor mínimo es 0 y su valor máximo es 1, se tiene que h es
sobreyectiva.

Por otro lado, como h es continua y escrictamente creciente, existe h−1 de�nida en
[0, 1] que es continua. Con todo ésto hemos probado que h es un homeomor�smo.

Finalmente, veamos que efectivamente, h es el homeomor�smo que funciona para ver
que L y T son equivalentes; es decir, que h(T (x)) = L(h(x)). Para todo x ∈ R

L(h(x)) = L(sen2
(
πx
2

)
)

= 4 sen2
(
πx
2

) (
1− sen2

(
πx
2

))
= 4 sen2

(
πx
2

)
cos2

(
πx
2

)
=

[
2 sen

(
πx
2

)
cos
(
πx
2

)]2
= sen2

(
πx
2

)
.

Por otro lado, para h(T (x)) existen dos casos.
Caso 1: Para todo x ∈

[
0, 1

2

]
, se tiene que:

h(T (x)) = h(2x) = sen2

(
π(2x)

2

)
= sen2(πx).

Caso 2: Para todo x ∈
[
1
2
, 1
]
, usando identidades trigonométricas, se tiene que:

h(T (x)) = h(2− 2x) = sen2

(
π(2− 2x)

2

)
= sen2(π − πx) = sen2(πx).

Por lo tanto, concluimos que T y L son funciones conjugadas. �
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3.4. Algunas propiedades de la transitividad topológica

El estudio de la transitividad topológica se ha ido extendiendo a lo largo de los últimos
años. En esta sección demostraremos algunos resultados que se han obtenido de tales
estudios.

Proposición 3.4.1. Sean X un espacio topológico y f : X → X un homeomor�smo. Se
tiene que f es transitiva si y sólo si todo subconjunto abierto invariante de X es denso.

Demostración. Supongamos que f transitiva. Sea U un subconjunto abierto invariante de
X. Probemos que cl(U) = X. Consideremos V abierto y no vacío de X. Puesto que f
es transitiva, existe k ∈ N tal que fk(U) ∩ V no es vacío. Como U es invariante, por la
Observación 2.5.18, fk(U) = U . Así, U ∩ V no es vacío. Por lo tanto, U es denso en X.

Recíprocamente, supongamos que todo abierto invariante de X es denso en X. Debe-
mos probar que f es transitiva. Sean U y V abiertos no vacío de X. Como U es abierto y
f es un homeomor�smo, se tiene que fn(U) es abierto en X, para todo n ∈ N. De aquí,
O(U, f) es abierto en X. Además, por la Observación 2.5.20, O(U, f) es +invariante. Así,
por la Proposición 2.5.31, N(U, V ) no es vacío. Por lo tanto, existe k ∈ N tal que fk(U)∩V
no es vacío. En consecuencia, f es transitiva. �

Proposición 3.4.2. Sean (X, d) un espacio métrico y f : X → X una función transitiva
en X. Si U es abierto y no vacío de X, entonces el conjunto:

V =
∞⋃
n=1

f−n(U)

es abierto y denso en X.

Demostración. Sea U un abierto no vacío de X. Como f es una función continua y U
es abierto, f−1(U) es abierto. Más aún, f−1(f−1(U)) = f−2(U) también es abierto. De
manera inductiva, se tiene que f−n(U) es abierto, para todo natural n. Además, sabemos
que la unión arbitraria de abiertos es abierto. Así,

V =
∞⋃
n=1

f−n(U)

es abierto.
Por otro lado, consideremos cualquier abierto W no vacío en X. Probemos que V ∩W

es un conjunto no vacío. Como f es transitiva, existe n ∈ N tal que el conjuntoW∩f−n(U)
no es vacío. Observemos que:

f−n(U) ⊆
∞⋃
n=1

f−n(U).

Notemos que el último conjunto es V . Así,W ∩V no es vacío. Por lo tanto, V es denso
en X.

�



3. Transitividad topológica 75

Proposición 3.4.3. Sean (X, d) un espacio métrico compacto y f : X → X una función
continua. Si f es transitiva, entonces existe x0 en X tal que O(x0, f) es denso en X.

Demostración. Supongamos que f es transitiva. Primero veamos la existencia de x0. Como
X es compacto, entonces dado ε1 = 1 existe un número �nito de puntos x1,1, x2,1, . . . , xn1,1 ∈
X tales que:

X =

n1⋃
j=1

B(xj,1, 1)

De la misma forma, para cada k ∈ N, existen x1,k, x2,k, . . . , xnk,k ∈ X tales que:

X =

nk⋃
j=1

B

(
xj,k,

1

k

)
.

Sea {Ui}i∈N la colección de bolas abiertas en X, donde
U1 = B(x1,1, 1), U2 = B(x2,1, 1), . . . , Un1 = B(xn1,1, 1),

Un1+1 = B

(
x1,2,

1

2

)
, Un1+2 = B

(
x2,2,

1

2

)
, . . . , Un1+n2 = B

(
xn2,2,

1

2

)
.

Ahora, para cada i ∈ N, consideramos el conjunto

Ai =
∞⋃
m=1

f−m(Ui)

Por la Proposición 3.4.2, Ai es abierto y denso en X. Utilizando el teorema de Baire
[3] tenemos que:

A =
∞⋂
i=1

Ai 6= ∅.

Sean x0 ∈ A. Veamos que cl(O(x0, f)) = X. Sea U ⊂ X tal que U es abierto y distinto
de vacío. Como U es abierto, para y0 ∈ U , existe ε > 0 tal que B(y0, ε) está contenido en
U . Sea k un número natural tal que 1

k
< ε

2
. Observemos que en la colección {Ui}i∈N una

de las bolas de radio 1
k
contiene al punto y0. Luego, existe j ∈ {1, 2, . . . , nk} tal que:

y0 ∈ B
(
xj,k,

1

k

)
.

Veamos que B
(
xj,k,

1
k

)
⊂ B(y0, ε). Sea z ∈ B

(
xj,k,

1
k

)
. Luego:

d(z, y0) ≤ d(z, xj,k) + d(xj,k, y0) <
1

k
+

1

k
<
ε

2
+
ε

2
= ε.

Así, B
(
xj,k,

1
k

)
⊂ B(y0, ε). Como x0 ∈

∞⋂
m=1

Ai 6= ∅. Se sigue que, x0 ∈ Ai =

∞⋃
m=1

f−m(Ui).
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Luego, existe j ∈ {1, 2, . . . , nk} y n ∈ N tal que fn(x0) ∈ Uj.
De aquí, fn(x0) ∈ B

(
xj,k,

1
k

)
⊂ U . Por lo tanto, O(x0, f)∩U no es vacío. Así, O(x0, f)

es densa en X. �

Proposición 3.4.4. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función continua
y transitiva. Sea U un subconjunto abierto no vacío en X. Se cumple que, para toda
colección �nita de subconjuntos abiertos no vacíos de X, U1, U2, ..., Un, existe x0 ∈ U y n
números naturales: m1 < m2 < · · · < mn, tales que:

fm1(x0) ∈ U1, f
m2(x0) ∈ U2, . . . , f

mn(x0) ∈ Un.

Demostración. Procedamos por inducción. Si la colección está conformada por un sólo
elemento, U1, entonces, por la propiedad transitiva de f , existe x0 ∈ U y n1 ∈ N tales que
fn1(x0) ∈ U1.

Ahora, supongamos que se cumple para una colección de k subconjuntos abiertos no
vacíos U1, U2, . . . , Uk en X. Veamos que la a�rmación es cierta para una colección de k+1
subconjuntos abiertos no vacíos U1, U2, . . . , Uk, Uk+1 en X. Como f es transitiva, existe
N ∈ N tal que:

fN(Uk) ∩ Uk+1 no es vacío.

Luego, como fN es continua, U ∩ fN(Uk+1) es abierto y no vacío. Consideremos la
nueva colección de k elementos:

U1, U2, . . . , Uk ∩ f−N(Uk+1).

Utilizando la hipótesis inductiva, existe x0 ∈ U y k números naturales, m1 < m2 <
· · · < mk−1,mk, tales que:

fm1(x0) ∈ U1, f
m2(x0) ∈ U2, . . . , f

mk−1(x0) ∈ Uk−1,

y

fmk(x0) ∈ Uk ∩ f−N(Uk+1).

Con esto vemos que fmk(x0) ∈ Uk y que fmk+N(x0) ∈ Uk+1. Poniendo mk+1 = mk+N ,
la proposición queda demostrada. �



Capítulo 4

Nociones relacionadas con la transitividad topológica

A lo largo del tiempo se han encontrado distintas nociones que se relacionan con la
transitividad topológica, por ésto, las investigaciones han sido más profundas y los resul-
tados se han extendido más. En este capítulo probamos las relaciones que existen entre
las nociones relacionadas con la transitividad en un espacio topológico general. Después
trabajamos en espacios topológicos con condiciones adicionales tales como espacios per-
fectos, de Hausdor� y espacios con puntos aislados para ampliar las relaciones existentes.
Empezamos exponiendo dichas nociones.

4.1. Nociones

A continuación mostramos algunas de las nociones que se relacionan con el concepto
de transitividad topológica [1].

De�nición 4.1.1. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función continua. Las
siguientes propiedades de�nen nociones relacionadas con la transitividad topológica:

(IN) El espacio X no es la unión de dos subconjuntos propios, cerrados y +invariantes
bajo f .

(TT ) Para cualesquiera par de subconjuntos abiertos no vacíos U y V de X, N(U, V ) no
es vacío.

(TT+) Para cada par de subconjuntos abiertos no vacíos U y V de X, N+(U, V ) no es
vacío (esta propiedad es equivalente a la transitividad topológica).

(TT++) Para cada par de subconjuntos abiertos no vacíos U y V de X, N+(U, V ) es
in�nito.

(DO) Existe una órbita sucesión, 〈xk : k ∈ Z〉 o 〈xk : k > n〉, que es denso en X.

77
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(DO+) Existe un punto x ∈ X tal que O(x, f) es densa en X. En este caso, se dice que
el sistema dinámico (X, f) es punto transitivo. También se dice que x es un punto

transitivo de X. El conjunto de puntos transitivos se denota como Transf .

(DO++) Existe x ∈ X tal que el conjunto omega límite ωf(x) = X

4.2. Relaciones en un espacio topológico

Las nociones relacionadas con la transitividad topológica mecionadas previamente las
estudiamos en esta sección. Para empezar, consideremos un espacio topológico sin ninguna
propiedad adicional. En seguida se presentan algunas implicaciones que son obtenidas de
las de�niciones, a su consideración, proporcionamos sus respectivas demostraciones.

En la primera proposición, demostramos que si se cumple la propiedadDO++, entonces
pueden existir una in�nidad de puntos transitivos.

Proposición 4.2.1. Sean X un espacio topológico, f : X → X una función continua y x
un punto de X. Si ωf(x) = X, entonces O(fn(x), f) es denso en X, para cada n ∈ N∪{0}.

Demostración. Supongamos que ωf(x) = X. Probemos que cl(O(fn(x), f)) = X, para
cada n ∈ N ∪ {0}. Por de�nición:

ωf(x) =
⋂

n∈N∪{0}

cl({fk(x) : k ≥ n}).

Por la Observación 2.5.3:⋂
n∈N∪{0}

cl({fk(x) : k ≥ n}) =
⋂

n∈N∪{0}

cl(O(fn(x), f)).

Luego, por hipótesis, se sigue que:⋂
n∈N∪{0}

cl(O(fn(x), f)) = X.

De aquí, cl(O(fn(x), f)) = X, para cada n ∈ N ∪ {0}. Por la Proposición 1.2.16, se
tiene que O(fn(x), f) es denso en X, para cada n ∈ N ∪ {0}. �

De la Proposición 4.2.1, se puede observar que, para todo n ∈ N ∪ {0}, fn(x) es pun-
tos transitivo. Puesto que Transf es el conjunto de puntos transitivos, también podemos
observar que O(fn(x), f) es un subconjunto de Transf , para todo n ∈ N ∪ {0}. Por lo
tanto, en este caso, Transf es un conjunto denso.

Un resultado interesante es que el conjunto Transf es un conjunto -invariante. En
seguida probamos este resultado.
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Proposición 4.2.2. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función continua.
Tenemos que el conjunto Transf es -invariante en X.

Demostración. Probemos que f−1(Transf ) ⊂ Transf ; para esto, sea x ∈ f−1(Transf ).
Luego, f(x) ∈ Transf . Dado que Transf es el conjunto de puntos transitivos, tenemos
que O(f(x), f) es densa en X. Por el Corolario 2.5.11, se sigue que O(f(x), f) ⊂ O(x, f).
En consecuencia, O(x, f) es denso en X. Por lo tanto, x ∈ Transf . �

Además, si el espacio topológico X es perfecto y de Hausdor�, el conjunto Transf
es un conjunto +invariante. Este resultado se probará en la siguiente sección. Mientras
tanto, de la Proposición 4.2.1, se obtiene el Teorema 4.2.3.

Teorema 4.2.3. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función continua. La
propiedad DO++ implica la propiedad DO+.

Demostración. Sea x un punto de X tal que ωf(x) = X. Luego, por la Proposición 4.2.1,
O(x, f) es denso en X. �

A través de la órbita de un punto, podemos construir una órbita-sucesión. Por lo tanto,
si tenemos un punto transitivo, podemos obtener una órbita-sucesión densa. Vemos este
resultado en seguida.

Proposición 4.2.4. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función continua. Si
existe x ∈ X tal que la órbita O(x, f) es densa en X, entonces existe una órbita-sucesión
〈xk : k ∈ N ∪ {0}〉 que es densa en X.

Demostración. Sea x un punto deX tal que la órbita O(x, f) es densa enX. Contruyamos
una órbita sucesión. Observemos que la órbita de x es O(x, f) = {fk(x) : k ∈ N ∪ {0}}.
De aquí, podemos de�nir:

x0 = x

x1 = f(x)

x2 = f 2(x)

...

xk = fk(x)

...

Siguiendo este mismo proceso, de manera general, de�nimos xk = fk(x), para cada
k ∈ N∪ {0}. Como O(x, f) es densa en X, concluimos que 〈xk : k ∈ N∪ {0}〉 es densa en
X.

�

El siguiente teorema se obtiene de la Proposición 4.2.4:
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Teorema 4.2.5. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función continua. La
propiedad DO+ implica la propiedad DO.

Por otro lado, notemos que para cada par de abiertos no vacíos U y V de X, si el
conjunto N+(U, V ) es in�nito, entonces N+(U, V ) no es vacío. Así, se obtiene el siguiente
teorema:

Teorema 4.2.6. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función continua. Se
tiene que la propiedad TT++ implica la propiedad TT+.

Para la siguiente proposición recordemos la De�nición 2.5.1, 5).

Proposición 4.2.7. Sean X un espacio topológico, f : X → X una función continua y
consideremos U y V subconjuntos abiertos no vacíos de X. Si el conjunto N+(U, V ) no es
vacío, entonces N(U, V ) no es vacío.

Demostración. Por de�nición, N+(U, V ) = N(U, V ) ∩ N. Como N+(U, V ) no es vacío, se
tiene que N(U, V ) no es vacío. �

Como consecuencia de la Proposición 4.2.7, se obtiene el siguiente teorema:

Teorema 4.2.8. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función continua. La
propiedad TT+ implica la propiedad TT .

En el siguiente resultado podemos ver la relación entre una órbita-sucesión densa y el
conjunto N(U, V ), donde U y V son abiertos no vacíos de un espacio topológico.

Proposición 4.2.9. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función continua. Si
X tiene una órbita sucesión densa en X, entonces N(U, V ) no es vacío, para cualesquiera
U y V abiertos no vacíos de X.

Demostración. Supongamos que X tiene una órbita sucesión densa en X, 〈xk : k ∈ Z〉.
Sean U y V subconjuntos abiertos no vacíos de X. Como 〈xk : k ∈ Z〉 es denso, existen n
y m ∈ Z tales que xn ∈ U y xm ∈ V .
Pongamos x = x1. Se sigue que:

f(x) = f(x1) = x2,

f 2(x) = f(x2) = x3.

De manera general,
fk−1(x) = f(xk−1) = xk.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que m ≤ n. Luego, n −m ∈ N ∪ {0}. Notemos
que:

fm−1(x) = f(xm−1) = xm,

fm(x) = f(xm) = xm+1,
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...

fn−1(x) = f(xn−1) = xn,

Siguiendo esta forma, tenemos que:

xn = fn−(m+1)(fm(x))

= fn−(m+1)(xm+1)

= fn−(m+1)(f(xm))

= fn−m(xm).

Como xm ∈ V , se sigue que xn ∈ fn−m(V ). Por lo tanto, xn ∈ U ∩ fn−m(V ). Con ésto
vemos que U ∩ fn−m(V ) no es vacío. Así, n−m ∈ N(U, V ). Por lo tanto, N(U, V ) no es
vacío. �

De la Proposición 4.2.9, obtenemos el siguiente teorema:

Teorema 4.2.10. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función continua. La
propiedad DO implica la propiedad TT .

La Proposición 4.2.11 es bastante interesante, pues tenemos una razón su�ciente para
que el conjunto N+(U, V ) no sólo sea no vacío, sino in�nito.

Proposición 4.2.11. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función continua.
Si existe x ∈ X tal que ωf(x) = X, entonces, para cada par de abiertos no vacíos U y V
de X, se tiene que N+(U, V ) es in�nito.

Demostración. Sea x ∈ X tal que ωf(x) = X y consideremos U y V subconjuntos
abiertos no vacíos de X. Por la Proposición 4.2.1, O(fn(x), f) es densa en X, para cada
n ∈ N ∪ {0}. Luego, por el Teorema 1.2.16, tenemos que:

U ∩ O(fn(x), f) no es vacío, para todo n ∈ N ∪ {0} (4.1)

y
V ∩ O(fn(x), f) no es vacío, para todo n ∈ N ∪ {0}. (4.2)

En particular, por (4.1), U ∩O(x, f) no es vacío, por lo que existe j ∈ N∪{0} tal que:

f j(x) ∈ U. (4.3)

Por (4.2), V ∩O(f j+1(x), f) no es vacío. Luego, existe k1 ∈ N∪{0} tal que fk1+j+1(x) ∈
V . Sea l1 = k1 + j + 1. Notemos que l1 > j. Así, l1 − j ∈ N. Por otra parte, puesto que
f l1(x) ∈ V , se sigue que f l1−j(f j(x)) ∈ V . De donde, f j(x) ∈ f−(l1−j)(V ). Además, por
(4.3), obtenemos que:

f j(x) ∈ U ∩ f−(l1−j)(V ).

Así, l1 − j ∈ N+(U, V ).
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Por otra parte, por (4.2), se tiene que V ∩O(f l1+1(x), f) no es vacío. En consecuencia,
existe k2 ∈ N ∪ {0} tal que fk2+l1+1(x) ∈ V . Pongamos l2 = k2 + l1 + 1. Notemos que
l2 > l1. Además, como l1 > j, tenemos que l2 > j. Por lo tanto, l2 − j ∈ N. Como
f l2(x) ∈ V , obtenemos que f l2−j(f j(x)) ∈ V . De donde, f j(x) ∈ f−(l2−j)(V ). Por (4.3),
se obtiene que:

f j(x) ∈ U ∩ f−(l2−j)(V ).

De aquí, tenemos que, l2 − j ∈ N+(U, V ). En resumen, l1 − j y l2 − 1 ∈ N+(U, V ),
donde l1 − j < l2 − j. Siguiendo este proceso, de manera inductiva, podemos construir
una sucesión creciente de números naturales tales que:

l1 − j < l2 − j < l3 − j < . . . < ln − j < . . .

donde ln − j ∈ N+(U, V ), para cada n ∈ N. Por lo tanto, tenemos que N+(U, V ) es un
conjunto in�nito. �

El siguiente teorema se obtiene de la Proposición 4.2.11:

Teorema 4.2.12. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función continua. La
propiedad DO++ implica la propiedad TT++.

En la Proposición 4.2.11, si en lugar de considerar el conjunto N+(U, V ), se considera el
conjunto N+({x}, U), obtenemos un resultado similar, el cual se muestra en la Proposición
4.2.13.

Proposición 4.2.13. Sean X un espacio topológico, f : X → X una función continua
y x un punto de X. Se cumple que, ωf(x) = X si y sólo si N+({x}, U) es in�nito, para
todo U abierto no vacío de X.

Demostración. Supongamos que ωf(x) = X. Sea U un abierto no vacío de X. Probemos
que N+({x}, U) es in�nito.

Por la Observación 2.5.3, tenemos que:

ωf(x) =
⋂

n∈N∪{0}

cl(O(fn(x), f)),

Esto implica que cl(O(fn(x), f)) = X, para todo n ∈ N ∪ {0}. En otras palabras,
O(fn(x), f) es densa en X, para todo n ∈ N ∪ {0}. Luego:

O(fn(x), f) ∩ U no es vacío, para todo n ∈ N ∪ {0}. (4.4)

Sea n ∈ N ∪ {0}. Luego, existe k0 ∈ N ∪ {0} con k0 ≥ n tal que fk0(x) ∈ U . Como
fk0(x) ∈ U , tenemos que fk0({x}) ∩ U no es vacío. De aquí, k0 ∈ N+({x}, U). Por
(4.4), tenemos que O(fk0+1(x), f) ∩ U no es vacío, por lo que existe l0 ∈ N ∪ {0} tal que
f l0(fk0+1(x)) ∈ U . Observemos que f l0(fk0+1(x)) = f l0+k0+1(x). De�namos k1 = l0+k0+1.
Dado que fk1(x) ∈ U , se tiene que fk1({x})∩U no es vacío. Así, k1 ∈ N+({x}, U). Notemos
que k0 < k1. Utilizando otra vez (4.4), podemos ver que O(fk1+1(x), f)∩U no es vacío, por
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lo cual existe l1 ∈ N ∪ {0} tal que f l1(fk1+1(x)) ∈ U , donde f l1(fk1+1(x)) = f l1+k1+1(x).
De�niendo k2 = l1 + k1 + 1, se tiene que fk2({x}) ∩ U no es vacío. De donde, k2 ∈
N+({x}, U). Observemos que k1 < k2.

Siguiendo el mismo proceso, de manera inductiva, existe kn ∈ N∪{0} de tal forma que
k0 < k1 < . . . < kn−1 < kn. Por (4.4), O(fkn+1(x), f) ∩ U no es vacío. En consecuencia,
existe ln ∈ N ∪ {0} tal que f ln(fkn+1(x)) ∈ U. Notemos que f ln(fkn+1(x)) = f ln+kn+1(x).
Con ésto vemos que f ln+kn+1({x})∩U no es vacío. De�niendo kn+1 = ln+kn+1, obtenemos
que kn+1 ∈ N+({x}, U). Observemos que kn < kn+1.

Por lo tanto, {kn}n∈N ⊆ N+({x}, U). Notemos que hemos construído una sucesión
creciente {kn}n∈N. Luego, N+({x}, U) es un conjunto in�nito.

Recíprocamente, supongamos que para cualquier abierto no vacío V de X se tiene
que N+({x}, V ) es in�nito. Probemos que ωf(x) = X. Para esto, veamos que, para cada
n ∈ N ∪ {0}:

cl(O(fn(x), f)) = X.

Sean n ∈ N y U un subconjunto abierto no vacío de X. Veamos que O(fn(x), f) ∩ U
no es vacío. Por lo supuesto, N+({x}, U) es in�nito. Así, existe k ∈ N+({x}, U) tal que
k > n. Tenemos que fk({x}) ∩ U no es vacío, esto es que fk(x) ∈ U . Observemos que
k − n > 0. De�namos m = k − n. Luego, fm+n(x) = f (k−n)+n(x) = fk(x). Puesto que
fk(x) ∈ U y fm(fn(x)) = fm+n(x), se tiene que fm(fn(x)) ∈ U . Además, notemos
que fm(fn(x)) ∈ O(fn(x), f). Así, obtenemos que fm(fn(x)) ∈ O(fn(x), f) ∩ U . Con
esto vemos que O(fn(x), f) ∩ U no es vacío. Así, cl(O(fn(x), f)) = X. En consecuencia,
cl(O(fn(x), f)) = X, para todo n ∈ N ∪ {0}. Por lo tanto:

ωf(x) =
⋂

n∈N∪{0}

cl(O(fn(x), f)),

es decir, ωf(x) = X. �

En la siguiente proposición se muestra la relación que existe entre las propiedades IN
y TT , además se agrega una propiedad más, la cual será útil para resultados posteriores:

Proposición 4.2.14. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función continua.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

i) Para cualesquiera U y V abiertos no vacíos de X, el conjunto N(U, V ) no es vacío
(TT ).

ii) El espacio X no contiene dos subconjuntos disjuntos, abiertos y -invariantes.

iii) El espacio X no es la unión de dos subconjuntos propios, cerrados y +invariantes
(IN).

Demostración. Veamos que la propiedad i) implica la propiedad ii):
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Supongamos que existen dos subconjuntos U y V abiertos disjuntos y -invariantes de
X. Por la Proposición 2.5.27, se tiene que N+(U, V ) es vacío. Más aún, puesto que U y V
son disjuntos, N(U, V ) también es vacío, pues N(U, V ) = N+(U, V ) ∪ −N+(V, U) ∪ {0}.
Esto último contradice la hipótesis. Por lo tanto, X no contiene dos subconjuntos disjun-
tos, abiertos y -invariantes.

Ahora, probemos que la propiedad ii) implica la propiedad i).

Sean U y V subconjuntos abiertos no vacíos de X. Por la Proposición 1.4.11, fk es
continua, para todo k ∈ N. Luego, f−k(U) y f−k(V ) son subconjuntos abiertos no vacíos
de X. Más aún, O−(U, f) y O−(V, f) también son conjuntos abiertos no vacíos de X y, por
la Observación 2.5.20, 2), también son -invariantes. Por hipótesis, X no contiene subcon-
juntos disjuntos, abiertos y -invariantes; por lo que, O−(U, f)∩O−(V, f) no es vacío. Sea
x ∈ O−(U, f)∩O−(V, f). Luego, existen k1 y k2 ∈ N tales que x ∈ f−k1(U) y x ∈ f−k2(V ).
Así, fk1(x) ∈ U y fk2(x) ∈ V . Pongamos z = fk1(x). Así, z ∈ U . Sea l = k2 − k1. De
aquí, f l(z) = fk2−k1(fk1(x)) = fk2(x). Como fk2(x) ∈ V , se tiene que f l(z) ∈ V . En
consecuencia, z ∈ f−l(V ). En resumen, z ∈ U ∩ f−l(V ). Por lo tanto, U ∩ f−l(V ) no es
vacío. Así, l ∈ N(U, V ).

Probemos que, la propiedad ii) implica la propiedad iii).

Supongamos que X no contiene dos subconjuntos disjuntos, abiertos y -invariantes.
Sean A y B subconjuntos propios, cerrados y +invariantes de X. Veamos que X 6= A∪B.
Para veri�car lo último, supongamos que X = A ∪ B. Notemos que X \ A y X \ B son
abiertos no vacíos. Por la Proposición 2.5.19, X \ A y X \ B son -invariantes. Probemos
que (X \A)∩ (X \B) es vacío. Sea x ∈ (X \A)∩ (X \B). Luego, x ∈ X \A y x ∈ X \B.
Como X = A ∪ B, se tiene que X \ A ⊆ B. Así, x ∈ B, pero x ∈ X \ B, lo cual es
una contradicción. Por lo que, (X \ A) ∩ (X \ B) es vacío. Así, X contiene dos subcon-
juntos propios, abiertos y -invariantes, lo cual contradice lo supuesto. En consecuencia,
X 6= A∪B. Por lo tanto, X no puede ser la unión de dos subconjuntos propios, cerrados
y +invariantes.

Por último, veamos que la propiedad iii) implica la propiedad ii).

Supongamos que X no es la unión de dos subconjuntos propios, cerrados y +invarian-
tes. Sean U y V subconjuntos propios, abiertos y -invariantes de X. Veamos que U ∩ V
no es vacío. Para esto, supongamos que U ∩ V es vacío. Notemos que X \ U y X \ V son
conjuntos cerrados; además, por la Proposición 2.5.19, se tiene que X \ U y X \ V son
+invariantes. Como U y V son subconjuntos propios, se tiene que X \U y X \V también
son propios. Notemos que

(X \ U) ∪ (X \ V ) = X \ (U ∩ V ) = X \ ∅ = X,

lo cual contradice la hipótesis. En consecuencia, U ∩ V no es vacío. Así, X no contiene
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dos subconjuntos disjuntos, abiertos y -invariantes. �

De la Proposición 4.2.14, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 4.2.15. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función continua. Se
tiene que la propiedad TT es equivalente a la propiedad IN .

De acuerdo a los resultados obtenidos en esta sección, la relación que existe entre las
nociones mencionadas en la De�nición 4.1.1, en un espacio topológico general, se describe
grá�camente en el Diagrama 2 de la Figura 4.1:

Figura 4.1: Diagrama 2

Hasta este punto hemos considerado solamente espacios topológicos generales, en la
siguiente sección agregamos algunas propiedades al espacio; de esta manera se obtienen
nuevos resultados.

4.3. Condiciones en el espacio topológico

En esta sección consideraremos espacios topológicos que tienen la propiedad de Haus-
dor�. Los espacios perfectos y los espacios con puntos aislados tienen un papel importante
para obtener algunas equivalencias entre las nociones relacionadas con la transitividad to-
pológica. Comenzamos trabajar con los espacios perfectos.

4.3.1. Espacios topológicos perfectos

A partir de aquí, se trabaja en espacios topológicos perfectos y de Hausdor� y se ob-
tienen nuevas relaciones entre las nociones de la De�nición 4.1.1. Además, comenzamos a
introducir espacios topológicos con puntos aislados.

Los Teoremas 4.2.6 y 4.2.8, nos muestran que la propiedad TT++ implica la propiedad
TT+ y que TT+ implica TT en un espacio topológico general, respectivamente. Ahora,
si el espacio topológico es perfecto y de Hausdor�, las propiedades TT++, TT+ y TT son
equivalentes. La Proposición 4.3.3 nos muestra estas equivalencias.

Para probar la Proposición 4.3.3, es necesario demostrar la Proposición 4.3.1.
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Proposición 4.3.1. SeanX un espacio topológico de Hausdor� y f : X → X una función
continua. Si X es perfecto y, para cualesquiera V y W abiertos no vacíos de X, se tiene
que N(V,W ) no es vacío, entonces para cualquier abierto no vacío U de X, se tiene que
N+(U,U) es in�nito.

Demostración. Supongamos que X es perfecto y que, para cualesquiera V y W abiertos
no vacíos de X, se tiene que N(V,W ) no es vacío. Sea U un conjunto abierto no vacío de
X. Veamos que N+(U,U) es in�nito, para ésto, por inducción matemática, encontraremos
una sucesión creciente {kn} ⊆ N+(U,U).

Como X es perfecto, por la Proposición 1.3.18, U es in�nito. Luego, existen dos puntos
distintos en U , digamos x1 y x2. Por la propiedad de Hausdor�, existen dos subconjuntos
abiertos V1 y W1 de U tales que x1 ∈ V1 y x2 ∈ W1 y además, V1 ∩ W1 es vacío. Por
hipótesis, tenemos que N(V1,W1) no es vacío. Además, como V1 y W1 son disjuntos, se
tiene que N(V1,W1) \ {0} no es vacío. Por la Proposición 2.5.8, tenemos que N+(V1,W1)
no es vacío, por lo que existe k1 ∈ N tal que V1 ∩ f−k1(W1) no es vacío. Notemos que
V1 ∩ f−k1(W1) es un conjunto abierto en X, pues fk1 es continua (Proposición 1.4.11).
Pongamos U1 = V1∩f−k1(W1). Así, U1 es un abierto no vacío de X. Notemos que U1 ⊂ U .
Veamos que:

fk1(U1) ⊂ U.

Claramente, fk1(U1) = fk1(V1∩f−k1(W1)); más aún, fk1(V1∩f−k1(W1)) ⊂ fk1(f−k1(W1)).
Notemos que fk1(f−k1(W1)) ⊂ W1. Así, fk1(U1) ⊂ W1. Ya que W1 ⊂ U , se obtiene que
fk1(U1) ⊂ U .

Por otra parte, como U1 ⊂ U , se tiene que fk1(U1) ⊂ fk1(U). Así, fk1(U1) ⊂ fk1(U)∩U .
Dado que U1 no es vacío, tenemos que fk1(U1) no es vacío y, en consecuencia, fk1(U)∩U
no es vacío. Por lo tanto, k1 ∈ N+(U,U).

Ahora hallaremos el siguiente término de la sucesión creciente que deseamos. Puesto
que X es perfecto, por la Proposición 1.3.18, existen puntos distintos y1 y y2 en U1.
También, por la propiedad de Hausdor�, existen dos abiertos disjuntos V2 y W2 de U1

tales que y1 ∈ V2 y y2 ∈ W2. Por hipótesis, N(V2,W2) no es vacío. Por la Proposición 2.5.8,
N+(V2,W2) no es vacío. Dado que V2 yW2 son disjuntos, existe j2 ∈ N tal que V2∩f−j2(W2)
no es vacío. Por la Proposición 1.4.11, f j2 es continua. De aquí, V2 ∩ f−j2(W2) es abierto
en X. Sea U2 = V2 ∩ f−j2(W2). Así, U2 es abierto no vacío de X. Notemos que U2 ⊂ U1.
Probemos que:

f j2(U2) ⊂ U1.

Observemos que f j2(U2) = f j2(V2 ∩ f−j2(W2)). De aquí, f j2(U2) ⊂ W2. Dado que
W2 ⊂ U1, tenemos que f j2(U2) ⊂ U1.

De aquí, fk1(f j2(U2)) ⊂ fk1(U1); esto es, fk1+j2(U2) ⊂ fk1(U1). Pongamos k2 = k1+j2.
Notemos que k1 < k2. Ya que fk1(U1) ⊂ U , fk2(U2) ⊂ U . También, puesto que U2 ⊂ U ,
se sigue que fk2(U2) ⊂ fk2(U). Por lo tanto, fk2(U2) ⊂ fk2(U) ∩ U . En consecuencia,
fk2(U) ∩ U no es vacío. Así, k2 ∈ N+(U,U).
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Ahora, supongamos que, para n ∈ N, existen un abierto no vacío Un ⊂ U y kn ∈ N
tales que:

fkn(Un) ⊂ U.

Como X es perfecto, por la Proposición 1.3.18, existen z1 y z2 en Un con z1 6= z2 y,
por la propiedad de Hausdor�, existen dos abiertos disjuntos Vn+1 y Wn+1 en Un tales
que z1 ∈ Vn+1 y z2 ∈ Wn+1. Por lo supuesto, N(Vn+1,Wn+1) no es vacío. Luego, por la
Proposición 2.5.8, N+(Vn+1,Wn+1) no es vacío. Además, como Vn+1 y Wn+1 son disjuntos,
existe jn+1 ∈ N tal que Vn+1∩f−jn+1(W1) no es vacío. Pongamos Un+1 = Vn+1∩f−k1(Wn+1).
Notemos que Un+1 no es vacío. Dado que fn+1 es continua, se tiene que Un+1 es abierto
de X. Además, Un+1 ⊂ Un. Veamos que:

f jn+1(Un+1) ⊂ Un.

Observemos que f jn+1(Un+1) = f jn+1(Vn+1∩f−k1(Wn+1)). Luego, f jn+1(Un+1) ⊂ Wn+1.
Como Wn+1 ⊂ Un, tenemos que f jn+1(Un+1) ⊂ Un.

Notemos que fkn(f jn+1(Un+1)) = fkn+jn+1(Un+1). Como f jn+1(Un+1) ⊂ Un, tenemos
que fkn+jn+1(Un+1) ⊂ fkn(Un). Haciendo kn+1 = kn + jn+1, se sigue que fkn+1(Un+1) ⊂
fkn(Un). De donde, fkn+1(Un+1) ⊂ U. Además, puesto que Un+1 ⊂ Un y Un ⊂ U , tenemos
que, fkn+1(Un+1) ⊂ fkn+1(U). Por lo tanto, fkn+1(Un+1) ⊂ fkn+1(U)∩U . Así, fkn+1(U)∩U
no es vacío. Luego, kn+1 ∈ N+(U,U). Además, como kn+1 = kn + jn+1, claramente,
kn < kn+1.

En consecuencia, para cada n ∈ N, se tiene que kn ∈ N+(U,U) y además, {kn} es una
sucesión creciente. Así, N+(U,U) es in�nito. �

Con ayuda de la Proposición 4.3.1, podemos probar lo siguiente:

Proposición 4.3.2. SeanX un espacio topológico de Hausdor� y f : X → X una función
continua. Si X es perfecto y para cada par de abiertos no vacíos F y G de X, el conjunto
N(F,G) no es vacío, entonces para cada par de abiertos no vacíos U y V de X, N+(U, V )
no es vacío si y sólo si N+(V, U) no es vacío.

Demostración. Supongamos que X es perfecto y para cada par de abiertos no vacíos
F y G de X, el conjunto N(F,G) no es vacío. Sean U y V abiertos no vacíos de X.
Supongamos que N+(U, V ) no es vacío; probemos que N+(V, U) no es vacío. Consideremos
n ∈ N+(U, V ). Luego, U ∩ f−n(V ) no es vacío. Pongamos W = U ∩ f−n(V ). Notemos
que W es un abierto no vacío de X. Por hipótesis, y por la Proposición 4.3.1, obtenemos
que N+(W,W ) es in�nito, por lo cual existe k ∈ N+(W,W ) tal que k > n. Notemos
que fk(W ) = fk(U ∩ f−n(V )). Observemos que fk(U ∩ f−n(V )) ⊂ fk(f−n(V )) y que
fk(f−n(V )) = fk−n(V ). Así, fk(W ) ⊂ fk−n(V ). Dado que W ⊂ U , se sigue que fk(W ) ∩
W ⊂ fk−n(V ) ∩ U . Puesto que fk(W ) ∩W no es vacío, se tiene que fk−n(V ) ∩ U no es
vacío, equivalentemente V ∩f−(k−n)(U) no es vacío. Así, k−n ∈ N+(V, U). En conclusión,
N+(V, U) no es vacío.

Para probar el recíproco básta intercambiar el orden de los conjuntos U y V y seguir
el mismo procedimiento. �
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La Proposición 4.3.1 es útil para probar la siguiente proposición:

Proposición 4.3.3. SeanX un espacio topológico de Hausdor� y f : X → X una función
continua. Si X es perfecto y para cada par de abiertos no vacíos F y G de X, el conjunto
N(F,G) no es vacío, entonces para cada par de abiertos no vacíos U y V de X, N+(U, V )
es in�nito.

Demostración. Supongamos que X es perfecto y que para cada par de abiertos no va-
cíos F y G de X, el conjunto N(F,G) no es vacío. Sean U y V abiertos no vacíos de
X. Veamos que N+(U, V ) es in�nito. Por hipótesis, tenemos que N(U, V ) no es vacío.
De aquí, N+(U, V ) no es vacío. De manera inductiva, hallaremos una sucesión creciente
{ni} ⊂ N+(U, V ).

Sea n1 ∈ N+(U, V ). Luego, U ∩ f−n1(V ) no es vacío. Pongamos W1 = U ∩ f−n1(V ).
Notemos que W1 no es vacío y, dado que fn1 es continua, por el Teorema 1.4.6, se tiene
queW1 es abierto en X. Por la Proposición 4.3.1, podemos a�rmar que N+(W1,W1) es un
conjunto in�nito. En consecuencia, existe k1 ∈ N tal que k1 > 2n1 y fk1(W1) ∩W1 no es
vacío, donde fk1(W1) = fk1(U ∩ f−n1(V )). Puesto que fk1(U ∩ f−n1(V )) ⊂ fk1(f−n1(V ))
y fk1(f−n1(V )) = fk1−n1(V ), obtenemos que, fk1(W1) ⊂ fk1−n1(V ). Luego, fk1(W1) ∩
W1 ⊂ fk1−n1(V ). Más aún, dado que fk1(W1) ∩ W1 ⊂ W1 y W1 ⊂ U , se tiene que
fk1(W1)∩W1 ⊂ U . Así, tenemos que fk1(W1)∩W1 ⊂ U ∩ fk1−n1(V ). Como fk1(W1)∩W1

no es vacío, claramente, U ∩ fk1−n1(V ) no es vacío. Puesto que k1 > 2n1, se tiene que
k1 > n1, esto es, k1 − n1 > 0. Por lo tanto, k1 − n1 ∈ N+(U, V ).

Haciendo n2 = k1 − n1, tenemos que n2 > n1 y n2 ∈ N+(U, V ).
Ahora, supongamos que, para i ∈ N, existe ni ∈ N+(U, V ), donde ni > ni−1. Así,

podemos de�nir el conjunto Wi = U ∩ f−ni(V ). Notemos que Wi no es vacío. Además,
ya que fni es continua, por el Teorema 1.4.6, se tiene que Wi es abierto en X. Por la
Proposición 4.3.1, tenemos que N+(Wi,Wi) es in�nito. Así, existe ki ∈ N tal que ki > 2ni
y fki(Wi)∩Wi no es vacío. Observemos que fki(Wi) = fki(U∩f−ni(V )) y, dado que fki(U∩
f−ni(V )) ⊂ fki(f−ni(V )) y fki(f−ni(V )) = fki−ni(V ), tenemos que fki(Wi) ⊂ fki−ni(V ).
Así, fki(Wi) ∩ Wi ⊂ fki−ni(V ). Además, puesto que fki(Wi) ∩ Wi ⊂ Wi y Wi ⊂ U ,
obtenemos que fki(Wi) ∩Wi ⊂ U . Por lo tanto, fki(Wi) ∩Wi ⊂ U ∩ fki−ni(V ). Como
fki(Wi)∩Wi no es vacío, se sigue que U ∩fki−ni(V ) no es vacío. De�nimos ni+1 = ki−ni.
Como ki > 2ni, se tiene que ki > ni . De aquí, ki − ni > 0. Por lo que, ni+1 ∈ N+(U, V ).
Notemos que ni < ni+1.

En resumen, para cada i ∈ N, tenemos que ni ∈ N+(U, V ) y además, {ni} es una
sucesión creciente. En consecuencia, N+(U, V ) es in�nito. �

Como consecuencia del Teorema 4.2.7 y de la Proposición 4.3.3, se obtiene el Teorema
4.3.4.

Teorema 4.3.4. Sean X un espacio topológico perfecto y de Hausdor� y f : X → X una
función continua. Se tiene que la propiedad TT+ es equivalente a la propiedad TT .
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Además, de la Proposición 4.3.3 y el Teorema 4.2.6, se obtiene el Teorema 4.3.5.

Teorema 4.3.5. Sean X un espacio topológico perfecto y de Hausdor� y f : X → X una
función continua. Se tiene que la propiedad TT++ es equivalente a la propiedad TT+.

Hemos visto que las propiedades TT++, TT+ y TT son equivalentes. También se cum-
ple que TT+ implica la propiedad TT++, si los espacios topológicos tienen puntos aislados.

Por otro lado, con el Teorema 4.2.3, vemos que la propiedadDO++ implica la propiedad
DO+, en un espacio topológico en general. Ahora, agregando las propiedades de Hausdor�
y perfecto, podemos ver que DO++ es equivalente a DO+. Esto lo vemos en la siguiente
proposición:

Proposición 4.3.6. Sean X un espacio topológico de Hausdo� y perfecto y f : X → X
una función continua. Si existe x ∈ X tal que O(x, f) es densa en X, entonces ωf(x) = X.

Demostración. Sea x ∈ X tal que O(x, f) es densa en X. Probemos que ωf(x) = X. Para
ésto, veamos que O(fn(x), f) es densa en X, para todo n ∈ N. Procedamos por inducción.

Veamos que O(f(x), f) es denso en X. Supongamos que existe un abierto no vacío U
de X tal que O(f(x), f)∩U es vacío. Como O(x, f)∩U no es vacío, y ya que O(f(x), f) =
O(x, f) \ {x}, tenemos que O(x, f)∩U = {x}. Luego, (U \ {x})∩O(x, f) es vacío. Dado
que X es perfecto, por la Proposición 1.3.15, U tiene más de un punto. De donde U \ {x}
no es vacío. Además, como X es de Hausdor�, por la Proposición 1.3.7, {x} es cerrado
en X. Así, U \ {x} es abierto en X, pero (U \ {x}) ∩ O(x, f) es vacío; lo cual contradice
que O(x, f) es densa en X. Por lo tanto, O(f(x), f) ∩ U no es vacío, esto es, O(f(x), f)
es densa en X; en otras palabras:

cl(O(f(x), f)) = X.

Ahora, supongamos que, para n ∈ N, O(fn(x), f) es densa en X. Probemos que
O(fn+1(x), f) también es densa en X. Supongamos que existe un abierto no vacío U de
X de tal forma que O(fn+1(x), f) ∩ U es vacío. Por lo supuesto, O(fn(x), f) ∩ U no es
vacío, y puesto que O(fn+1(x), f) = O(fn(x), f)\{fn(x)}, tenemos que O(fn(x), f)∩U =
{fn(x)}. Se sigue que (U \ {fn(x)}) ∩ O(fn(x), f) es vacío. Como X es perfecto, por la
Proposición 1.3.15, se tiene que U tiene más de un punto, por lo que U \ {fn(x)} no
es vacío. Más aún, por la Proposición 1.3.7, {fn(x)} es cerrado. Luego, U \ {fn(x)} es
abierto en X. Pero (U \ {fn(x)}) ∩O(fn(x), f) es vacío, lo cual es una contradicción, ya
que O(fn(x), f) es denso en X. En consecuencia, O(fn+1(x), f)∩U no es vacío. De aquí,
O(fn+1(x), f) es denso en X. Con ésto, hemos visto que:

cl(O(fn(x), f)) = X.

Por lo tanto, para todo n ∈ N ∪ {0}, se tiene que:⋂
n∈N

cl(O(fn(x), f)) = X;
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es decir, ωf(x) = X. �

Como consecuencia de la Proposición 4.3.6 y el Teorema 4.2.3, se obtiene el Teorema
4.3.7.

Teorema 4.3.7. Sea X un espacio topológico perfecto y de Hausdor� y sea f : X → X
una función continua. Se cumple que la propiedad DO++ es equivalente a la propiedad
DO+.

Con ayuda de la Proposición 4.3.6, podemos demostrar el siguiente resultado:

Corolario 4.3.8. Sean X es un espacio topológico de Hausdor� y perfecto y f : X →
X una función continua. Si el conjunto Transf no es vacío, entonces el Transf es un
subconjunto +invariante y denso en X.

Demostración. Supongamos que Transf no es vacío. Probemos que Transf es un conjunto
+invariante. Sea y ∈ f(Transf ). Luego, existe x ∈ Transf tal que f(x) = y. Se sigue que
O(x, f) es densa en X. Por la Proposición 4.3.6, ωf(x) = X. De aquí, por la Observación
2.5.3, podemos ver que cl(O(fn(x), f)) = X, para todo n ∈ N ∪ {0}; esto es O(fn(x), f)
es densa en X, para todo n ∈ N ∪ {0}. Así, O(f(x), f)) es densa en X. Por lo tanto,
puesto y = f(x), se tiene que y ∈ Transf . En consecuencia, f(Transf ) ⊂ Transf . Así,
Transf es un conjunto +invariante.

Ahora, veamos que Transf es un conjunto denso. Tenemos queO(fn(x), f) es densa en
X, para todo n ∈ N∪{0}. Luego, {x, f(x), f 2(x), . . . , fn(x), . . .} ⊂ Transf ; esto signi�ca
que O(x, f) ⊂ Transf . Como O(x, f) es densa en X, se obtiene que Transf es denso en
X. �

De la Proposición 4.2.2 y el Corolario 4.3.8, se tiene la Observación 4.3.9.

Observación 4.3.9. Sean X un espacio topológico perfecto y de Hausdor� y f : X → X
una función continua. Si Transf no es vacío, entonces Transf es invariante y denso en
X.

En la Proposición 4.3.10, se hace presente el concepto de punto aislado, concepto que
en la Sección 4.3.2 es de suma importancia para obtener más resultados. Hasta ahora, he-
mos omitido los puntos aislados, pues hemos trabajado con espacios topológicos perfectos.

Proposición 4.3.10. SeanX un espacio topológico de Hausdor�, f : X → X una función
continua y A un subconjunto +invariante de X. Si para cada par de abiertos no vacíos U
y V de X, el conjunto N(U, V ) no es vacío, entonces el interior de f−1(A) \ A es vacío o
consiste sólo de un punto aislado.

Demostración. Supongamos que para cada par de abiertos no vacíos U y V de X, el
conjunto N(U, V ) no es vacío. De�namos U = int(f−1(A) \A). Probemos que U es vacío
o consiste sólo de un punto aislado.
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Supongamos que U tiene por lo menos dos puntos, digamos x1 y x2. Por la propiedad
de Hausdor�, existen U1 y U2 subconjuntos disjuntos, abiertos y no vacíos en U tales
que x1 ∈ U1 y x2 ∈ U2. Veamos que f(Ui) ⊂ A, para i ∈ {1, 2}. Sea x ∈ f(Ui). Luego,
existe w ∈ Ui tal que f(w) = x. Como w ∈ Ui y Ui ⊂ U , tenemos que w ∈ U . Dado que
U = int(f−1(A) \ A), se tiene que w ∈ int(f−1(A) \ A). En consecuencia, f(w) ∈ A y,
puesto que x = f(w), obtenemos que x ∈ A. Por lo tanto, f(Ui) ⊂ A, para i ∈ {1, 2}.
Más aún, como A es +invariante, por la Observación 2.5.16, se tiene que, fk(Ui) ⊂ A,
para todo k ∈ N y para i ∈ {1, 2}.

Por otra parte, por hipótesis, tenemos que el conjunto N(U1, U2) no es vacío. Puesto
que U1 y U2 son disjuntos, por la Proposición 2.5.9, N+(U1, U2) no es vacío; por lo que
existe m ∈ N+(U1, U2). Así, U1 ∩ f−m(U2) no es vacío. Por la Proposición 1.4.15, se tiene
que fm(U1) ∩ U2 no es vacío. Así, podemos tomar z ∈ U1 tal que fm(z) ∈ fm(U1) y
fm(z) ∈ U2. Por un lado, ya hemos probado que fk(U1) ⊂ A, para todo k ∈ N. Por lo
que fm(U1) ⊂ A. De donde, fm(z) ∈ A. Por otro lado, ya que U2 ⊂ U y U ⊂ f−1(A) \A,
podemos ver que U2 ∩ A es vacío. Puesto que fm(z) ∈ U2, se sigue que fm(z) 6∈ A. Esto
último es una contradicción. Por lo tanto, se tiene que U es vacío o U = {x}, donde
x ∈ X. Por la Proposición 1.3.13, x es un punto aislado de X. En consecuencia, U es
vacío o consiste sólo de un punto aislado. �

De la Proposición 4.3.10, se derivan los siguientes dos corolarios:

Corolario 4.3.11. Sean X un espacio topológico de Hausdor� y f : X → X una función
continua. Si para cada par de abiertos no vacíos U y V de X, se tiene que N(U, V ) no es
vacío, entonces f(X) es denso o X \ cl(f(X)) consiste de un punto aislado.

Demostración. Pongamos A = cl(f(X)). Notemos que A es cerrado en X.
Como cl(f(X)) = A y A ⊂ X, tenemos que f(A) ⊂ A. Por lo tanto, A es +invariante.

Observemos que el conjunto f−1(A)\A es abierto en X. Así, int(f−1(A)\A) = f−1(A)\A.
Utilizando la Proposición 4.3.10, tenemos que f−1(A)\A tiene un punto aislado o es vacío;
si este último conjunto es vacío, entonces A = X. De donde, A es un conjunto denso en X.
Puesto que cl(f(X)) = A, tenemos que f(X) es denso en X. En otro caso, X \ cl(f(X))
consiste de un punto aislado. �

Corolario 4.3.12. Sean X un espacio topológico de Hausdor� y f : X → X una función
continua. Si X es perfecto y, para cada par de abiertos no vacíos U y V de X, se tiene
que si N(U, V ) no es vacío, entonces f(X) es denso en X.

Demostración. Supongamos que X es perfecto. Por lo supuesto y por la Proposición
4.3.10, tenemos que X \ cl(f(X)) es vacío. Por lo que cl(f(X)) = X. Así, f(X) es denso
en X. �

En la Proposición 4.3.6, probamos que la propiedad DO+ implica la propiedad DO++.
De manera alternativa, esta proposición se puede probar utilizando el Corolario 4.3.12. A
consideración del lector, se muestra la prueba a continuación:
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Proposición 4.3.13. Sean X un espacio topológico de Hausdor� y f : X → X una
función continua. Si X es perfecto y x ∈ Transf , entonces ωf(x) = X.

Demostración. Supongamos que X es perfecto y sea x ∈ Transf . Luego, O(x, f) es densa
en X. Por la Proposición 4.2.4 y por la Proposición 4.2.9 , N(V,W ) no es vacío, para todo
par de abiertos no vacíos V y W de X. Como X es perfecto, por el Corolario 4.3.12,
obtenemos que f(X) es denso en X. Sea U un abierto no vacío de X. Dado que f es
continua, por el Teorema 1.4.6, f−1(U) es abierto y no vacío de X. Sea k ∈ N ∪ {0}.
Por la Proposición 1.4.11, se puede ver que f−k(U) es abierto y no vacío en X. Puesto
que x ∈ Transf , tenemos que O(x, f) ∩ f−k(U) no es vacío. Por la Proposición 1.4.15,
fk(O(x, f)) ∩ U no es vacío. Por la Observación 2.5.14, fk(O(x, f)) = O(fk(x), f). Así,
O(fk(x), f)∩U no es vacío. Por lo tanto, cl(O(fk(x), f)) = X. Puesto que k es arbitrario,
tenemos que, para todo k ∈ N ∪ {0}, cl(O(fk(x), f)) = X. Así:⋂

k∈N∪{0}

cl(O(fk(x), f)) = X

El último conjunto es ωf(x). Por lo tanto, ωf(x) = X. Así, hemos probado que DO+

implica DO++. �

Combinando los resultados obtenidos en la Sección 4.3.2 y los resultados obtenidos en
esta sección, se obtiene un nuevo diagrama:

Figura 4.2: Diagrama 3

Hasta este momento le hemos dado importancia sólo a los espacios topológicos perfec-
tos. En la siguiente sección omitiremos esta propiedad; es decir, trabajaremos con espacios
topológicos con puntos aislados.

4.3.2. Espacios topológicos con puntos aislados

En esta sección asumiremos que X es un espacio topológico de Hausdor� con al menos
un punto aislado y que cumple la propiedad TT .

Proposición 4.3.14. Sean X un espacio topológico de Hausdor�, x un punto aislado de
X y f : X → X una función continua. Si para cada par de abiertos no vacíos U y V de
X, el conjunto N+(U, V ) no es vacío, entonces X es �nito y coincide con la órbita de x.
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Demostración. Supongamos que para todo par de abiertos no vacíos V yW de X, se tiene
que el conjunto N+(V,W ) no es vacío. Por la Observación 1.3.13, tenemos que {x} es un
conjunto abierto en X. Luego, por lo supuesto, N+({x}, {x}) es un conjunto no vacío.
Sea k ∈ N tal que k = mı́nN+({x}, {x}). Observemos que fk(x) = x. De aquí, podemos
ver que x es un punto periódico de periodo k, por lo que O(x, f) = {x, f(x), ..., fk−1(x)}.
Puesto que X es de Hausdor�, por la Proposición 1.3.6, tenemos que {fn(x)} es cerrado
en X, para todo n ∈ N ∪ {0}. Dado que O(x, f) es la unión �nita de conjuntos cerrados,
se tiene que, O(x, f) es cerrada en X. En consecuencia, X \ O(x, f) es abierto en X.

Supongamos que X \O(x, f) no es vacío. Ya que X \O(x, f) es abierto en X, existe un
subconjunto abierto y no vacío U de X de tal forma que U ⊂ X \O(x, f). Por lo supuesto,
tenemos que N+({x}, U) no es vacío; por lo cual existe m ∈ N tal que fm({x})∩U no es
vacío. De aquí, fm(x) ∈ U . Como U ⊂ X \O(x, f), se sigue que fm(x) ∈ X \O(x, f). Por
otro lado, sabemos que fm(x) ∈ O(x, f); con lo cual hemos llegado a una contradicción.
Por lo tanto, X \ O(x, f) es vacío. Así, X = O(x, f) y en consecuencia, X es �nito. �

Además, con las mismas condiciones, si N+(U, V ) no es vacío, resulta que N+(U, V )
es in�nito. Este resultado se muestra en la Proposición 4.3.15 y se prueba con ayuda de
la Proposición 4.3.14.

En la Sección 4.3.1, probamos que las propiedades TT , TT+ y TT++ son equivalentes,
en espacios topológicos perfectos. Cuando el espacio topológico contiene al menos un punto
aislado, es decir, cuando no es perfecto, se obtiene que TT+ implica TT++. A continuación
exponemos este resultado:

Proposición 4.3.15. Sean X un espacio topológico de Hausdor� con al menos un punto
aislado y f : X → X una función continua. Si para cada par de abiertos no vacíos U y V
de X, el conjunto N+(U, V ) no es vacío, entonces N+(U, V ) es in�nito.

Demostración. Supongamos que, para cada par de abiertos no vacíos U y V de X,
N+(U, V ) no es vacío. Veamos que N+(U, V ) es in�nito. Por la Proposición 4.3.14, X
es �nito. Pongamos X = {x1, x2, ..., xn}. Como X es �nito, por la Observación 1.3.8,
los conjuntos {xi} son conjuntos abiertos en X, para cada i ∈ {1, 2, ..., n}. Por lo tanto,
N+({xi}, {xi}) no es vacío, para cada i ∈ {1, 2, ..., n}. De aquí, existe ki ∈ N tal que
fki(xi) = xi. Así, xi es un punto periódico, para cada i ∈ {1, 2, ..., n}. Ahora, conside-
remos xk ∈ U y xl ∈ V . Supongamos que k1 es el periodo de xk. Por hipótesis, existe
m1 ∈ N tal que fm1({xk}) ∩ {xl} no es vacío; por lo que fm1(xk) = xl. Luego, tenemos
que xl ∈ O(xk, f). Observemos que fm1+jk1(xk) = fm1(f jk1(xk)) = fm1(xk) = xl, para
cada j ∈ N ∪ {0}; esto signi�ca que fm1+jk1({xk}) ∩ {xl} no es vacío. En consecuencia,
m1 + jk1 ∈ N+({xk}, {xl}), para todo j ∈ N. Por lo tanto, N+({xk}, {xl}) es in�nito.
Puesto que {xk} ⊂ U y {xl} ⊂ V , concluimos que N+(U, V ) es in�nito. �

Por el Teorema 4.2.6, se tiene que TT++ implica TT+. Ahora, en la Proposición 4.3.15,
se prueba el recíproco con condiciones adicionales. Con ésto, se obtiene el siguiente teo-
rema:
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Teorema 4.3.16. Sean X un espacio topológico con al menos un punto aislado y f :
X → X una función continua. La propiedad TT++ es equivalente a la propiedad TT+

Ahora veamos cómo se relacionan las propiedades TT+ y DO++ en un espacio con
puntos aislados.

Proposición 4.3.17. Sean X un espacio topológico de Hausdor� con al menos un punto
aislado y f : X → X una función continua. Se tiene que, para cada par de abiertos no
vacíos U y V de X, N+(U, V ) no es vacío si y sólo si existe un punto x ∈ X tal que
ωf(x) = X.

Demostración. Supongamos que, para cualesquiera par de abiertos U y V de X, el con-
junto N+(U, V ) no es vacío. Veamos que existe y ∈ X tal que ωf(y) = X.

Por la Proposición 4.3.14, tenemos que X es �nito. Supongamos que, para todo x ∈ X,
se tiene que ωf(x) 6= X. Sea x0 un punto en X. Luego, ωf(x0) 6= X. De aquí, existe
k ∈ N ∪ {0} tal que cl(O(fk(x0), f)) 6= X. Puesto que X es �nito, por la Observación
1.3.8, cualquier subconjunto de X es cerrado (y abierto) en X; por lo cual O(fk(x0), f) es
un conjunto cerrado (y abierto) en X. Observemos que O(fk(x0), f) = cl(O(fk(x0), f)).
Puesto que cl(O(fk(x0), f)) 6= X, se tiene que O(fk(x0), f) es un subconjunto propio de
X. Además, por la Proposición 2.5.20, O(fk(x0), f) es +invariante. Por otro lado, note-
mos que X \O(fk(x0), f) es propio y cerrado en X. Veamos que X \O(fk(x0), f) también
es +invariante. Para esto, por la Proposición 2.5.19, basta probar que O(fk(x0), f) es
-invariante. Sea z ∈ f−1(O(fk(x0), f)). Luego, f(z) ∈ O(fk(x0), f). Puesto que {x0} es
un conjunto abierto (Observación 1.3.8), tenemos que x0 es periódico, y por la Observa-
ción 2.2.12, f(z) también es periódico. De aquí, existe m ∈ N tal que fm(z) = z; dado
que fm(z) ∈ O(fk(x0), f), obtenemos que z ∈ O(fk(x0), f). Así, f−1(O(fk(x0), f)) ⊂
O(fk(x0), f). Por lo tanto, O(fk(x0), f) es un conjunto -invariante. En consecuencia,
X \ O(fk(x0), f) es +invariante. Más aún, tenemos que X = O(x0, f) ∪ (X \ O(x0, f)).
Esto último contradice el inciso iii) de la Proposición 4.2.14. Por lo tanto, existe y ∈ X
tal que ωf(y) = X.

Recíprocamente, supongamos que existe x ∈ X tal que ωf(x) = X. Sean U y V dos
abiertos no vacíos de X. Veamos que N+(U, V ) no es vacío. Por hipótesis:⋂

n∈N∪{0}

cl(O(fn(x), f)) = X

De aquí, cl(O(fn(x), f)) = X, para todo n ∈ N ∪ {0}. Por la Proposición 4.3.14,
tenemos que X es �nito. Además, por la Observación 1.3.8, cualquier subconjunto de X
es cerrado (y abierto) en X. En consecuencia, cl(O(fn(x), f)) = O(fn(x), f), para todo
n ∈ N ∪ {0}. Consideremos xm ∈ U y xl ∈ V . Por lo supuesto, existe k ∈ N tal que
fk({xm})∩{xl} no es vacío. Puesto que {xm} ⊂ U y {xl} ⊂ V , obtenemos que fk(U)∩V
no es vacío. Por lo tanto, N+(U, V ) no es vacío. �

Como resultado de las Proposiciones 4.3.14, 4.3.15 y 4.3.17, se tiene el siguiente Teo-
rema:
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Teorema 4.3.18. Sean X un espacio topológico con al menos un punto aislado y f :
X → X una función continua que cumple la propiedad TT . Se tiene que TT+, TT++ y
DO++ son equivalentes.

Con las mismas hipótesis del Teorema 4.3.18, podemos ver que el conjunto de puntos
aislados de X está contenido en alguna órbita de un punto, la cual es densa en X. Esto
lo podemos ver formalmente en la Proposición 4.3.19.

Proposición 4.3.19. Sean X un espacio topológico de Hausdor� con al menos un punto
aislado y f : X → X una función continua. Si para cada par de abiertos no vacíos U y V
de X, el conjunto N(U, V ) no es vacío, entonces el conjunto de puntos aislados de X está
contenida en la órbita de algún punto de X, la cual es densa en X.

Demostración. Sea x un punto aislado de X. Supongamos que para cada par de abiertos
no vacíos U y V de X, el conjunto N(U, V ) no es vacío. Por la Proposición 1.3.13, {x}
es un conjunto abierto en X. De aquí, existe k ∈ Z tal que fk({x}) ∩ {x} no es vacío; lo
cual signi�ca que x es periódico. Si IsoX = {x}, tenemos IsoX ⊆ O(x, f). Supongamos
que IsoX contiene más de un punto. Consideremos y ∈ IsoX tal que y 6= x. Veamos que
y ∈ O(x, f). Por la Observación 1.3.13, {y} es abierto en X. Por lo supuesto, N({x}, {y})
no es vacío. Puesto que {x} y {y} son conjuntos disjuntos, 0 6∈ N({x}, {y}). De aquí,
existe k ∈ N tal que fk(x) = y. Así, y ∈ O(x, f). Luego, IsoX ⊆ O(x, f); esto es que el
conjunto de puntos aislados está contenido en una órbita.

Ahora, veamos que O(x, f) es denso en X. Sea U un abierto no vacío de X. Como
{x} es abierto en X, por lo supuesto, N({x}, U) no es vacío. De aquí, existe k ∈ N tal
que fk({x})∩U no es vacío. En consecuencia, O(x, f)∩U no es vacío, por lo que O(x, f)
es denso en X. �

De la Proposición 4.3.19, obtenemos el siguiente teorema:

Teorema 4.3.20. Sean X un espacio topológico de Hausdor� con al menos un punto
aislado y f : X → X un función continua. La propiedad TT implica la propiedad DO+.

Puesto que DO+ implica la propiedad DO tenemos lo siguiente:

Teorema 4.3.21. Sean X un espacio topológico de Hausdor� con al menos un punto
aislado y f : X → X un función continua. La propiedad TT implica la propiedad DO.

Para la siguiente proposición debemos recordar lo que es un homeomor�smo.

Proposición 4.3.22. Sean X un espacio topológico de Hausdor�, x un punto aislado
de X y f : X → X un homeomor�smo que satisface la propiedad TT . Se cumple que
O±(x, f) = IsoX , el cual es denso en X. Además, f es punto transitivo si y sólo si X es
�nito. En este caso, X consiste de la órbita periódica de un punto en X, el cual es x.
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Demostración. Veamos que O±(x, f) = IsoX . Puesto que x es aislado en X, tenemos que
{x} es abierto (Observación 1.3.13). Más aún, dado que f es un homeomor�smo, por la
Proposición 1.4.21, f es continua y abierta y, así, fk es continua y abierta, para todo
k ∈ Z, por lo que {fk(x)} es abierto en X, para todo k ∈ Z y por tanto, fk(x) es aislado
en X, para todo k ∈ Z. Así, O±(x, f) ⊂ IsoX . Ahora probemos que IsoX ⊂ O±(x, f).
Sea z ∈ IsoX . Se sigue que {z} es un conjunto abierto en X. Dado que {x} es abierto en
X, por hipótesis, tenemos que existe k ∈ Z tal que fk({x})∩ {z} no es vacío, esto es que
fk(x) = z, pues f es un homeomor�smo. Con esto obtenemos que z ∈ O±(x, f). Por lo
tanto, O±(x, f) = IsoX .

Ahora veamos que IsoX es denso en X. Sea U un abierto no vacío de X. Puesto
que {x} es un conjunto abierto, existe n ∈ Z tal que fn(x) ∈ U . Con ésto vemos que
O±(x, f) ∩ U no es vacío. Así, O±(x, f) es denso en X. En consecuencia, IsoX es denso
en X.

Por otro lado, supongamos que f es punto transitivo. Probemos que X es �nito.
Consideremos x0 ∈ Transf . Tenemos que O(x0, f) es denso en X. Consideremos k ∈ Z.
Como f es un homeomor�smo y por la Observación 1.4.16, {fk(x)} es abierto en X.
Así, O(x0, f) ∩ {fk(x)} no es vacío. De aquí, existe m ∈ N tal que fm(x0) = fk(x). De
donde, x0 ∈ O±(x, f). Puesto que hemos probado que O±(x, f) = IsoX , tenemos que
x0 es aislado en X, y dado que f es abierta (Proposición 1.4.21), {fn(x0)} es abierto
en X, y por tanto, fn(x0) es aislado en X, para todo n ∈ N. Así, O(x0, f) ⊂ IsoX .
Más aún, dado que {x0} es abierto, existe k0 ∈ N tal que fk0(x0) = x0. Así, x0 es
periódico. En consecuencia, O(x0, f) es �nito y, por la Observación 1.3.8, es cerrado en
X. Observemos que O(x0, f) = cl(O(x0, f)). Dado que x0 es punto transitivo, tenemos
que cl(O(x0, f)) = X. Por lo tanto, tenemos que O(x0, f) = X. Así, X es �nito.

Ahora, supongamos que X es �nito. Probemos que f es punto transitivo. Como X
es �nito y por la Observación 1.3.8, para todo y ∈ X, se tiene que {y} es abierto en X.
Por la Observación 1.3.13, y es aislado en X. De aquí, X = IsoX = O±(x, f). Dado que
hemos probado que x es periódico, tenemos que O±(x, f) = O(x, f). Así, O(x, f) = X,
con lo cual tenemos que O(x, f) es densa en X. Así, x es punto transitivo. En resumen,
tenemos que X consiste de la órbita de x, donde x es periódico. �

Si f es un homeomor�smo, en la Proposición 4.3.22, la órbita de x es exactamente
el conjunto de puntos aislados de X. Ahora, si f sólo es continua, resulta que la órbita
de x al menos contiene todos los puntos aislados de X; esto se prueba en la siguiente
proposición:

Proposición 4.3.23. Sean X un espacio topológico de Hausdor� y f : X → X una
función continua que satisface la propiedad TT . Si x y y son puntos aislados de X,
entonces x ∈ O(y, f) y y ∈ O(x, f). Por lo tanto, para cualquier punto x ∈ IsoX , se tiene
que IsoX ⊆ O±(x, f).

Demostración. Sean x y y puntos aislados de X. Por la Observación 1.3.13, se tiene que
{x} y {y} son conjuntos abiertos en X. Por hipótesis, N({x}, {y}) no es vacío. Puesto que
x 6= y, tenemos que 0 6∈ N({x}, {y}). En consecuencia, existe k ∈ N tal que fk({x})∩{y}
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no es vacío. Así, y ∈ O(x, f). Por otro lado, N({y}, {x}) no es vacío. De aquí, existe
m ∈ N tal que fm({y}) ∩ {x}. Con esto podemos ver que x ∈ O(y, f).

Más aún, puesto que O(x, f) ⊂ O±(x, f), tenemos que y ∈ O±(x, f). Por lo tanto,
para todo y ∈ IsoX , se tiene que y ∈ O±(x, f).

Con esto concluimos que IsoX ⊆ O±(x, f). �

En la siguiente proposición se demuestra que la imagen inversa de un punto aislado
contiene a lo más dos puntos, uno de los cuales se encuentra en la órbita futura del punto
aislado:

Proposición 4.3.24. Sean X un espacio topológico de Hausdor� y f : X → X una
función continua que satisface la propiedad TT . Si x es un punto aislado de X y f−1(x)
contiene más de un punto, entonces x es periódico y f−1(x) consiste de exactamente dos
puntos, uno de los cuales está en O(x, f).

Demostración. Sea x un punto aislado y supongamos que el conjunto f−1(x) contiene más
de un punto. Sean y y z puntos en f−1(x). Notemos que f−1(x) ⊂ X. Puesto que X es de
Hausdor�, también (f−1(x), τ |f−1(x)) es de Hausdor�. Así, existen abiertos no vacíos U y V
en f−1(x) tales y ∈ U y z ∈ V y además, U∩V es vacío. Puesto que U y V están en f−1(x),
existen U1 y V1 abiertos no vacíos enX de tal forma que U = U1∩f−1(x) y V = V1∩f−1(x).
Por hipótesis, N(U, V ) no es vacío. Puesto que U y V son disjuntos, existe k ∈ N tal que
k = mı́nN+(U, V ). Luego, fk(U)∩V no es vacío. Sea y0 ∈ U tal que fk(y0) ∈ V . Notemos
que U ∪V ⊂ f−1(x). Se sigue que f(y0) = x. Más aún, puesto que fk(y0) ∈ V , obtenemos
que x = f(fk(y0)) = fk(f(y0)) = fk(x). Así, fk(x) = x, con esto vemos que x es un punto
periódico de periodo k: de aquí, O(x, f) = {x, f(x), f 2(x), ..., fk−1(x)}. Observemos que
fk−1(x) = fk−1(f(y0)) = fk(y0); esto es que fk(y0) ∈ O(x, f) ∩ f−1(x); es decir, O(x, f)
contiene uno de los puntos de f−1(x).

Ahora, veamos que f−1(x) contiene exactamente dos puntos. Supongamos que existe
un tercer punto en f−1(x). Como X tiene la propiedad de Hausdor�, podemos tomar W
abierto y no vacío de f−1(x) tal que W es disjunto de U y V . Por hipótesis, N(U,W )
no es vacío. Puesto que U y W son disjuntos, existe m ∈ N tal que fm(U) ∩W no es
vacío. Tomemos z0 ∈ U tal que fm(z0) ∈ W . Dado que W ⊂ f−1(x), obtenemos que
f(fm(z0)) = x. Ya que z0 es un punto de U y U ⊂ f−1(x), se tiene que f(z0) = x.
Con esto se sigue que f(fm(z0)) = fm(f(z0)) = fm(x). De aquí, fm(x) = x, con lo cual
obtenemos que m es un múltiplo de k. Observemos que fm(z0) = fm−1(x) = fk−1(x). Por
otro lado, tenemos que fk−1(x) = fk(y0). Puesto que fk(y0) ∈ V , se sigue que fm(z0) ∈ V .
En consecuencia, fm(z0) ∈ W ∩V , lo cual contradice que W y V son ajenos. Por lo tanto,
el conjunto f−1(x) consiste solamente de dos puntos, uno de los cuales está en O(x, f). �

Proposición 4.3.25. Sean X un espacio topológico de Hausdor� y f : X → X una
función continua que satisface la propiedad TT . Si x es un punto aislado de X, entonces
f−1(x) es un conjunto �nito y abierto en X y además, consiste solamente de puntos
aislados.
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Demostración. Sea x ∈ X un punto aislado. Por la Proposición 4.3.24, el conjunto f−1(x)
tiene 0, 1 o 2 puntos, así que f−1(x) es un conjunto �nito. Puesto que {x} es abierto
en X y f es continua, se tiene que f−1({x}) es un conjunto abierto en X. Veamos que
consiste sólo de puntos aislados. Supongamos que f−1(x) contiene sólo un punto, digamos
f−1(x) = {y}. Puesto que f−1(x) es abierto, se tiene que {y} es abierto en X. Por lo
tanto, y es aislado en X. Ahora, supongamos que f−1(x) = {y1, y2}. Sabemos que {y1, y2}
es abierto en X. Puesto que X es de Hausdor�, se tiene que (f−1(x), τ |f−1(x)) es de
Hausdor�. Por lo que existen abiertos no vacíos y disjuntos U1 y U2 en f−1(x) tales que
y1 ∈ U1 y y2 ∈ U2. Dado que f−1(x) sólo contiene dos puntos, se sigue que U1 = {y1} y
U2 = {y2}. Así, {y1} y {y2} son abiertos en f−1(x) y por tanto en X. En consecuencia,
y1 y y2 son puntos aislados de X. En resumen, f−1(x) es un conjunto �nito, abierto en X
y consiste sólo de puntos aislados. �

Observemos que de la Proposición 4.3.25, para cualquier n ∈ N, f−n(x) es abierto en
X pues fn es continua, además, f−n(x) es �nito ya que es la unión �nita de conjuntos
�nitos, y consiste sólo de puntos aislados de X. Todo esto es útil para demostrar la
siguiente proposición:

Proposición 4.3.26. Sean X un espacio topológico de Hausdor� y f : X → X una
función continua que satisface la propiedad TT . Si x es un punto aislado de X, entonces
O−(x, f) ⊆ IsoX . Además, el conjunto IsoX es -invariante y abierto en X.

Demostración. Sea x un punto aislado de X. Veamos que O−(x, f) ⊂ IsoX . Primero
probemos que f−n(x) ⊂ IsoX , para cada n ∈ N. Procedamos por inducción. Por la
Proposición 4.3.25, tenemos que f−1(x) consiste de un número �nito de puntos aislados.
Por lo tanto, se cumple para n = 1. Ahora, supongamos que se cumple para n = k.
Observemos que f−k(x) contiene un número �nito de puntos aislados de X. Veamos
que f−(k+1)(x) ⊆ IsoX . Supongamos que f−k(x) = {x1, x2, . . . , xk1}, se sigue que, para
i ∈ {1, 2, ..., k1}:

f−(k+1)(x) = f−1(f−k(x)) =

k1⋃
i=1

{f−1(xi)}.

Este último conjunto consiste sólo de puntos aislados de X, pues es una unión �nita
de conjuntos �nitos, donde los elementos de cada conjunto f−1(xi) son puntos aislados de
X. Así, para todo n ∈ N, fn(x) ⊂ IsoX .

De aquí, puesto que:
O−(x, f) =

⋃
n∈N

f−n(x),

se concluye que O−(x, f) consiste sólo de puntos aislados; es decir, O−(x, f) ⊆ IsoX .
Ahora, veamos que IsoX es -invariante y abierto en X. Sea y ∈ f−1(IsoX). Luego, existe
z ∈ IsoX tal que f(y) = z. Por la Proposición 4.3.25, f−1(z) consiste de puntos aislados.
Dado que y ∈ f−1(z), y ∈ IsoX . Por lo tanto, f−1(IsoX) ⊆ IsoX ; esto es que IsoX es
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-invariante y, dado que para cada y ∈ IsoX , el conjunto {y} es abierto en X, tenemos que
IsoX es abierto en X. �

Hemos visto en la Proposición 4.3.26, que si x es aislado, entonces su órbita pasada es
un subconjunto de IsoX . Si además, x es periódico, resulta que su órbita futura también
es subconjunto de IsoX , este y otro resultado se expone en la siguiente proposición:

Proposición 4.3.27. Sean X un espacio topológico de Hausdor� y f : X → X una
función continua que satisface la propiedad TT . Si x es un punto aislado de X y es
periódico, entonces O(x, f) ⊆ IsoX . Además, si O(x, f) es un subconjunto propio de X,
entonces existe y ∈ IsoX tal que f−1(O(x, f)) = O(x, f) ∪ {y}.

Demostración. Sea x ∈ X un punto aislado y periódico. Veamos que O(x, f) ⊆ IsoX .
Supongamos que k es el periodo de x. Luego, O(x, f) = {x, f(x), f 2(x), . . . fk−1(x)}. Sea
m ∈ N tal que 0 ≤ m ≤ k − 1, se tiene que fm(x) ∈ O(x, f). Notemos también que
fk−m(fm(x)) = fk(x) = x. De aquí, fm(x) ∈ f−(k−m)(x). Observemos que k − m > 0.
Puesto que f−(k−m)(x) ⊂ O−(x, f), se sigue que fm(x) ∈ O−(x, f). Por la Proposición
4.3.26, O−(x, f) ⊆ IsoX . Así, obtenemos que fm(x) ∈ IsoX , para todo m ≤ k− 1. Por lo
tanto, O(x, f) ⊆ IsoX .

Ahora, supongamos que O(x, f) es un subconjunto propio de X. Pongamos A =
O(x, f). Por la Observación 2.5.20, 1), A es +invariante. Además, puesto que A consiste
solo de puntos aislados, se tiene que A es abierto en X y, por lo tanto, f−1(A) también es
abierto en X y por la Proposición 4.3.25, consiste sólo de puntos aislados. Dado que X es
de Hausdor�, por la Observación 1.3.8, se tiene que A también es cerrado en X. De aquí,
f−1(A)\A es abierto en X. Por la Proposición 4.3.10, tenemos que el conjunto f−1(A)\A
es vacío o consiste de un punto aislado. Observemos que U = X \ A es abierto en X.
Luego, por hipótesis, N(U, {x}) no es vacío. Ya que U y {x} son disjuntos, tenemos que
existe n ∈ N tal que U ∩f−n({x}) no es vacío, por lo que existe y0 ∈ U tal que fn(y0) = x.
Notemos que fn(y0) = f(fn−1(y0)) = x, de donde podemos ver que fn−1(y0) ∈ f−1(x).
Puesto que y0 no es un punto de A, se tiene que fn−1(y0) 6∈ A, pues A y U son disjuntos.
Pongamos y = fn−1(y0). Por otro lado, como x es periódico y k es su periodo, tenemos que
fk−1(x) ∈ f−1(x), donde fk−1(x) 6= y. Por la Proposición 4.3.24, f−1(x) sólo puede tener
dos puntos, uno de los cuales está en A. Por lo tanto, f−1(A) \ A consiste de un punto
aislado de X; es decir, f−1(A) \A = {y}. En conclusión, f−1(O(x, f)) = O(x, f)∪{y}. �

Por la Proposición 4.3.24 sabemos que, dado un punto aislado x, el conjunto f−1(x)
puede ser vacío o contiene uno o dos puntos, los cuales son aislados. Además, se puede
probar que a lo más existe un punto aislado de X tal que su imagen inversa contiene dos
puntos. Este resultado se demuestra en la siguiente proposición:

Proposición 4.3.28. Sean X un espacio topológico de Hausdor� y f : X → X una
función continua que satisface la propiedad TT . Existe a lo más un punto x ∈ IsoX tal
que f−1(x) contiene más de un punto.

Demostración. Sean que x1 y x2 puntos deX. Supongamos que x1 y x2 son puntos aislados
tales que los conjuntos f−1(x1) y f−1(x2) contienen dos puntos cada uno. Luego, por la
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Proposición 4.3.24, x1 y x2 son periódicos y uno de sus puntos de f−1(x1) y f−1(x2) se
encuentran en O(x1, f) y O(x2, f), respectivamente. Además, por la Proposición 4.3.23,
tenemos que x2 ∈ O(x1, f). Más aún, puesto que x1 y x2 son periódicos, se tiene que
O(x1, f) = O(x2, f). Por la Proposición 4.3.27, sabemos que existe y ∈ IsoX de tal forma
que f−1(O(x1, f)) = O(x1, f)∪{y}. De aquí, y ∈ f−1(x1)∩ f−1(x2), por lo que f(y) = x1
y f(y) = x2. Por lo tanto, x1 = x2. En resumen, existe a lo más un punto x tal que f−1(x)
contiene más de un punto. �

Ahora veamos que las órbitas de cualesquiera dos puntos aislados coinciden y son
densos en X. Esto lo mostramos en la Proposición 4.3.29.

Proposición 4.3.29. Sean X un espacio topológico de Hausdor� y f : X → X una
función continua que saltisface la propiedad TT . Para cualesquiera x y y puntos aislados,
se tiene que O±(x, f) = O±(y, f), además O±(x, f) es denso en X. Más aún, IsoX ⊆
O±(x, f).

Demostración. Por la Proposición 4.3.23, tenemos que x ∈ O±(y, f) y y ∈ O±(x, f).
Veamos que O±(x, f) = O±(y, f):

Sea y1 ∈ O±(y, f). Puesto que x ∈ O±(y, f), existe k ∈ Z tal que fk(x) = y1 (si
k ≥ 0) o y1 ∈ fk(x) (si k < 0); notemos que en cualquier caso, y1 ∈ O±(x, f). Así,
O±(y, f) ⊂ O±(x, f). Similarmente, para x1 ∈ O±(x, f), existe k ∈ Z tal que fk(y) = x1
o x1 ∈ fk(y), pues y ∈ O±(x, f). Con esto, x1 ∈ O±(y, f) y, por lo tanto, O±(x, f) ⊂
O±(y, f). En resume, tenemos que O±(x, f) = O±(y, f)

Ahora, probemos que O±(x, f) es denso en X. Sea U un subconjunto abierto no vacío
de X. Como {x} es abierto, por hipótesis, existe k ∈ Z de tal forma que U ∩ f−k({x})
no es vacío, con esto obtenemos que U ∩ O±(x, f) no es vacío. Por lo tanto, O±(x, f) es
denso en X. En particular, si z es un punto aislado distinto de x y U = {z}, entonces
existe k ∈ N tal que fk(x) = z. Así, z ∈ O±(x, f). En consecuencia, IsoX ⊆ O±(x, f). �

En base a las proposiciones que ya se han demostrado, se tienen las siguientes equiva-
lencias:

Proposición 4.3.30. Sean X un espacio topológico de Hausdor�, x un punto aislado
de X y f : X → X una función continua que satisface la propiedad TT . Las siguientes
condiciones son equivalentes:

i) O(x, f) ⊆ IsoX .

ii) O±(x, f) = IsoX .

iii) IsoX es +invariante.

Demostración. Veamos que i) implica ii).
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Supongamos que O(x, f) ⊆ IsoX . Por la Proposición 4.3.26, O−(x, f) ⊆ IsoX . Puesto
que O±(x, f) = O(x, f)∪O−(x, f), tenemos que O±(x, f) ⊆ IsoX . Por otro lado, usando
la Proposición 4.3.29, se tiene que IsoX ⊆ O±(x, f). Así, O±(x, f) = IsoX .

Ahora, veamos que ii) implica iii).

Supongamos que O±(x, f) = IsoX . Por la Proposición 2.5.21 O±(x, f) es un conjunto
+invariante. Luego, IsoX es un conjunto +invariante.

Por último, veamos que iii) implica i).

Supongamos que IsoX es +invariante. Dado que x ∈ IsoX e IsoX es +invariante,
obtenemos que fk(x) ∈ IsoX , para todo k ∈ N. Por lo tanto, O(x, f) ⊆ IsoX . �

Con todos los resultados obtenidos en esta sección podemos dar una descripción de
cómo los puntos aislados in�uyen en un sistema dinámico. Recordemos que, dado un
punto aislado, su imagen inversa sólo consiste de 0, 1 o 2 puntos aislados; estos tres casos
los consideramos por separado. La Proposición 4.3.31 considera el primer caso, cuando la
imagen inversa es vacía. La Proposición 4.3.35, estudia el caso de dos puntos y por último,
en la Proposición 4.3.37 tenemos el caso de un solo punto. Veamos el primer caso.

Proposición 4.3.31. Sean X un espacio topológico de Hausdor� que contiene puntos
aislados y f : X → X una función continua que satisface la propiedad TT . Si existe un
punto x ∈ IsoX tal que f−1(x) = ∅, entonces x es único. Además, x no es periódico,
Transf = {x} y f(X) no es denso en X.

Demostración. Supongamos que existe un punto x ∈ IsoX tal que f−1(x) = ∅. Veamos
que x es único. Para esto, supongamos que existe otro punto x′ ∈ IsoX distinto de x,
tal que f−1(x′) = f−1(x) = ∅. Observemos que {x} y {x′} son conjuntos abiertos de X.
Puesto que se cumple la propiedad TT , existe k ∈ N tal que {x} ∩ f−k({x′}) no es vacío.
De aquí, tenemos que fk(x) = x′, por lo que fk−1(x) ∈ f−1(x′). Lo cual contradice que
f−1(x′) = ∅. Por lo tanto, x es único.

Por otro lado, observemos que x no es periódico, esto porque f−1(x) = ∅. Ahora,
veamos que Transf = {x}. Primero veamos que Transf no es vacío. Sea U un abierto no
vacío de X. Puesto que x es aislado de X, {x} es abierto en X. De aquí, por la propiedad
TT tenemos que existe k ∈ N tal que fk(x) ∈ U ; esto signi�ca que O(x, f)∩U no es vacío.
Por lo tanto, x ∈ Transf . Ahora, supongamos que existe x′ ∈ Transf tal que x′ 6= x. Por
de�nición, O(x′, f) es denso en X. Luego, O(x′, f) ∩ {x} no es vacío; por lo que existe
k ∈ N tal que fk(x′) = x. En consecuencia, fk−1(x′) ∈ f−1(x), lo cual contradice que
f−1(x) = ∅. En conclusión, x′ = x; es decir, Transf = {x}.

Por último, probemos que f(X) no es denso en X. Observemos que x 6∈ f(X), ya que
f−1(x) = ∅. Más aún, como {x} es abierto en X, se tiene que x 6∈ cl(f(X)). Por lo tanto,
x ∈ X \ cl(f(X)). Puesto que x es aislado de X, por el Corolario 4.3.11, f(X) no es denso
en X. �
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De la Proposición 4.3.31, se cumpleDO+, pues x es punto transitivo. Pero no se cumple
TT+, pues para todo U abierto no vacío de X, N+(U, {x}) = ∅, es porque f−1(x) = ∅.
Por consiguiente, TT++ no se cumple. Además, observemos que O(fn(x), f) ∩ {x} = ∅,
para n ≥ 1. Por lo tanto, ωf(x) 6= X, ésto signi�ca que DO++ no se cumple.

De la Proposición 4.3.31, se derivan los siguientes tres corolarios, de los cuales sólo uno
puede ocurrir a la vez; esto es por lo siguiente: En el Corolario 4.3.32, IsoX es +invariante
y el punto x no es pre-periódico, mientras que en Corolario 4.3.33 IsoX es + invariante,
pero x sí es pre-periódico; en el Corolario 4.3.34, IsoX no es +invariante.

Corolario 4.3.32. Sean X un espacio topológico de Hausdor�, x ∈ IsoX y f : X → X
una función continua que satisface la propiedad TT y f−1(x) = ∅. Si IsoX es +invariante,
entonces IsoX = O±(x, f) = O(x, f). Además, si x no es pre-periódico, entonces O(x, f)
contiene una in�nidad de puntos aislados distintos y el conjunto IsoX es denso en X.

Demostración. Supongamos que IsoX es +invariante. Por la Proposición 4.3.30, se cumple
que IsoX = O±(x, f). Además, puesto que f−1(x) = ∅, se tiene que O(x, f) = O±(x, f).
Así, IsoX = O±(x, f) = O(x, f).

Por otro lado, supongamos que x no es pre-periódico, pero además, por la Proposición
4.3.31, x no es periódico. En consecuencia, la órbita O(x, f) es in�nito y contiene sólo
puntos aislados. También por la Proposición 4.3.31, x ∈ Transf , por lo cual O(x, f) es
densa en X y dado que O(x, f) = IsoX , concluimos que IsoX es denso en X. �

Corolario 4.3.33. Sean X un espacio topológico de Hausdor�, x ∈ IsoX y f : X → X
una función continua que satisface la propiedad TT y f−1(x) = ∅. Si IsoX es +inva-
riante y x tiene una órbita pre-periódica de periodo l, entonces IsoX = O±(x, f) =
O(x, f) = X y X es �nito. Además, existe y ∈ X periódico de periodo k tal que
f−1(y) = {fk−1(x), f l−1(y)}.

Demostración. De manera similiar al Corolario 4.3.32, tenemos que IsoX = O±(x, f) =
O(x, f). Ahora probemos que O(x, f) = X. Por hipótesis, x es pre-periódico, por lo
cual O(x, f) es �nito y por la Proposición 1.3.7, es cerrado. En consecuencia O(x, f) =
cl(O(x, f)). Usando la Proposición 4.3.31, tenemos que x ∈ Transf , esto es que O(x, f)
es denso en X. De aquí, cl(O(x, f)) = O(x, f) = X. Por lo tanto, X es �nito.

Por otro lado, puesto que x es pre-periódico, existe y ∈ O(x, f), distinto de x, periódico
de periodo l; es decir, f l(y) = y. Además, existe k ∈ N tal que fk(x) = y. De aquí,
fk(x) = f l(y) = y. En consecuencia, f−1(y) = {f l−1(y), fk−1(x)}. �

Corolario 4.3.34. Sean X un espacio topológico de Hausdor�, x ∈ IsoX y f : X → X
una función continua que satisface la propiedad TT y f−1(x) = ∅. Si x no es pre-periódico
y IsoX = {fk(x) : 0 ≤ k ≤ n − 1}, para algún n ∈ N ∪ {0}, entonces X es in�nito y el
conjunto IsoX no es denso en X. Además, O(x, f) = O±(x, f) y O±(x, f) es denso en X.

Demostración. Por la Proposición 4.3.31, tenemos que x no es periódico; además, por
hipótesis, x no es pre-periódico, por lo que O(x, f) es in�nito. En consecuencia, X es
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in�nito. Observemos que, para k ≥ n, fk(x) no es aislado. Por lo tanto, IsoX es un
subconjunto propio y �nito de X.

Ahora probemos que IsoX no es denso en X. Puesto que IsoX es propio, tomemos un
abierto no vacío U de X \IsoX . Ya que {x} es abierto en X y como se cumple la propiedad
TT , existe k ∈ Z tal que {x} ∩ f−k(U) no es vacío; equivalentemente, fk({x}) ∩ U no es
vacío. Puesto que f−1(x) = ∅, aseguramos que k ∈ N. Así, fk(x) ∈ U . Observemos que
fk(x) 6∈ IsoX , pues U ⊂ X \ IsoX . Por lo tanto, IsoX ∩ U es vacío. En resumen, IsoX
no es denso en X. Además, O(x, f) = O±(x, f) ya que f−1(x) = ∅ y como x ∈ Transf ,
O±(x, f) es denso en X. �

Vamos con el segundo caso de la imagen inversa de un punto aislado, en el que se
tienen dos puntos.

Proposición 4.3.35. Sean X un espacio topológico de Hausdor� que contiene puntos
aislados y f : X → X una función continua que satisface la propiedad TT . Supongamos
que para todo z ∈ IsoX , f−1(z) no es vacío. Si existe x ∈ IsoX tal que f−1(x) contiene
dos puntos, entonces x es único y periódico y f−1(x) = {y, f l−1(x)}, donde l es el periodo
de y y para algún y ∈ X. Además, para cada k ∈ N, f−k(y) es aislado.

Demostración. Por la Proposición 4.3.28, tenemos que x es único y por la Proposición
4.3.24, x es periódico. Pongamos a l como el periodo de x. Puesto que f−1(x) contiene
dos puntos, tenemos que f−1(x) = {y, f l−1(x)}, para algún punto y ∈ X. Observemos
que f l−1(x) ∈ O(x, f), por lo que, utilizando otra vez la Proposición 4.3.24, y 6∈ O(x, f).
Además, por la Proposición 4.3.25, y es aislado. Como que x es único y por hipótesis,
f−1(y) consiste de un punto aislado. De aquí, para k ∈ N, f−k(y) consiste de un solo
punto aislado. �

Corolario 4.3.36. Sean X un espacio topológico de Hausdor� y f : X → X una función
continua que satisface la propiedad TT . Asumamos que para todo z ∈ IsoX , f−1(z) no es
vacío y que existe x ∈ IsoX tal que f−1(x) contiene dos puntos. Luego, O±(x, f) = IsoX
y O±(x, f) es in�nito. Además, Transf = ∅ y los conjuntos IsoX y f(X) son densos.

Demostración. Probemos que O±(x, f) = IsoX . Usando la Proposición 4.3.35, tenemos
que x es periódico y de la Proposición 4.3.27, obtenemos que O(x, f) ⊆ IsoX . De aquí,
por la Proposición 4.3.30, concluimos que O±(x, f) = IsoX .

Por otro lado, veamos que O±(x, f) es in�nito. Como x es periódico, tenemos que
O(x, f) es �nito; queda probar que O−(x, f) es in�nito. Por la Proposición 4.3.35, si l es
el periodo de x, tenemos que f−1(x) = {y, f l−1(x)}, para algún y ∈ X \O(x, f), además,
por la misma proposición, f−k(y) consiste de un sólo punto aislado, para todo k ∈ N,
y a�rmamos que todos son distintos. Para probar esto último supongamos que existe m
y n ∈ N distintos tales que f−n(y) = f−m(y). Sin pérdida de generalidad, supongamos
que n > m. Luego, y = fn−m(y); esto signi�ca que y es periódico. Puesto que f(y) = x,
se tiene que x ∈ O(y, f) y como x también es periódico, por la Observación 2.2.13,
obtenemos que O(x, f) = O(y, f). En consecuencia, y ∈ O(x, f), pero esto contradice que



104 4.3. Condiciones en el espacio topológico

y 6∈ O(x, f). Por lo tanto, f−n(y) 6= f−m(y). Así,
⋃
{f−k(y) : k ∈ N} es un conjunto de

puntos distintos; es decir, es in�nito. Observemos que
⋃
{f−k(y) : k ∈ N} ⊂ O±(x, f). En

conclusión, O±(x, f) es in�nito.
Ahora demostremos que Transf = ∅. Veamos que para todo z ∈ X, O(z, f) no es

densa en X. Recordemos que O−(x, f) es in�nito. De aquí, para cada z ∈ X, existe
x1 ∈ O−(x, f) tal que x1 6∈ O(z, f), por lo que {x1}∩O(z, f) = ∅. Ya que {x1} es abierto
en X, se sigue que O(z, f) no es denso en X. En resumen, Transf = ∅.

Finalmente, veamos que IsoX y f(X) son densos en X. Sea U un abierto no vacío de
X. Por la Proposición 4.3.26, IsoX es -invariante y abierto en X. Por la propiedad TT ,
existe n ∈ Z tal que U ∩ f−n(IsoX) no es vacío. Puesto que IsoX = O±(x, f) y como
O±(x, f) es +invariante, tenemos que f−n(IsoX) ⊂ IsoX , por lo que U ∩IsoX no es vacío.
Así, IsoX es denso en X. En consecuencia, O±(x, f) también es denso en X. Observemos
que:

f(O±(x, f)) = f(
⋃
k∈Z

fk({x})) =
⋃
k∈Z

f(fk({x})) =
⋃
k∈Z

fk+1({x}) =
⋃
k∈Z

fk({x}) = O±(x, f).

De aquí, O±(x, f) ⊂ f(X). Por lo tanto, f(X) es denso en X. �

Proposición 4.3.37. Sean X un espacio topológico de Hausdor� con puntos aislados y
f : X → X una función continua que satisface la propiedad TT . Supongamos que para
todo z ∈ IsoX , f−1(z) consiste de un sólo punto. Luego, ocurre exactamente uno de los
siguientes casos:

(a) Si existe x ∈ IsoX tal que x es periódico, entonces X = f(X) = Transf = IsoX .

(b) Si IsoX es +invariante y ninguno de sus puntos es periódico, entonces para cada
x ∈ IsoX , O±(x, f) = IsoX ; además, los conjuntos IsoX y f(X) son densos en X y
Trasf = ∅.

(c) Si existe y ∈ IsoX tal que f(y) 6∈ IsoX , entonces para todo k ∈ N, fk(y) no es aislado.
Además, Transf = ∅ y f(X) es denso en X. En este caso IsoX puede o no ser denso
en X.

Demostración. (a) Supongamos que x ∈ IsoX es periódico. Por hipótesis, para todo
k ∈ N, f−k(x) consiste de un sólo punto, el cual es aislado. Además, como x es
periódico , tenemos que f−k(x) ⊂ O(x, f), para todo k ∈ N. De aquí, O±(x, f) =
O(x, f). Luego, utilizando la Proposición 4.3.27 y la Proposición 4.3.30, obtenemos
que O(x, f) = O±(x, f) = IsoX . Ahora probemos que x ∈ Transf . Sea U un abierto
no vacío de X; como {x} es abierto y se cumple la propiedad TT , existe k1 ∈ N
tal que {x} ∩ f−k1(U) no es vacío, por lo cual se sigue que U ∩ O(x, f) no es vacío;
esto signi�ca que O(x, f) es denso en X. Notemos también que O(x, f) ⊆ Transf .
Además, puesto que O(x, f) es �nito y X es de Hausdor�, O(x, f) es un conjunto
cerrado de X. En consecuencia, tenemos que O(x, f) = cl(O(x, f)) = X = Transf .
Además, dado que f(O(x, f)) = O(f(x), f) = O(x, f) = X, se tiene que f(X) = X.
En resumen, obtenemos que X = f(X) = Transf = IsoX .
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(b) Sea x ∈ IsoX . Como IsoX es +invariante, por la Proposición 4.3.30, O±(x, f) = IsoX .
Por otro lado, sea U un abierto no vacío de X, puesto que {x} es abierto en X y se
cumple la propiedad TT , existe k ∈ Z tal que U ∩ f−k(x) no es vacío y dado que
f−k(x) ⊂ IsoX , se tiene que U ∩ IsoX no es vacío. Así, IsoX es denso en X. Más aún,
como:

f(O±(x, f)) = f(
⋃
k∈Z

fk({x})) =
⋃
k∈Z

fk+1({x}) =
⋃
k∈Z

fk({x}) = O±(x, f)),

tenemos que O±(x, f)) ⊂ f(X). Ya que O±(x, f)) es denso en X, se sigue que f(X)
es denso en X.

Ahora veamos que Transf = ∅. Para esto, probemos que para todo z ∈ X, O(z, f)
no es denso en X. Observemos que, como x no es periódico y para todo k ∈ N, f−k(x)
consiste de un punto aislado, se tiene que O−(x, f) es in�nito. Luego, para z ∈ X,
existe x1 ∈ O−(x, f) tal que x1 6∈ O(z, f). De aquí, {x1} ∩ O(z, f) = ∅ y como {x1}
es abierto en X, tenemos que O(z, f) no es denso en X. En conclusión, Transf = ∅.

(c) Sea y ∈ IsoX tal que f(y) 6∈ IsoX . Puesto que IsoX es -invariante, tenemos que
X \ IsoX es +invariante; observemos que f(y) ∈ X \ IsoX . Luego, para todo k ∈ N,
fk(f(y)) ∈ X \ IsoX ; ésto es, fk(y) 6∈ IsoX .

Ahora veamos que Transf = ∅. A�rmamos que O−(y, f) es in�nito, de otra forma y
sería periódico; si se cumpliera este último caso, para todo k ∈ N, fk(y) ∈ O−(y, f)
y como O−(y, f) ⊂ IsoX , tenemos que fk(y) ∈ IsoX , pero ya hemos demostrado que
fk(y) 6∈ IsoX . A�rmamos también que para cada z ∈ X, O(z, f) no es densa en X;
en efecto, puesto que O−(y, f) es in�nito, existe y1 ∈ O−(y, f) tal que y1 6∈ O(z, f);
esto signi�ca que {y1}∩O(z, f) es vacío y como {y1} es abierto en X, concluimos que
O(z, f) no es denso en X.
Con ésto, queda demostrada la proposición. �

Para terminar esta sección, mostramos los resultados obtenidos sobre las nociones en
espacios topológicos de Hausdor� con puntos aislados, esto se muestra en el Diagrama 4
de la Figura 4.3.

Figura 4.3: Diagrama 4
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4.3.3. Espacios topológicos no Hausdor�

En esta sección removeremos la propiedad de Hausdor� y probaremos sólo dos resul-
tados.

Proposición 4.3.38. Sean X un espacio topológico perfecto y T1 y f : X → X una
función continua. Si existe una órbita sucesión 〈xk : k ∈ N ∪ {0}〉 densa en X, entonces
para cualesquiera par de abiertos U y V de X, el conjunto N+(U, V ) no es vacío.

Demostración. Sean U y V dos conjuntos abiertos no vacíos deX y O = 〈xk : k ∈ N∪{0}〉
una órbita sucesión densa en X. Veamos que N+(U, V ) no es vacío. Primero de�namos los
siguientes conjuntos: N = {n ∈ N∪{0} : xn ∈ U} y M = {m ∈ N∪{0} : xm ∈ V }. Como
O es densa en X, N y M no son vacíos. Además, por la De�nición 2.5.1, f(xk) = xk+1;
esto lo podemos ver como fk(x0) = xk, para k ∈ N ∪ {0}. Ahora, supongamos que para
todo p ∈ N, fp(U) ∩ V = ∅. Se sigue que para todo p ∈ N y n ∈ N , fp(xn) 6∈ V , donde
fp(xn) = xp+n. De aquí, xp+n 6∈ V , para todo p ∈ N. En consecuencia, los elementos de
N son mayores que los elementos de M . Pongamos n = mı́nN y m = máxM . Luego,
m−n < 0. Dado que f es continua, tenemos que fm−n(U)∩V es abierto. Además, puesto
que fn(x0) = xn y xn ∈ U , tenemos que x0 ∈ f−n(U); más aún, fm(x0) ∈ fm(f−n(U)). Ya
que fm(x0) = xm y fm(f−n(U)) = fm−n(U), tenemos que xm ∈ fm−n(U). Como m ∈M ,
se tiene que xm ∈ fm−n(U) ∩ V .

Probemos que O \ {xm} es denso en X. Supongamos que existe un abierto no vacío
U de X tal que U ∩ O = {xm}. De aquí, (U \ {xm}) ∩ O = ∅. Por la Proposición 1.3.15
y puesto que X es T1, tenemos que U \ {x} es abierto en X; esto contradice la densidad
de O. Por lo tanto, O \ {xm} es denso en X. De manera inductiva, esto se puede probar
para un número �nito de puntos.

Puesto que fm−n(U) ∩ V es abierto en X y O \ {xm} es denso, existe k ∈ N tal que
xk ∈ fm−n(U) ∩ (V \ {xm}). Observemos que k ∈ M y xk 6= xm. Dado que m = máxM ,
tenemos que k < m. De aquí, podemos de�nir m1 = máxM \ {m}. De manera similar,
observemos que O\{xm, xm1} es denso en X, por lo cual existe m2 ∈M tal que m2 < m1

y xm2 ∈ fm−n(U)∩(V \{xm, xm1}). Observemos que podemos repetir este proceso cuantas
veces sean necesarias, por lo que existe k ∈ M , arbitrariamente pequeño, de tal forma
que xk ∈ fm−n(U)∩ V ; en particular, podemos encontrar k ∈M tal que 2m− n− k > 0.
Notemos que xm = fm(x0) = fm(f−k(xk)) = fm−k(xk). Más aún, puesto que xk ∈
fm−n(U), se tiene que fm−k(xk) ∈ fm−k(fm−n(U)) y fm−k(fm−n(U)) ∈ f 2m−n−k(U). En
consecuencia, xm ∈ f 2m−n−k(U)∩V . Esto contradice que fp(U)∩V = ∅, para todo p ∈ N.
Por lo tanto, existe p ∈ N tal que fp(U) ∩ V no es vacío. En conclusión, N+(U, V ) no es
vacío. �

De la última proposición tenemos el siguiente teorema:

Teorema 4.3.39. Sean X un espacio topológico perfecto y T1 y f : X → X una función
continua. Se tiene que la propiedad DO implica la propiedad TT+.

Proposición 4.3.40. Sean X un espacio topológico perfecto y f : X → X una función
continua y sobreyectiva. Si existe x ∈ X tal que O(x, f) es densa en X, entonces ωf(x) =
X.
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Demostración. Sea x ∈ X tal que O(x, f) es densa en X. Luego, cl(O(x, f)) = X. Puesto
que f es continua y sobreyectiva, para cada n ∈ N, se tiene que:

X = fn(X) = fn(cl(O(x, f))) = cl(fn(O(x, f))).

Por la Proposición 2.5.14, cl(fn(O(x, f))) = cl(O(fn(x), f). De aquí, cl(O(fn(x), f) = X,
para todo n ∈ N. En consecuencia, tenemos que:⋂

n∈N

cl(O(fn(x), f)) = X;

es decir, ωf(x) = X. �

De aquí, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 4.3.41. Sean X un espacio topológico perfecto y f : X → X una función
continua y sobreyectiva. Se tiene que la propiedad DO+ implica la propiedad DO++.

La equivalencia de las propiedades TT+ y DO+ se da para espacios métricos. Si el
espacio métrico no tiene puntos aislados, entonces DO+ implica TT+; si es espacio es
separable y non-meager [1], entonces TT+ implicaDO+, esto se puede ver en [20]. Además,
la equivalencia de las propiedades DO y TT se da en espacios métricos si el espacio es
compacto [21].

En el Diagrama 5 de la Figura 4.4, damos una descripción de los resultados que hemos
probado en espacios topológicos en general y con propiedades adicionales. En el Diagrama
5 consideremos que el espacio topológico es de Hausdor�; las propiedades que se requieren
además de ésta están indicadas en cada �echa.

Figura 4.4: Diagrama 5
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Conclusiones

La unión de la topología y los sistemas dinámicos ha permitido ahondar en el estudio
de los sistemas dinámicos discretos, particularmente, los que tienen la propiedad de la
transitividad topológica, la cual mencionamos en la De�nición 3.1.1. Además de esta
propiedad, se han de�nido otros tipos de sistemas dinámicos discretos, los mezclantes, los
débilmente mezclantes, totalmente transitivos, caóticos, minimales, entre otros (De�nición
3.1.5); un hecho importante que se ha obtenido es que todos éstos tienen la propiedad
transitiva, lo cual hemos sintetizado en el Diagrama 1.

Por otro lado, han surgido algunas nociones que se relacionan con la transitividad
topológica, las cuales hemos señalado en la De�nición 4.1.1. En principio, se han estudiado
las relaciones entre estas nociones en un espacio topológico general y se han obtenido las
siguientes implicaciones que resumimos en la Figura 4.5:

.

Figura 4.5: Espacio topológico general

Cuando se trabaja en un espacio topológico de Hausdor� y perfecto, se obtienen al-
gunas equivalencias. Por ejemplo, la propiedad DO++ es equivalente a DO+; TT+ es
equivalente a TT y la Propiedad TT++ es equivalente a TT . Cuando el espacio tiene pun-
tos aislados, DO++ es equivalente a TT+, DO es equivalente a TT y TT++ es equivalente
TT+. En resumen, tenemos la Figura 4.6.
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Figura 4.6: Resultados obtenidos

Otros resultados muy importantes que hemos reunido en este trabajo está relacionado
con los puntos aislados. Lo podemos resumir de la siguiente manera:

Sean X un espacio topológico de Hausdor� con puntos aislados y f : X → X una
función continua que satisface la propiedad TT . Exactamente uno de los siguientes casos
ocurre:

(1) Si existe x ∈ IsoX tal que f−1(x) = ∅, entonces x es único, Transf = ∅ y f(X)
es denso. En este caso, DO+ se cumple, pero no se cumple TT+, TT++ y tampoco
DO++. Con todo esto, uno de los siguientes caso ocurre:

a) Si IsoX es +invariante, entonces IsoX = O±(x, f) = O(x, f). Si x es pre-periódico,
O(x, f) es in�nito y el conjunto IsoX es denso en X.

b) Si IsoX es +invariante y x es pre-periódico, IsoX = O±(x, f) = O(x, f) = X, X
es �nito y existe y ∈ X periódico de periodo k tal que f−1(y) = {fk−1(x), f l−1(y)}.

c) Si x no es pre-periódico e IsoX = {fk(x) : 0 ≤ k ≤ n−1}, para algún n ∈ N∪{0},
entonces X es in�nito, IsoX no es denso en X y O(x, f) = O±(x, f) y O±(x, f) es
denso en X.

(2) Si z ∈ IsoX , f−1(z) 6= ∅, entonces existe un único x ∈ IsoX tal que f−1(x) contiene
dos puntos, f−1(x) = {y, f l−1(x)} donde l es el periodo de x y para algún y ∈ X y
para cada k ∈ N, f−k(y) es aislado. De aquí, tenemos lo siguiente:

a) O±(x, f) = IsoX y O±(x, f) es in�nito, Transf = ∅ e IsoX y f(X) son densos.

(3) Si para todo z ∈ IsoX , f−1(z) consiste de un solo punto, entonces exactamente uno
de los siguientes casos ocurre:

a) Si existe x ∈ IsoX tal que x es periódico, entonces X = f(X) = Transf = IsoX .

b) Si IsoX es +invariante y ninguno de sus puntos es periódico, entonces para cada
x ∈ IsoX , O±(x, f) = IsoX ; además, los conjuntos IsoX y f(X) son densos en X
y Trasf = ∅.

c) Si existe y ∈ IsoX tal que f(y) 6∈ IsoX , entonces para todo k ∈ N, fk(y) no es
aislado. Además, Transf = ∅ y f(X) es denso en X. En este caso IsoX puede o
no ser denso en X.



Idea de la transitividad

Figura 4.7: �Idea de la transtividad� (Gra�to) A. Revilla
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