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Introduccion

La nocién de simetria en el estudio de los espacios métricos parece bastante intuitiva
cuando casi involuntariamente asociamos la definicién abstracta de la métrica con la idea
bastante arraigada desde edad temprana que se tiene de ’distancia’. Gran parte de la
teoria sobre espacios métricos estd basada en esta propiedad -la simetria-, y resulta curioso
analizar como cambian los resultados al debilitar la definicién de la métrica privandola de
ella. En principio podria parecer mero entretenimiento metddico del ocioso, acostumbrado
al proceder matemdtico que busca la generalizacion en su expresion mas elevada; sin
embargo, lejos de las predicciones inmediatas, este tipo de espacios resultan de mucha
utilidad para el analisis de estructuras en las cuales la direccién de comparacién importa,
donde se intenta formalizar la nociéon del "beneficio’ obtenido al sustuir un elemento
del espacio por otro. Tal es el caso del Espacio de Funciones de Complejidad definido
por Schellekens en 1997, el cual busca dotar de rigor matematico formal a la teoria de
complejidad de algoritmos.

En principio, la teoria usual de complejidad de algoritmos permite hacer
comparaciones respecto a la eficiencia entre dos algoritmos distintos para resolver un
mismo problema, y asi elegir el mas adecuado de acuerdo a requerimientos de espacio
y tiempo. Estd demds decir que en la mayoria de los casos es deseable trabajar con
el algoritmo que requiera menores cantidades de tiempo y de espacio para obtener
la solucion, pero determinar cudl de los algoritmos disponibles lo es, no siempre es
tarea sencilla, debido a que lo que usualmente se hace para clasificarlos es acotar
superiormente a su funcién de complejidad con la funcién mas cercana y mas “sencilla”,
y con ello asignarle un orden. Dado que naturalmente existen muchos algoritmos del
mismo 6rden, la comparacion entre ellos puede ser dificil de definir derivando en el
problema anteriormente mencionado. El espacio particular que propone Schellekens en
[16], el Espacio de Funciones de Complejidad al que denotaremos como C', ofrece una
alternativa para esta comparacion, aplicable para cualquier par de algoritmos.

Uno de los objetivos principales de este trabajo es mostrar una aplicacion directa
de los espacios asimétricos en el area de la complejidad de algoritmos. Para ello resulta
necesario hacer mencién de algunos conceptos fundamentales de la teoria de complejidad,
asi como sobre espacios asimétricos, con la intencién de bien lograr la combinacién que
pretende hacerse.



INTRODUCCION

En los capitulos 1 y 2 ponemos sobre la mesa algunos fundamentos de la teoria
de complejidad de algoritmos y sobre los espacios que prescinden de simetria, tales
como los espacios cuasi-uniformes, los espacios cuasi-métricos, los espacios normados
asimétricamente y finalmente los conos normados asimétricamente, dado que esta tltima
es precisamente la estructura que poseen el espacio de complejidad y su espacio dual
como los presentamos en este trabajo. Fn el capitulo 3 definiremos propiamente el espacio
de complejidad C' asi como su espacio dual C*, y mencionaremos algunas propiedades
topoldgicas de estos espacios, las cuales utilizaremos posteriormente en el capitulo 4 para
mostrar una aplicacién a los algoritmos divide y venceréas probabilistas.



Capitulo 1

Preliminares

La complejidad de algoritmos es un area de estudio muy extensa que aplica diversas
herramientas de la teoria de aproximacion y del andlisis funcional, entre otras. Para
los fines de este trabajo, es suficiente con bosquejar algunos principios de la teoria de
complejidad usual para después conjugarlos con la teoria del espacio de funciones de
complejidad C' propuesta recientemente por Schellekens y Romaguera en [16].

En este capitulo presentaremos algunos conceptos importantes en relaciéon a la
complejidad de algoritmos, haremos referencia al significado de la funcién de complejidad
asociada a un algoritmo, a la forma de calcularla -para algunos casos sencillos- y a la
manera usual de acotar estas funciones mediante otras de expresiéon mas simple con el
fin de agruparlas en clases, las cuales permiten realizar algunos tipos de comparaciones
respecto a su eficiencia. Posteriormente dedicamos una breve seccion a los algoritmos
probabilistas y a los algoritmos divide y vencerds, ya que en un capitulo posterior
se aplicara la teoria del espacio de complejidad -como fue definida por Schellekens y
Romaguera- al caso particular de los algoritmos divide y venceras probabilistas.

El lector interesado puede encontrar informacién mas extensa sobre estos temas en

[15] y [5].

1.1. Complejidad de algoritmos

La palabra algoritmo surge como una deformacion del nombre de un matematico
del siglo IX, “Al-Jowarizmi”, quien publicé un libro de numerales hindies los cuales
sentaron las bases para la notaciéon decimal moderna. Originalmente, el término comenzé
a ser utilizado para denotar las reglas de la aritmética, utilizando notacién decimal,
para posteriormente adquirir un significado mas general y ser aplicado para referirse a la
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secuencia especifica de pasos que debian seguirse para resolver un problema cualquiera,
y no necesariamente célculos aritméticos.

Especificamente, un algoritmo es un conjunto finito de instrucciones precisas cuyo
seguimiento conduce a la solucion de un problema o calculo.

Generalmente, un algoritmo debe tener ciertas propiedades, tales como:

= Entrada: Un algoritmo debe recibir valores de entrada que son elementos de un
conjunto especificado.

= Salida: Para cada conjunto de valores de entrada, el algoritmo devuelve valores de
salida en un conjunto especifico, las cuales son las soluciones para el problema con
esa entrada fija.

= Definicion: Los pasos a seguir deben estar definidos claramente.

» Correccion: El algoritmo debe arrojar valores correctos para cada conjunto de
entrada.

= Duracion finita: El algortimo debe ser capaz de resolver el problema tras ejecutar
una cantidad finita de pasos, sin importar el tamano del conjunto de valores de
entrada.

» Efectividad: Debe ser posible realizar cada uno de los pasos que indica el algoritmo
en un periodo finito de tiempo.

= Generalidad: El algoritmo debe ser capaz de resolver el problema para cualquier
conjunto de entrada de valores permitidos, no sélo para un conjunto particular de
datos de entrada.

Dado un algoritmo, es 1til preguntarse por la cantidad de operaciones que éste necesita
realizar para resolver un problema de tamano n. Puede hablarse tanto de la complejidad
espacial como de la complejidad temporal de un algoritmo, y esto es lo que a grandes
rasgos puede entenderse como la complejidad temporal, debido a que la cantidad de
operaciones requeridas para resolver un problema estd relacionada directamente con el
tiempo de ejecucion. La mayoria de la literatura existente sobre complejidad se enfoca
en la complejidad temporal y este trabajo no es la excepcion. Claramente el tiempo
que le tomard al algoritmo obtener la solucién depende en gran medida de la capacidad
de la computadora en la cual se ejecute, por ello se introduce una constante indicando
dicha capacidad. Con el objetivo de prescindir de esa constante, se acota la funcién
de complejidad del algoritmo mediante la funciéon inmediata “ma&s cercana” que ademés
resulte ser la “mas simple”, y con ello se introduce la notaciéon O.

Entendamos como funcién de complejidad de un algoritmo a la funcién f: N — R*
que indica el tiempo que le toma al algoritmo resolver un problema de tamano n. De

4
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acuerdo a lo anterior, es de esperarse que el valor de f(n) aumente al crecer el valor
de n, asi estas funciones son crecientes. En la préactica es de gran interés analizar estas
funciones de complejidad para valores de n muy grandes.

El tiempo total que le toma a un algoritmo resolver un problema de tamano n
puede calcularse como la suma del tiempo que le toma al ordenador realizar cada una
de las operaciones elementales indicadas en dicho algoritmo. Estas operaciones pueden
ser comparaciones u operaciones aritméticas. Sin embargo, el tiempo que le toma al
ordenador realizar cada una de estas operaciones depende de las caracteristicas propias
del ordenador, por lo cual, para facilitar el analisis, la complejidad temporal puede ser
vista como la cantidad de operaciones elementales que realiza el algoritmo para resolver
el problema de tamano n, en lugar del tiempo que le toma al ordenador realizarlas.

En la practica es de mucha utilidad acotar estas funciones de complejidad, (ya sea
superiormente, inferiormente o una combinacién de ambas) para obtener una referencia
util respecto a su velocidad de crecimiento. La sub-seccion a continuaciéon muestra como
encontrar las cotas mas comunmente utilizadas en la teoria de complejidad de algoritmos.
Estas cotas pueden ser utilizadas para cualquier funcién f : N — R, por lo cual la
teoria siguiente se enuncia para ese tipo de funciones en general.
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1.1.1. Crecimiento de funciones

Antes de ejemplificar el calculo de las funciones de complejidad de algoritmos
especificos y comparar la eficiencia de aquellos que resuelven un mismo problema,
introduciremos algunas medidas comunes de referencia que resultan muy utiles para
dicha comparacién. Estas medidas son cotas que sirven para aproximar el crecimiento
de funciones, y las mas comunes en relacion a la complejidad de algoritmos son las que
se presentan en esta sub-seccién.

Cota superior: Notacion O

Una manera de establecer una referencia respecto al crecimiento de la funcion de
complejidad de un problema o algoritmo, es encontrar otra funcién de expresién “mas
simple” que acote su imagen superiormente a partir de algiin n fijo. Para ello se introduce
la notacién que se define a continuacién.

Definicién 1.1 Dadas las funciones f,g : N — R™, se dice que la funcién g domina
a f (o que f es dominada por g) si existen constantes M € Rt y k € N, tales que

) < M para todo

n)

~

f(n) < M g(n), siempre que n > k, o de forma equivalente, si
n > k. A las constantes M y k se les llama “testigos”.

—~

g

Cuando f es dominada por g se utiliza la notacién f € O(g) lo cual se lee como “f es de
orden g”. Con lo anterior, O(g) representa el conjunto de todas las funciones con dominio
N y contradominio R* que son dominadas por g.

Es claro que si f € O(g) y g € O(h) entonces f € O(h). Sin embargo, a menos que
h € O(g), la proposicién f € O(g) es mejor que f € O(h), es decir, nos interesa encontrar
la mejor (“la mds econémica”) g para la cual f € O(g).

Algunos de los érdenes que con mayor frecuencia se utilizan para comparar las
funciones de complejidad son los siguientes (en orden creciente):

Forma Nombre
O(1) Constante
O(log n)  Logaritmico
O(n) Lineal

O(n log n) nlogn
O(n?) Cuadratico
O(n?) Cibico
O(n™) Polinomial
ocm) Exponencial
O(n!) Factorial

Un método til para encontrar constantes M, k (o testigos) de la relacién f € O(g),
es comenzar por seleccionar un valor de k para el cual pueda estimarse el valor de f(n)

6



CAPITULO 1. PRELIMINARES

para n > k y posteriormente utilizar esa estimacion para encontrar una constante M que
permite que se cumpla f(n) < Mg(n) para todo n > k.

Notemos también que la existencia de un par de testigos para la relacién, garantiza
la existencia de infinitos de ellos. Esto es facil de mostrar, dado que teniendo a M y a
k como testigos entonces para cualesquiera constantes M’ y k' con M’ > M y k' > k se
cumple que f(n) < Mg(n) < M'g(n) paran > k' > k.

Tomemos como ejemplo un algoritmo cuya funcién de complejidad esta dada por
f(n) =2n*+2n%+1, veamos que f € O(n*) utilizando el método anterior. Notemos que
para n > 1 se cumple que n? < n* y que 1 < n?*, luego podemos acotar el valor de f(n)
como sigue:

f(n) = ont +2n2 +1 < 2n* +2n* + n* = Hnt

asi se tiene que para las constantes M =5 y k = 1 se cumple que
f(n) < Mn*

para todon > ky f € O(n%).

Como se menciond anteriormente, podemos encontrar otro par de testigos para esta
relacién, tomemos por ejemplo k' = 2, asi para n > k' se tiene que

f(n)=2n*+2n*+1 < 2n* +n* +n* = 4n*

luego la constante M’ = 4 funciona también como testigo de la relacion. Nétese con esto
que M’ no necesariamente tiene que ser mayor que M.

Puede verse que f(n) € O(n™) sélo param > 4, pero como se mencion anteriormente,
se busca “la mejor” g para la cual la relacion se cumpla. Como ejemplo de esto, mostremos
que la funcién f definida anteriormente es O(n®), en efecto, para n > 2 se tiene que
n® > 2n?, luego

f(n) =2n*+2n* +1<n° +n® 4+ n° = 3n°

de donde k = 2 y M = 3 son testigos de la relacién f € O(n®). Sin embargo, dado que se
busca la funcién de menor orden que acote a f, lo conveniente en este caso es considerar

a f de orden O(n?).

Nétese también que dado que n* < 2n*+2n2+1 paran > 1, se cumple que n* € O(f),
esto es, las funciones f(n) = 2n* + 2n* + 1y g(n) = n* son del mismo orden.

El ejemplo anterior da pauta a una generalizacién importante que resulta 1util para
calcular el orden de las funciones de complejidad polinomiales. El enunciado de este
resultado es el siguiente:

Teorema 1.1 Sea f(n) = aun™ + dpn™ P+ -+ an + a, con
U, ..., a9 € R. Entonces f € O(n™).
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Demostracion: Notemos que para n > 1 se cumple que

f(n) = apn™+apn™ '+ - +an+a,

<|am | n™+ | apmt | 0™+ | ay | n+ | a, |

= n"lam |+ ==+ FIm= 1+ D

< (L am |+ [ama |4+ ]a [+ ]ao)).

Esto es, para M =| ap, | + | @1 | +---4+ | a1 | + | ao | y n > 1 se cumple que
f(n) < Mn™, de donde f € O(n™). [ |

Cabe hacer una distincién entre la complejidad de un problema especifico y la
complejidad de un algoritmo que lo resuelve. Entendamos la complejidad de un problema
como la complejidad del algortimo “mas eficiente” con el que se llega a la solucion.

A continuacién veamos unos ejemplos que ilustran la manera de calcular la O para
las funciones de complejidad de algunos problemas.

Ejemplos:
1. Consideremos el problema de la suma de los primeros n enteros positivos. Dado
que
1+24--4+n<n+n+---+n=n?

se tiene que 1 + 2 + - - - +n € O(n?), tomando las constantes M =1y k = 1.

2. Consideremos la funcién factorial f(n) = n!. Notemos que para n > 1 se cumple
que
f(n)=n!=1-2-3-..-n<n-n-n-...-n=n",

de donde, con M =1y k =1 como testigos, la relacién n! € O(n") se cumple.

3. Consideremos ahora la funcién f(n) = log(n!). De la relacién n! < n" del ejemplo
anterior se tiene que log(n!) <log(n") = nlog(n), de donde log(n!) € O(nlog(n)).

4. Utilizando induccién matematica puede probarse que para todo n € N se cumple
que n < 2™. De aqui es facil deducir que con k = 1y M = 1 como testigos, n € O(2").
Tomando logaritmo base 2 en la desigualdad anterior, se tiene que logy(n) < n, luego
log,(n) € O(n), nuevamente con M = k = 1 como testigos.

Para logaritmos base b # 2 se tiene que

log,(n) n
logy(n) =
’ log,(b)  log,(b)
para todo n € N. Luego, tomando M = m y k = 1 como testigos se obtiene

nuevamente la relacién log,(n) € O(n).
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Cota inferior: Notaciéon Omega

En la seccion anterior se mostré que la notacién O ofrece una manera efectiva de
acotar superiormente las funciones de complejidad para valores grandes de n. Sin embargo
también en muchas ocasiones se requiere acotar inferiormente la funcién de complejidad,
utilizando otra funcién de expresién méas simple. Con el objeto de atender esta necesidad,
se ha introducido la notacién omega que se define a continuacion.

Definicién 1.2 Sean f,g: N — R*, se dice que f(n) es Q(g(n)) si existen constantes
k y M tales que

f(n) = Mg(n)
para todo n > k.

Puede verse que hay una fuerte relacién entre la notacion O y la notacion (). Esta
relacion estd enunciada en la siguiente proposicion, la cual es facil de verificar.

Proposicién 1.1 Dadas las funciones f,g: N — R* | f esQ(g) si y sdlo si g es O(f).

Mostremos un ejemplo para ilustrar la forma de encontrar las cotas 2.

Ejemplo: Consideremos la funcién f(n) = 5n* + 3n® + 2n. Mostremos que ésta es
Q(n*). En efecto, nétese que para todo n € N se cumple que

f(n) = 5n* + 3n® + 2n > 5n*

asi, tomando a k =1y M = 5 como testigos, se cumple la relacién f(n) € Q(n?). Por la
proposicién anterior, esto puede deducirse también probando que g(n) = n* es O(f(n)),
lo cual se satisface tomando M =1y k =1 como testigos.

Notacion Zeta

Tanto la notacién O como la ) proporcionan una buena referencia para entender
el crecimiento de las funciones. Sin embargo, lo ideal seria poder relacionar ambas
notaciones para establecer el 6rden de crecimiento de las funciones, esto es, encontrar
una funcién ¢g tal que multiplicada por algunas constantes, acote tanto inferiormente
como superiormente a la funcién f para valores grandes de n. La notacion Zeta ofrece
precisamente esto, y se define de la manera siguiente.
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Definicion 1.3 Sean f,g: N — R*, decimos que [ es ©(g) si f es O(g) y f es Q(g).
En este caso se dice que f es del orden de g.

La definicion anterior dice que si f es ©(g) entonces existen constantes My, My y k
tales que
Mig(n) < f(n) < Mag(n)

para todo n > k.

Proposiciéon 1.2 Si f es ©(g) entonces g es O(f).

La proposicién anterior es trivial, sin embargo resulta de importancia pues sienta la
nocién de equivalencia (relacién de equivalencia) de funciones de complejidad respecto a
la notacién zeta, debido a que dota a la relacion de simetria.

Al igual que en las otras notaciones, se busca que la funcién de referencia g(n) tenga
una representacién simple, para asi facilitar la clasificacion respecto al orden de las
funciones. A continuacion mostraremos algunos ejemplos sobre la notacion ©.

Ejemplos:

1. Consideremos nuevamente la suma de los primeros n enteros positivos, esto es,
f(n) =142+ 3+ ...+ n. Veamos si este problema es de orden n?. Ya se ha mostrado
anteriormente que f es O(n?), resta probar que f es Q(n?) y para ello es suficiente
encontrar una constante M tal que f(n) > Mn? para valores de n lo suficientemente
grandes. Para encontrar esta constante M, consideremos la sumatoria de los enteros
mayores que 3 y acotemos inferiormente la sumatoria total por esta sumatoria reducida,
es decir,

Yz iz Y [ =0l E= GG -1

(donde [n/2] representa la parte entera de n/2). Asi M = 1 es una constante que permite
establecer la relacién f € Q(n?), y cumpliéndose ambas relaciones se concluye que f es

O(n?).

2. Probemos que la funcién f(n) = 5n® + 4nlog,(n) es de orden g(n) n?.

Comencemos por probar que f(n) es O(n?), en efecto, ya se ha probado que log,(n) < n,
de donde para n > 1 se tiene que 4nlog,(n) < 4n? < 4n3. De aqui

f(n) = 5n® 4 4nlogy(n) < 5n® + 4n® = In?

de donde, tomando k =1y M =9 como testigos, se cumple la relacién f(n) es O(n?).

10
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Resta probar que f es Q(n?), para ello utilicemos la proposicién 1.1, esto es, probemos
que n3 es O(f). Esto es claro, ya que

n® < 5n3 + 4nlog,(n)
para todo n € N. Por tanto, f es ©(n?).

Para la notacién O existe un resultado importante andlogo al que se probd
anteriormente para la notaciéon O. La importancia de este resultado reside en el hecho
de que ofrece una manera sencilla de calcular el orden de una funcién polinomial,
considerando solamente el grado del polinomio. Este resultado se enuncia de la manera
siguiente y es facil de verificar.

Proposicién 1.3 Sea f(n) = apun™ + apn™ ' + -+ -+ ayn + ag donde a; € R para
i=1,...,m yay,#0. Entonces f es ©(n™).

1.1.2. Combinaciones de funciones

Existen algoritmos que llevan a cabo procesos separados de manera simultanea,
es decir, dividen el problema que buscan resolver en sub-problemas que resuelven
independientemente. Obtener una estimacion de su notacién O requiere hacer el célculo
de la notaciéon O de cada uno de dichos procesos y combinar las estimaciones. En muchas
ocasiones es util hacer el cdlculo del comportamiento de la notaciéon O para la suma y el
producto de funciones cuyas estimaciones O son conocidas.

Sean fi, fo : N — Rt con f1 € O(g1) y f2 € O(g2), esto es, existen My, My € RT y
k1, ky € N tales que

fi(n) < My gi(na) y  fa(ng) < My ga(ne),

para ny > ki y no > ko.

Estimemos la suma de f;(n) y fo(n). Nétese que para n > méx(k;, ko),
(fi+ () = fi(n) + fa(n)
< My gi(n) + Mz g2(n)
< Myméx {gi(n), g2(n)} + Mz max {g1(n), ga(n)}
= (M + M) max {gi(n), g2(n)} .

11
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Con esto tenemos que f; + fo € O(méx{gi1(n), g2(n)}).

Estimemos ahora el orden del producto de fi(n) y fa(n). Para n > méax(ky, k2),

(fifz)(n) = filn)fa(n) < My gi(n) My ga(n) = MM gi1ga(n),

de aqui se sigue que fifo € O(g192).

De este modo, por ejemplo, puede deducirse facilmente el orden de la funcién
f(n) =5n3logy(n!) + (2n* + 4) log,y(n):

Como se mencion6 anteriormente, log,(n!) € O(nlogy(n)) y 5n° € O(n?), de
donde 5n3log,(n!) € O(n*logy(n)). Por otro lado, como 2n% + 4 € O(n?), se tiene
que (2n* 4 4)logy(n) € O(n%logy(n)). Finalmente, al combinar la suma se tiene que
f(n) = 5nlogy(n!) + (2n? + 4) log,(n) € O(n*logy(n)).

En la practica es comun trabajar tinicamente con la notaciéon O, pues basta con
poder garantizar que el crecimiento de la funcion de complejidad de un algoritmo estéa
acotado superiormente por una funcién de crecimiento conocido (y preferentemente no
tan acelerado) para decidir si es conveniente trabajar con dicho algoritmo o no.

A continuacion detallaremos algunos algoritmos de ordenacién y busqueda comunes
y deduciremos su funcion de complejidad y su notacion O, con el fin de ejemplificar el
calculo de dichas funciones y la forma en que estas son 1tiles para realizar comparaciones
en cuanto a la eficiencia de distintos algoritmos que resuelven un mismo problema.

1.1.3. Funciones de complejidad de algunos algoritmos

Con la intencion de ilustrar los conceptos anteriores, mencionemos como ejemplo
el calculo y clasificacién respecto al orden de las funciones de complejidad de algunos
algoritmos comunes.

Bisquedas

Un problema de busqueda se define como el problema de localizar un elemento x en
una lista de elementos a1, as, ...,a, o determinar si dicho elemento no esta en la lista.
Un algoritmo que resuelve este problema debe devolver la posicién del elemento en la
lista o un valor indicativo (por ejemplo 0) en caso de que el elemento no se encuentre en
dicha lista. Existen diversos algoritmos para resolver este tipo de problemas, algunos de
ellos son mas eficientes que otros en cuanto a complejidad temporal. A continuacion se
mencionaran y compararan dos de ellos.

12



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Buisqueda Lineal: Este algoritmo realiza comparaciones entre el elemento buscado x
y cada uno de los elementos de la lista aq, as, ..., a, en el orden en que estos aparecen, es
decir, se comienza por comparar x con aq, de ser iguales el algoritmo termina devolviendo
el valor 1, de lo contrario continia comparando z con el siguiente elemento, as. El
algorirmo continta hasta encontrar un valor ¢ tal que z = a; o hasta determinar que
x no esta en la lista tras revisar todos los elementos.

Supongamos que se desea encontrar el elemento z en una lista de tamano n, el
algoritmo realiza dos comparaciones para cada elemento que revisa, una para determinar
si x es igual a dicho elemento y otra para verificar que el elemento revisado no sea el
ultimo en la lista y continuar la busqueda. Asi, si el elemento x se encuenta en la j-ésima
posicién de la lista, se habran realizado hasta entonces 25 + 1 comparaciones, debido a
que aun cuando el elemento es encontrado, se comprueba que no se ha llegado al final de
la lista. En el peor de los casos, cuando el elemento x no se encuentra en la lista, ha sido
necesario revisar uno a uno los n elementos que la conforman, lo cual conduce a un total
de 2n + 1 comparaciones. Al hacer el andlisis de complejidad es necesario considerar el
peor de los casos, ya que ahi se tienen todas las operaciones necesarias para garantizar
que se obtendra una solucién al problema. Por tanto la funcién de complejidad de este
algoritmo es f(n) = 2n + 1, la cual es de orden O(n).

Otro caso importante a considerar en el andlisis de complejidad del algoritmo es el
llamado caso promedio, este se calcula como el promedio de operaciones que el algoritmo
necesita realizar para resolver un problema de tamano fijo considerando todas las posibles
entradas. En este caso, calculémoslo suponiendo que el elemento buscado x se encuentra
en la lista. Las entradas posibles (listas arbitrarias con la condicién de contener a z) sélo
difieren en una caracteristica importante: la posicién en la que se ubica z, por tanto se
consideran n entradas posibles distintas. Ahora, en la revisién de la j-ésima entrada de
la lista se han hecho 2j + 1 comparaciones, por tanto la funciéon de complejidad para el
caso promedio seria

2(2i+1) m+230 5 1_1_% {n(njtl)
n

f(n) =

= 2
n n 2}n+

la cual es igualmente de orden O(n).

Busqueda Binaria: Esta busqueda puede hacerse cuando los elementos de la lista
estan ordenados. Comienza comparandose x con el elemento central de la lista
ai, as, ..., an, sea éste a,, donde m es igual a la parte entera de "T“ De esta comparaciéon
se tienen los siguientes casos: si z < a,,, la bisqueda se restringe a la lista aq, as, ..., a,
ignorando el resto de los elementos, en caso contrario, la lista se reduce a @, 11, G2, ..., Ay
y la bisqueda continia alli. Este proceso se repite comparando x con el término central

de la lista reducida, determinando en cudl de las dos mitades de ésta se encuentra y
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continuando la busqueda de x en la nueva restriccion. El algoritmo termina cuando la
lista reducida cuenta con un sélo elemento a;, y se determina si este elemento es igual a
x 0 si x no se encuentra en la lista; asi, en caso de encontrarse x, el algoritmo devuelve
el valor de 1.

Supongamos que se necesita encontrar el elemento x en una lista de tamano n.
Debido a que este tipo de busqueda va recortando la lista en dos para cada iteracién, es
conveniente considerar k = log, n para asf tener n = 2*. En caso de que k no sea entero,
puede acotarse n de la forma 2% < n < 281 y asf considerar el menor entero i tal que 2°
es mayor o igual que n.

En cada paso del algoritmo, se hace una revisién a la lista restringida para ver si
esta cuenta con mas de un elemento y de ser asi, se busca el elemento central para ser
comparado con el elemento buscado z, (esto es, en cada paso se realizan dos operaciones).
Dependiendo del resultado de esta comparacion la busqueda se restringe a una de las
dos mitades de la lista original, por tanto puede considerarse que esta lista reducida es
de longitud 2¢~!, y en esta lista nuevamente se realizan dos comparaciones. Puede verse
entonces que antes de llegar a tener una lista reducida de longitud uno (2°), son necesarias
2k = 2log, n comparaciones. Por tanto la funcién de complejidad de este algoritmo es
f(n) = 2logyn, la cual es de orden O(log,(n)). De aqui puede notarse que la buisqueda
binaria es mas eficiente que la busqueda lineal, en el peor caso.

Busqueda del mayor elemento: Este es un problema de busqueda particular, en el
cual el objetivo es encontrar el mayor elemento en una lista de elementos comparables,
bajo el supuesto de que los elementos listados no estdn ordenados. Este algoritmo
comienza por considerar el primer elemento listado como el “maximo provisional” y
tras verificar que éste no es el ultimo elemento de la lista, lo compara con el siguiente
para establecer cual de ellos es de mayor valor y asi realizar una actualizacion del
maximo provisional de ser necesario; el algoritmo continia hasta haber revisado todos
los elementos de la lista en busca del de mayor valor.

Analicemos el nimero de comparaciones que realiza este algoritmo para encontrar el
elemento maximo en una lista de tamano n, como medida de su complejidad temporal.
Debido a que para cada elemento z; de la lista, donde ¢ = 1,...,n, el algoritmo hace
la verificacion de que este no sea el iltimo elemento de la lista y posteriormente lo
compara con el maximo provisional, para cada elemento a partir del segundo se realizan
dos comparaciones, ademas desde el primer elemento se verifica que no se haya llegado
al final de la lista, por tanto en total se requieren 2(n — 1) +1 = 2n — 1 operaciones. Asi,
la funcién de complejidad de este algoritmo es f(n) = 2n — 1, y esta es de orden O(n).
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Ordenacion

Cuando se cuenta con un conjunto de elementos comparables, en los cuales es posible
establecer un orden, es comun requerir que estos se encuentren de forma ordenada. Una
ordenacién consiste en construir una lista en la cual los elementos se encuentren dispuestos
en forma creciente (o decreciente).

Debido a la utilidad de la ordenacion, se han desarrollado muchos algoritmos que
resuelven este problema, algunos de ellos mas eficientes que otros y que funcionan mejor
para algunos casos especificos. A continuacién se muestran dos de ellos.

Método de la burbuja: Este algoritmo consiste en la comparacion de elementos
adyacentes en la lista, con esta comparacion puede hacerse o no un intercambio de
estos elementos dependiendo de cudl de ellos sea mayor. Generalmente se colocan en
forma creciente. Una vez ordenados estos dos elementos, se prosigue haciendo la revision
y comparacion de los siguientes dos elementos adyacentes en la lista para colocarlos en
orden. Esto es, en una lista de tamano n, para cada ¢ =1, ...,n—1, se compara el elemento
i-ésimo con el ¢ + 1-ésimo.

Es de esperarse que no sea suficiente con hacer una sola revisiéon completa de la lista,
sino que sea necesario iterar varias veces hasta que no haya elementos desordenados, es
por eso que aunque simple, el algoritmo no es muy eficiente.

Analicemos la complejidad del peor caso para este algoritmo. El algoritmo garantiza
que para la revision j-ésima de la lista, los primeros j—1 elementos estan bien ordenados, y
durante esta revision se realizan n— j comparaciones, por tanto la funcién de complejidad
del peor caso quedaria descrita como sigue:

n—1

nn—1) n(n-—1) 2

f(n):Z(n—j)zn(n—l)— = :%_

NIE

<

Y como sabemos, esta funcién es de orden O(n?).

Ordenaciéon por inserciéon: Este tipo de ordenaciéon comienza por comparar el
segundo elemento de la lista con el primero para colocarlos en el orden correcto de
forma creciente, a continuaciéon se toma el tercer elemento y se compara con los dos
anteriores para determinar su posicion respecto a ellos y se inserta en dicha posicién;
de este modo los primeros tres elementos ya se encuentran ordenados respecto a ellos
mismos. El algoritmo contintia hasta haber revisado e insertado todos los elementos de
la lista en su posicién correcta. En otras palabras, en una lista de longitud n, para cada
7 =1,...n, el algoritmo recurre a una variante de la bisqueda lineal sobre los primeros j
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elementos para determinar la posicion correcta del elemento j-ésimo y asi colocarlo en su
sitio correspondiente, de este modo, la lista se encuentra parcialmente ordenada hasta el
elemento j y completamente ordenada cuando j = n.

Dado que este método coloca al j-ésimo elemento en su posicién correcta respecto a
los primeros 7 — 1 elementos ejecutando una busqueda lineal, para el acomodo del j-ésimo
elemento se requieren, en el peor de los casos, j comparaciones, esto conduce a la funcion
de complejidad siguiente:

n(n+1)

f(n)=2+3+---+n:T—1

la cual es de orden O(n?).

Algunos de los algoritmos anteriores tienen una caracteristica que es de especial interés
en este trabajo de tesis: dividen recursivamente la tarea a realizar con el fin de reducir
el tamano del problema y acelerar el proceso de ejecucion. En general, el andlisis de
complejidad de este tipo de algoritmos es menos directo y puede requerir el uso de otro
tipo de herramientas, algunas de las cuales se exponen en capitulos posteriores y estan
basadas en las propiedades del espacio de complejidad (que serd definido y estudiado
posteriormente en el capitulo 3).

Especificamente, las aplicaciones del espacio de complejidad que se abordaran en
este trabajo estan orientadas al cédlculo del orden de las funciones de complejidad de
algunos tipos de algoritmos divide y venceras probabilistas, por lo cual, la siguiente
seccion presenta nociones introductorias sobre estos tipos de algoritmos.
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1.2. Algoritmos probabilistas

Existen algunos problemas en los cuales encontrar una solucion éptima puede tomar
mucho tiempo y el beneficio que el éptimo ofrece no difiere mucho del obtenido con
otras soluciones alternativas. En estos casos muchas veces es conveniente desarrollar un
algoritmo que sea capaz de tomar decisiones aleatorias y probarlas, en vez de ocupar
mucho tiempo calculando la mejor alternativa. Este es uno de los fundamentos de los
algoritmos probabilistas, estdn dotados de la capacidad de manejar la incertidumbre y
de encontrar soluciones de manera relativamente rapida comparados con los algoritmos
deterministas.

Otra caracteristica importante de estos algoritmos es que pueden comportarse de
diferente manera y devolver soluciones distintas para el mismo conjunto de datos, en
diferentes ejecuciones. Esto conduce a otra posible ventaja de este tipo de algoritmos: en
caso de existir muchas soluciones para el problema, el algorimo puede obtener muchas
de ellas ejecutandose varias veces con los mismos datos, a diferencia de un algoritmo
determinista, el cual obtendria siempre la misma solucion.

Pueden mencionarse muchas otras diferencias entre los algoritmos deterministas y los
probabilistas, por ejemplo, en general en los primeros se elimina la posibilidad de que se
realicen operaciones invalidas o de que se entre a un bucle infinito, sin embargo esto es
permisible en los segundos manteniendo muy baja la probabilidad de ocurrencia: si llegara
a darse el caso de un estancamiento en el algoritmo, después de determinado tiempo éste
se aborta y se repite su ejecucion con los mismos datos. Los algoritmos probabilistas
tienen también la posibilidad -a diferencia de los deterministas- de encontrar soluciones
equivocadas; se busca que la probabilidad de que esto ocurra sea muy baja, y es posible
reducirla ejecutando sucesivamente el algoritmo con los mismos datos hasta obtener el
grado de confianza deseado. Para problemas en los cuales no se tiene absoluta certeza
sobre la veracidad o el comportamiento de los datos de las posibles soluciones, muchas
veces es mas conveniente ejecutar un algoritmo probabilista que encuentre la solucion
relativamente rapido y con cierta probabilidad baja de error, a recurrir a uno determinista
que requiera mucho tiempo de calculo e igualmente pueda caer en una solucién erronea.

Debido a la aleatoriedad en el comportamiento de estos algoritmos, es de esperarse que
resulte mas dificil el andlisis de su complejidad. A continuacién mencionaremos algunos
ejemplos, con el fin de ilustrar su forma de proceder. El ejemplo 1 es probablemente uno
de los mas antiguos.

Ejemplos:
1. Supongamos que se tiene una aguja de longitud A y se arroja sobre un suelo hecho

de tiras de madera de ancho w > A. De acuerdo al teorema de Buffon, la probabilidad

de que la aguja toque mas de una tira de madera es de p = % Si A = 7, entonces
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p= % Arrojando la aguja sobre el suelo un nimero n de veces suficientemente grande y
contando la cantidad k£ de ocasiones en las que ésta cae sobre mas de una tira de madera,
es posible estimar el valor de m:

n n

k- — 11 —.

T k
Esta no es una manera conveniente de resolver el problema debido a la lentitud que
implica el conteo, sin embargo probablemente no haya algin algoritmo determinista capaz
de resolverlo.

2. Supongamos que se desea calcular la integral I de una funcion
f:R — R" continua en el intervalo [a, b]. Esto es, buscamos calcular

I— /  Ha)ds

Noétese que la altura media de la funcién f(x) en el intervalo (a,b) puede aproximarse
como h,, = ﬁ Un posible algoritmo probabilista para hacer este calculo elige n valores
aleatorios z;,i = 1,...,n distribuidos uniformemente en el intervalo (a,b], calcula f(z;),

Z?:1 f(zi
n

con ¢ = 1,...,n y encuentra la media m = ) y la multiplica por b — a.

Puede verse que la varianza de esta estimacion es inversamente proporcional al nimero
n de muestras generadas, y que la distribucién del estimador es cercana a la normal
para valores grandes de n. Una version determinista de este algoritmo consisitiria en
elegir los puntos z; equidistantes -a una distacia § entre si-, calcular f(z;)0 para cada
t = 1,...,n y hacer la suma de los n productos. Es de esperarse que este calculo sea
mas preciso que el realizado por la versién probabilista, sin embargo es posible encontrar
funciones con las cuales la version determinista genere problemas, por ejemplo la funcién
f(x) = sin?(100!72). En muchas ocasiones es conveniente desarrollar algoritmos hibridos,
que combinen eficientemente ambos tipos de algorimos.

Lo anterior sirve para dar un bosquejo general sobre la importancia de los
algoritmos probabilistas y definirlos de forma muy general, sin embargo existen algoritmos
probabilistas muy complejos. Especificamente, el tipo de algoritmos probabilistas cuya
complejidad se estudiard en el capitulo de aplicaciones es el de los algoritmos divide
y vencerds probabilistas. Sin hacer menciéon al funcionamiento de algunos de estos
algoritmos particulares, se aprovechara su estructura recursiva conocida para deducir
resultados importantes respecto a su complejidad. Para poder abordar estos algoritmos,
comenzaremos por presentar los algoritmos divide y venceras en su forma general.
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1.3. Algoritmos divide y venceras

Antes de definir directamente los algoritmos divide y vencerds, presentaremos una
introduccion sobre relaciones de recurrencia. Esto es de gran importancia dado que cada
uno de estos algoritmos tiene asociada una de ellas, cuya soluciéon resulta ser precisamente
la funcién de complejidad del algoritmo. Cabe mencionar que los algoritmos divide y
venceras pueden clasificarse en dos categorias: los deterministas y los probabilistas. Sobre
el caso particular de los segundos se ahondara en el ultimo capitulo. En esta seccién se
tratara el caso general de los algoritmos divide y venceras.

Relaciones de recurrencia

Sea (an)neny Una sucesion real, una relacién de recurrencia para esta sucesién es una
ecuacién que determina el término a, en funcién de los términos anteriores, a partir de
alguin a,, inicial cuyo valor es conocido. Una sucesion es una soluciéon de una ecuacion de
recurrencia si sus términos satisfacen la relacion para todo n > ny.

Por ejemplo, la sucesién (a,),en donde a,, = 3n, para todo n € N es solucién de la
relacion de recurrencia a,, = 2a,_1 — a,_o, para n > 2. En efecto,

20,1 —ap2=2[3(n—1)] =3(n—2) =3n=a,

Las condiciones iniciales y la relacion de recurrencia determinan de manera tnica una
sucesién, proporcionando una definicién recursiva de ésta.

Existen muchos problemas que pueden resolverse implementando algoritmos que hacen
uso de estas relaciones de recurrencia. Como ejemplo ilustrativo, podemos suponer que se
desea calcular la cantidad de elementos en la hora n de una poblacién que se duplica cada
hora, sabiendo que en el instante inicial la poblacién contaba con 5 elementos. Esto puede
ser modelado por la relaciéon de recurrencia a,, = 2a,_; con condicién inicial a,, = 5, y
asi utilizar un algoritmo que calcule el tamano de la poblacién término a término hasta
llegar al instante n deseado.

Dado que las relaciones de recurrencia son la base de los algoritmos recursivos y los
divide y venceras, mencionaremos algunos otros ejemplos breves.
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Ejemplos:

1. Supongamos el siguiente problema: una pareja de conejos recién nacidos son
soltados en una isla, la pareja no puede reproducirse hasta cumplidos los dos meses de
edad y una vez cumplidos, tienen como descendencia otra pareja de conejos. Las siguientes
generaciones de conejos se reproducen de la misma forma en el mismo periodo. Se desea
calcular el nimero de parejas de conejos al cabo del n-ésimo mes suponiendo que ningin
conejo muere. Veamos que esta relacién de recurrencia define la sucesién de Fibonacci.

En el primer y segundo mes el niimero de parejas de conejos es igual a 1, pues la
primera pareja no se ha reproducido atn, esto es f; = fo = 1. Notemos que la cantidad de
parejas que hay en el mes n es igual a la cantidad de parejas que habia en el mes anterior,
fn_1, -pues estamos bajo el supuesto de que los conejos no mueren- mas la cantidad de
parejas nuevas (la cual es igual a la cantidad de parejas que pueden reproducirse, es decir
los que tienen ya mas de dos meses de edad, esta cifra esta dada por f,,_5). Asi, la relacién
de recurrencia seria f,, = f,_1 + fn_2, que es precisamente la que define la sucesién de
Fibonacci.

2. Supongamos que una persona hace un depdsito bancario de 10,000 pesos en su
cuenta de ahorros, la cual le ofrece un 12 por ciento de interés anual sobre el monto actual.
Se desea calcular la cantidad de dinero, P,, que resultara en la cuenta al cabo del ano n. La
relacién de recurrencia que define esta situacién es P, = P,_1 + (0,12)P,_; = (1,12) P, _1,
con condicién inicial Py = 10, 000. Puede definirse una férmula no recursiva para encontrar
el valor de P,, nétese que dado que

P, = (1,12)P,
Py, = (1,12)P, = (1,12)2P,
(1,12)P, = (1,12)*R,

I
I

se sigue que P, = (1,12)"F,. Se puede probar facilmente la validez de esta férmula
utilizando induccién.

3. Las torres de Hanoi Consideremos el problema de las torres de Hanoi definido
de la manera usual. Sea H,, el nimero de movimientos necesarios para resolver las torres
con n discos. Busquemos una relacién de recurrencia que defina la sucesién (H,,).

Supongamos que se tienen los n discos colocados -en orden correcto- en la barra
inicial, como se define el instante inicial en el problema. Los n — 1 discos superiores
pueden moverse a la barra auxiliar, siguiendo las reglas del juego, empleando H,
movimientos. El disco mas grande continta en la barra inicial y puede moverse a la barra
final empleando un sélo movimiento. A continuacion, para llevar el resto de los discos a la
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barra final se requieren nuevamente H,_; movimientos, y esto finaliza el juego. Asi puede
verse que H, = 2H,, 1 + 1, con H; = 1, y puede probarse también que el problema no
puede resolverse con menos movimientos que los descritos. Busquemos ahora una férmula
explicita para el calculo de H,,:

H, = 2H, 1+1=22H, o+ 1)+1=2*H, »+2+1

= 22(2H, 3+ 1)+2+1=2%H, 3+22+2+1

= I H 4224 24 ]

= nlpon=2 4 on=3 4 ... 419241 =2"—1.

La validez de esta férmula es facil de verificar utilizando induccién.

Como ilustran los ejemplos anteriores, dada una relaciéon de recurencia muchas veces
es posible encontrar una férmula explicita (es decir, una férmula que ya no esté definida
como funcién de términos anteriores) para definir los términos de la sucesién que es la
solucién. Existen ciertos tipos de relaciones de recurrencia que pueden expresarse de esa
forma de manera sistematica, un ejemplo de ellos se da con la siguiente definicién.

Definiciéon 1.4 Una relacion de recurrencia se dice lineal y homogénea de orden k con
coeficientes constantes si puede expresarse de la forma

Ap = M1Qp_1 + Malp_2 + - - - + MGy,

donde m; E R parai=1,...k ymy # 0.

Noétese que las relaciones de recurrencia de los ejemplos 1 y 2 son de este tipo, sin
embargo la relacién del ejemplo 3 no es homogénea.

El enfoque comunmente utilizado para resolver este tipo de relaciones de recurrencia
consiste en buscar soluciones de la forma a, = r™ donde r es una constante. Obsérvese
que esto ocurre si y sélo si

Tn — mlrnfl + m2rn72 N mkrnfk’

dividiendo ambos lados entre r"* y acomodando se llega a

k k—1 k-2

Y —mrtT T — mer =Myt —my, = 0,

a esta ultima ecuacion se le llama ecuacién caracteristica de la relacién de recurrencia,
y a sus soluciones, raices caracteristicas. A continuacién se enuncia un resultado general
para encontrar la formula explicita de este tipo de ecuaciones de recurrencia. Dado que
éste no es el tema central de este trabajo, la prueba se omite.
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Teorema 1.2 Sea la relacion de recurrencia lineal homogénea de orden k
Ap = M1Gp_1 + MGy + + + + + MpUp_y

con my, Mo, ....mp ER ymy #0 y

k

rt— mlrk_l — m2rk_2

—"'—mk,ﬂ“l—mk:o

su ecuacion caracteristica. Supongamos que esta ecuacion tiene t raices distintas,
71,72, ..., 7y con multiplicidades i, lo, ..., l; respectivamente y tales que l; > 1 parai =1,..,t
yli+lo+-+1; = k. Entonces la sucesion (ay,)nen €s solucion de la ecuacion de recurrencia
sty solo st

l1—1\,.n lt—1\,.n
an = (qo+ogn+---+aogant )i+ (o +auin+ -+ agnt )y,

paran € NU{0}, y donde a;; ER coni=1,..,t yj=0,..,0 —1.

Mostremos un ejemplo sencillo para ilustrar la utilidad de este teorema:

Supongamos que se desea encontrar la solucién de la ecuacion de recurrencia definida
por a, = —3a,_1 — 3a,_2 — a,_3, y las condiciones iniciales ay = 1,a; = =2y as = —1.
La ecuacion caracteristica de esta relacion es

P +3rf+3r+1=(r+1)>=0

la cual tiene una tunica raiz, r = —1, de multiplicidad 3. De acuerdo al teorema anterior,
las soluciones de la relacién de recurrencia son de la forma

2 n n n 2 n
Ay = (04170 + aljln + (1/17271 )(—1) = 04170(—1) + (1/17171(—1) + @17271 (-1) .
Para calcular las constantes «; ; utilizamos las condiciones iniciales:

ag =y =1

] = —01p— Q11 — Q12 = —2
as = a9+ 2011 +4o = —1
dedonde a9 = 1,11 = 3y a1 2 = —2. Por tanto la solucién de la ecuacién de recurrencia

estd dada por
an = (14 3n —2n%)(=1)"

Existe otro método para resolver relaciones de recurrencia lineales no homogéneas con
coeficientes constantes, es decir, relaciones de recurrencia de la forma

Ap = MyQp_1 + Moo+« -+ Myt + F(n),
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donde m; € R para ¢ =1,...,k y F(n) es una funcién no nula. A la parte de la relacién
Gy, = M1Ap_1 + Moly_o + -+ - + Mia,_g, se le llama relacion de recurrencia homogénea
asociada.

Los siguientes teoremas muestran como son las soluciones de este tipo de relaciones
de recurrencia.

P .. . ., . .
Teorema 1.3 Sea (a7(1 )) una solucion particular de la relacion de recurrencia lineal no

homogénea con coeficientes constantes. Entonces toda solucion es de la forma (a,(lp)—i—a?(lh)),

donde (a% )) es solucion de la relacion de recurrencia homogénea asociada.

Demostracién: Dado que (aﬁf’)) es una solucién particular de la relacion de

recurrencia lineal no homogénea, se tiene que

a?) =ma” + -+ mkafi)k + F(n).

n—1

Claramente, si (b,) es otra solucién de la relacién de recurrencia lineal no homogénea,
entonces b, = mib,_1 + mab,_2 + - - +my,_gb,_r + F(n). Restando ambas igualdades se
tiene que

Luego (b, — a%P)) es solucion de la relacion de recurrencia lineal homogénea asociada,
denotada por (aflh)). Por tanto, (b,) = (ag’” + a%h)), n

De acuerdo a este teorema, la clave para resolver la relacién de recurrencia lineal
no homogénea con coeficientes constantes estd en encontrar una solucién particular, y
con ello contruir soluciones para la relaciéon de recurrencia sumando soluciones de la
relacion homogénea asociada. Encontrar una solucién particular no representa muchas
complicaciones cuando F(n) es un polinomio, tomemos como ejemplo la relacién de
recurrencia a, = 3a,_1 + 2n con la condicién inicial a; = 3. La relacién lineal homogénea
asociada a, = 3a,_; tiene soluciones de la forma a, = a3™ con « constante. Para la
busqueda de una solucién particular, consideremos que dado que F(n) = 2n es un
polinomio de grado uno, es razonable buscar soluciones de la forma cn+d donde ¢y d son
constantes. Para verificar la existencia de este tipo de soluciones particulares, sustituimos
cn+d en la relacién de recurrencia y asi obtenemos ecn+d = 3(c(n—1)+d)+2n, de donde
(24+2¢)n+ (2d —3c) = 0. Con esto tenemos que cn +d es una solucién particular si y sélo
sic=—1yd=—3/2, con lo cual alf) = —n— 3/2 es una solucién particular. De acuerdo
al teorema anterior, todas las soluciones son de la forma —n—3/2+a3". Finalmente, para
encontrar el valor de « se utiliza la condicién inicial a; = 3, sustituyendo se tiene que
3=—-1-3/24 3a, de donde ae = 11/6. Por tanto la solucién buscada de la relacién de
recurrencia lineal no homogénea con coeficientes constantes es a, = —n—3/24 (11/6)3™.
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El teorema siguiente da una guia para la busqueda de soluciones particulares para
algunos casos especiales de F'(n). La prueba de este resultado se omite en este trabajo.

Teorema 1.4 Sea (ay,)nen solucion de la relacion de recurrencia lineal no homogénea
ap = MyGp_1 + May_o + -+ - + Mga,_ + F(n), con mq,....mp € R y F(n) definida
por F(n) = (bn' + b n'~t + -+ bin + by)s™, con by,....,b; € R. Si s no es raiz de
la ecuacion caracteristica de la relacion lineal homogénea asociada, entonces existe una
solucion particular de la forma

(pen® + peoan’™t -+ pin -+ po)s™.

Ademds, si s es una raiz de multiplicidad m de dicha ecuacion caracteristica, entonces
existe una solucion particular de la forma

n™(pen +pan'™ 4 pin + po)s”.

Notese que si s es una raiz de multiplicidad m de la ecuacién caracteristica de
la relaciéon de recurrencia homogénea asociada, el factor n'™ asegura que la solucién
particular propuesta no es una de la soluciones encontradas de la relacién de recurrencia
homogénea asociada.

Para ilustrar la aplicacién de este teorema, tomemos como ejemplo la relacion de
recurrencia a, = 6a,_1 — 9a,_2 + (n2 +1)3". Nétese que la ecuacién caracteristica para la
relacién de recurrencia homogénea asociada a, = 6a,_1—9a,_s es r?—6r+9 = (r—3)2 =0,
la cual tiene una unica raiz r = 3 de multiplicidad dos. Para aplicar el teorema es necesario
verificar si s es o no raiz de la ecuacion caracteristica. En este caso s = 3 y como ya se vid,
es raiz de multiplicidad dos de dicha ecuacién, luego el teorema garantiza la existencia
de una solucién particular de la forma a%p) = n?(pyn? + p1n + po)3™. Los valores de las p;
pueden encontrarse en algunos casos al sustituir la solucién particular en la relacion de

recurrencia original.

Los resultados anteriores son de gran utilidad para la resolucién de relaciones de
recurrencia generales. Los algoritmos divide y venceras suelen tener asociado un tipo
especial de relaciones de recurrencia, las cuales se presentan a continuacion acompanadas
de resultados importantes para su resolucion, o en su defecto, para el calculo de su orden
de complejidad en notacién O.

Algoritmos divide y venceras

Existen algunos algoritmos cuya estrategia consiste en dividir el problema en
subproblemas de menor tamano y resolverlos de forma separada. El objetivo de esta
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reduccién es que los sub-problemas en los que se divide el problema original sean
suficientemente simples para ser resueltos de forma sencilla, y posteriormente obtener
la solucién total del problema combinando las soluciones parciales. Esta es la estrategia
que siguen los algoritmos recursivos: el problema se va reduciendo sucesivamente hasta
llegar al caso base cuya solucién es conocida, y a partir de alli se construye la solucién del
problema total. Un ejemplo de este tipo de algoritmos es la bisqueda binaria: la lista de
busqueda se va reduciendo sucesivamente a la mitad hasta obtener una lista de un sélo
elemento. A este tipo de algoritmos se les llama algoritmos divide y venceras.

Sea un problema de tamano n, supongamos que el algortimo divide y venceras divide
este problema en a sub-problemas de tamano 7 donde, suponemos para simplificar, n es
multiplo de b. Supongamos ademés que se requieren g(n) operaciones para combinar las
soluciones de los subproblemas y asi calcular la solucién total. Entonces, el nimero de
operaciones necesarias, f(n), para resolver el problema original de tamano n, satisface la
siguiente relacién de recurrencia

n
fln) = af(3) + g(n),
la cual es denominada relacion de recurrencia de divide y venceras. Veamos algunos
ejemplos de este tipo de relaciones de recurrencia para algunos algoritmos particulares.

Ejemplos:

1. Como ya se menciond, la busqueda binaria pertenece a este tipo de algoritmos.
En ella, el problema de tamano n se reduce a la mitad en cada iteracién. Para lograr
esta reduccién se requieren dos operaciones: una para elegir en qué mitad de la lista se
continuard la busqueda y otra para verificar que esa sublista sea no vacia, por tanto la

., . : _ n
relacion de recurrencia para este algoritmo es f(n) = f(%) + 2 para n par.

2. Un ejemplo similar consiste en la busqueda de los elementos maximo y minimo
en una lista, utilizando un algoritmo que divide la lista en dos listas de igual tamano
(suponiendo que el tamano n de la lista original es un ndmero par), encuentra los
elementos maximo y minimo en ambas sublistas y luego los compara para determinar
cuales de ellos son el minimo y el maximo global. Esto conduce a que la relacién de
recurrencia de este algoritmo es f(n) = 2f(5) + 2, cuando n es par.

3. Un ejemplo un poco mas complejo estd dado por un algoritmo divide y vencerds
para agilizar la multiplicacion de matrices. Utilizando la definicién usual del producto,
puede verse que la multiplicacién de dos matrices de tamafio n xn requiere de n3+n?(n—1)
operaciones, esto es, un algoritmo que resuelve este problema de forma usual es de orden
O(n?). Existe un algoritmo divide y vencerds que resuelve de forma m4s eficiente este
problema para n par, reduciéndolo a siete multiplicaciones de matrices de tamano 3 x 7
y a quince sumas de matrices de igual tamano, lo que conduce a la relacién de recurrencia

2

fn) =TF(5) +15 .
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Resolver este tipo de relaciones de recurrencia puede resultar muy complicado, sin
embargo es posible encontrar estimaciones respecto al orden de las soluciones. Esto puede
hacerse de la manera siguiente: supongamos que f satisface la relacion de recurrencia

n
Fn) = af (%) + g(n)
donde n = b* para algtin k € N. Luego

fn) = af(3)+g9n) =alaf(zz) +9(3) +9(n)

= a’f(%) +ag(3) + g(n)

n
ya que e 1. A partir de esta tltima relacién deduciremos un resultado que brinda una

estimacion del orden de las soluciones de la relacién de recurrencia de divide y venceras,
para el caso particular en el que g(n) es igual a una constante real positiva y n no es
necesariamente una potencia de b. Este resultado se enuncia en el siguiente teorema.

Teorema 1.5 Sea f una funcion creciente que satisface la relacion de recurrencia
n
fn)=af(3)+e
donde n es divisible por b, a > 1, b€ N, b > 1 y c € R". Entonces

O(n'& ) sia> 1
fln) € { O(log,n) sia=1

Mids ain, sin =bF, con k € N ya # 1, entonces

)= 70+

_C | plegae) _ _C
a—1 a—1

Demostracién: Sea k entero positivo tal que n = b*. Si g(n) = ¢ con ¢ real positivo,
de la relacién de recurrencia previa al teorema, se tiene

f(n):akf(l)—i—z_:ajc:akf(l)—i—cz_:aj. (1.1)
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Caso 1: Sea a = 1 entonces f(n) = f(1) + ck. Si n = b*, se tiene que k = log, n, de
donde f(n) = f(1) + clog, n.

En el caso en el que n no sea una potencia de b, puede contarse con la existencia de
algin k € N tal que b¥ < n < b**1. Dado que f es creciente, se cumple que

f(n) < fOM*) = F(1) 4+ e(k +1) = f(1) + ¢+ ck < f(1) + ¢ + clog, n.
Por tanto, queda probado que para a = 1 se cumple que f(n) € O(log, n).

Caso 2: Supongamos ahora a > 1. Si existe k € N tal que n = b¥, entonces de (1.1)

se sigue que

(lk— C C
Fn) = )+ =t ) ] -
— [f(l)—i—a_l] nbgba—ail.

Anélogamente, si n no es potencia de b consideremos k € N tal que b* < n < b**1, luego,
k <log,n < k+ 1. Dado que f es creciente, se sigue que

) < 100 = [+ ek -
<alr+ S-S
§a|:f<1)+ai1:| nlogba_ail‘

Por tanto, para a > 1, se ha probado que f(n) € O(n'°&2). [ |

Como ejemplo consideremos el algoritmo de bisqueda binaria. Anteriormente ya se
mencioné que su ecuacién de recurrencia estd dada por f(n) = f(%) + 2 para n par.
Luego, aplicando el teorema anterior, se tiene que f(n) € O(log,n).

El siguiente resultado es mas general y resulta muy 1til en el calculo del orden de
complejidad de una gran variedad de algoritmos divide y vencerés.
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Teorema 1.6 Sea f una funcion creciente que satisface la relacion de recurrencia
n
f(n) = af(3) +en’
para n = b¥ con k entero positivo, a > 1, b € N— {1}, ¢,d € R*, con d # 0. Entonces

O(n) sia< b
f(n) es{ O(ntlog,n) sia=~bl
O(n'os» @) sia> b

La prueba de este teorema es un poco mas compleja que la del resultado anterior y
no se incluye en este trabajo.

Utilizando este resultado, es inmediato ver que el algoritmo de ordenaciéon por mezcla
cuya ecuacién de recurrencia es f(n) = 2f(5) +n, es de orden O(nlog,n).

Como ya se menciond, existe un tipo especial de algoritmos divide y venceras:
los algoritmos divide y venceras probabilistas, estos algoritmos definen una relacién
de recurrencia un tanto distinta a la que presentan los algoritmos divide y venceras
deterministas, y puede ser resuelta utilizando la teoria que presentaremos mas adelante en
el capitulo 3. Los detalles sobre las relaciones de recurrencia que definen estos algoritmos
se dejan para el capitulo de aplicaciones, en este, se utilizan las propiedades cuasi-métricas
del espacio de complejidad para encontrar una funcién g de tal forma que la solucion de
su relaciéon de recurrencia sea de orden O(g).

Antes de adentrarnos a la definicién formal del espacio de complejidad C, es necesario
abordar algunas clases especiales de espacios no simétricos. Esto debido a que el anélisis
algebraico y topolégico de C' requiere de estas nociones, pues la estructura que presenta
es precisamente no simétrica. El siguiente capitulo esta destinado al estudio de este tipo
de espacios.
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Capitulo 2

Espacios no simétricos

Para comenzar con la formalizacién matemética del andlisis de complejidad de
algoritmos, es necesario mencionar algunas nociones introductorias sobre algunos tipos de
espacios cuya estructura es relevante para el entendimiento del espacio de complejidad.

Una de las propiedades topoldgicas mas relevantes que se mencionan y se utilizan en
este trabajo es la completitud de Smyth, la cual se definié originalmente para espacios
cuasi-uniformes como parte del estudio de la semantica denotacional. De hecho, muchas
de las técnicas que se utilizan en la teoria de complejidad (tal como fue definida por
Schellekens en [16]) surgen como adaptaciones de las herramientas desarrolladas en
semantica denotacional, la cual puede entenderse a grandes rasgos como la formalizacion
matematica del significado de los lenguajes de programacion; en ella se construyen objetos
matematicos (llamados denotaciones) los cuales describen los significados de expresiones
escritas en lenguajes de programacion especificos evitando problemas de ambigiiedad en
los programas computacionales. En los inicios de la semantica denotacional, se propuso
la denotacién (o significado) de un programa de cémputo como una funcién que definia
un mapeo entre entradas y salidas, sin embargo, més tarde se buscé la extensién de esta
teoria a los programas recursivos, para los cuales se decidié definir a las denotaciones como
funciones continuas entre 6rdenes parciales completos. Cabe mencionar que los espacios
cuasi-uniformes definen precisamente un orden parcial, con lo cual en este contexto, la
completacion de Smyth tiene una importante aplicacién: la completacion topologica de un
espacio cuasi-uniforme (el cual respresenta un orden parcial), en un espacio cuasi-uniforme
topoldgico que respresenta un orden parcial completo.

Otro concepto importante (que se definird con detalle en la siguiente seccién) es
el de los espacios Smyth completables, los cuales tienen una completacion de Smyth
cuasi-unimorfica a su bicompletacion, lo cual permite trabajar con esta tultima en
“sustitucién”’de la primera. Aclaremos también que toda completacion de Smyth de un
espacio cuasi-uniforme Smyth completable es nuevamente un espacio cuasi-uniforme.

Para los espacios uniformes, la completacién (usual) esté caracterizada mediante filtros
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de Cauchy, sin embargo, para espacios uniformes con una base de filtros numerable
la completacién puede ser definida mediante sucesiones de Cauchy, a este tipo de
completacion se le llama “completacion secuencial”. Para el caso de los espacios
cuasi-uniformes, existe también una completacion secuencial, sin embargo no existe
una caracterizacion de la completacion de Smyth mediante sucesiones, usualmente esta
es definida mediante filtros llamados “round S-Cauchy”, o mediante redes de Cauchy.
Esto puede ser “resuelto”suponiendo una codicién extra: la completabilidad de Smyth,
con ello puede verse que en lugar de buscar una completacién secuencial de Smyth,
esta busqueda puede remplazarse por la de una bicompletacién secuencial. Los espacios
cuasi-métricos (que se definirdn posteriormente), generan un espacio cuasi-uniforme de
base numerable, con lo cual puede definirse su bicompletacién secuencial (esto tiene
sentido puesto que la bicompletaciéon de un espacio cuasi-uniforme esta relacionada con
la completacion del espacio uniforme que genera). Ademas, mds adelante se mostrara
que la distancia de complejidad es una cuasi-métrica, y que el espacio de complejidad
C' es Smyth-completable, lo cual permitirda trabajar con su completitud de Smyth
mediante sucesiones, y asi transportar todos estos resultados de la teoria de los espacios
cuasi-uniformes a los espacios cuasi-métricos. La aplicacion que se aborda en el ttimo
capitulo estd precisamente basada en la completitud secuencial de Smyth del espacio
C. Con el fin de explicar esto con mas detalle, dedicamos una seccién al estudio de
algunos conceptos de los espacios cuasi-uniformes y definimos en ella a los espacios Smyth
completos y Smyth completables como fueron propuestos originalmente para los espacios
cuasi-uniformes. Posteriormente, en este capitulo definiremos otros espacios no simétricos,
entre ellos los espacios cuasi-métricos, los espacios normados asimétricamente y los conos
normados asimétricamente, con el fin de tener las herramientas necesarias para analizar
la estructura del espacio de complejidad. Se puede encontrar informacién més extensa
sobre el tema en [2] y [16].

2.1. Espacios Cuasi-uniformes

Con la intencién de definir propiamente la completabilidad y la completitud de Smyth
como fueron propuestas originalmente para los espacios cuasi-uniformes, presentaremos
algunas nociones necesarias para tener una idea general sobre el significado de estos
conceptos.

Filtros

Definicién 2.1 Un filtro T' sobre un conjunto X es un subconjunto no vacio de P(X)
tal que
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1. Para cualesquiera F,G €', FNG €T.
2. Para todo G C X, si existe F € I' con F C G, entonces G € T'.
3. 0gr

donde P(X)={U : U C X} es el conjunto potencia de X.

Ejemplo 1: Sean X un conjunto y A C X no vacio. Entonces
r'y={FCX:ACF}

es un filtro sobre X. En efecto, para cualesquiera F, G € "4, se tiene que A C F NG, de
donde FFNG € I'y. Ahora, para G C X arbitrario, si existe H € I'4 tal que H C G, se
tiene que A C G, con lo cual G € T'4. Finalmente ) & T4, pues A € 0, [21].

Un filtro puede converger a un elemento z de un espacio topolégico X (lo cual
permite visualizarlos como una generalizacién de las sucesiones). De forma més general,
la convergencia puede definirse en términos de bases de filtros, donde para un conjunto
X, 5 C P(X) (no vacio) es base de filtro sobre X si cumple las siguientes propiedades

1. Para cualesquiera B;, By € (3, existe By € 8 tal que B3 C BN By, y

2. 0¢gp

Asi podemos definir la convergencia como sigue:

Sean (X, 7) un espacio topoldgico, I" una base de filtro sobre X y = un punto en X.
Se dice que I' converge a x, I' — =, si para toda V vecindad de x en X, existe F' € '
tal que FF C V.

Notese que de las definiciones anteriores es facil ver que un filtro sobre X es una base
de filtro sobre X, con lo cual la convergencia queda definida para ambos.

Espacios cuasi-uniformes

Definicién 2.2 Un espacio cuasi-uniforme es la dupla (X, V) donde
1. W es un filtro sobre X x X.
2. Para todo U € U, existe V € U tal que VoV =V2CU

3. Para todo U € U, A(X) CU, donde AN(X) ={(z,z) :z € X},
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y para cualesquiera M, N C X x X, M o N se define como
MoN={(x,2) e XxX:JyeX tal que (z,y)e My (y,z) € N}.

AV se la llama una cuasi-uniformidad sobre X, y a los elementos de V¥ se les llama
séquitos o entornos.

Nétese que dado que A(X) C U para todo U € ¥, si V2 C U, entonces V C U.

Si ademds de cumplir las condiciones anteriores, (X, V) cumple que

4. Paratodo U € U, U~! € ¥, donde
Ut ={(z,y) € X x X : (y,2) € U},

(X, ¥) es llamado un espacio uniforme, y nos referimos a ¥ como una uniformidad sobre
X.

De forma andloga a como se define para los espacios topoldgicos, una base [ para
una cuasi-uniformidad ¥ es un subconjunto de ¥ tal que para todo U € ¥, existe B €
tal que B C U. Mostremos un ejemplo sencillo para ilustrar algunos de los conceptos
anteriores.

Ejemplo 2: Considérense los conjuntos
X={123} y W={(z,y):z <y},

donde < representa el orden usual en R. Claramente se tiene que A(x) C Wy WolW =W,
con lo cual el conjunto ¥y = {U C (X x X): W C U} es una cuasi-uniformidad sobre
X.

Una funciéon f : (X,¥) — (Y,YT) entre dos espacios cuasi-uniformes es
cuasi-uniformemente continua si para toda V- € T, existe U € ¥ tal que f2(U) C V, donde
f2(z,y) = (f(x), f(y)). Un cuasi-uniformismo es una biyecciéon f : (X, ¥) — (Y, T)
entre espacios cuasi-uniformes tal que f y f~! son cuasi-uniformemente continuas.

En los espacios cuasi-uniformes pueden definirse vecindades para puntos y

subconjuntos de X, de la manera siguiente: para todo U e ¥V, x € X y Z C X,

Ul)={yeX:(x,y) eU} y UlZl=U{U(z):z€ Z}.

Una cuasi-uniformidad ¥ genera una topologia 7(¥) sobre X, llamada “la topologia
asociada a la cuasi-uniformidad U”, ésta se define de la manera siguiente:

La topologia 7(¥) en X asociada con la cuasi-uniformidad (X, ¥) es la topologia
generada por la familia de vecindades de cada punto x € X, {U(x) : U € U}.
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De la definicién anterior puede verse que una funcién cuasi-uniformemente continua
f es continua respecto a las topologias 7(V¥) y 7(7).

Dada una cuasi-uniformidad ¥ en X, la familia
v ={U":U eV}
es otra cuasi-uniformidad sobre X conocida como la cuasi-uniformidad conjugada.

Notemos que tomando esto en cuenta, el espacio X puede verse como un espacio
bitopoldgico respecto a las topologias (V) y 7(¥~1).

Una topologia es Tj si para cualesquiera puntos distintos x y y, existe una vecindad
V de z tal que y € V o existe una vecindad W de y tal que x ¢ W, y una topologia es
T si para cualesquiera puntos distintos x y y, existe una vecindad V' de x tal que y € V'
y existe una vecindad W de y tal que z ¢ W.

Los espacios cuasi-uniformes (X,WV), definen un preorden en X mediante la
interseccion de los elementos de la cuasi-uniformidad, esto es, "W cumple las propiedades
reflexiva y transitiva. A éste se le llama preorden asociado a ¥, y se denota por <y.
Tomemos como ejemplo de esto a W del ejemplo 2, notese que W es reflexiva y transitiva,
y que NWx = W, con lo cual se tiene que NV x es un preorden.

Nétese que dada una relacion reflexiva y transitiva R, sobre un conjunto X (es
decir, R un preorden sobre X)), el filtro sobre X x X generado por la base {R} es una
cuasi-uniformidad sobre X. Esto queda ilustrado con los siguientes ejemplos, [20], [22].

Ejemplo 3: Sea C,. el conjunto de los niimeros complejos, considérese el conjunto
T = {(a,b) € C. x C.:| a |<| b}, donde | a |,| b | representan los médulos de a y b
respectivamente. Claramente T es un preorden sobre C,, pues es relfexiva y transitiva.
Luego el conjunto
Ve, ={UCC.xC.:TCU}

es una cuasi-uniformidad sobre C. (pues A(C,) C T'y T oT = T); esto es, podemos
generar una cuasi-uniformidad sobre C. utilizando como base a T. Ademas, N"W¢e, =T
es un preorden en C..

Ejemplo 4: Sea X un conjunto arbitrario. Consideremos el conjunto potencia de X,
P(X), y la relacion sobre éste definida por

R={(A,B) € P(X)x P(X): AC B}.

Claramente esta relacién es relfexiva y transitiva, es decir, A(X) C Ry Ro R = R, con
lo cual ¥pxy = {U C P(X) x P(X): RCU} es una cuasi-uniformidad sobre P(X).
Ademas, NV p(x) = R es un preorden en P(X).

Los siguientes resultados, respecto a la relacion de la topologia asociada con el
preorden asociado, se cumplen:
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1. La topologia 7(V) es Tp, si y s6lo si, "W es un orden parcial.

2. La topologia 7(V) es T}, si y sélo si, "W = A.

La uniformidad U*

Sea U € U, definimos U* = U NU.
Para una cuasi-uniformidad ¥ , ¥* se define por
UV'={UCXxX:dBep,BCU}

donde 5 = {U* : U € U}, esto es, ¥* es la uniformidad generada por la base £3.

Una sucesion (2, )nen se dice de W*-Cauchy, si para todo U* € U* existe ng € N tal
que para cualesquiera m,n € N con m,n > ng, se cumple que x,,U*x,, o dicho de otro
modo, que (x,,, x,) € U*.

En un espacio uniforme (X, U*), un filtro I' sobre X se dice que es un filtro de Cauchy
si para cada V € U* existe F' € I tal que F' x F' C V. Consideremos el siguiente ejemplo,
[21].

Ejemplo 5: Sea (X, ¥*) un espacio uniforme, y z un punto en X. Sea F(x) la
familia de vecindades de x definida como F(z) = {U(x) : U € ¥*}, donde como se definié
anteriormente, U(x) = {y € X : (z,y) € U}. Nétese que F(z) es un filtro sobre X, pues
) ¢ F(x) y las intersecciones de vecindades de x, al igual que los super conjuntos, son
nuevamente vecindades de x. Ahora veamos que F(z) es un filtro de Cauchy, en efecto,
sea U € U*, por definicion existe V € W* tal que V oV C U. Notemos que

Vig) x V(z)={(z,w) e X x X : (z,2) e Vy(r,w) e V}C VoV CU,

pues V(x) x V(z) es simétrica. Por tanto F'(z) es un filtro de Cauchy.

Un espacio uniforme es completo si todo I filtro de Cauchy sobre X es convergente.
Decimos que un espacio cuasi-uniforme (X, W) es bicompleto si el espacio uniforme
(X, ¥*) es completo.

Espacios Smyth-Completables

Una bicompletacién de un espacio cuasi-uniforme (X, V) es un espacio cuasi-uniforme
bicompleto (Y, T) que posee un subespacio 7(T*)-denso cuasi-unimérfico a (X, ). Los
espacios cuasi-uniformes 7j tienen una unica (salvo bajo uniformismos) bicompletacién
Ty, conocida como ”la bicompletacion”.
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Es posible hablar de la categoria de los espacios cuasi-uniformes (X, ¥), cuyos
morfismos son las funciones cuasi-uniformemente continuas respecto a la topologia 7(¥)
generada por la cuasi-uniformidad. Llamemos a esta categoria II;. De hecho, dado un
espacio topolégico (X, 7), podemos generar una cuasi-uniformidad ¥ sobre X de tal
forma que la topologia generada por W coincida con 7, es decir, que 7 = 7(V), [20].
Esta cuasi-uniformidad se construye utilizando como base intersecciones finitas de los
elementos del conjunto {Si : G € 7}, donde para cada G € 7, Sg = (G x X) U (X x G)
define un preorden sobre X (pues claramente, A(X) C Sgy SgoSe = Si). Consideremos
un ejemplo muy sencillo meramente ilustrativo.

Ejemplo 6: Sea el conjunto X = {a, b} y la topologfa 7 = {0, {a} , X} sobre X. Sean
los conjuntos

S{a} = <{b} X X) U(X X {a}) = {(b7a)’(b7b>’(a7a)}v y Sp=5x=XxX,

claramente A(z) estd contenido en Stay, Sx Y So, Y Sia} © Stay = Sia}, de donde las
intersecciones de Sy, Sx y Sp forman una base para una cuasi-uniformidad ¥ sobre X.
Para cada elemento de X, S,), Sx y Sp generan las siguientes vecindades

S{a}(a) = {a}’ S{a}(b) = {ar b}> y
Sx(a) = Sy(a) = {a,b} = Sx(b) = Se(b),

ademds, en la familia de vecindades que genera la cuasi-uniformidad ¥, no existe
una vecindad que contenga tnicamente al punto {b}, pues Sy, estd contenido en
cada elemento de la cuasi-uniformidad. Por tanto, la topologia generada por la
cuasi-uniformidad resulta ser 7(V) = {0, {a}, X} = 7.

Un espacio cuasi-uniforme topolégico es una tercia (X, ¥, 7) donde X es un conjunto
no vacio, ¥ una cuasi-uniformidad de X y 7 una topologia para X (distinta a la generada
por V). Retomemos los conjuntos del ejemplo 6, y sea la tercia (X, 7(¥), 7,), donde 7,
es la topologia discreta en X. Esta tercia es un espacio cuasi-uniforme topologico. Ahora
consideremos la categoria I15 de los espacios cuasi-uniformes topoldgicos, en esta categoria
los morfismos son las funciones cuasi-uniformemente continuas, esta vez respecto a ambas
topologias: 7(W¥) y 7. Puede verse que II; C II5.

Existen espacios cuasi-uniformes cuya bicompletacion es un espacio de la categoria
de los espacios cuasi-uniformes topoldgicos I15, mas no de la categoria de los espacios
cuasi-uniformes [I;. Un espacio cuasi-uniforme se dice Smyth-Completable si su
bicompletacién es nuevamente un objeto de la categoria de los espacios cuasi-uniformes.
Este concepto es 1til para las aplicaciones posteriores.

Estos espacios pueden definirse también mediante filtros de K-Cauchy por la izquierda,
donde un filtro T" sobre un espacio cuasi-uniforme (X, ¥) es llamado K-Cauchy por la
izquierda si para cada U € ¥ existe un F' € T tal que U[z| € T para cada = € F. Un
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espacio cuasi-uniforme (X, ¥) es Smyth-completable si y sélo si cada filtro K-Cauchy por
la izquierda sobre (X, ¥), es un filtro de Cauchy en el espacio uniforme (X, ¥*), [1].

Espacios Smyth-completos

Un espacio cuasi-uniforme (X, ¥) es llamado Smyth-completo si y sélo si cada filtro
K-Cauchy por la izquierda en (X, ¥) converge en (X, U*).

En seguida damos un breve resumen de una clase particular de espacios

cuasi-uniformes, los llamados espacios cuasi-métricos, entre los cuales esta el espacio de
complejidad que es el actor principal de este trabajo.
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2.2. Espacios Cuasi-métricos

La teorfa de espacios métricos ha sido ampliamente desarrollada ([17], [18]) y su
relevancia en muchas areas de la matematica es indiscutible; en esta teoria se introduce
de manera general la nocién de distancia entre dos elementos de un conjunto, valiéndose
de una aplicacién -la métrica del espacio- la cual cumple ciertas propiedades. Una de
estas propiedades es la simetria, si bien esta propiedad permite el desarrollo de resultados
importantes, el prescindir de ella abre paso al estudio de otro tipo de espacios, los espacios
cuasi-métricos, para los cuales se ha desarrollado una teoria relativamente nueva cuya
relevancia es igualmente considerable y en la cual pueden encontrarse resultados andlogos
a los de espacios métricos. En esta secciéon se estudiaran algunas propiedades algebréicas
y topoldgicas de este tipo de espacios.

Al no exigir la propiedad de simetria en una distancia, los espacios resultantes
tienen caracteristicas diferentes en su estructura topoldgica, esto abre toda una gama
de posibilidades para trasladar y comparar conceptos y resultados que se tienen en los
espacios con simetria. Esta carencia de simetria en las distancias en estos espacios puede
entenderse como que éstas tienen orientacién, esto es, para dos elementos del espacio,
sean r y y, la distancia de x a y no necesariamente coincide con la distancia de y
a z. Esta asimetria sugiere diferencias considerables entre los espacios métricos y los
espacios cuasi-métricos, asi como entre los espacios normados y los espacios normados
asimétricamente, las cuales han sido estudiadas recientemente debido las aplicaciones
que les han encontrado en los tltimos anos.

Hausdorff estudia y expone este tipo de distancias en su libro sobre Teoria
de Conjuntos, igualmente hay constancia del desarrollo en la teoria de espacios
cuasi-uniformes y en la aproximacion asimétrica entre las décadas de los 60’s y 80’s.
Actualmente, dada la relevancia que estos espacios tienen en la teoria de aproximacién
y en el analisis de complejidad de algoritmos, existen numerosos trabajos sobre espacios
normados asimétricamente asi como sobre espacios cuasi-métricos. Un trabajo un poco
mas reciente y extenso sobre espacios cuasi-métricos, normados asimétricamente y
cuasi-uniformes es realizado por Cobzas en [2], donde la presentacién sigue las ideas de
la teoria de espacios normados ahora con un enfoque asimétrico, enfatizando similitudes,
pero también las diferencias que surgen por la carencia de simetria.

En esta seccién presentamos la definicion de los espacios cuasi-métricos, algunos
ejemplos de este tipo de espacios, su relacion con los espacios cuasi-uniformes y algunos
resultados importantes sobre su comportamiento topolégico. Esto puede consultarse con
mas detalle en [3], [19], [2] y [16].

Definicién 2.3 Una cuasi-semimétrica sobre un conjunto arbitrario X (no vacio) es
una funcion p: X x X — RT que satisface las dos condiciones siquientes:
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1. p(z,z) =0
2. p(z,y) < p(x,z) + p(z,y) para cualesquiera x,y,z € X.
Mds aun, st x,y € X,
3. p(z,y) = ply,x) = 0 implica © =y, entonces p se llama una cuasi-métrica.
El par (X, p) recibe el nombre de espacio cuasi-semimétrico y espacio cuasi-métrico,
respectivamente.

Cuando se cumplen 1), 2) y 4) p(z,y) = p(y, ), a p se le llama una semimétrica.

Los siguientes ejemplos (1 y 2) ilustran la definicién anterior.

Ejemplos:

Sea R el conjunto de los ntimeros reales, definamos las aplicaciones:
pi - RxR — R,72=1,2, mediante

1.

_Jy—x six<y
pl(x,y)—{k>0 six >y

2. pao(z,y) = max {y — x,0}.

Notemos que tanto p; como py cumplen con los incisos 1) y 2) de la definicién 2.3,
méas ain, para i = 1,2, p;(z,y) = pi(y,z) = 0 sélo ocurre cuando x = y; asi, tanto p;
como po son cuasi-métricas.

Dada una cuasi-semimétrica p sobre un conjunto X, siempre es posible construir otra
cuasi-semimétrica p definida por

plz,y) = ply, =)
a la cual se le conoce como cuasi-semimétrica conjugada de p.

A partir de p y p se define la semimétrica p® mediante
p*(x,y) = max {p(z,y), p(z,y)} -
Notese que trivialmente se cumple que

p(z,y) < p*(x,y) y pla,y) < p'(z,y).
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Ademas, p es una cuasi-métrica si y sélo si p° es una métrica. En efecto, supongamos
que p es una cuasi-métrica y que

0= p*(z,y) = maz {p(z,y),p(z,y)},

entonces se cumple que p(x,y) = p(y,x) = 0, de donde = = y. Se tiene entonces que
p*(x,y) = 0 siy sélo si z =y, asi p° es una métrica. Reciprocamente, supongamos que
p*(x,y) es una métrica y que se cumple la condicién p(z,y) = p(y,z) = 0, entonces
p*(x,y) = 0, de donde = = y, luego, p es una cuasi-métrica.

Con frecuencia se trabaja con cuasi-semimétricas extendidas, entendiendo que la
cuasi-semimétrica puede tomar el valor +oo para algunos pares (z,y) en X x X.

Una cuasi-métrica p sobre X se llama bicompleta si p® es una métrica completa sobre
X.

Tal como en los espacios métricos, es posible definir bolas abiertas y cerradas en este
tipo de espacios no simétricos, lo cual nos permite definir también la topologia que éstas
generan. Dado un espacio cuasi-semimétrico (X, p), para x € X y r > 0 se definen las
bolas abiertas y cerradas con centro en x y radio r como

By(z,r)={ye X : plz,y) <r}y
Bylz,r] ={y € X: pla,y) <r}.

Con esto, los conjuntos abiertos y cerrados se definen de manera andloga a como se
hace en los espacios métricos: se dice que un subconjunto GG de X es abierto respecto a p
o0 que es p-abierto, si para cada x € G, existe r > 0 tal que B,(z, ) C G. Un subconjunto
C de X es cerrado respecto a p (o p- cerrado), si es complemento de algin p-abierto.

Las siguientes proposiciones, 2.1-2.4, describen el comportamiento de la topologia
inducida por una cuasi-semimétrica (cuasi-métrica).

Proposicién 2.1 En un espacio cuasi-semimétrico (X, p), toda bola abierta B,(z,r) es
un conjunto p-abierto.

Demostracién: Basta con mostrar que para cada y € B,(z, ), existe un nimero real
r’ tal que B,(y,r") C B,(x,r). Para esto sean y € B,(z,r) y r' =1 — p(z,y) > 0. Para
z € B,(y,1"), se tiene que

p(z,2) < p(x,y) + ply, 2) < p(x,y) +7" = plz,y) + 7 —plz,y) =7
por lo que z € B,(x,r) y asi B,(y,r") C B,(x,7). [ |

Para el caso de las bolas cerradas las cosas son un poco distintas ya que éstas no
son necesariamente un conjunto cerrado respecto a la cuasi-semimétrica p, mas si lo son
respecto a la cuasi-semimétrica conjugada p. Esto lo enuncia la siguiente proposicion.
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Proposicién 2.2 En un espacio cuasi-semimétrico (X, p), toda bola B,lx,r] es un
congunto p-cerrado.

Demostracién: Probemos que X — B,[z,r]| es p—abierto. Para esto, tomemos un
y € X — Bylz,r| ysear =p(z,y) —r > 0.5z € B;(y,r’), se cumple

p(r,2) > p(z,y) — p(z,y) = p(z,y) — d(y, 2)

> p(x,y) — 7' = p(z,y) — plz,y) +7r=r,
luego, B5(y,r") C X — B[z, 7). [ |

Dado un espacio cuasi-semimétrico (X, p), es posible definir las topologias 7,, 75 y
Tps, correspondientes a las cuasi-semimétricas p, p y p°, respectivamente. Si G es un
p-abierto entonces para cada z € G, existe r > 0, tal que B,(xz,r) C G, pero como
p(z,y) < p*(x,y), se tiene que By:(z,1) C B,(x,r) C G. Asi, G es también p°-abierto,
esto es, 7,s es mas fina que 7, . Andlogamente puede verse también que 7,s es més fina
que 7.

Con lo anterior, un espacio cuasi-semimétrico (X, p) con las topologias 7, y 75 puede
ser visto como un espacio bitopoldgico, entendiendo a un espacio bitopolégico como la
tercia (X, 7, T2).

Proposiciéon 2.3 Sea (X, p) un espacio cuasi-semimétrico, para cualquier x € X, se
cumple que Bys(z,r) = B,(x,r) N Bs(z, 7).
Demostracién: En efecto, si y € B,s(x,r), entonces
pl,y) < p*(x,y) = max {p(z,y), plz,y)} <7

y por tanto,
By (x,7) C B,(x, 1) N Bs(z, 7).

Ahora, si y € B,(z,7) N Bs(z, ) se tiene que p(z,y), p(z,y) < r, de donde p*(z,y) < r,
y asi y € B,s(x,7). Con lo anterior se tiene que

By(z,7) N Bs(x,r) C Bps(z,7).

De ambas contenciones tenemos la igualdad. Este resultado permite la construccién de
la topologia generada. |
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Proposiciéon 2.4 Sea p una cuasi-semimétrica en X. Si 7,, 75 y T,s son las topologias
respectivas inducidas por p, p y p°, entonces T,s es la minima topologia que contiene a
7, UTs, esto es, Ty = (1,UT5) =N{1:7,UT; C 7} donde T representa una topologia de

X.

Demostraciéon: Una de las contenciones es clara, dado que 7,,75 C 7,5, luego se
sigue que 7, U 75 C T,s y por tanto (7, U 75) C 7,.. Ahora, si B,(x,7) € T,+ entonces
B,s(x,r) = B,(x,7) N Bs(x,1) € (1,UT5) y por tanto B,s(z,r) C (1, UT;) , de modo que
Tpe = (7, U T5). [ |

Los ejemplos que se dan a continuacién muestran la forma de las bolas y de las
topologias para algunas cuasi-métricas particulares.

Ejemplos:

1) Sea X = {a,b,c} definamos p: X x X — R* por

{ p(b, a’) = IO(CL?a’) = p(b, b) = p(C, C) =0
pla,b) = p(b,c) = p(c,b) = p(c,a) = pla,c) =1

Claramente p es una cuasi-métrica, y

X, sir>1
BP(G’T):{{(I}, sir<l1

X, sir>1
BP(b’r)_{{a,b}, sir<l1

X, sir>1
Byler) = {c}, sir<1

De modo que,

7 =1{9, X {a},{c} {a,b} {a,c}},

75 = {2, X, {b} ,{c} {a, b} ,{b,c}}y

7o = {9, X, {a}, {c} {b} ,{a, b}, {a,c},{b,c}}.

Esta ultima es precisamente la topologia discreta de X.

ii) Si la cuasi-métrica p : R x R — R™ estd dada por

_Jy—=z siz<y
p(l‘7y)—{ 1’ SiSL’>y
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las bolas abiertas son de la forma:

| [z ), sir<1
Bp(x,r)—{ —o00,x+71), sir>1

(
| (x =1,z sir<1
Bp(x,r)—{ (x —r,+00), sir>1
Con esto ultimo las bolas abiertas de p* son:
[ A=}, sir<1
B”s(m’r)_{(w—r,x+7‘), sir>1
Como se ve, para r < 1, se tiene que 7,s es la topologia discreta en el conjunto de los

numeros reales.

En los dos ejemplos anteriores la topologia 7, coincide con la topologia discreta, esto
no siempre es asi, como lo muestra el ejemplo siguiente.

iii) Para la cuasi-métrica p(z,y) = mdx {y — x,0} de uno de los ejemplos anteriores,
las bolas abiertas son de la forma

B,(x,r) = (—00,x+71),

Bﬁ(l‘ﬂﬂ) = (l’ - +OO)7 y
Bys(x,r) = (x —r,x+71).
Aqui la topologia 7,s es la topologia inducida por la métrica del valor absoluto.
Como fue mencionado con anterioridad, existe una estrecha relacion entre los espacios

cuasi-métricos y los espacios cuasi-uniformes. Una cuasi-semimétrica p sobre X genera
un espacio cuasi-uniforme (X, ¥,) mediante la base numerable 8, = (B,,),en, donde

1
B, = {(xay) e X xX: p(‘ray) < 2_n}7
esto es,
UV, ={UCXxX:3B,€f, B, CU}.
De igual manera, la familia

1

B, = {(x,y) €X xX:p(wy) < Q—n}

genera la misma cuasi-uniformidad W,,.

Dado que B,(z) = B,(z,5:) y Bu(z) = Bz, 3], puede verse que las topologfas
generadas por la cuasi-semimétrica p y la cuasi-uniformidad ¥, coinciden, es decir, se
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cumple que 7, = 7(¥,). Esto es, una cuasi-métrica induce un espacio cuasi-uniforme de
base numerable, lo cual permite ver la completacién de su espacio uniforme inducido (o
la bicompletacién del espacio cuasi-uniforme) mediante sucesiones.

Como se mencioné anteriormente, una cuasi-uniformidad genera un preorden. De
manera similar, una cuasi-métrica p tiene un preorden asociado, <,, el cual se define
como

r<,y siysélosi p(z,y)=0.

Este preorden coincide con el preorden asociado a V.

En un espacio cuasi-semimétrico (X, p), un mapeo f : X — X es un mapeo
p-contraccién si y solo si cumple que

Jde<1 talque Vr,ye X, p(f(x), f(y)) <cp(z,y).

Otro tipo de espacios no simétricos intrinsecamente ligados con los espacios cuasi-métricos
(tanto como lo estan los espacios normados con los espacios métricos) es el de los espacios
normados asimétricamente, a los cuales se dedica la siguiente seccion.
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2.3. Espacios Normados Asimétricamente

Al trabajar con espacios lineales es frecuente la aparicion de funcionales parecidos a
las normas, en donde no se cumple la condicién p(x) = p(—z), este tipo de funcionales se
define como sigue. Puede consultarse més al respecto en [2].

Definicién 2.4 Sea X wun espacio lineal real. Una funcién p : X — RT es una
seminorma asimétrica sobre X, si para toda x,y € X yr € RT se cumple,

1. p(z +y) < p(x) + p(y).
2. p(rz) = rp(z);
Si ademdas se verifica que
3. plz) =p(—x) =0 siysdlo six=0;

entonces a p se le conoce como norma asimétrica.

A un espacio lineal dotado de una seminorma asimétrica se le llama espacio
seminormado asimétricamente y en el caso de que p sea norma asimétrica, espacio
normado asimétricamente. Al igual que con las cuasi-semimétricas, en algunas instancias
el valor +00 puede ser permitido para p, en cuyo caso p seria una norma -o seminorma-
asimétrica extendida.

Como en el caso de cuasi-semimétricas, se puede definir p, la seminorma asimétrica
conjugada de p, por p(z) = p(—=z). De igual forma, se define p*(x) = maz {p(x), p(—x)},
la cual resulta ser una seminorma llamada la seminorma asociada a p. Notese que una
seminorma asimétrica p es una norma asimétrica si y solo si p® es una norma sobre X.

Ademéds, se cumple que p(z) < p*(z) y que p(z) < p*(z) para toda = € X.

Dada una seminorma asimétrica p, siempre es posible definir una cuasi-semimétrica p,
mediante p,(z,y) = p(y — x). Andlogamente, para un espacio normado asimétricamente
(X, p), las bolas abiertas y cerradas con centro en x y radio r estdn dadas por

By(z,r)={y € X :ply —z) <r}
Bylz,rj={ye X :ply—x) <r}.

Los siguientes ejemplos muestran algunas normas asimétricas y el comportamiento de
las bolas que inducen mediante la cuasi-métrica asociada. Una norma asimétrica que es
utilizada muy frecuentemente en el desarrollo de la teoria del espacio de complejidad es
la que se describe en el ejemplo i).
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Ejemplos:
i) En R la norma asimétrica dada por
u(r) =méx{0,z} =z V0, z €R
define la cuasi-métrica de la recta de Sorgenfrey

pu(®,y) =uly —x) =méx {0,y —a} = (y —2) V0.

ii) En el plano, el funcional p:R? — R dado por
p(x,y) = max{y —z,y+,0},
es una norma asimétrica ya que si A > 0, entonces
p(A(z,y)) = max{\y — Az, \y + A\z,0} = dmdx{y —z,y + 2,0} = Ap(z,y).
Ademas, si u = (z,y) y v = (a,b), entonces
plut+v) = max{y+b—z—a,y+b+x+a,0}
= mix{y—zr+b—a,y+x+a+b0}
<mazx{y —z,y+x,0} + maxr {b—a,b+a,0}
= p(w) + p(v).

Con esto, p es una seminorma asimétrica. Ademas, si

p(.’E,y) = p(—JJ, _y) = 07

entonces y +x =0 =1y — x, luego x = 0 = y, por lo que p es una norma asimétrica.
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En este ejemplo, B,((0,0),7) = {(z,y) 1y —z,x +y < r},

iii) En el conjunto M,,»»)(R) de matrices de tamano m x n con componentes reales,
definimos  p : M(mxn)(R) — R mediante

p(A) = mc’wi,j {Aij, 0} .

Mostremos que p es una norma asimétrica, en efecto, para a > 0, tenemos:
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p(aA) = max; ; {aA;j, 0} = amaz; ; {A;;,0} = ap(A).
Ahora, si A, B € M,xn)(R), entonces

p(A) + p(B) = ’I’)’LC’liL'iJ' {Aij, 0} + mdxi,j {Bij, 0}
Z mdzi,j {(A + B)ij, 0}

= p(A+ B)

Por tltimo, si p(A) = p(—A) = 0, obtenemos
0 =max;; {A;,0} > Ay vy
0= mdxi,j {_Az‘j7 0} 2 _Aij
de lo anterior, A = 0.

Un caso particular de este ejemplo lo tenemos con p : R?> — R, definida por
p(z,y) = max {z,y,0}. Aqui las bolas abiertas centradas en el origen son de la forma:

Bp((oa O),T) = {(x,y) cr,y < 7”},

By((0,0),7) = {(z,y) : 2,y > =},
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y Bp((0,0),7) ={(z,y) : =r < z,y < r}.

Noétese que p* es la norma del supremo en R2.

iv) Consideremos al conjunto de las funciones continuas definidas en el intervalo
[a,b] C R. Definimos el funcional p : C[a,b] — Rt U {0} mediante

p(f) = maza<e<p {f(x),0} .
En este caso, D(f) = max,<z<p {—f(x),0}. y
By(fir) ={g:9(x) < fx) +r}, Bp(for) ={g: f(zx) —r < g(z)}.

Geométricamente las bolas abiertas son:

By(f,r)
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Bﬁ(f? T):

y Bps(fa T):

v) Sea X = {(1) € loo : 22,3 = 0}, definamos p(x) = supy {zx, 0}. Es facil ver

que p es una norma asimétrica.

Si d es una semimétrica y p una cuasi-semimétrica, entonces d + p es una
cuasi-semimétrica. Mas aun, si p es una cuasi-métrica, d + p es una cuasi-métrica; ésta
es una forma de generar mas cuasi-métricas en X. En efecto, sea py = d + p, entonces es
claro que para cualesquiera x,y, z € X, po(z,y) > 0y po(x,z) = 0.

Ademas,
po(z,y) = d(z,y) + p(z,y)

< d(x,2) +d(z,9) + pz, 2) + p(2,9)
= po(e,2) + po(y, 2)
Finalmente, si po(z,y) = po(y, ) = 0, entonces
d(z,y) + p(z,y) = dly, ) + ply, =) =0,
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de donde p(z,y) = p(y,z) = 0, lo cual implica que x = y. Més aun, también es facil ver
que pg = d + p°.

En general, si py1,po, ..., pp son cuasi-semimétricas y aq, o, ...,a, > 0, entonces la
aplicacién p = a1p; + agp2 + ... + @, p, €s Una cuasi-semimétrica.

Otro tipo de espacios no simétricos cuyo estudio es relevante para este trabajo es el de
los conos normados asimétricamente, esto debido a la particular estructura del espacio de
complejidad C'. Los conos normados asimétricamente se definen en la siguiente seccion.
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2.4. Conos normados asimétricamente

Una estructura algebraica que aparece con mucha frecuencia en matematicas es la del
cono, la cual es un poco mas débil que la de un espacio lineal. Veamos unos conceptos
previos necesarios para la definicién de un cono.

Un semigrupo es un par (X, +) donde X es conjunto no vacio y + es una operacion
binario en X que cumple la propiedad asociativa. Mientras que un monoide es un
semigrupo (X, +) con elemento neutro o cero.

Definiciéon 2.5 Un cono sobre RT es una terna (X, +,-) tal que (X,4) es un monoide
abeliano, y - : RT x X — X wuna funcién tal que para cada x,y € X yr,s € RT :

1.r-(s-z)=(rs) -z

2.r-(vty)=( z)+(ry)

3. (r+s)-x=r-z)+(s-x)

4. 1-x=uw.

Un cono (X, +, ) se dice cancelativo si para toda z,y,z € X, z +y = = + z implica
que y = 2.

Todo espacio lineal (X, +, ) puede ser considerado como un cono cancelativo cuando
restringimos la operacién - de R x X a Rt x X.

Decimos que un subconjunto A de un espacio lineal X es un cono de X si A es un

cono con la restriccion a A de las operaciones del espacio lineal X.

Definicién 2.6 Una seminorma asimétrica sobre un cono (X,+,-) es una funcion
q: X — R* tal que para cualesquiera z,y € X yr € Rt

1. =0 siysdlo si existe —v € X tal que q(x) = q(—x) = 0.
2 qlr-z) =1 q(z)
3. q(z +y) < qlz) +q(y).

Cuando la seminorma asimétrica q satisface

4. q(x) =0 si y solo si x =0, entonces q es llamada norma asimétrica sobre el cono
(X7 +, )
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Un cono seminormado asimétricamente (cono normado asimétricamente) es un par
(X, q) donde X es un cono y ¢ es una seminorma asimétrica (norma asimétrica) sobre
X. Cuando el cono X es de hecho un espacio lineal, el par (X, ¢) es llamado un espacio
lineal normado asimétricamente. Un cono B de un espacio lineal X se dice punteado si
Bn(-B)=0.

Un caso particular de cono normado asimétricamente es el que desarrollaremos en
el siguiente capitulo, este fue introducido en 1995 por Schellekens y lo llamé espacio
(normado asimétricamente) de complejidad.
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Capitulo 3

El espacio de complejidad y su dual

En 1995, Schellekens introdujo el espacio de complejidad, conformado por el conjunto
de funciones de complejidad de algoritmos y dotado de una funcién distancia (no
simétrica) entre ellas, con la intencién de dar un sustento métrico y topolégico al analisis
de complejidad de algoritmos.

Reciéntemente, investigadores como Romaguera, Garcia Raffi, Valero, entre otros, han
obtenido una gran cantidad de resultados sobre las propiedades métricas de este espacio
de complejidad, algunas por medio del analisis de su espacio dual, que han resultado de
gran interés desde el punto de vista computacional, donde el tiempo de ejecucién de los
calculos es la medida de complejidad.

El espacio de complejidad da un sustento topoldgico para el analisis de complejidad
de programas y algoritmos, basado en la nocién de una distancia de complejidad, es decir,
una cuasi-métrica que intuitivamente mide el progreso relativo que se hace con respecto
a la complejidad al pasar de un algoritmo a otro. Puede consultarse mas al respecto en
[1], [14] y [16].

3.1. El espacio de complejidad C

Para analizar un algoritmo y medir qué tanto tarda en resolver un problema con un
cierto tamao, se encuentra una funcién f : N — R* llamada funcién de complejidad.

Schellekens define el espacio de complejidad como el par (C,d¢), donde

S 1
C={f:N—R" tal que 27" —— < oo}
2" )
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y de es la cuasi-métrica sobre C dada por
- 1 1
wit= 5 [(o - 1Y
,;) g(n)  f(n)

Para un n € N fijo, podriamos cuantificar el beneficio obtenido (en términos de
reduccion de complejidad) al remplazar el algoritmo con funcién de complejidad f por el
algoritmo con funcién de complejidad g de mediante f(n)—g(n). Con el fin de obtener una

f (n}(n) . Sin embargo,

para cada f,g € C.

medida de progreso relativo podemos remplazar esa diferencia por

si f(n) toma un valor muy grande comparado con el valor de g(n), esta ultima expresién

tiende a 1, pues 1 — % — 1 cuando 4 ﬁ — 0. Dado que se busca poder distinguir el

nivel de beneficio para distintos valores de g(n) (aun cuando se tengan valores de f(n)

muy grandes), se remplaza la dltima expresién por % % — f( T Noétese que el

1
fn)”

La asimetria de d¢ ocasiona pérdida de cierta informacién, sin embargo éste es un
costo necesario pues es precisamente la no simetria la que guia la elecciéon del algoritmo
mas eficiente.

—n . . . o0 —-n
factor 27" garantiza la convergencia de la serie ) > ;2

Un poco después, Romaguera y Schellekens introdujeron el espacio de complejidad
dual (cono normado asimétricamente) y han estudiado varias propiedades del espacio de
complejidad original que son interesantes desde el punto de vista computacional, por
medio del analisis de su dual.

De hecho, mientras que el espacio de complejidad no puede ser modelado como un
cono normado asimétricamente, el espacio dual admite una estructura de cono (o espacio
semilineal) normado asimétricamente y, por otra parte, este puede ser usado directamente
para el analisis de cierto tipo de algoritmos, donde el tiempo de ejecucion es la medida
de complejidad.

3.2. El dual del espacio de complejidad C*

El espacio de complejidad dual es denotado por (C*,dc~), y definido por

C*={f:N—R" tal que ZZ’”f(n) < o0}
n=0

y de+ es la cuasi-métrica sobre C* dada por
de-(f.9) Z 27"[(9(n) = f(n)) V0]
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para cada f,g € C*.

De hecho, C* resulta ser un cono normado asimétricamente por la funcién real no
negativa go«(f) = Y00 5wu(f(n)) de tal forma que la cuasi-métrica de- puede ser
obtenida de la norma asimétrica go- de la manera siguiente:

o

1

do-(£,9) = Y grulgln) — ()

n=0
para cada f,g € C*.

Mediante un breve desarrollo se puede verificar que el mapeo inversién

U:.C*— C,¥(f) = %, es una isometria de (C*,dc+) a (C,d¢) (con la convencién de
que % = 00), esto permite transportar algunas propiedades del espacio dual al espacio de

complejidad (aquellas que se mantienen bajo isometria).

Como se ha mencionado, la distancia de complejidad entre dos funciones f,g € C es
dc(f,g) y mide el progreso relativo que se hace al bajar la complejidad reemplazando un
programa P con funcién de complejidad f por un programa () con funcién de complejidad

g.

Puesto que para f,g € C* se tiene do+ (f,9) = dc(1/f,1/g), deducimos que de+(f, g)
mide el progreso relativo que se hace al tratar de bajar la complejidad remplazando P

por Q.

En particular, do«(f, g) = 0 puede ser interpretado como que g es “mas eficiente” que

f.
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3.3. Propiedades Meétricas del [Espacio de
Complejidad

Uno de los objetivos de este trabajo de tesis es explorar las aplicaciones del espacio
de complejidad en algoritmos particulares, especialmente en los del tipo divide y
venceras probabilistas. Para ello es necesario valerse de algunas propiedades algebraicas y
topoldgicas que posee este espacio y que seran enunciadas y demostradas en este capitulo.

Especificamente, el objetivo principal del presente capitulo es demostrar la
completitud segin Smyth del espacio de complejidad C' y de su espacio dual C*, por
tanto, todos los resultados mencionados en esta seccién nos conduciran a dicho fin.

Espacios pesables

Una propiedad importante que pueden presentar los espacios cuasi-métricos es la
de ser pesables, ésta propiedad resulta de mucha utilidad para nuestros fines pues esta
estrechamente relacionada con la completabilidad de Smyth.

Se dice que un espacio cuasi-métrico (X, p) es pesable si existe una funcién (llamada
“funcién peso”) w : X — R* tal que para cualesquiera x,y € X se cumple:

p(z,y) +w(x) = p(y, ) + w(y)

En los siguientes teoremas se muestra que tanto el espacio de complejidad C' como su
espacio dual C* cumplen con esta definicion.

o0 2—711

Teorema 3.1 El espacio de complejidad (C,d.) es pesable con w(f) =", O

Demostracion: Para darle mayor claridad a la prueba, definamos los siguientes
conjuntos:

Ap={neN: f(n) < g(n)},
Ac={neN:fn)=gn)} vy
Ay={neN:g(n) < f(n)}.

Claramente Ay U A- U A; = N, con lo cual se tiene que

do<f,g>=nf;2% (o7~ 701) ) :Zﬂﬁ‘%n))
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= 1 1 1 1/ 1
w0-0 =35 (71~ 50) ¥ = X7 (76~ 509).
De estas observaciones se sigue que

do(f.0) +u(f) =520 (3 - 745) VO] + i 27ty

- 11 11
=24, gty T 2A;UAL T T

_ 1 1 1 1 1 1
= D nm0 37 g ~ 2AUA- 3 g T 2 A UA- 37 Fm)

[ |
Para el espacio dual se tiene un resultado analogo, el cual se enuncia a continuacion.
Teorema 3.2 El espacio de complejidad dual (C*,dc+) es pesable con la funcion peso

w(f) =202 f(n).

Demostracién: Esta prueba es andloga a la anteior, utilicemos los conjuntos
anteriores Ay, A_ y A, definidos en ésta. Notese que en este caso

[e o]

de-(.9) = o lloln) = F) v 0] = 37 5 (g(n) — ()
n=0 Ay
y oo
do-(9, ) = 3 52 () = 9() VO = 3 o= () = ().
n=0 Ag
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Luego se sigue que
de-(f.9) +w(f) =T 2 [(gn) = F) VOl + 3357, 2 ()

= Y4, & (9n) — F() + X, &4 ()
= S, 2 (9(0) = F(0) + Ty, e f() + Sapo S ()
=Y, 2 0(m) + Y a 2 F(0)
= e E0(0) = X E0(0) + X0 F ()
=w(g) + S aua. = [(F(0) = g(m) VO
= w(g) + X, 2 [(/(n) — g(n)) V 0]
= w(g) + L 3 [((n) = g(m)) v 0]

=dc-(g, f) +w(g).

NOTA: Todo espacio métrico es pesable con w igual a la funcién cero.

Espacios Smyth-completables

Como se mencioné en la seccién anterior, es posible definir a los espacios
Smyth-completables y a los espacios Smyth-completos mediante sucesiones, lo cual
permite transportar estos conceptos al contexto de los espacios cuasi-métricos. La
completitud y completabilidad de Smyth se definen mediante un tipo especial de
sucesiones: las sucesiones de K-Cauchy por la izquierda, las cuales se definen de la
siguiente manera.

Definicién 3.1 Una sucesion (xy)ren en un espacio cuasi-métrico (X, p) se dice de
K-Cauchy por la izquierda si para cada € > 0, existe ng € N tal que

(X, T) < €
stempre que ng < n < m.
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Obsérvese que de forma andloga pueden definirse las sucesiones K-Cauchy por la
derecha. Para ilustrar esto, considérese el siguiente ejemplo.

Ejemplo: Sea la aplicacién p : R x R — R* definida por

_J -y siy=suw
p(xay)_{ 1, Siy>l',

como se habia mostrado en el capitulo anterior, esta es una cuasi-métrica.
Ahora consideremos la sucesién {%}neN en el espacio cuasi-métrico (R, p).

Probemos que en este espacio, la sucesion anterior es de K-Cauchy por la izquierda
pero no es K-Cauchy por la derecha.

Sea € > 0, por la propiedad Arquimediana, existe n. € N tal que n, > %, de donde
€> L.

Seann,mENtalesqueneSngm,luegoniez%2%.Asi,
11 1 1 1 1

plmim) =p (2= ) =— -~ < - <— <o
n’'m n o m n_ ne

por tanto, esta sucesién es de K-Cauchy por la izquierda.
Sin embargo p(zm,,x,) = 1 > € para cualesquiera n < m y € < 1, lo cual muestra que

la convergencia no se da en la direccién opuesta.

Se ha mencionado ya que un espacio cuasi-métrico genera un espacio cuasi-uniforme,
si este espacio es ademds Smyth completable (como fue definido para los espacios
cuasi-uniformes) entonces el espacio cuasi-métrico cumple lo siguiente:

Teorema 3.3 Un espacio cuasi-métrico (X, p) es Smyth-completable si y sdlo si toda
sucesion (xg)ken de K-Cauchy por la izquierda en (X, p), es de Cauchy en (X, p®).

Noétese que el espacio (R, p) del ejemplo anterior no es Smyth-completable. En efecto,
sea € < 1, por la definicién de p, se tiene que para cualesquiera x,y € R se cumple que

p°(z,y) = maz{p(z,y), p(y, )} > 1> ¢

de donde no toda sucesién de K-Cauchy por la izquierda en (R, p) es de Cauchy en (R, p®).

Existe un resultado muy importante, el cual permite relacionar los espacios pesables
con los Smyth-completables. Este resultado es utilizado para probar que tanto el espacio
C como el espacio C* son Smyth-completbles. Este resultado es el siguiente y la prueba
puede encontrarse en [7].
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Teorema 3.4 Todo espacio pesable es Smyth-completable.

Como ya se probd, los espacios C' y C* son pesables, lo cual conduce al corolario
siguiente.

Corolario 3.1 Los espacios cuasi-métricos (C,d.) y (C*,d.+) son Smyth-completables.

Espacios Smyth-completos

Un espacio cuasi-métrico (X, p) es Smyth-completo si toda sucesién (x,,)nen en (X, p)
de K-Cauchy por la izquierda es convergente en (X, p*).

Otro concepto importante en los espacios cuasi-métricos, el cual se define de manera
analoga a como se define en los espacios cuasi-uniformes, es la bicompletitud: un espacio
cuasi-métrico (X, p) es bicompleto si (z, p®) es completo.

Utilizando los dos conceptos anteriores, es facil deducir el siguiente teorema.

Teorema 3.5 Un espacio cuasi-métrico (X, p) Smyth-completable y bicompleto es Smyth
completo.

Demostracion: Este resultado es consecuencia directa de las definiciones anteriores.
En efecto, sea (X, p) un espacio cuasi-métrico Smyth-completable y bicompleto, y sea
(Zn)nen en (X, p) una sucesion arbitraria de K-Cauchy por la izquierda. Dado que (X, p) es
Smyth-completable, se tiene que (z,)nen es de Cauchy en (X, p*). Por otro lado, dado que
(X, p) es bicompleto, (X, p*) es completo y por tanto la sucesién (x,),en s convergente
en (X, p®). Asi, el espacio cuasi-métrico (X, p) es Smyth-completo. [ |

Como se mencion6 con anterioridad, nuestro objetivo es probar que los espacios C'y
C* son Smyth-completos. Dado que la completitud de Smyth es una propiedad que se
mantiene bajo isometria, podemos reducir esta tarea a probar que el espacio dual C* la
cumple. El teorema anterior muestra un bosquejo del camino que seguiremos para cumplir
nuestro objetivo: dado que el espacio cuasi-métrico C* es Smyth-completable, basta con
probar que es bicompleto para deducir su completitud de Smyth.

Antes de enunciar y probar este resultado, definamos d, : C* x C* — R™ como

4(f,9)= 3 elloln) — Fn) v 0) A1) = 3 min fméie {g(n) — F(n), 0}, 1
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puede verse facilmente que ésta es una cuasi-métrica. Ademas, notemos que se cumple

d, < do < d.

d_p S dc* S dz*
de donde
d, < d;. (3.1)
Y por tdltimo noétese que
S G 1
B(F9) =3 5l gln) — F(n) | A1)
n=0

Utilizaremos la definicién anterior para probar el siguiente lema.

Lema 1 Dada (fy)ren una sucesion de Cauchy en (C*,d3), existe una tnica funcion
g : NU{0} — R* tal que (fi)ren = ¢ con la métrica euclidiana, esto es, para cada
n € N se cumple que | fr(n) — g(n) |k—> 0.

— o0

Demostracién: Sean rp € N y € > 0, probemos que (fx(70))ren €s una sucesion de
Cauchy en R con la métrica euclidiana, asi, por la completitud de este espacio, (fx(70))xren
es convergente y llamaremos a su limite g(ry).

Por la propledad Arquimediana, existe n, € N tal que logg( )+ ro < ng, luego se
cumple que < Dividamos el problema en los siguientes casos: 7 < ng y 1o > no.

o
CASO 7y < ng: Dado que (fi)ren es de Cauchy en (C*, d5), existe n; € N tal que para
cualesquiera m, k € N con m, k > ny se cumple que

2’”0

(e 9]

Bl fi) = 3 5ol ful) = fu) | A1) < 5 <

270
n=0

Noétese que debido a la ecuacién anterior, ocurre que | fr(n) — fi(n) |< 1, para todo

n =0,...,n9. Luego
no

1 1 €
Zz—n | fe(n) = fin(n) [< o < gm0

n=0
Como To < Ng, Se tiene que

| fr(r0) = fm(ro) |< de donde | fi(ro) — fin(ro) |< €.

€
2T0 9ro’

Por tanto, para este caso ya se tiene que (fx(ro))ren es de Cauchy en (R,| |) lo cual
implica que la serie converge a hy = g(ro).
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CASO ry > ng: en este caso se tiene que

1 €

ro+1 0 -
ro+1>ng=— 2 > 2 :>2r0+1<2n0<2m.

Dado que (fy)ren es de Cauchy en (C*,d;), existe ny € N tal que para cualesquiera
m,k € N con m, k > ny se cumple que

oo
€

. 1 1
d fmafk ZQ_TL ‘fk (n) ‘ /\1] < Sro+1 < %.

n=0
Luego, para todon =1,....,70 + 1, | fx(n) — fm(n) |< 1. De donde

ro+1

1
> g L) = o) 1< 5 -,
lo cual implica que 55 | fu(ro) — (7o) |< 55, luego | fu(ro) — fnlro) |< e

Por tanto, (fx(r0))ken es de Cauchy en (R, | |), y dada la completitud de este espacio,
(fe(ro))ken es convergente, teniendo como limite g(ro). [ |

Usaremos el lema 1 para finalmente probar que el espacio C* es bicompleto, con lo
cual su completitud de Smyth queda probada.

Teorema 3.6 El espacio de complejidad dual (C*,d.) es bicompleto.

Demostracién: Probar que (C*,d.) es bicompleto es equivalente a probar que
(C*, d:.) es completo. Sea (fi)ren una sucesion de Cauchy en el espacio métrico (C*, d5.).

y Yex )y Ye*

Nétese que (fi)ren es de Cauchy en (C*, d5). En efecto, sea € > 0, dado que (fy)xen es
de Cauchy en (C*,d:.), existe ky € N tal que para cualesquiera m,n € N con m,n > kg
se cumple

d;(fm fm) S do(fos frm) <€
debido a la ecuacién (3.1), de donde (fy)ren es de Cauchy en (C*, d5).

Por el lema anterior, existe g : NU {0} — R* tnica tal que (fx)ren — ¢ con la

métrica euclidiana.

Probemos ahora que g € C*, es decir, que Y 7, %g(n) < +o00. Hagamos la prueba
por contradiccién: supongamos que para todo j € N, existe m; € NU {0} tal que

m;

. 1

J < Z 279(”)
n=0
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Dado que (fx)ren es de Cauchy en el espacio métrico (C*, d5.), existe k1 € N tal que para
todo k > k; se cumple que

o0

> o | fulm) = fi) |< 1. (32

n=0

Sea jo € N fijo. Como ( fx)ken 2 g, para cadan =0,1, ..., m; existe N,, € N tal que para
todo k > N,, se cumple que | g(n) — fy(n) |< 5
Sea Ny = max {N,, : 1 <n < m;}, luego para todo k > Ny se tiene que

[ 9(n) — i) < 5

conn=0,1,...,m;.

Si ko > max {No, k1}, se tiene | g(n) — fy,(n) |< 37 para n = 0,...,m;. De lo anterior
se tiene que
A1 o 1
D 5 19(0) = fuoln 2—22— 5= 5T
n=0
Dado que
Z% Z2nfko )SX%Q—HM(”)—J%O(”) < 5
se tiene que
A 1 1 &1
]<Z2—ng( ) 2 1+22_nfko(n) (3.3)
n=0 n=0
Mientras que por (3.2) y dado que ko > ki,
Z L =3 L e <L o) = fuln) < 1
2TL 0 — ZTL 1 — o 2n 0 1 ?
de donde
;2_"fk°<n) < 1+§2—nfk1(”), (3.4)

luego por (3.3) y (3.4),

1 L1 L1
J<ﬁ+1+202_nfk1(n)<2+202_nfk1(n)
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esto es,

Zwm-ﬁwimWT
lo cual es una contradiccion. Por tanto g € C*.

Ahora resta probar que d&. (g, fx) PR 0. Sea j € N. Como (fx)ren es de Cauchy
— OO
n (C*,d.), existe k(j) € N tal que para cualesquiera m, k > k(j),

o0

B (s ) = D o | Fln) = Fuln) |< 55

25"
n=0

Dado que fy(;), 9 € C*, existe ng € N con 5lr < 23J de tal forma que

Z ank 23] y

n=ng

oo

1 1
Z 2n9( n) < 235
n=ng
Por ser (fx)ken de Cauchy en (C*,df.), existe k; > k(j) tal que para todo m,k > k; se

cumple que

S o | Fel) = fuln) 1< 5 (35

n=0

Ahora, si k > k; > k(j), por la convergencia puntual que se probé en el lema anterior,
para todo n =0, ...,ng — 1, existe m,, > k tal que

1
[ 9) = (1) 1< 5 (36)
Por (3.5) se tiene que
| 1
> g L) = f ) 1< 3
de donde ) .
o | fu() = fn, () [< 5o
o de manera equivalente
2n
| en) = Fa () 1< (37)

paran =0,1,...,n9 — 1.
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Noétese que por (3.6) y (3.7), se cumple que para todo n =0, ...,ng — 1,

| 908) = Ju(n) 1] 9(0) = i, () |1 fona () = fuln) 1 5+ o = 22

2n0 2n0
luego,
no—1 no—1
1 1 1 me 1
; on | g(n) — fu(n) [< om0 ;(27+1) < o S 9
Ademas,
> on 1 9(n) = fu(n) |< > onll 9() |+ fuln) ]
n=ng n=ng
=S L L, (3.8)
n=ng 2n n=ng 2"

Dado que k > k(j), se tiene

1 =1 1
Z ank Z k() < 3 5 | feln) = fun () |< 55
=0
y por tanto

- 1
Z 2_ 23] + Z on o e (0 (3.9)
0

Finalmente, de (3.8) y (3.9) se obtiene

o0

1 3
Z%\g(n)—fk(n)|<23+27]+z2nfk < 5

n=ng

Con esto concluimos que para todo j € N, existe un k; € N tal que para todo k > k;, se
cumple

no—1

e}
1 1
ZQ—nlg(n)—fk(n)IIZ | 9(n) |+Z fe(n) |
n=0 n=0 n=ng
1 3 a1
esto es, dg. (g, fr) — 0.
k — o0
Por tanto hemos probado que el espacio (C*, d.) es bicompleto. |

Finalmente hemos llegado al resultado deseado: la completitud de Smyth del espacio
de complejidad. Esto se enuncia formalmente en los siguientes corolarios.
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Corolario 3.2 FEl espacio de complejidad dual C* es Smyth-completo.
Este resultado es inmediato debido a lo mencionado anteriormente en el teorema 3.5.
Corolario 3.3 EI espacio de complejidad C' es Smyth-completo.

Dada la isometria entre C' y C*, el resultado anterior es inmediato también, con lo
cual se concluye nuestra tarea de esta seccién.

Estos resultados seran de mucha utilidad en el siguiente capitulo, en el cual se explota
la completitud de Smyth de C' para calcular la complejidad de algunos tipos especiales
de algoritmos divide y venceras probabilistas.
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Capitulo 4

Aplicaciones

4.1. Algoritmos divide y venceras probabilistas

Como se mencioné en capitulos anteriores, una relaciéon de recurrencia hace referencia
a una ecuacion que define una secuencia de forma recursiva, esto es, cada término de
la secuencia queda definido como una funcién de los términos anteriores. Sea T'(n) el
n-ésimo término de la secuencia definido por la relacién de recurrencia 7', una solucién
de T es una funcion sobre N que satisface la relaciéon de recurrencia para todo n € N.

Un ejemplo usual, ya mencionado en el capitulo 1, es la relacién de recurrencia T
que define la funcién factorial f(n) = n! de la forma 7'(0) = 1, T'(n) = nT'(n — 1).
Consideremos ahora, para este ejemplo, el funcional ® definido por ®f(n) = nf(n — 1)
para todon € Ny ®&f(0) = 1, asi este funcional transforma la funcién f en un relacién
de recurrencia ®f. De forma analoga pueden asociarse funcionales a cada relacién de
recurrencia.

La asociacion de un funcional a un programa recursivo es de mucha utilidad para
los propdsitos que se expondran en esta seccidn, pues de la nocion de este funcional
surge la formalizacién de los programas recursivos: estos son obtenidos como el punto
fijo del funcional ® sobre el espacio de funciones correspondiente. En este caso, y como
una simplificacién deliberada, consideramos el funcional sobre el espacio de funciones que
tienen por dominio NU{0} y N por codominio, admitiendo algunas indeterminaciones. De
igual forma, este funcional ® es 1til en la formalizaciéon de las funciones de complejidad,
ya que estas pueden ser vistas como los tinicos puntos fijos de los funcionales asociados con
las ecuaciones de recurrencia que especifican la complejidad de un programa. El contenido
de esta seccion puede consultarse con mas detalle en [6].

Sea Cp = {fe€C: f(n) <ooparatodon € NU{0}} donde C es el espacio de
complejidad ya definido anteriormente.
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Definicién 4.1 Sea ® : (C,d.) — (C,d.) un funcional, se dice que éste es un funcional
de mejora respecto a una funcion f € Cy si para cada n € N U {0}, se cumple que
©n+1f < (I)nf.

Noétese que si @ es mondtono creciente (es decir, si & f < &g siempre que f < g), para
probar que ® es un funcional de mejora respecto a f, basta con mostrar que ®f < f.

Intuitivamente, un funcional de mejora es un funcional que corresponde a una
transformacién de los algoritmos, de tal forma que las aplicaciones iterativas de dicha
transformacién a un algoritmo dado conducen a un algoritmo mejorado en cada paso de
la iteracion.

Uno de los objetivos de esta seccion es mostrar que para muchas relaciones de
recurrencia en las cuales se basa la estructura recursiva de los algoritmos divide y venceras
probabilistas, los funcionales asociados a estos algoritmos tienen un tnico punto fijo,
el cual es la solucién para su ecuaciéon de recurrencia. Esto se logra construyendo un
funcional monoétono decreciente ® asociado a una relacién de recurrencia dada T, para
el cual existe una funcién de complejidad ¢g tal que g < ®g, y dada la completitud
segiin Smyth del espacio (C,d.), la secuencia de iteraciones (®*g)gey converge en (C,d3)
a alguna funcion fr € C la cual es el tnico punto fijo de ®, y por tanto, también la
solucién a la relaciéon de recurrencia T. Ademas, si ® es un funcional de mejora para
alguna g € Cp, entonces fr < gy por tanto fr(n) € O(g(n)).

Enunciaremos algunos resultados auxiliares con el objetivo de probar la existencia de
puntos fijos para funcionales ¢ : (C,d.) — (C,d.).

Proposiciéon 4.1 Sea & : €' — C un funcional mondtono creciente. Si existe g € C
tal que g < ®g, entonces existe f € C' que satisface

i) limy,_o di(f, ®%g) = 0

ii) ®*g < f < ®f, para toda k € NU {0}.

Demostracion: Dado que ® es mondtona creciente y g < ®g, se tiene que para todo
k € NU {0} se cumple que ®*g < ®*+1g. De aqui que de(PFg, P 1g) = 0 para todo
k € NU{0}, esto es (®¥g)ren es una sucesién K-Cauchy por la izquierda en (C, d..). Ahora,
dado que (C,d.) es Smyth completo, existe f € C tal que limy__.. d(f, ®*g) = 0, de
este modo el inciso i) queda probado.

Ahora, sea k € NU{0} fijo. Sea € > 0 arbitrario, dada la convergencia mostrada en el
inciso anterior, existe j > k tal que d(f, ®/g) < €. Luego, por la desigualdad triangular
y dado que d.(®Fg, ®/g) = 0, se tiene

de(PFg, ) < de(PFg, D7 g) + do(Pyg, ) = d(Pyg, f) < di(Pg, f) <.
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De aqui que d.(®*g, f) = 0, lo cual conduce a kg < f.
Para la otra desigualdad, dado que ® es mondtona creciente, se tiene que para todo
k € NU{0}, se cumple ®*lg < df y
do(f, @f) < d(f, D" g) + d (" g, @ f) = do(f, D' g) < des (f, " 1g) — 0,

de aqui se sigue que d.(f,®f) = 0, lo cual conduce a que f < ®f, con lo cual concluye
la prueba del inciso ii). [ |

Proposiciéon 4.2 Sea (fy)ren una sucesion en Cy. Si existe f € Cy tal que
limy oo d3(f, fr) = 0, entonces (fx)r converge puntualmente a f respecto a la métrica
euclidiana, es decir, para cada n € NU {0} y para todo € > 0, existe kg € N tal que para
todo k > ko se cumple que | f(n) — fr(n) |<e.

Demostracién: Sea n € N U {0} fijo, y sea ¢ > 0 arbitrario. Dado que

Mmoo dE(f, fr) = Mmoo v | #n) — ﬁ |= 0, se tiene que se cumple
limg_ o | ﬁ — % |= 0, de donde existe ko € N tal que para todo k > ko,
‘ 1 _ 1 - €
fn)  futm)| ~ f)(f(n) +€)
De aqui que para todo k > kg
fr(n) = f(n) fr(n)e
I |5y | < G+ e
equivalentemente ()
fr(n)e
Ademés
I € _ f)(f(n) +€) = f(n)e 1
f(n)  f(n)(f(n) +€) fn)?(f(n) +¢) fr(n)
e donde FOP () + 0
n n)+e
T < oy +e—g T
para todo k > k. Por tanto, de (4.1) y de la desigualdad anterior, se obtiene
[f(n) = fr(n)| <e
para toda k > kg, con lo cual queda probado el resultado. |

Una vez probados estos resultados auxiliares, procederemos a la prueba del resultado
principal de esta seccidn, el cual se presenta acontinuacion.
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Teorema 4.1 Sea T una relacion de recurrencia, supongamos que existe ng > 2 tal que
para todo n > ng

donde u € Cy y (vg)ken €s una sucesion de funciones en N que cumplen que para algin
K >0 y para todo n > ng

n—1

Z vp(n) < K.

k=ng

Entonces el funcional ® : C — C' definido para toda f € C de la forma ®f(0) = T(1),
Of(n)=T(n) paran=1,...n9g—1, y

para todo n > ng, tiene un unico punto fijo fr € Cy el cual es la solucion de la relacion
de recurrencia T'. Mds aun, st ® es un funcional de mejora para alguna g € C, entonces
fr < g, esto es, la solucion de la relacion de recurrencia es de orden O(g).

Demostracion: Notemos que para toda f € C, efectivamente ®f € C', pues dado

que u € C,
Z :
2n
n=0

Podemos observar que ® es mondtono creciente, en efecto, sean f,g € C con f < g,
por definicién ®f(0) = T'(1) = ®g(0) y &f(n) = T'(n) = ®g(n) paran = 1,....,ny — 1.
Ademas, para n > ng

Z 2%% 0o, pues u(n) < @ f(n).

n=0

| A

Of(n) =u(n)+ ) w(n)f(k) <uln)+ ) wvr(n)g(k) = Pg(n).

Sea la funcién g : NU {0} — (0,00) definida como g(0) = T'(1), g(n) = T(n) para
n=1,..,n9—1,y g(n) =u(n) para todo n > ng. Claramente g € Cy, pues u € Cy. Més
aun, dada la construccion de ® y de g, se tiene que

9(0) =T(1) = ®g(0),

ademas, paran=1,...,n9 — 1
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y para n > ng

de donde ® y g cumplen las condiciones de la proposicion 4.1, la cual garantiza la
existencia de fr € C tal que limy_,o d&(fr, ®*g) = 0y ®*g < fr < ®fr para toda
k € NU{0}.

Debido a la contruccién de @ y dado que g, u € Cp, se tiene que para todo k € NU{0},
d*g € Cy. Lo siguiente es probar que fr € Cj, hagamos esto por contradiccién: sea j
el primer entero no negativo tal que fr(j) = oo. Luego, dado que fr < ®fr, se sigue
que @ fr(j) = oo, esto es, ya no estd definido por una relacién de recurrencia, de donde

JZnoy

D2() = u(i) + 3 on)fr (k) < oo,
k=1

lo cual es una contradiccién, por tanto, fr € Cy. De esto tltimo se tiene que fr y (®*g)y
satisfacen las condiciones de la proposicién 4.2, lo cual asegura la convergencia puntual

de (®*g)x a fr.

Ahora probemos que fr es un punto fijo de ® (¢ fr = fr), y por tanto es solucién de
la relacién de recurrencia T'. Para esto recuérdese primero que, por la definicion de & y
la de g,

@ fr(0) =T(1) = ©g(0) = g(0) v,

®fr(n) =T(n) = ®g(n) = g(n)
conn = 1,...,ng—1. Esto es, tenemos que @ fr(n) = ®g(n) = g(n), paran = 0,1, ...,ng—1,
de donde ® fr(n) = ®*g(n) para todon =0, 1,....,ng— 1 y todo k € NU{0}. Ademds por
la proposicién 4.1, para todo k € NU {0}, ®*g < fr < ®fr...(*), lo cual conduce a la

conclusién de que fr(n) = @ fr(n) paran = 0,1, ...,no — 1. Ademds, dada la construccién
de P,

no—1 o—1

Bg(no) = u(no) + Y vk(no)g(k) = u(no) + Y ve(ng) fr(k) = ® fr(no)
k=1 k=1

S

de donde por (*) se cumple que @ fr(ng) = fr(ng). Resta probar el caso en el que n > ny,
para esto sean n > ng fijo y € > 0. Por la convergencia puntual, existe j € N tal que para
k=ng,....,.n— 1, .

| fr(k) — DTg(k)| < e
Nétese que fr(n) = ®7g(n) paran =0, 1,...,n9 — 1. Luego se sigue que

n—1

@ fr(n) = uln) + 3 vu(n) fr(k)

k=1
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no—1 n—1

<u(n)+ Y v(n) fr(k) + ) vp(n)(e+ ®g(k))

k=ngo

=3 ) + ¥g(n) < Ke+ fr(n),

k=ng

esto es, para todo n > ng, ¢ fr(n) < fr(n), luego por (*), se tiene la igualdad. Por tanto
concluimos que ® fr = fr, con lo cual fr es un punto fijo de ® y por tanto solucién de la
relacion de recurrencia T'.

A continuacién, nos ocupamos de probar que fr es el unico punto fijo de ®. Para
esto supongamos que existe f7. € C otro punto fijo de ® (esto es, f, = f7). Por la
construcciéon de @ se tiene que

fr(0) = @f7(0) =T(1) = fr(0) = fr(0), v
fr(n) = @f1(n) =T(n) = ®fr(n) = fr(n).

paran =1,...,ng — 1. Luego

&4 (n0) = ulng) + 3 wi(no) f(k) = ulno) + 3 weli) fr (k) = @ (o)

de donde f(ng) = fr(ng). Aplicando induccién, se llega a que f7.(n) = fr(n) para todo
n > ng. Por todo lo anterior, fr es el tnico punto fijo de ®.

Finalmente, supongamos que ® es un funcional de mejora para alguna g € C'. Como se
mencioné anteriormente, esto implica que ®g < g. Asi, se tiene que fr(n) = ®g(n) < g(n)
paran =0,1,...,n9 — 1. Por tanto,

Fr(no) = ulno) + 3 vulno) fr(k) < ulng) + 3 vi(no)g(k) = Bglng) < glm).
k=1 k=1

y por induccién, es facil concluir que fr(n) < g(n) para todo n > ng. Con todo lo anterior,
la prueba queda concluida. |

A continuacién, ilustraremos cémo se utiliza este resultado para analizar la
complejidad de algoritmos divide y venceras probabilistas
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Ejemplos

Para comenzar, es necesaria una observacion respecto al resultado anterior, la cual
sera util para los fines del andlisis de complejidad de los algoritmos en esta seccién.

Observacién: Si la relacién de recurrencia T es tal que T'(1) = 0 y T'(n) > 0 para
todo n > 2, podemos construir la relacién de recurrencia S definida como S(n) = T'(n+1)
para toda n € N. Luego, por el teorema anterior, S tiene una solucion unica en Cj, sea
esta fs. Luego, la funcién fr : N — RT definida por fr(1) =0y fr(n) = fs(n—1) para
todo n > 2 es la unica solucién de T'.

Los algoritmos divide y vencerds probabilistas presentan una ecuacién de recurrencia
que en el caso general se ve como sigue:

i
L

Tn)=cn+c+ Y qn k)T (k)

B
Il

donde T'(1) > 0, ¢; > 0y 2¢; + 2 > 0, y para todo k > n—1, y n € N se tiene que
q(n, k) es no negativa y proporcional a las probabilidades marginales correspondientes a
la division de una tarea de tamano n en sub-tareas de tamano k < n. Notese que dado
que 2¢; + ¢y > 0, se tiene que se cumple T(2) = 2¢; + ¢o + T'(1)g(2,1) > 0, por tanto
T'(n) > 0 para todo n > 2.

Existen muchas formas posibles para la funcién g(n, k), algunos ejemplos tipicos son:
a 2a(n — k) O - 1 20(k — 1)(n — k)

A B)————= C)— - D
U )n(n+1)’ )n Zj’ >n(n—1)(n—2)’

3|

j=k+1

con « > 0, los cuales aparecen en algoritmos divide y vencerds probabilistas, en arboles
de busqueda binaria, en bisquedas completamente especificadas y consultas parciales en
arboles cuaternarios y algoritmos Quicksort de mediana-de-tres.

En este trabajo sélo ahondaremos en los primeros dos casos mencionados, A) y B),
para ilustrar el empleo del resultado principal de este capitulo en el analisis de complejidad
de algoritmos con estas ecuaciones de recurrencia.

CASO A): En este caso, la relacién de recurrencia 1" estd dada por

n—1
T(n)=cn+cy+ e Z T(k), paratodan > 2.
n
k=1

Por la observacién anterior, podemos asumir que 7'(1) > 0, con lo cual podemos aplicar
el teorema 4.1, con ng = 2, u(n) = c;n + ¢ para n > ng, u(0) = u(l) = ¢ > 0 con ¢
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arbitrario y vx(n) = % para todo k € N. Por tanto 7" tiene una solucién tnica fr € C.

Notese que para todo n > 2 = ng se cumple

ka(n): %:M<a.

n

Lo siguiente es obtener una clase de funciones de complejidad para las cuales el funcional
® asociado a T es un funcional de mejora. Esto con el fin de acotar a fr con estas
funciones (cuyo orden O busca también obtenerse), y encontrar el orden O de fr.

Notemos que para cada n > 2 se tiene que

a n
T(n+1) = 1 = NTT(k
(n+1)=c(n+ )+c2+n+1; (k)

3

=cn+1)+c+ “ (T(n)+iT(k:)>

n—+1 -

=c(n+1)+c+ ni—l—l (T(n) * g(T(n) —lant 62))>

an an

T — ——

(n) aln+1)

n(ein+c2)  n+ aT(n)

n+1 n+1

c(2n+1)+c n+« n+ao

= i ) 24 T(n)=h(n+1)+

n+1 n+1 n+1

a(2n+1)+cy
n+1

Asi, utilizando la definicion original de T,

a
=cn+1)+c+——=T(n)+ (c1m + ¢2)

n+1 aln+1)

=c(n+1)+c—

T(n),

donde h(n+1) = para todo n > 2.

o
T(Q) = 201 + Co —f- ET(l),

y mediante la relacién descrita anteriormente, para n > 3

—1
T(n) = h(n) + "2~ 70 — 1).
n
Por tanto, podemos expresar ® como ®f(0) = ®f(1) = T(1), ®f(2) = T(2) (por la
observacién al inicio de la seccién de ejemplos), y

of(n) = h(n) + 2L pn 1)

n
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c1(2n—1) 4 ¢
- .

para n > 3, con h(n) =
Luego nétese que para funciones g € C' que satisfagan que T'(n) < g(n) considerando
n=20,1,2y
h(n) + ——g(n—1) < g(n) paran >3, (4.2)
® es un funcional de mejora, pues &g < g, y luego, por el teorema principal de este
capitulo, la solucién fr de la relacion de recurrencia T satisface fr < g.

Dicho lo anterior, mostremos que para 0 < a < 2y a > 1, fr(n) € O(nlog,n). En
efecto, notemos que para K,r > 0y a > 1 aplicando L’Hopital dos veces se llega a

i K[z*(log, * —log,(z — 1)) + log,(x — 1)] K
oo re + s ~ rlna’

luego, si K > rlna, existe ng € N tal que para cada n > ng

1
Knlog,n > iK(n— 1)+ mes
n n

Asi para el caso particular en que r = 2¢; y § = ¢5 — ¢1, obtenemos que para 0 < a < 2
yn Z Ny,

-1 2n —1
Knlog,n > m[((n—l)loga(n— 1)+ a(2n )+02.
n

- (4.3)

Por lo tanto g(n) = Knlog, n, con K > 2¢;1Ina, y n > ng, satisface la desigualdad (4.2),
es decir, pertenece a la clase de funciones para las cuales ® es un funcional de mejora, lo
cual nos lleva a concluir que fr(n) € O(nlog,n) siempre que 0 < o < 2.

CASO B): En este caso, la relacién de recurrencia 71" esta dada por

S
—

200
T(n)=cn+cy+ -

(n+1)

(n—k)T'(k), paratodon > 2.
1

e
Il

Al igual que en el caso A), podemos asumir que 7'(1) > 0, con lo cual T satisface las

condiciones del teorema para ng = 2. Asi se tiene que

(n) 2a(n — k)

vp(n) = ———=
g n(n+1)

y u(n) = cin + ¢ para n > 2. Nétese que

i(n—k):in—ik:n(n—%— [@—1} :#’
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de donde

2a
~n(n+1)

a(n® —3n+2) - a(n —2)
n(n+1) n+1

)

para todo n > 2, pues n—3—|—% < n — 2 siempre que n > 2.

Por el teorema 4.1, podemos deducir que la relaciéon de recurrencia 71" tiene una tnica
solucion fr € Cy. Como hicimos en el caso anterior, buscaremos una clase de funciones de
complejidad para las cuales el funcional ® asociado a la relacién de recurrencia T' sea un
funcional de mejora. Esto con el fin de acotar a fr por estas funciones (preferentemente
de orden O conocido) y encontrar el orden O de fr. Para esto notemos que para cada
n>2,

Tn+1) =c(n+1)4+c+ MJFS% Yoo (n+1—k)T(k)

:Cl(n+1)+02+(n+12)%( Zi( k)T (k) + 3, T(k))

=c(n+1)+c

i (P (T () — (e + ) + Ths, T())
= <C1(” +1)+e— %ﬁ) + mT( n)+ n+l)(n+2) > T'(F).
Por tanto, de la definicion original de T' tenemos que

T(2) =2 + ¢ + %T(l),

y utilizando la ecuacién anterior, obtenemos que para n > 3

donde

hn) = e+ — L 1)@2(1_1 Dt+o) _ c1<3nn_j)1+ 2y

Asi, el funcional ® asociado a T" puede expresarse como

Of(0) =2f(1) =T(1), Pf(2)=T(2),
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¢¢my:um+"_1ﬂw—w+agﬁ—(%O%Vﬂm+§iﬂ@>

n+1 n+1) ps

para todo n > 4. Luego si ¢ € C' es monétona decreciente (es decir, si se cumple que
g(n) < g(n+ 1) para todo n € NU {0}) y satisface que T'(n) < g(n) paran =0,1,2,3 y

aa(Bn—1)42c (n—1)(n+2a)
n+1 n(n+1)

g(n—1) < g(n) paran >4,

entonces ¢ es un funcional de mejora para g (pues ®g(n) < T'(n) < g(n) paran =0,1,2,3

y
c1(Bn—1)4+2c;  (n—1)(n+2a)

n+1 n(n+1)

y por tanto, la solucion fr de la relacién de recurrencia T' satisace que fr < g.

Pg(n —1) <

g(n—1) paran >4),

De manera andloga a como se hizo en el caso A), mostremos que para a > 1y
0 < a < 3/2, la funcién g(n) = nlog, n satisface las condiciones anteriores, con lo cual
podremos deducir que fr(n) € O(nlog,n). Para esto, nétese que para cada n € N se
cumple que n+1 > %, de donde, retomando la inecuacién (4.3) se sigue que existe

no € N tal que para cada n > ny,

(n—1)(n+2a)
n(n+1)

c1(3n — 1) 4 2¢o
n+1

Knlog,n > K(n—1)log,(n—1)+

siempre que K > 3c1lnay y 0 < a < 3/2. Esto es, g(n) = Knlog, n cumple la condicién

citada anteriormente, con K > 3¢y Ina y n > ng. Por lo tanto podemos concluir que para
0 < a<3/2, se cumple que fr(n) € C(nlog, n).

7



Conclusiones

En este trabajo, el objetivo fue estudiar la complejidad de algoritmos de programacién
por medio de la utilizacion de técnicas del anélisis funcional asimétrico aplicado al espacio
cuasi-métrico de funciones de complejidad. Como resultado tenemos un escrito con una
teoria unificada que engloba muchos resultados de diferentes areas de la matematica
referentes al tema tratado.

Teniendo en mente un trabajo entendible y accesible a un gran ndmero de
lectores con conocimientos basicos de matematicas, este escrito ha sido desarrollado
gradualmente. En una primera etapa se proporcionan los conceptos elementales sobre
algoritmos y las principales clases de clasificacion de acuerdo a su orden de complejidad,
haciendo incapié en un tipo especial de algoritmos: los algoritmos divide y venceras
probabilistas. Posteriormente describimos de manera organizada la teoria sobre espacios
cuasi-uniformes, cuasi-métricos y normados asimétricamente, ya que en la literatura
existente ésta se encuentra dispersa en articulos de diferentes autores. Después
describimos el espacio de complejidad de algoritmos que fue establecido por el matemaético
belga Schellekens en el ano de 1995, asi como su espacio de complejidad dual y varias
propiedades topoldgicas de estos espacios que han sido obtenidos por el mismo Schellekens
y por un grupo de investigadores espanoles liderados por Salvador Romaguera en una gran
cantidad de articulos. Finalmente tratamos de mostrar con la mayor claridad posible la
aplicabilidad de la teoria del espacio cuasi-métrico de funciones de complejidad en la
obtencion del orden de complejidad de algoritmos divide y vencerds probabilistas.
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