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Simbologia

Notacién

(X, p)
(X,7)
(X, 71,72)

(X, =)

Significado (eventualmente puede tener otro uso)
{teR:t>0}.

RT U {0} .

{n€Z:n>0}.

cuasi-semimétrica y/o cuasi-métrica.
cuasi-semimétrica y/o cuasi-métrica conjugada de p.
semimétrica max{p, p}.

espacio cuasi-semimétrico o cuasimétrico.

norma y/o seminorma asimétrica.

norma y/o seminorma asimétrica conjugada de p.
seminorma max{p,p}.

espacio normado o seminormado asimétrico.
espacio topoldégico.

espacio bitopoldgico.

preorden.

conjunto preordenado
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INTRODUCCION X

INTRODUCCION

El drea de estudio de esta tesis es la de los espacios bitopoldgicos, en ésta
se estudian las relaciones entre dos topologias 71 y 7o definidas sobre un
mismo conjunto. En 1963, Kelly, [22], define por primera vez los axiomas de
separacion para espacios bitopolégicos, a éstos se les conoce como axiomas de
separacion por pares: Ty por pares, T por pares, Hausdorff por pares, regular
por pares y normal por pares; tales conceptos generalizan los existentes para
espacios topoldgicos, esto es, coinciden con ellos en el caso de que 71 = 7.
En 2013, Ajoy Mukharjee, [19], menciona que es interesante analizar qué
pasa con los 7;-interiores de conjuntos 7 ;-abiertos no vacios, pues es posible
que éstos sean vacios. En su trabajo, Ajoy define los axiomas de separaciéon
por pares fuertemente, basados en interiores respecto a topologias distintas
de conjuntos abiertos no vacfos y muestra la relaciéon existente con los
axiomas correspondientes por pares. También en ese mismo articulo, define
la compacidad por pares fuerte, que ademds de ser una generalizacién de la
correspondiente para espacios topolégicos, implica la ya dada por Birsan en
[3], v la dada por Fletcher en [9], para espacios bitopolégicos. En este trabajo,
se dan algunas caracterizaciones del concepto de normalidad por pares fuerte,
las cuales son la base para las demostraciones de los principales resultados
sobre la existencia de funciones bicontinuas que se establecen aqui.

En 1924, el matemdtico ruso Pavel Samuelovich Urysohn prueba un
resultado importante que caracteriza a los espacios topoldgicos normales
mediante la existencia de funciones continuas, esto es, prueba que un espacio
topoldgico es normal si y sélo si, cada par de conjuntos cerrados disjuntos
pueden ser separados por medio de una funcién continua. Posteriormente,
Kelly en 1963, con su definicién de normalidad por pares para espacios
bitopolégicos, prueba una generalizacién del famoso lema de Urysohn, ver
[22]. Ahora, para la definicién de normalidad por pares fuerte dada por Ajoy
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Mukharjee, hemos probado la generalizacion de este lema, usando el concepto
de funcién bicontinua, obteniendo asi un resultado mas fuerte que el dado
por Kelly.

Katétov, en 1952, establece en [20] y [21] el resultado de que un
espacio topolégico (X, 7) es normal siy sélosi para cada par de funciones
fyg: X — R, con f essemicontinua superiormente (usc), g semicontinua
inferiormente (Isc) y f < g, existe una funcién continua h : X — R tal
que f < h < g. Posteriormente en el ano de 1967, Lane en [25] generaliza
el teorema de Katétov para espacios bitopolégicos: un espacio bitopolégico
(X,71,72) es normal por pares si y sélo si para cada par de funciones
fig: X — R,con f 7,-usc, g 7j-lscy f < g, existe una funciéon b : X — R
Ti-Isc y 7;-usc de tal forma que f < h < g. De igual forma que el lema de
Urysohn, aquif mostramos la generalizacién del teorema de Katétov para la
normalidad por pares fuerte dada por Ajoy Mukharjee. Estos resultados ya
los hemos publicado en el articulo [16].

Es bien sabido que, existen diversas definiciones del concepto de
compacidad para espacios bitopoldgicos, la cual también es llamada
compacidad por pares. Algunos de los autores que trabajaron esta definicién
fueron Birsan, Swart, Fletcher, Datta, Hoyle and Patty, Kim, por mencionar
algunos. Varios de estos conceptos resultaron ser equivalentes y esto lo
mencionan Cooke en su articulo [6], parte del cual fue resultado de su tesis
doctoral. Sin embargo, al menos dos de ellos resultaron ser generalizaciones
de la compacidad, sin ser equivalentes. La compacidad por pares de Birsan,
en [3], y la de Fletcher, en [9], resultan ser independientes, en el sentido
de que hay ejemplos de espacios bitopolégicos que cumplen con una de
las definiciones, pero no la otra, por tal razén, estas dos han sido las que
decidimos estudiar en este trabajo. Para la definicién de Fletcher logramos
probar cinco equivalencias de esta definicién, andlogas a las que se cumplen
en espacios topolégicos, concluyendo asi que este concepto es el que mejor
generaliza la compacidad para espacios bitopoldgicos.

Ajoy Mukharjee en su trabajo, [19], define también la compacidad por
pares y muestra como ésta implica la compacidad de Birsan y la de Fletcher,
entonces la llama compacidad por pares fuerte. Trabajamos también con este
concepto en la tesis, sin embargo, no logramos agregar resultados nuevos a
los que ya habia dado Mukharjee.
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En anos recientes se han realizado muchos trabajos de anélisis funcional,
cuyo objetivo es extender resultados bien conocidos de la teoria cldsica de
espacios lineales normados al contexto de espacios lineales normados no
simétricos, asi como en conos normados asimétricamente. En particular, el
dual de un espacio lineal normado asimétricamente ha sido construido y
estudiado en [13]. En la misma referencia una versién asimétrica del celebre
teorema de Alouglu ha sido probada (puede también ver [14]). En [12] y [26]
la completacién de un espacio normado asimétricamente ha sido explorada y
una versién asimétrica del teorema sobre la acotacién del operador conjugado
en espacios normados de dimensién finita puede ser hallada en [10].

Resulta apropiado mencionar que conos cuasi-normados y otras
estructuras no simétricas de Algebra Topoldgica y Analisis Funcional, han
sido exitosamente estudiadas y aplicadas en los iltimos anos a varios
problemas de teoria de computacién, teoria de aproximacion y fisica (puede
consultarse [2], [11] y [24]). Por estas razones, consideramos que para poder
atacar algunos problemas del andlisis no simétrico es necesario profundizar en
los axiomas por pares en espacios bitopolégicos, con la intencién de que con
los resultados obtenidos (como son las generalizaciones del Lema de Urysohn,
Teorema de Katetov y caracterizaciones de la compacidad en un espacio
bitopolégico, los cuales son el principal aporte de esta tesis) se logre un mejor
entendimiento de la estructura de los espacios cuasi-semimétricos (tipos
especiales de los espacios bitopolégicos). Estos espacios surgen en diferentes
areas de la modelacion matemadtica, como en el andlisis de complejidad de
algoritmos en las Ciencias de la Computacién, los espacios funcionales con
normas asimétricas formados en la Teoria de Aproximacion de funciones al
intentar obtener un polinomio algebraico de dos variables reales que describa
la superficie de un estrato de petréleo dado (donde se conocen valores
aproximados de la funcién que describe tal superficie en puntos definidos
por cierta cantidad de pozos de petrédleo), etc.

A continuacién se describird brevemente el contenido de esta tesis:

En el primer capitulo se exponen algunos temas que se utilizardn en
este trabajo, como es el Lema de Zorn, un breve resumen sobre filtros y un
bosquejo de los principales conceptos y resultados de los espacios asimétricos.

En el segundo capitulo se estudian los axiomas de separacién en espacios
bitopolégicos, tanto los dados por Kelly como los dados por Ajoy Muckarjee
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y se dan caracterizaciones de cada uno de ellos. Posteriormente, en el capitulo
tres, damos una extension del Lema de Urysohn y del Teorema de Katétov
para la normalidad por pares fuerte. Finalmente en el capitulo cuatro se
exponen tres conceptos de compacidad por pares, a saber: B-compacidad
por pares, S-compacidad por pares y compacidad por pares fuerte; y se da
un teorema de caracterizacién para la S-compacidad por pares, asi como un
ejemplo que muestra que no es posible obtener las mismas caracterizaciones
con la B-compacidad por pares.



Capitulo 1

Preliminares

En diversas dreas de la matemaética en las que se trabaja con colecciones
con una determinada estructura, es esencial el dominio de al menos ciertos
conceptos bésicos de la Teorfa de Conjuntos. Entre los conceptos mencionados
tenemos: preordenes y érdenes en un conjunto, elemento maximal, axioma
de eleccién y sus diferentes caracterizaciones, cubiertas, filtros, etc. En la
primera parte de este capitulo intentamos dar un breve resumen de éstos,
con el objetivo de hacer entendible el contenido de los demds capitulos

1.1. Lema de Zorn

Un resultado muy 1til en la Teorfa de Conjuntos es el llamado Lema de
Zorn, el cual utilizaremos en este trabajo. Antes de enunciarlo, es necesario
dar algunos conceptos previos a él. Iniciemos esta seccién con lo que es un
conjunto preordenado y algunas de sus variantes, asi como los elementos o
subconjuntos que sobresalen en ellos, por cumplir ciertas caracteristicas.

Definicién 1 Sea A un conjunto, una relacion < es llamada un preorden si
se cumple:

a) Para todo a € A , a < a,

b) Para todo a,b,c € A, sia <byb=<c, entonces a < c.

Si A tiene un preorden, al par (A, <) se le llama conjunto preordenado.
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Definicién 2 Sea (A, <) un conjunto preordenado. Si la relacion < cumple
la propiedad: para todo a,b € A, sia <b y b < a implica que a = b,
entonces a la relacion < se le llama un orden parcial y al par (A, <) conjunto
parcialmente ordenado.

Elementos maximales, cotas inferiores y superiores, cadenas, etc. son
conceptos clave en la Teoria de Conjuntos.

Definicién 3 Sean (A, <) un conjunto parcialmente ordenado y B C A. Se
tiene que:

1) un elemento m € A es llamado un elemento mazimal de A si cada
a € A no estd relacionado con m o cumple que a < m.

2) ag € A es llamado una cota superior para el subconjunto B si cumple
que para cada b € B — {ag}, se cumple que b < ay.

3) B es llamada una cadena de A si cualesquiera dos elementos de B
estdn relacionados.

4) Si A mismo es una cadena, entonces a < se le llama un orden total y
al par (A, <) conjunto totalmente ordenado.

Definicién 4 Un conjunto (A, <) parcialmente ordenado es llamado bien
ordenado si todo subconjunto no vacio de A tiene un primer elemento, esto
es, si BC A y B # 0, entonces existe by € B tal que by < b, para todo
be B.

Noétese que todo conjunto bien ordenado es también totalmente ordenado.

Si (A, <) es un conjunto bien ordenado y w ¢ A, podemos construir
sobre el conjunto W = AU {w} un buen orden de la siguiente manera: Para
reA r<wy w<w. Esclaro que si B C W es no vacio, entonces pueden
suceder dos cosas, que B = {w} o que BNW # (), en el primer caso, es claro
que w es el primer elemento. Para el segundo caso, el primer elemento de B
es el mismo que el de B — {w} C A, pues A es bien ordenado.

En un conjunto bien ordenado (A, <), todo elemento de A que tiene
un sucesor, tiene un sucesor inmediato, pues para a € A, el conjunto
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B ={x€A:a<z,a#x} es no vacio, y por estar en un conjunto bien
ordenado existe un primer elemento s de B el cual cumple evidentemente
que es un sucesor de a y no existe c € A, con ¢ # a, tal que a < ¢ < s.

Existen tres postulados fundamentales en la teoria de conjuntos, los cuales
resultan ser equivalentes, uno de ellos es de gran utilidad en este trabajo para
obtener un resultado que consideramos importante. A continuacién aparecen
enunciados.

Axioma de Eleccién: Dada una familia no vacia {A,:«a € L} de
conjuntos no vacios disjuntos a pares, existe un conjunto S consistente de
exactamente un elemento de cada A,.

Lema de Zorn: Sea X un conjunto preordenado. Si cada cadena en X
tienen una cota superior, entonces X tiene al menos un elemento maximal.

Teorema de Zermelo: Todo conjunto puede ser bien ordenado.

La prueba del siguiente resultado es demasiado extensa para incluirla
aqui, pero puede ser consultada en [8].

Teorema 1 Los enunciados que acontinuacion se enlistan son equivalentes:
1) Azioma de eleccion.

2) Lema de Zorn.
3) Teorema de Zermelo.

1.2. Filtros

Antes de comenzar a trabajar con espacios bitopoldgicos, es necesario
estudiar los conceptos de filtro y base de filtro, asi como algunos resultados y
conceptos referentes a ellos. Cabe mencionar que el primero que introdujo
los conceptos de filtro y ultrafiltro fue F. Riez en 1908, en su articulo
"Stetigkeitsbegriff und abstrakte mengenlehre.c® [28], posteriormente Henry
Cartan, en 1937, en [17] y [18], present6 estos conceptos con mas claridad y
los utiliz6 para reemplazar el papel de las sucesiones y usarlos en espacios
més abstractos. Para mayor profundidad de este tema se puede consultar [8].
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Definicién 5 Sean X un conjunto y F una coleccion de subconjuntos de X.
La familia F es llamada un filtro sobre X si cumple:

i) F#£0 y 0¢F,
it) Si A1, Ay € F, entonces A1 N Ay €F,

iti) SiC C X yA€eF estal que AC C, entonces C € F.

La propiedad i) nos indica que la familia es cerrada bajo intersecciones
finitas, mientras que la propiedad iii) indica que la familia contiene a los
superconjuntos.

Ejemplo 1 Sea X un conjunto no vacio, entonces F ={X} es un filtro sobre
X, llamado filtro indiscreto o trivial.

Ejemplo 2 Sea X un conjunto no finito. Definamos
F={ACX: X — A es finito} .

Se tiene que F es un filtro sobre X llamado filtro cofinito.

Ejemplo 3 Sean X un conjunto, C' C X, mno vacio y
Fo={ACX: CCA}.
La familia Fo  es un filtro sobre X llamado filtro principal del conjunto C'
sobre X.
Ejemplo 4 Sean (X, T) un espacio topoldgico y v € X. La familia
V(z)={V CX : V eswvecindad de x},

es un filtro sobre X llamado el filtro de vecindades de x.
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Al igual que sucede al trabajar con otras estructuras matematicas, como
espacio vectorial, espacio topolégico, por mencionar algunos, en lugar de
trabajar con los filtros se puede trabajar con una coleccién "maés pequena'que
proporcione la misma informacién que un filtro, tal concepto es llamado base

de filtro.

Definicién 6 Sean X un conjunto y B una coleccion de subconjuntos de X
no vacta. La familia B es llamada base de filtro para X si se cumplen las
siguientes condiciones:

i) Para cada A € B, A # 0,

i1) Si Ay, Ay € B, eziste A3 € B, tal que A3 C Ay N Ay

A continuacién veamos algunos ejemplos de base de filtros.

Ejemplo 5 Sea (X, T) un espacio topoldgico y {xn},n una sucesion en el
espacio X. Al conjunto

Av={x,:n> N}, NeN

se le llama wna cola de la sucesion {x,} La coleccion de colas

{Ay : N € N} es una base de filtro para X.

neN *

Ejemplo 6 Sean (X,T) un espacio topoldgico y ¥ wun filtro para X. El
conjunto

F={clA :AcF},

es una base de filtro.

Observacion 1 Ndtese que todo filtro, es una base de filtro y por tanto, todos
los ejemplos anteriores de filtros nos sirven también como ejemplos de bases

de filtros.
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Dada una base de filtro B en un conjunto X, la coleccién de todos los
superconjuntos de B forman un filtro F(B) de X, llamado filtro generado
por B, en tal caso decimos que B es base de filtro para

F(B)={AC X :BCA, paraalgin B € B}.

Anslogamente, si F es un filtro sobre X, B C F es una base de filtro para
F, si para cada F' € F, existe A € B tal que A C F.

Si en un conjunto X, hay dos filtros F y G, tales que para cada F' € F se
cumple que F' € G, entonces denotaremos este hecho por F C G o también
por G — F, y en este caso se acostumbra decir que G es més fino que F o
que F es mas grueso que G.

Definicién 7 Un filtro F sobre un conjunto X es llamado filtro maximal o
ultrafiltro st no existe otro filtro G sobre X tal que F C G.

Ejemplo 7 Sean X un conjunto cualquiera yp € X, la coleccion
F,={ACX :pe A},

es un ultrafiltro o filtro maximal de X .

La demostracion del siguiente resultado puede consultarse en [4].

Teorema 2 Sea X wun conjunto. Si B es una base de filtro para X
(respectivamente F un filtro), entonces existe un filtro mazximal M que
contiene a B (respectivamente a F ).

El siguiente teorema que caracteriza a los filtros maximales puede ser
consultado en [4].

Teorema 3 Sea X un conjunto. Los siguientes enunciados son equivalentes:
a) M es un filtro mazimal.

b) Para cada E C X tal que ENF # () para todo F € M implica que
E e M.

c) Si EC X, entonces E€M o E°€ M.
d)Si AABCX y AUB€M, entonces Ac M o B M.
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Definicién 8 Sea (X, T) un espacio topoldgico. Una base de filtro B (un
filtro F) para X se dice que converge a x € X, si para toda vecindad
VeV(x), eviste Ac B (Fe€F) tal que ACV (FCV).

Si la base de filtro B converge al punto x, se acostumbra denotar ésto por
B —z, andlogamente F —x para un filtro F'.

Definicién 9 Sea (X, T) un espacio topoldgico y y x € X. Dada B una
base de filtro (F un filtro) para X, se dice que x es un punto de acumulacion
para B (F), si para toda vecindad V € V(z), y para todo A € B (A € F)
se cumple que V N A # 0.

Si la base de filtro B tiene a z como punto de acumulacién, se acostumbra
denotar por B >z, andlogamente para filtros F >z.

Es fécil ver que la base de filtro B (filtro F) tiene a x como un punto

de acumulacién si y sélo si x € (| A (andlogamente x € [ A). Nétese
AeB AeF
también que si una base de filtro B converge a x entonces también B >z.

Andlogamente esto se cumple también para filtros.

1.3. Espacios asimétricos

La teorfa de los espacios cuasi-métricos estd en desarrollo desde mediados
del siglo pasado, pero en forma acelerada desde hace unos veinte anos; en
ella se encuentran resultados andlogos a los resultados cldsicos para espacios
métricos y normados; se han trasladado estas definiciones y resultados al
caso de los espacios cuasi-métricos y normados asimétricos, principalmente.
Como parte bédsica de esta seccién, mencionamos los conceptos topolégicos
escenciales para la buena comprension de los resultados obtenidos. Dichos
conceptos son, por ejemplo: como los de bolas abiertas y cerradas, topologia
de las cuasi-semimétricas (normas asimétricas), etc. [1], [5], [10], [11], [12],
[14], [15] y [22].
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1.3.1. Espacios cuasi-métricos

Comenzaremos el estudio de los espacios asimétricos con la definicién de
cuasi-semimétrica.

Definicién 10 Una cuasi-semimétrica sobre un conjunto arbitrario X no

vacio, es una funcion p : X x X — [0,400), que satisface las condiciones
siguientes:

1) p(x,z) = 0;
2) p(x,2) < p(w,y) + p(y, 2), para toda x,y, 2 € X.

St para toda x,y € X, p cumple también:

3) plz,y) = ply,x) =0 siy sdlo six =1y, entoncesp es llamada una
cuasi-métrica.

El par (X,p) recibe el nombre de espacio cuasi-semimétrico,
respectivamente cuasi-métrico. La conjugada de una cuasi-semimétrica p,
denotada por p, es también una cuasi-semimétrica, ésta se define por
p(z,y) = p(y, z), para cada x,y € X, mientras que la funcion:

p*(x,y) = max{p(x,y), p(z,y)},

para cada z,y € X, es una semimétrica sobre X. Note que p° es métrica si
y s6lo si p es una cuasi-métrica.

Las desigualdades siguientes son inmediatas de la definicién.

py,x) < pi(x,y) vy pla,y) < pf(x,y). (1.1)

para cada x,y € X.

Ejemplo 8 FEn el conjunto de los nimeros naturales N se define

0, st n<m;

1, st n>m.
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Se tiene que p es una cuasi-métrica. En efecto, p(n,n) = 0 para todo nimero
natural n, y p(n,m) > 0. Veamos que se cumple la desigualdad triangular:

(
04+1=p(n,r)+plr,m), n<m<r;
Caso 1: n<m, p(n,m)=0<4 0+0=p(n,r)+plr,m), n<r<m;

\ 14+0=p(n,r)+p(r,m), r<n<m.

.
0+1=p(n,r)+plr,m), m<n<r;

Caso 2:n > m, p(n,m) =1 < ¢ 1+1=p(n,r)+plr,m), m<r<n;

\ 14+0=p(n,r)+pr,m), r<m<n.

En cualquiera de los dos casos obtenemos que se cumple dicha desigualdad.
Ahora, si p(n,m) = p(m,n) =0, entoncesn < m ym < n. Por tanton = m.
Ast, p es una cuasi-métrica. Ahora, no es dificil mostrar que:

( ) 0, st n > m;
p(n,m) =
1, st n<m.
Y que
0, st n=m,;
p*(n,m) = ,
1, st nF#m.

Esto es, p° es la métrica discreta.

1.3.2. Espacios normados asimétricamente

Andlogamente como en las métricas, quitando la simetria en la definicién
de norma para un espacio lineal real, tenemos el siguiente concepto:

Definicién 11 Sea X un espacio lineal real. Una funcién p : X — [0, +00)
es una norma asimétrica sobre X, si para toda v,y € X yr > 0, se tiene
que:
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El par (X,p) recibe el nombre de espacio lineal asimétrico, espacio
no simétrico o espacio normado asimétricamente. Si p sélo satisface las
condiciones 2) y 3), entonces ésta es llamada una seminorma asimétrica, y
el par (X,p), espacio seminormado asimétricamente. También en algunas
instancias, el valor 400 podra ser permitido para p, en cuyo caso p serd una
norma (seminorma) asimétrica extendida.

La conjugada de la seminorma asimétrica p se define por:

p(z) = p(—z), para cada r € X,

y con ella se define también

p’(z) = max{p(z),p(x)}, para cada x € X,

la cual resulta ser una seminorma llamada la seminorma asociada a p. La
seminorma asimétrica p es una norma asimétrica si y sélo si, p° es una norma
sobre X. Algunos autores que trabajan con normas asimétricas denotan
a éstas por el simbolo ||-|, dicha notacién que fue propuesta por Krein y
Nudelman en [?], su libro sobre la teorfa de momentos de Markov.

Una seminorma asimétrica p define una cuasi-semimétrica p, sobre X,
llamada la cuasi-semimétrica generada por p, mediante la férmula:

pp(x,y) = p(y — x), para cada x,y € X. (1.2)
En este caso, las desigualdades (1.1) dan como consecuencia
p(z) <p’(z) 'y plr) <p’(z), paratodaz € X. (1.3)

Las conjugadas de p y p con frecuencia son denotadas también por p~! y p~t,
una notacién que no usaremos en este trabajo.
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Ejemplo 9 En R la norma asimétrica definida por
p(z) = max{0,z}, para cada x € R,
tiene como cuasi-métrica asociada a
pp(@,y) = ply — x) = maz {0,y — z}.
A esta norma asimétrica también se le encuentra como:

x, st x> 0;

0, six<0..

La ausencia de simetria en la definicién de espacios cuasi-métricos causa
una gran cantidad de problemas, principalmente en lo que concierne a
completez, compacidad y acotacién total en tales espacios. La nocién de
convergencia para sucesiones en un espacio lineal normado se generaliza
a espacios lineales normados asimétricamente en la forma que enseguida
describimos.

Si (X, p) es un espacio cuasi-semimétrico, entonces para cada * € X y
r > 0 se definen las bolas en X por:
B,(z,r) = {y € X : p(z,y) <r} — bola abierta, y (1.4)
B,z,r] = {ye X : p(z,y) <r} — bola cerrada.
En el caso de un espacio seminormado asimétricamente (X, p), de (1.4)

y de la definicién de métrica generada por una norma, las bolas abiertas y
cerradas' estdn dadas por:

By(z,r)={ye X: ply—x)<r} y Bpz,r|={ye X : ply—=z) <r},
respectivamente.

La topologia 7, de un espacio cuasi-semimétrico (X, p), al igual que para
un espacio métrico, es definida partiendo de la familia v,(x) de 7,-vecindades
de un punto arbitrario x € X :

'En realidad estas bolas son cerradas pero con respecto a la métrica conjugada p. Puede
consultar [5].
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V e v,(z) siy soélo si, existe r >0, B,(z,r) C V.

Un conjunto G C X es 7,-abierto si y sélo si G es una 7,-vecindad de
cada uno de sus puntos. La convergencia de una sucesiéon {x,}, . a  con
respecto a 7,, es llamada p-convergencia y se denota por x,, 2L, 1, ésta puede
ser caracterizada de la forma siguiente:

T, 2 x siy sélo si p(x, x,) — 0. (1.5)
También: B
T, - x siy solo si p(x, z,) — 0 (1.6)

si y sélo si p(z,,z) — 0.
Y es claro que

xnixsiysélo si (1, 2y z, 2 ). (1.7)

Usando la cuasi-semimétrica conjugada p se obtiene otra topologia 75, una
tercera es la topologfa 7, generada por la semimétrica p°. De esta forma,
dado un espacio cuasi-semimétrico (seminormado asimétricamente) (X, p),
con las topologias 7, y 75 puede ser visto como un espacio bitopoldgico, en el
sentido de Kelly [22], y con esto, todos los resultados véalidos para un espacio
bitopoldgico se pueden aplicar a un espacio cuasi-semimétrico, asi como a un
espacio normado asimétricamente.

Kelly define un espacio bitopolégico simplemente como un conjunto
X provisto de dos topologias 71 y 79, y se denota por (X,71,73). Un
espacio bitopoldgico (X, 71, 73) es llamado cuasi-semimetrizable si existe una
cuasi-semimétrica p tal que 71 = 7, y T2 = T5. Si p es una semimétrica,
entonces 79 = Ts.

Definicién 12 Una sucesion {fn},.y en un espacio lineal normado
asimétricamente (X, p), se dice que converge a un elemento f en este espacio,
st para todo € > 0, existe una N € N, tal que para toda n > N se tiene

p(fo—f) <e. Si {fu},en converge a f, escribimos f = limf, o f, L f
p
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Decimos que una sucesién {f,},.y en un espacio lineal normado
asimétricamente (X, p) es una sucesién K-Cauchy por la izquierda (por la
derecha), si dado € > 0, existe una N € N, tal que para toda n,m € N, con
N < n < m, se tiene p(fm, — fn) < € (respectivamente, p(f, — fim) < €), ¥
que {fn},en €8 p°-Cauchy si para cada ¢ > 0 existe ny € N, tal que, para
n,m > ng, p(fn — fm) < €. Es facil verificar que cada sucesién convergente
en un espacio normado asimétricamente es una sucesién p*-Cauchy.

Un espacio cuasi-semimétrico (X, p) es llamado bicompleto si el espacio
semimétrico (X, p*) es completo. Un espacio (X, p) normado asimétricamente
bicompleto es llamado bi-Banach.

Definicién 13 Dado (X,p) wun espacio cuasi-métrico, se define en X una
relacion de orden como sigue: x <,y si y solo si p(z,y) = 0.

Afirmamos que <, es un orden parcial. En efecto, dado que p(z, z) = 0,
implica que z <,z para toda x € X, se concluye que <, es reflexivo.

Ahora, si z <,y y vy <,z entonces p(z,y) =0 y p(y,z) = 0. Luego
p(z,z) < p(x,y) + p(y,z) = 0+ 0 =0, de aqui que = <, z y con esto <,
es transitivo. Finalmente, para la antisimetria: si x <, y y y <, x, entonces
p(x,y) = p(y,x) = 0, lo que por definicién de cuasi-métrica, se concluye que
T =1.

Por tanto, <, es un orden parcial.

Definicién 14 Sea (X,p) wun espacio cuasi-métrico y (Y,p) wun espacio
normado asimétricamente. Una funcion f : X — Y es llamada
(p,p)-creciente o <, ,-creciente si para cualesquiera x,y € X conx <,y

se cumple que f(x) <, f(y).

Recordar que un espacio topolégico (X, 7) es T si para cualesquiera dos
puntos distintos z,y € X, existen U,V € 7 tales que z € U,y ¢ U y
yeV, x¢ V.

Observacién 2 Si (X,7,) es Ty, entonces cualquier funcion f : X — Y
es (p,p)-creciente. En efecto, si x <, y, p(z,y) = 0, lo que provocaria que
para cualquier € > 0, y € B(z,€) pero al ser (X,7,) un espacio Ty, obliga a

que x =y y por tanto p(f(z) — f(y)) = p(0) = 0. Ast f(x) <, f(y).
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Dado (X,p) espacio cuasi-métrico y (Y,p) un espacio normado
asimétricamente, denotemos por Y(fp) al conjunto de todas funciones
(p, p)-crecientes, esto es:

Y(if,;;) ={f: X—=Y: f es (p,p)-creciente}.

Los ejemplos dados a continuacién, muestran que Y(f p) DO es un espacio

lineal, pero si tiene una estructura matemaética conocida como cono.

Ejemplo 10 Sean X=1{0,1,2} y p definida mediante:
,0(0, O) = P(O, 1) = P(O, 2) = p(l, 1) = P(2, 2) =0,

,0(1,0) = :0<2’ 1) =1

p(2,0) = 2.

Es facil ver que p es una cuasi-métrica. Ahora si Y =R, con

xz, x>0
0, x<0.
se tiene la cuasi-métrica del Ejemplo 5. Sea f: X — Y, definida mediante
f(0)=0, f(1) =1y f(2)=2. Nétese que 0<,1 y
p(f(0) = f(1)) =p(0—1) =0,
0 Sp 27 y
p(f(0) = f(2)) =p(0—2) =0,
1<, 2,
p(f(1) = f(2)) =p(1 —2)=0.
De aqui que f es (p,p)-creciente. Sin embargo —f mno lo es, pues 0 <, 2

Y
p(=f(0) = (=) (2)) =p(0+2) = 2.

ast que 0 <, 2, pero (—f(0)) £, (—f(2)).
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Ejemplo 11 Sea X =R, con la cuasi-métrica generada por u, esto es,
Pz y) =uly —x), yseaY = R con la norma asimétrica u. Supongamos
que [ : X — Y es dada por f(n) = n, probemos que [ es una funcion
(p,, u)-creciente.

Si x <,y, entonces p,(x,y) =0, luego y <z y
u(f(y) — f(z)) =uly —z) =0.
Ast, f(z) <, f(y)-

Sin embargo, si x <, y, p,(x,y) = 0, entonces y < xz,  pero

u((=f)) = (=NH@) =uly—2) =y —2 £0, lego (—f)(x) £, (=f)).

Ast, [ es (p,,u)-creciente, pero —f no lo es.

Definicién 15 Un cono es un conjunto X mno wvacio en el cual estin
definidas dos operaciones, una suma interna + : X x X — X y un producto
por escalares, - : Rt x X — X tales que (X,+) esun monoide abeliano y
para cualesquiera r,s € R™ y para todo x,y € X,el producto por escalares
satisface:

1) r(sx) = (rs)x,

2)r(x+y)=rz+ry,

3) (r+s)x =rx + sz,

4) 1z = x.

Definicién 16 Dado un cono X, wuna cuasi-norma en X es una funcion
p: X— R" que satisface lo siguiente, para cualesquiera v,y € X y toda
reR*:

1) p(rz) = rp(z),
2) plx+y) <p(z) +py),
3) Si existe x € X tal que —x € X y p(x) = p(—x) = 0, entonces x = 0.

Al par (X,p) se le llama cono cuasi-normado.

En caso de que se cumpla: p(z) =0 siy solo si x =0, al par (X,p) se
le llama cono normado.

En el Ejemplo 12 se muestra que el conjunto YX . en general no es un

(p,p)
espacio lineal. Sin embargo es un cono. En efecto, sean f, g € Y(if ) siz <, v,

entonces f(z) <, f(y) y g(z) <, g(y). Lucgo para a > 0,
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is:’) (f +ag)(x) <, (f +ag) (y). Por tanto, f+ag € Y}, para toda
a>0.



Capitulo 2
Espacios Bitopolégicos

Como se ha mencionado en la introduccién, el primero en hablar de los
espacios bitopoldgicos fue Kelly, en [22], y fue el primero que introduce los
axiomas de separacién por pares, el término por pares es agregado para
involucrar ambas topologias. Kelly sélo define espacios Hausdorff, regular
y normal por pares, los conceptos Ty y 1) por pares surgieron después.

Definicién 17 Un conjunto X en el cual estdn definidas dos topologias T4
y To es llamado un espacio bitopoldgico y se denota por (X, T1,7T2) .

Si (X,p) es un espacio cuasi-métrico, entonces X es un espacio
bitopoldgico pues p y p generan dos topologias en X, las cuales son distintas
si p no es simétrica.

En un espacio bitopolégico (X, 71,73), a los elementos de 7; ,i = 1,2, los
llamaremos 7; -abiertos. Un conjunto F' es T; -cerrado si es el complemento
de un 7, -abierto. Dado A C X, denotemos por int, A al interior de
A respecto a la topologia 7; , y por cl,, A, a la clausura de A respecto a la
topologia 7; .

En adelante, para referirnos en forma general a alguna de las topologias
71 0 T2 se pondrd 7; donde i € {1,2}, y si incluimos 7; se entenderd que

i,je{l,2} ei#j.
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2.1. Axiomas de separacion

Como se mencioné antes, Kelly en [22] sélo enuncia tres axiomas de
separacién por pares, en [27] aparecen los conceptos de Ty y T por pares,
que a continuaciéon presentamos:

Definicién 18 Un espacio bitopoldgico (X, T1,T2) es llamado Ty por pares
st para cada par de puntos distintos x,y € X existe un conjunto 7; -abierto
Utal quex €U ey ¢ U o existe V 7; -abierto tal quey € V yx ¢ V.

Ejemplo 12 El conjunto X={a,b,c}, con las topologias
T = {X7 @7 {CL}}

7o ={X,0,{b},{c},{b,c}}

es un espacio bitopoldgico Ty por pares.

Teorema 4 Sea (X, p) un espacio cuasi-semimétrico. El espacio bitopoldgico
(X, Tp, Tp) es Ty por pares si y solo si p(x,y) > 0, para todo x,y € X, = # y.
Demostraciéon. Supongamos que (X T, Tﬁ) es Ty por pares y que existen
z,y € X, x # y, tales que p(z,y) = 0. Luego y € B, (v,e) y z € B, (y,¢),
para todo € > 0, esto contradice el hecho de que (X ' Tps 7'7)) sea 1y por pares.

Reciprocamente, supongamos que siempre ocurre que p(z,y) > 0, para
r,y € X, x#y.Sean x,y € X, con x # y. Para e = @, y¢ B,(x,e)eT,
y como p(y,z) = p(z,y), © & B, (y,¢) € T Asi (X, Tp,Tp) es T por pares.
[ |

Definicién 19 El espacio (X, 71, 72) es llamado Ty por pares si para cada par
de puntos distintos x,y € X existen conjuntos U 1; -abierto y V 7; -abierto
tales que x €U peroy ¢ U ey €V perox ¢ V.

Claramente el Ejemplo 13 no es T por pares, pues para b y ¢ no existen
71 -abiertos que contenga a uno de ellos y al otro no.
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Ejemplo 13 Sea X = R con 71 como la topologia usual y 7o la topologia
cofinita, esto es:

To={ACR:R— A es finito o 0}.

La terna (X, 71,72) es un espacio bitopoldgico Ty por pares. En efecto, para
xz,y € R, el conjunto R — {x} € 79 contiene a y pero no contiene a z,

ly—=|

mientras que el conjunto (:c — 5, Lﬂ) € 71 contiene a T Y No ay.

Andlogamente, el conjunto (y — |y;2x\’ Y+ ly;f‘) € 71, contiene a vy, pero no

a x, mientras que x € R — {y} € 19, pero no contiene a y.

2.1.1. Hausdorff por pares
El concepto siguiente es debido a Kelly.

Definicién 20 El espacio bitopoldgico (X, 71,72) es Hausdorff por pares si
para cualesquiera v,y € X, x # vy, existe U T;-abierto y V' 7;-abierto, tales
que:

relU yeV y UNnV =40.

El Ejemplo 14 no es un espacio Hausdorff por pares, pues para a,b € R,
con a < b, no existen To-abiertos que contengan a a y no a b.

Ejemplo 14 (/19], Ejemplo 2.3, pdg. 167) Sea X = R, con 71 la topologia
usual y
7o = {0} U{U U (z,400): U € 11} .

Dados x,y € X, con x <y, sean a,b,c € R tales que a < x <b <y < c,
pongamos
Uy = (a,b) € 71, Vi =(bc)U/ (c,+0) € Ts.

Claramente x € Uy, y € Vi y U, NV = 0. De igual manera, haciendo
Us = (b,C) ST Vo= (avb> U (C7 +OO) € T2

se cumple que x € Vo, y € Uy y Uy NVy = 0. Por tanto (X,71,72) es
Haudorff por pares.
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El siguiente resultado nos habla de la relacion existente entre los axiomas
de separacién Ty, T} y Hausdorff por pares en los espacios cuasi-semimétricos.
Este resultado puede consultarse en [5] aunque su demostracién no aparece
en allf, la damos aqui para una mayor claridad.

Teorema 5 En un espacio  cuasi-semimétrico (X, p), los siguientes
enunciados son equivalentes:
1) (X, Tp,Tﬁ) es Ty por pares.

2) (X, TP,T?)) es T\ por pares.

3) (X, Tp, Tﬁ) es Hausdorff por pares.

Demostracion.
1) =2)Si (X, Tp, Tﬁ) es Ty por pares, entonces por el Teorema 4, p(x,y) > 0,
para cualesquiera z,y € X, con x # y. Para x,y € X, con © # vy, sea

€= —p(z’y) = —p(g’m), se tiene que y ¢ B, (v,e) €7,y v ¢ B, (y,¢) € T
< . ( ,:B) — 7(:E, ) ] .
Andlogamente, para § = 242 = 254 se tiene que:
Yy ¢ B,_o (l’, 5)
y

Asi que (X, Tps Tp) , es T por pares.

2) = 3) Para ¢ = min {p(z’y), ﬁ(Z’y)} ., Yy¢ B,(r,e) €T,y

$¢Bﬁ (y’éf) 67—57

ademds, si sponemos que z € B, (v,¢) N B, (y,¢) , entonces

IN

p(r,2) + p(z,y)
p(r,2) + p(y, 2)
< 2¢

< p(z,y),

p(r,y)

De aqui B, (7,¢) N B, (y,&) = 0. Ast (X, 7, 7'7)> es Ty por pares.
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3) = 1) Es inmediato. =

En el siguiente resultado se incluyen algunas equivalencias que
encontramos del concepto de Hausdorff por pares. Cabe mencionar que los
incisos 3), 4) y 5), son de nuestra autorfa, no los encontramos en alguno de
los trabajos que revisamos.

Teorema 6 Sea (X,71,72) wun espacio bitopoldgico, los siguientes
enunciados son equivalentes:

1) X es de Hausdorff por pares.
2) Dadax € X , para caday € X, = # vy, existe

U 71;-abierto tal que veU y yé&cl,, (U).
3) Para cada x € X, se cumple:

N{cl,;, (U):xze€U, U rtj-abierto} ={x}.

4) En el espacio bitopoldgico (X x X, 71 X T, T9 X T1 ),
el conjunto

A={(z,x):x€ X}

es 7; X Tj-cerrado en X X X.
5) Toda base de filtro convergente respecto a T; y a T; converge a
un tnico elemento, respecto a T; Y a T;j.

Demostracion.
1) = 2) Dados z,y € X con xz # y, existe U 7, -abierto y V' 7; -abierto

tales que:
xelU, yeVyUnV =40.

Claramente y ¢ X —V, X —V es 1;-cerrado y U C X — V. Luego,
c;,,UCX—-V.

Como y ¢ X —V, se tiene que y ¢ cl., (U).

2)=3)Seaxe X y

A, ={U:2€U, U 7,;-abierto}.
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Es claro que:
x € ﬂ{clTj(U):UEAI}.

Para cada y € X, y # =z, existe un conjunto U 7;-abierto tal que
y & cly, (U). Luego,

y&n{d, (U):UeA,}.
Por tanto, z es el unico elemento de () {cl,, (U) : U € A, }.

3)=1) Sean x,y € X con x # y. Si suponemos que se cumple 3), se tiene
que:
{z} = ﬂ {cl., (U):z €U, U 7;-abierto}.

Por tanto
y ¢ ﬂ {cl., (U):x €U, U ;-abierto}.

Asfexiste U T;-abierto, con x € U, ytal que y ¢ cl., (U). Pongamos
V=X-—d, (U),
secumple que y €V y UNV = 0.

2) = 4) Supongamos que se cumple 2), probemos que (X x X)— A es
T; X T;-abierto. Sea (z,y) € (X x X)— A. Luego x # y. Por 2), existe U
7;-abierto talque x €U y y ¢ cl., (U).Luego y € X —cl;, U, el cual es
7, -abierto, asi, el conjunto 7; X 7; -abierto U x (X — cly, (U)) , cumple:

Ux (X —c;, (U)C(XxX)-A.

4)=1) Sean z,y € X, con z # y. Luego (z,y) ¢ (X x X)— A, por
el inciso 4) de este teorema, existe un 7; X 7;-abierto U x V' tal que
(r,y) eUXV conUxV C (X xX)—A. Ast,z€UyeV yUNV ={.

1) = 5) Sea F una base de filtro convergente respecto a 7; y a T;.
Supongamos que JF converge a x y a y respecto a 7; y a 7;. Supongamos
x # y. Por hipétesis, existen U 7i-abierto y V., 7e-abierto tales que:

reU yeV y UNV =10.
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Por la convergencia de F, existen A, B € F tales que:
AcU y BcCV.

Luego
ANBcCUNV =10,

pero esto no puede ocurrir porque AN B € F. Por tanto, z = y.

5)= 1) Seanz,y € X con x # y.Si X no es Hausdorff por pares, entonces
para cualesquiera U T7i-abierto y V' 71o-abierto talesque x € U, y € V se
cumple que U NV # (. Asila base de filtro U(z) NV (z) es més fina que
las bases U(z) y V(z). Pero U(z) converge a = y V(y) converge a y, por
tanto se cumple que U(x) NV (x) converge tanto a x como a y, pero por
hipétesis , el limite es tnico, luego = = y, contradiciendo lo supuesto. Asi, X
es de Hausdorff por pares. m

Noétese que si (X, 71,72) es Hausdorff por pares, entonces por 3) del
Teorema 6, cada punto x € X puede verse como un conjunto 7;-cerrado.
Ademas, es facil ver que todo espacio Hausdorff por pares (X, 71, 75) cumple
que tanto (X, 71) como (X, 73) son ambos espacios T7.

2.1.2. Regularidad por pares

Otro de los conceptos dado por Kelly en [22] es el axioma de regularidad
de una topologfa respecto a la otra, que a continuacién se presenta.

Definicién 21 Sea (X,71,72) un espacio bitopoldgico. Se dice que T; es
reqular respecto a 7;, i para cada punto x € X y para cada conjunto F
T, -cerrado con x ¢ F, existen U T, -abiertoy V 7; -abierto tales que
xeU FCVyUnV =40.

Definicién 22 Un espacio bitopoldgico (X, T1,T2) es reqular por pares si
T, es reqular respecto a T, , para i,j € {1,2},i # .
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Ejemplo 15 Consideremos el conjunto X={a,b,c}, con las topologias

1= {X7 ®> {a}}

79 ={X,0,{b},{c},{b,c}}.

Notese que {b,c} es el tinico T1-cerrado no trivial y a ¢ {b,c}, claramente
a € {a} € 71, {b,c} C {b,c} € 72 e{a}N{b,c} = 0. Por tanto, 71 es
reqular respecto a T2, sin embargo T2 no es reqular respecto a 71 ya que {a, c}
es To-cerrado y no existe un T1-abierto no trivial que lo contenga. Por tanto,
no es reqular por pares.

Ejemplo 16 Sea X={a,b,c} con las topologias:

T = {X7 ®7 {a}}

7o =1{X,0,{b,c}}.

El espacio (X ,11,72) es reqular por pares.

El siguiente resultado puede ser consultado en [29].

Teorema 7 Sea (X, 71,7T2) un espacio bitopoldgico. Los siguientes
enunciados son equivalentes:

1) La topologia T; es reqular con respecto a ;.
2) Para cada punto x € X y cada un conjunto U T;-abierto que contiene
a x, existe un conjunto T;-abierto V tal que

reV Cc., (V)CU.

3) Para cada punto x € X y C un conjunto T;-cerrado que no contiene
a x, existe un conjunto T;-abierto V tal que:

zeVyd, (V)NnC=0.
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2.1.3. Normalidad por pares

Finalmente, el iltimo axioma de separacién dado en [22] es el siguiente:

Definicién 23 Un espacio bitopoldgico (X,71,72) se dice normal por pares
si, dados un conjunto F' 1; -cerrado y G T; -cerrado con FNG = (), existe

un conjunto U, 7; -abierto y un conjunto V, 7, -abierto tales que ' C U y
GCV yUnNV =0.

Ejemplo 17 El conjunto X={a,b,c} con las topologias:

T = {X7 ®> {a}}

7o ={X,0,{b,c}}

es normal por pares. En efecto, los unicos conjuntos cerrados con respecto a
las topologias distintas son F' = {b,c} 7i-cerrado, G = {a} Ta-cerrado y
claramente U = {b,c} es T7q9-abierto, V.= {a} es T1-abierto y cumplen lo
requerido.

En el siguiente resultado se incluyen algunas equivalencias que
encontramos en [23] y [29] del concepto de normalidad por pares, pero ademas
estamos anexando 4) y 5) que nosotros hemos deducido.

Teorema 8 En un espacio bitopoldgico (X, T1,T2), los siguientes enunciados
son equivalentes:

1) X es normal por pares.

2) Para cada F C X T, -cerrado y para cada U C X
7, -abierto, con F' C U, existe A T; -abiertoy G
T; -cerrado tales que:

FcAcCGcU.

3) Para cada F C X 7, -cerrado y para cada U C X
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7; -abierto, con F' C U, exviste A 7; -abierto que cumple:

FCACc, ACU.

4) Para cada Fy C X 74 -cerrado y Fy C X

T -cerrado con [y N Fy = 0 existeunU C X T; -abierto,
cumpliendo:

FCcU y Fnd, U=0.

5) Para cada Fy C X T;-cerrado y Fy C X
7; -cerrado con Fy N Fy =10, existen U C X
7; -abierto, V C X 7; -abterto tales que:

FLCUFRCV y d, UnNcl,,V=0.

Demostracion.

1) = 2) Supongamos que X es normal por pares. Sean F, un conjunto
7;i-cerrado y U un conjunto 7, -abierto tales que F' C U. Asf el conjunto
X —U es tj-cerrado y satisface:

(X -U)nF=0.

Luego, existen A 7, -abiertoy B 7, -abierto talesque F C A,y (X —U) C B
con AN B = (. De aqui:

G=(X-B)CU.
Asi pues, tenemos los conjuntos A 7; -abiertoy G' 7; -cerrado que satisfacen:

FCAcCGCcU.

2) = 3) Sean F 7;-cerradoy U 7, -abierto, con F' C U. Por 2), existen
conjuntos A 7; -abierto y G 7, -cerrado, que satisfacen:

FCcAcCGcU.
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De aqui, cl,, (A) CG. Asi, FC ACdl,, (A) CU.

3)=4) Sea F; C X, 7,-cerrado y sea F, C X, 7;-cerrado con
FiNF, =0, entonces X — I, es 7; -abierto y Fy C X—F,. Por 3), existe
U, 7j-abierto, que cumple:

FrcUcCd, (U)cX-—F,.

Luego
F,c X—d,, (U).

Por tanto, Fy C U y FoNel,, (U) = 0.

4)=5) Sea F; C X 71,-cerrado y sea Fp C X 7j-cerrado con
FiNF, =10. Luego por 4), existe un U C X 7, -abierto, tal que F} C U
y Fanel,, (U) = 0. Andlogamente, para Fy y cl,, (U) existe un V. C X
i -abierto tal que F, CV y cl., (U)Ndl,, (V) =0.

5) = 1) Es inmediato. =

Recordemos que en un espacio topolégico, la unién arbitraria de cerrados
no necesariamente es un cerrado. Por lo anterior existen el concepto de
conjuntos F, los cuales son intersecciones numerables (infinitas) de conjuntos
cerrados, mientras que las intersecciones numerables de conjuntos abiertos
son denotados por Gs. Es facil darse cuenta de que el complemento de un F,
es un G5 y que el complemento de un G5 es un F,.

El resultado siguiente puede encontrarse en [5] y su demostracién
estd basada en las equivalencias anteriores. Este resultado es clave en la
generalizacion del teorema de Katétov en espacios bitopolégicos.

Teorema 9 Sea (X, 7T1,72) un espacio bitopoldgico normal por pares. Sean
A, BC X tales que A esTi-F,, B esty-F, y

cl,, (A)NB=0=And,, (B).
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Entonces existe un conjunto U T14-abierto, con A C U y wun conjunto 'V
T1-abierto, donde B C'V 1y tal que U NV = (. Mds aiin, estos conjuntos
satisfacen también la relacion:

AcUcCd,UCX—-B

BcVce,VcX-A

Demostracién. Como A y B son conjuntos 71-F, y 7o-F,, respectivamente,

podemos suponer que A= |J A, y B = |J B,, siendo cada uno de los
n=1 n=1
A, T1-cerrado y B, Ty-cerrado, para todo n € N. Aplicando el inciso 3)

del Teorema 8 a A; y a X —cl,, (B), existe un conjunto U; 75 -abierto

tal que
Ay CU; C Clﬁ U, C X—Cl7-2 (B)

Intercambiando 71 y 72, usando el mismo teorema, existe un conjunto V;
71 -abierto tal que

BicVice, (V) CcX—cl, (A).

Continuando de esta manera, se definen inductivamente los conjuntos U,
To -abiertos y los conjuntos V,, 7, -abiertos tales que:

An U ClrlUl y---u Clrl Un,1 C Un
C cl, U,
C X—(cyBUcl,y U---Ucl,, V;_1).

y

B,ucl;,V1U---Ucl, Vo1 CV,
C clry (Vi)
C X —(cyAUcl,, Uy U---Ucly, Uy_q),

para todo mimero natural n, donde por conveniencia podemos tomar a
Up=Vo = 0.
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o0 (0.0
Sea U = |J U;. Note que U es 74 -abierto, mientras que V = |JV; es
i=0 =0
71 -abierto y

ACU BcCcV y UnV =0. (2.1)

Dado que V es 7 -abierto, de (2.1) se sigue que:
cy, (U)NV =1,
ast que cl;, (U)N B =0, esto es,
c., (U)c X —B.
Anslogamente se obtiene BCV Ccl,, (V)C X —A. =

2.2. Axiomas de separacion por pares fuerte

En el 2013, Ajoy Mukharjee, en [19], define los axiomas de separacién
fuerte aprovechando el hecho de tener dos topologias fijas en un mismo
espacio y que posiblemente los interiores respecto a topologias contrarias
pudieran ser vacios. Analizaremos los conceptos dados por Mukharjee,
mencionaremos algunos resultados que ya existian y otros que hemos
obtenido andlogos a los que se han mencionado en la seccién anterior.

Antes de comenzar con los axiomas de separacién dado por Mukharjee,
se enunciard un concepto importante dado también en [19].

Definicién 24 Sea (X, 71, 72) un espacio bitopoldgico. Un subconjunto A de
X es (1;,7j)-dualmente abierto si existe un 7j-abierto B, tal que:

A =int,, (B).

Andlogamente, un subconjunto C' de X es (7;, 7,)-dualmente cerrado, si
existe un 7;-cerrado D, tal que C' = ¢l,, (D).

En general no se tiene que con esta clase de conjuntos se pueda obtener
una topologia, pues con el siguiente ejemplo mostramos que la unién finita
de conjuntos dualmente abiertos, no necesariamente vuelve a ser un conjunto
del mismo tipo.
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Ejemplo 18 Sea X =R, paraa € R fijo, consideremos las topologias
71 = {R, 0, (—00,a),[a,+00)}

72 ={R, 0, (—00,a), (a,+00),R — {a}}.

Nétese que (a,+00) es (T2, T1)-dualmente abierto pues [a,+00) es T1-abierto
y (a,+00) = int;,[a,+00). De la misma manera, se tiene que (—oo,a) es
también (19, 71)-dualmente abierto, sin embargo, (—oo, a)U (a,+00) no lo es.

2.2.1. Hausdorff por pares fuertemente

Definicién 25 Un espacio bitopoldgico (X, 71,72) se dice Hausdorff por
pares fuertemente, si para cada par de puntos x,y € X, x # y, existe
U t;-abterto y V' 7j-abierto, tales que

x€int, U, yeint,,V y UNV =0.

Ejemplo 19 ([19], Ejemplo 2.2, pdg. 167) Sea X =R, con 71 la topologia
usual y 79 la topologia generada por los intervalos de la forma (a,b], con
a,b € R. A ésta topologia se le llama topologia del limite superior.

Dados x,y € X, con x <y, sean a,b,c € R tales que a < x <b <y < c,
pongamos Uy = (a,b) € 71, Vi = (b,¢] € T9. Claramente x € int,, (Uy),
y € int;, (V1) y Ui NVy =0. De igual manera, haciendo Us = (b,c) € 11,
Vo = (a,b] € 79 se cumple que x € int,, (Va), y € int,, (Us) y Us N Vy = 0.
Por tanto (X, 71,72) es Haudorff por pares fuertemente.

Noétese que si (X, 71,72) es Hausdorff por pares fuertemente, entonces es
Hausdorff por pares segin Kelly. Sin embargo, lo contrario no es cierto, como
lo muestra el ejemplo siguiente.

Ejemplo 20 Sea X =R, con las topologias del Ejemplo 14, 71 la usual y
7o ={0}U{UU (z,4+00) :x € R, U € 11}.

Probamos ya que (R,,71,72) es Hausdorff por pares, sin embago mo es
Hausdorff por pares fuertemente, pues si x < y, entonces cualquier intevalo
(a,b) € 11, con x € (a,b), tendrd interior vacio respecto a la topologia Ts.
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Con los dos ejemplos anteriores, tenemos que estos conceptos no son
equivalentes.

Una de las intenciones de este trabajo, fue la de obtener equivalencias
de los conceptos dados por Mukharjee, andlogos a los que mostramos en la
seccién 2.1, para los axiomas de separacién dados por Kelly. Cabe resaltar
que estas equivalencias no se encuentran en [19] ni en algin otro articulo
sobre el tema, segin nuestra bisqueda. El siguiente resultado es andlogo al
Teorema 6, en el sentido de que incluye caracterizaciones de este axioma.

Teorema 10 Sea (X,71,72) un espacio bitopoldgico, los siguientes
enunciados son equivalentes:
1) X es de Hausdorff por pares fuertemente.

2) Dado z € X , para caday € X, x #vy , existe U T;-abierto tal que:
z€int,, (U) y y¢d,(cd,U)
3) Para cada x € X, se cumple que:

N {cln (clTj (U)) cxeU, U Ti—abz’erto} ={z}.

4)  El conjunto (X x X) — A es la union arbitraria de subconjuntos A,
(7 XT3, Ti X T;)-dualmente abiertos, para los cuales A = int, ., W,
con W C (X x X)— A, 7;x7j-abierto, donde

A={(z,z):x€ X} C (XXX, T; X Tj,T;XT;)

Demostracion.
1) = 2) Supongamos que se cumple 1), sea z € X , para cada y € X, con
x # y, existe U, 7,-abierto y V, 7;-abierto, tales que:

v €int, U, yeint,V y UNV =0.

Como U C X —V con X =V 7;-cerrado, se tiene que cl., (U) C X =V,
peroint,, (V) C V luego X -V C X —int,, (V) siendo éste ultimo 7;-cerrado,
de aquf cl., (cl.,; (U)) € X —int., (V), como int, (V)N int., (U) = 0,
conclufmos que y ¢ cl;, (cl;, (U)) .
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2) = 3) Sea x € X, consideremos
M =n {cln (clTj (U)) cxelU, U Ti—abierto} )

Claramente © € M, y para y # z,existe U 7;-abierto tal que x € A con
y & cly, (cly, (A)), luegoy ¢ M. Por tanto M = {z}.

3) = 4) Sean (z,y) € (X x X)—A, x#y, por3) existe U 7;-abierto tal
que x € int, (U) vy y¢&cly, ( . U) luego:

yEX—clTZ.(

t (X =y, (U))
Sea V=X —cl., (U), V es 7;-abierto y
(z,y) € int;, (U) x int;, (V) =int_x, (UxV).

Dado que U C ¢cl,, (U), se tiene que V = X —cl, (U) C X — U, por tanto
V' NU = 0; obteniendo que U x V C (X x X) — A. Asi, si tomamos
(z,y) € (X x X)— A, x #vy, existen U 7,-abierto, V' 7;-abierto, tales que
x € int, (U), y €int,, (V) y UNV = 0. De donde (U xV)NA = 0.
Luego,

(z,y) € int,, (U) xint, (V) CUxV C (X x X) - A,

pero:
int.; (U) xint,, (V) =int, . (UxV).

Haciendo A = int UxV), tenemos que A es

T]' XTi (

(1; X T;,7; X T;)-dualmente abierto. Por tanto, (X x X) — A es unién
de conjuntos dualmente abiertos.

4)=1)Siz,y € X, x#vy,entonces (x,y) € (X x X) — A luego existe A
(1; x 74, 7; X Tj)-dualmente abierto tal que (z,y) € A = nt, . (UxV),
con UxV 7;x7j-abierto y U xV C (X — A). De lo anterior, claramente
se tiene que = € int., (U), y€int, (V) y UNV =0. =
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2.2.2. Regularidad por pares fuertemente

La regularidad fuerte por pares podria definirse inicialmente como:

Un espacio bitopolégico (X,71,72), se dice que es regular por pares
fuertemente, si para cada F' 7;-cerrado, y para cada x € X, con z ¢ F|
existe un 7,-abierto V y un 7;-abierto W tales que F' C int,, (V) vy
z€int., (W), con WNV =0

Sin embargo, los espacios bitopolégicos (X, 71,72) que satisfacen esta
condicién en realidad son espacios cuyas topologias son iguales, esto es,
T1 = To. Por esta razén, Ajoy Mukharjee define la regularidad por pares
de la siguiente manera:

Definicién 26 Un espacio bitopoldgico (X, T1,72), se dice que es reqular por
pares fuertemente, si para cada F' T;-cerrado, y para cada x € X, conx & F,
existe un 7j-abierto V. yun 7;-abierto W tales que F C int,, (V) y v € W,
con WnNV=40.

Ejemplo 21 (/19], Ejemplo 2.4, pdg. 168) Para X = R, 11 la topologia
del limite superior dada en el Ejemplo 19; 7o la topologia generada por los
intervalos de la forma [a,b) con a,b € R, llamada la topologia del limite
inferior.

Verifiquemos que este espacio bitopoldgico es reqular por pares fuertemente.
Sean z € R, F un conjunto T1-cerrado, con x ¢ F, como 71 estd generada
por los intervalos de la forma (a,b] yR — F € 11, existe una coleccion L de
subintervalos de la forma (a,b], tales que:

R—F = J{(a,0] : (a,b] € L}.

Dado que x ¢ F, existe (ag,bo] € L tal que x € (ag, by]. FEscojamos o € R,
tal que ag < a < x < by y hagamos U = («a,by], el cual, claramente cumple
que x € U € 11. Por otro lado, si definimos

V = (—o0,a)U (by,0) € 74, i = 1,2,

éste claramente cumple que F C int,,V = V con UNV = 0.
Si F fuese To-cerrado, con x ¢ F, existe una coleccion F de subintervalos de
la forma [a,b), tales que

R - F = J{[a,b) : [a,0) € F}.
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Dado que x ¢ F, existe [ag,by) € F tal que x € [ag, by). Escojamos B € R, tal
que ag < x < B < by y hagamos

U=lap,p), V=(—00,a0)U(B,00) €Ty i =1,2.

Estos conjuntos claramente cumplen que v € U € 1o, F Cint,,V =V con
UNV = (. Por tanto, (R, 71,72) es reqular por pares fuertemente.

El siguiente resultado, fue producto nuestro al intentar obtener un
teorema de caracterizacion de la regularidad por pares fuerte, andlogo al
Teorema 7 y el cual no aparece en el articulo del creador de este concepto,

[19].

Teorema 11 Sea (X,71,79) un espacio bitopoldgico. Los siguientes
enunciados son equivalentes:

1) X es regular por pares fuertemente.
2) Para cada x € X y U T;-abierto, con x € U, existe W 1;-abierto y
C 7j-cerrado tal que:

reWcCcCd CCU.

3) Para cada x € X y U 7;-abierto, con x € U, existe un conjunto W
T;-abierto tal que:

veW Ccl, W Ccly, (cl, (W)) CU.

Demostracion.

1) = 2)Seax € X yU r;-abierto, con z € U. Como X — U es 1;-cerrado
y x ¢ X — U, entonces existen existe W 7;-abierto y V' 7,-abierto tales que
X—-Ucint, (V) yrxeW con WNV ={. De aqui que:

WCX-VcX—int,(V)=c, (X-V)CU.

T4

Pongamos C' = X —V, el cual es claramente 7;-cerrado, con esto se concluye
que:
reWcCcCd, (C)CU
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2) = 1) Supongamos que F' es 7;-cerrado y para cada x € X, con x ¢ F,
se tiene que v € X — F. Por 2), existe W 7;-abierto y C 7,-cerrado tal
que z €W CC Cd,, (C)C X —F. Laultima contencién implica que
FCcX-—d,(C) =int, (X—C).Sea V =X —C, el cual claramente es
7j-abierto y cumple que:

wWnvVcwn(X-—-w)=40.

1) = 3) Dados x € X y U 7;-abierto, con z € U. Por 2), existen V
T;-abierto y C' 7j-cerrado tales que = € V C C C cl,, (C) C U. Hagamos
W =int,, (C), el cual es distinto del vacio, es 7;-abierto y claramente:

reW Cecly (W) Ccly, (clr, (W)) CU.

3)=1) Seanz € X y F 7;-cerrado, con x ¢ F, por 3), existe un conjunto
W t;-abierto tal que

reW Cc (W) Ccly, (cl, (W) C X - F.
Asi, x e W, F Cint., (X —cl,, (W))y
(X —cly, W)NW =int_(X —=W)nW =0.

Por tanto, (X, 71,72) es regular por pares. =

2.2.3. Normalidad por pares fuertemente

El dltimo axioma de separacién dado por Ajoy Mukharjee en [19], es
la normalidad por pares. Hemos obtenido una caracterizaciéon para este
concepto, el cual es andlogo al Teorema 8, el cual fue necesario para obtener
una generalizacién del Teorema 9, y que es la base para la generalizacion del
Teorema de Katétov que se trabajard en el siguiente capitulo.

A continuaciéon enunciamos la definicién de normalidad por pares
fuertemente y enseguida el resultado andlogo al Teorema 8.
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Definicién 27 Un espacio bitopoldgico (X, 71,7T2), se dice que es normal
por pares fuertemente, si para cada par de subconjuntos F T;-cerrado
y G Tj-cerrado, con F NG =1, existe un 7j-abierto U y un T7;-abierto V
tales que F Cint, ;U y G Cint,;V con UNV = 0.

Teorema 12 En wun espacio bitopoldgico (X, T1,72), los siguientes
enunciados son equivalentes:

1) (X, 71,72) es normal por pares fuertemente.

2) Para cada F T1;-cerrado y U Tj-abierto, con F C U, existen W
Tj-abierto y D T;-cerrado tales que:

Fcimt, WcCcWcDCcCecl,;DCU. (2.2)

3) Para cada F 7;-cerrado y U Tj-abierto, con F C U, existe W
7j-abierto, tal que

F Cint,, W Ccl;,W Ccly, (cl;, W) C U. (2.3)

4) Para cada par de conjuntos F' 7;-cerrado y G 7;-cerrado, con
FNG =0, existe un T;-abierto W tal que

Fcint, W y Gnecl, (cl.,,W) =0.

Demostracion.

1) = 2) Supongamos que (X, 71, 73) es normal por pares fuertemente, sean
F 7,-cerrado y U Tj-abierto, con F' C U. Como X — U es 7j-cerrado, y
FN(X —U) =0, existen W 7;-abierto, V 7;-abierto tales que F' C int, W
y X —U Cint,;;V con WNV = 0. De lo anterior,

e, (X =V)=X—int, VCU

int, VCVCX-WCX—int, WCX-F

Luego F Cint, W CW C X -V C X —unt, V = cl, (X-V)cU
Haciendo D = X —V/ el cual claramente es 7;-cerrado, se obtiene el resultado.
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2) = 3) Sea F 7,-cerrado, U T7j-abierto, con F C U, como X — U es
r;-cerrado y F'N (X —U) = 0, por 2), existe W 7j-abierto y D 7;-cerrado
tales que F' C int, W C W C D C cl,;D C U. Dado que D es T7;-cerrado
cl.,W C D Ccl;,; D, luego cl;, (cl.,W) C cl,;D C U. Esto implica

F cint, W C cl,,W Ccly, (cl;,W) C U.

3) =4) Sean F 7;-cerrado, G 7j-cerrado, tales que F NG = 0, luego
F C X — G el cual es 7j-abierto. Por 3), existe W 7 -abierto, tal que
F Cint, W C cl;, W Ccly, (cl;, W) C X — G, luego G C X — cl; (cl.,W),
de aqui que G Ncly, (cl., W) = 0.

4) = 1) Supongamos que se cumple 4). Sean F' 7;-cerrado y G Tj-cerrado,
tales que F'NG = (). Por hipétesis, existe W 7;-abierto tal que F' C int,, W'y
GNelr, (cl,,W) = 0. Luego G C int,, (X — cl,,W). Tomando V' = X —cl,, W,
el cual es T;-abierto, se cumple que VNW C (X —W)NW =0. =

Ejemplo 22 ( [19], Ejemplo 2.5, pag. 168) Consideremos al conjunto de los
numeros reales R, para a € R, fijo, consideremos las topologias

1 = {Rv Q)v (—OO, a)? [a> +OO)} )

79 ={R,0,R — {a},(—00,a), (—o00,al, (a,+00)}.

Los posibles conjuntos T1-cerrado son los mismos abiertos de 71, y los posibles
To-cerrados son R, 0, {a} , [a, +0), (a,+00) y (=00, a]. Las parejas formadas
por un Ti-cerrado con un To-cerrado, no triviales, cuya interseccion es
vacta, son: {(—o0,a),[a,+00)},{(—00,a),{a}},{(—00,a), (a,+00)}. Para
cada pareja de la lista anterior, existen un 7;-abierto U y un 7;-abierto V,
disjuntos, cuyos interiores respecto a las topologias contrarias, contienen a los
cerrados dados. Por ejemplo, para la primera pareja, (—oo,a) es T1-cerrado
y (—o0,a) C int,(—o0,a) = (—o00,a) € T, mientras que [a,+00) es
To-cerrado y [a, +00) C int,, [a, +00) = [a,+00) € T1. Por tanto, este espacio
bitopoldgico es normal por pares fuertemente.
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Del hecho de que int, .U C U, se deduce que la normalidad por pares
fuertemente implica la normalidad por pares de Kelly. Sin embargo, en [19]
se da un ejemplo donde el reciproco no se cumple:

Ejemplo 23 ( [19], Ejemplo 2.5, pag. 168) Sea X = {a,b,c}, con topologias

1 ={X,0,{a},{a,b},{a,c}}

o ={X,0,{b},{b,c}}.

Veamos que este espacio bitopologico es mormal por pares. Los posibles
conjuntos Ty-cerrados mo triviales son {b,c},{c},{b}, y los posibles
To-cerrados no triviales son {a,c},{a}. Las parejas formadas por un
T1-cerrado con un To-cerrado, no triviales, cuya interseccion es vacia, SOn:

i) {{b;c} {a}}, i) {{c},{a}},
i) {{b},{a}} v w) {{b},{a,c}t}.

Para cada pareja de la lista anterior, existen un 7;-abierto U y un 7;-abierto
V. disjuntos, que contienen a los cerrados dados. Por ejemplo, para la pareja
i), {b,c} es T1-cerrado y {b,c} C {b,c} € Ta, mientras que {a} es To-cerrado
y {a} C {a} € 71. Por tanto, este espacio bitopoldgico es normal por pares,
sin embargo no es normal por pares fuertemente, pues para la pareja del
inciso 1) los interiores de los tnicos abiertos disjuntos int,, {a}, int., {b,c}
son vacios.

El siguiente resultado es andlogo al Teorema 10 cuya hipdtesis principal
era la normalidad por pares, ahora ha sido formulado y demostrado por
nosotros con la hipétesis de normalidad por pares fuerte y como comentamos
en la introduccién, ya fue ya publicado en [16].

Teorema 13 Dado (X,71,72) wun espacio bitopoldgico normal por pares
fuertemente, sean A, B C X tales que A esunt;-F,, B esuntj-F, y

c., ANB=0=Ancl., B.
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Entonces existe un conjunto U Tj-abierto y un conjunto V' 7;-abierto, con
AcCunt U, BC mtfj V' y tales que UNV = (). Estos conjuntos satisfacen
también la relacion

Acint, UcCUCcl;, UCecl,; (cd;, U)C X =B (2.4)
Yy

B C z’ntTj Vcvcd,,V Cd, (clTj V) c X — A
Demostracion.

o0 o0
Sean A = UA" y B = UB"’ con A, T,-cerrado y B, 7j-cerrado.
n=1 n=1

Aplicando el inciso 3) del Teorema 12, (2.3),a Ay y X —cl,, (B), existe
un conjunto U; 7, -abierto con

Ay Cnt,, (U), Cdl,, (U),
C cly, (clr, (Uh)) C X —cly, (B).
Dado que By N (cl,, (A)Udl,, (U1)) C (BNecl,, (A) U (Bnel,, (Uy)) = 0,
usando nuevamente el inciso 3) del Teorema 12 para los conjuntos B; y
X —(cl:, (A)Ucl,, (Uy)), existe un conjunto Vj, 7;-abierto tal que
By C int,, (V1) Cclr; (V1)
€, (cly, (W)
C X —(c, (A)ucl,, (U)).

Ahora, como (A Ucly, (U1)) N (clr, (B) Ucl,, (V1)) = @ podemos aplicar
nuevamente el inciso 3) del Teorema 12 a:

AyUel,, (Uy) C X — (clTj (B)Ucly, (Vl))
para obtener un conjunto U, 7; -abierto para el cual

Ag U Clﬂ. (Ul) C intn (Ug)
C cly, (Uy) Ccly, (cly, (Uy))
C X —(c;, (B)ud,, (V).
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Una vez mds aplicando el mismo resultado a By Ucl;; (V1) y a
X —(cl,, (A)udl,, (Uh)Ucdl,, (Uz)),

puesto que (B Ucl,, (V1)) N (cl-, (A)Ucl,, (U1)Ucl,, (Uz)) =0, se obtiene
un conjunto V5 7, -abierto tal que:

ByUcl,, (V1) C int,, (Va)
C cly,; (Vo) Cclr(clr; (V2))
C X —(c;, (A)ucdl,, (Uy)Ud,, (U)).

Continuando de esta manera, se definen inductivamente los conjuntos U,
T -abiertos y los conjuntos V,, 7;-abiertos, satisfaciendo

A, Ucl,UyU...Ucl:, Uyy C int,, (Uy)
C cy, (Un) Cclr, (cly, (Un))
c X — (clTj BUcl;; ViU...Ucl,, Vn,l)

B,Ucl;ViU...Ucl Vo1 C int,, (Vy)
C cly; (V) Cclr(clr; (Vi)
C X —(c,, Aucl, UyU..Ucdl, U,)

para todo nimero natural n, donde U, = Vj = 0.
o o0
Si hacemos U = UU” y V= UV” se tiene que U es 7; -abierto,
n=0 n=0

mientras que V es 7; -abierto y claramente

AcU BcV y UnV=0.
Dado que V es 7;-abierto y UNV = (), se sigue que cl,, (U)NV = {,

asi que cl,, (U)N B = (). M&s ain, como U int,, (U,) C int., (UU ) se
n=0
sigue que

Acint,, (U)Ced,, (U CX—B.
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Ahora, una vez mas podemos aplicar la equivalencia de normalidad por pares
fuertemente (3) a los conjuntos cl,, U y X — B para obtener un W 7; -abierto,
tal que

c,, U C int., (W) Cel,, (W) C
C cly, (cly, (W)) C X = B,

y ast, por cl; (cl., U) C cl., (cl;,W) C X — B, se llega a
A Cint,, (U) Cecl, (U) Cedl,(cly, (U)) CX—B.
Andlogamente, se puede obtener:

B Cint,, (V) Ccly, (V) Cecl(cl, (V) C X = A,

lo que prueba el teorema. m



Capitulo 3

Aplicaciones de los axiomas de
separacion

3.1. Lema de Urysohn

En esta seccién mostraremos uno de los resultados mas importantes de
este trabajo, a saber, la generalizacion del Lema de Urysohn para espacios
bitopolégicos normales por pares fuertemente.

El Lema de Urysohn nos da una caracterizacién de los espacios topoldgicos
normales, cabe senalar que Kelly mostré este hecho para la normalidad por
pares. En [16] obtuvimos la extensién de este importante resultado para la
normalidad por pares fuertemente y con esto mostramos que efectivamente,
el axioma dado por Ajoy Mukharjee en [19] es mas fuerte que el dado por
Kelly.

Antes de mostrar los resultados, daremos algunos conceptos y resultados
importantes necesarios para la comprensién de este lema.

Definicién 28 Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una funcion f: X — R es
semicontinua superiormente si para todo o € R, el conjunto

{reX: f(z)<a}

es un abierto en X. Andlogamente, f es llamada semicontinua inferiormente
st para todo o € R, el conjunto

{re X : f(z)>a}

es un abierto en X.
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Por su abreviatura del concepto en inglés , se acostumbra usar lsc para
denotar a las funciones semicontinuas inferiormente y por usc a las funciones
semicontinuas superiormente, asi, en el caso de un espacio bitopoldgico
(X, 71, 72) podemos usar 7;-Isc o 7;-usc para hacer referencia a la topologia
utilizada.

Antes de enunciar el lema de Urysohn para espacios topoldgicos, es
necesario dar algunos conceptos referentes a la continuuidad de funciones
en dichos espacios. El siguiente resultado puede consultarse en [7].

Lema 1 Sean (X, 7) un espacio topoldgico y D un subconjunto denso en R.
Supongamos que {Uy} ,cp es un cubrimiento abierto de X que satisface:
i) Sia,p €D, a<p, entonces cl (U,) C Ug,
it) (Ua =0.
aeD
La funcion f : X — R definida por f(x) = inf{a € D : x € U,} es continua.

Demostracién. Sea o € X arbitrario pero fijo. Dado que {U,}, . s un
cubrimiento abierto de X, el conjunto A = {a € D : zy € U,} es no vacio.
Veamos que este conjunto estd acotado inferiormente. Si esto no ocurriera,
existirfa en A una subsucesién estrictamente decreciente,

{ar}ieny Cla €D 2y €Uy},

lo que provocaria por i) que para cualquier & € D, existe un kg € N tal que
ay, < a, asizy € cl <Uak0> C U,, delo anterior podemos concluir que A = D

y por tanto zg € [ U, = 0, contradiciendo ii), asi A debe estar acotado
acD
inferiomente y por esta razon, si se define f(z¢) = inf{a € D :xy € U}, f

estd bien definida.

Probemos la continuidad de f en xy. Sea € > 0, escojamos oy € D tal
que 79 € Uy, v f(xo) < ap < f(xo) + €. Elijamos a1, as € D tales que
f(xo) —e < a1 <as < f(xo), estoes que (a1, az) C (f(wo) —&, fzo) +¢).
Por i) y por la definicién de f(zo), o € Uy, — ¢l (U,,) . Por otra parte, para
cualquier x € U,, — ¢l (U,,) se cumple que:

ag€{aeD:zxeclU,} Clag,+00).
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Por tanto oy < f(z) < ap y asi queda demostrado que:

f(Uag = €l (Uay)) € e, o]

(f(zo) — €, f(wo) +€).

C
C
y como xq es arbitrario, se sigue que f es continua. m

Al conjunto de nimeros racionales D = {% neNk=1,.., 2”*1} se le

conoce como el conjunto de los nimeros diddicos.

Teorema 14 FEl conjunto de los nimeros diddicos es denso en el intervalo
(0,1).

Demostracién. Para probar que D es denso en (0, 1), basta con probar que
para cualesquiera z,y € (0,1), con x < y, existe ’2“—2 € D, tal que x < ’;—% <.
Sean z,y € (0,1) y supongamos que = < y. Elijamos un nimero natural

ntalque%<y—x. Seakozm@’n{keN:x<%}.Siocurrequey<l2“—2,
entonces k%;1 <zr<y< ’2“—2 luego y —x < % = 2%, lo cual es una

contradiccion, asf z < £ < y. Por tanto D es denso en (0,1). m

A continuacién se enuncia el lema de Urysohn para un espacio topoldgico,
cuya prueba puede consultarse en [8]. La expresion f |r representa la funcién
f restringida al conjunto F.

Teorema 15 (Lema de Urysohn, 1924) Sea (X, T) un espacio topoldgico. Si
X es un espacio normal, entonces para cada par de subconjuntos cerrados
disjuntos A y B de X existe una funcion continua f : X — [0,1] tal que:

fla=0 gy flp=1

Para hablar de continuidad de una funcién entre espacios bitopoldgicos,
tenemos que indicar respecto a qué topologias se refiere la continuidad, por
tal razén, tenemos la siguiente definicién.
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Definicién 29 Sean (X, 71, 72) y (Y,v1,v2) dos espacios bitopoldgicos. Una
funcion f : X — Y se dice (1;,v;)-continua, si f : (X,7;) — (Y,v;) es
continua, i,j € {1,2}.

Nuestro ineterés estd en el caso de que ¢ = j, y por tanto necesitaremos
la siguiente definicién:

Definicién 30 Sean (X, 71,72) y (Y, 01,02) dos espacios bitopoldgicos. Una
funcion f . (X,71,72) — (Y,01,02) es llamada continua por pares o
bicontinua si las dos funciones f: (X, 7;) — (Y,0;) 1 =1,2 son continuas.

En el caso de funciones bicontinuas de valores reales f : (X, 71,75) — R,
se considera al espacio real como el espacio bitopolégico (R, vy, v3), donde
v1 = vy representa a la topologia usual. De igual forma, en la expresion
f  (X,71,72) — [0,1] bicontinua, el conjunto [0, 1] representa al espacio
([0,1],v1,v2) , donde v = vy serd la topologia usual restringida al intervalo.

A continuacién daremos el lema de Urysohn para espacios bitopoldgicos,
primero con los axiomas de separaciéon por pares segin Kelly, y después
para los axiomas por pares fuertemente. Hacemos énfasis que este ultimo fue
obtenido por nosotros y publicado en [16], el cual claramente resulta ser mas
fuerte que el obtenido por Kelly en [22].

Para el caso de la normalidad por pares, Kelly obtuvo el siguiente
resultado:

Teorema 16 (Urysohn, [22] ) Si (X,7T1,72) es un espacio bitopoldgico
normal por pares, entonces para cualesquiera par de conjuntos F' T1-cerrado
y G To-cerrado con F NG =0, existe una funcion f : (X, 71,72) — [0,1] que
satisface:

a) f(x) =0, para todaxz € F y f(x)=1, para toda x € Gy

b) [ es T1-semicontinua inferiormente y To-semicontinua superiormente.

Para el caso de normalidad por pares fuertemente, hemos obtenido lo que
sigue, ver [16]:
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Teorema 17 (Extension del lema de Urysohn, [16]) Sea (X,71,7T2) un
espacio bitopoldgico normal por pares fuertemente. St A, B C X son tales
que A es T;-cerrado, B es Tj-abierto y AN B =0, entonces existe una
funcion f: X — [0,1] bicontinua que satisface:

Jla=0 y fis =1,

esto es, para cada x € A, f(x) =0, y para x € B se cumple que f(x)=1.

Demostraciéon. Seguiremos el esquema de la cldsica demostracién del
teorema de Urysohn, ver por ejemplo [8]. Hagamos Dy = Ay V} = X — B.
De esta forma, Dy es 7;-cerrado, V; es 7;-abierto y Dy C V;. Por (2.2) existen
D% T;-cerrado y V% 7 j-abierto, tal que:

Dy Cintr, (V;) € Vy € Dy C s, (D)) € WA

1
2

Aplicando la misma propiedad a los pares Dy C V% y D 1 C V1, afirmamos la
existencia de dos pares de conjuntos D 1 D s T;-cerrados y Vi , Vg T j-abiertos
tal que:

Continuando en esta forma obtenemos dos familias de conjuntos no
decrecientes {D%n}’ k=0,1,...,2"  n=12 .7y {VQ%} k=1,..,2"1
n = 1,2, ..., que satisfacen:

v

2

|

Dy-1 C int,, (VL>
on v oM

~— 3

C
Cc D C CZTJ. D
27L
C Vitr C Dy
21 2n

K
am

para k = 1,...,2" 1. Por conveniencia hacemos D; = X y Vj = (). De manera
general:
D, C int,, (V,) CV, C D, (3.1)
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Ccly, (Dp) C V. C D,.

para cada ¢,p,r € D, (donde D es el conjunto de nimeros diddicos), con
g<p<r.
Con lo anterior, se puede definir la funcién f : X — [0, 1], por:

flx)=inf{p:zeV,}, v € X, (3.2)

la cual es la misma que propone Kelly y que como se menciona en [22] y en
[5], que esta funcién f asi definida, también es igual a:

f(x)=inf{p:z € Dy},

para cada x € X. En el mismo trabajo se prueba que f es 7;-Isc y 7;-usc,
ahora probaremos que ésta es 7;-usc y 7;-Isc. Afirmamos que f(z), definida
por (3.2), es también igual a:

inf{p:z eint., (V,)}, e (3.3)
inf{p:x€cl, (Dp)} (3.4)
En efecto, para ver que (3.3) es igual a f(x), de la expresion:
inf{p:xz € Dy} <inf{p:zeint;, (V,)}
se puede deducir de {p: x € int,, (V,)} C{p:x € Dy}, ysi
p=inf{p:x e Dy} <inf{p:zecint., (V,)} = p2,
entonces existen ¢, € (p1,p2) N D con g < r para los cuales (utilizando 3.1)
v e D, Cint,, (V) CV, C D, Ccl, (D,),

lo que contradice la definicién de ps.

De manera similar se verifica que (3.4) es igual a f(x). También es claro
que0< f(z)<l,z e X; f(z)=0,z€ Ay f(x) =1,z € B.

Para probar que f es 7;-usc, veamos que dado un nimero «, con
0 < a <1, el conjunto f~1([0,)) es 7;-abierto, ya que por (3.3)

f(x) < a siy sdlosi, existe p, p < «a, = € int,, (V,)

siysolosi o € U int,, (V,),
p<c
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probando asf que f~([0,«)) = U int,, (V,) es T;-abierto. La 7;-Isc de f se
<

deduce de la expresion (3.4) de f(z) y de que

f(z) > a siysélosi, existe p, p > a, v € (X —cl, (D,))
siysélosixz € U (X —clr; (Dp)).

p>a

Probando asf que el conjunto f~((c, 1]) es 7;-abierto. ®

3.2. Teorema de Katétov

En 1952 Katétov en [20] y [21], establece el siguiente resultado: en un
espacio topolégico (X, 7) normal, para cada par de funciones f,g: X — R,
con f usc, g lscy f <g, (estoes, f(zr) <g(x), para cada x € X), existe
una funcién continua h : X — R tal que f < h < g. Posteriormente, en
el ano de 1967, Lane en [25] generaliza el teorema de Katétov para espacios
bitopolégicos: un espacio bitopolégico (X, 71,72) es normal por pares si y
s6lo si para cada par de funciones f,g: X — R, con f 7;-usc, g Tj-Iscy
f < g, existe una funcién h : X — R 7;-usc y 7,-Isc, tal que f < h < g.

Formalmente Katétov presenta el siguiente resultado:

Teorema 18 (Katétov) Si (X,7) es un espacio topoldgico normal,
entonces para cualesquiera par de funciones f,g : X — R con f
semicontinua superiormente, g semicontinua inferiormente y f < g, existe
una funcion continua h: X — R tal que f < h < g.

Unos anos después, en 1967, Lane en [25] extiende este resultado para
espacios bitopolégicos de la siguiente manera:

Teorema 19 (Eztension Teorema Katétov, Lane [25]) Un espacio
bitopoldgico (X, 71,72) es normal por pares si y sélo si para cualesquiera
par de funciones f,g : X — R con f 7;-semicontinua superiormente, g



3.2 Teorema de Katétov 49

T j-semicontinua inferiormente y f < g, existe una funcion h: X — R que
cumple:

a) f<h<g y
b) h es T;-semicontinua superiormente y T ;-semicontinua inferiormente.

Recientemente, en [16], hemos mostrado una extensién de este resultado
para la normalidad por pares fuertemente, que a continuacién enunciamos.
Para la demostracién de este teorema utilizaremos el Teorema 13, que fue
enunciado y demostrado en el Capitulo 2.

Teorema 20 (Extension del teorema de Katétov, Her-Alv. [16]) Un espacio
bitopoldgico (X, T1,72) es normal por pares fuertemente si y sdlo si para
cada par de funciones f,g: X — R, con f 7;-usc, g T;-lscy f < g existe
una funcion bicontinua h : X — R tal que f < h < g.

Demostracién. Supéngase primero el caso particular f,g : X — [0,1]
. Pongamos Dy = () y para cada r € QN [0,1], sean D, = g ([0,7)) y
O, = f~*((r,1]). Se tiene que, para cada 0 < " < r, g~ *([0,7]) es T;-cerrado
ya que la funcién g es 7,-Isc. Como se puede ver D, = U g 1([0,7]), por tal
o<rr
motivo D, es un 7;-F,. Ahora puesto que f es 7;-usc, se tiene que el conjunto
F74([r 1)) es T;-cerrado y asf O, = U S 1]) es un 7;-F,. Ademds, es
r<r<l
facil verificar que:

cr, (D,)NO, =0 =D, Ncly, (O,). (3.5)

Por la forma en que se han definido los conjuntos D, y O, y las igualdades
dadas en (3.5) obtenemos que D; y O satisfacen las hipétesis del Teorema
13 que aparecen en (2.4), de aqui que existe un conjunto U; 7;-abierto tal
que:

D1 C zntn (Ul) C U1 C ClTi (Ul)
C dy, (clr, (U1)) C X = Ox.
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De igual manera, existe un conjunto Ui 7;-abierto tal que:
2

D% C i, <U%> C U% Ccl, <U%>

C dy, (et-, (Uy))

C [X - O%] N Us.
Similarmente existen dos conjuntos U 1y U s T j-abiertos tales que:
D% C int,, (U1> C Ui

C o, (Uis

Ds U, <U ) C int,, (U%> C Us

1
2

Continuando inductivamente, obtenemos conjuntos U, 7;-abiertos, que
satisfacen la relacién general

Doy Ucly, (U ) € inty, (Usa )
2m om—1

2m

C U221:7;11 C ClTl. (Uz;;g)

2

C dy, (clr, Uz ))

om—1

para i = 1,2,...,2" 1 m € N, donde Uy = (. De lo anterior, si ponemos

2;;1, se puede ver que se cumple:

r =

D, C int;,U, CU,
C dr, (U;) C el (cly, (U,))
Cc X—-0,
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paratodor € Dy
U, C cly,(cl, (U)) Cinty, (Uy) C Uy

para cada r,7” € D, con r <7’
Asi, podemos definir la funcién

h(z)=inf{re D:xz €U}, x€ X

De igual manera que en la demostracién del Lema de Urysohn, Teorema 17,
respecto a la definicién de la funcién f, se pueden deducir otras expresiones
para h

h(z) = inf{r € D:z € int,, (U,)}
= inf{reD:tecl, (U,)}
= inf{reD:teccd, (. U)}, v€X

La bicontinuidad de h se deduce de manera similar a la de f en el Teorema
17.

Resta probar que f < h < g. Para hacerlo, sean x € X y r € D tales
que r < f(x), entonces para cada € D con 0 < 7’ < r, se tiene = ¢ X — Oy
y por tanto = ¢ U, implicando que h(x) > r; pero si h(x) > r para cada
re€ D conr < f(x)yasi f(t) < h(t). Sir € D es tal que ¢g(t) < r, entonces
t € D, C U, y por tanto h(t) < r, para todo r € D con ¢(t) < r, implicando
que h(t) < g(t).

Para deducir el caso general f : X — R se usard el caso particular ya
probado, al utilizar el homomorfismo estrictamente creciente ¢ : R — (0, 1)
dado por: "

tl+t+1
20 = W+

Consecuentemente se puede aplicar el resultado probado para las funciones
f=@ofyg=pog, encontrando una funcién h : X — (0,1) bicontinua tal
que f < h < 7. De tal forma que la funcién buscadaes h = p~'oh: X — R
igualmente bicontinua.

Reciprocamente, supongase que A y B son dos subconjuntos disjuntos
Ti-cerrado y 7;-cerrado, respectivamente. Las funciones caracterfsticas x4 y
Xx_p son funciones 7;-usc, 7,-Isc y satisfacen x, < xx_p. Por hipétesis
existe una funcién bicontinua h : X — [0,1] tal que x4, < h < xyx_p, por

, teR.
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la bicontinuidad de h, U = h™*((3, 1]) es un conjunto 7;-abierto y 7;-abierto,
mientras que D = h~'([1,1]) es un conjunto 7;-cerrado y 7;-cerrado. As:

) e
Acint, (UycUcCDCecl,,(D)C X —-DB.

Con lo que queda probado el resultado. m



Capitulo 4

Compacidad

4.1. Cubiertas

Antes de comenzar a hablar de la compacidad en espacios bitopoldgicos,
es necesario hablar de cubiertas abiertas por pares, que son generalizaciones
de las cubiertas abiertas en espacios topolégicos a bitopoldgicos.

Comenzaremos recordando cuatro definiciones que corresponden a
espacios topolégicos, por tal razén omitimos ejemplos de ellas.

Para las siguientes definiciones, las letras A y B representan conjuntos
de indices.

Definicién 31 Sea (X, 7) un espacio topoldgico. La familia
L={A,:ac A}

de subconjuntos de X es una cubierta de X, (o que L cubre a X) si se

cumple que X = U Ay y si ademds cada A, € T, entonces L es llamada

aEA
una cubierta abierta de X.

Definicién 32 Sean (X, 7) un espacio topoldgico y L = {A, : o € A} una
cubierta de X . Diremos que L es puntualmente finita, si para cada x € X,
x pertenece a lo mads a un numero finito de conjuntos A,.
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Definicién 33 Sean (X,7) un espacio topoldgico, M = {Bg: € B} y
L ={A,:a €A} dos familias de subconjuntos de X. Diremos que M es
un refinamiento de la cubierta L de X, si M cubre a X y para cada
B € B, existe « € A tal que Bg C A,.

Definicién 34 Sean (X,7) wun espacio topolégico, L = {A,:a € A} y
M = {B, : a € B} dos familias de subconjuntos de X. La familia M es
llamada un refinamiento preciso de L si A = B y todo conjunto B, de
M estd contenido en el correspondiente conjunto A, de L.

Los conceptos dados a continuacién, son generalizaciones de los dados
anteriormente para espacios bitopolégicos y algunos de éstos aparecen en [6],
[19].

Definicién 35 Sea (X, 71,73) un espacio bitopoldgico. Dada una coleccion
L={U,:a¢€ A} de subconjuntos X, se dice que es una cubierta abierta
débil por pares, si cada U, es Ti-abierto 6 To-abierto y ademds cubren a

X.

Notemos que las cubiertas abiertas débiles por pares, pueden incluir sélo
abiertos de un tipo o de ambos. Se hara referencia a las cubiertas abiertas
débiles de un sélo tipo de abiertos como cubiertas 7;-abiertas, i € {1,2}.

Ejemplo 24 Sea X =R, paraa € R fijo, consideremos las topologias

71 = {R,0, (—00,a), [a,+00)}

79 = {R, 0, (=00, a), (a,+0),R — {a}} .

La familia L = {(—00,a), [a,+00)} es una cubierta abierta débil por pares,
en particular es una cubierta T1-abierta.

La definicién que sigue es parecida a la anterior pero es un poco mas
fuerte y es la que mads se utiliza en la teorfa de los espacios bitopolégicos.
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Definicién 36 Sea (X, 71,72) un espacio bitopoldgico. Una coleccion de
subconjuntos L = {U, :a € A} de X, se dice que es una cubierta abierta
por pares, si L cubre a X y cada U, es Ti-abierto o to-abierto, con

LﬂTl#w,LﬂTg%@.

Ansglogamente, una familia {U, : o € A} se dice cerrada por pares si
{X —U,:a € A} es abierta por pares.

Notese que toda cubierta abierta por pares es una cubierta abierta débil
por pares, lo inverso no es necesariamente cierto.

Definicién 37 Sea (X, 71,73) un espacio bitopoldgico. Una cubierta abierta
por pares L = {U, : « € A} de X es llamada localmente finita por pares,
st dado cualquier x € X, existe una vecindad de x T;-abierta la cual
intersecta a lo mds a un nimero finito de conjuntos Tj-abiertos de L.

La Definicién 37 es una generalizacién de lo que se conoce como una
cubierta localmente finita en el contexto de los espacios bitopoldgicos,
mientras que la siguiente definicién no tiene precedente en la teorfa de los
espacios con una sola topologia.

Definicién 38 Sean (X, 71,72) un espacio bitopoldgico y L = {U, : a € A}
una cubierta abierta por pares (débil) de X. La cubierta abierta por pares
M = {Vs: 3 € B}, es llamada un refinamiento paralelo de L, si todo
conjunto Vg € M T;-abierto, estd contenido en algin conjunto U, también
Ti-abierto, i =1,2.

Ejemplo 25 Sea X = [0, 1], con las topologias:

le{Xaq):{O}?{[Ova):CLEX}}v

7o ={X,0,{1},{(a,1] : a € X}}.

La familia L = {(a,1]:a € X} U {0} es una cubierta abierta por pares.
Ademds, M = {(1,1] : n € N} U{0} es un refinamiento paralelo de L.
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Ejemplo 26 Sea X =R, con las topologias
1= {R> ®7 {1}} )

7o ={R,0,R —{1}} U{(—00,a) — {1} : acR} .

La familia L = {R —{1},{1}} es localmente finita por pares, pues para
x € R, si x = 1, las tnicas vecindades T1-abierta de © son R y {1}, e
intersectan a cero conjuntos To-abiertos de L. Ademds, la inica vecindad
To-abierta de v es R e intersecta a un unico Ti-abierto de L. St x # 1, la
tnica vecindad T1-abierta de x es R, e intersecta sélo al To-abierto R — {1}
de L. Ademas las vecindades To-abiertas de x son (—oo,a) — {1} con aeR, e
intersectan a cero conjuntos T1-abiertos de L.

El siguiente resultado es producto de nuestro intento de extender a los
espacios bitopolégicos, teoremas existentes en espacios topoldgicos.

Teorema 21 Sean (X, 71,72) un espacio bitopoldgico y L = {U, : o € A},
una cubierta abierta por pares. St L admite un refinamiento paralelo
localmente finito por pares, entonces, admite un refinamiento paralelo
localmente finito por pares y preciso.

Demostracién. Sea L = {U, : « € A}, una cubierta abierta por pares, y
sea M = {V;: 3 € B} un refinamiento paralelo localmente finito por pares
de L. Se tiene que para cada V3 € M T;-abierto, existe U, € L T7;-abierto,
con V3 C U,. Dotemos de un buen orden al conjunto A, y sea h: B — A
definida por

h(B) = ag = inf{a: Vs C Ua, Vi, Uy €73}, i =1,2.
Para cada o« € A, definamos C, = |J{Vs: h(B) = a}, puede suceder

que para algunos o € A, los conjuntos C, sean vacios, sin embargo esto
no ocasiona problemas.

Notese que por construccién, si U, es T1;-abierto, entonces C, es
T;-abierto, ¢ = 1,2; ademds, para cada « € A, C, C U,, de lo anterior, la
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familia {C, : @« € A} es un refinamiento paralelo preciso de L y cubre a X,
pues X = JVz C JCh.

Resta probar que {C, : « € A} es localmente finita por pares. Dado
r € X, existe una vecindad V, de x, 7;-abierta la cual intersecta a lo mas
a un ndmero finito de conjuntos 7j-abiertos de M, esto es, VN Vjz = 0,
excepto quizds para un numero finito de V3 € M N7;. Claramente, dado que
Vs C C,, para h(f) = a, V, intersectard a lo mds a un nimero finito de
7,;-abiertos C,, luego {C, : @ € A} es un refinamiento preciso localmente
finito por pares de L. m

4.2. Compacidad por pares

A continuacién, enunciaremos tres conceptos distintos de compacidad por
pares existentes en la literatura, los cuales pueden ser consultados en [6]. Se
analizarédn algunas de las relaciones entre ellos.

El primer concepto de compacidad en un espacio bitopolégico que
mencionaremos es el dado por Birsan en [3], en el ano de 1969, al cual lo
llamaremos B-compacto por pares.

Definicién 39 Sea (X, 71,72) un espacio bitopoldgico. El espacio X es
T1-compacto respecto a 1o si toda Ti-cubierta abierta (débil) por pares
posee un refinamiento To-abierto.

Definicién 40 Un espacio bitoploldgico (X,71,72) es B-compacto por
pares, si es T;-compacto respecto a T;, para i,j € {1,2},i # j.

Aunque no todo subconjunto cerrado de un espacio B-compacto por pares
es B-compacto por pares, si se tiene una parte de la B-compacidad por
pares, como lo mostramos en el resultado siguiente. Cabe mencionar que
este teorema no lo encontramos en ningin articulo y aunque sencillo, es un
resultado propio.
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Teorema 22 Sea (X,71,72) un espacio bitopoldgico. Si X es un espacio
B-compacto por pares, entonces todo conjunto F' T;-cerrado es T;r-compacto
respecto a Tjr, donde T;p representa la topologia T; restringida al subespacio

F.

Demostracién. Nétese que si el espacio X es 7,-compacto respecto a 7; y
F' es un conjunto 7;-cerrado, puesto que X — F' es T;-abierto, se tiene que
para cualquier 7;p-cubierta abiertade F', L ={U,NF :a € A},U, € 7;, se
cumple que {U, : « € A} U{X — F'} es una 7;-cubierta abierta de X. Como
X es B-compacto por pares, existe un refinamiento finito M 7 ;-abierto que
cubre a X. Quitando los abiertos de M contenidos en X — F, intersectando a
los restantes con F' obtenemos un refinamiento finito de L que cubre a F'. Por
tanto, en un espacio B-compacto por pares, todo 7;-cerrado es 7;p-compacto
respecto a 7. ®

Sin embargo, en un espacio B-compacto por pares un conjunto F
T;-cerrado no necesariamente es 7;p-compacto respecto a 7;r, este hecho
lo veremos en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 27 Sea X = [0, 1], con las topologias

71 ={X,0,{0},{[0,b) : b e X}},

7o ={X,0,{1},{(a,1] : a € X}}.

Este espacio es B-compacto por pares, sin embargo, el conjunto F = [0, 1)
es Ty -cerrado; la familia {[0,a) : a € X} es una T1p-cubierta abierta y no
posee un refinamiento Top-abierto finito.

Los siguientes resultados, los hemos obtenido generalizando los existentes
para espacios topolégicos, mezclando los conceptos involucrados en esta
tesis: los axiomas de separacién por pares y la compacidad por pares, cabe
mencionar, que estos resultados son de autorfa propia.

Teorema 23 Sea (X, 71, 73) un espacio bitopolégico y F' un subconjunto de
X T1;p-compacto respecto a T;r. St X es Hausdorff por pares, entonces F
es un conjunto T;-cerrado de X .
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Demostraciéon. Probemos que X — F es 7;-abierto. Sea z € X — F' fijo,

para cada a € I existen U, € 7;, V' € 7; talesque z € Uy, a € V]

con U,NVF® = 1. La familia L = {V*NF :a € F} es claramente una

7j-cubierta abierta de F', por la 7;p-compacidad de F' respecto a 7, existe

un 7;p-refinamiento finito M = {W(fk NF:k=1,2,.., n} de L que cubre a
n

F. Definamos U = (U,, € 7;, claramente por la construccién
k=1

UNFCU,nN (U (W;kmF)> = 0.
k=1

Asiz e U C (X — F) y por tanto, X — F' es 7;-abierto. m

Teorema 24 Sea (X, 71, 72) un espacio bitopoldgico. Si X es Hausdorff por
pares y B-compacto por pares entonces es normal por pares.

Demostracién. Sean F, G C X, F' 7;-cerrado y G 7;-cerrado, con FNG = ().
Por el Teorema 24, F' es 7,p-compacto respecto a 7;r y G es Tjg-compacto
respecto a 7;c. Para a € F fijo, y para cada b € G existen UJ € 7,V €
7; tales que a € U, b € Vi con U NV, = (. Ahora, la familia L =
{V¥NG :be G} es una 7jg-cubierta abierta de G, por la 7,¢-compacidad
de G respecto a T;q, existe un 7;g-refinamiento finito

M={Wg NG: Wy eri,k=1,2,..,n}

de L que cubre a G. Sean W, = JW;. € 74, y U, = U; € 7;. Notese
k=1 k=1

que W, N U, = 0. La familia {U, NF:ac F} es una T;-cubierta abierta
de F| por ser 7,p-compacto respecto a 7;r, existe un 7,p-refinamiento finito
{Zak NE:2Z, €1,k=12, ...,m} que cubre a F'. Hagamos

V= ﬁw U= 62
k=1 k=1

Ver,Ue€erj Conesto, F CU GCVyUNV =10. Por tanto X es
normal por pares. m

Otro concepto de compacidad por pares es el que enseguida mencionamos
y fue dado por Swart en el afio 1971, [30]. Cabe mencionar que Datta también
manejo este concepto al que llamé semi-compacidad.
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Definicién 41 Sea (X, 71,72) un espacio bitopoldgico. El espacio X es
semi-compacto por pares, si toda cubierta abierta débil por pares posee
una subcubierta finita.

Teorema 25 Si el espacio X es semi-compacto por pares, entonces todo
subconjunto F' T;-cerrado es semi-compacto por pares, i € {1,2}.

Demostracién. Sea F' 1;-cerrado, i € {1,2}. Luego X — F' es 7;-abierto,
por lo que
L={U,NF:acA, Uyet,0U,€1,}

es una cubierta abierta débil por pares de F. Claramente

{Uy:ae A, UyeriolUyer;}U{X —F}

es una cubierta abierta débil por pares de X, luego existe una subcubierta
finita M = {U,, :i=1,....,n} que cubre a X. El abierto X — F puede
pertenecer a M o no. Si X — F' € M, entonces la coleccién:

{U,NF:i=1,..,n}—{X—-F}

es una subcubierta finita débil por pares de L que cubre a F. Si X — F ¢ M,
entonces {U,, N F':i=1,...,n} es ya una subcubierta finita débil por pares
de L que cubre a F'. Por tanto, todo 7;-cerrado es semi-compacto por pares.
|

Teorema 26 Sea (X, T1,72) un espacio bitopoldgico. Si X es Hausdorff por
pares y semi-compacto por pares, entonces es normal por pares.

Demostracién. Sean A, B C X, con A 7,cerrado, B T7j-cerrado y
AN B = (. Por el Teorema 25, A es semi-compacto por pares respecto a
las topologias {71 N A, 7N A} y B es semi-compacto por pares respecto
a las topologias {71 N B,7oN B}. Para a € A fijo, y para cada b € B
existen Z € 7;, W € 7; tales que a € Z, b € W con Z N W = 0.
La familia L = {W¢ N B:be& B} es una cubierta abierta débil por pares
de B, por la semi-compacidad por pares de B, existe una subcubierta
finita M = {Wb‘l NB: Wy €1i,k=1,2, ...,r} de L que cubre a B. Sean
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W, = UWb ETHY Lo = ﬂZ“GTJ La familia {Z, N A :a € A} es una
k=

k=
cubierta ablerta débil por pares de A, por la semi-compacidad de A, existe
una subcubierta abierta débil finita {Z NA:Z, €tj,l=1,2,. m} que

cubre a A. Hagamos V' = ﬂWal, U= UZal, V e r;, Ue 1, Con esto,
=1
ACcU BCcVeconUNV = Q). Por tanto X es normal por pares. m

Finalmente enunciaremos el concepto de compacidad por pares
segtin  Fletcher, quien lo propone en su articulo [9] en el ano 1969. A
nuestra consideracién, esta es la compacidad que mejor se adapta a la teorfa,
puesto que una gran cantidad de resultados de la compacidad en los espacios
topoldgicos se llegan a generalizar a los espacios bitopolégicos mediante este
concepto.

Definicién 42 Sea (X, 71,72) un espacio bitopoldgico. El espacio X es
S-compacto por pares, si toda cubierta abierta por pares posee una
subcubierta finita.

Teorema 27 Si el espacio (X,71,72) es S-compacto por pares y F es un
conjunto T;-cerrado, i € {1,2}, entonces (F,Tir,Tor) €s S-compacto por
pares.

Demostracién. En efecto, si F' es 7;-cerrado, entonces X — F' es 7;-abierto.
Sea
L={U,NF:acAU,e1;,0U, €71;}

una cubierta abierta por pares de (F, 71, Tor). Claramente

{Upo:acAUy,eti0U, €1} U{X - F}

es una cubierta abierta por pares de X, luego existe una subcubierta abierta
finita M = {U,, :i=1,....,n} que cubre a X. El abierto X — F puede
pertenecer a M o no. Si X — F' € M, entonces

(Us NF:i=1,..n} —{X - F}
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es una subcubierta finita por pares de L que cubre a F. Si X — F ¢ M,
entonces {U,, N F':i=1,...,n} es ya una subcubierta finita por pares de
L que cubre a F. Por tanto, la S-compacidad por pares es heredada a los
subespacios 7;-cerrados. m

Enseguida veremos que los conceptos sobre compacidad dados por Birsan
y por Fletcher son de hecho independientes, en el sentido de que hay espacios
bitopolégicos que son lo uno, pero no lo otro.

Ejemplo 28 Sea X =R, paraa € R fijo, consideremos las topologias

T = {Ra Q)v (—OO, a)7 {aa +OO)} )

72 = {R, 0, (—00,a), (a,+0),R — {a}}.

El espacio bitopoldgico (X, T1,73) es compacto por pares segin Fletcher,
pues cualquier cubierta abierta por pares es finita y por tanto, posee una
subcubierta finita. Pero X no es compacto por pares segin Birsan, ya que
la cubierta

{(_007 a)’ [a’ +OO)}

es T1-cubierta 1y no posee un refinamiento To-abierto que cubra a X.

Con el ejemplo anterior mostramos que la compacidad por pares definida
por Fletcher, no implica la compacidad por pares definida por Birsan.

Ejemplo 29 Sea X =R, con las topologias:

L= {Ra (Z)a {1}}

ra = {R,0.R — {1}} U{(~00,0) — {1} : acR} .

es un espacio bitopoldgico (X, T1,T2). La tnica 71-cubierta abierta de X es
{R} y tiene a {R} como refinamiento To-abierto. Por otro lado, cualquier
To-cubierta abierta debe contener al To-abierto Ry por consecuencia, todas
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tienen un Ti-refinamiento finito. Luego, el espacio bitopoldgico (X, T1,72)
es compacto por pares, sequn Birsan. Sin embargo,

{(=00,a) — {1} : aeR} U {1}

es una cubierta abierta por pares y mo posee un subcubierta finita. Asi el
espacio (X, T1,T2) no es compacto por pares, sequn Fletcher.

Con este ejemplo se muestra que la compacidad por pares definida por
Birsan, no implica la compacidad por pares definida por Fletcher.

De los dos ejemplos anteriores se deduce que los dos conceptos de
compacidad por pares son independientes.

Los espacios bitopolégicos B-compactos o los semi-compactos pueden ser
Ty o 11, pero no pueden ser Hausdorff por pares, a menos que sus topologias
sean iguales. Para ver los detalles de la demostracion del siguiente teorema
puede consultar [9)].

Teorema 28 Sea (X, 71,T2) un espacio bitopoldgico Hausdorff por pares. Si
ocurre:

a) X es B-compacto por pares o

b) X es semi compacto por pares,

entonces 71 = To.

Mukharjee en [19], define la compacidad fuerte por pares y muestra que
todo espacio compacto fuerte por pares es compacto por pares segin Fletcher
y también B-compacto por pares.

Definicién 43 Sea (X, 71,72) un espacio bitopoldgico. Una coleccion de
subconguntos de X, L = {U,:a € A}, es llamada dualmente abierta por
pares, st cada U, € L es (1;,7j)-dualmente abierto, i = 1,2, y para cada
i€ {1,2}, LNT; es no vacta. Y si ademdas la familia L cubre a X, entonces
L se llamard cubierta dualmente abierta por pares.
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Definicién 44 Sea (X, 71,72) un espacio bitopoldgico, éste es llamado
fuertemente compacto por pares si cada cubierta abierta por pares L de X
tiene una subcoleccion finita M, tal que {intTjV VeMnr,ie{l, 2}}
cubre a X.

El resultado que a continuacién mencionamos es producto de nuestra
investigacion sobre estos temas.

Teorema 29 Si (X, 71,72) es fuertemente compacto por pares entonces todo
F 1;-cerrado es S-compacto por pares respecto a las topologias T,r Yy Tjp.

Demostraciéon. Nétese que si el espacio X es fuertemente compacto por
pares y F es un conjunto 7i-cerrado, entonces X — F' es 7i-abierto. Sea
L = {U,NF:U, €1i,i€{l,2},a € A}, cualquier cubierta abierta por
pares de F'; se cumple que {U, : « € A} U{X — F} es una cubierta abierta
por pares de X. Como X es fuertemente compacto por pares, existe una
subcubierta finita M tal que

{int; Us, : Us, € M N1y,i € {1,2}} U{int,, (X — F)}

cubre a X. Nétese que F N (int,, (X — F)) = 0 y por tanto

F C U intU., |NF

UakGMﬂTi

= U ((nt,Us) N F)

U(,kEMﬁn

C U (UakmF)7

UakEMmTi
de lo anterior, la familia
{Ua, NF :U,, € M}

cubre a F'y por tanto (F,7;p, T;r) €s S-compacto por pares. m
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Ejemplo 30 Sea X =R, con las topologias
T1 = {Ra (Da (_007 CL], (CL, +OO>} )
72 = {R, 0, (—00,a), (a,+00), (—0,a],R — {a}}.

X es fuertemente compacto por pares.

Si el espacio (X, 71, 72) es fuertemente compacto por pares, entonces cada
cubierta abierta por pares L tiene una subcoleccion finita M que cumple:

X =U{int, (V):VeMnmr,iec{l,2}},
pero int, .V C V, luego
X = U{int,, (V):VeMnm,ic{1,2}}

cu{v:vVveMnr,ie{l2}}

de aqui que M es una subcubierta abierta finita de L y por tanto, la
compacidad fuerte por pares implica la compacidad por pares definida
por Fletcher. Sin embargo, el reciproco es falso. Vedmoslo con el ejemplo
siguiente:

Ejemplo 31 Sea X =R y a € R fijo. Con las topologias:
71 = {R, 0, (—00,a),[a,+00)}

7o = {R, 0, (—00,a), (a,+0),R — {a}}.
El espacio no es fuertemente compacto por pares pues la cubierta
{(_007 a)a [aa +Oo)} )

donde (—00,a) € T9 y [a,+00) € Ty no tiene una subcubierta finita cuyos
interiores cubran a X, esto es porque

{int;,(—00,a), int,,[a,+o0)} = {(—00,a), (a,+0o0)}

no cubre a X.
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El siguiente resultado nos muestra que en un espacio bitopolégico
fuertemente compacto por pares, todo subconjunto cerrado de X, es
B-compacto por pares (Birsan).

Teorema 30 Si(X,71,72) es fuertemente compacto por pares entonces todo
subcongunto I Tj-cerrado de X, j =1,2, es T;p-compacto respecto a Tjp.

Demostracién. Sea F' C X, 7;-cerrado, y sea L = {U, N F :a € A} una
T;r-cubierta abierta de F. Luego L'U {X — F'} es una cubierta abierta por

pares de X, donde L'={U, : « € A}, asi que existe una subcubierta finita
M={W,..,V.} de LU{X — F}, tal que

X =J {int,, Vo) : Vi e M7} Uint, (X - F).

i=1,2

Como int,, (X — F) C X — F, el resto de los elementos de la familia M
deben cumplir que:

F = {int:, (Vi) : Vi e M 073}
i=1,2
C U {VkﬂFVkEM}
1=1,2

el cual es un refinamiento finito de 7;-abierto. Por tanto F' es 7;p-compacto
respecto a 7. ®

Noétese también que en un espacio bitopoldgico (X, 71, 72) , el subconjunto
X es cerrado respecto a ambas topologias, luego, si (X, 71, 73) es fuertemente
compacto por pares entonces (X, 71,73) es B-compacto por pares segin la
definicién dada por Birsan.

4.3. Caracterizaciones de la compacidad por
pares

Presentaremos ahora un resultado de caracterizacién de la compacidad
para espacios bitopolégicos utilizando la B-compacidad por pares.
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Teorema 31 Sea (X, 71, 72) un espacio bitopoldgico. Para i,j € {1,2}, con
1 # j, las dos propiedades siguientes son equivalentes:

1) X es 1;-compacto con respecto a ;.

2) Si una familia {F, : « € A} de conjuntos 7;-cerrados en X satisface

ﬂFa:@7

a€e

entonces existe una familia finita {Hg : 5 € B} de conjuntos

7j-cerrados con mHB = 0 y tal que para cada § € B existe un o € A,

BeL
con Hg D Fy,.

Demostracion. En esta prueba, los conjuntos A y B representan conjuntos
de indices.
1) = 2) Sea {F,, : @ € A} una familia de conjuntos 7;-cerrados en X satisface

ﬂFa:®>

acA

esto implica que |J (F,)° = X, lo que provoca que {F¢ : a € A} sea
acA
una T7;-cubierta abierta. Por la B-compacidad por pares de X, existe un

refinamiento {H§ : f € B} (B C A)de conjuntos 7;-abiertos que cumplen
que para cada [ € B, existe a € A, tal que Hj C FJy que sigue cubriendo
a X. De aqui que la familia {H 5B E B} es la familia buscada que cumple
2.

2)=1) Sea I' = {U, : @ € A} una 7;-cubierta abierta de X, esto es,
U U, =X, donde U, € ;.

acA

Sea F = {U¢ : o € A}. Esta familia esta formada por conjuntos 7;-cerrados
en X que satisface
Us=0.

acA

Por 2), existe una familia finita {Hz : § € B} de conjuntos 7;-cerrados con

() Hsz = 0 y tal que para cada 3 € B existe un o € A, con Hz D US. Es
BeB
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claro que H C U,, que H§ € 7; y que |J Hj = X. Asf que {Hs: 3 € B}
5EB
es el refinamiento finito 7;-abierto buscado. Por tanto, X es 7;-compacto con

respecto a 7;. W

Bien es sabido que en un espacio topoldgico, una caracterizaciéon de la
compacidad es que cada filtro o cada base de filtro tenga un punto de
acumulacién, ver [8]. Veamos que sucede en un espacio bitopoldgico.

Teorema 32 Sea (X, 71,72) un espacio bitopoldgico. Si X es B-compacto,
entonces cada de filtro en X tiene al menos un 7;-punto de acumulacion.

Demostracién. Supongamos que existe un filtro F que no tiene 7;-puntos

de acumulacién, esto es, que ﬂ cly, (F) = 0, la familia {cl,, (F): F € F}
FeF

es un familia de 7;-cerrados que cumplen que ﬂ c,. (F) =0, como X es

FeF
T,~compacto con respecto a 7, existe una familia finita {Hg : § € B} de

conjuntos 7 j;-cerrados con m Hgs = () y tal que para cada € B, existe un
5eB
a € F,con Hg D cl,, (Fy,) . Luego

(\Fc (e (F)c (Hs=0

BeB BeEB BeB

lo cual contradice que F es un filtro. Asi que debe existir x € ﬂ c., (F)y

FeF
por tanto ser un 7,-punto de acumulacién. m

El reciproco del Teorema 32 es falso como se vera en el ejemplo siguiente:

Ejemplo 32 Sea X = {a,b,c}, con las topologias

T1 = {Xa (Da {b} ) {aa b}}
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7o ={X,0,{a,b},{a,c},{a}}.

Una To-cubierta abierta de X es I' = {{a,b},{a,c}} pero éste no tiene un
refinamiento finito T1-abierto, por tanto X no es To-compacto con respecto a
T1. Por otro lado, los posibles filtros de X son:

fl:{{a}7{a7b}7{aac}=X}7
f2:{{b}7{avb}7{bac}’X}’
Fs={{c},{a,c},{b,c}, X},

f4:{{a7b}> X}a
f5:{{avc}7 X},
Fﬁz{{bvc}’ X},
Fr={X}.

Obsérvese que cl,,{a} = X, cl;,{a,b} = X, cl;,{a,c} = X, asi que F;
tiene To-puntos de acumulacion. Dado que cl., {a} = {a,c}, cl;, {a,b} = X,
cly, {a,c} ={a,c}, se sigue que F, tiene T1-puntos de acumulacion.

Por otro lado, cl., {b} = {b}, cl., {a,b} = X, cl., {b,c} = {b,c}, asi que
Fy tiene To-puntos de acumulacion, dado que cl,, {b} = X, cl;, {a,b} = X,
cly, {b,c} = X, se tiene que Fy tiene T1-puntos de acumulacion.

Para Fs, cl., {c} = {c}, e, {a,c} = X, e, {b,c} = {b,c}, ast que F3
tiene To-puntos de acumulacion. Como cl;, {c} = {c}, cl;, {a,c} = {a,c},
cly, {b,c} = X, entonces F3 tiene T1-puntos de acumulacion.

Para Fy, Fs y Fs, clry{a,b} = X, cl;, {a,c} = X, cl,, {b,c} = {b,c}, asi
que Fy, Fs y Fe, tienen To-puntos de acumulacion. De que cl,, {a,b} = X,
clr, {a,c} = {a,c}, cl; {b,c} = X, se concluye que Fy, Fs y Fg, tienen
T1-puntos de acumulacion.

Finalmente, cl;, X = X, asi que F7 tiene T;-puntos de acumulacion para
ie{1,2}.

Con lo anterior tenemos un espacio bitopolégico donde cada filtro tiene
T;-puntos de acumulacion, i € {1,2}, pero que no es B-compacto por pares.

Veamos ahora qué sucede con las caracterizaciones de la compacidad por
pares segun Fletcher.
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Teorema 33 En un espacio bitopoldgico (X, 7T1,72), las siguientes seis
propiedades son equivalentes:
1) X es S-compacto por pares.

2) Cada cubierta abierta por pares de X tiene una subcubierta abierta
puntualmente finita de X .

3) Cada cubierta abierta por pares de X tiene una subcubierta abierta
wrreducible que cubre a X .

4) Si una familia {F,, : o € A} de conjuntos cerrada por pares en X
satisface () F, =0, entonces existe una subfamilia finita
acA

{F,,:i=1,..,n} con (F, =0.
i=1
5) Cada filtro F en X tiene un elemento x que es un 7;-punto de
acumulacion, 1 = 1, 2.

6) Cada de filtro mazimal M en X es T;-convergente a exactamente un
z, 1 €{1,2}.

Demostracion. En esta prueba, los conjuntos A y B representan conjuntos
de indices.

1) = 2) Es claro, ya que cada cubierta abierta finita es puntualmente finita.

2) = 3) Sea {U, : @ € A} una cubierta abierta por pares de X. Por 2),
ésta tiene una subcubierta A = {Us : § € B}, abierta puntualmente finita,
(B C A). Al igual que antes, llamémosle a una familia ) C A removible si
A — @ sigue cubriendo a X. El conjunto

T ={Q C A:Q es removible}

con la inclusién se convierte en un conjunto parcialmente ordenado. Si {R,,}

es una cadena en T, la familia R = UR,, es una cota superior para la cadena
1%

y es un elemento de T; ya que si esto no ocurre, es decir, si R ¢ T, entonces
A — R no cubre a X y por tanto, existe x € X, tal que el nimero finito
de conjuntos Ug,,...,Us a los que pertenece = estdn todos en R. Puesto
que {R,} es una cadena, estos U, deben estdr todos en algin R, lo cual
contradice que R, es removible. Asi, por el lema de Zorn existe una familia
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removible maximal Ry y asi A — Ry es irreducible.

3) = 4) Sea {F, : @ € A} una familia de conjuntos cerrada por pares en X

que satisface que (| F, = 0. La familial' = {X — F, : @« € A} es una
acA
cubierta abierta por pares de X y por hipétesis ésta tiene una subcubierta

abierta irreducible A = {X — Fj; : 3 € B}, con B C A.

Sea N, la cardinalidad de B y w, el ordinal correspondiente a ®,. Con lo
anterior, podemos reescribir a A como A = {X — Fj; : 8 < w,}. Para cada
B < wy, si X —Fj es 7-abierto, se define W = | {X~F, :a Z fy X—F, es
7;-abierto}. Obsérvese que Wy es 7;-abierto, (i = 1,2), y por tanto la familia
F ={Ws: 8 <w,} esuna cubierta de X, que puede ser cubierta abierta
por pares o f N7; = () para un j = 1 6 2. Para el primer caso, directamente,
si R, > Ny la cubierta abierta por pares /' no puede tener una subcubierta
irreducible. Para el segundo caso podemos agregar de I' un X — F, 7;-abierto
no vacfo y distinto de X a f (si algin X — F, = X, el resultado es claro),
de tal manera que / U {X — F, } es una cubierta abierta por pares. Nétese
que el conjunto X — F,, estd contenido propiamente en algin Ws, luego las
subcubiertas de f U {X — F, } son subcubiertas de /. Al igual que en el
primer caso, si 8, > ¥ la cubierta abierta por pares f U {X — F, } no

podré tener una subcubierta irreducible. Entonces necesariamente R, = m
m

para algin m € N. Por tanto X = J (X — Fai) , de manera equivalente

=1

mFai = 0.
i=1

4)=5) Sea F = {A, : a € A} un filtro en X, puesto que todas las
intersecciones finitas de los A, son no vacias, también lo son todas las
intersecciones finitas de combinaciones de los cl;, (4,) y cl, (Aa) . Si

[ﬂ{czn (Aa) :a € A}] N {ﬂ{czn (Aa):a € A} =0,

entonces la hipdtesis 4) asegura la existencia de una subcoleccién finita con
interseccién vacfa, lo cual es contradictorio. Por lo anterior, existe x € X que
cumple

T € ﬂ{clTi (Ay):a€eA} y z € ﬂ{clTj (Ay) € A}

lo cual significa que x es 7;-punto de acumulacién para F, i = 1, 2.
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5) = 6) Puesto que M es un filtro, éste tiene un elemento x que es 7;-punto
de acumulacién, i = 1,2 y como M es maximal, M =* z para i = 1,2.

6) = 5) Dado un filtro F, existe un filtro maximal M, M +— F, por 5) este
M es T;-convergente a un x para ¢ = 1,2 y por tanto F tiene en x un punto
que es 7;-punto de acumulacion, ¢ = 1, 2.

5) = 1) Sea {U, : @ € A} una cubierta abierta por pares de X. Supongamos
que no existe alguna subcoleccién finita que cubra a X, esto es, que cualquier

subcoleccién finita cumple que |J U, = ), para cualquier subconjunto N
aeN
finito. Luego, la familia {X — U, : & € A} es una base de filtro. Por 5), existe

un x € X el cual es 7;-punto de acumulacién para i = 1,2, esto es:
ve( e, (X-U):acA} y ze (., (X-U,) :acA} (41a)

Separemos A como A = A; U A,, donde A; ={a € A:F, es 7;-cerrado},
i =1,2. Con esto (4.1a) puede reescribirse como:

v € (ﬂ (X—Ua)>ﬂ<ﬂ ClTl(X_Ua)> y

acA, acAs

xe(FHX—%Oﬂ(ﬂde—%O,

acAs acAq
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asi,

(o))
acA, acA,
M (X - Ua)) N ( () cley (X - Ua)>

|
cellgee)n( o)
|

( () el (X — Ua)> N < () el (X - Ua))

acAq

N

)

N

?

acAs

= (ﬂ(x-%))

acA

N [( () clr (X — Ua)> N ( () el (X - Ua))

acAq aEAsg

I

luego = € ﬂ (X —-U,) # 0 vy por consiguiente, U U, # X, lo que
aEA acA
contradice el hecho de cubrir a X. m
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Conclusiones

En este trabajo utilizamos diversas herramientas de la matemadtica
conjuntista para lograr hacer algunas generalizaciones a los espacios
bitopoldgicos de resultados importantes que se tienen en espacios topolégicos,
principalmente sobre resultados que se basan en los axiomas de separacion,
asi como sobre caracterizaciones de la compacidad.

Kelly en 1963 realizé la generalizacion del lema de Urysohn con la
normalidad por pares, aqui hemos probado la correspondiente generalizacién
con la normalidad por pares fuerte. En este contexto podemos garantizar
que para cualesquiera par de conjuntos A 7;-cerrado y B 7j-cerrado de un
espacio bitopolégico (X, 71, T2), éstos pueden ser separados por una funcién
real bicontinua, esto es, existe h : X — [0,1] bicontinua con hjy = 0y
hp=1.

También logramos la generalizacién del Teorema de Katétov con la
normalidad por pares fuerte, en este contexto podemos garantizar la
existencia de una funcién real h bicontinua entre cualquier par de funciones
reales f < ¢ con f semicontinua superiormente y ¢ semicontinua
inferiormente. Cabe mencionar que las generalizaciones de estos dos
importantes teoremas han sido publicados en el articulo [17], con el nombre:
On bicontinuous functions in strongly pairwise normal spaces, en la revista:
Global Journal of Pure and Applied Mathematics.

Finalmente, en cuanto a la compacidad en espacios bitopolégicos, hemos
probado cinco caracterizaciones de la compacidad por pares segin Fletcher,
mientras que no hemos logrado hacer lo mismo con la compacidad segin
Birsan. Por lo tanto, podemos concluir que la compacidad por pares segin
Fletcher es la generalizaciéon més adecuada del concepto de compacidad en
un espacio topoldgico.
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PROBLEMAS ABIERTOS: En el transcurso de la actividad de
investigacion usualmente van surgiendo preguntas y nuevos problemas, siendo
algunas veces reelevantes para el tema que se estd considerando. En nuestro
caso no hay excepcién alguna y nos han quedado interrogantes que necesitan
un estudio cuidadoso que nos ayude a ver la luz que nos permita asegurar de
si se trata de trivialidades disfrazadas o de problemas delicados que puedan
ser denominados abiertos, dado que su solucién serfa de gran interés para
el tema en cuestién. En esta tarea de investigacién tenemos dos problemas
abiertos: uno es las caracterizaciones de la compacidad por pares fuertemente
y el impacto que puedan tener en la generacién de nuevos resultados y
otro problema es la aplicacién de los resultados obtenidos en los espacios
de complejidad de algoritmos, ya que estos son casos particulares de espacios
bitopoldgicos y actualmente estédn siendo ampliamente estudiados.
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