
UNIVERSIDAD TECNOLÓGICA DE LA MIXTECA
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Simbología

Notación Signi�cado (eventualmente puede tener otro uso)

R+ ft 2 R : t � 0g:cR+ R+ [ f1g :

! fn 2 Z : n � 0g:

� cuasi-semimétrica y/o cuasi-métrica.

� cuasi-semimétrica y/o cuasi-métrica conjugada de �:

�s semimétrica m�axf�; �g:

(X; �) espacio cuasi-semimétrico o cuasimétrico.

p norma y/o seminorma asimétrica.

p norma y/o seminorma asimétrica conjugada de p:

ps seminorma m�axfp; pg:

(X; p) espacio normado o seminormado asimétrico.

(X; �)

(X; � 1; � 2)

�

(X;�)

espacio topológico.

espacio bitopológico.

preorden.

conjunto preordenado

IX



INTRODUCCIÓN X

INTRODUCCIÓN

El área de estudio de esta tesis es la de los espacios bitopológicos, en ésta
se estudian las relaciones entre dos topologías � 1 y � 2 de�nidas sobre un
mismo conjunto. En 1963, Kelly, [22], de�ne por primera vez los axiomas de
separación para espacios bitopológicos, a éstos se les conoce como axiomas de
separación por pares: T0 por pares, T1 por pares, Hausdor¤por pares, regular
por pares y normal por pares; tales conceptos generalizan los existentes para
espacios topológicos, esto es, coinciden con ellos en el caso de que � 1 = � 2:
En 2013, Ajoy Mukharjee, [19], menciona que es interesante analizar qué
pasa con los � i-interiores de conjuntos � j-abiertos no vacíos, pues es posible
que éstos sean vacíos. En su trabajo, Ajoy de�ne los axiomas de separación
por pares fuertemente, basados en interiores respecto a topologías distintas
de conjuntos abiertos no vacíos y muestra la relación existente con los
axiomas correspondientes por pares. También en ese mismo artículo, de�ne
la compacidad por pares fuerte, que además de ser una generalización de la
correspondiente para espacios topológicos, implica la ya dada por Birsan en
[3], y la dada por Fletcher en [9], para espacios bitopológicos. En este trabajo,
se dan algunas caracterizaciones del concepto de normalidad por pares fuerte,
las cuales son la base para las demostraciones de los principales resultados
sobre la existencia de funciones bicontinuas que se establecen aquí.

En 1924, el matemático ruso Pavel Samuelovich Urysohn prueba un
resultado importante que caracteriza a los espacios topológicos normales
mediante la existencia de funciones continuas, esto es, prueba que un espacio
topológico es normal si y sólo si, cada par de conjuntos cerrados disjuntos
pueden ser separados por medio de una función continua. Posteriormente,
Kelly en 1963, con su de�nición de normalidad por pares para espacios
bitopológicos, prueba una generalización del famoso lema de Urysohn, ver
[22]. Ahora, para la de�nición de normalidad por pares fuerte dada por Ajoy
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Mukharjee, hemos probado la generalización de este lema, usando el concepto
de función bicontinua, obteniendo así un resultado más fuerte que el dado
por Kelly.

Kat¼etov, en 1952, establece en [20] y [21] el resultado de que un
espacio topológico (X; �) es normal si y sólo si para cada par de funciones
f; g : X �! R, con f es semicontinua superiormente (usc), g semicontinua
inferiormente (lsc) y f � g; existe una función continua h : X �! R tal
que f � h � g: Posteriormente en el año de 1967, Lane en [25] generaliza
el teorema de Kat¼etov para espacios bitopológicos: un espacio bitopológico
(X; � 1; � 2) es normal por pares si y sólo si para cada par de funciones
f; g : X �! R, con f � i-usc, g � j-lsc y f � g; existe una función h : X �! R
� i-lsc y � j-usc de tal forma que f � h � g: De igual forma que el lema de
Urysohn, aquí mostramos la generalización del teorema de Kat¼etov para la
normalidad por pares fuerte dada por Ajoy Mukharjee. Estos resultados ya
los hemos publicado en el artículo [16].

Es bien sabido que, existen diversas de�niciones del concepto de
compacidad para espacios bitopológicos, la cual también es llamada
compacidad por pares. Algunos de los autores que trabajaron esta de�nición
fueron Birsan, Swart, Fletcher, Datta, Hoyle and Patty, Kim, por mencionar
algunos. Varios de estos conceptos resultaron ser equivalentes y esto lo
mencionan Cooke en su artículo [6], parte del cual fue resultado de su tesis
doctoral. Sin embargo, al menos dos de ellos resultaron ser generalizaciones
de la compacidad, sin ser equivalentes. La compacidad por pares de Birsan,
en [3], y la de Fletcher, en [9], resultan ser independientes, en el sentido
de que hay ejemplos de espacios bitopológicos que cumplen con una de
las de�niciones, pero no la otra, por tal razón, estas dos han sido las que
decidimos estudiar en este trabajo. Para la de�nición de Fletcher logramos
probar cinco equivalencias de esta de�nición, análogas a las que se cumplen
en espacios topológicos, concluyendo así que este concepto es el que mejor
generaliza la compacidad para espacios bitopológicos.

Ajoy Mukharjee en su trabajo, [19], de�ne también la compacidad por
pares y muestra como ésta implica la compacidad de Birsan y la de Fletcher,
entonces la llama compacidad por pares fuerte. Trabajamos también con este
concepto en la tesis, sin embargo, no logramos agregar resultados nuevos a
los que ya había dado Mukharjee.
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En años recientes se han realizado muchos trabajos de análisis funcional,
cuyo objetivo es extender resultados bien conocidos de la teoría clásica de
espacios lineales normados al contexto de espacios lineales normados no
simétricos, así como en conos normados asimétricamente. En particular, el
dual de un espacio lineal normado asimétricamente ha sido construido y
estudiado en [13]. En la misma referencia una versión asimétrica del celebre
teorema de Alouglu ha sido probada (puede también ver [14]). En [12] y [26]
la completación de un espacio normado asimétricamente ha sido explorada y
una versión asimétrica del teorema sobre la acotación del operador conjugado
en espacios normados de dimensión �nita puede ser hallada en [10].

Resulta apropiado mencionar que conos cuasi-normados y otras
estructuras no simétricas de Álgebra Topológica y Análisis Funcional, han
sido exitosamente estudiadas y aplicadas en los últimos años a varios
problemas de teoría de computación, teoría de aproximación y física (puede
consultarse [2], [11] y [24]). Por estas razones, consideramos que para poder
atacar algunos problemas del análisis no simétrico es necesario profundizar en
los axiomas por pares en espacios bitopológicos, con la intención de que con
los resultados obtenidos (como son las generalizaciones del Lema de Urysohn,
Teorema de Kat¼etov y caracterizaciones de la compacidad en un espacio
bitopológico, los cuales son el principal aporte de esta tesis) se logre un mejor
entendimiento de la estructura de los espacios cuasi-semimétricos (tipos
especiales de los espacios bitopológicos). Estos espacios surgen en diferentes
áreas de la modelación matemática, como en el análisis de complejidad de
algoritmos en las Ciencias de la Computación, los espacios funcionales con
normas asimétricas formados en la Teoría de Aproximación de funciones al
intentar obtener un polinomio algebraico de dos variables reales que describa
la super�cie de un estrato de petróleo dado (donde se conocen valores
aproximados de la función que describe tal super�cie en puntos de�nidos
por cierta cantidad de pozos de petróleo), etc.

A continuación se describirá brevemente el contenido de esta tesis:

En el primer capítulo se exponen algunos temas que se utilizarán en
este trabajo, como es el Lema de Zorn, un breve resumen sobre �ltros y un
bosquejo de los principales conceptos y resultados de los espacios asimétricos.

En el segundo capítulo se estudian los axiomas de separación en espacios
bitopológicos, tanto los dados por Kelly como los dados por Ajoy Muckarjee
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y se dan caracterizaciones de cada uno de ellos. Posteriormente, en el capítulo
tres, damos una extensión del Lema de Urysohn y del Teorema de Kat¼etov
para la normalidad por pares fuerte. Finalmente en el capítulo cuatro se
exponen tres conceptos de compacidad por pares, a saber: B-compacidad
por pares, S-compacidad por pares y compacidad por pares fuerte; y se da
un teorema de caracterización para la S-compacidad por pares, así como un
ejemplo que muestra que no es posible obtener las mismas caracterizaciones
con la B-compacidad por pares.



Capítulo 1

Preliminares

En diversas áreas de la matemática en las que se trabaja con colecciones
con una determinada estructura, es esencial el dominio de al menos ciertos
conceptos básicos de la Teoría de Conjuntos. Entre los conceptos mencionados
tenemos: preordenes y órdenes en un conjunto, elemento maximal, axioma
de elección y sus diferentes caracterizaciones, cubiertas, �ltros, etc. En la
primera parte de este capítulo intentamos dar un breve resumen de éstos,
con el objetivo de hacer entendible el contenido de los demás capítulos
.

1.1. Lema de Zorn

Un resultado muy útil en la Teoría de Conjuntos es el llamado Lema de
Zorn, el cual utilizaremos en este trabajo. Antes de enunciarlo, es necesario
dar algunos conceptos previos a él. Iniciemos esta sección con lo que es un
conjunto preordenado y algunas de sus variantes, así como los elementos o
subconjuntos que sobresalen en ellos, por cumplir ciertas características.

De�nición 1 Sea A un conjunto, una relación � es llamada un preorden si
se cumple:
a) Para todo a 2 A , a � a;
b) Para todo a; b; c 2 A; si a � b y b � c; entonces a � c:
Si A tiene un preorden, al par (A;�) se le llama conjunto preordenado.
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De�nición 2 Sea (A;�) un conjunto preordenado. Si la relación � cumple
la propiedad: para todo a; b 2 A; si a � b y b � a implica que a = b,
entonces a la relación � se le llama un orden parcial y al par (A;�) conjunto
parcialmente ordenado.

Elementos maximales, cotas inferiores y superiores, cadenas, etc. son
conceptos clave en la Teoría de Conjuntos.

De�nición 3 Sean (A;�) un conjunto parcialmente ordenado y B � A: Se
tiene que:

1) un elemento m 2 A es llamado un elemento maximal de A si cada
a 2 A no está relacionado con m o cumple que a � m:
2) a0 2 A es llamado una cota superior para el subconjunto B si cumple

que para cada b 2 B � fa0g ; se cumple que b � a0:
3) B es llamada una cadena de A si cualesquiera dos elementos de B

están relacionados.

4) Si A mismo es una cadena, entonces a � se le llama un orden total y
al par (A;�) conjunto totalmente ordenado.

De�nición 4 Un conjunto (A;�) parcialmente ordenado es llamado bien
ordenado si todo subconjunto no vacío de A tiene un primer elemento, esto
es, si B � A y B 6= ;; entonces existe b0 2 B tal que b0 � b; para todo
b 2 B:

Nótese que todo conjunto bien ordenado es también totalmente ordenado.

Si (A;�) es un conjunto bien ordenado y w =2 A; podemos construir
sobre el conjunto W = A [ fwg un buen orden de la siguiente manera: Para
x 2 A; x � w y w � w: Es claro que si B � W es no vacío, entonces pueden
suceder dos cosas, que B = fwg o que B\W 6= ;; en el primer caso, es claro
que w es el primer elemento. Para el segundo caso, el primer elemento de B
es el mismo que el de B � fwg � A; pues A es bien ordenado.

En un conjunto bien ordenado (A;�) ; todo elemento de A que tiene
un sucesor, tiene un sucesor inmediato, pues para a 2 A, el conjunto
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B = fx 2 A : a � x; a 6= xg es no vacío, y por estar en un conjunto bien
ordenado existe un primer elemento s de B el cual cumple evidentemente
que es un sucesor de a y no existe c 2 A; con c 6= a; tal que a � c � s:

Existen tres postulados fundamentales en la teoría de conjuntos, los cuales
resultan ser equivalentes, uno de ellos es de gran utilidad en este trabajo para
obtener un resultado que consideramos importante. A continuación aparecen
enunciados.

Axioma de Elección: Dada una familia no vacía fA� : � 2 Lg de
conjuntos no vacíos disjuntos a pares, existe un conjunto S consistente de
exactamente un elemento de cada A�:

Lema de Zorn: Sea X un conjunto preordenado. Si cada cadena en X
tienen una cota superior, entonces X tiene al menos un elemento maximal.

Teorema de Zermelo: Todo conjunto puede ser bien ordenado.

La prueba del siguiente resultado es demasiado extensa para incluirla
aquí, pero puede ser consultada en [8].

Teorema 1 Los enunciados que acontinuación se enlistan son equivalentes:
1) Axioma de elección.
2) Lema de Zorn.
3) Teorema de Zermelo.

1.2. Filtros

Antes de comenzar a trabajar con espacios bitopológicos, es necesario
estudiar los conceptos de �ltro y base de �ltro, así como algunos resultados y
conceptos referentes a ellos. Cabe mencionar que el primero que introdujo
los conceptos de �ltro y ultra�ltro fue F. Riez en 1908, en su artículo
"Stetigkeitsbegri¤ und abstrakte mengenlehre.en [28], posteriormente Henry
Cartan, en 1937, en [17] y [18], presentó estos conceptos con más claridad y
los utilizó para reemplazar el papel de las sucesiones y usarlos en espacios
más abstractos. Para mayor profundidad de este tema se puede consultar [8]:
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De�nición 5 Sean X un conjunto y F una colección de subconjuntos de X:
La familia F es llamada un �ltro sobre X si cumple:

i) F 6= ; y ; =2 F;

ii) Si A1; A2 2 F; entonces A1 \ A2 2 F;

iii) Si C � X y A 2 F es tal que A � C; entonces C 2 F:

La propiedad ii) nos indica que la familia es cerrada bajo intersecciones
�nitas, mientras que la propiedad iii) indica que la familia contiene a los
superconjuntos.

Ejemplo 1 Sea X un conjunto no vacío, entonces F = fXg es un �ltro sobre
X; llamado �ltro indiscreto o trivial.

Ejemplo 2 Sea X un conjunto no �nito. De�namos

F = fA � X : X � A es �nitog :

Se tiene que F es un �ltro sobre X llamado �ltro co�nito.

Ejemplo 3 Sean X un conjunto, C � X; no vacío y

FC = fA � X: C � Ag :

La familia FC es un �ltro sobre X llamado �ltro principal del conjunto C
sobre X:

Ejemplo 4 Sean (X; � ) un espacio topológico y x 2 X: La familia

V(x) = fV � X : V es vecindad de xg ;

es un �ltro sobre X llamado el �ltro de vecindades de x:
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Al igual que sucede al trabajar con otras estructuras matemáticas, como
espacio vectorial, espacio topológico, por mencionar algunos, en lugar de
trabajar con los �ltros se puede trabajar con una colección "más pequeña"que
proporcione la misma información que un �ltro, tal concepto es llamado base
de �ltro.

De�nición 6 Sean X un conjunto y B una colección de subconjuntos de X
no vacía. La familia B es llamada base de �ltro para X si se cumplen las
siguientes condiciones:

i) Para cada A 2 B; A 6= ;;

y
ii) Si A1; A2 2 B; existe A3 2 B; tal que A3 � A1 \ A2

A continuación veamos algunos ejemplos de base de �ltros.

Ejemplo 5 Sea (X; � ) un espacio topológico y fxngn2N una sucesión en el
espacio X: Al conjunto

AN = fxn : n � Ng ; N 2 N

se le llama una cola de la sucesión fxngn2N : La colección de colas
fAN : N 2 Ng es una base de �ltro para X:

Ejemplo 6 Sean (X; � ) un espacio topológico y F un �ltro para X: El
conjunto _

F = f clA : A 2 Fg ;
es una base de �ltro.

Observación 1 Nótese que todo �ltro, es una base de �ltro y por tanto, todos
los ejemplos anteriores de �ltros nos sirven también como ejemplos de bases
de �ltros.
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Dada una base de �ltro B en un conjunto X; la colección de todos los
superconjuntos de B forman un �ltro F(B) de X; llamado �ltro generado
por B; en tal caso decimos que B es base de �ltro para

F(B) = fA � X : B � A; para algún B 2 Bg :

Análogamente, si F es un �ltro sobre X; B � F es una base de �ltro para
F; si para cada F 2 F; existe A 2 B tal que A � F:

Si en un conjunto X, hay dos �ltros F yG, tales que para cada F 2 F se
cumple que F 2 G; entonces denotaremos este hecho por F � G o también
por G 7! F; y en este caso se acostumbra decir que G es más �no que F o
que F es más grueso que G:

De�nición 7 Un �ltro F sobre un conjunto X es llamado �ltro maximal o
ultra�ltro si no existe otro �ltro G sobre X tal que F � G.

Ejemplo 7 Sean X un conjunto cualquiera y p 2 X; la colección

Fp = fA � X : p 2 Ag ;

es un ultra�ltro o �ltro maximal de X.

La demostración del siguiente resultado puede consultarse en [4].

Teorema 2 Sea X un conjunto. Si B es una base de �ltro para X
(respectivamente F un �ltro), entonces existe un �ltro maximal M que
contiene a B (respectivamente a F).

El siguiente teorema que caracteriza a los �ltros maximales puede ser
consultado en [4].

Teorema 3 Sea X un conjunto. Los siguientes enunciados son equivalentes:
a) M es un �ltro maximal.

b) Para cada E � X tal que E \ F 6= ; para todo F 2M implica que
E 2M:

c) Si E � X; entonces E 2M o Ec 2M:
d) Si A;B � X y A [B 2M; entonces A 2M o B 2M:



1.3 Espacios asimétricos 7

De�nición 8 Sea (X; � ) un espacio topológico. Una base de �ltro B (un
�ltro F) para X se dice que converge a x 2 X; si para toda vecindad
V 2 V(x); existe A 2 B (F 2 F) tal que A � V (F � V ):

Si la base de �ltro B converge al punto x; se acostumbra denotar ésto por
B!x; análogamente F!x para un �ltro F.

De�nición 9 Sea (X; � ) un espacio topológico y y x 2 X: Dada B una
base de �ltro (F un �ltro) para X; se dice que x es un punto de acumulación
para B (F); si para toda vecindad V 2 V(x); y para todo A 2 B (A 2 F)
se cumple que V \ A 6= ;:

Si la base de �ltro B tiene a x como punto de acumulación, se acostumbra
denotar por B �x; análogamente para �ltros F �x:
Es fácil ver que la base de �ltro B (�ltro F) tiene a x como un punto

de acumulación si y sólo si x 2
T
A2B

_

A (análogamente x 2
T
A2F

_

A): Nótese

también que si una base de �ltro B converge a x entonces también B �x:
Análogamente esto se cumple también para �ltros.

1.3. Espacios asimétricos

La teoría de los espacios cuasi-métricos está en desarrollo desde mediados
del siglo pasado, pero en forma acelerada desde hace unos veinte años; en
ella se encuentran resultados análogos a los resultados clásicos para espacios
métricos y normados; se han trasladado estas de�niciones y resultados al
caso de los espacios cuasi-métricos y normados asimétricos, principalmente.
Como parte básica de esta sección, mencionamos los conceptos topológicos
escenciales para la buena comprensión de los resultados obtenidos. Dichos
conceptos son, por ejemplo: como los de bolas abiertas y cerradas, topología
de las cuasi-semimétricas (normas asimétricas), etc. [1], [5], [10], [11], [12],
[14], [15] y [22].
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1.3.1. Espacios cuasi-métricos

Comenzaremos el estudio de los espacios asimétricos con la de�nición de
cuasi-semimétrica.

De�nición 10 Una cuasi-semimétrica sobre un conjunto arbitrario X no
vacío, es una función � : X �X �! [0;+1); que satisface las condiciones
siguientes:

1) �(x; x) = 0;
2) �(x; z) � �(x; y) + �(y; z); para toda x; y; z 2 X:
Si para toda x; y 2 X; � cumple también:
3) �(x; y) = �(y; x) = 0 si y sólo si x = y; entonces � es llamada una
cuasi-métrica.

El par (X; �) recibe el nombre de espacio cuasi-semimétrico,
respectivamente cuasi-métrico. La conjugada de una cuasi-semimétrica �;
denotada por �; es también una cuasi-semimétrica, ésta se de�ne por
�(x; y) = �(y; x); para cada x; y 2 X; mientras que la función:

�s(x; y) = m�axf�(x; y); �(x; y)g;

para cada x; y 2 X; es una semimétrica sobre X: Note que �s es métrica si
y sólo si � es una cuasi-métrica.

Las desigualdades siguientes son inmediatas de la de�nición.

�(y; x) � �s(x; y) y �(x; y) � �s(x; y): (1.1)

para cada x; y 2 X:

Ejemplo 8 En el conjunto de los números naturales N se de�ne

�(n;m) =

8<: 0; si n � m;

1; si n > m:
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Se tiene que � es una cuasi-métrica. En efecto, �(n; n) = 0 para todo número
natural n; y �(n;m) � 0: Veamos que se cumple la desigualdad triangular:

Caso 1: n � m; �(n;m) = 0 �

8>>><>>>:
0 + 1 = �(n; r) + �(r;m); n � m < r;

0 + 0 = �(n; r) + �(r;m); n < r < m;

1 + 0 = �(n; r) + �(r;m); r < n � m:

Caso 2: n > m; �(n;m) = 1 �

8>>><>>>:
0 + 1 = �(n; r) + �(r;m); m < n < r;

1 + 1 = �(n; r) + �(r;m); m < r < n;

1 + 0 = �(n; r) + �(r;m); r < m < n:

En cualquiera de los dos casos obtenemos que se cumple dicha desigualdad.
Ahora, si �(n;m) = �(m;n) = 0; entonces n � m y m � n: Por tanto n = m:
Así, � es una cuasi-métrica. Ahora, no es difícil mostrar que:

�(n;m) =

8<: 0; si n � m;

1; si n < m:

y que

�s(n;m) =

8<: 0; si n = m;

1; si n 6= m:

Esto es, �s es la métrica discreta.

1.3.2. Espacios normados asimétricamente

Análogamente como en las métricas, quitando la simetría en la de�nición
de norma para un espacio lineal real, tenemos el siguiente concepto:

De�nición 11 Sea X un espacio lineal real. Una función p : X �! [0;+1)
es una norma asimétrica sobre X, si para toda x; y 2 X y r � 0; se tiene
que:
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1) p(x) = p(�x) = 0 si y sólo si x = 0;
2) p(rx) = rp(x);
3) p(x+ y) � p(x) + p(y):

El par (X; p) recibe el nombre de espacio lineal asimétrico, espacio
no simétrico o espacio normado asimétricamente. Si p sólo satisface las
condiciones 2) y 3), entonces ésta es llamada una seminorma asimétrica, y
el par (X; p), espacio seminormado asimétricamente. También en algunas
instancias, el valor +1 podrá ser permitido para p; en cuyo caso p será una
norma (seminorma) asimétrica extendida.

La conjugada de la seminorma asimétrica p se de�ne por:

p(x) = p(�x); para cada x 2 X;

y con ella se de�ne también

ps(x) = m�axfp(x); p(x)g; para cada x 2 X;

la cual resulta ser una seminorma llamada la seminorma asociada a p: La
seminorma asimétrica p es una norma asimétrica si y sólo si, ps es una norma
sobre X: Algunos autores que trabajan con normas asimétricas denotan
a éstas por el símbolo k�j, dicha notación que fue propuesta por Krein y
Nudelman en [?], su libro sobre la teoría de momentos de Markov.

Una seminorma asimétrica p de�ne una cuasi-semimétrica �p sobre X;
llamada la cuasi-semimétrica generada por p; mediante la fórmula:

�p(x; y) = p(y � x); para cada x; y 2 X: (1.2)

En este caso, las desigualdades (1.1) dan como consecuencia

p(x) � ps(x) y p(x) � ps(x); para toda x 2 X: (1.3)

Las conjugadas de � y p con frecuencia son denotadas también por ��1 y p�1;
una notación que no usaremos en este trabajo.
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Ejemplo 9 En R la norma asimétrica de�nida por

p(x) = m�ax f0; xg ; para cada x 2 R;

tiene como cuasi-métrica asociada a

�p(x; y) = p(y � x) = m�ax f0; y � xg :

A esta norma asimétrica también se le encuentra como:

u(x) =

8<: x; si x � 0;

0; si x < 0:
:

La ausencia de simetría en la de�nición de espacios cuasi-métricos causa
una gran cantidad de problemas, principalmente en lo que concierne a
completez, compacidad y acotación total en tales espacios. La noción de
convergencia para sucesiones en un espacio lineal normado se generaliza
a espacios lineales normados asimétricamente en la forma que enseguida
describimos.

Si (X; �) es un espacio cuasi-semimétrico, entonces para cada x 2 X y
r > 0 se de�nen las bolas en X por:

B�(x; r) = fy 2 X : �(x; y) < rg � bola abierta, y (1.4)

B�[x; r] = fy 2 X : �(x; y) � rg � bola cerrada.

En el caso de un espacio seminormado asimétricamente (X; p), de (1.4)
y de la de�nición de métrica generada por una norma, las bolas abiertas y
cerradas1 están dadas por:

Bp(x; r) = fy 2 X : p(y � x) < rg y Bp[x; r] = fy 2 X : p(y � x) � rg;

respectivamente.

La topología � � de un espacio cuasi-semimétrico (X; �); al igual que para
un espacio métrico, es de�nida partiendo de la familia ��(x) de � �-vecindades
de un punto arbitrario x 2 X :

1En realidad estas bolas son cerradas pero con respecto a la métrica conjugada �. Puede
consultar [5].
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V 2 ��(x) si y sólo si, existe r > 0; B�(x; r) � V:

Un conjunto G � X es � �-abierto si y sólo si G es una � �-vecindad de
cada uno de sus puntos. La convergencia de una sucesión fxngn2N a x con
respecto a � �; es llamada �-convergencia y se denota por xn

�! x, ésta puede
ser caracterizada de la forma siguiente:

xn
��! x si y sólo si �(x; xn)! 0: (1.5)

También:
xn

��! x si y sólo si �(x; xn)! 0 (1.6)

si y sólo si �(xn; x)! 0:
Y es claro que

xn
�s�! x si y sólo si (xn

��! x y xn
��! x): (1.7)

Usando la cuasi-semimétrica conjugada � se obtiene otra topología � �, una
tercera es la topología � �s generada por la semimétrica �s: De esta forma,
dado un espacio cuasi-semimétrico (seminormado asimétricamente) (X; �);
con las topologías � � y � � puede ser visto como un espacio bitopológico, en el
sentido de Kelly [22], y con esto, todos los resultados válidos para un espacio
bitopológico se pueden aplicar a un espacio cuasi-semimétrico, así como a un
espacio normado asimétricamente.

Kelly de�ne un espacio bitopológico simplemente como un conjunto
X provisto de dos topologías � 1 y � 2; y se denota por (X; � 1; � 2): Un
espacio bitopológico (X; � 1; � 2) es llamado cuasi-semimetrizable si existe una
cuasi-semimétrica � tal que � 1 = � � y � 2 = � �: Si � es una semimétrica,
entonces � 2 = � 2:

De�nición 12 Una sucesión ffngn2N en un espacio lineal normado
asimétricamente (X; p), se dice que converge a un elemento f en este espacio,
si para todo " > 0; existe una N 2 N; tal que para toda n � N se tiene
p(fn� f) < ": Si ffngn2N converge a f; escribimos f = l��m

p
fn o fn

p�! f
:
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Decimos que una sucesión ffngn2N en un espacio lineal normado
asimétricamente (X; p) es una sucesión K-Cauchy por la izquierda (por la
derecha), si dado " > 0; existe una N 2 N; tal que para toda n;m 2 N; con
N � n � m; se tiene p(fm � fn) < " (respectivamente, p(fn � fm) < "); y
que ffngn2N es ps-Cauchy si para cada " > 0 existe n0 2 N; tal que, para
n;m � n0; p(fn � fm) < ": Es fácil veri�car que cada sucesión convergente
en un espacio normado asimétricamente es una sucesión ps-Cauchy.

Un espacio cuasi-semimétrico (X; �) es llamado bicompleto si el espacio
semimétrico (X; �s) es completo. Un espacio (X; p) normado asimétricamente
bicompleto es llamado bi-Banach.

De�nición 13 Dado (X; �) un espacio cuasi-métrico, se de�ne en X una
relación de orden como sigue: x �� y si y sólo si �(x; y) = 0:

A�rmamos que �� es un orden parcial. En efecto, dado que �(x; x) = 0;
implica que x �� x para toda x 2 X; se concluye que �� es re�exivo.
Ahora, si x �� y y y �� z; entonces �(x; y) = 0 y �(y; z) = 0: Luego

�(x; z) � �(x; y) + �(y; z) = 0 + 0 = 0; de aquí que x �� z y con esto ��
es transitivo. Finalmente, para la antisimetría: si x �� y y y �� x; entonces
�(x; y) = �(y; x) = 0; lo que por de�nición de cuasi-métrica, se concluye que
x = y:

Por tanto, �� es un orden parcial.

De�nición 14 Sea (X; �) un espacio cuasi-métrico y (Y; p) un espacio
normado asimétricamente. Una función f : X ! Y es llamada
(�; p)-creciente o ��;p-creciente si para cualesquiera x; y 2 X con x �� y
se cumple que f(x) �p f(y):

Recordar que un espacio topológico (X; �) es T1 si para cualesquiera dos
puntos distintos x; y 2 X; existen U; V 2 � tales que x 2 U; y =2 U y
y 2 V; x =2 V:

Observación 2 Si (X; � �) es T1; entonces cualquier función f : X ! Y
es (�; p)-creciente. En efecto, si x �� y; �(x; y) = 0; lo que provocaría que
para cualquier " > 0; y 2 B(x; ") pero al ser (X; � �) un espacio T1; obliga a
que x = y y por tanto p(f(x)� f(y)) = p(0) = 0: Así f(x) �p f(y):
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Dado (X; �) espacio cuasi-métrico y (Y; p) un espacio normado
asimétricamente, denotemos por Y X(�;p) al conjunto de todas funciones
(�; p)-crecientes, esto es:

Y X(�;p) = ff : X ! Y : f es (�; p)-crecienteg :

Los ejemplos dados a continuación, muestran que Y X(�;p) no es un espacio
lineal, pero si tiene una estructura matemática conocida como cono.

Ejemplo 10 Sean X= f0; 1; 2g y � de�nida mediante:

�(0; 0) = �(0; 1) = �(0; 2) = �(1; 1) = �(2; 2) = 0;

�(1; 0) = �(2; 1) = 1

y
�(2; 0) = 2:

Es fácil ver que � es una cuasi-métrica. Ahora si Y = R; con

p(x) = u(x) =

8<: x;0; x � 0;

x < 0:

se tiene la cuasi-métrica del Ejemplo 5. Sea f : X ! Y ; de�nida mediante
f(0) = 0; f(1) = 1 y f(2) = 2: Nótese que 0 �� 1 y

p(f(0)� f(1)) = p(0� 1) = 0;

0 �� 2; y
p(f(0)� f(2)) = p(0� 2) = 0;

1 �� 2;
p(f(1)� f(2)) = p(1� 2) = 0:

De aquí que f es (�; p)-creciente. Sin embargo �f no lo es, pues 0 �� 2
y

p(�f(0)� (�f) (2)) = p(0 + 2) = 2:
así que 0 �� 2; pero (�f(0)) 
p (�f(2)):
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Ejemplo 11 Sea X = R; con la cuasi-métrica generada por u; esto es,
�u(x; y) = u(y � x); y sea Y = R con la norma asimétrica u: Supongamos
que f : X ! Y es dada por f(n) = n; probemos que f es una función
(�u; u)-creciente.

Si x �� y; entonces �u(x; y) = 0; luego y � x y

u(f(y)� f(x)) = u(y � x) = 0:

Así, f(x) �� f(y):
Sin embargo, si x �� y; �u(x; y) = 0; entonces y � x; pero

u((�f)(y)� (�f)(x)) = u(y� x) = y� x � 0; luego (�f)(x) �� (�f)(y):
Así, f es (�u; u)-creciente, pero �f no lo es.

De�nición 15 Un cono es un conjunto X no vacío en el cual están
de�nidas dos operaciones, una suma interna + : X�X ! X y un producto
por escalares, � : R+�X ! X tales que (X;+) es un monoide abeliano y
para cualesquiera r; s 2 R+ y para todo x; y 2 X;el producto por escalares
satisface:
1) r(sx) = (rs)x;
2) r(x+ y) = rx+ ry;
3) (r + s)x = rx+ sx;
4) 1x = x:

De�nición 16 Dado un cono X; una cuasi-norma en X es una función
p : X! R+ que satisface lo siguiente, para cualesquiera x; y 2 X y toda
r 2 R+:
1) p(rx) = rp(x);
2) p(x+ y) � p(x) + p(y);
3) Si existe x 2 X tal que �x 2 X y p(x) = p(�x) = 0; entonces x = 0:

Al par (X; p) se le llama cono cuasi-normado.

En caso de que se cumpla: p(x) = 0 si y sólo si x = 0; al par (X; p) se
le llama cono normado.

En el Ejemplo 12 se muestra que el conjunto Y X(�;p) en general no es un
espacio lineal. Sin embargo es un cono. En efecto, sean f; g 2 Y X(�;p); si x �� y;
entonces f(x) �p f(y) y g(x) �p g(y): Luego para � � 0;



1.3 Espacios asimétricos 16

p ((f + �g) (x)� (f + �g) (y)) = p ((f(x)� f(y)) + � (g(x)� g(y)))
� p (f(x)� f(y)) + �p (g(x)� g(y))
= 0:

Así (f + �g) (x) �p (f + �g) (y): Por tanto, f + �g 2 Y X(�;p); para toda
� � 0:



Capítulo 2

Espacios Bitopológicos

Como se ha mencionado en la introducción, el primero en hablar de los
espacios bitopológicos fue Kelly, en [22], y fue el primero que introduce los
axiomas de separación por pares, el término por pares es agregado para
involucrar ambas topologías. Kelly sólo de�ne espacios Hausdor¤, regular
y normal por pares, los conceptos T0 y T1 por pares surgieron después.

De�nición 17 Un conjunto X en el cual están de�nidas dos topologías � 1
y � 2 es llamado un espacio bitopológico y se denota por (X; � 1; � 2) :

Si (X; �) es un espacio cuasi-métrico, entonces X es un espacio
bitopológico pues � y � generan dos topologías en X, las cuales son distintas
si � no es simétrica.

En un espacio bitopológico (X; � 1; � 2) ; a los elementos de � i ; i = 1; 2; los
llamaremos � i -abiertos: Un conjunto F es � i -cerrado si es el complemento
de un � i -abierto. Dado A � X; denotemos por int� i A al interior de
A respecto a la topología � i ; y por cl� i A; a la clausura de A respecto a la
topología � i :

En adelante, para referirnos en forma general a alguna de las topologías
� 1 o � 2 se pondrá � i donde i 2 f1; 2g ; y si incluimos � j se entenderá que
i; j 2 f1; 2g e i 6= j:
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2.1. Axiomas de separación

Como se mencionó antes, Kelly en [22] sólo enuncia tres axiomas de
separación por pares, en [27] aparecen los conceptos de T0 y T1 por pares,
que a continuación presentamos:

De�nición 18 Un espacio bitopológico (X; � 1; � 2) es llamado T0 por pares
si para cada par de puntos distintos x; y 2 X existe un conjunto � i -abierto
U tal que x 2 U e y =2 U o existe V � j -abierto tal que y 2 V y x =2 V:

Ejemplo 12 El conjunto X= fa; b; cg ; con las topologías

� 1 = fX; ;; fagg

y
� 2 = fX; ;; fbg ; fcg ; fb; cgg

es un espacio bitopológico T0 por pares.

Teorema 4 Sea (X; �) un espacio cuasi-semimétrico. El espacio bitopológico�
X; � �; �_�

�
es T0 por pares si y sólo si �(x; y) > 0; para todo x; y 2 X; x 6= y:

Demostración. Supongamos que
�
X; � �; �_�

�
es T0 por pares y que existen

x; y 2 X; x 6= y; tales que �(x; y) = 0: Luego y 2 B� (x; ") y x 2 B_
� (y; ") ;

para todo " > 0; esto contradice el hecho de que
�
X; � �; �_�

�
sea T0 por pares.

Recíprocamente, supongamos que siempre ocurre que �(x; y) > 0; para
x; y 2 X; x 6= y: Sean x; y 2 X; con x 6= y: Para " = �(x;y)

2
; y =2 B� (x; ") 2 � �

y como
_
�(y; x) = �(x; y); x =2 B_

� (y; ") 2 �_� : Así
�
X; � �; �_�

�
es T0 por pares.

De�nición 19 El espacio (X; � 1; � 2) es llamado T1 por pares si para cada par
de puntos distintos x; y 2 X existen conjuntos U � i -abierto y V � j -abierto
tales que x 2 U pero y =2 U e y 2 V pero x =2 V:

Claramente el Ejemplo 13 no es T1 por pares, pues para b y c no existen
� 1 -abiertos que contenga a uno de ellos y al otro no.
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Ejemplo 13 Sea X = R con � 1 como la topología usual y � 2 la topología
co�nita, esto es:

� 2 = fA � R : R� A es �nito o ;g :

La terna (X; � 1; � 2) es un espacio bitopológico T1 por pares. En efecto, para
x; y 2 R; el conjunto R � fxg 2 � 2 contiene a y pero no contiene a x;

mientras que el conjunto
�
x� jy�xj

2
; x+ jy�xj

2

�
2 � 1 contiene a x y no a y:

Análogamente, el conjunto
�
y � jy�xj

2
; y + jy�xj

2

�
2 � 1; contiene a y; pero no

a x, mientras que x 2 R� fyg 2 � 2; pero no contiene a y.

2.1.1. Hausdor¤ por pares

El concepto siguiente es debido a Kelly.

De�nición 20 El espacio bitopológico (X; � 1; � 2) es Hausdor¤ por pares si
para cualesquiera x; y 2 X; x 6= y; existe U � i-abierto y V � j-abierto; tales
que:

x 2 U; y 2 V y U \ V = ;:

El Ejemplo 14 no es un espacio Hausdor¤ por pares, pues para a; b 2 R;
con a < b; no existen � 2-abiertos que contengan a a y no a b:

Ejemplo 14 ([19], Ejemplo 2.3, pág. 167) Sea X = R; con � 1 la topología
usual y

� 2 = f;g [ fU [ (x;+1) : U 2 � 1g :
Dados x; y 2 X; con x < y; sean a; b; c 2 R tales que a < x < b < y < c;
pongamos

U1 = (�; b) 2 � 1; V1 = (b; c) [ (c;+1) 2 � 2:
Claramente x 2 U1; y 2 V1 y U1 \ V1 = ;: De igual manera, haciendo

U2 = (b; c) 2 � 1; V2 = (a; b) [ (c;+1) 2 � 2

se cumple que x 2 V2; y 2 U2 y U2 \ V2 = ;: Por tanto (X; � 1; � 2) es
Haudor¤ por pares.
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El siguiente resultado nos habla de la relación existente entre los axiomas
de separación T0; T1 y Hausdor¤por pares en los espacios cuasi-semimétricos.
Este resultado puede consultarse en [5] aunque su demostración no aparece
en allí, la damos aquí para una mayor claridad.

Teorema 5 En un espacio cuasi-semimétrico (X; �), los siguientes
enunciados son equivalentes:
1)
�
X; � �; �_�

�
es T0 por pares.

2)
�
X; � �; �_�

�
es T1 por pares.

3)
�
X; � �; �_�

�
es Hausdor¤ por pares.

Demostración.
1)) 2) Si

�
X; � �; �_�

�
es T0 por pares, entonces por el Teorema 4, �(x; y) > 0;

para cualesquiera x; y 2 X; con x 6= y: Para x; y 2 X; con x 6= y; sea
" = �(x;y)

2
=

_
�(y;x)
2
, se tiene que y =2 B� (x; ") 2 � � y x =2 B_

� (y; ") 2 �_� :
Análogamente, para � = �(y;x)

2
=

_
�(x;y)
2

se tiene que:

y =2 B_
� (x; �)

y
x =2 B� (y; �) :

Así que
�
X; � �; �_�

�
; es T1 por pares.

2)) 3) Para " = m�{n
n
�(x;y)
2
;
_
�(x;y)
2

o
; y =2 B� (x; ") 2 � � y

x =2 B_
� (y; ") 2 �_� ;

además, si sponemos que z 2 B� (x; ") \B_
� (y; ") ; entonces

�(x; y) � �(x; z) + �(z; y)

= �(x; z) +
_
�(y; z)

< 2"

� �(x; y);

De aquí B� (x; ") \B_
� (y; ") = ;: Así

�
X; � �; �_�

�
es T2 por pares.
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3)) 1) Es inmediato.

En el siguiente resultado se incluyen algunas equivalencias que
encontramos del concepto de Hausdor¤ por pares. Cabe mencionar que los
incisos 3), 4) y 5), son de nuestra autoría, no los encontramos en alguno de
los trabajos que revisamos.

Teorema 6 Sea (X; � 1; � 2) un espacio bitopológico, los siguientes
enunciados son equivalentes:

1) X es de Hausdor¤ por pares.

2) Dada x 2 X , para cada y 2 X; x 6= y, existe
U � i -abierto tal que x 2 U y y =2 cl�j (U) :

3) Para cada x 2 X; se cumple:

\fcl� i (U) : x 2 U; U � j-abiertog = fxg :

4) En el espacio bitopológico (X �X; � 1 � � ; � 2 � � 1 ) ;
el conjunto

� = f(x; x) : x 2 Xg
es � i � � j-cerrado en X �X:

5) Toda base de �ltro convergente respecto a � i y a � j converge a
un único elemento, respecto a � i y a � j:

Demostración.
1)) 2) Dados x; y 2 X con x 6= y; existe U � i -abierto y V � j -abierto
tales que:

x 2 U; y 2 V y U \ V = ;:
Claramente y =2 X � V; X � V es � j -cerrado y U � X � V: Luego,

cl�jU � X � V:

Como y =2 X � V; se tiene que y =2 cl�j (U) :

2)) 3) Sea x 2 X y

Ax = fU : x 2 U; U � i -abiertog :
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Es claro que:
x 2 \

�
cl�j (U) : U 2 Ax

	
:

Para cada y 2 X; y 6= x; existe un conjunto U � i -abierto tal que
y =2 cl�j (U) : Luego,

y =2 \
�
cl�j (U) : U 2 Ax

	
:

Por tanto, x es el único elemento de
T�

cl�j (U) : U 2 Ax
	
:

3)) 1) Sean x; y 2 X con x 6= y: Si suponemos que se cumple 3); se tiene
que:

fxg =
\�

cl�j (U) : x 2 U; U � i -abierto
	
:

Por tanto
y =2

\�
cl�j (U) : x 2 U; U � i -abierto

	
:

Así existe U � i -abierto; con x 2 U; y tal que y =2 cl�j (U) : Pongamos

V = X � cl�j (U) ;

se cumple que y 2 V y U \ V = ;:

2)) 4) Supongamos que se cumple 2); probemos que (X �X) � � es
� i � � j -abierto: Sea (x; y) 2 (X �X)��: Luego x 6= y: Por 2), existe U
� i -abierto tal que x 2 U y y =2 cl�j (U) : Luego y 2 X � cl�j U; el cual es
� j -abierto; así, el conjunto � i � � j -abierto U �

�
X � cl�j (U)

�
; cumple:

U �
�
X � cl�j (U)

�
� (X �X)��:

4)) 1) Sean x; y 2 X; con x 6= y: Luego (x; y) =2 (X �X) � �; por
el inciso 4) de este teorema; existe un � i � � j -abierto U � V tal que
(x; y) 2 U � V con U � V � (X �X)��: Así, x 2 U; y 2 V y U \ V = ;:

1)) 5) Sea F una base de �ltro convergente respecto a � i y a � j:
Supongamos que F converge a x y a y respecto a � i y a � j: Supongamos
x 6= y: Por hipótesis, existen U � 1-abierto y V; � 2-abierto tales que:

x 2 U; y 2 V y U \ V = ;:
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Por la convergencia de F ; existen A;B 2 F tales que:

A � U y B � V:

Luego
A \B � U \ V = ;;

pero esto no puede ocurrir porque A \B 2 F : Por tanto, x = y:
5)) 1) Sean x; y 2 X con x 6= y: Si X no es Hausdor¤ por pares, entonces
para cualesquiera U � 1-abierto y V � 2-abierto tales que x 2 U; y 2 V se
cumple que U \ V 6= ;: Así la base de �ltro U(x) \ V (x) es más �na que
las bases U(x) y V (x): Pero U(x) converge a x y V (y) converge a y; por
tanto se cumple que U(x) \ V (x) converge tanto a x como a y; pero por
hipótesis , el límite es único, luego x = y, contradiciendo lo supuesto. Así, X
es de Hausdor¤ por pares.

Nótese que si (X; � 1; � 2) es Hausdor¤ por pares, entonces por 3) del
Teorema 6, cada punto x 2 X puede verse como un conjunto � i-cerrado.
Además, es fácil ver que todo espacio Hausdor¤ por pares (X; � 1; � 2) cumple
que tanto (X; � 1) como (X; � 2) son ambos espacios T1.

2.1.2. Regularidad por pares

Otro de los conceptos dado por Kelly en [22] es el axioma de regularidad
de una topología respecto a la otra, que a continuación se presenta.

De�nición 21 Sea (X; � 1; � 2) un espacio bitopológico. Se dice que � i es
regular respecto a � j; si para cada punto x 2 X y para cada conjunto F
� i -cerrado con x =2 F; existen U � i -abierto y V � j -abierto tales que
x 2 U; F � V y U \ V = ;:

De�nición 22 Un espacio bitopológico (X; � 1; � 2) es regular por pares si
� i es regular respecto a � j ; para i; j 2 f1; 2g ; i 6= j:
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Ejemplo 15 Consideremos el conjunto X= fa; b; cg ; con las topologías

� 1 = fX; ;; fagg

y
� 2 = fX; ;; fbg ; fcg ; fb; cgg :

Nótese que fb; cg es el único � 1-cerrado no trivial y a =2 fb; cg ; claramente
a 2 fag 2 � 1; fb; cg � fb; cg 2 � 2 e fag \ fb; cg = ;: Por tanto, � 1 es
regular respecto a � 2; sin embargo � 2 no es regular respecto a � 1 ya que fa; cg
es � 2-cerrado y no existe un � 1-abierto no trivial que lo contenga. Por tanto,
no es regular por pares.

Ejemplo 16 Sea X= fa; b; cg con las topologías:

� 1 = fX; ;; fagg

y
� 2 = fX; ;; fb; cgg :

El espacio (X;� 1; � 2) es regular por pares.

El siguiente resultado puede ser consultado en [29].

Teorema 7 Sea (X; � 1; � 2) un espacio bitopológico. Los siguientes
enunciados son equivalentes:

1) La topología � i es regular con respecto a � j.
2) Para cada punto x 2 X y cada un conjunto U � i-abierto que contiene

a x, existe un conjunto � i-abierto V tal que

x 2 V � cl�j (V ) � U:

3) Para cada punto x 2 X y C un conjunto � i-cerrado que no contiene
a x, existe un conjunto � i-abierto V tal que:

x 2 V y cl�j (V ) \ C = ;:
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2.1.3. Normalidad por pares

Finalmente, el último axioma de separación dado en [22] es el siguiente:

De�nición 23 Un espacio bitopológico (X; � 1; � 2) se dice normal por pares
si, dados un conjunto F � i -cerrado y G � j -cerrado con F \G = ;; existe
un conjunto U; � j -abierto y un conjunto V; � i -abierto tales que F � U y
G � V y U \ V = ;:

Ejemplo 17 El conjunto X= fa; b; cg ;con las topologías:

� 1 = fX; ;; fagg

y
� 2 = fX; ;; fb; cgg

es normal por pares. En efecto, los únicos conjuntos cerrados con respecto a
las topologías distintas son F = fb; cg � 1-cerrado; G = fag � 2-cerrado y
claramente U = fb; cg es � 2-abierto, V = fag es � 1-abierto y cumplen lo
requerido.

En el siguiente resultado se incluyen algunas equivalencias que
encontramos en [23] y [29] del concepto de normalidad por pares, pero además
estamos anexando 4) y 5) que nosotros hemos deducido.

Teorema 8 En un espacio bitopológico (X; � 1; � 2) ; los siguientes enunciados
son equivalentes:

1) X es normal por pares.

2) Para cada F � X � i -cerrado y para cada U � X
� j -abierto, con F � U; existe A � j -abierto y G
� i -cerrado tales que:

F � A � G � U:

3) Para cada F � X � i -cerrado y para cada U � X
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� j -abierto; con F � U; existe A � j -abierto que cumple:

F � A � cl� i A � U:

4) Para cada F1 � X � i -cerrado y F2 � X
� j -cerrado con F1 \ F2 = ; existe un U � X � j -abierto;
cumpliendo:

F1 � U y F2 \ cl� i U = ;:

5) Para cada F1 � X � i -cerrado y F2 � X
� j -cerrado con F1 \ F2 = ;; existen U � X
� j -abierto; V � X � i -abierto tales que:

F1 � U; F2 � V y cl� i U \ cl�jV = ;:

Demostración.
1)) 2) Supongamos que X es normal por pares. Sean F; un conjunto
� i -cerrado y U un conjunto � j -abierto tales que F � U: Así el conjunto
X � U es � j -cerrado y satisface:

(X � U) \ F = ;:

Luego, existen A � j -abierto yB � i -abierto tales que F � A; y (X � U) � B
con A \B = ;: De aquí:

G = (X �B) � U:

Así pues, tenemos los conjuntos A � j -abierto y G � i -cerrado que satisfacen:

F � A � G � U:

2)) 3) Sean F � i -cerrado y U � j -abierto; con F � U: Por 2); existen
conjuntos A � j -abierto y G � i -cerrado; que satisfacen:

F � A � G � U:
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De aquí, cl� i (A) � G: Así, F � A � cl� i (A) � U:

3)) 4) Sea F1 � X; � i -cerrado y sea F2 � X; � j -cerrado con
F1 \ F2 = ;; entonces X � F2 es � j -abierto y F1 � X�F2: Por 3); existe
U; � j -abierto; que cumple:

F1 � U � cl� i (U) � X�F2:

Luego
F2 � X�cl� i (U) :

Por tanto, F1 � U y F2 \ cl� i (U) = ;:

4)) 5) Sea F1 � X � i -cerrado y sea F2 � X � j -cerrado con
F1 \ F2 = ;: Luego por 4); existe un U � X � j -abierto; tal que F1 � U
y F2 \ cl� i (U) = ;: Análogamente, para F2 y cl� i (U) existe un V � X
� i -abierto tal que F2 � V y cl� i (U) \ cl�j (V ) = ;:

5)) 1) Es inmediato.

Recordemos que en un espacio topológico, la unión arbitraria de cerrados
no necesariamente es un cerrado. Por lo anterior existen el concepto de
conjuntos F� los cuales son intersecciones numerables (in�nitas) de conjuntos
cerrados, mientras que las intersecciones numerables de conjuntos abiertos
son denotados por G�: Es fácil darse cuenta de que el complemento de un F�
es un G� y que el complemento de un G� es un F�.

El resultado siguiente puede encontrarse en [5] y su demostración
está basada en las equivalencias anteriores. Este resultado es clave en la
generalización del teorema de Kat¼etov en espacios bitopológicos.

Teorema 9 Sea (X; � 1; � 2) un espacio bitopológico normal por pares. Sean
A;B � X tales que A es � 1-F�; B es � 2-F� y

cl�1 (A) \B = ; = A \ cl�2 (B) :
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Entonces existe un conjunto U � 2-abierto; con A � U y un conjunto V
� 1-abierto; donde B � V y tal que U \ V = ;: Más aún, estos conjuntos
satisfacen también la relación:

A � U � cl�1 U � X �B

y
B � V � cl�2 V � X � A:

Demostración. Como A y B son conjuntos � 1-F� y � 2-F� respectivamente,

podemos suponer que A =
1S
n=1

An y B =
1S
n=1

Bn; siendo cada uno de los

An � 1-cerrado y Bn � 2-cerrado, para todo n 2 N: Aplicando el inciso 3)
del Teorema 8 a A1 y a X � cl�2 (B) ; existe un conjunto U1 � 2 -abierto
tal que

A1 � U1 � cl�1 U1 � X � cl�2 (B) :
Intercambiando � 1 y � 2 ; usando el mismo teorema, existe un conjunto V1
� 1 -abierto tal que

B1 � V1 � cl�2 (V1) � X � cl�1 (A) :

Continuando de esta manera, se de�nen inductivamente los conjuntos Un
� 2 -abiertos y los conjuntos Vn � 1 -abiertos tales que:

An [ cl�1U1 [ � � � [ cl�1 Un�1 � Un

� cl�1 Un

� X � (cl�2 B [ cl�2 V1 [ � � � [ cl�2 Vn�1) :

y

Bn [ cl�2V1 [ � � � [ cl�2Vn�1 � Vn

� cl�2 (Vn)

� X � (cl�1 A [ cl�1 U1 [ � � � [ cl�1 Un�1) ;

para todo número natural n; donde por conveniencia podemos tomar a
U0 = V0 = ;:
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Sea U =
1S
i=0

Ui: Note que U es � 2 -abierto; mientras que V =
1S
i=0

Vi es

� 1 -abierto y
A � U; B � V y U \ V = ;: (2.1)

Dado que V es � 1 -abierto, de (2.1) se sigue que:

cl�1 (U) \ V = ;;

así que cl�1 (U) \B = ;; esto es,
cl�1 (U) � X �B:

Análogamente se obtiene B � V � cl�2 (V ) � X � A:

2.2. Axiomas de separación por pares fuerte

En el 2013, Ajoy Mukharjee, en [19], de�ne los axiomas de separación
fuerte aprovechando el hecho de tener dos topologías �jas en un mismo
espacio y que posiblemente los interiores respecto a topologías contrarias
pudieran ser vacíos. Analizaremos los conceptos dados por Mukharjee,
mencionaremos algunos resultados que ya existían y otros que hemos
obtenido análogos a los que se han mencionado en la sección anterior.

Antes de comenzar con los axiomas de separación dado por Mukharjee,
se enunciará un concepto importante dado también en [19].

De�nición 24 Sea (X; � 1; � 2) un espacio bitopológico. Un subconjunto A de
X es (� i; � j)-dualmente abierto si existe un � j-abierto B; tal que:

A = int� i (B) :

Análogamente, un subconjunto C de X es (� i; � j)-dualmente cerrado, si
existe un � j-cerrado D; tal que C = cl� i (D) :

En general no se tiene que con esta clase de conjuntos se pueda obtener
una topología, pues con el siguiente ejemplo mostramos que la unión �nita
de conjuntos dualmente abiertos, no necesariamente vuelve a ser un conjunto
del mismo tipo.
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Ejemplo 18 Sea X = R; para a 2 R �jo, consideremos las topologías

� 1 = fR; ;; (�1; a); [a;+1)g

y
� 2 = fR; ;; (�1; a); (a;+1);R� fagg :

Nótese que (a;+1) es (� 2; � 1)-dualmente abierto pues [a;+1) es � 1-abierto
y (a;+1) = int�2 [a;+1): De la misma manera, se tiene que (�1; a) es
también (� 2; � 1)-dualmente abierto, sin embargo, (�1; a)[(a;+1) no lo es.

2.2.1. Hausdor¤ por pares fuertemente

De�nición 25 Un espacio bitopológico (X; � 1; � 2) se dice Hausdor¤ por
pares fuertemente, si para cada par de puntos x; y 2 X; x 6= y; existe
U � i-abierto y V � j-abierto; tales que

x 2 int�jU; y 2 int� iV y U \ V = ;:

Ejemplo 19 ([19], Ejemplo 2.2, pág. 167) Sea X = R; con � 1 la topología
usual y � 2 la topología generada por los intervalos de la forma (a; b]; con
a; b 2 R: A ésta topología se le llama topología del límite superior.
Dados x; y 2 X; con x < y; sean a; b; c 2 R tales que a < x < b < y < c;
pongamos U1 = (a; b) 2 � 1; V1 = (b; c] 2 � 2: Claramente x 2 int�2 (U1) ;
y 2 int�1 (V1) y U1 \ V1 = ;: De igual manera, haciendo U2 = (b; c) 2 � 1;
V2 = (a; b] 2 � 2 se cumple que x 2 int�1 (V2) ; y 2 int�2 (U2) y U2 \ V2 = ;:
Por tanto (X; � 1; � 2) es Haudor¤ por pares fuertemente.

Nótese que si (X; � 1; � 2) es Hausdor¤ por pares fuertemente, entonces es
Hausdor¤por pares según Kelly. Sin embargo, lo contrario no es cierto, como
lo muestra el ejemplo siguiente.

Ejemplo 20 Sea X = R; con las topologías del Ejemplo 14, � 1 la usual y

� 2 = f;g [ fU [ (x;+1) : x 2 R; U 2 � 1g :

Probamos ya que (R; ; � 1; � 2) es Hausdor¤ por pares, sin embago no es
Hausdor¤ por pares fuertemente, pues si x < y; entonces cualquier intevalo
(�; b) 2 � 1; con x 2 (�; b); tendrá interior vacío respecto a la topología � 2:
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Con los dos ejemplos anteriores, tenemos que estos conceptos no son
equivalentes.

Una de las intenciones de este trabajo, fue la de obtener equivalencias
de los conceptos dados por Mukharjee, análogos a los que mostramos en la
sección 2.1, para los axiomas de separación dados por Kelly. Cabe resaltar
que estas equivalencias no se encuentran en [19] ni en algún otro artículo
sobre el tema, según nuestra búsqueda. El siguiente resultado es análogo al
Teorema 6, en el sentido de que incluye caracterizaciones de este axioma.

Teorema 10 Sea (X; � 1; � 2) un espacio bitopológico, los siguientes
enunciados son equivalentes:
1) X es de Hausdor¤ por pares fuertemente.

2) Dado x 2 X , para cada y 2 X; x 6= y , existe U � i-abierto tal que:

x 2 int�j (U) y y =2 cl� i
�
cl�jU

�
3) Para cada x 2 X; se cumple que:

\
�
cl� i

�
cl�j (U)

�
: x 2 U; U � i-abierto

	
= fxg :

4) El conjunto (X �X)�� es la unión arbitraria de subconjuntos A;
(� j�� i; � i � � j)-dualmente abiertos, para los cuales A = int�j�� iW;
con W � (X �X)��; � i�� j-abierto; donde

� = f(x; x) : x 2 Xg � (X�X; � i � � j; � j�� i)

Demostración.
1)) 2) Supongamos que se cumple 1); sea x 2 X , para cada y 2 X; con
x 6= y; existe U; � i-abierto y V; � j-abierto; tales que:

x 2 int�jU; y 2 int� iV y U \ V = ;:

Como U � X �V con X �V � j-cerrado; se tiene que cl�j (U) � X �V;
pero int� i (V ) � V luegoX�V �X�int� i (V ) siendo éste último � i-cerrado;
de aquí cl� i

�
cl�j (U)

�
� X � int� i (V ) ; como int� i (V ) \ int�j (U) = ;;

concluímos que y =2 cl� i
�
cl�j (U)

�
:
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2)) 3) Sea x 2 X; consideremos

M = \
�
cl� i

�
cl�j (U)

�
: x 2 U; U � i-abierto

	
:

Claramente x 2 M; y para y 6= x;existe U � i-abierto tal que x 2 A con
y =2 cl� i

�
cl�j (A)

�
; luego y =2M: Por tanto M = fxg :

3)) 4) Sean (x; y) 2 (X �X)��; x 6= y; por 3) existe U � i-abierto tal
que x 2 int�j (U) y y =2 cl� i

�
cl�j (U)

�
; luego:

y 2 X � cl� i
�
cl�j (U)

�
= int� i

�
X � cl�j (U)

�
:

Sea V = X � cl�j (U) ; V es � j-abierto y

(x; y) 2 int�j (U)� int� i (V ) = int�j��i (U � V ) :

Dado que U � cl�j (U) ; se tiene que V = X � cl�j (U) � X � U; por tanto
V \ U = ;; obteniendo que U � V � (X �X) ��: Así, si tomamos
(x; y) 2 (X �X)��; x 6= y; existen U � i-abierto, V � j-abierto; tales que
x 2 int�j (U) ; y 2 int� i (V ) y U \ V = ;: De donde (U � V ) \ � = ;.
Luego,

(x; y) 2 int�j (U)� int� i (V ) � U � V � (X �X)��;

pero:
int�j (U)� int� i (V ) = int�j��i (U � V ) :

Haciendo A = int�j��i (U � V ) ; tenemos que A es
(� j � � i; � i � � j)-dualmente abierto. Por tanto, (X �X) � � es unión
de conjuntos dualmente abiertos.

4)) 1) Si x; y 2 X; x 6= y; entonces (x; y) 2 (X �X)�� luego existe A
(� j � � i; � i � � j)-dualmente abierto tal que (x; y) 2 A = int�j��i (U � V ) ;
con U � V � i�� j-abierto y U � V � (X ��) : De lo anterior, claramente
se tiene que x 2 int�j (U) ; y 2 int� i (V ) y U \ V = ;:
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2.2.2. Regularidad por pares fuertemente

La regularidad fuerte por pares podría de�nirse inicialmente como:
Ün espacio bitopológico (X; � 1; � 2) ; se dice que es regular por pares

fuertemente, si para cada F � i-cerrado; y para cada x 2 X; con x =2 F;
existe un � j-abierto V y un � i-abierto W tales que F � int� i (V ) y
x 2 int�j (W ) ; con W \ V = ;:"
Sin embargo, los espacios bitopológicos (X; � 1; � 2) que satisfacen esta

condición en realidad son espacios cuyas topologías son iguales, esto es,
� 1 = � 2. Por esta razón, Ajoy Mukharjee de�ne la regularidad por pares
de la siguiente manera:

De�nición 26 Un espacio bitopológico (X; � 1; � 2) ; se dice que es regular por
pares fuertemente, si para cada F � i-cerrado; y para cada x 2 X; con x =2 F;
existe un � j-abierto V y un � i-abierto W tales que F � int� i (V ) y x 2 W;
con W \ V = ;:

Ejemplo 21 ([19], Ejemplo 2.4, pág. 168) Para X = R; � 1 la topología
del limite superior dada en el Ejemplo 19; � 2 la topología generada por los
intervalos de la forma [a; b) con a; b 2 R; llamada la topología del límite
inferior.
Veri�quemos que este espacio bitopológico es regular por pares fuertemente.
Sean x 2 R; F un conjunto � 1-cerrado, con x =2 F; como � 1 está generada
por los intervalos de la forma (a; b] y R� F 2 � 1; existe una colección L de
subintervalos de la forma (a; b], tales que:

R� F =
[
f(a; b] : (a; b] 2 Lg :

Dado que x =2 F; existe (a0; b0] 2 L tal que x 2 (a0; b0]: Escojamos � 2 R;
tal que a0 < � < x � b0 y hagamos U = (�; b0]; el cual, claramente cumple
que x 2 U 2 � 1: Por otro lado, si de�nimos

V = (�1; �) [ (b0;1) 2 � i; i = 1; 2;

éste claramente cumple que F � int�1V = V con U \ V = ;:
Si F fuese � 2-cerrado, con x =2 F; existe una colección F de subintervalos de
la forma [a; b), tales que

R� F =
[
f[a; b) : [a; b) 2 Fg :
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Dado que x =2 F; existe [a0; b0) 2 F tal que x 2 [a0; b0): Escojamos � 2 R; tal
que a0 � x < � < b0 y hagamos

U = [a0; �); V = (�1; a0) [ (�;1) 2 � i; i = 1; 2:

Estos conjuntos claramente cumplen que x 2 U 2 � 2; F � int�2V = V con
U \ V = ;: Por tanto, (R; � 1; � 2) es regular por pares fuertemente.

El siguiente resultado, fue producto nuestro al intentar obtener un
teorema de caracterización de la regularidad por pares fuerte, análogo al
Teorema 7 y el cual no aparece en el artículo del creador de este concepto,
[19].

Teorema 11 Sea (X; � 1; � 2) un espacio bitopológico. Los siguientes
enunciados son equivalentes:

1) X es regular por pares fuertemente.

2) Para cada x 2 X y U � i-abierto; con x 2 U; existe W � i-abierto y
C � j-cerrado tal que:

x 2 W � C � cl�iC � U:

3) Para cada x 2 X y U � i-abierto; con x 2 U; existe un conjunto W
� i-abierto tal que:

x 2 W � cl� iW � cl�j (cl� i (W )) � U:

Demostración.
1)) 2) Sea x 2 X y U � i-abierto; con x 2 U: Como X � U es � i-cerrado
y x =2 X �U; entonces existen existe W � i-abierto y V � j-abierto tales que
X � U � int� i (V ) y x 2 W con W \ V = ;: De aquí que:

W � X � V � X � int� i (V ) = cl�i (X � V ) � U:

Pongamos C = X�V; el cual es claramente � j-cerrado; con esto se concluye
que:

x 2 W � C � cl�i (C) � U:
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2)) 1) Supongamos que F es � i-cerrado y para cada x 2 X; con x =2 F;
se tiene que x 2 X � F . Por 2), existe W � i-abierto y C � j-cerrado tal
que x 2 W � C � cl� i (C) � X � F: La última contención implica que
F � X � cl� i (C) = int�i (X � C) : Sea V = X � C; el cual claramente es
� j-abierto y cumple que:

W \ V � W \ (X �W ) = ;:

1)) 3) Dados x 2 X y U � i-abierto; con x 2 U: Por 2); existen V
� i-abierto y C � j-cerrado tales que x 2 V � C � cl� i (C) � U: Hagamos
W = int� i (C) ; el cual es distinto del vacío, es � i-abierto y claramente:

x 2 W � cl� i (W ) � cl�j (cl� i (W )) � U:

3)) 1) Sean x 2 X y F � i-cerrado; con x =2 F; por 3), existe un conjunto
W � i-abierto tal que

x 2 W � cl� i (W ) � cl�j (cl� i (W )) � X � F:

Así, x 2 W; F � int� i (X � cl� i (W )) y

(X � cl� i (W )) \W = int�i (X �W ) \W = ;:

Por tanto, (X; � 1; � 2) es regular por pares.

2.2.3. Normalidad por pares fuertemente

El último axioma de separación dado por Ajoy Mukharjee en [19], es
la normalidad por pares. Hemos obtenido una caracterización para este
concepto, el cual es análogo al Teorema 8, el cual fue necesario para obtener
una generalización del Teorema 9, y que es la base para la generalización del
Teorema de Kat¼etov que se trabajará en el siguiente capítulo.
A continuación enunciamos la de�nición de normalidad por pares

fuertemente y enseguida el resultado análogo al Teorema 8.
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De�nición 27 Un espacio bitopológico (X; � 1; � 2) ; se dice que es normal
por pares fuertemente, si para cada par de subconjuntos F � i-cerrado
y G � j-cerrado, con F \G = ;; existe un � j-abierto U y un � i-abierto V
tales que F � int� iU y G � int�jV con U \ V = ;:

Teorema 12 En un espacio bitopológico (X; � 1; � 2), los siguientes
enunciados son equivalentes:

1) (X; � 1; � 2) es normal por pares fuertemente.

2) Para cada F � i-cerrado y U � j-abierto, con F � U; existen W
� j-abierto y D � i-cerrado tales que:

F � int� iW � W � D � cl�jD � U: (2.2)

3) Para cada F � i-cerrado y U � j-abierto, con F � U; existe W
� j-abierto, tal que

F � int� iW � cl� iW � cl�j (cl� iW ) � U: (2.3)

4) Para cada par de conjuntos F � i-cerrado y G � j-cerrado, con
F \G = ;; existe un � j-abierto W tal que

F � int� iW y G \ cl�j (cl� iW ) = ;:

Demostración.
1)) 2) Supongamos que (X; � 1; � 2) es normal por pares fuertemente, sean
F � i-cerrado y U � j-abierto; con F � U: Como X � U es � j-cerrado, y
F \ (X � U) = ;; existen W � j-abierto, V � i-abierto tales que F � int� iW
y X � U � int�jV con W \ V = ;: De lo anterior,

cl�j (X � V ) = X � int�jV � U

y
int�jV � V � X �W � X � int�iW � X � F:

Luego F � int�iW � W � X � V � X � int�jV = cl�j (X � V ) � U:
HaciendoD = X�V; el cual claramente es � i-cerrado; se obtiene el resultado.
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2)) 3) Sea F � i-cerrado; U � j-abierto; con F � U; como X � U es
� j-cerrado y F \ (X � U) = ;; por 2), existe W � j-abierto y D � i-cerrado
tales que F � int� iW � W � D � cl�jD � U: Dado que D es � i-cerrado
cl� iW � D � cl�jD; luego cl�j (cl� iW ) � cl�jD � U: Esto implica

F � int� iW � cl� iW � cl�j (cl� iW ) � U:

3)) 4) Sean F � i-cerrado; G � j-cerrado; tales que F \ G = ;; luego
F � X � G el cual es � j-abierto: Por 3), existe W � j-abierto, tal que
F � int� iW � cl� iW � cl�j (cl� iW ) � X � G; luego G � X � cl�j (cl� iW ) ;
de aquí que G \ cl�j (cl� iW ) = ;:

4)) 1) Supongamos que se cumple 4): Sean F � i-cerrado y G � j-cerrado;
tales que F \G = ;: Por hipótesis, existeW � j-abierto tal que F � int� iW y
G\cl�j (cl� iW ) = ;: LuegoG � int�j (X � cl� iW ) : Tomando V = X�cl� iW;
el cual es � i-abierto, se cumple que V \W � (X �W ) \W = ;:

Ejemplo 22 ( [19], Ejemplo 2.5, pág. 168) Consideremos al conjunto de los
números reales R; para a 2 R; �jo, consideremos las topologías

� 1 = fR; ;; (�1; a); [a;+1)g ;

� 2 = fR; ;;R� fag ; (�1; a); (�1; a]; (a;+1)g :

Los posibles conjuntos � 1-cerrado son los mismos abiertos de � 1; y los posibles
� 2-cerrados son R; ;; fag ; [a;+1); (a;+1) y (�1; a]: Las parejas formadas
por un � 1-cerrado con un � 2-cerrado, no triviales, cuya intersección es
vacía, son: f(�1; a); [a;+1)g ; f(�1; a); fagg ; f(�1; a); (a;+1)g : Para
cada pareja de la lista anterior, existen un � i-abierto U y un � j-abierto V;
disjuntos, cuyos interiores respecto a las topologías contrarias, contienen a los
cerrados dados. Por ejemplo, para la primera pareja, (�1; a) es � 1-cerrado
y (�1; a) � int�1(�1; a) = (�1; a) 2 � 2; mientras que [a;+1) es
� 2-cerrado y [a;+1) � int�1 [a;+1) = [a;+1) 2 � 1: Por tanto, este espacio
bitopológico es normal por pares fuertemente.
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Del hecho de que int� iU � U; se deduce que la normalidad por pares
fuertemente implica la normalidad por pares de Kelly. Sin embargo, en [19]
se da un ejemplo donde el recíproco no se cumple:

Ejemplo 23 ( [19], Ejemplo 2.5, pág. 168) Sea X = fa; b; cg ; con topologías

� 1 = fX; ;; fag ; fa; bg ; fa; cgg

y
� 2 = fX; ;; fbg ; fb; cgg :

Veamos que este espacio bitopológico es normal por pares. Los posibles
conjuntos � 1-cerrados no triviales son fb; cg ; fcg ; fbg ; y los posibles
� 2-cerrados no triviales son fa; cg ; fag : Las parejas formadas por un
� 1-cerrado con un � 2-cerrado, no triviales, cuya intersección es vacía, son:

i) ffb; cg ; fagg ; ii) ffcg ; fagg ;
iii) ffbg ; fagg y iv) ffbg ; fa; cgg :

Para cada pareja de la lista anterior, existen un � i-abierto U y un � j-abierto
V; disjuntos, que contienen a los cerrados dados. Por ejemplo, para la pareja
i), fb; cg es � 1-cerrado y fb; cg � fb; cg 2 � 2; mientras que fag es � 2-cerrado
y fag � fag 2 � 1: Por tanto, este espacio bitopológico es normal por pares,
sin embargo no es normal por pares fuertemente, pues para la pareja del
inciso i) los interiores de los únicos abiertos disjuntos int�2 fag ; int�1 fb; cg
son vacíos.

El siguiente resultado es análogo al Teorema 10 cuya hipótesis principal
era la normalidad por pares, ahora ha sido formulado y demostrado por
nosotros con la hipótesis de normalidad por pares fuerte y como comentamos
en la introducción, ya fue ya publicado en [16].

Teorema 13 Dado (X; � 1; � 2) un espacio bitopológico normal por pares
fuertemente, sean A;B � X tales que A es un � i-F�; B es un � j-F� y

cl� i A \B = ; = A \ cl�j B:



2.2 Axiomas de separación por pares fuerte 39

Entonces existe un conjunto U � j-abierto y un conjunto V � i-abierto, con
A � int�i U; B � int�j V y tales que U \V = ;: Estos conjuntos satisfacen
también la relación

A � int�i U � U � cl� i U � cl�j (cl� i U) � X �B (2.4)

y
B � int�j V � V � cl�j V � cl� i

�
cl�j V

�
� X � A:

Demostración.

Sean A =
1[
n=1

An y B =
1[
n=1

Bn; con An � i-cerrado y Bn � j-cerrado:

Aplicando el inciso 3) del Teorema 12, (2.3), a A1 y X � cl�j (B) ; existe
un conjunto U1 � j -abierto con

A1 � int� i (U)1 � cl� i (U)1
� cl�j (cl� i (U1)) � X � cl�j (B) :

Dado que B1 \ (cl� i (A) [ cl� i (U1)) � (B \ cl� i (A)) [ (B \ cl� i (U1)) = ;;
usando nuevamente el inciso 3) del Teorema 12 para los conjuntos B1 y
X � (cl� i (A) [ cl� i (U1)) ; existe un conjunto V1; � i -abierto tal que

B1 � int�j (V1) � cl�j (V1)
� cl� i(cl�j (V1))

� X � (cl� i (A) [ cl� i (U1)) :

Ahora, como (A2 [ cl� i (U1)) \
�
cl�j (B) [ cl�j (V1)

�
= ; podemos aplicar

nuevamente el inciso 3) del Teorema 12 a:

A2 [ cl� i (U1) � X �
�
cl�j (B) [ cl�j (V1)

�
para obtener un conjunto U2 � j -abierto para el cual

A2 [ cl� i (U1) � int� i (U2)

� cl� i (U2) � cl�j (cl� i (U2))
� X �

�
cl�j (B) [ cl�j (V1)

�
:
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Una vez más aplicando el mismo resultado a B2 [ cl�j (V1) y a:

X � (cl� i (A) [ cl� i (U1) [ cl� i (U2)) ;

puesto que (B2 [ cl�j (V1)) \ (cl� i (A) [ cl� i (U1) [ cl� i (U2)) = ;; se obtiene
un conjunto V2 � i -abierto tal que:

B2 [ cl�j (V1) � int�j (V2)

� cl�j (V2) � cl� i(cl�j (V2))
� X � (cl� i (A) [ cl� i (U1) [ cl� i (U2)) :

Continuando de esta manera, se de�nen inductivamente los conjuntos Un
� j -abiertos y los conjuntos Vn � i -abiertos, satisfaciendo

An [ cl� iU1 [ ::: [ cl� i Un�1 � int� i (Un)

� cl� i (Un) � cl�j (cl� i (Un))
� X �

�
cl�j B [ cl�j V1 [ ::: [ cl�j Vn�1

�
y

Bn [ cl�jV1 [ ::: [ cl�jVn�1 � int�j (Vn)

� cl�j (Vn) � cl� i(cl�j (Vn))
� X � (cl� i A [ cl� i U1 [ ::: [ cl� i Un)

para todo número natural n; donde U0 = V0 = ;:

Si hacemos U =
1[
n=0

Un y V =
1[
n=0

Vn se tiene que U es � j -abierto;

mientras que V es � i -abierto y claramente

A � U; B � V y U \ V = ;:

Dado que V es � i -abierto y U \ V = ;, se sigue que cl� i (U) \ V = ;;

así que cl� i (U) \B = ;: Más aún, como
1[
n=0

int� i (Un) � int� i

 1[
n=0

Un

!
; se

sigue que
A � int� i (U) � cl� i (U) � X �B:
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Ahora, una vez más podemos aplicar la equivalencia de normalidad por pares
fuertemente (3) a los conjuntos cl� i U yX�B para obtener unW � j -abierto,
tal que

cl� i U � int� i (W ) � cl� i (W ) �
� cl�j (cl� i (W )) � X �B;

y así, por cl�j(cl� i U) � cl�j (cl� iW ) � X �B, se llega a

A � int� i (U) � cl� i (U) � cl�j(cl� i (U)) � X �B:

Análogamente, se puede obtener:

B � int�j (V ) � cl�j (V ) � cl� i(cl�j (V )) � X � A;

lo que prueba el teorema.



Capítulo 3

Aplicaciones de los axiomas de
separación

3.1. Lema de Urysohn

En esta sección mostraremos uno de los resultados más importantes de
este trabajo, a saber, la generalización del Lema de Urysohn para espacios
bitopológicos normales por pares fuertemente.
El Lema de Urysohn nos da una caracterización de los espacios topológicos

normales, cabe señalar que Kelly mostró este hecho para la normalidad por
pares. En [16] obtuvimos la extensión de este importante resultado para la
normalidad por pares fuertemente y con esto mostramos que efectivamente,
el axioma dado por Ajoy Mukharjee en [19] es más fuerte que el dado por
Kelly.
Antes de mostrar los resultados, daremos algunos conceptos y resultados

importantes necesarios para la comprensión de este lema.

De�nición 28 Sea (X; �) un espacio topológico. Una función f : X ! R es
semicontinua superiormente si para todo � 2 R; el conjunto

fx 2 X : f(x) < �g

es un abierto en X. Análogamente, f es llamada semicontinua inferiormente
si para todo � 2 R; el conjunto

fx 2 X : f(x) > �g

es un abierto en X.



3.1 Lema de Urysohn 43

Por su abreviatura del concepto en inglés , se acostumbra usar lsc para
denotar a las funciones semicontinuas inferiormente y por usc a las funciones
semicontinuas superiormente, así, en el caso de un espacio bitopológico
(X; � 1; � 2) podemos usar � i-lsc o � i-usc para hacer referencia a la topología
utilizada.

Antes de enunciar el lema de Urysohn para espacios topológicos, es
necesario dar algunos conceptos referentes a la continuuidad de funciones
en dichos espacios. El siguiente resultado puede consultarse en [7].

Lema 1 Sean (X; �) un espacio topológico y D un subconjunto denso en R:
Supongamos que fU�g�2D es un cubrimiento abierto de X que satisface:
i) Si �; � 2 D; � < �; entonces cl (U�) � U�;
ii)

\
�2D

U� = ;:

La función f : X ! R de�nida por f(x) = �{nf f� 2 D : x 2 U�g es continua.

Demostración. Sea x0 2 X arbitrario pero �jo. Dado que fU�g�2D es un
cubrimiento abierto de X; el conjunto A = f� 2 D : x0 2 U�g es no vacío.
Veamos que este conjunto está acotado inferiormente. Si esto no ocurriera,
existiría en A una subsucesión estrictamente decreciente,

f�kgk2N � f� 2 D : x0 2 U�g ;

lo que provocaría por i) que para cualquier � 2 D; existe un k0 2 N tal que

�k0 < �; así x0 2 cl
�
U�k0

�
� U�; de lo anterior podemos concluir queA = D

y por tanto x0 2
T
�2D

U� = ;; contradiciendo ii), así A debe estar acotado

inferiomente y por esta razón, si se de�ne f(x0) = �{nf f� 2 D : x0 2 U�g ; f
está bien de�nida.
Probemos la continuidad de f en x0: Sea " > 0; escojamos �0 2 D tal

que x0 2 U�0 y f(x0) � �0 < f(x0) + ": Elijamos �1; �2 2 D tales que
f(x0)� " � �1 < �2 � f(x0); esto es que (�1; �2) � (f(x0)� "; f(x0) + ") :
Por i) y por la de�nición de f(x0); x0 2 U�0 � cl (U�1) : Por otra parte, para
cualquier x 2 U�0 � cl (U�1) se cumple que:

�0 2 f� 2 D : x 2 U�g � [�1;+1):
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Por tanto �1 � f(x) � �0 y así queda demostrado que:

f (U�0 � cl (U�1)) � [�1; �0]

� (f(x0)� "; f(x0) + ") :

y como x0 es arbitrario, se sigue que f es continua.

Al conjunto de números racionales D =
�
k
2n
: n 2 N; k = 1; :::; 2n�1

	
se le

conoce como el conjunto de los números diádicos.

Teorema 14 El conjunto de los números diádicos es denso en el intervalo
(0; 1):

Demostración. Para probar que D es denso en (0; 1); basta con probar que
para cualesquiera x; y 2 (0; 1); con x < y; existe k0

2n
2 D; tal que x < k0

2n
< y:

Sean x; y 2 (0; 1) y supongamos que x < y: Elijamos un número natural
n tal que 1

2n
< y � x: Sea k0 = m�{n

�
k 2 N : x < k

2n

	
: Si ocurre que y < k0

2n
;

entonces k0�1
2n

� x < y < k0
2n

luego y � x < k0�(k0�1)
2n

= 1
2n
; lo cual es una

contradicción, así x < k0
2n
< y: Por tanto D es denso en (0; 1):

A continuación se enuncia el lema de Urysohn para un espacio topológico,
cuya prueba puede consultarse en [8]. La expresion f jF representa la función
f restringida al conjunto F .

Teorema 15 (Lema de Urysohn, 1924) Sea (X; �) un espacio topológico. Si
X es un espacio normal, entonces para cada par de subconjuntos cerrados
disjuntos A y B de X existe una función continua f : X ! [0; 1] tal que:

f jA= 0 y f jB= 1:

Para hablar de continuidad de una función entre espacios bitopológicos,
tenemos que indicar respecto a qué topologías se re�ere la continuidad, por
tal razón, tenemos la siguiente de�nición.
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De�nición 29 Sean (X; � 1; � 2) y (Y; �1; �2) dos espacios bitopológicos. Una
función f : X ! Y se dice (� i; �j)-continua, si f : (X; � i) ! (Y; �j) es
continua, i; j 2 f1; 2g.

Nuestro ineterés está en el caso de que i = j; y por tanto necesitaremos
la siguiente de�nición:

De�nición 30 Sean (X; � 1; � 2) y (Y; �1; �2) dos espacios bitopológicos. Una
función f : (X; � 1; � 2) ! (Y; �1; �2) es llamada continua por pares o
bicontinua si las dos funciones f : (X; � i)! (Y; �i) i = 1; 2 son continuas.

En el caso de funciones bicontinuas de valores reales f : (X; � 1; � 2)! R;
se considera al espacio real como el espacio bitopológico (R; �1; �2) ; donde
�1 = �2 representa a la topología usual. De igual forma, en la expresión
f : (X; � 1; � 2) ! [0; 1] bicontinua, el conjunto [0; 1] representa al espacio
([0; 1]; �1; �2) ; donde �1 = �2 será la topología usual restringida al intervalo.

A continuación daremos el lema de Urysohn para espacios bitopológicos,
primero con los axiomas de separación por pares según Kelly, y después
para los axiomas por pares fuertemente. Hacemos énfasis que este último fue
obtenido por nosotros y publicado en [16], el cual claramente resulta ser más
fuerte que el obtenido por Kelly en [22].
Para el caso de la normalidad por pares, Kelly obtuvo el siguiente

resultado:

Teorema 16 (Urysohn, [22] ) Si (X; � 1; � 2) es un espacio bitopológico
normal por pares, entonces para cualesquiera par de conjuntos F � 1-cerrado
y G � 2-cerrado con F \G = ;; existe una función f : (X; � 1; � 2)! [0; 1] que
satisface:
a) f(x) = 0; para toda x 2 F y f(x) = 1, para toda x 2 G y
b) f es � 1-semicontinua inferiormente y � 2-semicontinua superiormente.

Para el caso de normalidad por pares fuertemente, hemos obtenido lo que
sigue, ver [16]:
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Teorema 17 (Extensión del lema de Urysohn, [16]) Sea (X; � 1; � 2) un
espacio bitopológico normal por pares fuertemente. Si A;B � X son tales
que A es � i-cerrado, B es � j-abierto y A \ B = ;; entonces existe una
función f : X �! [0; 1] bicontinua que satisface:

fjA = 0 y fjB = 1;

esto es, para cada x 2 A; f(x) = 0; y para x 2 B se cumple que f(x) = 1:

Demostración. Seguiremos el esquema de la clásica demostración del
teorema de Urysohn, ver por ejemplo [8]. Hagamos D0 = A y V1 = X � B:
De esta forma, D0 es � i-cerrado, V1 es � j-abierto y D0 � V1: Por (2.2) existen
D 1

2
� i-cerrado y V 1

2
� j-abierto, tal que:

D0 � int� i
�
V 1
2

�
� V 1

2
� D 1

2
� cl�j

�
D 1

2

�
� V1:

Aplicando la misma propiedad a los pares D0 � V 1
2
y D 1

2
� V1; a�rmamos la

existencia de dos pares de conjuntos D 1
4
, D 3

4
� i-cerrados y V 1

4
, V 3

4
� j-abiertos

tal que:

D0 � int� i

�
V 1
4

�
� V 1

4
� D 1

4

� cl�j

�
D 1

4

�
� V 1

2
� D 1

2

� int� i

�
V 3
4

�
� V 3

4

� D 3
4
� cl�j

�
D 3

4

�
� V1:

Continuando en esta forma obtenemos dos familias de conjuntos no
decrecientes fD k

2n
g; k = 0; 1; :::; 2n�1; n = 1; 2; ::: y fV k

2n
g k = 1; :::; 2n�1;

n = 1; 2; :::; que satisfacen:

D k�1
2n

� int� i

�
V k
2n

�
� V k

2n

� D k
2n
� cl�j

�
D k

2n

�
� V k+1

2n
� D k+1

2n

para k = 1; :::; 2n�1: Por conveniencia hacemos D1 = X y V0 = ;: De manera
general:

Dq � int� i (Vp) � Vp � Dp (3.1)
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� cl�j (Dp) � Vr � Dr:

para cada q; p; r 2 D; (donde D es el conjunto de números diádicos), con
q < p < r.
Con lo anterior, se puede de�nir la función f : X �! [0; 1]; por:

f(x) = �{nffp : x 2 Vpg; x 2 X; (3.2)

la cual es la misma que propone Kelly y que como se menciona en [22] y en
[5], que esta función f así de�nida, también es igual a:

f(x) = �{nffp : x 2 Dpg;

para cada x 2 X: En el mismo trabajo se prueba que f es � i-lsc y � j-usc,
ahora probaremos que ésta es � i-usc y � j-lsc. A�rmamos que f(x); de�nida
por (3.2), es también igual a:

�{nffp : x 2 int� i (Vp)g; e (3.3)

�{nffp : x 2 cl�j (Dp)g: (3.4)

En efecto, para ver que (3.3) es igual a f(x); de la expresión:

�{nffp : x 2 Dpg � �{nffp : x 2 int� i (Vp)g

se puede deducir de fp : x 2 int� i (Vp)g � fp : x 2 Dpg; y si

p1 = �{nffp : x 2 Dpg < �{nffp : x 2 int� i (Vp)g = p2;

entonces existen q; r 2 (p1; p2)\D con q < r para los cuales (utilizando 3.1)

x 2 Dq � int� i (Vr) � Vr � Dr � cl�j (Dr) ,

lo que contradice la de�nición de p2:
De manera similar se veri�ca que (3.4) es igual a f(x). También es claro

que 0 � f(x) � 1; x 2 X; f(x) = 0; x 2 A y f(x) = 1; x 2 B:
Para probar que f es � i-usc, veamos que dado un número �; con

0 < � � 1; el conjunto f�1([0; �)) es � i-abierto, ya que por (3.3)

f(x) < � si y sólo si, existe p; p < �; x 2 int� i (Vp)
si y sólo si x 2

[
p<�

int� i (Vp) ;
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probando así que f�1([0; �)) =
S
p<�

int� i (Vp) es � i-abierto. La � j-lsc de f se

deduce de la expresión (3.4) de f(x) y de que

f(x) > � si y sólo si, existe p; p > �; x 2 (X � cl�j (Dp))

si y sólo si x 2
[
p>�

(X � cl�j (Dp)):

Probando así que el conjunto f�1((�; 1]) es � j-abierto.

3.2. Teorema de Kat¼etov

En 1952 Kat¼etov en [20] y [21], establece el siguiente resultado: en un
espacio topológico (X; �) normal, para cada par de funciones f; g : X �! R,
con f usc, g lsc y f � g; (esto es, f (x) � g (x) ; para cada x 2 X), existe
una función continua h : X �! R tal que f � h � g: Posteriormente, en
el año de 1967, Lane en [25] generaliza el teorema de Kat¼etov para espacios
bitopológicos: un espacio bitopológico (X; � 1; � 2) es normal por pares si y
sólo si para cada par de funciones f; g : X �! R, con f � i-usc, g � j-lsc y
f � g; existe una función h : X �! R � i-usc y � j-lsc, tal que f � h � g:

Formalmente Kat¼etov presenta el siguiente resultado:

Teorema 18 (Kat¼etov) Si (X; �) es un espacio topológico normal,
entonces para cualesquiera par de funciones f; g : X ! R con f
semicontinua superiormente, g semicontinua inferiormente y f � g; existe
una función continua h : X ! R tal que f � h � g:

Unos años después, en 1967, Lane en [25] extiende este resultado para
espacios bitopológicos de la siguiente manera:

Teorema 19 (Extensión Teorema Kat¼etov, Lane [25]) Un espacio
bitopológico (X; � 1; � 2) es normal por pares si y sólo si para cualesquiera
par de funciones f; g : X ! R con f � i-semicontinua superiormente, g
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� j-semicontinua inferiormente y f � g; existe una función h : X ! R que
cumple:
a) f � h � g y
b) h es � i-semicontinua superiormente y � j-semicontinua inferiormente.

Recientemente, en [16], hemos mostrado una extensión de este resultado
para la normalidad por pares fuertemente, que a continuación enunciamos.
Para la demostración de este teorema utilizaremos el Teorema 13, que fue
enunciado y demostrado en el Capítulo 2.

Teorema 20 (Extensión del teorema de Kat¼etov, Her-Alv. [16]) Un espacio
bitopológico (X; � 1; � 2) es normal por pares fuertemente si y sólo si para
cada par de funciones f; g : X �! R, con f � i-usc, g � j-lsc y f � g existe
una función bicontinua h : X �! R tal que f � h � g:

Demostración. Supóngase primero el caso particular f; g : X �! [0; 1]
. Pongamos D0 = ; y para cada r 2 Q \ [0; 1]; sean Dr = g�1([0; r)) y
Or = f

�1((r; 1]): Se tiene que, para cada 0 < r�< r; g�1([0; r�]) es � j-cerrado
ya que la función g es � j-lsc. Como se puede ver Dr =

[
0<r�<r

g�1([0; r�]); por tal

motivo Dr es un � j-F�: Ahora puesto que f es � i-usc, se tiene que el conjunto
f�1([r�; 1]) es � j-cerrado y así Or =

[
r<r�<1

f�1([r�; 1]) es un � j-F�: Además, es

fácil veri�car que:

cl� i (Dr) \Or = ; = Dr \ cl�j (Or) : (3.5)

Por la forma en que se han de�nido los conjuntos Dr y Or y las igualdades
dadas en (3.5) obtenemos que D1 y O1 satisfacen las hipótesis del Teorema
13 que aparecen en (2.4), de aquí que existe un conjunto U1 � j-abierto tal
que:

D1 � int� i (U1) � U1 � cl� i (U1)
� cl�j (cl� i (U1)) � X �O1:
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De igual manera, existe un conjunto U 1
2
� j-abierto tal que:

D 1
2
� int� i

�
U 1

2

�
� U 1

2
� cl� i

�
U 1

2

�
� cl�j

�
cl� i

�
U 1

2

��
� [X �O 1

2
] \ U1:

Similarmente existen dos conjuntos U 1
4
y U 3

4
� j-abiertos tales que:

D 1
4
� int� i

�
U 1

4

�
� U 1

4

� cl� i

�
U 1

4

�
� cl�j

�
cl� i

�
U 1

4

��
� [X �O 1

4
] \ U 1

2

y

D 3
4
[ cl� i

�
U 1

2

�
� int� i

�
U 3

4

�
� U 3

4

� cl� i

�
U 3

4

�
� cl�j

�
cl� i

�
U 3

4

��
� [X �O 3

4
] \ U1:

Continuando inductivamente, obtenemos conjuntos Ur � j-abiertos, que
satisfacen la relación general

D 2i�1
2m
[ cl� i

�
U i�1

2m�1

�
� int� i

�
U 2i�1

2m

�
� U 2i�1

2m
� cl� i

�
U 2i�1

2m

�
� cl�j

�
cl� i

�
U 2i�1

2m

��
� [X �O 2i�1

2m
] \ U i

2m�1
;

para i = 1; 2; :::; 2m�1; m 2 N; donde U0 = ;: De lo anterior, si ponemos
r = 2i�1

2m
; se puede ver que se cumple:

Dr � int� iUr � Ur
� cl� i (Ur) � cl�j(cl� i (Ur))
� X �Or
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para todo r 2 D y

Ur � cl�j(cl� i (Ur)) � int� i (Ur�) � Ur�

para cada r; r�2 D; con r < r�:
Así, podemos de�nir la función

h(x) = �{nffr 2 D : x 2 Urg; x 2 X

De igual manera que en la demostración del Lema de Urysohn, Teorema 17,
respecto a la de�nición de la función f , se pueden deducir otras expresiones
para h

h(x) = �{nffr 2 D : x 2 int� i (Ur)g
= �{nffr 2 D : t 2 cl� i (Ur)g
= �{nffr 2 D : t 2 cl�j(cl� iUr)g; x 2 X

La bicontinuidad de h se deduce de manera similar a la de f en el Teorema
17.
Resta probar que f � h � g. Para hacerlo, sean x 2 X y r 2 D tales

que r < f(x); entonces para cada r�2 D con 0 � r�< r; se tiene x =2 X �Or�
y por tanto x =2 Ur�; implicando que h(x) � r; pero si h(x) � r para cada
r 2 D con r < f(x) y así f(t) � h(t): Si r 2 D es tal que g(t) < r; entonces
t 2 Dr � Ur y por tanto h(t) � r; para todo r 2 D con g(t) < r; implicando
que h(t) � g(t):
Para deducir el caso general f : X �! R se usará el caso particular ya

probado, al utilizar el homomor�smo estrictamente creciente ' : R �! (0; 1)
dado por:

'(t) =
jtj+ t+ 1
2(jtj+ 1) ; t 2 R:

Consecuentemente se puede aplicar el resultado probado para las funciones
f = '�f y g = '�g; encontrando una función h : X �! (0;1) bicontinua tal
que f � h � g. De tal forma que la función buscada es h = '�1�h : X �! R
igualmente bicontinua.
Recíprocamente, supongase que A y B son dos subconjuntos disjuntos

� i-cerrado y � j-cerrado, respectivamente. Las funciones características �A y
�X�B son funciones � i-usc, � j-lsc y satisfacen �A � �X�B: Por hipótesis
existe una función bicontinua h : X �! [0; 1] tal que �A � h � �X�B; por
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la bicontinuidad de h, U = h�1((1
2
; 1]) es un conjunto � i-abierto y � j-abierto,

mientras que D = h�1([1
4
; 1]) es un conjunto � i-cerrado y � j-cerrado. Así:

A � int� i (U) � U � D � cl�j (D) � X �B:

Con lo que queda probado el resultado.



Capítulo 4

Compacidad

4.1. Cubiertas

Antes de comenzar a hablar de la compacidad en espacios bitopológicos,
es necesario hablar de cubiertas abiertas por pares, que son generalizaciones
de las cubiertas abiertas en espacios topológicos a bitopológicos.
Comenzaremos recordando cuatro de�niciones que corresponden a

espacios topológicos, por tal razón omitimos ejemplos de ellas.
Para las siguientes de�niciones, las letras A y B representan conjuntos

de índices.

De�nición 31 Sea (X; �) un espacio topológico: La familia

L = fA� : � 2 Ag

de subconjuntos de X es una cubierta de X; (o que L cubre a X) si se
cumple que X =

[
�2A

A�; y si además cada A� 2 � ; entonces L es llamada

una cubierta abierta de X.

De�nición 32 Sean (X; �) un espacio topológico y L = fA� : � 2 Ag una
cubierta de X. Diremos que L es puntualmente �nita, si para cada x 2 X;
x pertenece a lo más a un número �nito de conjuntos A�:
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De�nición 33 Sean (X; �) un espacio topológico, M = fB� : � 2 Bg y
L = fA� : � 2 Ag dos familias de subconjuntos de X: Diremos que M es
un re�namiento de la cubierta L de X; si M cubre a X y para cada
� 2 B; existe � 2 A tal que B� � A�:

De�nición 34 Sean (X; �) un espacio topológico, L = fA� : � 2 Ag y
M = fB� : � 2 Bg dos familias de subconjuntos de X. La familia M es
llamada un re�namiento preciso de L si A = B y todo conjunto B� de
M está contenido en el correspondiente conjunto A� de L:

Los conceptos dados a continuación, son generalizaciones de los dados
anteriormente para espacios bitopológicos y algunos de éstos aparecen en [6],
[19].

De�nición 35 Sea (X; � 1; � 2) un espacio bitopológico. Dada una colección
L = fU� : � 2 Ag de subconjuntos X; se dice que es una cubierta abierta
débil por pares, si cada U� es � 1-abierto ó � 2-abierto y además cubren a
X:

Notemos que las cubiertas abiertas débiles por pares, pueden incluir sólo
abiertos de un tipo o de ambos. Se hará referencia a las cubiertas abiertas
débiles de un sólo tipo de abiertos como cubiertas � i-abiertas, i 2 f1; 2g :

Ejemplo 24 Sea X = R; para a 2 R �jo, consideremos las topologías

� 1 = fR; ;; (�1; a); [a;+1)g

y
� 2 = fR; ;; (�1; a); (a;+1);R� fagg :

La familia L = f(�1; a); [a;+1)g es una cubierta abierta débil por pares,
en particular es una cubierta � 1-abierta.

La de�nición que sigue es parecida a la anterior pero es un poco más
fuerte y es la que más se utiliza en la teoría de los espacios bitopológicos.
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De�nición 36 Sea (X; � 1; � 2) un espacio bitopológico. Una colección de
subconjuntos L = fU� : � 2 Ag de X; se dice que es una cubierta abierta
por pares, si L cubre a X y cada U� es � 1-abierto o � 2-abierto, con
L \ � 1 6= ;; L \ � 2 6= ;:

Análogamente, una familia fU� : � 2 Ag se dice cerrada por pares si
fX � U� : � 2 Ag es abierta por pares.

Nótese que toda cubierta abierta por pares es una cubierta abierta débil
por pares, lo inverso no es necesariamente cierto.

De�nición 37 Sea (X; � 1; � 2) un espacio bitopológico. Una cubierta abierta
por pares L = fU� : � 2 Ag de X es llamada localmente �nita por pares,
si dado cualquier x 2 X; existe una vecindad de x � i-abierta la cual
intersecta a lo más a un número �nito de conjuntos � j-abiertos de L.

La De�nición 37 es una generalización de lo que se conoce como una
cubierta localmente �nita en el contexto de los espacios bitopológicos,
mientras que la siguiente de�nición no tiene precedente en la teoría de los
espacios con una sola topología.

De�nición 38 Sean (X; � 1; � 2) un espacio bitopológico y L = fU� : � 2 Ag
una cubierta abierta por pares (débil) de X. La cubierta abierta por pares
M = fV� : � 2 Bg ; es llamada un re�namiento paralelo de L; si todo
conjunto V� 2M � i-abierto, está contenido en algún conjunto U� también
� i-abierto, i = 1; 2:

Ejemplo 25 Sea X = [0; 1], con las topologías:

� 1 = fX; ;; f0g ; f[0; a) : a 2 Xgg ;

y
� 2 = fX; ;; f1g ; f(a; 1] : a 2 Xgg :

La familia L = f(a; 1] : a 2 Xg [ f0g es una cubierta abierta por pares.
Además, M =

�
( 1
n
; 1] : n 2 N

	
[ f0g es un re�namiento paralelo de L:
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Ejemplo 26 Sea X = R; con las topologías

� 1 = fR; ;; f1gg ;

y
� 2 = fR; ;;R� f1gg [ f(�1; a)� f1g : a�Rg :

La familia L = fR� f1g ; f1gg es localmente �nita por pares, pues para
x 2 R; si x = 1; las únicas vecindades � 1-abierta de x son R y f1g ; e
intersectan a cero conjuntos � 2-abiertos de L: Además, la única vecindad
� 2-abierta de x es R e intersecta a un único � 1-abierto de L: Si x 6= 1; la
única vecindad � 1-abierta de x es R; e intersecta sólo al � 2-abierto R� f1g
de L: Además las vecindades � 2-abiertas de x son (�1; a)� f1g con a�R; e
intersectan a cero conjuntos � 1-abiertos de L:

El siguiente resultado es producto de nuestro intento de extender a los
espacios bitopológicos, teoremas existentes en espacios topológicos.

Teorema 21 Sean (X; � 1; � 2) un espacio bitopológico y L = fU� : � 2 Ag ;
una cubierta abierta por pares. Si L admite un re�namiento paralelo
localmente �nito por pares, entonces, admite un re�namiento paralelo
localmente �nito por pares y preciso.

Demostración. Sea L = fU� : � 2 Ag ; una cubierta abierta por pares, y
sea M = fV� : � 2 Bg un re�namiento paralelo localmente �nito por pares
de L. Se tiene que para cada V� 2M � i-abierto, existe U� 2 L � i-abierto;
con V� � U�: Dotemos de un buen orden al conjunto A; y sea h : B ! A
de�nida por

h(�) = �� = �{nf f� : V� � U�; V�; U� 2 � ig ; i = 1; 2:

Para cada � 2 A; de�namos C� =
S
fV� : h(�) = �g ; puede suceder

que para algunos � 2 A; los conjuntos C� sean vacíos, sin embargo esto
no ocasiona problemas.

Nótese que por construcción, si U� es � i-abierto, entonces C� es
� i-abierto, i = 1; 2; además, para cada � 2 A; C� � U�; de lo anterior, la
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familia fC� : � 2 Ag es un re�namiento paralelo preciso de L y cubre a X;
pues X =

S
V� �

S
C�:

Resta probar que fC� : � 2 Ag es localmente �nita por pares. Dado
x 2 X; existe una vecindad Vx de x; � i-abierta la cual intersecta a lo más
a un número �nito de conjuntos � j-abiertos de M; esto es, Vx\ V� = ;;
excepto quizás para un número �nito de V� 2M \ � j: Claramente, dado que
V� � C�; para h(�) = �; Vx intersectará a lo más a un número �nito de
� j-abiertos C�; luego fC� : � 2 Ag es un re�namiento preciso localmente
�nito por pares de L:

4.2. Compacidad por pares

A continuación, enunciaremos tres conceptos distintos de compacidad por
pares existentes en la literatura, los cuales pueden ser consultados en [6]. Se
analizarán algunas de las relaciones entre ellos.

El primer concepto de compacidad en un espacio bitopológico que
mencionaremos es el dado por Birsan en [3], en el año de 1969, al cual lo
llamaremos B-compacto por pares.

De�nición 39 Sea (X; � 1; � 2) un espacio bitopológico. El espacio X es
� 1-compacto respecto a � 2 si toda � 1-cubierta abierta (débil) por pares
posee un re�namiento � 2-abierto.

De�nición 40 Un espacio bitoplológico (X; � 1; � 2) es B-compacto por
pares, si es � i-compacto respecto a � j; para i; j 2 f1; 2g ; i 6= j:

Aunque no todo subconjunto cerrado de un espacio B-compacto por pares
es B-compacto por pares, sí se tiene una parte de la B-compacidad por
pares, como lo mostramos en el resultado siguiente. Cabe mencionar que
este teorema no lo encontramos en ningún artículo y aunque sencillo, es un
resultado propio.
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Teorema 22 Sea (X; � 1; � 2) un espacio bitopológico. Si X es un espacio
B-compacto por pares, entonces todo conjunto F � i-cerrado es � iF -compacto
respecto a � jF ; donde � iF representa la topología � i restringida al subespacio
F .

Demostración. Nótese que si el espacio X es � i-compacto respecto a � j y
F es un conjunto � i-cerrado, puesto que X � F es � i-abierto, se tiene que
para cualquier � iF -cubierta abierta de F , L = fU� \ F : � 2 Ag ; U� 2 � i; se
cumple que fU� : � 2 Ag [ fX � Fg es una � i-cubierta abierta de X: Como
X es B-compacto por pares, existe un re�namiento �nito M � j-abierto que
cubre a X. Quitando los abiertos deM contenidos en X�F; intersectando a
los restantes con F obtenemos un re�namiento �nito de L que cubre a F . Por
tanto, en un espacio B-compacto por pares, todo � i-cerrado es � iF -compacto
respecto a � jF :

Sin embargo, en un espacio B-compacto por pares un conjunto F
� i-cerrado no necesariamente es � jF -compacto respecto a � iF ; este hecho
lo veremos en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 27 Sea X = [0; 1], con las topologías

� 1 = fX; ;; f0g ; f[0; b) : b 2 Xgg ;

� 2 = fX; ;; f1g ; f(a; 1] : a 2 Xgg :

Este espacio es B-compacto por pares, sin embargo, el conjunto F = [0; 1)
es � 2 -cerrado; la familia f[0; a) : a 2 Xg es una � 1F -cubierta abierta y no
posee un re�namiento � 2F -abierto �nito.

Los siguientes resultados, los hemos obtenido generalizando los existentes
para espacios topológicos, mezclando los conceptos involucrados en esta
tesis: los axiomas de separación por pares y la compacidad por pares, cabe
mencionar, que estos resultados son de autoría propia.

Teorema 23 Sea (X; � 1; � 2) un espacio bitopológico y F un subconjunto de
X � jF -compacto respecto a � iF : Si X es Hausdor¤ por pares, entonces F
es un conjunto � i-cerrado de X.
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Demostración. Probemos que X � F es � i-abierto. Sea x 2 X � F �jo,
para cada a 2 F existen Ua 2 � i; V xa 2 � j tales que x 2 Ua; a 2 V xa
con Ua \ V xa = ;: La familia L = fV xa \ F : a 2 Fg es claramente una
� j-cubierta abierta de F , por la � jF -compacidad de F respecto a � iF , existe
un � iF -re�namiento �nito M =

�
W x
ak
\ F : k = 1; 2; :::; n

	
de L que cubre a

F: De�namos U =
nT
k=1

Uak 2 � i; claramente por la construcción

U \ F � Uai \
 

n[
k=1

�
W x
ak
\ F

�!
= ;:

Así x 2 U � (X � F ) y por tanto, X � F es � i-abierto.

Teorema 24 Sea (X; � 1; � 2) un espacio bitopológico. Si X es Hausdor¤ por
pares y B-compacto por pares entonces es normal por pares.

Demostración. Sean F;G � X; F � i-cerrado yG � j-cerrado, con F\G = ;.
Por el Teorema 24, F es � iF -compacto respecto a � jF y G es � jG-compacto
respecto a � iG. Para a 2 F �jo, y para cada b 2 G existen Uab 2 � i; V ab 2
� j tales que a 2 Uab ; b 2 V ab con Uab \ V ab = ;: Ahora, la familia L =
fV ab \G : b 2 Gg es una � jG-cubierta abierta de G, por la � jG-compacidad
de G respecto a � iG, existe un � iG-re�namiento �nito

M =
�
W a
bk
\G : W a

bk
2 � i; k = 1; 2; :::; n

	
de L que cubre a G: Sean Wa =

nS
k=1

W a
bk
2 � i; y Ua =

nT
k=1

Uabk 2 � i: Nótese

que Wa \ Ua = ;: La familia fUa \ F : a 2 Fg es una � i-cubierta abierta
de F; por ser � iF -compacto respecto a � jF ; existe un � jF -re�namiento �nito�
Zak \ F : Zak 2 � j; k = 1; 2; :::;m

	
que cubre a F . Hagamos

V =
n\
k=1

Wai ; U =
m[
k=1

Zai ;

V 2 � i; U 2 � j: Con esto, F � U; G � V y U \ V = ;: Por tanto X es
normal por pares.

Otro concepto de compacidad por pares es el que enseguida mencionamos
y fue dado por Swart en el año 1971, [30]. Cabe mencionar que Datta también
manejó este concepto al que llamó semi-compacidad.
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De�nición 41 Sea (X; � 1; � 2) un espacio bitopológico. El espacio X es
semi-compacto por pares, si toda cubierta abierta débil por pares posee
una subcubierta �nita.

Teorema 25 Si el espacio X es semi-compacto por pares, entonces todo
subconjunto F � i-cerrado es semi-compacto por pares, i 2 f1; 2g.

Demostración. Sea F � i-cerrado, i 2 f1; 2g : Luego X � F es � i-abierto,
por lo que

L = fU� \ F : � 2 A; U� 2 � i o U� 2 � jg

es una cubierta abierta débil por pares de F . Claramente

fU� : � 2 A; U� 2 � i o U� 2 � jg [ fX � Fg

es una cubierta abierta débil por pares de X, luego existe una subcubierta
�nita M = fU�i : i = 1; :::; ng que cubre a X. El abierto X � F puede
pertenecer a M o no. Si X � F 2M; entonces la colección:

fU�i \ F : i = 1; :::; ng � fX � Fg

es una subcubierta �nita débil por pares de L que cubre a F . Si X�F =2M ,
entonces fU�i \ F : i = 1; :::; ng es ya una subcubierta �nita débil por pares
de L que cubre a F . Por tanto, todo � i-cerrado es semi-compacto por pares.

Teorema 26 Sea (X; � 1; � 2) un espacio bitopológico. Si X es Hausdor¤ por
pares y semi-compacto por pares, entonces es normal por pares.

Demostración. Sean A;B � X; con A � i-cerrado, B � j-cerrado y
A \ B = ;. Por el Teorema 25, A es semi-compacto por pares respecto a
las topologías f� 1 \ A; � 2 \ Ag y B es semi-compacto por pares respecto
a las topologías f� 1 \B; � 2 \Bg. Para a 2 A �jo, y para cada b 2 B
existen Zab 2 � j;W a

b 2 � i tales que a 2 Zab ; b 2 W a
b con Z

a
b \ W a

b = ;:
La familia L = fW a

b \B : b 2 Bg es una cubierta abierta débil por pares
de B, por la semi-compacidad por pares de B, existe una subcubierta
�nita M =

�
W a
bk
\B : W a

bk
2 � i; k = 1; 2; :::; r

	
de L que cubre a B: Sean
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Wa =
rS
k=1

W a
bk
2 � i; y Za =

rT
k=1

Zabi 2 � j: La familia fZa \ A : a 2 Ag es una
cubierta abierta débil por pares de A; por la semi-compacidad de A; existe
una subcubierta abierta débil �nita

�
Zal \ A : Zal 2 � j; l = 1; 2; :::;m

	
que

cubre a A. Hagamos V =
mT
l=1

Wal ; U =
mS
l=1

Zal ; V 2 � i; U 2 � j: Con esto,

A � U; B � V con U \ V = ;: Por tanto, X es normal por pares.

Finalmente enunciaremos el concepto de compacidad por pares
según Fletcher, quien lo propone en su artículo [9] en el año 1969. A
nuestra consideración, esta es la compacidad que mejor se adapta a la teoría,
puesto que una gran cantidad de resultados de la compacidad en los espacios
topológicos se llegan a generalizar a los espacios bitopológicos mediante este
concepto.

De�nición 42 Sea (X; � 1; � 2) un espacio bitopológico. El espacio X es
S-compacto por pares, si toda cubierta abierta por pares posee una
subcubierta �nita.

Teorema 27 Si el espacio (X; � 1; � 2) es S-compacto por pares y F es un
conjunto � i-cerrado, i 2 f1; 2g ; entonces (F; � 1F ; � 2F ) es S-compacto por
pares.

Demostración. En efecto, si F es � i-cerrado, entonces X �F es � i-abierto.
Sea

L = fU� \ F : � 2 A;U� 2 � i o U� 2 � jg

una cubierta abierta por pares de (F; � 1F ; � 2F ). Claramente

fU� : � 2 A;U� 2 � i o U� 2 � jg [ fX � Fg

es una cubierta abierta por pares de X, luego existe una subcubierta abierta
�nita M = fU�i : i = 1; :::; ng que cubre a X. El abierto X � F puede
pertenecer a M o no. Si X � F 2M; entonces

fU�i \ F : i = 1; :::; ng � fX � Fg
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es una subcubierta �nita por pares de L que cubre a F . Si X � F =2 M ,
entonces fU�i \ F : i = 1; :::; ng es ya una subcubierta �nita por pares de
L que cubre a F . Por tanto, la S-compacidad por pares es heredada a los
subespacios � i-cerrados.

Enseguida veremos que los conceptos sobre compacidad dados por Birsan
y por Fletcher son de hecho independientes, en el sentido de que hay espacios
bitopológicos que son lo uno, pero no lo otro.

Ejemplo 28 Sea X = R; para a 2 R �jo, consideremos las topologías

� 1 = fR; ;; (�1; a); [a;+1)g ;

� 2 = fR; ;; (�1; a); (a;+1);R� fagg :

El espacio bitopológico (X; � 1; � 2) es compacto por pares según Fletcher,
pues cualquier cubierta abierta por pares es �nita y por tanto, posee una
subcubierta �nita. Pero X no es compacto por pares según Bîrsan, ya que
la cubierta

f(�1; a); [a;+1)g

es � 1-cubierta y no posee un re�namiento � 2-abierto que cubra a X:

Con el ejemplo anterior mostramos que la compacidad por pares de�nida
por Fletcher, no implica la compacidad por pares de�nida por Bîrsan.

Ejemplo 29 Sea X = R; con las topologías:

� 1 = fR; ;; f1gg

y
� 2 = fR; ;;R� f1gg [ f(�1; a)� f1g : a�Rg ;

es un espacio bitopológico (X; � 1; � 2) : La única � 1-cubierta abierta de X es
fRg y tiene a fRg como re�namiento � 2-abierto: Por otro lado, cualquier
� 2-cubierta abierta debe contener al � 2-abierto R y por consecuencia, todas
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tienen un � 1-re�namiento �nito. Luego, el espacio bitopológico (X; � 1; � 2)
es compacto por pares, según Bîrsan. Sin embargo,

f(�1; a)� f1g : a�Rg [ f1g

es una cubierta abierta por pares y no posee un subcubierta �nita. Así el
espacio (X; � 1; � 2) no es compacto por pares, según Fletcher.

Con este ejemplo se muestra que la compacidad por pares de�nida por
Bîrsan, no implica la compacidad por pares de�nida por Fletcher.

De los dos ejemplos anteriores se deduce que los dos conceptos de
compacidad por pares son independientes.

Los espacios bitopológicos B-compactos o los semi-compactos pueden ser
T0 o T1, pero no pueden ser Hausdor¤ por pares, a menos que sus topologías
sean iguales. Para ver los detalles de la demostración del siguiente teorema
puede consultar [9].

Teorema 28 Sea (X; � 1; � 2) un espacio bitopológico Hausdor¤ por pares. Si
ocurre:
a) X es B-compacto por pares o
b) X es semi compacto por pares,
entonces � 1 = � 2:

Mukharjee en [19], de�ne la compacidad fuerte por pares y muestra que
todo espacio compacto fuerte por pares es compacto por pares según Fletcher
y también B-compacto por pares.

De�nición 43 Sea (X; � 1; � 2) un espacio bitopológico. Una colección de
subconjuntos de X; L = fU� : � 2 Ag ; es llamada dualmente abierta por
pares; si cada U� 2 L es (� i; � j)-dualmente abierto, i = 1; 2; y para cada
i 2 f1; 2g ; L\ � i es no vacía. Y si además la familia L cubre a X; entonces
L se llamará cubierta dualmente abierta por pares.
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De�nición 44 Sea (X; � 1; � 2) un espacio bitopológico, éste es llamado
fuertemente compacto por pares si cada cubierta abierta por pares L de X
tiene una subcolección �nita M; tal que

�
int�jV : V 2M \ � i; i 2 f1; 2g

	
cubre a X:

El resultado que a continuación mencionamos es producto de nuestra
investigación sobre estos temas.

Teorema 29 Si (X; � 1; � 2) es fuertemente compacto por pares entonces todo
F � i-cerrado es S-compacto por pares respecto a las topologías � iF y � jF :

Demostración. Nótese que si el espacio X es fuertemente compacto por
pares y F es un conjunto � 1-cerrado, entonces X � F es � 1-abierto. Sea
L = fU� \ F : U� 2 � i; i 2 f1; 2g ; � 2 Ag ; cualquier cubierta abierta por
pares de F , se cumple que fU� : � 2 Ag [ fX � Fg es una cubierta abierta
por pares de X: Como X es fuertemente compacto por pares, existe una
subcubierta �nita M tal que�

int�jU�k : U�k 2M \ � i; i 2 f1; 2g
	
[ fint�2 (X � F )g

cubre a X. Nótese que F \ (int�2 (X � F )) = ; y por tanto

F �

0@ [
U�k2M\� i

int�jU�k

1A \ F
=

[
U�k2M\� i

��
int�jU�k

�
\ F

�
�

[
U�k2M\� i

(U�k \ F ) ;

de lo anterior, la familia

fU�k \ F : U�k 2Mg

cubre a F y por tanto (F; � iF ; � jF ) es S-compacto por pares.
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Ejemplo 30 Sea X = R; con las topologías

� 1 = fR; ;; (�1; a]; (a;+1)g ;

� 2 = fR; ;; (�1; a); (a;+1); (�1; a];R� fagg :

X es fuertemente compacto por pares.

Si el espacio (X; � 1; � 2) es fuertemente compacto por pares, entonces cada
cubierta abierta por pares L tiene una subcolección �nita M que cumple:

X = [
�
int�j (V ) : V 2M \ � i; i 2 f1; 2g

	
;

pero int�jV � V; luego

X = [
�
int�j (V ) : V 2M \ � i; i 2 f1; 2g

	
� [fV : V 2M \ � i; i 2 f1; 2gg

de aquí que M es una subcubierta abierta �nita de L y por tanto, la
compacidad fuerte por pares implica la compacidad por pares de�nida
por Fletcher. Sin embargo, el recíproco es falso. Veámoslo con el ejemplo
siguiente:

Ejemplo 31 Sea X = R y a 2 R �jo. Con las topologías:

� 1 = fR; ;; (�1; a); [a;+1)g

y
� 2 = fR; ;; (�1; a); (a;+1);R� fagg :

El espacio no es fuertemente compacto por pares pues la cubierta

f(�1; a); [a;+1)g ;

donde (�1; a) 2 � 2 y [a;+1) 2 � 1 no tiene una subcubierta �nita cuyos
interiores cubran a X; esto es porque

fint�1(�1; a); int�2 [a;+1)g = f(�1; a); (a;+1)g

no cubre a X:
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El siguiente resultado nos muestra que en un espacio bitopológico
fuertemente compacto por pares, todo subconjunto cerrado de X; es
B-compacto por pares (Bîrsan).

Teorema 30 Si (X; � 1; � 2) es fuertemente compacto por pares entonces todo
subconjunto F � j-cerrado de X; j = 1; 2; es � iF -compacto respecto a � jF :

Demostración. Sea F � X; � j-cerrado; y sea L = fU� \ F : � 2 Ag una
� iF -cubierta abierta de F: Luego L�[ fX � Fg es una cubierta abierta por
pares de X; donde L�= fU� : � 2 Ag ; así que existe una subcubierta �nita
M = fV1; :::; Vrg de L�[ fX � Fg ; tal que

X =
[
i=1;2

�
int�j (Vk) : Vk 2M \ � i

	
[ int� i (X � F ) :

Como int� i (X � F ) � X � F; el resto de los elementos de la familia M
deben cumplir que:

F =
[
i=1;2

�
int�j (Vk) : Vk 2M \ � i

	
�
[
i=1;2

fVk \ F : Vk 2Mg

el cual es un re�namiento �nito de � j-abierto. Por tanto F es � iF -compacto
respecto a � jF :

Nótese también que en un espacio bitopológico (X; � 1; � 2) ; el subconjunto
X es cerrado respecto a ambas topologías, luego, si (X; � 1; � 2) es fuertemente
compacto por pares entonces (X; � 1; � 2) es B-compacto por pares según la
de�nición dada por Bîrsan.

4.3. Caracterizaciones de la compacidad por
pares

Presentaremos ahora un resultado de caracterización de la compacidad
para espacios bitopológicos utilizando la B-compacidad por pares.
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Teorema 31 Sea (X; � 1; � 2) un espacio bitopológico. Para i; j 2 f1; 2g ; con
i 6= j; las dos propiedades siguientes son equivalentes:
1) X es � i-compacto con respecto a � j.

2) Si una familia fF� : � 2 Ag de conjuntos � i-cerrados en X satisface\
�2=

F� = ;;

entonces existe una familia �nita fH� : � 2 Bg de conjuntos
� j-cerrados con

\
�2L

H� = ; y tal que para cada � 2 B existe un � 2 A;

con H� � F�:

Demostración. En esta prueba, los conjuntos A y B representan conjuntos
de índices.
1)) 2) Sea fF� : � 2 Ag una familia de conjuntos � i-cerrados enX satisface\

�2A

F� = ;;

esto implica que
S
�2A

(F�)
c = X; lo que provoca que fF c� : � 2 Ag sea

una � i-cubierta abierta. Por la B-compacidad por pares de X, existe un
re�namiento fHc

� : � 2 Bg (B � A)de conjuntos � j-abiertos que cumplen
que para cada � 2 B; existe � 2 A; tal que Hc

� � F c� y que sigue cubriendo
a X. De aquí que la familia fH� : � 2 Bg es la familia buscada que cumple
2:

2)) 1) Sea � = fU� : � 2 Ag una � i-cubierta abierta de X, esto es,
[
�2A

U� = X; donde U� 2 � i:

Sea F = fU c� : � 2 Ag: Esta familia esta formada por conjuntos � i-cerrados
en X que satisface \

�2A

U c� = ;:

Por 2), existe una familia �nita fH� : � 2 Bg de conjuntos � j-cerrados conT
�2B
H� = ; y tal que para cada � 2 B existe un � 2 A; con H� � U c�: Es
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claro que Hc
� � U�; que Hc

� 2 � j y que
S
�2B
Hc� = X: Así que fH� : � 2 Bg

es el re�namiento �nito � j-abierto buscado. Por tanto, X es � i-compacto con
respecto a � j.

Bien es sabido que en un espacio topológico, una caracterización de la
compacidad es que cada �ltro o cada base de �ltro tenga un punto de
acumulación, ver [8]. Veamos que sucede en un espacio bitopológico.

Teorema 32 Sea (X; � 1; � 2) un espacio bitopológico. Si X es B-compacto,
entonces cada de �ltro en X tiene al menos un � i-punto de acumulación.

Demostración. Supongamos que existe un �ltro F que no tiene � i-puntos
de acumulación, esto es, que

\
F2F

cl� i (F ) = ;; la familia fcl� i (F ) : F 2 Fg

es un familia de � i-cerrados que cumplen que
\
F2F

cl� i (F ) = ;; como X es

� i-compacto con respecto a � j; existe una familia �nita fH� : � 2 Bg de

conjuntos � j-cerrados con
\
�2B

H� = ; y tal que para cada � 2 B; existe un

� 2 F ; con H� � cl� i (F�) : Luego\
�2B

F �
\
�2B

cl� i (F ) �
\
�2B

H� = ;

lo cual contradice que F es un �ltro. Así que debe existir x 2
\
F2F

cl� i (F ) y

por tanto ser un � i-punto de acumulación.

El recíproco del Teorema 32 es falso como se verá en el ejemplo siguiente:

Ejemplo 32 Sea X = fa; b; cg ; con las topologías

� 1 = fX; ;; fbg ; fa; bgg
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y
� 2 = fX; ;; fa; bg ; fa; cg ; fagg :

Una � 2-cubierta abierta de X es � = ffa; bg ; fa; cgg pero éste no tiene un
re�namiento �nito � 1-abierto, por tanto X no es � 2-compacto con respecto a
� 1. Por otro lado, los posibles �ltros de X son:

F1 = ffag ; fa; bg ; fa; cg ; Xg ;
F2 = ffbg ; fa; bg ; fb; cg ; Xg ;
F3 = ffcg ; fa; cg ; fb; cg ; Xg ;
F4 = ffa; bg ; Xg ;
F5 = ffa; cg ; Xg ;
F6 = ffb; cg ; Xg ;
F7 = fXg :

Obsérvese que cl�2 fag = X; cl�2 fa; bg = X; cl�2 fa; cg = X; así que F1
tiene � 2-puntos de acumulación. Dado que cl�1 fag = fa; cg ; cl�1 fa; bg = X;
cl�1 fa; cg = fa; cg ; se sigue que F1 tiene � 1-puntos de acumulación.

Por otro lado, cl�2 fbg = fbg ; cl�2 fa; bg = X; cl�2 fb; cg = fb; cg ; así que
F2 tiene � 2-puntos de acumulación, dado que cl�1 fbg = X; cl�1 fa; bg = X;
cl�1 fb; cg = X; se tiene que F2 tiene � 1-puntos de acumulación.

Para F3; cl�2 fcg = fcg ; cl�2 fa; cg = X; cl�2 fb; cg = fb; cg ; así que F3
tiene � 2-puntos de acumulación. Como cl�1 fcg = fcg ; cl�1 fa; cg = fa; cg ;
cl�1 fb; cg = X; entonces F3 tiene � 1-puntos de acumulación.

Para F4;F5 y F6; cl�2 fa; bg = X; cl�2 fa; cg = X; cl�2 fb; cg = fb; cg ; así
que F4;F5 y F6; tienen � 2-puntos de acumulación. De que cl�1 fa; bg = X;
cl�1 fa; cg = fa; cg ; cl�1 fb; cg = X; se concluye que F4;F5 y F6; tienen
� 1-puntos de acumulación.

Finalmente, cl� iX = X; así que F7 tiene � i-puntos de acumulación para
i 2 f1; 2g :

Con lo anterior tenemos un espacio bitopológico donde cada �ltro tiene
� i-puntos de acumulación, i 2 f1; 2g ; pero que no es B-compacto por pares.
Veamos ahora qué sucede con las caracterizaciones de la compacidad por

pares según Fletcher.
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Teorema 33 En un espacio bitopológico (X; � 1; � 2); las siguientes seis
propiedades son equivalentes:
1) X es S-compacto por pares.

2) Cada cubierta abierta por pares de X tiene una subcubierta abierta
puntualmente �nita de X.

3) Cada cubierta abierta por pares de X tiene una subcubierta abierta
irreducible que cubre a X.

4) Si una familia fF� : � 2 Ag de conjuntos cerrada por pares en X
satisface

T
�2A

F� = ;; entonces existe una subfamilia �nita

fF�i : i = 1; ::; ng con
nT
i=1

F�i = ;:

5) Cada �ltro F en X tiene un elemento x que es un � i-punto de
acumulación, i = 1; 2.

6) Cada de �ltro maximal M en X es � i-convergente a exactamente un
x, i 2 f1; 2g.

Demostración. En esta prueba, los conjuntos A y B representan conjuntos
de índices.

1)) 2) Es claro, ya que cada cubierta abierta �nita es puntualmente �nita.

2)) 3) Sea fU� : � 2 Ag una cubierta abierta por pares de X. Por 2),
ésta tiene una subcubierta � = fU� : � 2 Bg; abierta puntualmente �nita,
(B � A). Al igual que antes, llamémosle a una familia Q � � removible si
��Q sigue cubriendo a X: El conjunto

� = fQ � � : Q es removibleg

con la inclusión se convierte en un conjunto parcialmente ordenado. Si fR�g
es una cadena en �; la familia R = [

�
R� es una cota superior para la cadena

y es un elemento de �; ya que si esto no ocurre, es decir, si R =2 �; entonces
� � R no cubre a X y por tanto, existe x 2 X; tal que el número �nito
de conjuntos U�1 ; :::; U�n a los que pertenece x están todos en R: Puesto
que fR�g es una cadena, estos U�i deben estár todos en algún R�, lo cual
contradice que R� es removible. Así, por el lema de Zorn existe una familia
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removible maximal R0 y así ��R0 es irreducible.

3)) 4) Sea fF� : � 2 Ag una familia de conjuntos cerrada por pares en X
que satisface que

T
�2A

F� = ;: La familia � = fX � F� : � 2 Ag es una

cubierta abierta por pares de X y por hipótesis ésta tiene una subcubierta
abierta irreducible � = fX � F� : � 2 Bg, con B � A.
Sea @� la cardinalidad de B y !� el ordinal correspondiente a @�. Con lo
anterior, podemos reescribir a � como � = fX � F� : � � !�g. Para cada
� � !�; siX�F� es � i-abierto; se de�neW� =

S
fX�F� : � � � yX�F� es

� i-abiertog: Obsérvese queW� es � i-abierto, (i = 1; 2); y por tanto la familia
z = fW� : � � !�g es una cubierta de X, que puede ser cubierta abierta
por pares o z\ � j = ; para un j = 1 ó 2. Para el primer caso, directamente,
si @� � @0 la cubierta abierta por pares z no puede tener una subcubierta
irreducible. Para el segundo caso podemos agregar de � unX�F�1 � j-abierto
no vacío y distinto de X a z (si algún X � F�1 = X, el resultado es claro);
de tal manera que z [ fX � F�1g es una cubierta abierta por pares. Nótese
que el conjunto X � F�1 está contenido propiamente en algún W�; luego las
subcubiertas de z [ fX � F�1g son subcubiertas de z: Al igual que en el
primer caso, si @� � @0 la cubierta abierta por pares z [ fX � F�1g no
podrá tener una subcubierta irreducible. Entonces necesariamente @� = m

para algún m 2 N: Por tanto X =
mS
i=1

�
X � F�i

�
; de manera equivalente

mT
i=1

F�i = ;:

4)) 5) Sea F = fA� : � 2 Ag un �ltro en X; puesto que todas las
intersecciones �nitas de los A� son no vacías, también lo son todas las
intersecciones �nitas de combinaciones de los cl� i (A�) y cl�j (A�) : Sih\

fcl� i (A�) : � 2 Ag
i
\
h\

fcl�j (A�) : � 2 Ag
i
= ;;

entonces la hipótesis 4) asegura la existencia de una subcolección �nita con
intersección vacía; lo cual es contradictorio. Por lo anterior, existe x 2 X que
cumple

x 2
\
fcl� i (A�) : � 2 Ag y x 2

\
fcl�j (A�) : � 2 Ag

lo cual signi�ca que x es � i-punto de acumulación para F , i = 1; 2.
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5)) 6) Puesto que M es un �ltro, éste tiene un elemento x que es � i-punto
de acumulación, i = 1; 2 y como M es maximal, M

� i* x para i = 1; 2:

6)) 5) Dado un �ltro F ; existe un �ltro maximal M , M 7! F , por 5) este
M es � i-convergente a un x para i = 1; 2 y por tanto F tiene en x un punto
que es � i-punto de acumulación, i = 1; 2:

5)) 1) Sea fU� : � 2 Ag una cubierta abierta por pares de X: Supongamos
que no existe alguna subcolección �nita que cubra a X, esto es, que cualquier
subcolección �nita cumple que

S
�2N

U� = ;; para cualquier subconjunto N

�nito. Luego, la familia fX � U� : � 2 Ag es una base de �ltro. Por 5), existe
un x 2 X el cual es � i-punto de acumulación para i = 1; 2, esto es:

x 2
\
fcl� i (X � U�) : � 2 Ag y x 2

\
fcl�j (X � U�) : � 2 Ag: (4.1a)

Separemos A como A = A1 [A2; donde Ai = f� 2 A : F� es � i-cerradog;
i = 1; 2: Con esto (4.1a) puede reescribirse como:

x 2
 \
�2A1

(X � U�)
!
\
 \
�2A2

cl�1 (X � U�)
!

y

x 2
 \
�2A2

(X � U�)
!
\
 \
�2A1

cl�2 (X � U�)
!
;
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así,

x 2
" \

�2A1

(X � U�)
!
\
 \
�2A2

cl�1 (X � U�)
!#

\
" \

�2A2

(X � U�)
!
\
 \
�2A1

cl�2 (X � U�)
!#

;

x 2
" \

�2A1

(X � U�)
!
\
 \
�2A2

(X � U�)
!#

\
" \

�2A1

cl�2 (X � U�)
!
\
 \
�2A2

cl�1 (X � U�)
!#

;

x 2
 \
�2A

(X � U�)
!

\
" \

�2A1

cl�2 (X � U�)
!
\
 \
�2A2

cl�1 (X � U�)
!#

;

luego x 2
\
�2A

(X � U�) 6= ; y por consiguiente,
[
�2A

U� 6= X; lo que

contradice el hecho de cubrir a X:
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Conclusiones

En este trabajo utilizamos diversas herramientas de la matemática
conjuntista para lograr hacer algunas generalizaciones a los espacios
bitopológicos de resultados importantes que se tienen en espacios topológicos,
principalmente sobre resultados que se basan en los axiomas de separación,
así como sobre caracterizaciones de la compacidad.

Kelly en 1963 realizó la generalización del lema de Urysohn con la
normalidad por pares, aquí hemos probado la correspondiente generalización
con la normalidad por pares fuerte. En este contexto podemos garantizar
que para cualesquiera par de conjuntos A � i-cerrado y B � j-cerrado de un
espacio bitopológico (X; � 1; � 2), éstos pueden ser separados por una función
real bicontinua, esto es, existe h : X ! [0; 1] bicontinua con hjA = 0 y
hjB = 1.

También logramos la generalización del Teorema de Kat¼etov con la
normalidad por pares fuerte, en este contexto podemos garantizar la
existencia de una función real h bicontinua entre cualquier par de funciones
reales f � g con f semicontinua superiormente y g semicontinua
inferiormente. Cabe mencionar que las generalizaciones de estos dos
importantes teoremas han sido publicados en el artículo [17] ; con el nombre:
On bicontinuous functions in strongly pairwise normal spaces, en la revista:
Global Journal of Pure and Applied Mathematics.

Finalmente, en cuanto a la compacidad en espacios bitopológicos, hemos
probado cinco caracterizaciones de la compacidad por pares según Fletcher,
mientras que no hemos logrado hacer lo mismo con la compacidad según
Birsan. Por lo tanto, podemos concluir que la compacidad por pares según
Fletcher es la generalización más adecuada del concepto de compacidad en
un espacio topológico.
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PROBLEMAS ABIERTOS: En el transcurso de la actividad de
investigación usualmente van surgiendo preguntas y nuevos problemas, siendo
algunas veces reelevantes para el tema que se está considerando. En nuestro
caso no hay excepción alguna y nos han quedado interrogantes que necesitan
un estudio cuidadoso que nos ayude a ver la luz que nos permita asegurar de
si se trata de trivialidades disfrazadas o de problemas delicados que puedan
ser denominados abiertos, dado que su solución sería de gran interés para
el tema en cuestión. En esta tarea de investigación tenemos dos problemas
abiertos: uno es las caracterizaciones de la compacidad por pares fuertemente
y el impacto que puedan tener en la generación de nuevos resultados y
otro problema es la aplicación de los resultados obtenidos en los espacios
de complejidad de algoritmos, ya que estos son casos particulares de espacios
bitopológicos y actualmente están siendo ampliamente estudiados.
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