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RESUMEN

Debido a la existencia de confirmaciones experimentales de que los cuerpos ŕıgidos porosos pueden poseer

propiedades de escalamiento fractal sobre un rango amplio de longitudes de escala, el modelado f́ısico y ma-

temático de los fenómenos de transporte sobre medios fractales ha tenido mayor interés en los últimos años.

Por lo que, el presente trabajo tiene como objetivo principal contribuir al desarrollo del modelado referido y

para ello primeramente se hace uso de las ecuaciones de continuidad, de transporte (ecuación de Darcy) y de

estado (fluidos ligeramente compresibles) para mostrar los pasos de la obtención de la ecuación de difusión

de presión (reproducción del resultado reportado en [14, 15], acto seguido, se obtiene el sistema de ecuacio-

nes fundamentales de la ecuación diferencial fraccionaria de presión transitoria de un flujo fractal continuo

tridimensional por medio de la aplicación del Método del Elemento Finito para un elemento tetraédrico li-

neal, partiendo del hecho de que se puede tratar a un sistema fractal (un medio poroso o fracturado) como

un sistema continuo por medio de un conjunto de funciones de transformación, teniendo en cuenta que lo

anterior forma parte de un modelo auto-consistente de un continuo fractal basado en operadores diferenciales

fraccionarios locales en términos de operadores diferenciales usuales. Esto con el fin de aterrizar las teoŕıas

desarrolladas en hidrodinámica fraccionaria a problemas prácticos de la ingenieŕıa en la modelación de la

mecánica de fluidos y en los fenómenos de transporte a través de medios porosos.

Para lograr dicho objetivo se recopiló información acerca de los modelos que hacen uso de la geometŕıa

fractal y del cálculo fraccionario con el fin de explicar y describir fenómenos naturales que presenten carac-

teŕısticas fractales en un intervalo de longitudes de escala conocidos como pre-fractales, elaborando un marco

teórico para futuras referencias.

Debido a que el uso de los algoritmos que se encuentran en los programas de diversos softwares, como

son ANSYS o COMSOL, tienen sus bases en el cálculo ordinario, se espera que al aplicar estos nuevos

resultados (cálculo fraccional en el continuo fractal) a la simulación computacional se puedan obtener mejores

descripciones a problemas más complejos.
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ASPECTOS PRELIMINARES

Planteamiento del Problema

Haciendo uso de la ecuación de balance de masa y de la generalización de la ley de Darcy se obtiene la

ecuación de difusión de presión para un flujo fractal continuo anisotrópico tridimensional, que es una ecuación

diferencial parcial no lineal, misma que, debido a la complejidad y al fuerte impacto potencial que tiene en

la ingenieŕıa y la modelación computacional de la mecánica de fluidos, a falta de una solución anaĺıtica, se

pretende realizar el proceso de discretización de la ecuación referida empleando para tal fin el Método del

Elemento Finito auxiliándonse del uso de una geometŕıa de tipo tetraédrica lineal.

Justificación

Existen confirmaciones experimentales de que los cuerpos ŕıgidos porosos pueden poseer propiedades de

escalamiento fractal sobre un amplio rango de longitudes de escala, sin embargo, debido a la complejidad

intŕınseca de la geometŕıa, el modelado matemático del transporte sobre fractales no ha sido bien desarrollado

como en el caso del continuo Euclidiano. Por lo que, existe la necesidad de modelos más rigurosos y precisos

para describir y/o predecir los fenómenos de transporte en un medio poroso. En ese sentido en el presente

trabajo se busca contribuir a la solución de problemas relacionados con el análisis de transitorios de presión

de fluidos provenientes de medios fractales, cabe señalarse que, hasta el momento las simulaciones reportadas

en la literatura y programadas en los softwares comerciales no han incluido otro tipo de geometŕıa que no

sea la euclidiana, por lo tanto, es importante la realización del presente trabajo ya que por primera vez se

toma en cuenta la geometŕıa real involucrada, misma que no es euclidiana sino fractal.

Hipótesis

Basados en el hecho de que se puede tratar a un sistema fractal (un medio poroso o fracturado) como un

sistema continuo por medio de un conjunto de transformaciones adecuadas, es decir, pasar de un material

poroso a un material sin huecos, y teniendo en cuenta que lo anterior forma parte de un modelo auto

consistente de un continuo fractal basado en operadores diferenciales fraccionarios locales en términos de

operadores diferenciales usuales, se supone que es posible realizar el proceso de discretización de la ecuación

de presión transitoria para un flujo fractal continuo, siguiendo la metodoloǵıa tradicional del MEF para

problemas de transitorios y poder escribir el sistema fundamental de ecuaciones del MEF para el caso presente.
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Objetivo General

Obtener el sistema de ecuaciones fundamentales de la ecuación diferencial fraccionaria de presión transi-

toria de un flujo fractal continuo tridimensional por medio de la aplicación del Método del Elemento Finito

para un elemento tetraédrico lineal y su respectiva solución (numérica o anaĺıtica según sea el caso).

Objetivo Espećıfico

1. Enriquecer los conocimientos adquiridos en mecánica de fluidos para comprender y asimilar la teoŕıa

de los Modelos Pre-Fractales aplicados a los flujos a través de medios porosos.

2. Desarrollar la ecuación del transiente de presión en términos de operadores del cálculo ordinario.

3. Aplicar el MEF tradicional, con un elemento tetrédrico lineal, aprendido en los cursos básicos en los

estudios profesionales, a la ecuación de transiente de presión obtenida anteriormente.

4. Resolver anaĺıticamente (o numéricamente, sea el caso) los procesos de integración que resulten para el

sistema de ecuaciones fundamentales obtenidas.

5. Obtener el sistema fundamental de ecuaciones de un elemento finito tetraédrico.
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Introducción

El flujo de fluidos, aśı como la distribución de masa y el transporte de calor a través de medios porosos y

fracturados, se produce en diversas ramas de la ingenieŕıa y de la ciencia [1, 2, 3]. Principalmente, es de

especial interés aquellos procesos que ocurren en los yacimientos naturalmente fracturados, ya que dentro de

los huecos de poros, fracturas, canales, cavidades y otros espacios no sólidos de las formaciones geológicas

se desarrollan diversos procesos como el movimiento de fluidos, solutos (especies qúımicas) y calor [3]. Sin

embargo, el estudio del flujo de fluidos en medios porosos se encuentra limitado debido a la complejidad

matemática que pueda presentarse al tratar casos complejos, estas limitaciones están impuestas tanto a las

caracteŕısticas del fluido, restringiéndolo a ser homogéneo, como a la naturaleza del medio poroso, forzado

por conveniencia a ser continuo, comunicado y homogéneo [4, 5]. Pese a que las ecuaciones de Navier-Stokes

son fundamentales para describir la dinámica de fluidos más usuales, no son de aplicación inmediata para

describir la dinámica del flujo a través de estos medios, pues el fluido avanza por los huecos de la estructura

(o matriz) sólida y es preciso tener en cuenta la geometŕıa compleja y la resistencia ofrecida [6].

Un modelo estándar para caracterizar las propiedades hidráulicas de los medios porosos se encuentra en

las pruebas de presión [7], las cuales se utilizan ampliamente para analizar y pronosticar el desempeño tanto

de depósitos de petroleo [8, 9] como de mantos acúıferos [3] aśı como de cualquier yacimiento naturalmente

fracturado [10]. El objetivo central de las pruebas transitorias de presión, es la caracterización del sistema

yacimiento-pozo. Entre los parámetros estimados más comunes se tienen la permeabilidad y porosidad, la

presión promedio en el área de drene, la detección de heterogeneidades, el grado de comunicación entre

zonas del yacimiento, la determinación del estado de flujo del pozo, el volumen poroso del yacimiento, las

caracteŕısticas de una fractura que intersecta el pozo, la estimación de condiciones de entrada de agua, la

estimación del avance del frente de desplazamiento en procesos de inyección, la determinación de daño por

penetración parcial, perforaciones, entre otros [11].

Las pruebas transitorias de presión parten del estudio de la ecuación de difusividad, la cual es una

combinación de la ecuación de continuidad, la ecuación de transporte (ecuación de Darcy) y una ecuación de

estado (fluidos ligeramente compresibles), lo que da como resultado un ecuación diferencial parcial [13, 14].

Esta ecuación diferencial requiere de dos condiciones de frontera, una condición interna (de pozo) y una

condición externa (de frontera de flujo), aśı como una condición inicial. Generalmente, las condiciones de

frontera interna que se emplean son de producción o gasto constante o a presión constante, y las de frontera

externa son de comportamiento infinito, cerrado o a presión constante [11].

Sin embargo, dada la gran irregularidad que ofrece la matriz sólida, el análisis del flujo según las leyes

clásicas de los fluidos con la interacción fluido-estructura resulta un tanto compleja, planteando aśı una nueva
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problemática dentro de la mecánica de fluidos: hallar un procedimiento alternativo que permita describir de

forma eficaz tales flujos [4]. Por lo que en [14, 15], tomando en cuenta la formidable estructura de los medios

naturales porosos, se propuso un modelo auto-consistente, tomando conceptos útiles de escala de la geometŕıa

fractal para cuantificar el transporte de fluidos en medios fractalmente permeables, llevando el estudio de

los medios porosos a diferentes enfoques dirigidos a problemas relacionados al flujo de fluidos en depósitos

fractales. En dicho modelo se trabaja con un flujo fractal discontinuo ΦD en un medio fractalmente permeable

como un flujo continuo fractal Φ3
D ⊂ E3, el cual esta descrito dentro de un marco continuo, desarrollando de

esta manera un modelo del flujo continuo fractal que hace uso de operadores fraccionarios locales en términos

de operadores convencionales. Una vez aplicado el modelo al medio poroso se derivan las leyes de conservación

fundamentales aśı como la ecuación de difusión para un flujo fractal continuo. Cabe destacar que el marco

geométrico del continuo fractal es el espacio euclidiano con una métrica fractal definida.

En la presente investigación, considerando el flujo continuo hidrodinámico y la topoloǵıa del flujo fractal,

se emplea el método del elemento finito para dar una solución aproximada a la ecuación de un transiente de

presión para un flujo fractal continuo anisotrópico tridimensional empleando elementos finitos tetraédricos

lineales. Para esto se presenta el trabajo de la siguiente manera: En el Capitulo 1 se muestran las carac-

teŕısticas y propiedades de los fractales, aśı como el desarrollo del modelo de medios continuo para medios

fractales realizados por Vasily E. Tarasov [17, 18, 19] y Martin Ostoja-Starzewski [20, 21, 22]. También se

presenta la formulación del Método del Elemento Finito, sus caracteŕısticas y las funciones de interpolación

para un elemento tetrédrico lineal. En el Capitulo 2 se incluye la teoŕıa clásica de la mecánica de fluidos

presentando las leyes de conservación de masa, de momento y de enerǵıa, además de presentar las propiedades

fractales de los medios porosos y como son abordados a partir de la mecánica de fluidos computacional.

En el Capitulo 3 se generaliza el concepto de flujo fractal continuo propuesto y desarrollado por Balankin

tomando en cuenta la topoloǵıa y la dinámica (no trivial) del continuo fractal, presentando el cálculo vectorial

fractal, con los operadores diferenciales fraccionarios locales asociados con la derivada de Hausdorff y las

formas generalizadas de los teoremas de Green-Gauss y Kelvin-Stokes. Además de mostrar el Jacobiano

fraccionario para el flujo continuo fractal, la derivada material de Hausdorff y el teorema del transporte de

Reynolds para el flujo continuo fractal. Se establecen las leyes fundamentales de conservación y se definen

la distribución de presión gravitacional y la distribución de presión hidrostática en el continuo fractal. Se

trabaja con el análogo de la ley de Darcy y se deriva la ecuación de difusión para el estudio de pruebas

de presión transitoria. En el Capitulo 4 se aplica el Método del Elemento Finito a la ecuación de presión

transitoria para un flujo fractal continuo anisotrópico tridimensional abordando la ecuación diferencial de tres

formas diferentes, llegando al mismo sistema de ecuaciones elementales para un elemento tetraédrico lineal.

Resumiendo y resaltando todo los puntos importantes y algunas conclusiones del trabajo en el Capitulo

5.

2



Caṕıtulo 1

Marco Teórico

El flujo a través de medios porosos es un tema que se encuentra en muchas ramas de la ingenieŕıa y la

ciencia, por ejemplo, la hidroloǵıa del agua subterránea, la ingenieŕıa de yacimientos, la ciencia del suelo, la

mecánica del suelo y la ingenieŕıa qúımica [1, 2, 3]. Su estudio se puede clasificar en tres peŕıodos importantes.

En la primera época, siglo XVIII, se desarrollaron los principios de la mecánica, se fundó la teoŕıa de los

fluidos ideales y se estableció el concepto de fracción de volumen. En la epoca clásica, siglo XIX, se derivó la

elasticidad lineal, se obtuvieron las leyes fundamentales de la mecánica continua y la termodinámica, las

cuales no son independientes del desarrollo de la teoŕıa de los medios porosos, además se proporcionó el

término de plasticidad y se desarrolló la teoŕıa de la mezcla. Durante el último siglo se ha visto el comienzo

de la era moderna. En el peŕıodo comprendido entre 1910 y 1960 se realizaron los primeros intentos de aclarar

la interacción mecánica entre ĺıquidos y gases con los sólidos ŕıgidos porosos [25].

Sin embargo a pesar de todos los modelos propuestos, la teoŕıa de los medios porosos aun no se encuentra

bien desarrollada, abriendo paso a la elaboración de nuevos modelos [26, 27, 28]. Dentro de estos se encuentran

los modelos que hacen uso de conceptos y propiedades de la geometŕıa fractal, llamando a los medios porosos,

que cuentan con propiedades de escalamiento fractal, como objetos Pre-Fractales [29, 30, 31]. Mostrando en

este caṕıtulo algunas de las propiedades de los fractales, aśı como algunos ejemplos. También se realizó una

recopilación de algunos de los modelos para medio fractales llevados a cabo por Tarasov y Ostoja, siendo

trabajos precursores al modelo propuesto por Balankin. Además de presentar la formulación del Método del

Elemento Finito desarrollando las funciones de interpolación para un elemento tetraédrico lineal.

1.1. Geometŕıa Fractal

La geometŕıa fractal es una rama de las matemáticas que abrió camino al estudio de objetos geométricos

complejos conocidos como monstruos matemáticos. El matemático francés Benoit B. Mandelbrot asoció a

estos monstruos, del siglo pasado, el nombre de fractales en su trabajo “La geometŕıa fractal de la naturale-

za”[32] donde lo describió como una figura geométrica fragmentada que puede ser subdividida en partes, cada

una de las cuales es una copia reducida en tamaño del original. La palabra fractal se deriva del lat́ın Fractus

que significa fracturado y se le atribuyen las siguiente caracteŕısticas:

• Es demasiado irregular para ser descrito en términos geométricos tradicionales.

• Es autosimilar, su forma es hecha de copias más pequeñas de la misma figura.

3



• Su dimensión de Hausdorff-Besicovitch es estrictamente mayor que su dimensión topológica.

• Se define mediante un simple algoritmo recursivo.

Sin embargo, estas propiedades por si solas no describen todos los objetos que debeŕıan ser considerados

como fractales, por lo que se usarán todas las propiedades anteriores para describirlos.

La geometŕıa fractal no solamente es una idea abstracta, si no que se les puede asociar los objetos de la

naturaleza, los cuales a menudo tienen propiedades fractales [32, 33, 34, 35]. Por esta razón el concepto fractal

se ha empezado a usar para aproximarse más a la realidad y modelar dichos objetos naturales en lugar de

usar las geometŕıas euclidianas. Algunos objetos con propiedades fractales podŕıan ser árboles, nubes, lineas

costeras, montañas, rayos, entre algunos otros más.

En general, los sistemas fractales se dividen en dos clases: La primera clase contiene aquellos sistemas

cuya morfoloǵıa exhibe propiedades fractales, fractales geométricos. En la segunda clase están aquellos

sistemas cuya dinámica posee propiedades fractales, fractales dinámicos, como unicamente se tomará en

cuenta la morfoloǵıa del fractal, se concentrá solamente en ellos [30]. Para estudiar estos conjunto fractales es

necesario introducir conceptos como la dimensión Euclidiana, la dimensión Topológica, la dimensión Fractal

y el concepto de autosimilaridad, las cuales conducen a las dimensiones enteras y fraccionarias.

Dimensión

El concepto de dimensión está asociado a las Figuras geométricas de Euclides por lo que la dimensión

euclidiana dE es simplemente el número de coordenadas necesarias para especificar el objeto, por ejemplo

la dimensión de un punto es cero; la linea tiene dimensión uno; la dimensión del plano es dos; la dimensión

de un cubo sólido es tres.

La dimensión topológica dT considera principalmente la forma del objeto. La topoloǵıa hace referencia

a la manera en que los objetos pueden ser distorsionados de una forma u otra sin perder sus caracteŕısticas

esenciales, i.e., la dimensión topológica es la misma bajo cualquier transformación del objeto. La dimensión

topológica se puede definir de forma sencilla por dT = dcorte + 1. Donde dcorte es la dimensión de corte, la

cual es la dimensión con que corta el espacio con el que se desea calcular su dimensión topológica [12]. Existen

5 dimensiones topológicas, que son: conjunto vaćıo (dT = −1), un punto (dT = 0) una linea (dT = 1), un

plano (dT = 2) y un volumen (dT = 3).

Sin embargo, la dimensión caracteŕıstica de un fractal es su Dimensión fractal Df que es por lo general

una dimensión no-entera, mayor que su dimensión topológica dT y menor que su dimensión euclidiana dE .

La cual se puede definir de las siguientes maneras [30, 32]:

I. Cubriendo el sistema fractal por hiperesferas d-dimensionales que no se traslapan de radio euclidiano

R, se cuenta el número de tales esferas N(R) que son requeridas, para tal sistema fractal el número de

esferas de radio R que lo cubren se relaciona con el tamaño de las mismas con la expresión del tipo ley
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de potencias:

N(R) ∼ R−D, (1.1)

Donde (N(R)) es un número adimensional que disminuye conforme R crece. La ecuación (1.1) se puede

reescribir de la siguiente forma

D =
lnN

ln(1/R)
, (1.2)

aśı, para objetos euclidianos tales como lineas, planos o esferas se tiene N(R) ∼ R−1, R−2 y R−3

respectivamente, y su dimensión fractal efectiva coincide con la dimensión euclidiana.

II. La otra manera es considerando un segmento de un sistema fractal de dimensión lineal L, luego estudiar

su volumen V (L) cuando varia L. Si V (L) se calcula cubriendo el sistema por esferas de radio unitario,

entonces V (L) = N(L), en donde N es el número de tales esferas requeridas para cubrir el sistema.

Para un sistema fractal uno tiene que

N(L) ∼ LD, (1.3)

se debe tener en cuenta que, con esta definición, impĺıcitamente se asume la existencia del corte inferior

y superior para el comportamiento fractal del sistema, esto es, los radios de las hiperesferas (el corte

inferior) y el tamaño lineal L del sistema (el corte superior). Calculando D utilizando la ecuación (1.3)

se conoce como el Método box-counting [33, 34, 35].

Autosimilitud

Según B. Mandelbrot, un objeto es autosimilar o autosemejante si sus partes tienen la misma forma o

estructura que el todo, aunque pueden presentarse a diferentes escalas y pueden estar ligeramente deformadas.

Los fractales pueden presentar 2 tipos de autosimilitud:

• Autosimilitud exacta. Este es el tipo más restrictivo de autosimilitud: exige que el fractal parezca

idéntico a diferentes escalas. A menudo se encuentran en fractales definidos por sistemas de funciones

iterada.

• Autosimilitud estad́ıstica. Es el tipo más débil de autosimilitud, se exige que el fractal tenga medidas

numéricas o estad́ısticas que se preserven con el cambio de escala. Los fractales aleatorios son ejemplos

de fractales de este tipo [32].

1.1.1. Fractales Geométricos

Algunas estructuras fractales son consecuencia simplemente de un proceso iterativo que consta de un

iniciador (estado inicial) y un generador (operación iterativa). En un fractal geométrico la parte es una copia

de la totalidad, es decir, la estructura del fractal se repite en cualquier escala de longitud, lo que implica que

el sistema tiene autosimilud exacta y de escala invariante. Algunos sistemas de este tipo son: el conjunto de

Cantor, la Curva de Koch, la carpeta de Sierpinski y la esponja de Menger, entre otros [32, 36].
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El conjunto de Cantor

El conjunto de Cantor básico es un conjunto infinito de puntos dentro de un intervalo unitario [0, 1]. Se

construye de modo recursivo dando los siguientes pasos:

1. El primer paso es tomar el intervalo [0, 1].

2. El segundo paso es quitarle su tercio interior, es decir el intervalo abierto (1/3; 2/3).

3. El tercer paso es quitar a los dos segmentos restantes sus respectivos tercios interiores, es decir los

intervalos abiertos (1/9; 2/9) y (7/9; 8/9)

4. Los pasos siguientes son idénticos: quitar el tercio de todos los intervalos que quedan. El proceso no

tiene fin.

Figura 1.1: Primeros pasos de la construcción del conjunto de Cantor

La curva de Koch

Primero se toma un segmento, se lo divide en tres partes iguales, se reemplaza la parte central por dos

partes de igual longitud haciendo un ángulo de 60o. Luego, con los cuatro segmentos, se procede de la misma

manera, lo que da lugar a 16 segmentos más pequeños en la segunda iteración. y aśı sucesivamente. La figura

representa las primeras seis etapas de la construcción.

Figura 1.2: Primeros 6 pasos de la construcción de la curva de Koch

Si se considera de nuevo la primera figura, es posible notar que para pasar de una linea a la siguiente se

remplaza tres segmentos por cuatro de igual longitud, o sea que la longitud total es multiplicada por 4/3.

Después de n pasos iterativos en la construcción recursiva la longitud de la curva es 3(4/3)n, el ĺımite de la

sucesión geométrica anterior de razón 3/4 es infinito, lo que significa que la figura final tiene una longitud

infinita (lo que Mandelbrot denomina infinito interno).
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La carpeta de Sierpinski

La alfombra de Sierpinski es un conjunto fractal descrito por primera vez por Waclaw Sierpinski en 1916.

Constituye una generalización a dos dimensiones del conjunto de Cantor. Su dimensión fractal es Df =

log8/log3 ≈ 1,892789.... La construcción de la alfombra de Sierpinski se define de forma recursiva:

1. Se comienza con un cuadrado

2. El cuadrado se corta en 9 cuadrados congruentes, y eliminamos el cuadrado central.

3. El paso anterior vuelve a aplicarse recursivamente a cada uno de los 8 cuadrados restantes.

[h]

Figura 1.3: Primeros pasos de la construcción de la carpeta de Sierpinski

La esponja de Menger

La esponja de Menger es un conjunto fractal descrito por primera vez en 1926 por Karl Menger mientras

exploraba el concepto de dimensión topológica. Al igual que la alfombra de Sierpinski constituye una genera-

lización bidimensional del conjunto Cantor, esta es una generalización tridimensional de ambos. Su dimensión

fractal es Df = log20/log3 ≈ 2,7268.... La esponja tiene una superficie infinita y al mismo tiempo encierra

un volumen cero. La construcción de la esponja de Menger se define de forma recursiva:

1. Se comienza con un cubo.

2. Se divide cada cara del cubo en 9 cuadrados. Esto subdivide el cubo en 27 cubos más pequeños, como

le sucede al cubo de Rubik.

3. Se eliminan los cubos centrales de cada cara (6) y el cubo central (1), dejando solamente 20 cubos.

4. Se repiten los pasos 1, 2 y 3 para cada uno de los veinte cubos menores restantes.

Figura 1.4: Primeros pasos de la construcción de la esponja de Menger
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1.1.2. Pre-Fractales

Figura 1.5: Corte inferior (R) y corte superior (L) del compor-

tamiento fractal de un sistema.

Los sistemas naturales que exhiben propiedades frac-

tales normalmente pierden su fractalidad en escalas

de longitud suficientemente pequeñas o suficiente-

mente grandes, es decir, existen piezas del sistema

por encima de una cierta escala de longitud (esca-

la de corte inferior para la fractalidad del sistema)

que puede ser ampliada para recuperar la estructu-

ra del sistema hasta otra escala de longitud (escala

de corte superior para su fractalidad), estos sistemas

naturales son conocidos como Pre-fractales [30, 31].

Desde el punto de vista puramente matemático,

las estructuras o patrones en los yacimientos natu-

ralmente fracturados no son fractales porque no completan los requerimientos fundamentales de la fractalidad:

No son autosimilares en un rango de escala infinito. En contraste con los patrones fractales matemáticos, las

estructuras geológicas presentan un comportamiento aleatorio causado por la falta de homogeneidad del ma-

terial y por la interacción de los diferentes procesos naturales. Como consecuencia se tienen tres propiedades

principales que son geológicamente significativas [31]

1. Las estructuras geológicas tienen diferentes cortes de escalamiento a lo largo del medio.

2. Las estructuras naturales no son homogéneas.

3. La estructuras naturales son diferentes dependiendo de su dirección (anisotroṕıa).

Dentro de las propiedades que se pueden encontrar en los fractales naturales se encuentran:

El escalamiento de propiedades de una estructura rocosa, la cual no es constante en varios ordenes de

magnitud. La autosimilaridad de los patrones naturales puede variar dependiendo de la escala por lo que una

fractalidad diferente en escalas diferentes es regular y no un excepción. El escalamiento es una caracteŕıstica

fundamental en los materiales, por ejemplo, los granos de mineral y un aglomerado del mismo poseen diferente

fractalidad. Sin embargo, existen estructuras auto-similares en varios órdenes de magnitud. Espećıficamente,

la fractalidad de patrones de fractura puede ser constante desde miĺımetros hasta algunos kilómetros. La

razón de esto aún es desconocida y solo se especula que tienen que ver ciertas caracteŕısticas del campo de

esfuerzos.

La inhomogeneidad es una caracteŕıstica de las estructuras rocosas, consecuencia de varios procesos.

Por lo tanto, los estudios para la inhomogeneidad deben ser una parte integral de la cuantificación de la

estructura. Una roca pequeña y sus patrones tienden hacia la inhomogeneidad, y en consecuencia, ganan

homogeneidad con el incremento de tamaño. La cuantificación de los patrones cerca al tamaño de pequeñas
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fracturas depende de en donde son colocados la ĺınea, el área o el volumen de análisis con respecto a las

porciones del patrón. Esto significa a su vez que el patrón se vuelve inhomogéneo a su limite de resolución

más baja. Por otro lado un patrón homogéneo se puede volver inhomogéneo a una escala mayor.

La inhomogeneidad con respecto a la escala significa que las sub-estructuras pueden mostrar diversas

dimensiones fractales o incluso pueden no ser un fractal. La deformación es un proceso fluido y por lo tanto

direccional, en consecuencia, la deformación deja estructuras anisotrópicas que pueden proveer información

importante sobre el proceso de la formación de la estructura.

1.2. Modelo del Medio Continuo para un Medio Fractal

Se entiende por Medio Continuo un conjunto infinito de part́ıculas que va a ser estudiado macroscópicamen-

te, es decir, sin considerar las posibles discontinuidades existentes en el nivel microscópico. En consecuencia,

se admite que no hay discontinuidades entre las part́ıculas y que la descripción matemática de este medio y

de sus propiedades se puede realizar mediante funciones continuas [37].

En general, el medio fractal no se puede considerar como un medio continuo debido a la existencia de

puntos y dominios que se encuentran vaćıos. Estos dominios, para medios fractales reales, son mejor conocidos

como poros. Sin embargo, podemos considerar el medio fractal como un medio continuo para escalas mucho

más grandes que el valor medio del tamaño de poro Rp. Este modelo del medio continuo se desarrollo en [17]

por Tarasov, del cual se mostraran algunas de sus caracteŕısticas.

Considerando una región WA del medio fractal en un espacio euclidiano tridimensional E3, donde A es

el punto medio, V (WA) el volumen, M(WA) la masa de esta región y ρ̄(WA) la densidad de masa promedio

definida por

ρ̄(WA) =
M(WA)

V (WA)
,

el medio fractal está caracterizado por las siguientes propiedades:

(1) Fractalidad: Significa que la masa de este medio en cualquier región del espacio euclidiano E3 se

incrementa más lentamente que el volumen de esta región, en otras palabras “para todas las regiones

WA y WB en el medio fractal tal que WA ⊂ WB y V (WA) < V (WB), se tiene que densidad de masa

promedio correspondiente satisface la desigualdad ρ̄(WA) > ρ̄(WB)”[17], i.e.,

WA ⊂WB , V (WA) < V (WB)⇒ ρ̄(WA) > ρ̄(WB). (1.4)

(2) Homogeneidad: Los medios fractales son llamados homogéneos si la siguiente propiedad se satisface:

“Para todas las regiones WA Y WB del medio fractal homogéneo tal que los volúmenes sean iguales

V (WA) = V (WB), las densidades promedio de estas regiones son también iguales ρ̄(WA) = ρ̄(WB)”,

i.e.,

V (WA) = V (WB) ⇒ ρ̄(WA) = ρ̄(WB). (1.5)
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El medio fractal es llamado un medio fractal homogéneo si el valor de la densidad promedio de la región

no depende en la traslación de esta región. Considerando esta propiedad, una amplia clase de medios

fractales satisface la propiedad de homogeneidad, en muchos casos, se puede considerar el medio poroso,

poĺımeros, agregados coloidales, y aerogeles como medios fractales homogéneos [17].

Es posible generalizar la propiedad de fractalidad (1.4) para medios fractales homogéneos. Tomando dos

regiones del medio fractal, las cuales satisfacen la condición WA ∩WB = 0, se tiene la siguiente propiedad:

“Para todas las regiones WA y WB del medio fractal homogéneo en el espacio euclidiano E3 que satisface la

desigualdad V (WA) < V (WB), las densidades promedio están conectadas por la desigualdad ρ̄(WA) > ρ̄(WB).

1.2.1. Densidad Local del Medio Fractal

En muchos casos, el medio esta descrito por ecuaciones con integración entera. Sin embargo, esta descripción

puede ser incorrecta para medios fractales. Por ejemplo, la masa del medio se deriva mediante la ecuación

M(W ) =

∫
W

ρ(r)d3r. (1.6)

Describiendo la densidad local ρ(r) como una función uni-valuada, entonces no se puede usar la ecuación

(1.6) con la integral entera para el medio fractal homogéneo [17]. Y como resultado, las propiedades de

fractalidad y homogeneidad del medio no se pueden satisfacer simultáneamente por la ecuación (1.6).

Con el fin de satisfacer estas propiedades, se usa la generalización de (1.6) tal que las propiedades de

fractalidad y homogeneidad se puedan ver en la forma[17]

(1) Fractalidad: La masa de la región W del medio fractal obedece una relación de la ley de potencias

M(W ) = M0

((
V (WA)

Rp

)1/3
)D

, (1.7)

donde D < 3.

(2) Homogeneidad: La densidad local del medio fractal homogéneo es invariante a traslaciones y su valor

tiene la forma

ρ(r) = ρ0 = const. (1.8)

Trabajando de esta manera, en lugar de (1.6), con la ecuación

M(W ) =

∫
W

ρ(r)dµD(r),

donde µD es una nueva medida del espacio E3. Usando la ecuación (1.8), se tiene

M(W ) = ρ0

∫
W

dµD(r) = ρ0VD(W ),

donde VD(W ) es el volumen de la región W . Por lo tanto se obtiene que el medio fractal homogéneo está des-

crito por el espacio de medida (E,µ) tal que

VD(W ) =
ρ0

M0

(
V (W )

Rp

)D/3
,
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donde V (W ) es el volumen usual de la región W , i.e., tenemos VD(W ) ∼ (V (W ))D/3.

1.3. Homogeneización del medio fractal por medio de la

regularización Dimensional

1.3.1. Ley de Potencia de masa y el producto de la medida

La aproximación básica para homogeneizar del medio fractal por un continuo fue realizado por Tarasov,

donde la masa obedece la ley de potencia

m(R) ∼ RD, D < 3, (1.9)

con R siendo la longitud de escala de medida (o resolución) y D la dimensión fractal de masa. Notar que la

relación (1.9) se puede aplicar a un pre-fractal, i.e., a un objeto fractal f́ısico con cortes de autosimilaridad

superior e inferior. Más espećıficamente, Tarasov uso una integral para representar la masa en una región W

inmersa en el espacio euclidiano tridimensional E3 como:

m(W ) =

∫
W

ρ(R)dVD =

∫
W

ρ(R)c3(D,R)dV3, (1.10)

donde usando la integral fraccionaria de Riesz, definió los coeficientes de transformación, c3(D,R), c2(d,R)

y c(D, d,R) de la siguiente manera

c3(D,R) =|R|D−3 23−DΓ(3/2)

Γ(D/2)

c2(d,R) =|R|d−2 22−d

Γ(d/2)

c(D, d,R) =c−1
2 (D,R)c2(d,R),

(1.11)

donde Γ(α) es la función gamma. Con estas funciones de transformación, usó los siguientes operadores (o

derivadas generalizadas):

∇Dk f = c−1
3 (D,R)

∂

∂xk
[c2(d,R)f ] ≡ c−1

3 (D,R)∇k [c2(d,R)f ] ,(
d

dt

)
D

f =
∂f

∂t
+ c(D, d,R)vk

∂f

∂xk

(1.12)

Las primera y segunda igualdades de (1.10), involucran una integral fraccionaria (integral fraccionaria de

Riesz) y una integral convencional. En (1.10) el coeficiente c3(D,R) provee una transformación entre las dos

integrales, dVD es un elemento de volumen infinitesimal en el espacio fractal, y dV3 es el volumen infinitesimal

en E3. Notar que la expresión (1.10) expresa la idea de una regularización dimensional en f́ısica teórica. Para

una función f(x) este procedimiento es representado por∫
W

f(x)dDx =
2πD/2

Γ(D/2)

∫ ∞
0

f(x)xD−1dx. (1.13)
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Esto es, se comienza con un objeto fractal inmerso en E3, cuya dimensión espacial es diferente de 3 pero

es algún número real 2 < D < 3. Lo mismo se hace con la superficie del objeto, el cual tiene su propia

dimensión fractal d, con d no necesariamente igual a D− 1. Una vez hecha esta aproximación, se escriben las

leyes de conservación las cuales involucran integrales de volumen y superficiales sobre el objeto fractal.

Sin embargo, la formulación anterior tiene los siguiente inconvenientes:

1. Involucra una derivada fraccionaria del lado-izquierdo (Riemann-Liouville), la cual, cuando opera sobre

una constante, no es generalmente cero.

2. La ecuación obtenida de la derivación mecánica de la ecuación de onda es diferente a la obtenida de la

derivación variacional.

3. La ecuación de onda tridimensional no se reduce a la ecuación de onda unidimensional.

4. Esta limitado a medios isotrópicos.

Debido a estos inconvenientes fue necesario el desarrollo de una nueva formulación. Esta nueva formulación

toma en general medios anisotrópicos, el medio fractal por lo tanto se encuentra gobernado por una relación de

la ley de potencia más general que (1.9) con respecto a cada coordenada (la cual fue originalmente reconocida

por Tarasov)

m(L1, L2, L3) ∼ Lα1
1 Lα2

2 Lα3
3 . (1.14)

Entonces la masa esta definida por el producto de la medida

m(W ) =

∫
W

ρ(x1, x2, x3)dlα1
(x1)dlα2

(x2)dlα3
(x3), (1.15)

mientras la medida de longitud a lo largo de cada coordenada esta dada a través de los coeficientes de

transformación c
(k)
1 (donde k = 1, 2, 3 son supeŕındices que indican que eje representan)

dlαk(xk) = c
(k)
1 (αk, xk)dxk, k = 1, 2, 3 (1.16)

La ecuación (1.14) implica que la dimensión de masa fractal D = α1 +α2 +α3 a lo largo de las diagonales

|x1| = |x2| = |x3|, donde cada αk juega el rol de una dimensión fractal en la dirección xk. Sin embargo en

otras direcciones la dimensión fractal del cuerpo fractal anisotrópico no es necesariamente la suma de las

dimensiones fractales proyectadas.

1.3.2. Producto de la medida

En el desarrollo de algunos de los modelos para explicar el comportamiento de los Pre-fractales, en los trabajos

[22, 39] se desarrolló el producto de la medida de relaciones fraccionarias, con el fin de empezar a trabajar

con un espacio entero en lugar de espacios fraccionarios. Empezando con la relación (1.16) lo cual implica

que el elemento de volumen fractal infinitesimal, dVD, esta dado como:

dVD = dlα1(x1)dlα2(x2)dlα3(x3) = c
(1)
1 c

(2)
1 c

(3)
1 dx1dx2dx3 = c3dV3

con c3 = c
(1)
1 c

(2)
1 c

(3)
1

(1.17)

12



Para el coeficiente de transformación superficial c
(k)
2 , se considera un elemento de volumen cubico, dV3 =

dx1dx2dx3, donde sus elementos de superficie están caracterizados por el vector normal a lo largo de los ejes

i, j o k. Por lo tanto c
(k)
2 asociado con la superficie S

(k)
d es:

c
(k)
2 = c

(i)
1 c

(j)
1 =

c3

c
(k)
1

, i 6= j, i, j 6= k (1.18)

La suma d(k) = αi + αj , i 6= j, i, j 6= k, es la dimensión fractal de la superficie S
(k)
d a lo largo de las

diagonales |xi| = |xj | en S
(k)
d . Esta igualdad no es necesariamente verdadera, pero se espera que se mantenga

para fractales que se encuentren en la practica.

En el trabajo [20] se optó por usar la integral fraccionaria de Riemann-Liouville de Jumarie para la

obtención de los coeficientes c
(k)
1 ,

c
(k)
1 = αk

(
lk − xk
lk0

)αk−1

, k = 1, 2, 3 (1.19)

donde lk es la longitud total a lo largo del eje xk y lk0 es la longitud caracteŕıstica en la dirección dada, como

el tamaño de poro medio. En la formulación del producto de la medida, la resolución de la longitud de escala

es: R
√
lklk. En este mismo trabajo se consideran dos casos especiales:

I. Masa Uniforme: La masa esta distribuida isotrópicamente en una región cúbica con la relación de la

ley de potencia (1.14). Denotando la densidad de masa de referencia por ρ0 y la longitud del cubo por

l, se obtiene

m(W ) = ρ0
lα1 lα2 lα3

lD−3
0

= ρ0
lD

lD−3
0

, (1.20)

la cual es consistente con la ley de potencia de masa (1.9). En general, sin embargo, D 6= α1 +α2 +α3.

II. Masa Puntual: La distribución de masa esta concentrada en un punto, tal que la densidad de masa

esta denotada por la función de Dirac ρ(x1, x2, x3) = m0δ(x1)δ(x2)δ(x3). La integral fraccionaria que

representa la masa se convierte en:

m(W ) = α1α2α3
lα1−1lα2−1lα3−1

lD−3
0

m0 = α1α2α3

(
l

l0

)D−3

m0, (1.21)

cuando D → 3(α1α2α3 → 1), m(W ) → m0 se recupera el concepto convencional de masa puntual.

Notar que la integral fraccionaria de Riesz no esta bien definida excepto cuando D = 3 lo que por otro

lado muestra una transición no suave de la masa con respecto a sus dimensiones fractales. Esto también

sustenta el no usar la integral fraccionaria de Riesz para la obtención de las expresiones c
(k)
1 .

Sin embargo, la formulación anterior ya hab́ıa sido considerada por Tarasov en [38] y formalizada años

después en [39] en donde para cada coordenada xk se le asocia una dimensión αk que se relacionan con la

expresión:

dµk(xk) =
2παk/2

Γ(αk/2)
|xk|αk−1dxk, k = 1, 2, 3. (1.22)
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definiendo de esta manera los coeficientes de transformación c
(k)
1 como:

c
(k)
1 =

2παk/2

Γ(αk/2)
|xk|αk−1 (1.23)

Por lo tanto, la conexión entre la medida dµ(αk, xk) del espacio dimensional no entero y la medida

dµ(1, xk) del espacio dimensional entero es

dµ(αk, xk) = c1(αk, xk)dµ(1, xk). (1.24)

La función c1(αk, xk) es considerada como una densidad de estados del material fractal a lo largo del eje

xk definida por la ecuación

c1(αx, x) =
c3(D,x, y, x)

c2(dyz, y, z)
(1.25)

donde c3(D,x, y, x) es la densidad de estados en el volumen material, y c2(dxy,x,y), c2(dyz,y,z), c2(dxz,x,z) son

las densidades de estado de las secciones transversales XY , Y Z, XZ, respectivamente.

Las densidades de estado cn describen cuan estrechamente empaquetados se encuentran los estados per-

mitidos de las part́ıculas en el espacio Rn.

1.4. Ecuaciones no convencionales de la Mecánica del Continuo

Las integrales fraccionarias también se pueden usar para describir el proceso dinámico en el medio fractal.

Usando las integrales fraccionarias, se describen las ecuaciones dinámicas generalizadas fraccionarias: la ecua-

ción del balance de la densidad de masa, de la densidad de momento y de la densidad de enerǵıa, desarrollando

de esta manera un marco teórico de la mecánica del continuo en conjuntos fractales, obtenido de los trabajos

de Vasily E. Tarasov y Martin Ostoja-Starzewski.

Ecuación de continuidad fractal

Considerando la ecuación de conservación de masa para W

d

dt

∫
W

ρdVD = 0 (1.26)

Ostoja obtiene la siguiente relación para la ecuación de continuidad

∂ρ

∂t
+ ρc

(k)
1 ∇Dk (ρvk) = 0 (1.27)

mientras que Tarasov obtiene una expresión similar dada por(
d

dt

)
D

ρ+ ρ∇Dk vk = 0 (1.28)
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Ecuación de momento lineal fractal

Por otro lado, considerando la ley de balance del momento lineal para W

d

dt

∫
W

ρvdVD = FB + FS , (1.29)

donde FB son las fuerzas de cuerpo y FS las fuerzas de superficie, Ostoja obtiene la siguiente relación para

la ecuación de momento lineal fractal:

ρv̇k = Xk +∇Dl σlk, (1.30)

donde XK es la densidad de enerǵıa de cuerpo, mientras que Tarasov obtiene:

ρ

(
d

dt

)
D

uk = ρfk +∇Dl pkl, (1.31)

notando que tienen la misma forma y los mismo términos, cada uno con su respectiva notación.

Ecuación de enerǵıa fractal

Partiendo de que la enerǵıa total es la suma de la enerǵıa cinética (T ) y la enerǵıa interna (E) es igual

al trabajo realizado por las fuerzas de superficies (AS), más las fuerzas de cuerpo (AM ) más el flujo de calor

QS que se genera dentro de la región:

t

∫
W

ρ

(
u2

2
+ e

)
dVD = AM +AS +QS (1.32)

Ostoja obtiene en [20] la siguiente relación para la ecuación de enerǵıa fractal,

ė = τij γ̇ij + µij κ̇ij (1.33)

mientras que Tarasov obtiene en [19]

ρ

(
d

dt

)
D

e = c(D, d,R)pkl
∂uk
∂xl

+∇Dk qk. (1.34)

1.5. Método del Elemento Finito

La aplicación de principios f́ısicos, tales como el balance de masa, la conservación de la enerǵıa, el equilibrio,

a situaciones de análisis en ingenieŕıa se convierten en ecuaciones diferenciales, las cuales pueden tener la

siguiente forma:

m
∂φ̄

∂t
+

∂

∂x

(
kx
∂φ̄

∂x

)
+

∂

∂y

(
ky
∂φ̄

∂y

)
+

∂

∂z

(
kz
∂φ̄

∂z

)
+ pφ̄+ q = 0 (1.35)

Una gran variedad de métodos se han desarrollado para obtener soluciones exactas para varias clases de

ecuaciones diferenciales. Sin embargo, estos métodos no son aplicables a muchos de los problemas prácticos

debido a que las ecuaciones diferenciales obtenidas no caen en esta clase o involucran geometŕıas complejas.

Como consecuencia encontrar soluciones anaĺıticas que satisfagan las condiciones de frontera dadas sobre

15



regiones arbitrarias en 2 o 3 dimensiones se convierte en una tarea muy dif́ıcil. Por lo que los métodos

numéricos son ampliamente usados para problemas prácticos en todas las ramas de la ingenieŕıa.

El Método del Elemento Finito (MEF) es un de los métodos numéricos matemáticos para obtener solu-

ciones aproximadas de ecuaciones diferenciales parciales y ordinarias. Es especialmente útil cuando se tratan

condiciones de frontera definidas sobre geometŕıas complejas que son comunes en aplicaciones prácticas. Otros

métodos numéricos tal como el de diferencias finitas o método de elementos de contorno pueden competir

o inclusos ser superiores al MEF para ciertas clases de problemas. Sin embargo, debido a su versatilidad en

el manejo de dominios arbitrarios y disponibilidad de softwares sofisticados comerciales del elemento finito,

sobre las últimas décadas, el método del elemento finito se ha convertido en el método preferido para dar

solución a muchos problemas prácticos. La aplicación del MEF involucra los pasos siguientes:

1. Desarrollo de las ecuaciones elementales.

2. Discretización de un dominio solución dentro de un mallado de elementos finitos.

3. Ensamble de las ecuaciones elementales.

4. Introducción de las condiciones de frontera.

5. Soluciones para los nodos desconocidos.

6. Cálculo de la solución y relación de cantidades sobre cada elemento.

La idea principal del MEF es discretizar el dominio solución en un número de dominios más simples

llamados elementos. Una solución aproximada se asume sobre un elemento en términos de soluciones en

puntos seleccionados llamados nodos. Este proceso resulta en una sistema grande de ecuaciones que deben

ser resueltos para determinadas variables nodales.

Desde un punto de vista matemático, el Método del Elemento Finito es una forma especial de los métodos

de Galerkin y Rayleigh-Ritz para encontrar una solución aproximada a ecuaciones diferenciales. En ambos

métodos, la ecuación diferencial gobernante se convierte primero en una forma integral equivalente, sin

embargo el tratamiento varia según el método:

• El Método Rayleigh-Ritz emplea el cálculo variacional para definir un funcional variacional o de

enerǵıa equivalente. Una función que minimiza este funcional representa una solución de la ecuación

diferencial gobernante.

• El Método de Galerkin propone una solución aproximada, con uno o más parámetros desconocidos,

la cual no satisfará la ecuación diferencial. La forma integral representa el residuo obtenido integrando

el error sobre el dominio de la solución. El empleo de un criterio adoptado para minimizar el residuo

proporciona ecuaciones para encontrar los parámetros desconocidos.

Para la mayoŕıa de los problemas prácticos, se requieren soluciones de ecuaciones diferenciales para satis-

facer no solo la ecuación diferencial sino también las condiciones de frontera en uno o más puntos a lo largo

16



del dominio de la solución. En ambos métodos, las condiciones de frontera se dividen en dos categoŕıas: las

Condiciones de Frontera Esenciales son aquellas que deben ser expĺıcitamente satisfechas y las Condi-

ciones de Frontera Naturales las cuales se incorporan en la formulación integral. En general, por lo tanto,

las soluciones aproximadas no satisfarán exactamente las condiciones de frontera naturales [23].

1.5.1. Método de Galerkin

En el método de Galerkin se propone una forma general de la solución. Esta solución propuesta debe contener

algunos parámetros desconocidos cuyos valores son determinados tal que el error entre la solución propuesta

y la solución exacta sea tan pequeña como sea posible. La solución propuesta puede tener cualquier forma.

Como un ejemplo, se considera una solución en la forma de un polinomial lineal:

φ̄ = N1 +N2x+N3y +N4z (1.36)

donde los coeficientes Ni son los parámetros a optimizar. En general está solución no satisface la ecuación

diferencial. Cuando esta solución se sustituyen en una ecuación diferencial el error de la ecuación diferencial

gobernante es:

e(x, y, z) = m
∂φ̄

∂t
+

∂

∂x

(
kx
∂φ̄

∂x

)
+

∂

∂y

(
ky
∂φ̄

∂y

)
+

∂

∂z

(
kz
∂φ̄

∂z

)
+ pφ̄+ q 6= 0

El error total, llamado RESIDUAL, se puede obtener integrando e(x, y, z) sobre todo el dominio solución.

Sin embargo, en una integración directa de e(x, y, z), los errores positivos y negativos en diferentes puntos

se pueden cancelar entre ellos. Para abordar esta cancelación, se multiplica el error por FUNCIONES DE

PESO adecuadas y luego se integra sobre el dominio. Debido a que existen n parámetros desconocidos, se

necesitan n funciones de peso para establecer la ECUACIÓN RESIDUAL PONDERADA como:∫
Ω

e(x, y, z)wi(x, y, z)dV = 0; i = 0, 1 · · · , n (1.37)

Para problemas de campo transitorio, tal como el flujo de fluidos o el flujo de calor, que están gobernados

por una ecuación diferencial de la siguiente forma:

∂

∂x

(
kx
∂φ

∂x

)
+

∂

∂y

(
ky
∂φ

∂y

)
+

∂

∂z

(
kz
∂φ

∂z

)
+ pφ+ q = m

∂φ

∂t
(1.38)

donde kx, ky, kz, p, q y m son funciones conocidas de (x, y, z). La variable solución φ es una función de las

variables espaciales (x, y, z) y del tiempo t, donde las posibles condiciones de frontera son:

(i) Condición de Frontera Esencial: u conocida

(ii) Condición de Frontera Natural: Derivada Normal conocida a lo largo de la frontera

k
∂φ

∂n
≡
(
kx
∂φ

∂x
nx + ky

∂φ

∂y
ny + kz

∂φ

∂z
nz

)
= αφ+ β

donde α y β son parámetros conocidos a lo largo de la frontera.
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(iii) Con respecto al tiempo, la ecuación diferencial es de primer orden y por lo tanto es necesario una

condición inicial de la forma siguiente:

φ(x, y, z, t = 0) = φ0(x, y, z) conocida

Ecuaciones del Elemento Finito

Con el fin de usar el Método de Galerkin, es necesario obtener la Ecuación Residual Ponderada (1.37).

AsumiendoW un volumen de un elemento arbitrario, moviendo todos los términos de (1.38) del lado izquierdo,

luego multiplicando por las funciones de peso, o funciones de interpolación, Ni e integrando sobre todo el

volumen, se obtiene el residual ponderado de Galerkin

y

W

(
∂

∂x

(
kx
∂φ

∂x

)
+

∂

∂y

(
ky
∂φ

∂y

)
+

∂

∂z

(
kz
∂φ

∂z

)
+ pφ+ q −m∂φ

∂t

)
NidV = 0; i = 1, 2, ..., n (1.39)

donde dV = dxdydz es un volumen diferencial. Usando el teorema de Green-Gauss sobre los primeros tres

términos en el residual ponderado, se obtiene

x

∂W

(
kx
∂φ

∂x
nx + ky

∂φ

∂y
ny + kz

∂φ

∂z
nz

)
NidS

+
y

W

(
−kx

∂φ

∂x

∂Ni
∂x
− ky

∂φ

∂y

∂Ni
∂y
− kz

∂φ

∂z

∂Ni
∂z

+ pφNi + qNi −m
∂φ

∂t
Ni

)
dV = 0

donde ∂W es la superficie del elemento. Sobre la superficie existe la posibilidad de encontrar dos condiciones

de frontera. Designando la superficie sobre la cual φ está definida, dada como ∂We y otra sobre la cual su

derivada normal se defina como ∂Wn, la integral de superficie se puede escribir de la siguiente forma

x

∂W

(
kx
∂φ

∂x
nx + ky

∂φ

∂y
ny + kz

∂φ

∂z
nz

)
NidS

=
x

∂We

(
kx
∂φ

∂x
nx + ky

∂φ

∂y
ny + kz

∂φ

∂z
nz

)
NidS +

x

∂Wn

(αφ+ β)NidS

Requiriendo que la solución propuesta satisfaga las condiciones de frontera esenciales resulta en que las

funciones de peso sean cero sobre ∂We. Aśı obtenemos la forma débil equivalente al problema con valores en

la frontera como sigue:

y

W

(
−kx

∂φ

∂x

∂Ni
∂x
− ky

∂φ

∂y

∂Ni
∂y
− kz

∂φ

∂z

∂Ni
∂z

+ pφNi + qNi −m
∂φ

∂t
Ni

)
dV

+
x

∂Wn

(αφ+ β)NidS = 0; i = 1, 2, ...

Reagrupando todos los términos moviendo del lado izquierdo de la igualdad los que tienen la variable

solución y los que no del lado derecho se obtiene el residual ponderado de Galerkin de la siguiente manera:

y

W

(
kx
∂φ

∂x

∂Ni
∂x

+ ky
∂φ

∂y

∂Ni
∂y

+ kz
∂φ

∂z

∂Ni
∂z
− pφNi +m

∂φ

∂t
Ni

)
dV

−
x

∂Wn

αφNidS =
y

W

qNidV +
x

∂Wn

βNidS; i = 1, 2, ..., n (1.40)
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La solución propuesta sobre un elemento se define como:

φ(x, y, z, t) =
(
N1(x, y, z) N2(x, y, z) · · · Nn(x, y, z)

)

φ1(t)

φ2(t)
...

φn(t)

 = NTd (1.41)

donde φ1, φ2, · · · , φn son las soluciones en los nodos que son funciones del tiempo. Notar que las funciones

de interpolación Ni son funciones que solamente dependen de las variables espaciales. Derivando la solución

propuesta se obtienes las siguientes relaciones:

∂φ

∂x1
=
(
∂N1

∂x1
· · · ∂N1

∂x1

)
φ1(t)

...

φn(t)

 = BT
xd

∂φ

∂x2
=
(
∂N1

∂x2
· · · ∂N1

∂x2

)
φ1(t)

...

φn(t)

 = BT
y d

∂φ

∂x3
=
(
∂N1

∂x3
· · · ∂N1

∂x3

)
φ1(t)

...

φn(t)

 = BT
z d

∂φ

∂t
=
(
N1 · · · Nn

)
φ̇1(t)

...

φ̇n(t)

 = NT ḋ (1.42)

Sustituyendo las relaciones (1.42) en la ecuación (1.40), se obtiene la siguiente ecuación diferencial de primer

orden∫
W

{
NiN

T ḋ + g1BxB
T
xd + g2ByB

T
y d + g3BzB

T
z d
}

dV

− d
x

∂Wn

αNiN
TdS =

y

W

qNidV +
x

∂Wn

βNidS; i = 1, 2, ..., n

Reagrupando los términos de la integral se tiene

ḋ

∫
W

NiN
TdV + d

∫
W

{
g1BxB

T
x + g2ByB

T
y + g3BzB

T
z

}
dV

− d

∫
∂Wn

αNiN
TdS =

y

W

qNidV +
x

∂Wn

βNidS; i = 1, 2, ..., n

Los términos dentro de la segunda integral de volumen se puede acomodar de una forma más compacta

colocando las matrices de la siguiente manera:

g1BxB
T
x + g2ByB

T
y + g3BzB

T
z =

(
Bx By Bz

)
g1 0 0

0 g2 0

0 0 g3




BT
x

BT
y

BT
z

 ≡ BCBT

donde

BT =


∂N1

∂x1

∂N2

∂x1
· · · ∂Nn

∂x1

∂N1

∂x2

∂N2

∂x2
· · · ∂Nn

∂x2

∂N1

∂x3

∂N2

∂x3
· · · ∂Nn

∂x3

 y C =


g1 0 0

0 g2 0

0 0 g3


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sustituyendo se obtiene

ḋ

∫
W

NiN
TdV + d

∫
W

BCBTdV − d

∫
∂Wn

αNiN
TdS =

y

W

qNidV +
x

∂Wn

βNidS

Nombrando las integrales como:

M =

∫
W

NiN
TdV ; Kk =

∫
W

BCBTdV ; Kα = −
∫

∂Wn

αNiN
TdS;

rβ =

∫
∂Wn

βNidS; rq = −
∫
W

qNidV

obteniendo de esta manera una ecuación diferencial de primer orden con respecto al tiempo:

M ḋ + (Kk +Kα) d = rβ + rQ (1.43)

Con el fin de evaluar las integrales que definen al elemento, es necesario considerar la forma del elemento

finito que se esta considerando y desarrollar las funciones de interpolación apropiadas. Cualquier tipo de

elemento finito se puede usar, para el presente trabajo se desarrollaran las funciones de interpolación para

un tetraedro lineal (con cuatro nodos) [23, 24].

1.5.2. Funciones de interpolación

Esta sección se centra en la formulación e implementación del elemento sólido más simple: Un tetraedro de

4 nodos. También llamado como tetraedro lineal debido a que la forma de las funciones de interpolación son

polinomios lineales [24].

Figura 1.6: Tetraedro Lineal

La geometŕıa de un tetraedro lineal (Figura 1.6) está definida por

la posición de los 4 nodos colocados en las esquinas del elemento con

respecto al sistema coordenado global (x, y, z):

nodo 1 −→ (x1, y1, z1)

nodo 2 −→ (x2, y2, z2)

nodo 3 −→ (x3, y3, z3)

nodo 4 −→ (x4, y4, z4)

(1.44)

Además, de asumir que las cuatro esquinas son no-coplanares. El

elemento tiene seis lados (conocidos también como bordes) y 4 caras.

Los lados son rectos debido a que están definidos por los dos puntos en las esquinas. Las caras son planas

por que están definidas por tres puntos. En cada esquina se encuentran tres lados y tres caras.

Cualquier función lineal en x, y, z, digamos F (x, y, z), toma los valores Fi(i = 1, 2, 3, 4) en las esquinas

del tetraedro lineal se puede interpolar en términos de las coordenadas tetraedricas como:

F (η1, η2, η3, η4) = F1η1 + F2η2 + F3η3 + F4η4. (1.45)
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Transformación de Coordenadas

Las cantidades que están ligadas a la geometŕıa del elemento (es decir, las funciones de forma) se expresan

mejor en coordenadas tetraedricas. Por otra parte, las cantidades tal como las componentes de los despla-

zamientos, esfuerzos y tensiones son expresados en coordenadas cartesianas (x, y, z). Es decir, es necesario

las ecuaciones de transformación para pasar de un sistema coordenado a otro. La descripción geométrica del

elemento en términos de las coordenadas tetraedricas se obtiene aplicando la interpolación lineal (1.45) a x,

y y z, tal que x = xiηi, y = yiηi, y z = ziηi. Anteponiendo la identidad de suma de coordenadas tetraédricas

η1 + η2 + η3 + η4 = 1 (1.46)

como parte del sistema de ecuaciones, se construye la siguiente relación matricial:
1

x

y

z

 =


1 1 1 1

x1 x2 x3 x4

y1 y2 y3 y4

z1 z2 z3 z4




η1

η2

η3

η4

 (1.47)

obteniendo la matriz inversa, y considerando las siguientes abreviaciones para la diferencia de las esquinas

coordenadas:

xi,j = xi − xj , yi,j = yi − yj , zi,j = zi − zj , i, j = 1, · · · , 4, (1.48)

se tiene que las funciones de interpolación (o coordenadas tetraedricas) se encuentran dadas por:
η1

η2

η3

η4

 =

(
1

6V

)


6V01 a1 b1 c1

6V02 a2 b2 c2

6V03 a3 b3 c3

6V04 a4 b4 c4




1

x

y

z

 (1.49)

donde

6V = x21(y23z34 − y34z23) + x32(y34z12 − y12z34) + x43(y12z23 − y23z12),

6V01 = x2(y3z4 − y4z3) + x3(y4z2 − y2z4) + x4(y2z3 − y3z2),

6V02 = x1(y4z3 − y3z4) + x3(y1z4 − y4z1) + x4(y3z1 − y1z3),

6V03 = x1(y2z4 − y4z2) + x2(y4z1 − y1z4) + x4(y1z2 − y2z1),

6V04 = x1(y3z2 − y2z3) + x2(y1z3 − y3z1) + x3(y2z1 − y1z2),

a1 = y42z32 − y32z42, b1 = x32z42 − x42z32, c1 = x42y32 − x32y42,

a2 = y31z43 − y34z13, b2 = x43z31 − x13z34, c2 = x31y43 − x34y13,

a3 = y24z14 − y14z24, b3 = x14z24 − x24z14, c3 = x24y14 − x14y24,

a4 = y13z21 − y12z31, b4 = x21z13 − x31z12, c4 = x13y21 − x12y31.
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Por otro lado partiendo de (1.36) en su forma matricial

φ =
(

1 x y z
)

N1

N2

N3

N4

 (1.50)

y evaluando para cada valor de la función del campo variable se tiene el sistema de ecuaciones siguiente:

φ1 = N1 +N2x1 +N3y1 +N3z1

φ2 = N1 +N2x2 +N3y2 +N3z2

φ3 = N1 +N2x3 +N3y3 +N3z3

φ4 = N1 +N2x4 +N3y4 +N3z4

≡


φ1

φ2

φ3

φ4

 =


1 x1 y1 z1

1 x2 y2 z2

1 x3 y3 z3

1 x4 y4 z4




N1

N2

N3

N4

 .

Despejando el vector
(
N1 N2 N3 N4

)T
y sustituyendo en (1.50) se obtiene

φ =
(

1 x y z
)( 1

6V

)


6V01 6V02 6V03 6V04

a1 a2 a3 a4

b1 b2 b3 b4

c1 c2 c3 c4




φ1

φ2

φ3

φ4

 (1.51)

Obteniendo que las funciones de interpolación son las mismas expresiones obtenidas del cambio de coorde-

nadas tetratedricas (1.49). De esta manera se tiene que las funciones de interpolación están dadas por
N1

N2

N3

N4

 =


η1

η2

η3

η4

 =

(
1

6V

)


6V01 a1 b1 c1

6V02 a2 b2 c2

6V03 a3 b3 c3

6V04 a4 b4 c4




1

x

y

z

 (1.52)
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Caṕıtulo 2

Teoŕıa Clásica de la Mecánica de Fluidos

Para analizar, comprender y utilizar el modelo formulado en el marco teórico, se requiere primero conocer la

teoŕıa clásica de la mecánica de fluidos, con el fin de comparar las ecuaciones ya obtenidas en la literatura con

las ecuaciones obtenidas en los modelos mencionados anteriormente. Ya que la mecánica de fluidos estudia

el comportamiento de los fluidos, en reposo o en movimiento, relacionando caracteŕısticas de los mismos con

modelos f́ısicos matemáticos, permite un amplio uso de sus ecuaciones fundamentales en diversas aplicaciones

de ingenieŕıa. La astrof́ısica, meteoroloǵıa, oceanograf́ıa, aerodinámica, hidrodinámica, lubricación, ingenieŕıa

marina, turbomaquianaria, ingenieŕıa de yacimientos e ingenieŕıa de la combustión, son algunos de los campos

donde la mecánica de fluidos se emplea [3, 40].

La mecánica de fluidos es la rama de la f́ısica, comprendida dentro de la mecánica de medios continuos,

que estudia este fenómeno a partir de la Hipótesis del medio continuo[41]. Los fluidos pueden dividirse en:

ĺıquidos y gases. Las diferencias esenciales entre estos son que los ĺıquidos son prácticamente incompresibles

y los gases son compresibles por lo que muchas veces hay que tratarlos como tales. Los ĺıquidos ocupan un

volumen definido, mientras que una masa de gas se expande hasta ocupar todas las partes del recipiente

que lo contenga esto al adaptarse a la forma del recipiente que lo contiene, cuando están en equilibrio los

fluidos no pueden soportar fuerzas tangenciales con lo cual tenemos que mencionar que todos los fluidos son

compresibles en cierto grado y ofrecen poca resistencia a los cambios de forma.

Existen principalmente dos formas de describir el movimiento de un fluido. La primera forma de hacerlo es

seguir cada part́ıcula fluida en su movimiento, de manera que se encuentren funciones que nos den la posición,

aśı como las propiedades de la part́ıcula fluida en cada instante (Descripción Lagrangiana). Una segunda forma

es asignar a cada punto del espacio y en cada instante, un valor para las propiedades o magnitudes fluidas

sin importar que en ese instante, la part́ıcula fluida ocupa ese volumen diferencial (Descripción Euleriana),

que no está ligada a las part́ıculas fluidas sino a los puntos del espacio ocupados por el fluido.

Las ecuaciones fundamentales de la Mecánica de Fluidos que se obtienen de las descripciones anteriores

son leyes de conservación resultado de aplicar ciertos principios f́ısicos a un modelo apropiado del fluido. Los

principios f́ısicos de los que se parten son el de conservación de la masa, el de conservación de la cantidad

de movimiento (o Segunda ley de Newton) y el de conservación de la enerǵıa aplicados a un volumen fluido,

obteniendo un conjunto de ecuaciones integrales, o bien a un volumen de control, obteniendo un conjunto de

ecuaciones diferenciales, las cuales son:

1. La Ecuación de continuidad,
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2. la Ecuación de cantidad de movimiento,

3. la Ecuación de la conservación de la enerǵıa.

A este conjunto de ecuaciones dadas en su forma diferencial se le denomina Ecuaciones de Navier-Stokes.

Las formas diferencial e integral de las ecuaciones de conservación no son más que dos maneras de repre-

sentar los mismo principios. La forma diferencial se utiliza en aquellos casos en que el conocimiento del detalle

resulte relevante, la forma integral nos relaciona magnitudes fluidas dentro de una región finita del espacio

sin preocuparse de los detalles del flujo en su interior. Se puede obtener la formulación integral a partir de

la formulación diferencial y viceversa, dependiendo del problema, mediante el Teorema de transporte de

Reynolds y el Teorema de la divergencia de Gauss [41, 42].

2.1. Aspectos Preliminares

Para desarrollar las ecuaciones que rigen el movimiento de un fluido es necesario definir el campo de veloci-

dades u en función de la posición y del tiempo como [41]

u(x, t) = u1(x1, x2, x3, t)̂i+ u2(x1, x2, x3, t)ĵ + u3(x1, x2, x3, t)k̂,

aśı como el campo de aceleración a:

a =
du

dt
=
dui
dt

=
∂ui
∂t

+ uj
∂ui
∂xj

definiendo de esta manera el operador

d

dt
=

D

Dt
=

∂

∂t
+ uj

∂

∂xj
(2.1)

aveces llamada derivada material o derivada substancial, la cual se puede aplicar a cualquier variable. Además,

el análisis para la obtención de las ecuaciones de la mecánica de fluidos, como se mencionó anteriormente,

requiere que las ecuaciones se encuentren tanto en su forma integral como en su forma diferencial, las cuales

pueden derivarse entre si por medio de dos teoremas importantes [41]

1. El Teorema de Divergencia de Gauss:∫
V

∇ · FdV =

∫
A

F · nds (2.2)

donde F (x, t) es un tensor de cualquier rango (incluyendo vectores y escalares), V es tanto un volumen

de control como un volumen material, y A es la superficie de frontera.

2. El Teorema de Transporte de Reynolds:

El teorema relaciona la derivada Lagrangiana de una integral de volumen de un sistema, con una integral

en derivadas Eulerianas:

D

Dt

∫
Vf (t)

α(t)dV =

∫
Vc(t)

∂α

∂t
dV +

∫
Sc(t)

α(t)u · nds. (2.3)

Aplicado a un volumen de control estacionario (uc = 0) [41].
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2.2. Leyes de Conservación

Si un sistema no interacciona con su entorno de ninguna manera, entonces determinadas propiedades mecáni-

cas del sistema no pueden cambiar. Algunas veces nos referimos a ellas como “constantes del movimiento”.

Estas cantidades se dice que son conservadas y las leyes de conservación resultante se pueden considerar como

los principios más fundamentales de la mecánica. En la mecánica de medios continuos la enerǵıa, el momento

y la cantidad de masa, son ejemplo de cantidades conservativas.

2.2.1. Conservación de Masa

La ley de conservación de masa establece que “la masa contenida en un Vf no vaŕıa con el tiempo”:

d

dt
(m) =

d

dt

∫
Vf

ρdV = 0,

Esta ecuación puede ser referida a cualquier volumen de control Vc(t) mediante la aplicación del Teo-

rema de transporte de Reynolds (2.3) con α(t) = ρ, proporcionando una expresión de la Ecuación de

Continuidad en forma integral. ∫
Vc(t)

∂ρ

∂t
dV +

∫
Sc(t)

ρu · nds = 0. (2.4)

Para obtener la forma diferencial puede obtenerse transformando la integral de superficie de (2.4) a una

integral de volumen por medio del teorema de divergencia de Gauss (2.2), obteniendo:∫
A

ρu · nds =

∫
V

∇ · (ρu)dV.

La ecuación (2.4) se convierte entonces:∫
Vc(t)

[
∂ρ

∂t
+∇ · (ρu)

]
dV = 0.

Esta relación se mantiene para cualquier volumen de control al que se extienda la integral, podemos

tomar un volumen lo suficientemente pequeño (de tamaño infinitesimal) como para poder considerar que el

integrando es constante en su interior. Por lo tanto, para ese volumen infinitesimal, se cumple que

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0, (2.5)

obteniendo de esta manera la forma diferencial de la Ecuación de Continuidad [42].

2.2.2. Ecuación de Cantidad de Movimiento

La ecuación principal que describe la dinámica de los fluidos deriva del principio f́ısico enunciado por

Newton (Segunda ley de Newton) que establece que la variación de la cantidad de movimiento de un objeto

se debe a las fuerzas que actúan sobre él.

F =
d

dt
(mu) (2.6)
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Aplicado a un volumen fluido Vf , teniendo en cuenta que ρ(x, t)u(x, t) es la cantidad de movimiento por

unidad de volumen de una part́ıcula fluida situada en x en el instante t, se describe:

d

dt

∫
Vf

ρudV =

∫
Vf

fvdV +

∫
Sf

fnds, (2.7)

donde fv(x, t)es la fuerza por unidad de volumen que actúa sobre la part́ıcula fluida situada en x en el instante

t y fn es la fuerza por unidad de superficie que actúa sobre el elemento de superficie ds de la superficie Sf ,

que encierra el volumen Vf , orientado según la dirección n.

Las fuerzas de volumen son aquellas que surgen de “la acción a distancia”(sin contacto f́ısico). Estas

resultan del medio siendo colocadas en un cierto campo de fuerzas, el cuál puede ser de origen gravitacional,

magnético, electrostático, o electromagnético. Están distribuidos a lo largo de la masa del fluido y son pro-

porcionales a la masa. Las fuerzas de volumen son expresadas por unidad de masa o por unidad de volumen.

Las fuerzas de volumen por unidad de masa estarán denotadas por:

Fv =

∫
V

fvdV =

∫
V

ρfmdV. (2.8)

Por otra lado, las fuerzas de superficie son aquellas que son ejercidas sobre un elemento de área debido a

los alrededores a través del contacto directo. Estas son proporcionales a la extensión de área y son convenien-

temente expresadas por unidad de área. Las fuerzas de superficie pueden ser determinadas en componentes

normales y tangenciales del área. Considerando un elemento de área ds en un fluido. La fuerza sobre la

superficie S está definido por el tensor de esfuerzos como:

Fn =

∫
S

fnds =

∫
S

τ · nds. (2.9)

Sustituyendo (2.8) y (2.9) en (2.7) se obtiene la forma adecuada del Principio de Cantidad de Movimiento:

d

dt

∫
Vf

ρudV =

∫
Vf

ρfmdV +

∫
Sf

τ · nds, (2.10)

El primer miembro representa la variación con el tiempo de la cantidad de movimiento de la masa encerrada

del volumen fluido y los dos sumandos del segundo miembro representan respectivamente la resultante de

fuerzas de superficie y de fuerzas másicas que actúan sobre esta misma masa. Reemplazando el tensor de

esfuerzos τ por la suma de su parte estática, −pI, mas su parte viscosa, τ ′, y aplicando el teorema de

transporte de Reynolds para el término de lado izquierdo de la igualdad se obtiene la forma integral de la

Ecuación de Cantidad de Movimiento∫
Vc

∂(ρu)

∂t
dV +

∫
Sc

(ρu)u · nds =

∫
Vc

ρfmdV +

∫
Sc

τ ′ · nds−
∫
Sc

pI · nds, (2.11)

que expresa que la variación de la cantidad de movimiento contenida en Vc más el flujo convectivo a través

de la superficie que lo engloba es igual a las fuerzas de superficie más las fuerzas másicas que actúan.
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La forma diferencial se obtiene aplicando el teorema de divergencia para las integrales de superficie que

se encuentran en (2.11), dando como resultado:∫
Vc

(
∂(ρu)

∂t
+∇ · (ρuu)− ρfm −∇ · τ +∇p

)
dV = 0

Esta relación se mantiene para cualquier volumen de control al que se extienda la integral, se toma un

volumen lo suficientemente pequeño (de tamaño infinitesimal) como para poder considerar que el integrando

es constante en su interior. Por lo tanto, para ese volumen infinitesimal, se cumple que:

∂(ρu)

∂t
+∇ · (ρuu)− ρfm −∇ · τ ′ +∇p = 0

usando la relación de la derivada material (2.1) y la ecuación de continuidad (2.5) se obtiene la forma

diferencial de la Ecuación de Cantidad de Movimiento:

ρ
Du

Dt
+∇p− ρfm −∇ · τ = 0, (2.12)

Esta es la ecuación de movimiento que relaciona la aceleración y la fuerza neta en un punto que se mantiene

para cualquier continuo, sólido o ĺıquido, no importa como el tensor de esfuerzo τij este relacionado al campo

de deformación. La ecuación (2.12) es algunas veces llamada Ecuación de Cauchy de movimiento [42].

2.2.3. Conservación de la Enerǵıa

El primer principio de la termodinámica dice que la variación de la enerǵıa de un sistema se debe al trabajo de

las fuerzas que actúan sobre él y al ‘calor’ intercambiado con el exterior y generado por el sistema. Teniendo

en cuenta que la enerǵıa total por unidad de volumen de una part́ıcula fluida situada en el punto x en

un instante t es ρ(x, t)[e(x, t) + 1
2u

2(x, t)], donde e es su enerǵıa interna espećıfica (por unidad de masa) y

1
2u

2 ≡ 1
2u · u su enerǵıa cinética o mecánica por unidad de masa, este principio f́ısico aplicado a un volumen

fluido Vf se escribe:

d

dt

∫
Vf (t)

ρ(e+
1

2
u2)dV =

∫
Vf

fv · udV +

∫
Sf

fn · uds+

∫
Sf

qnds+

∫
Vf

QrdV, (2.13)

donde la función escalar qn es el flujo de calor por unidad de superficie en el elemento ds de la superficie

fluida Sf y Qr(x, t) representa el calor generado en la part́ıcula fluida situada en x por unidad de volumen

y por unidad de tiempo.

Introduciendo las respectivas fuerzas de volumen (2.8) y de superficie (2.9) y el vector flujo de calor q, se

tiene:
d

dt

∫
Vf (t)

ρ(e+
1

2
u2)dV =

∫
Vf

ρfm · udV +

∫
Sf

u · τ · nds−
∫
Sf

q · nds+

∫
Vf

QrdV, (2.14)

Esta ecuación dice que la velocidad de incremento de la enerǵıa total contenida en un volumen fluido es

igual al trabajo por unidad de tiempo de las fuerzas que actúan sobre él, más el calor por unidad de tiempo

transferidos a través de las paredes y el calor por unidad de tiempo generado en el interior del volumen.
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Aplicando el Teorema de Transporte de Reynolds a esta última ecuación se tiene:

d

dt

∫
Vf (t)

ρ(e+
1

2
u2)dV =

∫
Vc

∂

∂t
[ρ(e+

1

2
u2)dV +

∫
Sc

ρ(e+
1

2
u2)u · nds (2.15)

donde el primer miembro del lado derecho se interpreta como la velocidad de incremento de las enerǵıas

interna y cinética en el volumen Vf en el instante t mientras que el segundo término representa la velocidad

a la que estas enerǵıas son transportadas fuera del volumen Vf a través de la superficie Sf por el movimiento

del fluido. Esta es la forma integral de la Ecuación de Enerǵıa.

Aplicando el Teorema de la divergencia de las integrales de superficie a las dos ultimas ecuaciones se tiene:∫
Vc

(
∂

∂t
[ρ(e+

1

2
u2) +∇ ·

[
ρ(e+

1

2
u2)

]
u

)
dV =

∫
Vc

(ρfm · u +∇ · (u · τ)−∇ · q +Qr) dV,

usando la ecuación de continuidad y el concepto de la derivada material, además de igualar los integrandos

se puede reducir esta última ecuación de la forma:

ρ
D

Dt

(
e+

1

2
u2

)
= ρfm · u +∇ · (u · τ)−∇ · q +Qr. (2.16)

Obteniendo de esta manera la forma diferencial de la Ecuación de Enerǵıa [42, 41].

2.3. Medios Porosos

Un material poroso es aquel sólido que contiene huecos o cavidades conectadas o no, dispersos dentro de él

de una manera regular o aleatoria y que se presentan con una frecuencia relativamente alta dentro del sólido.

En dichos espacios vaćıos, sobre todo si son pequeños, las fuerzas moleculares entre el sólido y el fluido, son

de gran importancia y en estos casos, la porosidad es llamada de intersticios moleculares; en cambio en los

huecos grandes, la pared porosa influye sólo parcialmente en el movimiento de los fluidos; naturalmente que

para el fin de este trabajo importará solamente los espacios vaćıos o huecos que estén comunicados.

Algunos autores como Bear [3] o Adler [5] definen el medio poroso como el portador de fluidos a través

de huecos dejados entre los granos de roca que hace que los fluidos tomen trayectorias impredecibles y que

formen redes complicadas de canales de flujo. Precisamente esta conexión múltiple de canales y aberturas

que caracteriza al medio poroso, lo diferencia completamente de la hidrodinámica clásica.

La clasificación del medio poroso, puede diversificarse bastante; aśı puede hablarse del medio poroso

homogéneo o heterogéneo; por el tamaño de los poros en intersticio, cavernoso o intermedio entre estos dos,

de acuerdo a la distribución de espacios vaćıos; en ordenado o disperso; comunicado o no comunicado. En

todo caso como la realidad de los yacimientos lo muestra, el medio poroso podrá ser descrito solamente en

términos estad́ısticos y tratando el problema en particular, en forma microscópica, dada la complejidad de

las variables que intervienen, aśı como su dif́ıcil determinación.

Algunas de las ecuaciones prácticas del flujo de fluidos en medios porosos se basan en dos conceptos básicos:

la ley de Darcy y la ley de conservación de masa. Los conceptos más simples de ingenieŕıa de yacimientos
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se basan en la primera de estas leyes, pero los complejos, y generalmente los más útiles, se basan en ambas.

Por lo que al combinar estas dos ecuaciones se obtiene la ecuación de difusividad, la cual es una relación que

permite describir el comportamiento de la presión de un fluido a través de un medio poroso, con el tiempo y

la distancia dependiendo de factores como la geometŕıa del flujo, el tipo de fluidos, el tipo de flujo, el régimen

del flujo y las condiciones iniciales y de frontera.

Existen a la fecha muchas teoŕıas que intentan relacionar la distribución de tamaño del poro o hueco,

con propiedades macroscópicas del material y aunque ello ha contribuido a comprender los procesos f́ısicos

básicos dentro del medio poroso, no ha ayudado a solucionar el problema en una escala macroscópica. La

teoŕıa macrocópica del flujo en medios porosos se ha desarrollado en dos formas; una que parte de una teoŕıa

estad́ıstica microscópica que muestra cómo ello conduce a leyes macroscópicas, tal y como sucede con la teoŕıa

cinética de los gases que concluye y concretiza con la ley de Boyle; la otra se basa en leyes macroscópicas

establecidas a partir de relaciones emṕıricas obtenidas experimentalmente. Dado que ninguna de las teoŕıas

establecidas encaja satisfactoriamente con todos los fenómenos macroscópicos, se ha aceptado más la primera

forma; esto es, la estad́ıstica [3, 5].

En virtud de que los materiales porosos naturales poseen una estructura más o menos aleatoria, no es

sorprendente que muestras pequeñas del material tengan porosidad y permeabilidad diferentes. Sin embargo,

se ha observado que a mayor volumen de las muestras, los valores de los respectivos parámetros son más

parecidos. Dentro de los medios porosos naturales se encuentran los yacimientos naturalmente fracturados

los cuales se discutirán a continuación [30, 31].

2.3.1. Yacimientos Naturalmente Fracturados

Un yacimiento naturalmente fracturado es un yacimiento que contiene fracturas y/o poros creados por la

naturaleza a lo largo del tiempo. Las fracturas y/o los poros pueden tener tanto efectos negativos como

positivos en el flujo del fluido. Pero la comparación de la naturaleza con los resultados experimentales o con

la teoŕıa y sus modelos solo es efectiva si la estructura puede ser descrita de una forma más rigurosa.

Para la elaboración de modelos para transformar la estructura de un yacimiento de micro a mega escala

(o viceversa) es necesario tomar en cuenta la forma de los diversos patrones geométricos relacionados con

las fracturas, fallas, uniones o con la porosidad, las cuales se encuentran en un rango de escala que va

desde micrómetros a kilómetros, por lo que hacer una cuantificación de estos patrones parece ser una tarea

complicada.

En la mayoŕıa de los Yacimientos la estructura resulta ser tan compleja que no es posible analizarlo por

geometŕıas euclidianas, además de presentar varios problemas y restricciones en su modelado. Por lo que con

respecto a la cuantificación de sus patrones, la geometŕıa fractal resulta ser una mejor opción. El método

ofrece una alta efectividad en la cuantificación de la complejidad de las estructuras naturales y tiene un fuerte

potencial para su futuro desarrollo [31].

La fractalidad de los yacimientos y de cualquier estructura rocosa está relacionada con numerosas pro-
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piedades y condiciones de formación. El escalamiento de propiedades de uniones y fallas o fracturas está re-

lacionada con varios parámetros: presión confinada, tensión, esfuerzo, intensidad del cortante, conectividad

y percolación, flujo de fluidos, y a la distribución de metales y depósitos minerales. La fractalidad de poro-

espacio está correlacionada con las propiedades eléctricas de las rocas, aśı como con los procesos diamagnéticos

[30, 31].

2.3.2. Modelos Fractales de Medios Permeables

Se ha comprobado, por medio de procesos experimentales, que la porosidad y las fracturas en los suelos y

en las formaciones geológicas exhiben caracteŕısticas fractales en muchas escalas de longitud. Estos incluyen

las geometŕıas fractales de redes de espacios porosos o de fracturas, la rugosidad fractal de poro y/o de

superficies de fracturas. Un medio donde se presentan una o más de estas caracteŕısticas son llamados medios

fractalmente permeables. En este contexto es imprescindible distinguir entre tres tipos de medios permeables

de escala invariante, tomando en cuenta que las propiedades hidrodinámicas de diferentes materiales fractales

son bastante diferentes [30, 31]:

1) Un medio poroso en el que la matriz es un pre-fractal, mientras que el espacio poroso es un no fractal,

por ejemplo, la esponja de Manger y agregados fractales.

2) Un medio fractalmente permeable en el cual el espacio poroso es un pre-fractal, mientras que la matriz

no es fractal, por ejemplo, el inverso de la esponja de Manger y medios con redes de poros y/o fracturas

fractales.

3) Los materiales con las interfaces matriz-poros pre-fractales, por ejemplo superficies de fractura.

Propiedades Fractales de Medios Permeables

La dimensión fractal de masa no dice nada acerca de la conectividad y la tortuosidad de las trayectorias

de flujo en el medio fractalmente permeable. De hecho, los fractales caracterizados por la misma dimensión

fractal D pueden tener diferentes dimensiones qúımicas, de pasos mı́nimos y espectrales. Por lo tanto, para

modelar un medio poroso espećıfico y/o fisurado se necesita saber por lo menos tres dimensiones fraccionarias

independientes, aśı como los correspondientes rangos de escalamiento.

Un fractal puede ser caracterizado por su dimensión métrica intŕınseca D` llamada la dimensión qúımica

[14]. Esta dimensión cuantifica cómo las unidades “elementales” están unidas entre si para forma todo el

objeto fractal y determinar el número de direcciones mutuamente ortogonales en el fractal. A continuación

se mencionan diferentes números de dimensión y su definición correspondiente [30, 14].

• Dimensión fractal del espacio poroso (D): En general, se define a través del algoritmo del método

box-counting. En el caso de fractales deterministicos D es igual a la dimensión de autosimilaridad.
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• Dimensión de conectividad del espacio poroso (d`):

d` = ĺım
`→0

[
lnN(`)

ln`

]
, (2.17)

o conocida en [14] como dimension qúımica describe la dimensión fractal de un plano en el espacio

fraccionario, donde N(`) es el número de puntos fractales conectados con un punto arbitrario dentro

de la esfera d`-dimensional de radio ` alrededor de este punto.

• Dimensión fractal de paso mı́nimo en el espacio poroso (dmin): Está definida por la relación de

escalamiento para el paso más corto entre dos puntos elegidos aleatoriamente en el fractal `min ∝ Rdmin ,

donde R es la distancia euclidiana entre estos puntos, en general dmin = D/d`.

• Dimensión fractal de la tortuosidad del flujo (dt): Está definido por la relación de escalamiento

para la longitud de flujo a lo largo de la dirección de flujo L ∝ L0(L0/d)dt−1, donde L0 es la longitud

de un capilar recto y d es el diámetro de un tubo capilar.

• Dimensión espectral del espacio poroso (ds) En general, la dimensión espectral puede ser definida

como el número de grados de libertad dinámicos de una trayectoria aleatoria en el fractal poroso. Por

consiguiente, la probabilidad de una trayectoria aleatoria de regresar a su punto inicial después de t

pasos se comporta como t−ds/2.

• Números de grados espaciales efectivos de libertad de una trayectoria aleatoria en el

espacio poroso (ν): Se define como el número de direcciones independientes en las que una trayectoria

aleatoria puede moverse sin violar ninguna restricción impuesta sobre ella por la topoloǵıa fractal. En

general ν = 2d` − ds.

• Dimensión fractal de la caminata aleatoria en el espacio poroso (DW ): Se define por la relación

definida a través del escalamiento para el desplazamiento cuadrático medio de la trayectoria con tiempo〈
R2
〉
∝ t2/DW donde DW = 2D/ds.

• Exponente de difusión anómala (θ): θ = DW − 2

• Dimensión de Backbone (di): dimensión fractal que controla las velocidades darcianas del medio

fractalmente permeable.

2.3.3. Ley de Darcy

La ley de Darcy juega un papel central en el flujo a través de medios porosos. En muchas situaciones prácticas,

el flujo de fluidos en medios porosos se describe por la ley de Darcy, en principio, las mediciones con una

sola tasa de flujo constante permiten el cálculo de la permeabilidad a partir de esta ley; sin embargo, por lo

general hay errores experimentales considerables en estas mediciones, y es un tanto conveniente y habitual

realizar mediciones a diferentes velocidades bajas de flujo, trazar las velocidades de flujo frente a la cáıda de

presión, y ajustar una ĺınea recta a los puntos de datos [5].
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Históricamente, la ley de Darcy se introdujo de una manera fenomenológica para el flujo mono-fásico a

través de la arena. En su forma original, la ley de Darcy establece que el flujo Q de un fluido mono-fásico

está relacionado con la cáıda de presión ∆p sobre la longitud de la muestra L como

Q = A2
K

µ

∆p

L
, (2.18)

donde A2 es el área de la sección transversal y K es la permeabilidad intŕınseca del medio poroso. En

consecuencia, la velocidad de Darcy, definida como

q =
Q

A2
= φu. (2.19)

no es una verdadera velocidad del fluido, pero representa un caudal eficaz a través del medio poroso. Estric-

tamente hablando, la ley de Darcy sólo es válida para fluidos newtonianos sobre un cierto rango de caudales.

La medida de la permeabilidad se realiza generalmente con muestras de núcleo ciĺındricas. El experimento

puede ser dispuesto de manera que pueda tener un flujo ya sea horizontal vertical a través de la muestra.

Ambos ĺıquidos y gases se han utilizado para medir permeabilidades. Los ĺıquidos, sin embargo, a veces

cambian la estructura de los poros y por lo tanto también la permeabilidad, debido a la reorganización de

algunas part́ıculas, a la expansión de ciertos materiales en los poros, a las reacciones qúımicas, etc. Una gran

cantidad de ingenio se ha utilizado para diseñar una variedad de diferentes “parámetros”[1, 2, 3].

Históricamente, se introdujo la ley de Darcy de una manera fenomenológica para el flujo de una sola fase

a través de arena. La cual simplemente asume que una permeabilidad global k relaciona la velocidad media

del fluido en el campo de la cáıda de presión ∆p medida a través del sistema, según la ley de Darcy, el flujo

de una sola fase está dada por

q =
k

µ

∆P

L
(2.20)

donde k es la permeabilidad intŕınseca del medio poroso, mu la viscosidad del fluido, ∆p la cáıda de presión

a través de la muestra y L es la longitud de la muestra en la dirección de flujo. La velocidad de Darcy

está basada en el flujo y se define como vDarcy = q = Q/A. La ley de Darcy se generalizó más tarde a un

flujo tridimensional como [40]

~vDarcy = −k
µ
· (∇p− ρ~g) , (2.21)

2.3.4. Ecuación de un Transiente de Presión

Los modelos matemáticos de depósitos de petróleo se han utilizado desde finales del siglo XIX. El objetivo

principal de la simulación del yacimiento es predecir el rendimiento futuro del yacimiento y encontrar formas

y medios de optimizar la recuperación de algunos de los hidrocarburos en diversas condiciones de operación.

Un método estándar para caracterizar las propiedades hidráulicas de los medios porosos y/o fisurados es

el análisis de presión-transitorio de los datos del ensayo de bombeo. Técnicas de prueba de transitorios de

presión, tales como reducción de presión, acumulación, inyección, barbecho y pruebas de interferencia se

utilizan ampliamente para analizar y pronosticar el desempeño del yacimiento. Durante una prueba de pozo,
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se controla la respuesta de un depósito a condiciones cambiantes de producción (o inyección). Dado que

esta respuesta está relacionada con las propiedades del yacimiento, en muchos casos es posible inferir las

propiedades del yacimiento a partir de la respuesta. Por lo tanto, la interpretación de la prueba de pozo es

un problema inverso en el cual los parámetros del modelo se deducen analizando la respuesta del modelo a

una entrada dada [1, 30, 31].

Durante una prueba de pozo, se crea una respuesta de presión transitoria mediante un cambio temporal

en la velocidad de producción. En la mayoŕıa de los casos, el caudal se mide en la superficie mientras la

presión se registra en el fondo del pozo. Antes de la apertura, se supone que la presión inicial p0 es constante

y uniforme en el depósito. Durante el periodo de fluencia, la respuesta de presión de estiramiento se define

como la cáıda de presión ∆p = p0 − p(xi, t). Cuando se cierra el pozo, se calcula el cambio de presión de

acumulación p = p(t)−p∗ desde la última presión de flujo p∗ = p(∆t = 0). La respuesta de presión se analiza

frente al tiempo transcurrido t desde el inicio del periodo (tiempo de apertura o de cierre). En la práctica,

durante un peŕıodo dado de la prueba, el cambio en la presión ∆p se representa en las escalas log− log frente

al tiempo transcurrido t, mientras que el periodo de prueba se define como un periodo de condiciones de flujo

constante, por ejemplo, flujo constante para un peŕıodo de retirada o cierre para la prueba de acumulación

[30, 31].

En esencia, el modelo matemático para el análisis de presión transitoria se puede identificar con la ex-

presión anaĺıtica de la distribución de presión radial y dependiente del tiempo en un depósito. Tal que una

función constituye una base teórica para todos los tipos de pruebas de presión; esto es, presión build-up,

draw-down, inyectividad y fall-off [31].

Las ecuaciones del modelo son desarrollados por un flujo radial de una sola fase a través de un medio

poroso para las condiciones de un depósito (acting) infinito (sin considerar los efectos de la frontera) y razón

de producción constante. La expresión anaĺıtica para la variación de presión radial en el tiempo se obtiene

resolviendo la ecuación de continuidad donde la velocidad del fluido superficial se asume que sea proporcional

al gradiente de presión en el mismo punto. En esta conexión, se debeŕıa notar que la naturaleza de la roca

porosa no permite la determinación del vector velocidad de la ecuación de momento [40, 44].

2.4. Mecánica de Fluidos Computacional

La construcción de modelos de flujo y transporte con sus implicaciones prácticas y simplificación necesarias,

su representación y codificación matemático-numérica, su adquisición de datos y su estimación de parámetros,

su desarrollo y simulación de software, su verificación y adaptación de problemas, aśı como su aplicación y

evaluación en un contexto práctico es intŕınsecamente interdisciplinario en la naturaleza que une, entre otros,

aspectos la termodinámica, la mecánica de fluidos, las matemáticas, la qúımica, la geoloǵıa, la geof́ısica,

la informática y la ingenieŕıa. Por lo que un equipo interdisciplinario es capaz de abordar los aspectos

multifacéticos que ocurren en el modelado práctico.
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El enfoque del modelo continuo es el método más exitoso para describir los procesos fundamentales

de flujo, masa y transporte térmico en medios porosos y fracturados. Sin embargo, no permite que las

propiedades se vuelvan infinitas o que salten discontinuamente en un único punto aislado. Como resultado,

tal enfoque introduce un medio eficazmente continuo que se caracteriza por un número relativamente pequeño

de propiedades a granel, tales como densidad ρ, compresibilidad γ, viscosidad µ, concentración Ck de especies

qúımicas k y temperatura T . Bajo tales condiciones, se escriben leyes fundamentales para este tipo de medios

continuos en forma de estados de equilibrio continuo que toman la forma de ecuaciones diferenciales parciales

en las coordenadas espaciales (x, y) y en el tiempo t.

Desde el punto de vista matemático, el objetivo principal es la solución de las ecuaciones de equilibrio

continuo que gobiernan las condiciones iniciales y de frontera dadas. La materia del análisis matemático se

denomina como el modelo matemático que es descrito por un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales

(o integro-diferenciales). Sin embargo, para la mayoŕıa de los problemas de interés, las soluciones exactas

o anaĺıticas del modelo matemático básico no están disponibles ni son alcanzables y, en consecuencia, los

métodos aproximados son comúnmente requeridos.

Hay que subrayar que un modelo matemático ya contiene idealizaciones y aproximaciones de la “realidad”.

Esto es una consecuencia de las suposiciones y simplificaciones que se hacen necesariamente en la derivación

de las ecuaciones continuas básicas y relaciones constitutivas para hacer el modelo “manejable”. Ahora bien,

la propia solución matemática requiere que se realicen aproximaciones mediante el proceso de discretización.

Además, la solución de las ecuaciones discretizadas puede introducir errores adicionales, por ejemplo si se

resuelven los sistemas de ecuaciones lineales o no lineales resultantes por métodos iterativos. Pueden surgir

diferentes fuentes de errores:

(1) Errores incorporados en el modelo conceptual resultantes de suposiciones y simplificaciones en la deri-

vación de las ecuaciones del modelo matemático básico.

(2) Los errores de discretización resultante del uso de métodos numéricos para resolver las ecuaciones

básicas del modelo.

(3) Las ecuaciones no lineales tienen que ser linealizadas por técnicas iterativas. En total, los procedimientos

iterativos deben ser cuidadosamente controlados y terminados después de satisfacer los criterios de

convergencia prescritos como medida de errores tolerados (errores de convergencia).

Es obvio que una realización final del modelo (llamada simulación) es afectada por todos esos errores.

Desde un punto de vista matemático, los errores derivados de la conceptualización del modelo y la entrada

de parámetros son muy complejos y normalmente están fuera del alcance matemático. Ahora, se puede

argumentar: Si es posible controlar los errores de discretización a un nivel óptimamente pequeño podemos

excluir (mejor minimizar) las influencias de los errores numéricos en las simulaciones del modelo.

Existen muchos métodos numéricos para abordar las ecuaciones básicas de modelado. Las estrategias más

importantes son: el método de las diferencias finitas (FDM), el método del volumen finito (FVM) y el método
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de los elementos finitos (FEM). Otros métodos tales como esquemas espectrales, métodos de elementos de

ĺımite, técnicas sin malla global y autómatas celulares se limitan a clases especiales de problemas. Entre los

métodos anteriores el FEM y el FVM son los métodos más poderosos. Mientras que el FDM se aproxima a

la forma diferencial de las ecuaciones de equilibrio básico en una forma de diferencia y se limita a geometŕıas

simples y condiciones de frontera, ambos FEM y FVM se basan en la formulación débil variacional del

problema de ĺımite y valor inicial, en la integral de una cantidad sobre un dominio arbitrario. Este enfoque

integral es el poder real de FEM y FVM, que es un enfoque natural y adecuado de un estado de balance

continuo. De hecho, las leyes de equilibrio de la mecánica de continuo son globales en el sentido de que son

leyes integrales aplicadas a una masa dada de material, fluido o sólido. FEM y FVM subdividen el continuo

en un número finito de elementos, para lo cual los estados de balance se aplican discretamente. Hay más

similitudes que las diferencias entre FEM y FVM, sin embargo, el FEM parece ser el método más general y

poderoso, siendo aśı superior a los otros debido a las siguientes caracteŕısticas [44]:

(a) Geometŕıas arbitrarias. El FEM es esencialmente libre de geometŕıa. En principio, FEM puede aplicarse

a dominios de forma arbitraria y con condiciones de fronteras bastante arbitrarias.

(b) Mallas no estructuradas. FEM por su naturaleza conduce a mallas no estructuradas. Esto significa, en

principio, que los modeladores pueden colocar elementos finitos donde quieran.

(c) Robustez. En el FEM las contribuciones de las aproximaciones locales sobre los elementos individuales

se reúnen de manera sistemática para lograr una aproximación global de una solución a una ecuación

diferencial parcial.

(d) Fundamentos matemáticos. Abarca métodos para determinar estimaciones de errores a priori y a pos-

teriori y ayuda a avanzar el FEM para problemas de aplicación importantes (y nuevos) por encima de

un nivel tradicional de empirismo.

2.4.1. Punto de Vista Computacional-Cient́ıfico

El modelo matemático se convierte en soluble después de transferirlo a un modelo numérico apropiado,

por ejemplo, empleando FEM. Para realizar un modelo numérico para las necesidades prácticas se codifica

adecuadamente el modelo mediante técnicas de programación. Al final, un programa de simulación resultante

permite la solución de las ecuaciones básicas de equilibrio para diferentes tipos de problemas, geometŕıas,

intervalos de tiempo, parámetros, condiciones iniciales y de frontera. Además, también es posible ejecutarlo

para diferentes niveles de aproximación en diferentes resoluciones espaciales y temporales, aśı como los tipos

y estrategias alternativas de los esquemas numéricos incorporados en el código de simulación.

Se hace evidente que un simulador útil para procesos de flujo y transporte en medios porosos y fracturados

tiene que estar equipado con una serie de caracteŕısticas adicionales más allá del núcleo de análisis puro del

modelo numérico. Normalmente, un modelador se enfrenta continuamente con los cuatro pasos de trabajo

principales. Deben recopilarse y analizarse datos de diferentes tipos y de diferentes fuentes. Basándose en
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estos datos, el modelador construye una esquematización de las condiciones reales, donde se realizan idea-

lizaciones geométricas y paramétricas apropiadas en el objetivo de la modelización deseada. Esta etapa de

preprocesamiento abarca dos aspectos diferentes del trabajo. La primera se refiere al ingenio, la habilidad

y la creatividad en la abstracción de las condiciones del mundo real. El aspecto secundario es totalmente

técnico/tecnológico.

Figura 2.1: Ciclo de trabajo del modelador

[44].

A continuación, el modelador realiza la simulación bajo las condiciones y parámetros especificados. Si la

simulación termina con éxito, los resultados computacionales deben ser evaluados e interpretados de diferentes

maneras. Las herramientas gráficas y de visualización soportan al modelador en esta importante fase de

modelado para abordar la salida a menudo voluminosa. Los resultados computacionales obtenidos deben

compararse e interferir con los datos básicos y de medición. Como resultado, esto normalmente se alimenta

a un cálculo repetido reiniciando el bucle de diseño y análisis.

Los procesos de diseño, simulación y evaluación requieren herramientas eficientes y poderosas en el manejo

de datos, manipulación, computación y visualización. Hay dos razones principales para su énfasis. En primer

lugar, el trabajo de pre y postprocesamiento suele ser la tarea más demorada y sensible a errores. De hecho,

además de los errores derivados de los enfoques conceptuales y numéricos expuestos anteriormente, existe el

peligro de introducir errores adicionales que resultan de errores en el manejo de datos y malas interpretaciones

de los resultados. El software de simulación debe incorporar capacidades numéricas y visuales para apoyar la

detección de tales errores causados por la falta de coincidencia de datos.

En segundo lugar, en la práctica, el ciclo de trabajo (Figura 2.1) tiene que ser sometido a ciclos para el

flujo subsuperficial y a los procesos de transporte debido a las siguientes razones[44]

• Incertidumbres en la base de datos (por ejemplo, variabilidad espacial de la información geológica).

• Efectos de escala (los parámetros macroscópicos pueden depender de la escala).
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• La necesidad (del cliente) de repetir y comprobar una predicción de modelo (aumentando la objetividad

y la transparencia).

• La necesidad de un análisis de escenarios para, por ejemplo,

- Detectar dependencias causales,

- Realizar sensibilidades de parámetros y calibración de modelos,

- Estimación del parámetro de campo y caracteŕısticas probabiĺısticas,

- Hacer cumplir la ‘epignosis’ (verificación, coincidencia histórica),

- Hacer cumplir el pronóstico bajo supuestos alterados,

- Evaluar esquemas correctivos, estrategias tecnológicas y conceptos alternativos de diseño (compu-

tación de diseño, ingenieŕıa inversa),

- Control y diseño de esquemas de monitoreo, y

- Optimizar los programas de medición in situ.

De lo anterior, los requisitos para un sistema de simulación moderno para calcular procesos de flujo y

transporte en medios porosos y fracturados son más bien múltiples. La arquitectura y la programación del

simulador tienen que cumplir, entre otros, los siguientes criterios:

• El simulador tiene una sofisticada y gráfica interfaz de usuario.

• El simulador tiene una interfaz de datos abierta y una arquitectura modular.

• El código garantiza una alta portabilidad y capacidad de expansión.

• El código gestiona de forma totalmente dinámica la demanda de memoria f́ısica.

• El código funciona de manera eficiente y rápida, permite el cálculo paralelo de problemas grandes y

complejos.

• Los lenguajes de programación utilizados proporcionan una codificación legible, verificable, extensible

y reutilizable.

• El programa admite la computación distribuida en redes locales y de área amplia.

Es una consecuencia natural que los productos de software de este tipo se desarrollan sobre una base

comercial. La proliferación de computadoras potentes hace posible el cálculo de problemas mayores por un

mayor número de usuarios. La comercialización somete una distribución de software a las reglas del mercado:

tanto como sea posible. Puede conllevar efectos secundarios no deseados. Algunos usuarios tratan el código

de simulación como una caja negra. Los resultados a menudo parecen plausibles para los no especialistas,

incluso cuando los resultados son groseramente inexactos. Otros usuarios tienden a preferir (exclusivamente)
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la solución más compleja proporcionada por el simulador, donde las dependencias causales y los elementos

esenciales a menudo permanecen ocultos (no se puede ver la madera en demasiados árboles). Los requisitos

computacionales pueden variar enormemente de la aplicación a la aplicación (por ejemplo, flujo clásico del

agua subterránea versus simulación de transporte reactiva y multifásica). Hay un atractivo para los desa-

rrolladores de software para intentar satisfacer todas las demandas en un solo producto. Como resultado, el

software tiende a convertirse en

• Altamente complejo,

• Dif́ıcil de usar correctamente, y

• Disminuye la respuesta a los nuevos requisitos.

Se requiere una cantidad sustancial de entrenamiento. De hecho, algunos usuarios carecen de la experiencia

requerida. El éxito y la confianza en el modelado de los procesos de flujo, masa y transporte térmico en medios

porosos y fracturados dependen de la fiabilidad de la formulación del modelo, la fiabilidad de los parámetros

utilizados, la fiabilidad de la solución numérica y la correcta interpretación de los resultados [44].
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Caṕıtulo 3

Descripción del Modelo Pre-Fractal

La elaboración de modelos considerando aspectos geométricos de objetos naturales, la cual vaŕıa en tamaño de

la escala atómica al tamaño del universo, son de importancia para “entender” la naturaleza. La geometŕıa de

las trayectorias de part́ıculas; de ĺıneas hidrodinámicas de flujo, olas, barcos y costas; de paisajes, montañas,

islas, ŕıos, glaciares y sedimentos; de granos en roca, metales y materiales compuestos; de plantas, insectos

y células, aśı como la estructura geométrica de cristales, productos qúımicos y protéınas es fundamental

en los diversos campos de las ciencias. Cada campo tiende a desarrollar conceptos adaptados (por ejemplo,

morfoloǵıa, espacios de cuatro dimensiones, textura, conformación y dislocaciones) utilizados intuitivamente

por los cient́ıficos en ese campo. Tradicionalmente, las ĺıneas euclidianas, ćırculos, esferas y tetraedros han

servido de base para la comprensión intuitiva de la geometŕıa de la naturaleza.

Por lo que el propio Mandelbrot concibió un nuevo dialecto, la geometŕıa fractal, apropiado para describir

las irregularidades de la naturaleza y sus caracteres, los conjuntos fractales o simplemente fractales. En los

últimos años su estudio se ha convertido en una nueva rama de las matemáticas, ı́ntimamente conectada con

las ciencias naturales y de la computación. Por lo que en el presente caṕıtulo se considera el flujo continuo

tomando en cuenta la topoloǵıa, considerando propiedades fractales, modelando de esta manera el flujo de

fluidos en un medio fractal poroso.

3.1. El concepto de flujo continuo fractal

La aproximación del continuo fractal consiste en crear una transformación de un medio fractal intŕınsecamente

discontinuo a un medio continuo fractal trabajando de esta manera con un sistema continuo. Un fractal ΦD con

D < 3 no llena todo el espacio euclidiano E3. Sin embargo, se define el continuo fractal tridimensional dsd`Φ
3
D ⊂

E3 de acuerdo a las propiedades dinámicas y topológicas de la métrica fractal del medio fractal modelado

ΦD, definiendo el continuo fractal Φ3
D ⊂ E3 como una región tridimensional del espacio euclidiano E3 lleno

con materia continua (sin dejar poros ni espacios vaćıos) tal que sus propiedades, por ejemplo, la densidad

ρ(xi), los desplazamientos vj(xi), etc., se puedan considerar como funciones continuas y diferenciables con

respecto a las variables espaciales y de tiempo.
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3.1.1. Métrica Fractal del continuo fractal

La definición mencionada anteriormente del continuo fractal Φ3
D ⊂ E3 implica que la masa de la región

W ⊂ Φ3
D estará dada por

m =

∫
W

ρ(xi)dVD =

∫
W

ρ(xi)c3(xi, D)dV3 ∝ LD, (3.1)

donde dV3(dxi) es el elemento de volumen infinitesimal en E3, mientras que dVD = c3(xi, D)dV3 es el elemento

de volumen infinitesimal de Φ3
D ⊂ E3, tal que la función que provee la transformación entre el espacio Fractal

y el espacio euclidiano se define como

c3(xi, D) =
dVD
dV3

. (3.2)

F́ısicamente, la función c3(xi, D) es conocida como una densidad de estados en el continuo fractal, esto

es, describe como los estados permitidos de las part́ıculas que forman el continuo fractal están estrechamente

empaquetados en el espacio euclidiano. La forma simétrica y funcional de la función de transformación son

determinados por la simetŕıa del fractal en consideración. El elemento de volumen infinitesimal de Φ3
D puede

ser representado en la forma siguiente [14, 15]:

dVD = dζxkdA
(k)
d (xi 6=k), (3.3)

donde dA
(k)
d = c

(k)
2 (xi6=k, dk)dA

(k)
2 es el elemento de área infinitesimal en la intersección del continuo fractal

con el plano cartesiano (xi, xj) ∈ E2 normal al eje k en Φ3
D y dA

(k)
2 es el elemento de área infinitesimal en E2,

mientras la función de transformación c
(k)
2 (xi6=k, `i 6=k, dk) = dA

(k)
d /dA

(k)
2 representa la densidad de estados

sobre la intersección; dζxk = c
(k)
1 (xk, ζk)dxk es el elemento de longitud infinitesimal a lo largo de la normal

a la intersección y c
(k)
1 (xk, ζk) es la densidad de estados a lo largo de esta dirección.

En el caso de un continuo fractal homogéneo

ρ(xi) = ρc = const, (3.4)

y de (3.2) y (3.3) la densidad de estados en el continuo fractal homogéneo se representa como:

c3(xi, D) = `ζk−1
k

(
xk
`k

+ 1

)ζk−1

c
(k)
2 (xi 6=k, `i 6=k, dk), (3.5)

donde `k es el corte inferior a lo largo del eje cartesiano i y el exponente de escalamiento ζk, caracterizando

la densidad de estados a lo largo de la dirección de la normal a la intersección, se define como

ζk = D − dk, (3.6)

tal que, de forma general,
3∑
k

ζk 6= D; (3.7)

Las ecuaciones (3.1)-(3.6) definen la métrica del continuo fractal, la cual es independiente de las dimen-

siones fractales d` y ds. Por lo tanto, se asume que el continuo fractal dsd`Φ
3
D ⊂ E3 con diferentes d` y ds están

caracterizados por la misma métrica fractal definida por las ecuaciones (3.1)-(3.6), mientras que la topoloǵıa

y la dinámica del continuo fractal están caracterizadas por d` y ds, respectivamente [14, 15].
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3.1.2. Cálculo fraccionario del continuo fractal

Las derivadas fraccionarias no locales son comúnmente empleadas cuando se trata con fractales debido a

la no diferenciabilidad de las funciones que los definen. Sin embargo, la formulación anterior del continuo

fractal dsd`Φ
3
D proporciona las herramientas para la elaboración de un cálculo sobre ellos, es decir, a través

del producto de integrales fraccionarias (1.15) que refleja la ley de escalamiento de masa (1.14) del medio

fractal. Una de las ventajas que ofrece este modelo es que se pude relacionar el cálculo de orden arbitrario

con el cálculo convencional por medio de los coeficiente c1, c2, c3 y de esta manera desarrollar la mecánica

de medios continuos aśı como ecuaciones diferenciales parciales para medio fractales.

Por lo tanto, para trabajar con la cinemática y la dinámica del continuo fractal dsd`Φ
3
D ⊂ E3 se trabaja

con la elección de un cálculo fraccionario apropiado, el cual está estrechamente relacionado con la métrica

fractal definida por (3.1)-(3.6) tomando en cuenta las propiedades topológicas y dinámicas del flujo continuo

fractal.

Existen algunas definiciones de derivadas fraccionarias locales. En la mayoŕıa de ellos, la derivada frac-

cionaria local dαf/dxα es introducida como un caso especial de la derivada fraccionaria no local. Mientras la

derivada fraccionaria local definida de tal forma es automáticamente inversa a la integral fraccionaria corres-

pondiente, la expresión de los operadores fraccionarios locales asociados en términos de derivadas ordinarias

es complicado y no siempre existe.

En [14] se muestra que el operador Laplaciano local en En fue generalizado para el espacio euclidiano Eα

con la dimensión topológica α definida como:

∇2
D =

∂2

∂r2
+
D − 1

r

∂

∂r
+

1

r2

[
∂2

∂ϑ2

D − 2

tanϑ

∂

∂ϑ

]
, (3.8)

donde el ángulo ϑ se mide relativo a cualquiera de los ejes en el espacio fraccionario pasando a través del

origen. Esta definición fue generalizada a las coordenadas ortogonales tridimensional como

∇2
D =

3∑
i

(
∂2

∂x2
i

+
αi − 1

xi

∂

∂xi

)
=

3∑
i

1

xαi−1
i

∂

∂xi

(
xαi−1
i

∂

∂xi

)
, (3.9)

donde αi ≤ 1 son los exponentes topológicos a lo largo de los ejes cartesianos i = 1, 2, 3 en E3, tal que∑3
i α = D ≤ 3. La generalización de Laplaciano (3.9) puede estar ligado a la topoloǵıa del continuo fractal

ds
d`

Φ3
D ⊂ E3 caracterizado por la dimensión fractal qúımica d`, en lugar de su métrica definida por las

ecuaciones (3.1)-(3.6).

Sin embargo, en el caso del presente trabajo y haciendo uso de la métrica anteriormente definida, en [14]

parten del concepto de la derivada de Hausdorff definida como:

dH

dxζ
f = ĺım

x→x′
f(x′)− f(x)

x′ζ − xζ
. (3.10)

la cual puede definirse en términos de una derivada ordinaria multiplicada por una función de la ley de
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potencia de x. Reescribiendo (3.10) en la forma

dH

dxζ
f = ĺım

∆x→0

ζ∆f(x)

`0∆(x/`0 + 1)ζ
= ĺım

∆x→0

∆f(x)

∆x

ζ

`0∆(x/`0 + 1)ζ/∆x

= ζ`−1
0

[
d(x/`0 + 1)ζ)

dx

]−1
d

dx
f =

(
x

`0
+ 1

)1−ζ
d

dx
f =

`ζ−1
0

c1

d

dx
f =

d

dζ
f,

(3.11)

se puede comprobar que la derivada de Hausdorff (3.11) es la inversa de la integral fraccionaria
∫
fdζx =∫

fc1dx, donde la densidad de estados a lo largo del eje x c1(xi) está definida como en (3.5). Como conse-

cuencia, se define la derivada parcial fraccionaria (derivada de Hausdorff) como:

∇Hk =

(
xk
`k

+ 1

)1−ζk ∂

∂xk
, (3.12)

donde los exponentes ζk están definidos por (3.6). Por lo tanto, el Laplaciano fraccionario para el continuo

fractal D3 Φ3
D puede ser definido como:

∆Hψ = ∇Hi ∇Hi ψ =

3∑
i

(
χ(i)

)2
[(

∂2ψ

∂x2
i

)
+

1− ζi
xi + `i

(
∂ψ

∂xi

)]
, (3.13)

donde

χ(i) =
`ζi−1
i

c
(i)
1 (xi)

=

(
xi
`i

+ 1

)1−ζi
, (3.14)

La diferencia entre el Laplaciano de Hausdorff (3.13) y el Laplaciano fraccionario (3.9), aunque ambos

son convertidos en Laplacianos convencionales en el limite euclidiano ζi = αi = 1, viene desde los oŕıgenes de

estos Laplacianos asociados con la métrica fraccionaria y la topoloǵıa fraccionaria, respectivamente. En este

contexto, se introduce el Laplaciano fraccionario generalizado para continuos fractales generales ds
d`

Φ3
D ⊂ E3

con la dimensión qúımica

d` =

3∑
i

αi = D ≤ 3 (3.15)

en la siguiente forma

∆H
Dψ =

3∑
i

(
χ(i)

)2
[(

∂2ψ

∂x2
i

)
+
αi −D + di
xi + `i

(
∂ψ

∂xi

)]
, (3.16)

tomando en cuenta la topoloǵıa fractal, aśı como la métrica fractal del continuo fractal dsd`Φ
3
D ⊂ E3. Haciendo

d` = 3, el Laplaciano generalizado (3.16) se convierte en el Laplaciano de Hausdorff (3.13), mientras que

cuando D − di = 1 para toda i (mientras d` < 3) se convierte en el Laplaciano fraccionario (3.9) [14, 15].

Aunque la definición del Laplaciano generalizado (3.16) es algo especulativo, se basa sobre la misma

fenomenoloǵıa que la introducida para el Laplaciano fraccionario (3.9) en el espacio euclidiano fraccionario.

Desafortunadamente, no se puede definir la derivada fraccionaria local asociada con el Laplaciano generalizado

(3.16). Incluso en el caso del flujo continuo fractal generalizado ds
d`

Φ3
D ⊂ E3 se puede usar los operadores

diferenciales fraccionarios locales asociados con la métrica fractal definida por las ecuaciones (3.1)-(3.6).

Las derivadas parciales de Hausdorff (3.12) obedecen las reglas∇Hi (ψϕ) = ψ∇Hi ϕ+ϕ∇Hi ψ y∇Hi const = 0.

Además, se puede construir los operadores fraccionarios (Hausdorff) locales para el cálculo vectorial sobre el
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continuo fractal. Especialmente, el operador nabla fraccionario (Hausdorff) es definido como sigue:

~∇H = ~e1χ
(1) ∂

∂x1
+ ~e2χ

(2) ∂

∂x2
+ ~e3χ

(3) ∂

∂x3
, (3.17)

donde ~ei es la base vectorial. Por consiguiente, el gradiente de Hausdorff puede definirse como el operador

nabla (3.17) aplicado a una función escalar ψ(xi) como

gradHψ = ~∇Hψ =
(
~∇H1 ψ

)
~e1 +

(
~∇H2 ψ

)
~e2 +

(
~∇H3 ψ

)
~e3, (3.18)

mientras que la divergencia de Hausdorff del campo vectorial ~Ψ = (ψ1, ψ2, ψ3) se puede definir como el

producto escalar

divH ~Ψ = ~∇H · ~Ψ =

3∑
1

∇Hi Ψi, (3.19)

Observar que la divergencia de Hausdorff representa la razón total del flujo a través de una superficie cerrada

del continuo fractal encerrado por la superficie cuando el volumen se contrae hacia `30. Esto deja para definir

el operador rotacional de Hausdorff de un campo vectorial de la siguiente forma:

rotH ~Ψ = ~∇H × ~Ψ = εkij∇Hi Ψj , (3.20)

donde el śımbolo × denota el producto vectorial y εkij es el śımbolo de Levi-Civita.

El conjunto de operadores de Hausdorff (3.16)-(3.20) obedecen las identidades del cálculo vectorial con-

vencional. La cuales son:

divHrotH ~Ψ = ~∇H ·
(
~∇H × ~Ψ

)
= 0, (3.21)

rotHgradHψ = ~∇H ×
(
~∇Hψ

)
= 0, (3.22)

divHgradHψ = ~∇H · ~∇Hψ = ∆Hψ, (3.23)

donde el operador Laplaciano de Hausdorff ∆H está definido por (3.9), mientras el Laplaciano de Hausdorff

de un campo vectorial esta definido como

∆H
~Ψ = (∆Hψi)~e1 + (∆Hψj)~e2 + (∆Hψk)~e3

= gradHdivH ~Ψ− rotHrotH ~Ψ, (3.24)

También se encuentran la generalización del teorema de la divergencia de Green-Gauss para un continuo

fractal dado como:∫
A

~Ψ · ~ndAd =

∫
A

ΨknkdA
(k)
d =

∫
A

Ψkc
(k)
2 (ci 6=k, dk)dA

(k)
2 =

∫
W

c
(k)
2 (xi 6=k, `i 6=k, dk)

∂Ψk

∂xk
dV3

=

∫
W

c−1
3 (xi/`i, DM )c

(k)
2 (xi 6=k, `i 6=k, dk)

∂Ψk

∂xk
dVD =

∫
W

∇Hk ΨkdVD =

∫
W

divH ~ΨdVD,

(3.25)

donde ~Ψ = Ψk~ek es cualquier campo vectorial acompañado por el flujo fractal, mientras ~n = nk~ek es vector

normal. Por otro lado en [16] se desarrollo el teorema de Green-Gauss Generalizado con la métrica definida
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como: ∫
∂W

g0
∂f0

∂~nd
dS =

∫
W

{
g0∇Hf0 +

〈
∇Hf0,∇Hf0

〉}
dVD (3.26)

Y la generalización del teorema de Kelvin-Stokes, el cual relaciona la integral de superficie del rotacional de

un campo vectorial ~f sobre una superficie A en el espacio euclidiano tridimensional a una integral de linea

de un campo vectorial sobre su frontera ∂A, dada como:∮
∂A

~f · ~dx
(ζ)

=

∮
∂A

fkdx
(ζ)
k =

∫
∂A

c
(k)
1 fkdxk =

∫
A

nkεkji∇Hj
(
ci1fi

)
=

∫
A

~n · rotH ~fdAd. (3.27)

La métrica Lagrangiana para el continuo fractal dsd`Φ
3
D ⊂ E3 se puede tomar en cuenta usando la derivada

parcial de Hausdorff del tiempo definida como

∇Hi = χτ (t)
∂

∂t
, (3.28)

donde τ0 es la escala de tiempo caracteŕıstica y

χτ =

(
t

τ0
+ 1

)1−ατ
, (3.29)

mientras la dimensión fractal de escala de tiempo esta definida como

ατ =
dS
D

=
2

DW
=

2

2 + θ
, (3.30)

donde DW es la dimensión fractal de la caminata aleatoria en el continuo fractal dsd`Φ
3
D ⊂ E3 [15, 16].

3.1.3. Cinemática y dinámica del continuo fractal

La descripción matemática del flujo continuo fractal dsd`Φ
3
D ⊂ E3 requiere dos conjuntos de variables: un

conjunto para el flujo en el dominio del espacio Euclidiano E3 y tiempo, llamado variables independientes,

y un conjunto para el flujo que toma lugar en el dominio espacio-tiempo fraccionario, llamado variables

dependientes.

Suponiendo que el continuo fractal tridimensional ocupa en el tiempo t = 0 una región W0 ∈ ds
d`

Φ3
D ⊂ E3

y, en el tiempo t > 0, ocupa una región Wt ∈ ds
d`

Φ3
D ⊂ E3, donde las regiones W0 y Wt se asumen que están

limitados, abiertos, y conectados. El movimiento del continuo fractal se determina por la posición ~x de los

puntos materiales en el espacio euclidiano E3 como una función de la posición de referencia ~x ∈ E3 y el

tiempo t. Por lo tanto, ~x = ~Θ(~x, t), donde la función ~Θ se define como el mapeo W0 → ~Θ(W0, t) = Wt, y el

vector desplazamiento

~v = ~Θ(~x, t)− ~x (3.31)

describen el campo de desplazamiento en la configuración inicial (referencia) del continuo fractal. Además,

como en el caso de la mecánica continua clásica, se asume que para todo t > 0, la función ~Θ es un mapeo
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suave uno a uno de cada punto material de W0 en Wt, tal que existe un inverso único de (3.31), al menos

localmente, si y solo si el determinante de la matriz Jacobiana fractal definida como [14]:

J
(ij)
D =

[
∇Hi Xj

]
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∇H1 X1 ∇H2 X1 ∇H3 X1

∇H1 X2 ∇H2 X2 ∇H3 X2

∇H1 X3 ∇H2 X3 ∇H3 X3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (3.32)

no es idénticamente 0, esto es,

0 < JD = detJ
(ij)
D = εijk∇H1 Xi∇H2 Xj∇H3 Xk <∞, (3.33)

donde εijk es el śımbolo de permutación de Levi-Civita. Notar que la matriz (3.32) no es otra más que

el gradiente de deformación de Hausdorff en el continuo fractal dsd`Φ
3
D ⊂ E3, mientras el Jacobiano (3.33)

depende solamente de la métrica del fractal, pero no sobre la topoloǵıa del continuo fractal caracterizado por

d`. Esto es fácil de entender ya que JD mide solamente el cambio local del volumen, tal que una deformación

conserva la región de volumen W ⊂ ds
d`

Φ3
D, si y solamente si JD = 1.

En este contexto, la velocidad del flujo continuo fractal W ⊂ ds
d`

Φ3
D se puede definir usando la escala de

tiempo intŕınseca (fractal) o natural. En el primer caso, la velocidad de la part́ıcula se puede definir como

~υ = ∇Ht ~v, (3.34)

donde la derivada del tiempo de Hausdorff se define por (3.28)-(3.30). Además, usando la regla del diferencial

del determinante es fácil obtener la identidad de Euler generalizada para el continuo fractal dsd`Φ
3
D ⊂ E3 en

la siguiente forma:

∇Ht JD = JD∇Hi υi. (3.35)

Por consiguiente, se define la derivada material del tiempo fraccionaria fractal como(
d

dHt

)
D

ψ = ∇Ht ψ + υk∇Hk ψ = χτ
∂

∂t
ψ + υkχ

(k) ∂

∂xk
ψ, (3.36)

donde ψ(xi, t) es cualquier cantidad acompañada por una región en movimiento Wt ⊂ ds
d`

Φ3
D, tal que la

generalización del teorema de transporte de Reynolds para el continuo fractal dsd`Φ
3
D ⊂ E3 se leerá como:(

d

dHt

)
D

∫
Wt

ψdVD =

(
d

dHt

)
D

∫
W0

ψJDdV
0
D =

∫
W0

[(
d

dHt

)
D

ψJD + ψ

(
d

dHt

)
D

JD

]
dV 0

D

=

∫
W0

[(
d

dHt

)
D

ψ + ψ∇Hk uk
]
JDdV

0
D =

∫
Wt

[(
d

dHt

)
D

ψ + ψ∇Hk uk
]
dVD

=

∫
Wt

(
∇Ht ψ +∇Hk (ψuk)

)
dVD =

∫
Wt

(
∇Ht ψ

)
dVD +

∫
A

ψuknkdA
(k)
d .

(3.37)

Observar que en el caso del continuo fractal Φ3
D ≡ D

3 Φ3
D ⊂ E3, (3.35)-(3.37) se convierten en las ecuaciones

correspondientes derivadas en [14].

Aqúı, se debe señalar que el uso de una escala de tiempo intŕınseca (fractal) se justifica cuando se describe

una difusión anómala del continuo fractal, pero no cuando el flujo continuo fractal se usa para modelar el flujo
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de fluido en un medio poroso fractal. De hecho, valores anómalos de DW reflejan que la part́ıcula que camina

puede visitar el mismo lugar muchas veces. pero esto no es el caso del flujo Darciano en un medio poroso.

Por lo tanto, para modelar el flujo Darciano en un medio poroso se debe asumir que el flujo continuo fractal

está caracterizado por la dimensión espectral ds = D, en lugar de la dimensión espectral del medio poroso

fractal. Por otra parte, en la siguiente sección se muestra que el uso de la derivada de tiempo fraccionaria

conduce al fracaso de la conservación del momento, que es esencial para el flujo del fluido, pero no para la

difusión. Por lo tanto, la velocidad del flujo continuo fractal debe definirse como

~u =
∂

∂t
~v (3.38)

y también la identidad de Euler para el continuo fractal dsd`Φ
3
D ⊂ E3 se lee como(

d

dt

)
D

JD = JD∇Hi υi, (3.39)

donde la derivada del tiempo material fractal se define como(
d

dt

)
D

ψ =
∂ψ

∂t
+ uk∇Hk ψ, (3.40)

y el teorema de transporte de Reynolds para el continuo fractal tiene la siguiente forma:(
d

dt

)
D

∫
Wt

ψdVD =

(
d

dt

)
D

∫
W0

ψJDdV
0
D =

∫
W0

[(
d

dt

)
D

ψJD + ψ

(
d

dt

)
D

JD

]
dV 0

D

=

∫
W0

[(
d

dt

)
D

ψ + ψ∇Hk uk
]
JDdV

0
D =

∫
Wt

[(
d

dt

)
D

ψ + ψ∇Hk uk
]
dVD

=

∫
Wt

(
∇Ht ψ +∇Hk (ψuk)

)
dVD =

∫
Wt

∂

∂t
ψdVD +

∫
A

ψuknkdA
(k)
d ,

(3.41)

lo que implica que una tasa de cambio de la integral de una función sobre un volumen de continuo fractal

está relacionada con el cambio en el valor de la función en el volumen y cualquier cambio en el tamaño del

volumen debido al movimiento de sus ĺımites [15].

3.2. Leyes de conservación para el flujo continuo fractal

Las leyes fundamentales de conservación se derivaron para el caso especial de un continuo fractal Φ3
D ≡

D
3 Φ3

D ⊂ E3 en [14], sin embargo para un flujo continuo fractal generalizado D
d`

Φ3
D ⊂ E3 las ecuaciones no se

ven afectadas.

3.2.1. Ecuación del Balance de Masa

La Ecuación de Continuidad para el flujo continuo fractal Dd`Φ
3
D ⊂ E3 puede ser escrita en la forma

∂ρc
∂t

= −divH(ρc~u), (3.42)

46



la cual implica que el campo de velocidades en un flujo estacionario (~u = const) de un continuo fractal

incompresible (ρc = const) es solenoidal en el sentido de que para cualquier superficie cerrada ∂W el flujo

total neto a través de la superficie del fractal es igual a cero cuando

div(~u) = 0, mientras div(~u) =

3∑
i

∂ui
∂xi
6= 0, (3.43)

Es pertinente señalar que el campo de velocidad solenoidal del continuo fractal puede expresarse como el

rotacional de Hausdorff para un potencial vectorial ~Φ, que es, ~u = rotH(~Φ), donde el rotacional de Hausdorff

está definido por (3.20). En este contexto, el flujo irrotacional del continuo fractal debeŕıa definirse como el

flujo con rotH(~u) = 0. Haciendo uso de la terminoloǵıa de la hidrodinámica clásica, el campo vectorial

~ω = rotH(~u) (3.44)

puede ser denominado como la vorticidad del fractal. Además, usando las identidades del cálculo vectorial

fraccionario se puede presentar como ~u = gradH(ψ), donde el campo escalar ψ(xi) obedece la condición

∆Hψ = 0. Es fácil verificar que cualquier campo de velocidad en el continuo fractal se puede descomponer

en una parte irrotacional y en una parte solenoidal como sigue:

~u = rotH(~Φ) + gradH(ψ). (3.45)

Obsérvese que en el caso del flujo continuo fractal que obedece a la regla general de Mandelbrot para las

intersecciones (3.6), (3.45) coincide con la descomposición utilizada en la hidrodinámica clásica.

3.2.2. Ecuación del Balance de Momento

La conservación del momento es la segunda ley de Newton. Siguiendo los conceptos de la mecánica

del continuo clásico, las fuerzas que actúan sobre el continuo fractal o su parte se pueden dividir en dos

categoŕıas: las que actúan por contacto con la superficie, llamadas de tracción superficiales (~T ) y las que

actúan a distancia, llamadas fuerzas de volumen o de cuerpo (~F ). Además, teniendo en cuenta la definición

del fractal jacobiano (3.32), las fuerzas superficiales en el flujo continuo fractal pueden presentarse como el

gradiente de Hausdorff (3.12) de las tensiones, es decir,

~T = −∇Hi σij , (3.46)

donde σij = pδij − σvij es el tensor de esfuerzo de Cauchy, p es la presión, y σvij es el tensor de esfuerzos

viscosos. La conservación del momento en el flujo continuo fractal dsd`Φ
3
D ⊂ E3 implica que(

d

dt

)
D

∫
W

ρcuidVD =

∫
W

(
ρcfi +∇Hj σij

)
dVD, (3.47)

donde fi es la densidad de las fuerzas de volumen, por ejemplo, la constante gravitacional g, o la densidad de

fuerzas magnéticas o eléctricas, mientras la derivada de tiempo material fractal se define por (3.36). Usando
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la ecuación de continuidad (3.42), la Ecuación de la Densidad de Momento en el continuo fractal se

puede presentar en la siguiente forma:(
d

dt

)
D

ui =
∂

∂t
ui + ui∇Hj uj = fi + ρ−1

c

(
∇Hi p+∇Hj συij

)
, (3.48)

la cual se convierte en la ecuación convencional del balance de la densidad de momento cuando di = D − 1

para todo i. Notar que (3.48) junto con la ecuación de conservación de masa (3.42) y condiciones de frontera

apropiadas, son suficientes para describir el flujo estacionario de un continuo fractal incompresible (ρc =

const) y no viscoso (συij = 0).

3.2.3. Ecuación del Balance de Enerǵıa

La enerǵıa interna dE de un elemento del continuo fractal de masa MD es igual a dE = e(xi, t)ρc(xi, t)dVD,

donde e(xi, t) es la densidad de enerǵıa interna, mientras que la enerǵıa cinética de la masa dMD moviéndose

con una velocidad ~u(xi, t) es igual a dT = 0,5ρc|~u|2. Por consiguiente, la enerǵıa total de la región W del

continuo fractal se define como:

U = E + T =

∫
W

ρc

(
e+

u2

2

)
dVD.

El cambio de la enerǵıa total de la región W se puede definir como

U(t1)− U(t2) = ΩM + ΩS +QS ,

donde ΩM es el trabajo realizado por las fuerzas de cuerpo ~fρcdVD, ΩS es el trabajo realizado por las fuerzas

de superficie σijni~eidVD, σij es el tensor de esfuerzo de Cauchy, y ~QS = ρc~γ es el flujo de calor que entra a

la región W ∈ D
d`

Φ3
D ⊂ E3 a través de la superficie ∂W , mientras ~γ = γini es la densidad de flujo de calor

que entra. Por lo tanto, la razón del cambio de la enerǵıa total se puede representar como:

d

dt

∫
W

ρc

(
e+

u2

2

)
dVD =

∫
W

ρcuifidVD +

∫
∂W

(uiσijniei + niγi) dAd. (3.49)

Empleando el teorema de la divergencia de Green-Gauss generalizado (3.26), (3.49) se puede reescribir como:∫
W

[
ρc

(
d

dt

)
D

e− σij∇Hj ui − ρc∇Hi γi
]
dVD, (3.50)

el cual es válido para cualquier región W del continuo fractal Dd`Φ
3
D ⊂ E3, mientras que la derivada material

del tiempo se define por (3.36). Por lo tanto, la ecuación diferencial del balance de la densidad de enerǵıa en

el flujo continuo fractal tiene la siguiente forma:

ρc

(
d

dt

)
D

e = ρc
∂e

∂t
+ uiρc∇Hi e = σij∇Hj ui + ρc∇Hi γ. (3.51)

Notar que (3.51) se convierte en la ecuación del balance de la densidad enerǵıa convencional cuando

cualquier intersección del flujo continuo con los planos cartesiano están caracterizados por la misma dimensión

fractal (3.6).
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Por lo tanto, es pertinente notar que en el caso de una difusión anómala del continuo fractal con la

dimensión de escala de tiempo intŕınseca ατ < 1, la ecuación de continuidad tiene la siguiente forma:

∇Ht ρc = −dvH(ρc, ~υ). (3.52)

Tomando en cuenta la definición de la derivada parcial de Hausdorff (3.12) y la velocidad de la part́ıcula

(3.34), (3.52) puede reescribirse en la forma de (3.42) con la velocidad del flujo definida como

~u =
∂

∂t
~υ =

(
t

τ0
+ 1

)αt−1

~υ.

Al mismo tiempo, la ecuación para la densidad del balance de momento en caso de la difusión anómala

del continuo fractal se puede representar como:(
d

dHt

)
D

υi = ∇Ht υi + υi∇HJ υj = χ2
τ

(
∂ui
∂t

+
ui

t+ τ0
+ ui∇Hj uj

)
= fi + ρ−1

c

(
∇Ht p+∇Hj συij

)
. (3.53)

(3.53) implica que el momento no puede ser conservado durante una difusión anómala del continuo fractal.

Además, se debeŕıa señalar que la falla de la ley de conservación del momento es el futuro de los modelos

fenomenológicos del flujo fractal que se basan en conceptos de difusión anómalos.

3.3. Hidrodinámica del continuo fractal

Para desarrollar la hidrodinámica del continuo fractal es necesario utilizar dos tipos fundamentales de leyes:

las leyes de conservación y las leyes constitutivas. Las leyes de conservación descritas anteriormente describen

la conservación de la materia, la enerǵıa y el momento, mientras que las leyes constitutivas deben definir la

relación entre los desplazamientos en el continuo fractal y las fuerzas aplicadas. Las leyes constitutivas de

la mecánica del continuo no pueden deducirse de las leyes de la mecánica de los puntos materiales ni de los

cuerpos ŕıgidos, sino que pueden definirse a partir de experimentos f́ısicos, por ejemplo, la ley de elasticidad

de Hooke, la ley de viscosidad newtoniana, etc. Para derivar las relaciones constitutivas de la hidrodinámica

clásica para el flujo continuo fractal deben ser mapeadas en el marco del continuo fractal. De esta manera,

hay una serie de reglas que deben ser utilizadas para producir ecuaciones constitutivas que sean admisibles

desde el punto de vista racional y f́ısico.

3.3.1. Mapeo del flujo fluido en un medio fractalmente permeable dentro del

flujo continuo fractal

El concepto de continuo es una idealización, que puede aproximar la realidad cuando se observan los promedios

de distancia y tiempo apropiados. Por lo tanto, el término “continuo” significa comúnmente que varias

propiedades promediadas en una escala de longitud y tiempo de interés vaŕıan suavemente dentro de la

región excepto, posiblemente, para un pequeño número de discontinuidades. Como consecuencia, los medios

heterogéneos se modelan a menudo en un marco continuo usando un medio eficaz o aproximaciones de campo
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promedio. En este contexto, la hidrodinámica fractal continua puede proporcionar una descripción general

del flujo de fluidos en un medio poroso fractal.

El flujo en un medio fractalmente permeable se mapea a un flujo del continuo fractal Dd`Φ
3
D ⊂ E3 con

la métrica fractal definida por una distribución no uniforme. El caso más simple de flujo fractal en medios

permeables es el flujo de una sola fase fluida homogénea a través de un sólido poroso y/o fisurado. El mapeo

del flujo de fluido en un medio fractalmente permeable en el flujo continuo fractal implica que la densidad

del continuo fractal ρc está relacionada con la densidad del fluido ρf como

ρc = φρf , (3.54)

donde φ es la porosidad efectiva del medio fractal permeable. Consecuentemente, la viscosidad dinámica del

flujo continuo fractal esta relacionada a la viscosidad del fluido µf = ρfηf como

µc = ηcρc = ηφρf = φµf , (3.55)

mientras la viscosidad cinemática del continuo fractal ηc se asume que sea igual para la viscosidad cinemática

del fluido, esto es, ηc = ηf = η.

Considerando el flujo fractal continuo D
d`

Φ3
D ⊂ E3 está gobernado por las ecuaciones de equilibrio (3.42),

(3.48) y (3.51) asociadas con la métrica fractal definida por (3.1)-(3.6), mientras que la forma de la ecuación

constitutiva deende de la topoloǵıa del flujo fractal caracterizada por la dimensión qúımica d`, mientras que

la dimensión espectral del flujo hidrodinámico (Darciano) es siempre ds = D, incluso cuando la dimensión

espectral del medio poroso fractalmente permeable es menor que su dimensión fractal de masa.

En este trabajo es de interés especial el flujo estacionario a través de un medio poroso y/o fisurado,

descrito convencionalmente por la ley de Darcy, o la presión transitoria en los depósitos porosos (fisurados),

comúnmente descritos usando las ecuaciones derivadas por la sustitución de la ley de Darcy en la ecuación

de continuidad. Ambos casos se discuten a continuación.

El trabajo de Balankin proporciona el siguiente desarrollo con respecto a la ley de Darcy: Primeramente

hace mención sobre la discusión de la geometŕıa fractal de los medios porosos sobre el flujo Darciano. Además

de recopilar un conjunto de trabajos donde se propuso una versión convolucionada de la ley de Darcy basada

en una integral fraccionaria, donde se sugirió la ley de Darcy generalizada que emplea la derivada fraccionaria

de Riemann-Liouville. Dentro de estos trabajos la ley de Darcy fue modificada, introduciendo formalismos de

memoria generales que operan en el flujo, aśı como en el gradiente de presión, lo que implica una filtración

del gradiente de presión sin singularidades, proponiendo de esta manera que la geometŕıa fractal sea un

medio para modelar y explicar las desviaciones de la velocidad de Darcy debido a las rocas fracturadas en

los yacimientos naturalmente fracturados y en los mantos acúıferos.

Siguiendo la derivación de la ley de Darcy empleando operadores fraccionarios de Hausdorff (3.17)-(3.20)

y anticipando que la ley de Darcy generalizada para el flujo continuo fractal D3 Φ3
D ⊂ E3 puede expresarse de

la siguiente forma:

ui =
K

(c)
ij

µc
∇Hl (p− hg), (3.56)
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donde la presión p(xi) y el cabezal gravitacional hg(xi) de un campo de gravedad dado son funciones de las

coordenadas cartesianas

p(z) = p0 − g(D − dz)ρ0`z

(
z

`z
+ 1

)D−dz
, (3.57)

donde p0 = p(z = 0) es la presión sobre la normal de la superficie libre al campo gravitacional. Notar que

cuando D − dz < 1, el cabezal gravitacional incrementa con la elevación del fluido más lentamente que en el

caso Euclidiano.

Sin embargo, los modelos convencionales de transición de presión se han desarrollado bajo el supuesto de

un depósito homogéneo. Un ejemplo de ello es la ecuación de difusión de presión transitoria en un flujo radial

isotrópico dada por:

cµφ
∂p

∂t
=

Kr

rn−1

∂

∂

(
rn−1 ∂p

∂r

)
, (3.58)

donde la dimensión de flujo n refleja cómo cambia el área de flujo aparente con la distancia desde la fuente

y no está necesariamente relacionada con la naturaleza de llenado de espacio del flujo, en el sentido de

que la superficie aparente del flujo unidimensional es constante independientemente de la distancia desde el

pozo, mientras que la superficie del flujo bidimensional es proporcional a r1 y la del flujo tridimensional es

proporcional a r2. Por lo tanto, en el caso del flujo unidimensional n = 1, mientras que en el caso del flujo

radial en la geometŕıa ciĺındrica n = 2, y n = 3 en el caso de la simetŕıa esférica del flujo radial.

Por consiguiente, para describir la presión transitoria en un depósito poroso, se hace uso de la ecuación

de Darcy (3.56) la cual se combina con la ecuación de continuidad y una ecuación de estado para el fluido

considerado. Para el caso de un fluido ligeramente compresible, se supone que ∂ρf/∂p = cfρf , donde cf es el

coeficiente de compresibilidad del fluido. Si un medio poroso es también ligeramente compresible, el derivado

temporal de la densidad del fluido puede ser reemplazado por

∂ρf
∂t

= cρf
∂p

∂t
, (3.59)

donde c = cf + cm es el sistema de compresibilidad, mientras cm es el coeficiente de la matriz de compresi-

bilidad.

Aunque la ecuación de presión transitoria (3.58) y sus análogos en las coordenadas cartesianas se usan

a veces en la ingenieŕıa petrolera, hoy en d́ıa es ampliamente aceptado que en muchos casos los datos de

campo experimental no pudieron describirse satisfactoriamente usando modelos euclidianos de yacimientos

naturales. Esto estimula el uso de la geometŕıa fractal para el modelado de yacimientos. En este contexto, en

[14] menciona que Berker propuso una ecuación de presión-transitorio que implica la dimensión fraccional del

flujo, manteniendo los supuestos de flujo radial y homogeneidad del medio fracturado. La famosa ecuación

de Barker puede escribirse en la siguiente forma adimensional:

∂pD
∂tD

=
1

rD
∗−1

D

∂

∂rD

(
rD
∗−1

D

∂pD
∂rD

)
=
∂2pD
∂r2D

+
D∗ − 1

rD

∂pD
∂rD

, (3.60)

donde 0 < D∗ ≤ 3 es la dimensión de flujo que se puede suponer que es fraccional. Para derivar la ecuación

de presión transitorio para un flujo continuo fractal D3 Φ3
D ⊂ E3, se observa que en el caso de un continuo
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fractal ligeramente compresible ∂ρc/∂p = cρc y aśı

∂ρc
∂t

= cρc
∂p

∂t
, (3.61)

como se suele suponer en la hidrodinámica de los ĺıquidos ligeramente compresibles (3.61), mientras que

el coeficiente de compresibilidad del fractal continuo c se determina por la compresibilidad del fluido cf =

∂lnρf/∂p y la compresibilidad del medio poroso cφ = ∂φ
∂p como

c = cf + φcφ (3.62)

sustituyendo (3.56) y (3.61) en (3.42) se obtiene la siguiente ecuación para la difusión de presión de un flujo

continuo fractal tridimensional anisotrópico

cµc
∂p

∂t
= divH

[
K

(c)
ii gradH(p− hg)

]
=

3∑
i

k
(c)
ii

(
xi
`i

+ 1

)2(1−di−D) [(
∂2(p− hg)

∂x2i

)
+

1 − di −D

xi + `i

(
∂(p− hg)

∂xi

)]
,

(3.63)

donde hg es la altura gravitacional definida por (4.2).

Para depósitos y pozos de geometŕıa conocida, la ecuación (3.63) junto con las condiciones internas y

externas adecuadas y las condiciones iniciales pueden usarse para modelar los transitorios de presión del

flujo fractal. Obsérvese que en el caso de la porosidad euclidiana, aśı como en el caso de la porosidad fractal

isotrópica (K
(0)
ij ≡ K0) que obedece a la regla de pulgar de Mandelbrot (3.6), (3.63) se convierte en la ecuación

clásica de transitorios de presión

cµfφ
∂p

∂t
= K0∆(p− hg), (3.64)

que en el caso de flujo isotrópico radial (hg = 0) a través de una esfera n-dimensional toma la forma de (3.58).

En el flujo continuo fractal D
d`

Φ3
D ⊂ E3, haciendo uso del laplaciano fraccionario generalizado (3.13)

para el flujo continuo fractal generalizado D
d`

Φ3
D ⊂ E3 el mapeo puede asociarse con una forma espećıfica

(aunque desconocida) de ecuación constitutiva para el flujo continuo fractal generalizado D
d`

Φ3
D ⊂ E3, la cual

hace posible obtener la ecuación fenomenológica presión-transitoria, cuando la igualdad (3.6) se mantiene,

mientras que la dimensión de flujo n = d` < 3 es fraccional. En las coordenadas cartesianas, la ecuación

transitorio-presión generalizada para un flujo continuo fractal anisotrópico D
d`

Φ3
D ⊂ E3 tiene la siguiente

forma:

cµc
∂p

∂t
=

3∑
i

K
(c)
ii

(
xi
`i

+ 1

)2(di+1−D) [(
∂2(p− hg)

∂x2
i

)
+
αi − di −D
xi + `i

(
∂(p− hg)

∂xi

)]
, (3.65)

mientras la relación (3.15) se mantiene[14, 15]
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Caṕıtulo 4

Resultados y Discusión

4.1. Discretización de la Ecuación de difusión de Presión en un

flujo continuo fractal tridimensional anisotrópico

El principio de conservación de masa aplicado al sistema pre-fractal resulta en una ecuación de continuidad que

combinada con la ecuación de transporte (la ecuación de Darcy) y una ecuación de estado (fluido ligeramente

comprensible), permite obtener la expresión siguiente, denominada en la literatura como Ecuación de

Difusividad:

cµc
∂p

∂t
= ~∇H ·

(
K

(c)
ii
~∇H(p− hg)

)
(4.1)

donde hg es el cabezal de presión gravitacional dado por la ecuación:

hg = p0 − gζzρ0`3

(
x3

`3
+ 1

)ζz
. (4.2)

Para dar una solución a la ecuación diferencial (4.1) se requiere de dos condiciones de frontera, y una condición

inicial, sin embargo, no es una ecuación diferencial que se pueda resolver anaĺıticamente, por lo que para su

solución, se aplica el método del elemento finito usando elementos tetraédricos lineales formulado en la

Sección 1.5.

Con el fin de usar el Método de Galerkin, primero se obtiene la Ecuación Residual Ponderada (1.37).

Asumiendo W un volumen de un elemento arbitrario, moviendo todos los término de (4.1) del lado izquierdo,

luego multiplicando por las funciones de peso, o funciones de interpolación, Ni e integrando sobre todo el

volumen, se obtiene el residual ponderado de Galerkin. Este procedimiento se llevarán a cabo de tres formas

diferentes para la ecuación de Difusividad.

Primer Tratamiento

Para esta primera parte se sustituyen los operadores locales fraccionarios (3.18) y (3.19) a la ecuación de

difusividad (4.1) obteniendo la siguiente ecuación diferencial parcial:

cµc
∂φ

∂t
= χ(x) ∂

∂x

(
K

(c)
11 χ

(x) ∂φ

∂x

)
+ χ(y) ∂

∂y

(
K

(c)
22 χ

(y) ∂φ

∂y

)
+ χ(z) ∂

∂z

(
K

(c)
33 χ

(z) ∂φ

∂z

)
,

con el fin de obtener una ecuación diferencial análoga a la ecuación (1.38) y hacer uso de las condiciones de

frontera mencionadas en la Sección 1.5, se multiplica la ecuación anterior por A = cµc
(
χ(x)χ(y)χ(z)

)−1
y
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reagrupando términos se obtiene la expresión

cµc
χ(x)χ(y)χ(z)

∂φ

∂t
=

∂

∂x

(
K

(c)
11

χ(x)

χ(y)χ(z)

∂φ

∂x

)
+

∂

∂y

(
K

(c)
22

χ(y)

χ(x)χ(z)

∂φ

∂y

)
+

∂

∂z

(
K

(c)
33

χ(z)

χ(x)χ(y)

∂φ

∂z

)
,

pasando todo del lado izquierdo de la igualdad se tiene

∂φ

∂t
− 1

A

{
∂

∂x

(
K

(c)
11 Ax

∂φ

∂x

)
+

∂

∂y

(
K

(c)
22 Ay

∂φ

∂y

)
+

∂

∂z

(
K

(c)
33 Az

∂φ

∂z

)}
= 0.

Obteniendo el Residual Ponderado de Galerkin y separando las integrales se tiene∫
W

∂φ

∂t
NidVD −

∫
W

{
∂

∂x

(
K

(c)
11 Ax

∂φ

∂x

)
+

∂

∂y

(
K

(c)
22 Ay

∂φ

∂y

)
+

∂

∂z

(
K

(c)
33 Az

∂φ

∂z

)}
c3
A
NidV3 = 0,

haciendo c3
A = γ e integrando por partes la segunda integral∫

W

∂φ

∂t
NidVD −

3∑
j=0

∫
∂W

AjK
(c)
jj

∂φ

∂xj
NinjγdS2 +

3∑
j=0

∫
W

AjK
(c)
jj

∂φ

∂xj

∂Ni
∂xj

γdV3 = 0. (4.3)

Segundo Tratamiento

En esta segunda parte se sustituye los operadores locales fraccionarios (3.18) y (3.19), desarrollando las

respectivas derivadas, en la ecuación (4.1) obteniendo la siguiente expresión:

cµc
∂φ

∂t
=

3∑
j=1

K
(c)
jj

(
χ(i)

)2
[
∂2φ

∂x2
i

+
1− ζi
xi + `i

∂φ

∂xi

]
Pasando la sumatoria del lado izquierdo de la igualdad, obtenido el Residual Ponderado de Galerkin y se

parando las integrales se tiene∫
W

∂φ

∂t
NidVD −

3∑
j=1

∫
W

K
(c)
jj

cµc

(
χ(i)

)2 ∂2φ

∂x2
i

NidVD +

3∑
j=1

∫
W

K
(c)
jj

cµc

(
χ(i)

)2 1− ζi
xi + `i

∂φ

∂xi
NidVD = 0

Colocando los coeficientes en términos propuestos en el tratamiento anterior se tiene:∫
W

∂φ

∂t
NidVD −

3∑
j=1

∫
W

AjK
(c)
jj

∂2φ

∂x2
i

NiγdV3 +

3∑
j=1

∫
W

AjK
(c)
jj

1− ζi
xi + `i

∂φ

∂xi
NiγdV3 = 0

Integrando por partes la segunda integral y eliminando términos tenemos la expresión:∫
W

∂φ

∂t
NidVD −

3∑
j=0

∫
∂W

AjK
(c)
jj

∂φ

∂xj
NinjγdS2 +

3∑
j=0

∫
W

AjK
(c)
jj

∂φ

∂xj

∂Ni
∂xj

γdV3 = 0 (4.4)

la cual es exactamente la misma expresión que (4.3).

Tercer Tratamiento

Para este último tratamiento se hace uso de la ecuación (4.1) sin sustituir ningún operador, trabajando

únicamente con operadores fraccionarios locales. Se pasan todos los términos al lado izquierdo de la igualdad

e integrando, se obtiene el Residual Ponderado de Galerkin en la forma:∫
W

{
∂p

∂t
− ~∇H ·

(
K

(c)
ii

cµc
~∇Hφ

)}
NidVD = 0
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separando las integrales y aplicando el teorema de Green-Gauss Generalizado (3.26) se tiene la siguiente

expresión: ∫
W

∂φ

∂t
NidVD −

K
(c)
jj

cµc

∫
∂W

Ni

〈
~nd, ~∇Hφ

〉
dS +

K
(c)
jj

cµc

∫
W

〈
~∇HNi, ~∇Hφ

〉
dVD = 0

donde 〈
~f0, ~g0

〉
= f1g1 + f2g2 + f3g3

obteniendo la siguiente expresión∫
W

∂φ

∂t
NidVD −

3∑
j=0

K
(c)
jj

cµc

∫
∂W

c
(j)
2 χ(j)Ni

∂φ

∂xj
njdS +

3∑
j=0

K
(c)
jj

cµc

∫
W

(
χ(j)

)2 ∂N1

∂xj

∂φ

∂xj
c3dV3 = 0

colocando los coeficientes en términos de los tratamientos anteriores se tiene la ecuación∫
W

∂φ

∂t
NidVD −

3∑
j=0

∫
∂W

AjK
(c)
jj

∂φ

∂xj
Ninjγ

(j)dS2 +

3∑
j=0

∫
W

AjK
(c)
jj

∂φ

∂xj

∂Ni
∂xj

γdV3 = 0. (4.5)

A excepción de los términos γ(j), la ecuación (4.5) es igual a las ecuaciones (4.3) y (4.4). Aplicando la

condición natural de frontera (ii) que dice que la derivada normal es conocida a lo largo de la frontera:

k
∂φ

∂n
≡
(
kx
∂φ

∂x
nx + ky

∂φ

∂y
ny + kz

∂φ

∂z
nz

)
= αφ+ β

donde α y β son parámetros conocidos a lo largo de la frontera, la ecuación (4.3) queda de la forma:∫
W

∂φ

∂t
NidVD −

∫
∂W

(αφ+ β)NiγdS2 +

3∑
j=0

∫
W

K
(c)
jj Aj

∂φ

∂xj

∂Ni
∂xj

γdV3 = 0 (4.6)

Sustituyendo ahora la variable de aproximación φ = p(xi, t)−hg(xi) haciendo p = NT d en (4.6) se obtiene

la siguiente expresión:

ḋ

∫
W

NiN
TdVD − d

∫
∂W

αNiN
T γdS2 +

∫
∂W

αhgNiγdS2 −
∫
∂W

βNiγdS2

+

3∑
j=0

d

∫
W

K
(c)
jj Aj

∂Ni
∂xj

∂NT

∂xj
γdV3 −

∫
W

K
(c)
33 A3

∂hg
∂x3

∂Ni
∂x3

γdV3 = 0

reemplazando el cabezal gravitacional (4.2) en la última integral de la ecuación anterior se tiene:

ḋ

∫
W

NiN
TdVD − d

∫
∂W

αNiN
T γdS2 +

∫
∂W

αhgNiγdS2 −
∫
∂W

βNiγdS2

+

3∑
j=0

d

∫
W

K
(c)
jj Aj

∂Ni
∂xj

∂NT

∂xj
γdV3 −

∫
W

K
(c)
33 gζ

2
z `

1−ζz
z (z + `z)

ζz−1 ∂Ni
∂x3

γdV3 = 0.

Obteniendo el integrando de la última integral se tiene:

ḋ

∫
W

NiN
TdVD − d

∫
∂W

αNTNiγdS2 +

∫
∂W

αhgNiγdS2 −
∫
∂W

βNiγdS2

+

3∑
j=0

d

∫
W

K
(c)
jj Aj

∂Ni
∂xj

∂NT

∂xj
γdV3 −K(c)

33 gζ
2
z `
ζz−1
z

∫
W

c
(x)
1 c

(y)
1

∂Ni
∂x3

dV3 = 0.
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Colocando las integrales donde se encuentra el vector d del lado izquierdo de la igualdad y el resto de los

términos del lado derecho se tiene:

ḋ

∫
W

NiN
TdVD +

3∑
j=0

d

∫
W

K
(c)
jj Aj

∂Ni
∂xj

∂NT

∂xj
γdV3 − d

∫
∂W

αNiN
T γdS2

= K
(c)
33 gζ

2
z `
ζz−1
z

∫
W

c
(x)
1 c

(y)
1

∂Ni
∂x3

dV3 +

∫
∂W

βNiγdS2 −
∫
∂W

αhgNiγdS2. (4.7)

Acomodando los términos que se encuentran dentro de la segunda integral de volumen se obtiene una

forma más compacta colocando las matrices de la siguiente manera:

g1BxB
T
x + g2ByB

T
y + g3BzB

T
z =

(
Bx By Bz

)
g1 0 0

0 g2 0

0 0 g3




BT
x

BT
y

BT
z

 ≡ BCBT

donde

BT =


∂N1

∂x
∂N2

∂x
∂N3

∂x
∂N4

∂x

∂N1

∂y
∂N2

∂y
∂N3

∂y
∂N4

∂y

∂N1

∂z
∂N2

∂z
∂N3

∂z
∂N4

∂z

 y C =


A1K

(c)
11 γ 0 0

0 A2K
(c)
22 γ 0

0 0 A3K
(c)
33 γ


y haciendo

q = K
(c)
33 gζ

2
z `
ζz−1
z c

(x)
1 c

(y)
1

Sustituyendo las expresiones anteriores en (4.7) se tiene

ḋ

∫
W

NNTdVD + d

∫
W

BCBTdV3 − d
∫
∂W

αNNT γdS2 =

∫
W

q
∂Ni
∂x3

dV3 +

∫
∂W

βNiγdS2 −
∫
∂W

αhgNiγdS2.

Renombrando a cada una de las integrales siguientes se obtiene una ecuación diferencial matricial de primer

orden con respecto al tiempo.

M ḋ + (Kk +Kα) d = rq + rβ + rα (4.8)

A la hora de resolver estas integrales anaĺıticamente se encontraron diversas dificultades:

I.- Primeramente, al tratar de resolverlas directamente, llevamos a cabo una serie de integraciones por

partes, dando como resultado una expresión de n-términos siendo el n-ésimo término otra integral, lo

que no permit́ıa obtener un resultado para la integral a resolver, buscando una forma de resolverlas u

optar por resolverlas por algún método numérico.

II.- Otra dificultad con la que se encontró surgió a la hora de definir los ĺımites de integración, considerando

de esta manera únicamente los ĺımites de un tetraédro canónico anclado en el origen, resolviendo de

esta manera este problema.

III.- También se observó que las integrales tienen la forma de la función Beta, la cual se encuentra definida

por la función gamma, mostradas en el Apéndice A, sin embargo, exist́ıan algunas complicaciones a la
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hora de acomodar lo limites de integración para poder hacer uso de esta función. Investigando más a

fondo algunas propiedades de esta función, se encontró la integral de Dirichlet, la cual proporcionó el

camino para lograr resolver las integrales resultantes de la ecuación (4.8).

Una vez resuelta una integral de cualquier elemento de la ecuación (4.8) se realiza el mismo procedimiento

para los elementos de las matricesM ,Kk y rq, mientras que paraKα, rα y rβ se resolverán para las condiciones

de frontera impuestas por el problema que se vaya a resolver.

Una vez que se resolvieron las integrales de cada matriz, se obtiene la siguiente ecuación diferencial (se

muestra el elemento (i, j) de la ecuación diferencial matricial):

(M)ijḋ + ((Kk)ij +Kα) d = (rq)i + rβ + rα (4.9)

el cual tiene asociada la siguiente expresión(
1

6V

)2 [
6V0i6V0jθ + (6V0iaj + 6V0jai)

(
ζx

ζx + ζy + ζz + 1
− `x

)
θ+

(6V0ibj + 6V0jbi)

(
ζy

ζx + ζy + ζz + 1
− `y

)
θ + (6V0icj + 6V0jci)

(
ζz

ζx + ζy + ζz + 1
− `z

)
θ

+ (aibj + ajbi)

(
ζxζy

(ζx + ζy + ζz + 2)(ζx + ζy + ζz + 1)
− `y

ζx
ζx + ζy + ζz + 1

− `x
ζy

ζx + ζy + ζz + 1
+ `x`y

)
θ

+ (aicj + ajci)

(
ζxζz

(ζx + ζy + ζz + 2)(ζx + ζy + ζz + 1)
− `z

ζx
ζx + ζy + ζz + 1

− `x
ζz

ζx + ζy + ζz + 1
+ `x`z

)
θ

+ (bicj + bjci)

(
ζyζz

(ζx + ζy + ζz + 2)(ζx + ζy + ζz + 1)
− `z

ζy
ζx + ζy + ζz + 1

− `y
ζz

ζx + ζy + ζz + 1
+ `y`z

)
θ

+ aiaj

(
ζx(ζx + 1)

(ζx + ζy + ζz + 2)(ζx + ζy + ζz + 1)
− 2`x

ζx
ζx + ζy + ζz + 1

+ `2x

)
θ

+ bibj

(
ζy(ζy + 1)

(ζx + ζy + ζz + 2)(ζx + ζy + ζz + 1)
− 2`y

ζy
ζx + ζy + ζz + 1

+ `2y

)
θ

+cicj

(
ζz(ζz + 1)

(ζx + ζy + ζz + 2)(ζx + ζy + ζz + 1)
− 2`z

ζz
ζx + ζy + ζz + 1

+ `2z

)
θ

]
ḋ

+

(
aiaj

Γ(2− ζx)Γ(ζy)Γ(ζz)

Γ(3− ζx + ζy + ζz)
`2(ζx−1)
x + bibj

Γ(ζx)Γ(2− ζy)Γ(ζz)

Γ(3 + ζx − ζy + ζz)
`2(ζy−1)
y + cicj

Γ(ζx)Γ(ζy)Γ(2− ζz)
Γ(3 + ζx + ζy − ζz)

`2(ζz−1)
z +Kα

)
d

= 2K
(c)
33 gζ

2
z `
ζz−1
z

Γ(ζx)Γ(ζy)

Γ(ζx + ζy + 2)
ci + rβ + rα.

(4.10)

Esta ecuación diferencial contiene la información asociada a la geometŕıa del medio fractal bajo estudio a

través de las dimensionalidades fractales correspondientes, ζi, D, di, limites inferiores de corte `i y funciones

de estado c3, c
(k)
2 , c

(i)
1 , proporcionando de esta manera un nuevo modelo que puede implementarse en algún

lenguaje de programación y generar un software de simulación como producto final, se remarca el hecho de

que en la bibliograf́ıa cient́ıfica actual este trabajo es el primero en su clase, es decir, no existe ningún reporte

o publicación previo en el que se emplee el cálculo fraccionario del continuo fractal para resolver una ecuación

diferencial (como se llevó acabo en el presente trabajo, al menos para la parte espacial). Por lo tanto, la

importancia de los desarrollos que exponemos en esta tesis radica en que no hay precedente alguno que haga

57



referencia a la solución de un problema del campo de la hidrodinámica relacionado con la aplicación de la

herramienta matemática referida anteriormente (cálculo fraccionario) en relación a la ecuación de difusión de

presión colocando el presente trabajo como de vanguardia.

También se menciona que la fórmulas integrales que se han obtenido anaĺıticamente son generales en el

sentido de que fueron resueltas para valores de parámetros fraccionarios no particulares por lo que seŕıa de

interés y como parte de un trabajo a futuro investigar el rango de validez de tales parámetros.
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Conclusiones

En el presente trabajo se emplean los conocimientos adquiridos en la materia del Elemento Finito para llevar

acabo el proceso de discretización de la ecuación del transitorio de presión fraccionaria para un flujo fractal

continuo tridimensional. Para efectuar tal proceso de discretización se hizo uso de los operadores fraccionarios

definidos en [14, 15] que son muy similares a los operadores vectoriales tradicionales que se han manejado en

los cursos básicos de formación y que relacionan un sistema discontinuo con uno continuo a través del con-

junto de funciones de transformación definidas en las ecuaciones (3.1)-(3.6). Sin embargo, se resalta el hecho

de que tales operadores llevan la información fractal del medio bajo estudio a través de las dimensionalidades

fractales correspondientes contenidas en los factores de escalamiento, esta información fractal proporciona la

información referente a la estructura del medio, abordando el estudio de los medios porosos con las ecuacio-

nes de conservación fractales, las cuales se transforman en las ecuaciones de conservación convencionales a

través de ciertas consideraciones que hace que las dimensiones fractales se conviertan en enteras (para casos

continuos).

Se señala también que, de acuerdo a la gran cantidad de información presentada en la literatura y las

múltiples definiciones para los operadores, crean una falta de formalismo concreto para un operador integro-

diferencial, dando lugar de esta manera a diversos modelos o definiciones para un mismo concepto, como es el

caso de las funciones de densidades de estado c3, c
(k)
2 , c

(i)
1 definidas por (1.17), (1.18) y (1.25) por los autores;

Balankin, Tarasov y Ostoja respectivamente (esto se debe a la forma de la integral fraccionaria que considera

cada uno). Por lo que el uso de operadores fraccionarios aun se encuentra en una constante evolución, creando

nuevos modelos o adaptando los conceptos fractales a teoŕıas ya formuladas, como es el caso de la Mecánica

de fluidos, la teoŕıa electromagnética o la f́ısica cuántica.

Tomando en cuenta lo anterior se trabajó únicamente con la definición proporcionada por Balankin para

desarrollar el proceso de discretización que se realizó de tres modos diferentes: En el primer caso, se manipuló la

ecuación del transiente de presión para un flujo fractal continuo obteniéndose la forma general de una ecuación

diferencial con operadores convencionales. En el segundo caso se desarrolló la ecuación diferencial sustituyendo

los operadores fraccionarios locales por los operadores convencionales obteniendo una ecuación diferencial

diferente (en forma) a la ecuación obtenida en el primer caso, sin embargo, al aplicar el MEF a esta ecuación,

las expresiones elementales en ambos casos son exactamente las mismas. Por otro lado, para el tercer caso

se trabajó directamente con el teorema de Green-Gauss generalizado fraccionario aplicado a la ecuación del

transiente de presión (4.1), el resultado obtenido fue ligeramente diferente que en los dos casos anteriores por

un factor `i para cada coeficiente Ai y esto se debe a cómo se encuentra definido el teorema de Green-Gauss

generalizado fraccionario, sin embargo, se observa que se tiene la misma forma que la obtenida en los dos casos
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anteriores. Una vez aplicado el teorema de Green-Gauss se sustituye en las funciones de interpolación para un

elemento tetraédrico lineal (4 nodos), lo que arrojó un conjunto de integrales con argumentos fraccionarios.

Estas integrales las resolvimos de manera anaĺıtica (Apéndice B), para un tetraedro canónico anclado en el

origen, empleando un proceso muy similar al que se lleva acabo en la literatura de los métodos matemáticos

para obtener la fórmula integral de Dirichlet. Una vez obtenidas las ecuaciones elementales, es necesario crear

el mallado del dominio, para dar lugar a la matriz de Ensamble Global.

Se concluye resumiendo que los resultados más importantes obtenidos en este trabajo de tesis sientan las

bases de futuras implementaciones en software que permitan ver de manera gráfica los contrastes que tiene

la inclusión de la geometŕıa intŕınseca del medio en la modelación de un problema de aplicación real. Esta

implementación requiere una serie de pruebas en software conocidos para comprobar su validez, para luego

poder crear códigos para que formen parte de las bases de un software de simulación.
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Apéndice A

Función Gamma, Función Beta

e Integral de Dirichlet

La función gamma denotada por Γ(n) está definida por

Γ(n) =

∫ ∞
0

xn−1e−xdx (A.1)

la cual es convergente para n > 0.

Por otro lado la Función Beta, denotada por B(m,n) está definida por

B(m,n) =

∫ 1

0

xm−1(1− x)n−1dx (A.2)

la cual es convergente para m,n > 0.

La función beta esta conectada por la función gamma de acuerdo a la relació

B(m,n) =
Γ(m)Γ(n)

Γ(m+ n)
(A.3)

Una función especial que hace uso de las funciones beta y gamma, es la integral de Dirichlet, dada por:

y

V

xα−1yβ−1xγ−1dxdydz =
Γ(α/2)Γ(β/2)Γ(γ/2)

8Γ[(α+ β + γ)/2 + 1]
(A.4)

donde V es la región en el primer octante rodeado por la esfera x2 + y2 + z2 = 1 y los planos coordenados

[45].
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Apéndice B

Resolución de Integrales

En esta sección se obtendrán los valores de las matrices definidas en la ecuación (4.8).

M =

∫
W

NNTdVD

donde

NNT =


η1

η2

η3

η4


(
η1 η2 η3 η4

)
=


η1η1 η1η2 η1η3 η1η4

η2η1 η2η2 η2η3 η2η4

η3η1 η3η2 η3η3 η3η4

η4η1 η4η2 η4η3 η4η4

 (B.1)

donde se obtiene el término Mij como

Mij =

(
1

6V

)2 ∫
W

[6V0i6V0j + (6V0iaj + 6V0jai)x+ (6V0ibj + 6V0jbi)y + (6V0icj + 6V0jci)z

+(aibj + ajbi)xy + (aicj + ajci)xz + (bicj + bjci)yz + aiajx
2 + bibjy

2 + cicjz
2
]
c3(xi, D)dV3

Como el medio con el que estamos trabajando se supone que es un medio homogéneo, trasladamos el espacio

(x, y, z) a un espacio (x + `x, y + `y, z + `z), haciendo el siguiente cambio de variables ux = (x + `x),

uy = (y + `y) y uz = (z + `z). Como consecuencia la función de transformación c3(ui, D)dV3 se convierte

en uζx−1
x u

ζy−1
y uζz−1

z duzduydux. Trabajando el tetraedro en este mismo espacio se obtienen las siguientes 10

integrales a resolver, las cuales son:

1. 6V0i6V0j

∫ 1

0

∫ 1−ux

0

∫ 1−ux−uy

0

uζx−1
x u

ζy−1
y uζz−1

z duzduydux,

2. (6V0iaj + 6V0jai)

∫ 1

0

∫ 1−ux

0

∫ 1−ux−uy

0

(ux − `x)uζx−1
x u

ζy−1
y uζz−1

z duzduydux,

3. (6V0iabj + 6V0jbi)

∫ 1

0

∫ 1−ux

0

∫ 1−ux−uy

0

(uy − `y)uζx−1
x u

ζy−1
y uζz−1

z duzduydux,

4. (6V0icj + 6V0jci)

∫ 1

0

∫ 1−ux

0

∫ 1−ux−uy

0

(uz − `z)u
ζx−1
x u

ζy−1
y uζz−1

z duzduydux,

5. (aibj + ajbi)

∫ 1

0

∫ 1−ux

0

∫ 1−ux−uy

0

(ux − `x)(uy − `y)uζx−1
x u

ζy−1
y uζz−1

z duzduydux,

6. (aicj + ajci)

∫ 1

0

∫ 1−ux

0

∫ 1−ux−uy

0

(ux − `x)(uz − `z)u
ζx−1
x u

ζy−1
y uζz−1

z duzduydux,

7. (bicj + bjci)

∫ 1

0

∫ 1−ux

0

∫ 1−ux−uy

0

(uy − `y)(uz − `z)u
ζx−1
x u

ζy−1
y uζz−1

z duzduydux,
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8. (aiaj)

∫ 1

0

∫ 1−ux

0

∫ 1−ux−uy

0

(ux − `x)2uζx−1
x u

ζy−1
y uζz−1

z duzduydux,

9. (bibj)

∫ 1

0

∫ 1−ux

0

∫ 1−ux−uy

0

(uy − `y)2uζx−1
x u

ζy−1
y uζz−1

z duzduydux,

10. (cicj)

∫ 1

0

∫ 1−ux

0

∫ 1−ux−uy

0

(uz − `z)
2uζx−1
x u

ζy−1
y uζz−1

z duzduydux.

Resolviendo cada una de las integrales a continuación:

1.

∫ 1

0

∫ 1−ux

0

∫ 1−ux−uy

0

uζx−1
x uζy−1

y uζz−1
z duzduydux

=

∫ 1

0

∫ 1−ux

0

uζx−1
x uζy−1

y

(
uζzz
ζz

)1−ux−uy

0

duydux =
1

ζz

∫ 1

0

∫ 1−ux

0

uζx−1
x uζy−1

y (1− ux − uy)ζzduydux

Haciendo uy = (1 − ux)t → duy = (1 − ux)dt, cambiando los ĺımites de integración por t(uy = 0) = 0 y

t(uy = 1− ux) = 1, y reagrupando las integrales se obtiene la siguiente expresión:

=
1

ζz

(∫ 1

0

uζx−1
x (1− ux)ζy+ζzdux

)(∫ 1

0

tζy−1(1− t)ζzdt
)

Haciendo uso de la función Beta se tiene

1

ζz

Γ(ζx)Γ(ζy + ζz + 1)

Γ(ζx + ζy + ζz + 1)

Γ(ζy)Γ(ζz + 1)

Γ(ζy + ζz + 1)
=

1

ζz

Γ(ζx)Γ(ζy)Γ(ζz + 1)

Γ(ζx + ζy + ζz + 1)

De la propiedad Γ(β + 1) = βΓ(β) de la función Γ se tiene:∫ 1

0

∫ 1−ux

0

∫ 1−ux−uy

0

uζx−1
x uζy−1

y uζz−1
z duzduydux =

Γ(ζx)Γ(ζy)Γ(ζz)

Γ(ζx + ζy + ζz + 1)
= θ (B.2)

2.

∫ 1

0

∫ 1−ux

0

∫ 1−ux−uy

0

(ux − `x)uζx−1
x uζy−1

y uζz−1
z duzduydux

=

∫ 1

0

∫ 1−ux

0

∫ 1−ux−uy

0

uζxx u
ζy−1
y uζz−1

z duzduydux − `x
∫ 1

0

∫ 1−ux

0

∫ 1−ux−uy

0

uζx−1
x uζy−1

y uζz−1
z duzduydux

Desarrollando la expresión anterior con el mismo procedimiento que se llevo acabo en la Integral 1 y

ocupando la ecuación (B.2), entonces∫ 1

0

∫ 1−ux

0

∫ 1−ux−uy

0

(ux − `x)uζx−1
x uζy−1

y uζz−1
z duzduydux =

(
ζx

ζx + ζy + ζz + 1
− `x

)
θ

Llevando a cabo el mismo procedimiento se obtiene la expresión para las integrales restantes.

3.

∫ 1

0

∫ 1−ux

0

∫ 1−ux−uy

0

(uy − `y)uζx−1
x uζy−1

y uζz−1
z duzduydux =

(
ζy

ζx + ζy + ζz + 1
− `y

)
θ

4.

∫ 1

0

∫ 1−ux

0

∫ 1−ux−uy

0

(uy − `y)uζx−1
x uζy−1

y uζz−1
z duzduydux =

(
ζz

ζx + ζy + ζz + 1
− `z

)
θ

5.

∫ 1

0

∫ 1−ux

0

∫ 1−ux−uy

0

(ux − `x)(uy − `y)uζx−1
x uζy−1

y uζz−1
z duzduydux

=

(
ζxζy

(ζx + ζy + ζz + 2)(ζx + ζy + ζz + 1)
− `y

ζx
ζx + ζy + ζz + 1

− `x
ζy

ζx + ζy + ζz + 1
+ `x`y

)
θ
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6.

∫ 1

0

∫ 1−ux

0

∫ 1−ux−uy

0

(ux − `x)(uz − `z)uζx−1
x uζy−1

y uζz−1
z duzduydux

=

(
ζxζz

(ζx + ζy + ζz + 2)(ζx + ζy + ζz + 1)
− `z

ζx
ζx + ζy + ζz + 1

− `x
ζz

ζx + ζy + ζz + 1
+ `x`z

)
θ

7.

∫ 1

0

∫ 1−ux

0

∫ 1−ux−uy

0

(uy − `y)(uz − `z)uζx−1
x uζy−1

y uζz−1
z duzduydux

=

(
ζyζz

(ζx + ζy + ζz + 2)(ζx + ζy + ζz + 1)
− `z

ζy
ζx + ζy + ζz + 1

− `y
ζz

ζx + ζy + ζz + 1
+ `y`z

)
θ

8.

∫ 1

0

∫ 1−ux

0

∫ 1−ux−uy

0

(ux − `x)2uζx−1
x uζy−1

y uζz−1
z duzduydux

=

(
ζx(ζx + 1)

(ζx + ζy + ζz + 2)(ζx + ζy + ζz + 1)
− 2`x

ζx
ζx + ζy + ζz + 1

+ `2x

)
θ

9.

∫ 1

0

∫ 1−ux

0

∫ 1−ux−uy

0

(uy − `y)2uζx−1
x uζy−1

y uζz−1
z duzduydux

=

(
ζy(ζy + 1)

(ζx + ζy + ζz + 2)(ζx + ζy + ζz + 1)
− 2`y

ζy
ζx + ζy + ζz + 1

+ `2y

)
θ

10.

∫ 1

0

∫ 1−ux

0

∫ 1−ux−uy

0

(uz − `z)2uζx−1
x uζy−1

y uζz−1
z duzduydux

=

(
ζz(ζz + 1)

(ζx + ζy + ζz + 2)(ζx + ζy + ζz + 1)
− 2`z

ζz
ζx + ζy + ζz + 1

+ `2z

)
θ

Por lo tanto la Mij esta dada por:

Mij =

(
1

6V

)2 [
6V0i6V0jθ + (6V0iaj + 6V0jai)

(
ζx

ζx + ζy + ζz + 1
− `x

)
θ+

(6V0ibj + 6V0jbi)

(
ζy

ζx + ζy + ζz + 1
− `y

)
θ + (6V0icj + 6V0jci)

(
ζz

ζx + ζy + ζz + 1
− `z

)
θ

+ (aibj + ajbi)

(
ζxζy

(ζx + ζy + ζz + 2)(ζx + ζy + ζz + 1)
− `y

ζx
ζx + ζy + ζz + 1

− `x
ζy

ζx + ζy + ζz + 1
+ `x`y

)
θ

+ (aicj + ajci)

(
ζxζz

(ζx + ζy + ζz + 2)(ζx + ζy + ζz + 1)
− `z

ζx
ζx + ζy + ζz + 1

− `x
ζz

ζx + ζy + ζz + 1
+ `x`z

)
θ

+ (bicj + bjci)

(
ζyζz

(ζx + ζy + ζz + 2)(ζx + ζy + ζz + 1)
− `z

ζy
ζx + ζy + ζz + 1

− `y
ζz

ζx + ζy + ζz + 1
+ `y`z

)
θ

+ aiaj

(
ζx(ζx + 1)

(ζx + ζy + ζz + 2)(ζx + ζy + ζz + 1)
− 2`x

ζx
ζx + ζy + ζz + 1

+ `2x

)
θ

+ bibj

(
ζy(ζy + 1)

(ζx + ζy + ζz + 2)(ζx + ζy + ζz + 1)
− 2`y

ζy
ζx + ζy + ζz + 1

+ `2y

)
θ

+cicj

(
ζz(ζz + 1)

(ζx + ζy + ζz + 2)(ζx + ζy + ζz + 1)
− 2`z

ζz
ζx + ζy + ζz + 1

+ `2z

)
θ

]

Kk =

∫
W

BCBTdV3
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donde

BCBT =


a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

a4 b4 c4



g1 0 0

0 g2 0

0 0 g3



a1 a2 a3 a4

b1 b2 b3 b4

c1 c2 c3 c4


por lo que el término (Kk)ij está dado por

(Kk)ij =

∫
W

(aiajg1 + bibjg2 + cicjg3) dV3 (B.3)

obteniendo de esta manera 3 integrales enlistadas a continuación:

1. aiaj

∫ 1

0

∫ 1−ux

0

∫ 1−ux−uy

0

`2(ζx−1)
x u1−ζx

x uζy−1
y uζz−1

z duzduydux,

2. bibj

∫ 1

0

∫ 1−ux

0

∫ 1−ux−uy

0

`2(ζy−1)
y uζx−1

x u1−ζy
y uζz−1

z duzduydux,

3. cicj

∫ 1

0

∫ 1−ux

0

∫ 1−ux−uy

0

`2(ζz−1)
z uζx−1

x uζy−1
y u1−ζz

z duzduydux.

Trabajando las integrales con el mismo procedimiento con el que se resolvieron las integrales de la matriz

anterior se obtuvieron las siguientes expresiones:

1. aiaj

∫ 1

0

∫ 1−ux

0

∫ 1−ux−uy

0

`2(ζx−1)
x u1−ζx

x uζy−1
y uζz−1

z duzduydux =
Γ(2− ζx)Γ(ζy)Γ(ζz)

Γ(3− ζx + ζy + ζz)
`2(ζx−1)
x

2. bibj

∫ 1

0

∫ 1−ux

0

∫ 1−ux−uy

0

`2(ζy−1)
y uζx−1

x u1−ζy
y uζz−1

z duzduydux =
Γ(ζx)Γ(2− ζy)Γ(ζz)

Γ(3 + ζx − ζy + ζz)
`2(ζy−1)
y

3. cicj

∫ 1

0

∫ 1−ux

0

∫ 1−ux−uy

0

`2(ζz−1)
z uζx−1

x uζy−1
y u1−ζz

z duzduydux =
Γ(ζx)Γ(ζy)Γ(2− ζz)
Γ(3 + ζx + ζy − ζz)

`2(ζz−1)
z .

obteniendo de esta manera el término (Kk)ij

(Kk)ij = aiaj
Γ(2 − ζx)Γ(ζy)Γ(ζz)

Γ(3 − ζx + ζy + ζz)
`2(ζx−1)
x + bibj

Γ(ζx)Γ(2 − ζy)Γ(ζz)

Γ(3 + ζx − ζy + ζz)
`
2(ζy−1)
y + cicj

Γ(ζx)Γ(ζy)Γ(2 − ζz)

Γ(3 + ζx + ζy − ζz)
`2(ζz−1)
z .

(B.4)

rq =

∫
W

q
∂Ni
∂x3

dV3

donde

q
∂Ni
∂x3

= K
(c)
33 gζ

2
z `
ζz−1
z c

(x)
1 c

(y)
1


c1

c2

c3

c4

 ⇒ rq = 2K
(c)
33 gζ

2
z `
ζz−1
z

Γ(ζx)Γ(ζy)

Γ(ζx + ζy + 2)


c1

c2

c3

c4

 (B.5)
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