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Introducción

La temática de la tesis pertenece a las ramas de la Topoloǵıa conocidas como Teoŕıa de los

continuos y sus hiperespacios, aśı como en sistemas dinámicos. Como bien sabemos, la importan-

cia de los sistemas dinámicos la encontramos en distintas áreas de la matemática aplicada, por

ejemplo en la bioloǵıa matemática o biomatemática. Particularmente, los sistemas dinámicos

discretos los encontramos en todo lo relativo al estudio del crecimiento de poblaciones, donde la

idea general es la de elaborar modelos matemáticos apropiados que, de cierto modo, representen

la situación de una población que se esté estudiando, y que estos modelos nos permitan entender,

y mejor aún, predecir su comportamiento posterior.

Dado un espacio métrico X y una función continua f : X → X al par (X, f) le denomina-

mos sistema dinámico. Es bien sabido [6] que un sistema dinámico (X, f) induce los sistemas

dinámicos (2X , 2f ) y (C(X), C(f)), donde 2X y C(X) son hiperespacios de X y 2f y C(f) son

funciones inducidas por f . Cuando se estudia el sistema dinámico (X, f) se dice que se analiza

la dinámica individual y cuando se consideran algunos de sus sistemas dinámicos inducidos se

dice que se investiga la dinámica colectiva. Un problema natural es estudiar las conexiones entre

propiedades dinámicas de f y de las funciones inducidas 2f y C(f). Es importante indicar que

el estudio de la dinámica topológica en sistemas dinámicos inducidos ha tomado fuerza en los

últimos años y existe ya un buen número de art́ıculos relacionados con este tema por mencionar

algunos tenemos [1, 2, 8, 16, 12]. Cabe mencionar que el objetivo general del presente trabajo

de tesis es brindar las bases en el estudio de la dinámica colectiva, enfocándonos principalmente

en la transitividad de funciones.

En el Caṕıtulo 1 se abordan los conceptos preliminares para el desarrollo del presente tra-

bajo. Prácticamente es una recopilación de nociones y resultados que permiten comprender esta

tesis, de tal forma que sea lo más autocontenida posible. En la Sección 1.1 se realiza un breve

repaso de algunas propiedades de funciones entre conjuntos, se le da especial atención a algunas

propiedades de la composición de funciones y algunos hechos conocidos de la función producto.

Además, en la Sección 1.2 se recuerdan algunos hechos generales de espacios métricos, aśı como

algunas propiedades topológicas de éstos. En particular, analizamos las nociones de densidad,

conexidad, compacidad y completez. Asimismo, se destacan algunas propiedades de funciones

continuas entre espacios métricos. Más aún, en la Sección 1.3 se realiza un breve análisis de

hiperespacios de un espacio métrico, describimos la topoloǵıa de Vietoris, aśı como dos maneras

de pensar la métrica de Hausdorff. Además, se da la noción de función inducida y algunas de
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sus propiedades.

En el Caṕıtulo 2 se analizan conceptos básicos respecto a sistemas dinámicos discretos. Asi-

mismo, se analiza la dinámica individual y colectiva. En la Sección 2.1 se analiza las nociones de

órbita, puntos fijos y puntos periódicos. Además, en la Sección 2.2 se estudia la dinámica indivi-

dual. Particularmente, se estudian funciones dinámicas de diversos tipos, como son: transitivas,

caóticas, totalmente transitivas, débilmente mezclantes y minimales. En la Sección 2.3 se inicia

el estudio de la dinámica colectiva, particularmente, la dinámica colectiva de la función tienda.

En el Caṕıtulo 3 se exponen los resultados principales del trabajo de tesis. En la Sección

3.1 se exhiben algunos resultados t́ıpicos de la dinámica topológica, principalmente exponemos

de manera accesible la demostración del famoso Teorema de Furstenberg. En la Sección 3.2 se

atiende uno de los objetivos principales del presente trabajo. A saber, se enfoca a resolver el

siguiente problema: descubrir todas las posibles implicaciones entre las afirmaciones siguientes:

(1) f es transitiva;

(2) 2f es transitiva;

(3) C(f) es transitiva;

Además, en la Sección 3.3 se exhiben algunas consecuencias obtenidas a partir del la resolución

del problema planteado.

Finalmente, en el Caṕıtulo 4 se muestra una aplicación de las funciones inducidas, la cual

es la construcción de fractales. En el Apéndice se incluyen scripts que permiten la ilustración

gráfica de diversos hechos en el presente trabajo. Cabe mencionar que dichos scripts fueron

implementados en el lenguaje de programación Matlab.

Espero que el presente trabajo sea útil para aquellos interesados en el área.



Un acercamiento a la dinámica colectiva

Sergio Flores Rodŕıguez





Caṕıtulo 1

Conceptos preliminares

En este caṕıtulo se revisan conceptos preliminares para el desarrollo del presente trabajo.

Básicamente, se hace una recopilación de la herramienta necesaria para comprender esta tesis,

siempre con la mira de contar con un escrito lo más autocontenido posible. Cabe señalar que

en este trabajo usamos la notación estándar de la teoŕıa de conjuntos y sus operaciones, y en

general de la matemática actual. Denotamos por N, Z y R el conjunto de los números naturales,

el de los números enteros y el de los números reales, respectivamente. El conjunto vaćıo se denota

por ∅.
En la Sección 1.1 hacemos un repaso de algunas propiedades de funciones entre conjuntos.

Asimismo, nos enfocamos en propiedades de la composición de funciones. Además, presentamos

algunos hechos conocidos de la función producto.

La Sección 1.2 está dedicada a recordar hechos generales de espacios métricos, aśı como

algunas propiedades topológicas de éstos. En particular, analizamos las nociones de densidad,

conexidad, compacidad y completez. Finalmente, se destacan algunas propiedades de funciones

continuas entre espacios métricos.

Por último, en la Sección 1.3 se realiza un breve análisis de hiperespacios de un espacio

métrico, describimos la topoloǵıa de Vietoris, aśı como dos maneras de interpretar la métrica de

Hausdorff. Más aún, a partir de una función f de un espacio métrico X en si mismo se define la

función inducida al hiperespacio 2X , 2f : 2X → 2X . Principalmente, demostramos que la función

2f es continua cuando f lo es y analizamos cómo es la composición de 2f consigo misma.

Sección 1.1

Funciones

En esta sección revisamos algunas propiedades de funciones entre conjuntos. Analizamos

propiedades de la composición de funciones. También presentamos algunos hechos conocidos de

la función producto.
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Comenzamos recordando que si X y Y son conjuntos, una función f de X en Y es una

correspondencia que asocia a cada elemento de X un único elemento de Y . Se denota por

f : X → Y una función de X en Y , donde a X se le conoce como dominio y a Y como

contradominio.

Definición 1.1.1. Sean X y Y conjuntos y f : X → Y una función. Dados A un subconjunto

de X y B un subconjunto de Y , se denota y define la imagen de A bajo f como:

f(A) = {y ∈ Y : y = f(x), para algún x ∈ A}.

La imagen inversa de B bajo f se denota y define como:

f−1(B) = {x ∈ X : f(x) ∈ B}.

En seguida, se expone una observación que se sigue de la definición de función.

Observación 1.1.2. Sean X y Y conjuntos, f : X → Y una función y k ∈ N. Si A ⊂ X tal que

A tiene a lo más k elementos, entonces f(A) tiene a lo más k elementos.

La siguiente definición relaciona dos funciones.

Definición 1.1.3. Sean X, Y y Z conjuntos y sean f : X → Y y g : Y → Z funciones. Se dice

que la función h : X → Z es la composición de f con g si h(x) = g(f(x)), para todo x ∈ X. En

tal caso h se le denota por g ◦ f .

Se sabe que la composición de funciones es asociativa, esto es, si f1 : X1 → X2, f2 : X2 → X3

y f3 : X3 → X4 son funciones, entonces f3 ◦ (f2 ◦ f1) = (f3 ◦ f2) ◦ f1. Con las Definiciones 1.1.1

y 1.1.3, se tiene la siguiente observación.

Observación 1.1.4. Sean X un conjunto, f : X → X una función y k ∈ N. Si A es un

subconjunto de X, se denota por fk la composición de f consigo misma k veces. Además, si

A ⊂ X, la imagen de A bajo fk lo denotamos por fk(A) y la imagen inversa de A bajo fk lo

denotamos por f−k(A). Es decir, f−k(A) =
(
fk
)−1

(A).

Dado un conjunto X, una función muy conocida es la función identidad la cual denotamos

por IdX : X → X y se define por IdX(x) = x, para todo x ∈ X.

Tenemos las siguientes propiedades referentes a la composición de una función consigo misma.

Proposición 1.1.5. Sean X un conjunto y f : X → X una función. Se cumplen las siguientes

propiedades:

(1) Para cualesquiera números naturales k y m, se cumple fk+m = fm+k.

(2) Para cualesquiera números naturales k y m, se cumple fkm =
(
fk
)m

.

(3) Sean A un subconjunto en X y k un número natural. Entonces, A es un subconjunto no

vaćıo si y sólo si fk(A) es un subconjunto no vaćıo.
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(4) SeanA yB subconjuntos deX y k un número natural. Entonces, fk(A∩B) es un subconjunto

de fk(A) ∩ fk(B).

Demostración. (1) Sean k,m ∈ N. Para cada x ∈ X, usamos la asociatividad de la composición

para obtener:

fk+m(x) =
(
fk ◦ fm

)
(x)

= (f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
k-veces

◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
m-veces

)(x)

= (f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
m-veces

◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
k-veces

)(x)

=
(
fm ◦ fk

)
(x)

= fm+k(x).

(2) Se sigue de la asociatividad de la composición. (3) Consideremos A un subconjunto de X

y k ∈ N. Supongamos que A 6= ∅. Es decir, existe x ∈ A. Luego, fk(x) ∈ fk(A). Por lo tanto,

fk(A) 6= ∅. Por otro lado, supongamos que fk(A) 6= ∅. Es decir, existe y ∈ fk(A). Esto es, existe

x ∈ A tal que fk(x) = y. Por lo tanto, A 6= ∅.
(4) Consideremos A y B dos subconjuntos de X y k ∈ N. Sea y ∈ fk(A ∩ B). Luego, existe

x ∈ A ∩ B tal que fk(x) = y. Como x ∈ A y x ∈ B, se sigue fk(x) ∈ fk(A) y fk(x) ∈ fk(B).

Esto es, y ∈ fk(A) ∩ fk(B). Por lo tanto, fk(A ∩B) ⊂ fk(A) ∩ fk(B).

Otra propiedad de imagen inversa bajo alguna función.

Proposición 1.1.6. Sean X un conjunto, f : X → X una función, A y B subconjuntos de X

y k ∈ N. Se cumple lo siguiente:

(1) fk
(
f−k(B)

)
es un subconjunto de B.

(2) A ∩ f−k(B) 6= ∅ si y sólo si fk(A) ∩B 6= ∅.

Demostración. (1) Consideremos y ∈ fk
(
f−k(B)

)
. Aśı, existe x ∈ f−k(B) tal que fk(x) = y.

Como x ∈ f−k(B), se sigue que fk(x) ∈ B. Por lo tanto, y ∈ B. En conclusión, fk
(
f−k(B)

)
⊂ B.

(2) Se tiene que A∩f−k(B) 6= ∅ si y sólo si existe x ∈ A∩f−k(B) si y sólo si x ∈ A y x ∈ f−k(B)

si y sólo si fk(x) ∈ fk(A) y fk(x) ∈ B si y sólo si fk(x) ∈ fk(A)∩B si y sólo si fk(A)∩B 6= ∅.

Definición 1.1.7. Dados los conjuntos X1, X2, . . . , Xk, se define su producto cartesiano como

el conjunto:

X1 ×X2 × · · · ×Xk = {(x1, x2, . . . , xk) : xi ∈ Xi, para cada i ∈ {1, 2, . . . , k}}.

Notación 1.1.8. Como es usual, denotamos el producto cartesiano X1 × X2 × · · · × Xk por∏k
i=1Xi. Además, si para todo i ∈ {1, 2, . . . , k}, Xi = X escribimos Xk en lugar de X ×X ×
· · · ×X.
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Proposición 1.1.9. Sean X un conjunto y k ∈ N. Si A1, A2, . . . , Ak son subconjuntos de X,

entonces A1 ×A2 × · · · ×Ak 6= ∅ si y sólo si Ai 6= ∅, para todo i ∈ {1, 2, . . . , k}.

Demostración. Sean A1, A2, . . . , Ak ⊂ X. Luego, A1 × A2 × · · · × Ak 6= ∅ si y sólo si existe

(x1, x2, . . . , xk) ∈ A1 × A2 × · · · × Ak si y sólo si xi ∈ Ai, para todo i ∈ {1, 2, . . . , k} si y sólo si

Ai 6= ∅, para todo i ∈ {1, 2, . . . , k}.

Otro concepto destacado es la siguiente definición, la cual es muy valiosa para las pruebas

en el Caṕıtulo 3.

Definición 1.1.10. Sean X un conjunto y k ∈ N. Dada una una función f : X → X, denotamos

la función producto por f×k : Xk → Xk y se define como:

f×k(x1, x2, . . . , xk) = (f(x1), f(x2), . . . , f(xk)), para cada (x1, x2, . . . , xk) ∈ Xk.

Ahora que conocemos la definición de función producto, es natural saber qué pasa con su

composición consigo misma.

Observación 1.1.11. Sean X un conjunto, f : X → X una función y k ∈ N. Entonces, para

cualquier m ∈ N y para cada (x1, x2, . . . , xk) ∈ Xk se cumple:(
f×k

)m
(x1, x2, . . . , xk) = (fm(x1), fm(x2), . . . , fm(xk)) .

En efecto, para m = 1 el resultado es trivial. Supongamos que se cumple para m − 1. Veamos

que se cumple para m. Sea k ∈ N. Entonces para cada (x1, x2, . . . , xk) ∈ Xk, se sigue que:(
f×k

)m
(x1, x2, . . . , xk) = f×k

((
f×k

)m−1
(x1, x2, . . . , xk)

)
= f×k

(
fm−1(x1), fm−1(x2), . . . , fm−1(xk)

)
=

(
f
(
fm−1(x1)

)
,
(
fm−1(x2)

)
, . . . , f

(
fm−1(xk)

))
= (fm(x1), fm(x2), . . . , fm(xk)) .

Las propiedades que se presentan a continuación son útiles para los resultados que se en-

cuentran en el Caṕıtulo 3.

Proposición 1.1.12. Sean X un conjunto y f : X → X una función. Si A1, A2, . . ., Ak, B1,

B2, . . ., Bk son subconjuntos de X y k y m son números naturales cualesquiera, entonces:

(1)
(
f×k

)m
(A1 ×A2 × · · · ×Ak) = fm(A1)× fm(A2)× · · · × fm(Ak);

(2)
((
f×k

)m
(A1 ×A2 × · · · ×Ak)

)
∩ [B1 × B2 × · · · × Bk] 6= ∅ si y sólo si fm(A1) ∩ B1 6=

∅, fm(A2) ∩B2 6= ∅, . . . , fm(Ak) ∩Bk 6= ∅.

Demostración. (1) Consideremos k,m ∈ N y los subconjuntos A1, A2, . . . , Ak de X. Dado un

elemento (y1, y2, . . . , yk) en
(
f×k

)m
(A1 ×A2 × · · · ×Ak), existe un elemento (x1, x2, . . . , xk) de

A1 ×A2 × · · · ×Ak tal que
(
f×k

)m
(x1, x2, . . . , xk) = (y1, y2, . . . , yk). Por la Observación 1.1.11,

se tiene que: (
f×k

)m
(x1, x2, . . . , xk) = (fm(x1), fm(x2), . . . , fm(xk)) .
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Luego, fm(xi) = yi ∈ fm(Ai), para todo i ∈ {1, 2, . . . , k}. Por lo tanto, (y1, y2, . . . , yk) ∈
fm(A1)× fm(A2)× · · · × fm(Ak).

Por otro lado, sea (y1, y2, . . . , yk) ∈ fm(A1) × fm(A2) × · · · × fm(Ak). Luego, yi ∈ fm(Ai),

para todo i ∈ {1, 2, . . . , k}. Aśı, para todo i ∈ {1, 2, . . . , k}, existe xi ∈ Ai tal que fm(xi) = yi.

Notemos que, por la Observación 1.1.11, se obtiene que
(
f×k

)m
(x1, x2, . . . , xk) = (y1, y2, . . . , yk).

Por lo tanto, (y1, y2, . . . , yk) ∈
(
f×k

)m
(A1 ×A2 × · · · ×Ak).

(2) Sean A1, A2, . . . , Ak, B1, B2, . . . , Bk ⊂ X y k,m ∈ N. Supongamos que:((
f×k

)m
(A1 ×A2 × · · · ×Ak)

)
∩ [B1 ×B2 × · · · ×Bk] 6= ∅.

Luego, de (1) se sigue que [fm(A1)× fm(A2)× · · · × fm(Ak)] ∩ [B1 × B2 × · · · × Bk] 6= ∅. Es

decir, tenemos que (fm(A1) ∩B1) × (fm(A2) ∩B2) × · · · × (fm(Ak) ∩Bk) 6= ∅. Por lo que, de

la Proposición 1.1.9 se sigue que fm(A1) ∩ B1 6= ∅, fm(A2) ∩ B2 6= ∅, . . . , fm(Ak) ∩ Bk 6= ∅.
Rećıprocamente, supongamos que fm(A1) ∩ B1 6= ∅, fm(A2) ∩ B2 6= ∅, . . ., fm(Ak) ∩ Bk 6= ∅.
Luego, por la Proposición 1.1.9, fm(A1) ∩B1 × fm(A2) ∩B2 × · · · × fm ∩ (Ak)Bk 6= ∅. Esto es,

[fm(A1)× fm(A2)× · · · × fm(Ak)] ∩ [B1 ×B2 × · · · ×Bk] 6= ∅. En consecuencia, de (1) se tiene(
(f×k)m(A1 ×A2 × · · · ×Ak)

)
∩ [B1 ×B2 × · · · ×Bk] 6= ∅.

Definición 1.1.13. Sean X y Y conjuntos y f : X → Y una función. Se dice que:

(A) f es inyectiva si para cualesquiera x, y ∈ X se tiene que si x 6= y, entonces f(x) 6= f(y).

(B) f es sobreyectiva si para cualquier y ∈ Y , existe x ∈ X tal que f(x) = y.

(C) f es biyectiva si f es inyectiva y sobreyectiva.

Notemos que, de manera equivalente, una función f es inyectiva si para cualesquiera x, y ∈ X
se tiene que si f(x) = f(y), entonces x = y. A las funciones inyectivas también se le conoce como

funciones uno a uno y a las funciones sobreyectivas se les conoce como funciones suprayectivas.

Por último, no es dif́ıcil demostrar lo siguiente.

Observación 1.1.14. La composición de funciones biyectivas es biyectiva.

Definición 1.1.15. Sea f : X → Y una función biyectiva. Se dice que g : Y → X es la función

inversa de f si f ◦ g = IdY y g ◦ f = IdX . A g se le denota por f−1.

Sección 1.2

Propiedades topológicas en espacios métricos

En esta sección recordamos lo que es un espacio métrico, aśı como algunas propiedades

topológicas de estos. En particular, analizamos las nociones de densidad, conexidad, compacidad

y completez. Finalmente, se destacan algunas propiedades de funciones continuas entre espacios

métricos.
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Definición 1.2.1. Sea X un conjunto. Se dice que la función d : X ×X → R es una métrica o

distancia sobre X si d satisface las siguientes condiciones:

(A) d(x, y) ≥ 0, para todo x, y ∈ X.

(B) d(x, y) = 0 si y sólo si x = y, para todo x, y ∈ X.

(C) d(x, y) = d(y, x), para todo x, y ∈ X.

(D) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y), para todo x, y, z ∈ X.

A la pareja (X, d) se le llama espacio métrico. El número real d(x, y) es la distancia entre x y

y, para cualesquiera x, y ∈ X.

En algunos casos particulares denotamos por dX la métrica de un espacio métrico X. La

propiedad (D) de la Definición 1.2.1 se conoce como desigualdad triangular. A continuación,

mostramos ejemplos muy conocidos de espacios métricos.

Ejemplo 1.2.2. Sea M un conjunto no vaćıo. Consideremos la función dM : M × M → R
definida, para cada x, y ∈M por:

dM (x, y) =

{
1, x 6= y;

0, x = y.

Se tiene que dM es una métrica. A la pareja (M,dM ) se le conoce como espacio métrico discreto.

Ejemplo 1.2.3. Consideremos la función dR : R × R → R con regla de correspondencia,

dR(x, y) = |x − y|, para cualesquiera x, y ∈ R. No es dif́ıcil ver que dR es una métrica para

R. Se le conoce como métrica euclidiana para R. Con esto, (R, dR) es un espacio métrico.

Ejemplo 1.2.4. Consideremos la función dR2 : R2 × R2 → R con regla de correspondencia,

dR2((x1, x2), (y1, y2)) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2, para cualesquiera (x1, x2), (y1, y2) ∈ R2. Se

conoce que dR2 es una métrica para R2. A dR2 se le conoce como métrica euclidiana para R2.

Aśı,
(
R2, dR2

)
es un espacio métrico.

Para nuestros fines, analizamos el siguiente espacio métrico.

Definición 1.2.5. El conjunto de sucesiones infinitas de ceros y unos se denota y define como:

Σ2 = {(s0s1s2s3...) : sk ∈ {0, 1}, k ∈ N ∪ {0}}.

Los elementos de Σ2 los denotamos con las letras s, t,u,w, z, etc. Usamos 0 para denotar el

elemento de Σ2 tal que sk = 0, para todo k ∈ N ∪ {0}, es decir, 0 = (0000 . . .). De igual forma

1 lo reservamos para el elemento de Σ2 tal que s0 = 1 y sk = 0, para todo k ∈ N, esto es,

1 = (1000 . . .).

Al conjunto de sucesiones infinitas de ceros y unos le asociamos una métrica. Esto se expone

en la Proposición 1.2.6.
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Proposición 1.2.6. La función dΣ2 : Σ2×Σ2 → R, donde su regla de correspondencia está dada

por dΣ2(s, t) =
∞∑
k=0

|sk−tk|
2k

, para cada s = (s0s1s2s3 . . .), t = (t0t1t2t3 . . .) ∈ Σ2, es una métrica

sobre Σ2.

Demostración. Veamos que se cumplen las condiciones (A)-(D) de la Definición 1.2.1. Sean

s = (s0s1s2s3 . . .), t = (t0t1t2t3 . . .),u = (u0u1u2u3 . . .) ∈ Σ2 cualesquiera.

(A) Notemos que, |sk − tk| ≥ 0, para todo k ∈ N∪ {0}. Aśı, |sk−tk|
2k

≥ 0, para todo k ∈ N∪ {0}.

En consecuencia,
∞∑
k=0

|sk−tk|
2k

≥ 0. Por lo tanto, dΣ2(s, t) ≥ 0.

(B) Tenemos que, dΣ2(s, t) = 0 si y sólo si
∞∑
k=0

|sk−tk|
2k

= 0 si y sólo si |sk − tk| = 0, para todo

k ∈ N ∪ {0} si y sólo si sk = tk, para todo k ∈ N ∪ {0}. Esto es, dΣ2(s, t) = 0 si y sólo si

s = t.

(C) Se tiene que dΣ2(s, t) =
∞∑
k=0

|sk−tk|
2k

=
∞∑
k=0

|tk−sk|
2k

= dΣ2(t, s). Por lo tanto, dΣ2(s, t) =

dΣ2(t, s).

(D) Es claro que dΣ2(s, t) =
∞∑
k=0

|sk−tk|
2k

≤
∞∑
k=0

|sk−uk|+|uk−tk|
2k

≤
∞∑
k=0

|sk−uk|
2k

+
∞∑
k=0

|uk−tk|
2k

≤ dΣ2(s,u)+

dΣ2(u, t). Por lo tanto, dΣ2(s, t) ≤ dΣ2(s,u) + dΣ2(u, t).

En conclusión, dΣ2 es una métrica sobre Σ2.

De la Proposición 1.2.6, se tiene que la pareja (Σ2, dΣ2) es un espacio métrico. Este espa-

cio métrico es conocido como el espacio de sucesiones infinitas de ceros y unos. Más adelante

destacaremos, entre otros hechos, algunas propiedades que cumple el espacio métrico Σ2.

Por otro lado, dado un espacio métrico (X, d) y tomando un subconjunto no vaćıo A de

X y un punto x en X, el conjunto {d(x, a) : a ∈ A} es un subconjunto de los números reales

R. Además, 0 es una cota inferior del conjunto {d(x, a) : a ∈ A}. Luego, se sigue que existe

ı́nf{d(x, a) : a ∈ A}. Con esto, pasamos a la siguiente definición.

Figura 1.1: Distancia de un punto a un conjunto.

Definición 1.2.7. Sea (X, d) un espacio métrico. Sean A un subconjunto no vaćıo de X y x un

elemento de X. Se denota y define la distancia del punto x al conjunto A como:

d(x,A) = ı́nf{d(x, a) : a ∈ A}.
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Esquemáticamente, la distancia de un punto a un conjunto puede verse en la Figura 1.1.

Un concepto indispensable en un espacio métrico es el de bola abierta.

Definición 1.2.8. Sea (X, d) un espacio métrico. Sean a ∈ X y ε > 0. Se denota y define la

bola abierta con centro en a y radio ε como el conjunto:

Bd(a, ε) = {x ∈ X : d(x, a) < ε}.

Figura 1.2: La bola abierta en R2 con centro en (x, y) y radio ε.

Considerando X = R2, se puede ver gráficamente en la Figura 1.2 la bola con centro en

(x, y) ∈ R2 y radio ε, BdR2 ((x, y), ε).

Por otro lado, tomando un espacio métrico (X, d) y un subconjunto A de X, se dice que

x ∈ X es un punto interior de A si existe r > 0 tal que Bd(x, r) ⊂ A. Además, al conjunto:

Int(A) = {x ∈ A : x es un punto interior de A},

se le conoce como interior del conjunto A. Se dice que A es un subconjunto abierto en X

si A = Int(A). En [11, Teorema 1, pág. 35] se demuestra que la bola abierta es un conjunto

abierto. Más aún, es fácil ver que X mismo y el conjunto vaćıo ∅ son conjuntos abiertos, aśı como

la unión arbitraria y la intersección finita de subconjuntos abiertos son subconjuntos abiertos.

Otro concepto topológico importante en espacios métricos es el siguiente.

Definición 1.2.9. Sea X un espacio métrico. Un subconjunto F de X es un subconjunto cerrado

en X si y sólo si X − F es un conjunto abierto en X. Si A es un subconjunto de X, se define y

denota la cerradura o clausura de A como la intersección de todos los subconjuntos cerrados de

X que contienen a A. En śımbolos, Cl(A) =
⋂
{F ⊂ X : F es cerrado en X y A ⊂ F}.

La demostración del teorema siguiente se encuentra en [11, Teorema 2, pág. 46].

Teorema 1.2.10. Sea (X, d) un espacio métrico. Sea A un subconjunto de X tal que la clausura

de A, Cl(A), es no vaćıo. Entonces, para cualquier elemento x en X, son equivalentes:

(1) x ∈ Cl(A);

(2) d(x,A) = 0;

(3) Para cualquier subconjunto abierto U de X tal que x ∈ U , U ∩A 6= ∅.
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Ahora, pasamos a la definición de conjunto denso la cual es trascendental en el Caṕıtulo 2.

Definición 1.2.11. Sean X un espacio métrico y A un subconjunto de X. El conjunto A es

denso en X si Cl(A) = X.

La demostración de la siguiente Proposición se sigue del Teorema 1.2.10.

Proposición 1.2.12. Sean X un espacio métrico y A un subconjunto de X. Las siguientes

propiedades son equivalentes:

(1) El conjunto A es denso en X.

(2) Para cualquier subconjunto abierto no vaćıo U en X, U ∩A 6= ∅.

A continuación recordamos el concepto de conexidad y algunas variantes de éste.

Definición 1.2.13. Sea X un espacio métrico.

(A) Se dice que X es disconexo si existen subconjuntos abiertos no vaćıos U y V en X tales que

U ∩ V = ∅ y U ∪ V = X.

(B) El espacio X es conexo si no es disconexo.

(C) Se dice que Cx es la componente conexa de x ∈ X si Cx es el mayor subconjunto conexo en

X (con respecto a la inclusión) que contiene a x.

(D) El espacio X es totalmente disconexo si para cada x ∈ X la componente conexa de x es

Cx = {x}.

Ejemplo 1.2.14.

(1) Cualquier espacio métrico totalmente disconexo es disconexo.

(2) El espacio métrico del Ejemplo 1.2.2 es totalmente disconexo.

(3) El espacio métrico Σ2 es totalmente disconexo [9, Ejercicio 6.2.4, pág. 261].

(4) Cualquier intervalo en R, es conexo, en particular, el intervalo cerrado [0, 1] es conexo.

Un concepto más que requerimos saber es el de compacidad.

Definición 1.2.15. Sea X un espacio métrico.

(A) Se dice que una familia

F ⊂ {U ⊂ X : U es un subconjunto abierto en X}

es una cubierta abierta de X si X ⊂
⋃
F .

(B) se dice que G es una subcubierta finita de F si G es un subconjunto finito de F tal que G
es una cubierta de X.
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(C) El espacio métrico X es compacto si cualquier cubierta abierta de X admite una subcubierta

finita.

(D) El espacio métrico X es totalmente acotado o precompacto si para todo r > 0, existen

x1, x2, . . . , xk ∈ X, para algún k ∈ N, tal que X ⊂
k⋃
i=1
Bd(xi, r).

Ejemplo 1.2.16. Algunos ejemplos de espacio métricos compactos son:

(1) Cualquier intervalo cerrado y acotado en R es compacto, en particular, el intervalo [0, 1];

(2) Si X es compacto y F es un subconjunto cerrado de X, entonces F es compacto;

(3) El espacio métrico Σ2 es compacto [9, Teorema 8.3.1, pág. 377].

Cabe mencionar que la noción de totalmente acotado es más débil que la de compacidad.

Esto se ve en el siguiente teorema cuya demostración se puede consultar en [11, Teorema 2, pág.

93].

Teorema 1.2.17. Si X es un espacio métrico compacto, entonces X es totalmente acotado.

Por otra parte, una herramienta muy utilizada al estudiar los espacios métricos son las

sucesiones.

Definición 1.2.18. Sea X un conjunto. Una sucesión en X es una función f : N → X. El

valor que la sucesión f asume en k se indica por xk y se le conoce como término k-ésimo de la

sucesión.

Usamos la notación {xk}k∈N para una sucesión.

Definición 1.2.19. Sean (X, d) un espacio métrico y {xk}k∈N una sucesión en X. Se dice que

la sucesión {xk}k∈N converge en X si existe x ∈ X que cumple con la siguiente condición: para

cada ε > 0, existe m ∈ N tal que si k ≥ m, entonces d(xk, x) < ε. Se dice que la sucesión

{xk}k∈N converge a x. Además, si la sucesión {xk}k∈N no converge, se dice que la sucesión

{xk}k∈N diverge.

En el Caṕıtulo 4 se muestran ejemplos interesantes de sucesiones convergente y no conver-

gentes. Un tipo de sucesiones ampliamente estudiadas son las sucesiones de Cauchy.

Definición 1.2.20. Sea (X, d) un espacio métrico.

(A) Una sucesión {xk}k∈N en X, se dice que es de Cauchy si para todo ε > 0, existe k ∈ N tal

que para cualesquiera m,n ≥ k, se cumple que d(xm, xn) < ε.

(B) Se dice que X es completo si toda sucesión de Cauchy converge en X.

Notemos que el rećıproco del Teorema 1.2.17 se cumple si el espacio es totalmente acotado

y completo.

Terminamos esta sección recordando un concepto básico de la topoloǵıa de espacios métricos:

la continuidad.
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Definición 1.2.21. Sean (X, dX) y (Y, dY ) espacios métricos y f : X → Y una función. Se dice

que f es continua en un punto a ∈ X si para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que para todo x ∈ X:

si dX(x, a) < δ, entonces dY (f(x), f(a)) < ε.

Se dice que f es continua en X si f es continua en cada punto a ∈ X.

Observación 1.2.22. Sean X, Y y Z espacios métricos y k un número natural.

(1) Si f : X → Y es continua en X y g : Y → Z es continua en Y , entonces la composición f

con g, g ◦ f , es continua en X [11, Teorema 4, pág. 154].

(2) Si f : X → X es una función continua y k ∈ N, entonces fk : X → X es continua.

Una equivalencia conocida y muy útil de funciones continuas en términos de subconjuntos

abiertos es el teorema que sigue y su demostración se encuentra en [5, Teorema 1.F.4, pág. 28].

Teorema 1.2.23. Sean X y Y espacios métricos y f : X → Y una función. Entonces, f es

continua en X si y sólo si para cada subconjunto abierto V en Y , el subconjunto f−1(V ) es un

subconjunto abierto en X.

Resultados muy conocidos que involucran conjuntos compactos, conexos y funciones conti-

nuas se exponen en seguida.

Observación 1.2.24. Sean X y Y espacios métricos, f : X → Y una función continua y A un

subconjunto de X.

(1) Si A es compacto, entonces f(A) es un subconjunto compacto de Y [11, Teorema 1, pág.

164].

(2) Si A es conexo, entonces f(A) es un subconjunto conexo de Y [11, Teorema 1, pág. 169].

Recordemos que si X y Y son espacios métricos y f : X → Y es una función, dado un

subconjunto B de X, se denota por f |B : B → Y la restricción de f a B y se define como

f |B(x) = f(x), para todo x ∈ B. El siguiente hecho nos ayuda a ver la continuidad de funciones

definidas por partes, una demostración se puede consultar en [5, Teorema 1.F.6, pág. 29]. Cabe

mencionar que dicho resultado generalmente se conoce como Teorema del empalme.

Teorema 1.2.25. Sean X y Y espacios métricos. Sean A y B subconjuntos cerrados en X.

Si f : A → Y y g : B → Y son funciones continuas en A y B, respectivamente, tales que

f |A∩B = g|A∩B, entonces la función h : A ∪B → Y definida por:

h(x) =

{
f(x), x ∈ A;

g(x), x ∈ B,

es continua en A ∪B.

A continuación, se muestran dos ejemplos en los que se utiliza el Teorema 1.2.25.
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Ejemplo 1.2.26. Consideremos la función T : R→ R definida por:

T (x) =

{
2x, x ≤ 1

2 ;

2− 2x, x ≥ 1
2 .

Notemos que las funciones T1 :
(
−∞, 1

2

]
→ R y T2 :

[
1
2 ,∞

)
→ R, definidas por T1(x) = 2x y

T2(y) = 2 − 2y, para todo x ∈
(
−∞, 1

2

]
y para cada y ∈

[
1
2 ,∞

)
, son funciones continuas en(

−∞, 1
2

]
y
[

1
2 ,∞

)
, respectivamente. En vista de que T1

(
1
2

)
= T2

(
1
2

)
, por el Teorema 1.2.25, la

función T : R→ R es continua en R. La función T : R→ R es conocida como la función tienda.

La gráfica de la función T se puede ver en la Figura 1.3-(a).

(a) Gráfica de la función T . (b) Gráfica de la función g.

Figura 1.3: Gráficas de las funciones T : R→ R y g : [0, 1]→ [0, 1].

Ejemplo 1.2.27. Sea g : [0, 1]→ [0, 1] definida por:

g(x) =


2x+ 1

2 , 0 ≤ x ≤ 1
4 ;

−2x+ 3
2 ,

1
4 ≤ x ≤

1
2 ;

−x+ 1, 1
2 ≤ x ≤ 1.

Notemos que las funciones g1 :
[
0, 1

4

]
→
[

1
2 , 1
]
, g2 :

[
1
4 ,

1
2

]
→
[

1
2 , 1
]

y g3 :
[

1
2 , 1
]
→
[
0, 1

2

]
,

definidas por g1(x) = 2x + 1
2 , g2(y) = −2y + 3

2 y g3(z) = −z + 1, para todo x ∈
[
0, 1

4

]
,

para todo y ∈
[

1
4 ,

1
2

]
y para todo z ∈

[
1
2 , 1
]
, son funciones continuas en

[
0, 1

4

]
,
[

1
4 ,

1
2

]
y
[

1
2 , 1
]
,

respectivamente. En vista de que g1

(
1
4

)
= g2

(
1
4

)
y g2

(
1
2

)
= g3

(
1
2

)
, por el Teorema 1.2.25, la

función g : [0, 1] → [0, 1] es continua en [0, 1]. La gráfica de la función g la encontramos en la

Figura 1.3-(b).

El resultado que presentamos a continuación es muy conocido y su demostración se puede

encontrar en la mayoŕıa de los libros de cálculo, dicho resultado es conocido como Teorema del

Valor Intermedio.



1. Conceptos preliminares 13

Teorema 1.2.28. Sean A un intervalo en R y f : A → A una función continua en A. Sean

a, b ∈ A, con a < b y c ∈ R. Si alguna de las siguientes dos condiciones se cumple:

(1) f(a) < c < f(b),

(2) f(a) > c > f(b),

entonces existe x ∈ (a, b) tal que f(x) = c.

En el área de la topoloǵıa una herramienta muy usada son los homeomorfismos, los cuales

nos ayudan a conocer propiedades de un espacio a partir de otro.

Definición 1.2.29. Sean X y Y espacios métricos y f : X → Y una función. Se dice que f es

un homeomorfismo si f es continua, es biyectiva y su inversa f−1 es una función continua en Y .

Las siguientes dos proposiciones nos ayudan a mostrar cuándo ciertas funciones reales son

homeomorfismos, la Proposición 1.2.30 es para funciones crecientes y la Proposición 1.2.31 es

para funciones decrecientes. Esto será de utilidad en varias demostraciones del Caṕıtulos 2.

Proposición 1.2.30. Sean a, b, α, β ∈ R tales que a < b y α > 0. La función f : [a, b] →
[αa + β, αb + β], con regla de correspondencia f(x) = αx + β, para toda x ∈ [a, b], es un

homeomorfismo.

Demostración. Notemos que f es una función continua en [a, b] por ser una función lineal.

Veamos que f es una función inyectiva. En efecto, consideremos x, y ∈ [a, b]. Si f(x) = f(y),

entonces αx+β = αy+β. Aśı, x = y. Por lo que f es una función inyectiva. Por otro lado, veamos

que f es una función sobreyectiva. Dado y ∈ [αa+ β, αb+ β], se sigue que αa+ β ≤ y ≤ αb+ β.

Es decir, a ≤ y−β
α ≤ b. Tomando x = y−β

α ∈ [a, b], se tiene que f(x) = α
(
y−β
α

)
+ β = y.

En consecuencia, f es una función sobreyectiva. Ahora, veamos que f tiene inversa. En efecto,

consideremos la función g : [αa+β, αb+β]→ [a, b] con regla de correspondencia, g(x) = 1
αx−

β
α ,

para toda x ∈ [αa+β, αb+β]. Luego, para todo x ∈ [a, b], se tiene que g(f(x)) = 1
α (αx+ β)− β

α =

x = Id[a,b](x). Por lo tanto, g es la función inversa de f . Observemos que por la linealidad de g,

se tiene que g es continua en [αa+ β, αb+ β]. Con todo, f es un homeomorfismo.

La demostración de la siguiente proposición es similar a la demostración de la Proposición

1.2.30.

Proposición 1.2.31. Sean a, b, α, β ∈ R tales que a < b y α > 0. La función f : [a, b] →
[−αb + β,−αa + β], con regla de correspondencia f(x) = −αx + β, para toda x ∈ [a, b], es un

homeomorfismo.

Demostración. Puesto que f es una función lineal, se tiene que f es continua en [a, b]. Veamos

que f es una función inyectiva. En efecto, consideremos x, y ∈ [a, b]. Si f(x) = f(y), entonces

−αx + β = −αy + β. De donde, x = y. Por lo que f es una función inyectiva. Por otro

lado, veamos que f es una función sobreyectiva. Dado y ∈ [−αb + β,−αa + β], se sigue que
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−αb + β ≤ y ≤ −αa + β. Es decir, a ≤ y−β
−α ≤ b. Tomando x = y−β

−α ∈ [a, b], se tiene que

f(x) = −α
(
y−β
−α

)
+ β = y. En consecuencia, f es una función sobreyectiva. Ahora, veamos que

f tiene inversa. En efecto, consideremos la función g : [−αb+ β,−αa+ β]→ [a, b] con regla de

correspondencia, g(x) = − 1
αx+ β

α , para toda x ∈ [−αb+β,−αa+β]. Luego, para todo x ∈ [a, b],

se tiene que g(f(x)) = − 1
α (−αx+ β) + β

α = x = Id[a,b](x). En consecuencia, g es la función

inversa de f . Observemos que g es una función continua en [−αb+ β,−αa+ β]. Por lo tanto, f

es un homeomorfismo.

El siguiente resultado es muy conocido y nos será de provecho para la construcción de

homeomorfismos. Su demostración se desprende de las Observaciones 1.1.14 y 1.2.22-(1).

Teorema 1.2.32. Sean X, Y y Z espacios métricos y funciones f : X → Y y g : Y → Z. Si f

y g son homeomorfismos, entonces g ◦ f es un homeomorfismo.

Finalizamos esta sección señalando el concepto de función uniformemente continua y una

propiedad de este tipo de funciones.

Definición 1.2.33. Sean (X, dX) y (Y, dY ) espacios métricos y f : X → Y una función. Se dice

que f es uniformemente continua en X si para cualquier ε > 0 existe un δ > 0 tal que:

si dX(x1, x2) < δ, entonces dY (f(x1), f(x2)) < ε, para todo x1, x2 ∈ X.

Una equivalencia de continuidad uniforme, en espacios compactos, es la que se muestra en

el siguiente teorema, cuya demostración puede encontrarse en [11, Teorema 4, pág. 185].

Teorema 1.2.34. Sean X y Y espacios métricos tales que X es compacto y sea f : X → Y una

función. Entonces, f es continua si y sólo si f es uniformemente continua.

Sección 1.3

Conceptos básicos en hiperespacios

En esta sección se presentan nociones referentes a hiperespacios. Analizamos brevemente la

topoloǵıa de Vietoris, aśı como dos maneras de describir la métrica de Hausdorff. A partir de

una función f : X → X se define la función inducida al hiperespacio 2X , 2f : 2X → 2X . Vemos

que 2f es continua cuando f lo es y analizamos cómo es la composición de 2f consigo misma.

Comenzamos recordando lo siguiente que será útil en el desarrollo de los Caṕıtulos 2 y 3.

Definición 1.3.1. Sea X un espacio métrico. Se denota y define el siguiente subconjunto del

conjunto potencia de X:

2X = {A ⊂ X : A es compacto}.
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A la familia 2X se le dota de una topoloǵıa como sigue. Sean A1, A2, . . . , Ak subconjuntos

de X. Se define la familia 〈A1, A2, . . . , Ak〉 como:

〈A1, A2, . . . , Ak〉 =

{
A ∈ 2X : A ⊂

k⋃
i=1

Ai y A ∩Ai 6= ∅, para cada i ∈ {1, 2, . . . , k}

}
.

Teorema 1.3.2. Sea X un espacio métrico. La familia

BV = {〈U1, U2, . . . , Uk〉 : Ui es abierto en X, para cada i y k ∈ N},

es base para una topoloǵıa de 2X , dicha topoloǵıa se denota por τV y se llama topoloǵıa de

Vietoris.

Una demostración del Teorema 1.3.2 se encuentra en [10, Teorema 1.2, pág. 3]. A la pareja(
2X , τV

)
se le denomina el hiperespacio de los subconjuntos compactos de X.

A partir del hiperespacio 2X de X se pueden definir otros hiperespacios de X, para esto

recordemos el siguiente concepto.

Definición 1.3.3. Un espacio métrico X es un continuo si X es compacto, conexo y no vaćıo.

Un subconjunto Y de un espacio métrico X es un subcontinuo de X si Y es un continuo con la

métrica de subespacio.

Definición 1.3.4. Sea X un espacio métrico. Se definen los hiperespacios de X, con la topoloǵıa

de subespacio inducida por τV :

C(X) = {A ∈ 2X : A es conexo}, y

Fn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n elementos}, para cada n ∈ N.

A C(X) se le conoce como el hiperespacio de los subcontinuos de X y a Fn(X) se le denomina

n-ésimo producto simétrico deX. En particular, para n = 1, se tiene que F1(X) = {{x} : x ∈ X}.
La demostración del siguiente teorema puede realizarse utilizando las siguientes referencias:

[15, Teorema 4.13, pág. 59], [15, Teorema 4.17, pág. 61], [10, Teorema 14.9, pág. 113], [13,

Corolario 1.8.8, pág. 62].

Teorema 1.3.5. Sean n ∈ N y X un espacio métrico. Si X es compacto, entonces 2X , C(X) y

Fn(X) son compactos. Más aún, si X es un continuo, entonces 2X , C(X) y Fn(X) son continuos.

Antes de pasar a definir una métrica para 2X mencionamos la siguientes propiedades del

conjunto 〈A1, A2, . . . , Ak〉 en 2X .

Proposición 1.3.6. Sea X un espacio métrico. Sean A y B subconjuntos de X, se cumplen las

siguientes propiedades:

(1) 〈A〉 ∩ 〈B〉 = 〈A ∩B〉.

(2) 〈A〉 6= ∅ si y sólo si A 6= ∅.
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Demostración. (1) Notemos que C ∈ 〈A〉∩ 〈B〉 si y sólo si C ∈ 〈A〉 y C ∈ 〈B〉 si y sólo si C ⊂ A
y C ⊂ B si y sólo si C ⊂ A ∩B si y sólo si C ∈ 〈A ∩B〉.
(2) Si 〈A〉 6= ∅, entonces existe C ∈ 〈A〉. Luego, C ⊂ A. Como C 6= ∅, se sigue que A 6= ∅.
Rećıprocamente, si A 6= ∅, entonces existe u ∈ A. Luego, {u} ∈ 2X y {u} ⊂ A. Aśı, {u} ∈ 〈A〉.
En consecuencia, 〈A〉 6= ∅.

Por otro lado, dado un espacio métrico (X, d), sabemos que al hiperespacio 2X se le asocia

una métrica. En lo que sigue vemos algunas definiciones al respecto para construir una métrica

para 2X . Notemos que para cualesquiera A,B ∈ 2X y a ∈ X, d(a,B) = mı́n{d(a, b) : b ∈ B} ya

que B es compacto. Más aún, el conjunto {d(a,B) : a ∈ A} tiene máximo ya que A es compacto.

Definición 1.3.7. Sea (X, d) un espacio métrico. Sean A,B ∈ 2X . Se denota y define:

ρ(A,B) = máx{d(a,B) : a ∈ A}.

Dado un espacio métrico X, notemos que ρ no es una métrica sobre 2X ya que en general no

se cumple la condición (B) de la Definición 1.2.1. En efecto, si A ⊂ B y A 6= B, puede ocurrir que

ρ(A,B) = 0. En particular, para {a}, {a, b} ⊂ X, se tiene que {a} 6= {a, b} y ρ({a}, {a, b}) = 0.

Sin embargo, ρ cumple con la desigualdad triangular de la Definición 1.2.1, como se muestra en

la siguiente proposición.

Proposición 1.3.8. Sea (X, d) un espacio métrico. Dados A, B y C elementos de 2X , se tiene

que:

ρ(A,B) ≤ ρ(A,C) + ρ(C,B).

Demostración. Sean a ∈ A y c ∈ C. Notemos que para cualquier b ∈ B, se cumple d(a,B) ≤
d(a, b). Como d(a, b) ≤ d(a, c)+d(c, b) y dado que b ∈ B es arbitrario, d(a,B) ≤ d(a, c)+d(c,B).

Luego, d(a,B) es cota inferior del conjunto {d(a, c) + d(c,B) : c ∈ C}. Aśı,

d(a,B) ≤ mı́n{d(a, c) + d(c,B) : c ∈ C}
= mı́n{d(a, c) : c ∈ C}+ mı́n{d(c,B) : c ∈ C}
= d(a,C) + mı́n{d(c,B) : c ∈ C}
≤ d(a,C) + máx{d(c,B) : c ∈ C}
≤ ρ(A,C) + ρ(C,B).

Dado que a ∈ A es arbitrario, ρ(A,C) +ρ(C,B) es una cota superior del conjunto {d(a,B) : a ∈
A}. Por lo tanto, ρ(A,B) ≤ ρ(A,C) + ρ(C,B).

La proposición previa es parte importante en la demostración del siguiente resultado.

Proposición 1.3.9. Sea (X, d) un espacio métrico. La función H : 2X × 2X → R definida para

cada A,B ∈ 2X por:

H(A,B) = máx{ρ(A,B), ρ(B,A)},

es una métrica sobre 2X , la cual se conoce por métrica de Hausdorff.
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Demostración. Veamos que H cumple las condiciones (A)-(D) descritas en la Definición 1.2.1.

Tomemos A,B,C ∈ 2X .

(A) Verifiquemos que H(A,B) ≥ 0. Sean a ∈ A y b ∈ B. Observemos que para todo b1 ∈ B
y para todo a1 ∈ A, d(a, b1) ≥ 0 y d(b, a1) ≥ 0. Luego, d(a,B) ≥ 0 y d(b, A) ≥ 0. Aśı,

ρ(A,B) = máx{d(a,B) : a ∈ A} ≥ 0 y ρ(B,A) = máx{d(b, A) : b ∈ B} ≥ 0. Esto implica

que, máx{ρ(A,B), ρ(B,A)} ≥ 0. Por lo tanto, H(A,B) ≥ 0.

(B) Demostremos que H(A,B) = 0 si y sólo si A = B. Supongamos que H(A,B) = 0. Sea

a0 ∈ A. Veamos que a0 ∈ B. En efecto, dado que H(A,B) = máx{ρ(A,B), ρ(B,A)},
se tiene que máx{ρ(A,B), ρ(B,A)} = 0. En particular, ρ(A,B) = 0. En vista de que

ρ(A,B) = máx{d(a,B) : a ∈ A}, para cada a ∈ A se tiene que d(a,B) = 0. Aśı,

d(a0, B) = 0. Como d(a0, B) = mı́n{d(a0, b) : b ∈ B}, existe b0 ∈ B tal que d(a0, b0) = 0.

En consecuencia, a0 = b0. Es decir, a0 ∈ B. Por lo tanto, A ⊂ B.

Análogamente, sea b0 ∈ B. Veamos que b0 ∈ A. En efecto, en vista de que H(A,B) =

máx{ρ(A,B), ρ(B,A)}, se tiene que máx{ρ(A,B), ρ(B,A)} = 0. En particular, ρ(B,A) = 0.

Como ρ(B,A) = máx{d(b, A) : b ∈ B}, para cada b ∈ B se tiene que d(b, A) = 0. Por lo que,

d(b0, A) = 0. Dado que d(b0, B) = mı́n{d(a0, b) : b ∈ B}, existe a0 ∈ A tal que d(b0, a0) = 0.

En consecuencia, b0 = a0. Es decir, b0 ∈ A. Por lo tanto, B ⊂ A. En conclusión, A = B.

Ahora, supongamos que A = B. Veamos que H(A,B) = 0. En efecto, dado que H(A,A) =

máx{ρ(A,A), ρ(A,A)}, entoncesH(A,A) = ρ(A,A). En vista de que ρ(A,A) = máx{d(a,A) :

a ∈ A} y para cualquier a ∈ A, se tiene que d(a,A) = 0, entonces ρ(A,A) = 0. Por lo tanto,

H(A,B) = 0.

(C) Se cumple que H(A,B) = H(B,A), pues

H(A,B) = máx{ρ(A,B), ρ(B,A)} = máx{ρ(B,A), ρ(A,B)} = H(B,A).

(D) Por último, veamos que H(A,C) ≤ H(A,B)+H(B,C). En efecto, por la Proposición 1.3.8,

se tiene que,

ρ(A,B) ≤ ρ(A,C) + ρ(C,B) y ρ(B,A) ≤ ρ(B,C) + ρ(C,A).

Luego,

H(A,B) = máx{ρ(A,B), ρ(B,A)}
≤ máx{ρ(A,C) + ρ(C,B), ρ(B,C) + ρ(C,A)}
≤ máx{ρ(A,C), ρ(C,A)}+ máx{ρ(C,B), ρ(B,C)}
= H(A,C) +H(C,B)

Por lo tanto, H(A,B) ≤ H(A,C) +H(C,B).

En conclusión, H es una métrica para 2X .

De la Proposición 1.3.9, tenemos que la pareja
(
2X , H

)
es un espacio métrico. En particular,

para el espacio métrico
(

2R
2
, H
)

, algunos elementos del hiperespacio 2R
2

se pueden ver en la

Figura 1.4, los cuales son subconjuntos compactos, cerrados y acotados, de R2.
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Figura 1.4: Algunos subconjuntos compactos de R2.

Teorema 1.3.10. Si X es un espacio métrico compacto, entonces la topoloǵıa inducida por la

métrica de Hausdorff coincide con la topoloǵıa de Vietoris en 2X .

Una demostración del Teorema 1.3.10 se puede consultar en [10, Teorema 3.1, pág. 16].

Observación 1.3.11. Sean (X, d) un espacio métrico y {a}, {b}, {b1, b2, . . . , bm} ∈ 2X . Se cum-

ple lo siguiente:

(1) H({a}, {b}) = d(a, b);

(2) H({a}, {b1, b2, . . . , bm}) = máx{d(a, bi) : b ∈ {b1, b2, . . . , bm}}.

Proposición 1.3.12. Sean X un espacio métrico y A,B ∈ 2X . Si A ⊂ B, entonces H(A,B) =

ρ(B,A).

Demostración. Supongamos que A ⊂ B. Luego, de la Proposición 1.2.10, d(a,B) = 0, para

cada a ∈ A. Aśı, ρ(A,B) = máx{d(a,B) : a ∈ A} = 0. Dado que, por la Proposición 1.3.9,

H(A,B) = máx{ρ(A,B), ρ(B,A)}, se tiene que H(A,B) = ρ(B,A).

A continuación, se describe una equivalencia de la métrica de Hausdorff. Para lo cual, se

requiere tener la noción de nube alrededor de un conjunto o también conocido como entorno de

un conjunto.

Figura 1.5: La nube alrededor de A y radio ε.

Definición 1.3.13. Sea (X, d) un espacio métrico. Sean A un elemento de 2X y ε > 0. Se denota

y define la nube alrededor de A y radio ε como el conjunto:

N(ε,A) = {x ∈ X : d(x,A) < ε}.
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Algunas propiedades de la nube alrededor de un conjunto se muestran en el siguiente resul-

tado.

Proposición 1.3.14. Sea (X, d) un espacio métrico. Sean A y B elementos de 2X y ε > 0, se

cumplen las siguientes propiedades:

(1) Si a ∈ X, entonces N(ε, {a}) = Bd(a, ε);

(2) N(ε,A) =
⋃
{Bd(a, ε) : a ∈ A};

(3) N(ε,A) =
⋃
{N(δ, A) : 0 < δ < ε}.

Demostración. (1) Sea a ∈ A. Luego, N(ε, {a}) = {x ∈ X : d(x, {a}) < ε} = {x ∈ X : d(x, a) <

ε} = Bd(a, ε).

(2) Sea x ∈ N(ε,A). Veamos que x ∈
⋃
{Bd(a, ε) : a ∈ A}. En efecto, como d(x,A) < ε, entonces,

existe a ∈ A tal que d(x, a) < ε. Luego, x ∈ Bd(a, ε). Se sigue que, x ∈
⋃
{Bd(a, ε) : a ∈ A}. Por

lo tanto, N(ε,A) ⊂
⋃
{Bd(a, ε) : a ∈ A}.

Por otro lado, sea x ∈
⋃
{Bd(a, ε) : a ∈ A}. Veamos que x ∈ N(ε,A). En efecto, como x ∈⋃

{Bd(a, ε) : a ∈ A}, existe a ∈ A tal que x ∈ Bd(a, ε). Esto es, d(x, a) < ε. Como d(x,A) ≤
d(x, a), entonces, d(x,A) < ε. De donde, x ∈ N(ε,A). Por lo tanto,

⋃
{Bd(a, ε) : a ∈ A} ⊂

N(ε,A). En conclusión, N(ε,A) =
⋃
{Bd(a, ε) : a ∈ A}.

(3) Sea x ∈ N(ε,A). Es decir, d(x,A) < ε. Luego, existe δ > 0 tal que d(x,A) < δ < ε.

Aśı, x ∈ N(δ, A). Lo cual implica que, x ∈
⋃
{N(δ, A) : 0 < δ < ε}. Por lo tanto, N(ε,A) ⊂⋃

{N(δ, A) : 0 < δ < ε}.
Por otro lado, sea x ∈

⋃
{N(δ, A) : 0 < δ < ε}. Luego, existe δ > 0 y δ < ε tal que x ∈ N(δ, A).

Lo cual implica, d(x,A) < δ. De donde, d(x,A) < ε. Aśı, x ∈ N(ε,A). En consecuencia,⋃
{N(δ, A) : 0 < δ < ε} ⊂ N(ε,A). En conclusión, N(ε,A) =

⋃
{N(δ, A) : 0 < δ < ε}.

Observemos que la parte (2) de la Proposición 1.3.14 nos dice que la N(ε,A) es un conjunto

abierto en X. A continuación, veamos la siguiente equivalencia.

Proposición 1.3.15. Sea (X, d) un espacio métrico. Sean A y B elementos de 2X y ε > 0.

Entonces:

ρ(A,B) < ε si y sólo si A ⊂ N(ε,B).

Demostración. Supongamos que ρ(A,B) < ε. Veamos que A ⊂ N(ε,B). Sea a ∈ A. Observemos

que, d(a,B) ≤ ρ(A,B). Aśı, d(a,B) < ε. Luego, a ∈ N(ε,B). Por lo tanto, A ⊂ N(ε,B).

Por otro lado, supongamos que A ⊂ N(ε,B). Por la Proposición 1.3.14-(3),
⋃
{N(δ,B) : 0 < δ <

ε} es una cubierta abierta de A. Como A es compacto, existen δ1, δ2, . . . , δk tales que para cada

i ∈ {1, 2, . . . , k}, A ⊂
k⋃
i=1
N(δi, B). Consideremos δ = máx{δi : i ∈ {1, 2, . . . , k}}. Observemos

que δ < ε . Sea a ∈ A. Aśı, existe j ∈ {1, 2, . . . , k} tal que a ∈ N(δj , B). Luego, d(a,B) < δj ≤ δ.
Dado que a ∈ A es arbitrario, δ es cota superior de {d(a,B) : a ∈ A}. Por lo cual, ρ(A,B) ≤ δ.
Esto implica que, ρ(A,B) < ε.

La siguiente equivalencia será útil para la demostración de diversos resultados en los Caṕıtu-

los 2 y 3.
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Proposición 1.3.16. Sea X un espacio métrico. Sean A y B elementos de 2X y ε > 0. Entonces:

H(A,B) < ε si y sólo si A ⊂ N(ε,B) y B ⊂ N(ε,A).

Demostración. Supongamos que H(A,B) < ε. Luego, ρ(A,B) < ε y ρ(B,A) < ε. Aśı, por la

Proposición 1.3.15, A ⊂ N(ε,B) y B ⊂ N(ε,A).

Por otro lado, supongamos que A ⊂ N(ε,B) y B ⊂ N(ε,A). Luego, de la Proposición 1.3.15,

ρ(A,B) < ε y ρ(B,A) < ε. Por lo tanto, H(A,B) < ε.

Como ya mencionamos, ahora, mostramos una equivalencia de la métrica de Hausdorff.

Proposición 1.3.17. Sea X un espacio métrico. Sean A y B elementos de 2X y ε > 0. Luego:

H(A,B) = ı́nf{ε > 0 : A ⊂ N(ε,B) y B ⊂ N(ε,A)}.

Demostración. Sea ε1 ∈ {ε > 0 : A ⊂ N(ε,B) y B ⊂ N(ε,A)}. Luego, A ⊂ N(ε1, B) y

B ⊂ N(ε1, A). Aśı, por la Proposición 1.3.16, H(A,B) < ε1, lo cual implica que, H(A,B)

es cota inferior de {ε > 0 : A ⊂ N(ε,B) y B ⊂ N(ε,A)}. Por lo que, H(A,B) ≤ ı́nf{ε >
0 : A ⊂ N(ε,B) y B ⊂ N(ε,A)}. Veamos que H(A,B) es la mayor cota inferior. Sea r > 0.

Consideremos ε2 = H(A,B) + r
2 . Como H(A,B) < ε2, entonces, de la Proposición 1.3.16,

A ⊂ N(ε2, B) y B ⊂ N(ε2, A). Aśı, ε2 ∈ {ε > 0 : A ⊂ N(ε,B) y B ⊂ N(ε,A)}. Además,

H(A,B) < ε2 < H(A,B) + r. Por lo tanto, H(A,B) es la mayor de las cotas inferiores de

{ε > 0 : A ⊂ N(ε,B) y B ⊂ N(ε,A)}. Con todo, H(A,B) = ı́nf{ε > 0 : A ⊂ N(ε,B) y B ⊂
N(ε,A)}.

A continuación, mostramos ejemplos donde se muestra gráficamente la métrica de Hausdorff.

Ejemplo 1.3.18. Consideremos el intervalo cerrado en R,X = [−20, 20], con la métrica inducida

de R (vea el Ejemplo 1.2.3). Sean A1 = {4}, A2 = {5}, A3 = {6}, A4 = {5, 9}, A5 = {1, 3, 5},
A6 = {3, 4, 9}, A7 = {2, 5, 8} ∈ F3(X). Es fácil ver que H(A2, A3) = 1. Como H(A2, A3) < 2,

por la Proposición 1.3.16, se tiene que A2 ⊂ N(2, A3) y A3 ⊂ N(2, A2). En la Figura 1.6-(a)

puede verse gráficamente este hecho.

Similarmente, H(A3, A4) = 3. Como H(A3, A4) < 4, se obtiene que A3 ⊂ N(4, A4) y A4 ⊂
N(4, A3). En la Figura 1.6-(b) puede verse gráficamente este hecho.

Asimismo, H(A1, A5) = 3. Dado que H(A1, A5) < 4, se sigue que A5 ⊂ N(4, A1) y A1 ⊂
N(4, A5). En la Figura 1.6-(c) puede verse gráficamente este hecho.

Por último, H(A6, A7) = 1. En vista de que H(A6, A7) < 2, se tiene que A6 ⊂ N(2, A7) y

A7 ⊂ N(2, A6). En la Figura 1.6-(d) puede verse gráficamente este hecho.

Cabe señalar que las gráficas que presentamos en el Ejemplo 1.3.18 se obtienen usando los

Scripts 1, 2, 3 y 4 que incluimos en el Apéndice de esta tesis.

Ejemplo 1.3.19. SeaX = [−20, 20]2 ⊂ R2, con la métrica inducida de R2 (vea el Ejemplo 1.2.4).

Consideremos los elementos C1 = {(0, 0)}, C2 = {(1, 2)}, C3 = {(5, 4), (0,−3), (−3, 0)}, C4 =
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(a) N(2, A2) y N(2, A3). (b) N(4, A3) y N(4, A4).

(c) N(4, A1) y N(4, A5). (d) N(2, A6) y N(2, A7).

Figura 1.6: Gráfica de las nubes alrededor de los conjuntos A1, A2, A3, A4, A5, A6 y A7.

{(−3, 0), (1,−1), (2, 1)}, C5 = {(−2, 0), (0,−1), (1, 1)} ∈ F3(X). Es fácil ver que H(C1, C2) =√
5. Como H(C1, C2) < 3, por la Proposición 1.3.16, obtenemos que , C1 ⊂ N(3, C2) y C2 ⊂

N(3, C1). En la Figura 1.7-(a) puede verse gráficamente este hecho.

Similarmente, H(C1, C3) =
√

41. Como H(C1, C3) < 7, se tiene que C1 ⊂ N(7, C3) y C3 ⊂
N(7, C1). En la Figura 1.7-(b) puede verse gráficamente este hecho.

Por último, H(C4, C5) = 1. Dado que H(C4, C5) < 2, se sigue que C4 ⊂ N(2, C5) y C5 ⊂
N(2, C4). En la Figura 1.7-(c) puede verse gráficamente este hecho.

(a) N(3, C1) y N(3, C2). (b) N(7, C1) y N(7, C3). (c) N(2, C4) y N(2, C5).

Figura 1.7: Gráfica de las nubes alrededor de los conjuntos C1, C2, C3, C4 y C5.

Las gráficas que presentamos en el Ejemplo 1.3.19 se obtienen usando los Scripts 5, 6, 7 y 8

que incluimos en el Apéndice de esta tesis.

Demanera intuitiva, la métrica de Hausdorff mide que tan bien empalmados están dos con-

juntos, A,B ∈ 2R
2
, en la Figura 1.8-(a) los conjuntos no se empalman, es decir, los conjuntos

A y B están lejos uno del otro. Sin embargo, en la Figura 1.8-(b) los conjuntos se empalman,

lo cual significa que distancia entre los conjuntos A y B se ha reducido. Más aún, en la Figura

1.8-(c) los conjuntos se empalman mejor que en la Figura 1.8-(b), esto significa que distancia

entre los conjuntos ha reducido mucho más. Aśı, la distancia H(A,B) es igual a cero si A = B.

Una propiedad útil del hiperespacio F1(X) es la que muestra a continuación.
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(a) A,B ∈ 2R2

. (b) A,B ∈ 2R2

. (c) A,B ∈ 2R2

.

Figura 1.8: Algunos subconjuntos compactos de R2.

Proposición 1.3.20. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces, existe un homeomorfismo entre

X y F1(X).

Demostración. Consideremos la función h : X → F1(X) definida como h(x) = {x}, para todo

x ∈ X. Demostremos que h es un homeomorfismo. Para esto primero, veamos que h es inyectiva.

Sean x, y ∈ X y supongamos que h(x) = h(y). Luego, {x} = {y}. Esto implica que, x = y. Por

lo que h es inyectiva. Ahora, probemos que h es sobreyectiva. En efecto, sea {x} ∈ F1(X).

Aśı, x ∈ X. De donde, h(x) = {x}. En consecuencia, h es sobreyectiva. Por lo tanto, h es

biyectiva. Veamos que h es continua. Sean ε > 0 y a ∈ X. Si d(a, x) < ε, entonces de la

Observación 1.3.11-(1), obtenemos H({a}, {x}) = d(a, x) < ε. Esto es, H(h(a), h(x)) < ε. Lo

cual implica que, h es continua en X. Notemos que la función h−1 : F1(X) → X, definida

como h−1({x}) = x, es la función inversa de h. Veamos que h−1 es continua. En efecto, sean

ε > 0 y {a} ∈ F1(X). Si H({a}, {x}) < ε, entonces de la Observación 1.3.11-(1), se obtiene que

H({a}, {x}) = d(a, x) < ε. Esto es, d
(
h−1(a), h−1(x)

)
< ε. Lo cual implica que, h−1 es continua

en F1(X). En conclusión, h es un homeomorfismo.

En seguida, definimos un tipo especial de funciones en un hiperespacio. Puesto que son las

funciones inducidas las cuales juegan un papel principal en el desarrollo de nuestro trabajo.

Definición 1.3.21. Sean X un espacio métrico compacto y f : X → X una función continua

en X. Se define la función 2f : 2X → 2X por:

2f (A) = f(A), para cada A ∈ 2X .

La función 2f : 2X → 2X es conocida como función inducida por f al hiperespacio 2X .

Observemos que dado un espacio métrico compacto X y una función continua f : X → X,

de la Observación 1.2.24-(1), se sigue que f(A) es compacto. Por lo tanto, 2f está bien definida.

Por otra parte, si A ∈ C(X), entonces por la Observación 1.2.24-(2) se obtiene que f(A) ∈
C(X). Asimismo, si A ∈ Fn(X), entonces en vista de la Observación 1.1.2 se sigue que f(A) ∈
Fn(X). Lo anterior nos permite tener las siguientes funciones.

Definición 1.3.22. Sean X un espacio métrico compacto y f : X → X una función continua

en X.
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(A) Se define la función inducida por f al hiperespacio C(X), C(f) : C(X) → C(X), por

C(f) = 2f |C(X).

(B) Se define la función inducida por f al hiperespacio Fn(X), Fn(f) : Fn(X) → Fn(X), por

Fn(f) = 2f |Fn(X).

Una de las propiedades de una función inducida a los hiperespacios bajo una función continua

es que preserva la continuidad. Formalmente, tenemos lo siguiente.

Proposición 1.3.23. Sean (X, d) un espacio métrico compacto y f : X → X una función

continua en X. Entonces, la función inducida 2f : 2X → 2X es continua en 2X .

Demostración. Consideremos ε > 0 y A ∈ 2X . Veamos que existe δ > 0 tal que si B ∈ 2X

con H(A,B) < δ, entonces H
(
2f (A), 2f (B)

)
< ε. Equivalentemente, por la Proposición 1.3.16,

veamos que 2f (A) ⊂ N
(
ε, 2f (B)

)
y 2f (B) ⊂ N

(
ε, 2f (A)

)
. En vista de que f es una función

continua en X y X es compacto, por el Teorema 1.2.34, f es uniformemente continua en X. Es

decir, existe δ tal que para cualesquiera x1, x2 ∈ X, si d(x1, x2) < δ, entonces d(f(x1), f(x2)) <

ε. Sea B ∈ 2X tal que H(A,B) < δ. Veamos que 2f (A) ⊂ N
(
ε, 2f (B)

)
. En efecto, sea y ∈ 2f (A),

esto es y ∈ f(A). Luego, existe x ∈ A tal que f(x) = y. Dado que H(A,B) < δ, por la

Proposición 1.3.16, en particular se tiene que A ⊂ N(δ,B). Aśı, d(x,B) < δ. Esto implica que,

existe b ∈ B tal que d(x, b) < δ. Se sigue que d(f(x), f(b)) < ε, es decir, d(y, f(b)) < ε. Por lo que,

y ∈ B(f(b), ε). Por la Proposición 1.3.14-(2), y ∈ N(ε, f(B)). Entonces, f(A) ⊂ N(ε, f(B)). Por

lo tanto, 2f (A) ⊂ N
(
ε, 2f (B)

)
. Análogamente, veamos que 2f (B) ⊂ N

(
ε, 2f (A)

)
. En efecto,

sea y ∈ 2f (B), es decir, y ∈ f(B). Luego, existe x ∈ B tal que f(x) = y. Dado que H(A,B) < δ,

por la Proposición 1.3.16, en particular se tiene que B ⊂ N(δ, A). Aśı, d(x,A) < δ. Esto implica

que, existe a ∈ A tal que d(x, a) < δ. Se sigue que d(f(x), f(a)) < ε. Es decir, d(y, f(a)) < ε.

Por lo que, y ∈ B(f(a), ε). Aśı, por la Proposición 1.3.14-(2), y ∈ N(ε, f(A)). Luego, f(B) ⊂
N(ε, f(A)). Por lo tanto, 2f (B) ⊂ N

(
ε, 2f (A)

)
. En consecuencia, 2f (A) ⊂ N

(
ε, 2f (B)

)
y

2f (B) ⊂ N
(
ε, 2f (A)

)
. Aśı, por la Proposición 1.3.16, H

(
2f (A), 2f (B)

)
< ε. En conclusión, 2f

es una función continua en 2X .

Para nuestro trabajo es importante conocer cómo se comporta la composición de la función

inducida 2f consigo misma.

Proposición 1.3.24. Sean X un espacio métrico compacto y f : X → X una función continua

en X. Entonces, para cualquier número natural k y para cada elemento A de 2X se tiene que:(
2f
)k

(A) = fk(A).

Demostración. Se procede por inducción matemática sobre k. Para k = 1, se cumple
(
2f
)1

(A) =

2f (A) = f(A) = f1(A). Supongamos que se cumple para k. Veamos que se cumple para k + 1.

En efecto,
(
2f
)k+1

(A) = 2f
((

2f
)k

(A)
)

= 2f
(
fk(A)

)
= f

(
fk(A)

)
= fk+1(A).

Concluimos esta sección con una propiedad que relaciona los subconjuntos 〈A〉 de 2X con la

composición de la función inducida 2f consigo misma.
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Proposición 1.3.25. Sean X un espacio métrico compacto y f : X → X una función continua

en X. Sean A un subconjunto de X y k un número natural. Entonces,
(
2f
)k

(〈A〉) ⊂ 〈fk(A)〉.

Demostración. Si D ∈
(
2f
)k

(〈A〉), entonces existe C ∈ 〈A〉 tal que
(
2f
)k

(C) = D. Luego,

fk(C) = D y dado que C ⊂ A se tiene que fk(C) ⊂ fk(A). Aśı, D ⊂ fk(A). Esto implica que

D ∈ 〈fk(A)〉. Por lo tanto,
(
2f
)k

(〈A〉) ⊂ 〈fk(A)〉.



Caṕıtulo 2

Nociones de dinámica individual y dinámica colectiva

En este caṕıtulo se analizan nociones básicas respecto a sistemas dinámicos discretos. Dado

un espacio métrico compacto X y una función continua f : X → X, se dice que se analiza

la dinámica individual cuando se estudian propiedades dinámicas de la función f y se dice

que se analiza la dinámica colectiva cuando se estudian propiedades dinámicas de las funciones

inducidas 2f , C(f) y Fn(f) a diferentes hiperespacios. Cabe mencionar que el área de estudio

de estos temas se le denomina dinámica topológica.

En la Sección 2.1 se dan los conceptos preliminares de sistemas dinámicos discretos. En

particular, se analiza las nociones de órbita, puntos fijos y puntos periódicos. Además, se detalla

la construcción del diagrama Cobweb para funciones reales y como ejemplo principal se tiene a

la función tienda.

En la Sección 2.2 nos enfocamos al estudio de la dinámica individual. En particular, se

analizan funciones dinámicas como son: transitivas, caóticas, totalmente transitivas, débilmente

mezclantes y minimales. Asimismo, se estudia la dinámica de la función tienda y la función

máquina de sumar.

Finalmente, en la Sección 2.3 iniciamos el estudio de la dinámica colectiva, particularmente,

de la función tienda.

Sección 2.1

Notaciones y conceptos básicos en sistemas dinámicos

En esta sección se introduce la noción de sistema dinámico discreto. Asimismo, nos enfocamos

en estudiar la órbita, puntos fijos y puntos periódicos. Para visualizar las órbitas bajo funciones

reales se utilizan los diagramas Cobweb. Posteriormente, se ejemplifican los conceptos con la

función tienda. Por último, se da una demostración de que el conjunto de los puntos periódicos

de la función tienda es denso.

Dado un espacio métrico X y dada una función continua f : X → X, el par (X, f) se llama

25
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sistema dinámico discreto. En adelante sólo diremos que la pareja (X, f) es un sistema dinámico.

A partir de la función f , para cada k ∈ N ∪ {0} se define la k-ésima iterada o iteración de f

como sigue:

f0 = IdX y

fk = f ◦ fk−1, para cada k ∈ N.

A continuación definimos algunas nociones de sistemas dinámicos referentes a puntos del

espacio X.

Definición 2.1.1. Sea (X, f) un sistema dinámico. La órbita de x bajo f es el conjunto que se

denota y define como:

O(x, f) = {fk(x) : k ∈ N ∪ {0}}.

Figura 2.1: Órbita de x bajo f .

Intuitivamente, en un sistema dinámico (X, f), la órbita de x ∈ X bajo la función f repre-

senta el movimiento de un objeto. Es decir, para el tiempo t = 0, el objeto se encuentra en x,

para el tiempo t = 1, el objeto se mueve hacia f(x), para el tiempo t = 2, el objeto se mueve

hacia f2(x), y esto se sigue sucesivamente (ver la Figura 2.1). A continuación, tenemos conceptos

que caracterizan el movimiento de un objeto.

Figura 2.2: Diagrama Cobweb.

El diagrama Cobweb o la red de araña es una herramienta para visualizar de manera gráfica

la órbita de un punto bajo una función real. A continuación, se detalla su construcción. Consi-

deremos A un intervalo de R y f : A → A una función continua en A. Dado x ∈ A, primero,

se traza un segmento de recta entre los puntos (x, f(x)) y (f(x), f(x)). Luego, se traza otro

segmento de recta entre los puntos (f(x), f(x)) y
(
f(x), f2(x)

)
. Aśı, se traza otro segmento de

recta entre los puntos
(
f(x), f2(x)

)
y
(
f2(x), f2(x)

)
. Entonces, se traza otro segmento de recta
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entre los puntos
(
f2(x), f2(x)

)
y
(
f2(x), f3(x)

)
. En seguida, se traza otro segmento de recta

entre los puntos
(
f2(x), f3(x)

)
y
(
f3(x), f3(x)

)
, esto se sigue sucesivamente (vea la Figura 2.2).

Cabe mencionar que los diagramas Cobweb que se muestran en seguida se obtiene con los Scripts

9 y 10 que están incluidos en el Apéndice de esta tesis.

Consideremos la función tienda T : R → R como en el Ejemplo 1.2.26. Notemos que

O
(

2
5 , T

)
= {2

5 ,
4
5}. Los pasos a seguir para construir el diagrama Cobweb de la órbita de 2

5

bajo T son los siguientes. Primero, se traza un segmento de recta entre los puntos
(

2
5 ,

4
5

)
y(

4
5 ,

4
5

)
. Luego, se traza otro segmento de recta entre los puntos

(
4
5 ,

4
5

)
y
(

4
5 ,

2
5

)
. Aśı, se traza otro

segmento de recta entre los puntos
(

4
5 ,

2
5

)
y
(

2
5 ,

2
5

)
. En seguida, se traza otro segmento de recta

entre los puntos
(

2
5 ,

2
5

)
y
(

2
5 ,

4
5

)
(vea la Figura 2.3-(a)). Similarmente, considerando la función g

como en el Ejemplo 1.2.27, se puede construir los diagramas Cobweb de la órbita de 1
10 bajo la

función g (vea la Figura 2.3-(b)) y de la órbita de
√

2
2 bajo la función g (vea la Figura 2.3-(c)).

(a) Órbita de 2
5

bajo T . (b) Órbita de 1
10

bajo g. (c) Órbita de
√

2
2

bajo g.

Figura 2.3: Diagramas Cobweb.

Definición 2.1.2. Sean (X, f) un sistema dinámico y x ∈ X.

(A) Se dice que x es un punto fijo de f si f(x) = x.

(B) Se dice que x es un punto periódico bajo f si existe k ∈ N tal que fk(x) = x. Al número

mı́n{k ∈ N : fk(x) = x} se le llama peŕıodo de x. Al conjunto de todos los puntos periódicos

de f lo denotamos con Per(f).

Notemos que si (X, f) es un sistema dinámico y x es un punto fijo de X, entonces la órbita

de x bajo f es O(x, f) = {x}. Más aún, si x es un punto periódico de peŕıodo k ∈ N, entonces

la órbita de x bajo f es O(x, f) = {x, f(x), . . . , fk−1(x)} (vea la Figura 2.3 (a) y (b)).

En seguida, recordemos una propiedad importante de las funciones continuas definidas en

un intervalo de R.

Proposición 2.1.3. Sean A un intervalo en R y f : A → A una función continua en A. Sea

[a, b] un subintervalo contenido en A. Si [a, b] ⊂ f([a, b]), entonces f tiene un punto fijo en [a, b].
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Demostración. Supongamos que [a, b] ⊂ f([a, b]). Luego, existen c, d ∈ [a, b] tales que f(c) = a y

f(d) = b. Notemos que f(c) < c y d < f(d). Ahora, definimos la función h : [a, b]→ R con regla

de correspondencia dada por h(x) = f(x) − x, para todo x ∈ [a, b]. Aśı, h(c) = f(c) − c < 0 y

h(d) = f(d)− d > 0. En consecuencia, del Teorema 1.2.28, existe x ∈ (a, b) tal que h(x) = 0. Es

decir, f(x) = x. Por lo tanto, f tiene un punto fijo en [a, b].

Dado un espacio métrico X y una función continua f : X → X, supongamos que un objeto

cae en un punto periódico x ∈ X de peŕıodo k. Entonces, para el tiempo t = 0, el objeto se

encuentra en x, para el tiempo t = 1, el objeto se mueve hacia f(x), para el tiempo t = 2, el

objeto se mueve hacia f2(x),. . . , para el tiempo t = k − 1, el objeto se mueve hacia fk−1(x), y

para el tiempo t = k, el objeto se mueve hacia x (ver la Figura 2.4). Aśı, el movimiento de dicho

objeto queda atrapado en x, f(x), f2(x),. . . ,fk−1(x).

Figura 2.4: Punto periódico de peŕıodo k.

Otra propiedad interesante de los puntos periódicos es la siguiente.

Observación 2.1.4. Sean (X, f) un sistema dinámico y x ∈ X. Si x es un punto periódico de

peŕıodo k ∈ N, entonces fkm(x) = x, para cada m ∈ N.

En efecto, para m = 1, se tiene que fk(x) = x. Supongamos que se cumple para m. Veamos que

se cumple para m+ 1. Notemos que fk(m+1)(x) = fk
(
fkm(x)

)
= fk(x) = x.

Ahora, si tomamos un número finito de puntos periódicos, ocurre lo siguiente.

Proposición 2.1.5. Sean (X, f) un sistema dinámico y k ∈ N. Si x1, x2, . . . , xk ∈ X son puntos

periódicos de peŕıodo m1,m2, . . . ,mk, respectivamente, entonces para cada i ∈ {1, 2, . . . , k},
fm(xi) = xi, donde m es el mı́nimo común múltiplo de m1,m2, . . . ,mk.

Demostración. Se procede por inducción matemática sobre k. Para k = 2, supongamos que

x1, x2 ∈ X son puntos periódicos de peŕıodo m1 y m2, respectivamente. Sea m el mı́nimo

común multiplo de m1 y m2. Aśı, existen p1, p2 ∈ N tales que m1p1 = m y m2p2 = m. De la

Observación 2.1.4, fm(x1) = fm1p1(x1) = x1 y fm(x2) = fm2p2(x2) = x2. Ahora, supongamos

que el resultado es cierto para k. Veamos que se cumple k + 1. Consideremos x1, x2, . . . , xk+1 ∈
X puntos periódicos con peŕıodos m1,m2, . . . ,mk+1, respectivamente. Sea l el mı́nimo común

múltiplo de m1,m2, . . . ,mk. Luego, por nuestro supuesto f l(xi) = xi, para cada i ∈ {1, 2, . . . , k}.
Sea m el mı́nimo común múltiplo de l y mk+1. Es decir, m es el mı́nimo común múltiplo de

m1,m2, . . . ,mk+1. Aśı, existen p1, p2 ∈ N tales que lp1 = m y mk+1p2 = m. Por la Observación
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2.1.4, fm(xk+1) = fmk+1p2(xk+1) = xk+1 y fm(xi) = f lp1(xi) = xi, para cada i ∈ {1, 2, . . . , k}.
Por lo tanto, fm(xi) = xi, para cada i ∈ {1, 2, . . . , k + 1}.

Al estudiar los sistemas dinámicos discretos es común encontrarse con la función tienda (vea

el Ejemplo 1.2.26) ya que es un ejemplo práctico (ver [1, 6, 12, 16]). Con ayuda de esta función,

ejemplificamos puntos fijos puntos y periódicos. De hecho la función tienda juega un papel muy

importante en el desarrollo de esta tesis.

En la siguiente proposición nos enfocamos en el comportamiento de la órbita de cualquier

x ∈ R bajo T : R→ R.

(a) Órbita de 11
10

bajo T . (b) Órbita de π
4

bajo T . (c) Órbita de 1
32

bajo T .

Figura 2.5: Diagramas Cobweb.

Proposición 2.1.6. Consideremos x un punto en R y T : R→ R la función tienda.

(1) Si x < 0, entonces O(x, T ) es una sucesión decreciente. Además, ĺım
k→∞

T k(x) = −∞.

(2) Si x > 1, entonces T (x) < 0. Además, ĺım
k→∞

T k(x) = −∞.

(3) Si x ∈ [0, 1], entonces T (x) ∈ [0, 1]. Además, para todo k ∈ N, T k(x) ∈ [0, 1].

Demostración. Consideremos x ∈ R.

(1) Supongamos que x < 0. Luego, se tiene que:

T (x) = 2x,

T 2(x) = T (T (x)) = T (2x) = 2(2x) = 22x,

T 3(x) = T (T 2(x)) = T (22x) = 2(22x) = 23x,
...

T k(x) = 2kx,

donde k ∈ N. Aśı, la órbita de x bajo T , O(x, T ) = {x, 2x, 22x, 23x, . . . , 2kx, . . .}, es una sucesión

decreciente. En efecto, sea k ∈ N. Notemos que 2k < 2k+1. Luego, como x < 0, 2kx > 2k+1x.

Por lo tanto, T k(x) > T k+1(x). Aśı, O(x, T ) es una sucesión decreciente. Además, se sigue que:

ĺım
k→∞

T k(x) = ĺım
k→∞

2kx = x ĺım
k→∞

2k = x · ∞ = −∞.
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(2) Supongamos que x > 1. Luego, 0 > 2− 2x. Esto es, T (x) = 2− 2x < 0. Por lo que, la órbita

de T (x) bajo T es O(T (x), T ) = {T (x), 2T (x), 22T (x), 23T (x), . . . , 2kT (x), . . .}. Aśı, la órbita

de x bajo T es O(x, T ) = {x, T (x), 2T (x), 22T (x), 23T (x), . . . , 2kT (x), . . .}. Además, se obtiene

que:

ĺım
k→∞

T k(x) = ĺım
k→∞

2k−1T (x) = T (x) ĺım
k→∞

2k−1 = T (x) · ∞ = −∞.

(3) Supongamos que x ∈ [0, 1]. Consideremos 0 ≤ x ≤ 1
2 . Luego, 0 ≤ 2x ≤ 1. Como T (x) = 2x,

tenemos que T (x) ∈ [0, 1]. Por otro lado, consideremos 1
2 ≤ x ≤ 1. Esto es, 1 ≥ 2 − 2x ≥ 0.

Como T (x) = 2 − 2x, obtenemos T (x) ∈ [0, 1]. En resumen, para cualquier x ∈ [0, 1], se tiene

que T (x) ∈ [0, 1]. Además, usando este hecho repetidas veces se tiene lo siguiente:

x ∈ [0, 1], implica T (x) ∈ [0, 1].

T (x) ∈ [0, 1], implica T (T (x)) = T 2(x) ∈ [0, 1].

T 2(x) ∈ [0, 1], implica T (T 2(x)) = T 3(x) ∈ [0, 1].
...

T k−1(x) ∈ [0, 1], implica T (T k−1(x)) = T k(x) ∈ [0, 1].

donde k ∈ N. En conclusión, si x ∈ [0, 1], entonces T k(x) ∈ [0, 1], para cualquier k ∈ N.

Sean x ∈ R y T : R → R la función tienda. Si x 6∈ [0, 1], de la Proposición 2.1.6-(1) y

(2), se tiene que ĺım
k→∞

T k(x) diverge (vea la Figura 2.5-(a)). Por otro lado, si x ∈ [0, 1], por

la Proposición 2.1.6-(3), se obtiene que T k(x) ∈ [0, 1]. Con esto, la dinámica interesante de T

ocurre cuando x ∈ [0, 1] (vea la Figura 2.3-(a) y 2.5-(b) y (c)). Por esto a partir de aqúı en

adelante, consideramos la función tienda con dominio y contradominio el intervalo [0, 1].

Proposición 2.1.7. La función tienda, T : [0, 1]→ [0, 1], tiene como puntos fijos 0 y 2
3 .

Figura 2.6: Gráficas de la función tienda T , Id[0,1] y los puntos fijos de T .
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Demostración. Sea x ∈ [0, 1] y supongamos que T (x) = x. Si x ≤ 1
2 , entonces 2x = x, esto

implica que x = 0. Por otro lado, si x ≥ 1
2 , entonces 2− 2x = x, esto implica que x = 2

3 . Por lo

tanto, los dos puntos fijos de T son 0 y 2
3 (vea la Figura 2.6).

Una propiedad interesante de la función tienda es que el conjunto de sus puntos periódicos es

denso en el intervalo cerrado [0, 1]. Este resultado lo demostramos en el Teorema 2.1.11. Previo

a esto demostramos tres lemas.

Lema 2.1.8. Para cualquier k ∈ N y para cada m ∈ {0, 1, 2, . . . , 2k − 1}, se cumple:
m=2k−1⋃
m=0

[
m

2k
,
m+ 1

2k

]
= [0, 1].

Demostración. Se procede por inducción matemática sobre k. Para k = 1, se tiene que

m=1⋃
m=0

[
m

2k
,
m+ 1

2k

]
=

[
0,

1

2

]
∪
[

1

2
, 1

]
= [0, 1].

Supongamos que se cumple para k. Veamos que se cumple para k + 1. En efecto:

m=2k+1−1⋃
m=0

[
m

2k+1
,
m+ 1

2k+1

]
=

[
0

2k+1
,

1

2k+1

]
∪
[

1

2k+1
,

2

2k+1

]
∪
[

2

2k+1
,

3

2k+1

]
∪
[

3

2k+1
,

4

2k+1

]
∪ · · · ∪

[
2k+1 − 2

2k+1
,
2k+1 − 1

2k+1

]
∪
[

2k+1 − 1

2k+1
,
2k+1

2k+1

]
,

=

[
0

2k+1
,

2

2k+1

]
∪
[

2

2k+1
,

4

2k+1

]
∪ · · · ∪

[
2k+1 − 2

2k+1
,
2k+1

2k+1

]
,

=

[
0

2k
,

1

2k

]
∪
[

1

2k
,

2

2k

]
∪ · · · ∪

[
2k − 1

2k
,
2k

2k

]
,

=
m=2k−1⋃
m=0

[
m

2k
,
m+ 1

2k

]
,

= [0, 1].

Observemos que T 2 : [0, 1]→ [0, 1] está definida por:

T 2(x) =


4x, 0 ≤ x ≤ 1

4 ;

−4x+ 2, 1
4 ≤ x ≤

1
2 ;

4x− 2, 1
2 ≤ x ≤

3
4 ;

−4x+ 4, 3
4 ≤ x ≤ 1;



32

La gráfica de la función T 2 la encontramos en la Figura 2.7-(a). Por otra parte, T 3 : [0, 1]→ [0, 1]

está definida por (ver la Figura 2.7-(b)):

T 3(x) =



8x, 0 ≤ x ≤ 1
8 ;

−8x+ 2, 1
8 ≤ x ≤

1
4 ;

8x− 2, 1
4 ≤ x ≤

3
8 ;

−8x+ 4, 3
4 ≤ x ≤

1
2 ;

8x− 4, 1
2 ≤ x ≤

5
8 ;

−8x+ 6, 5
8 ≤ x ≤

3
4 ;

8x− 6, 3
4 ≤ x ≤

7
8 ;

−8x+ 8, 7
8 ≤ x ≤ 1;

(a) Gráfica de T 2 (b) Gráfica de T 3

Figura 2.7: Gráfica de las funciones T 2 y T 3.

Lema 2.1.9. Si a, b ∈ [0, 1], donde a < b, entonces existen k ∈ N y m ∈ {0, 1, 2, . . . , 2k − 1}
tales que

[
m
2k
, m+1

2k

]
⊂ (a, b).

Demostración. Consideremos a, b ∈ [0, 1] con a < b. Esto es, 0 < b− a. Luego, existe k ∈ N tal

que 1 < k(b−a). Como k ≤ 2k−1, se sigue 1 < 2k−1(b−a). Aśı, 1
2k
< b−a

2 . Por Lema 2.1.8, existe

l ∈ {0, 1, 2, . . . , 2k − 1} tal que l
2k
≤ a < l+1

2k
. Veamos que l+2

2k
< b. Supongamos que l+2

2k
≥ b.

Luego, l+2
2k
− l

2k
≥ b− a, es decir, 2

2k
≥ b− a. Por lo que, 1

2k
≥ b−a

2 lo cual es una contradicción.

Pongamos m = l + 1. Aśı,
[
m
2k
, m+1

2k

]
⊂ (a, b).

Lema 2.1.10. Si T : [0, 1] → [0, 1] es la función tienda, entonces para cualquier k ∈ N y para

cada m ∈ {0, 1, 2, . . . , 2k − 1}, la función

T k|[ m
2k
,m+1

2k

] :

[
m

2k
,
m+ 1

2k

]
→ [0, 1],
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tiene regla de correspondencia T k|[ m
2k
,m+1

2k

](x) = α+ (−1)m2kx, para todo x ∈
[
m
2k
, m+1

2k

]
y para

algún α ∈ Z y es un homeomorfismo.

Demostración. Se procede por inducción matemática sobre k. Para k = 1, se tiene que m ∈
{0, 1}. Supongamos que m = 0. Luego, la función T |[0, 12 ] :

[
0, 1

2

]
→ [0, 1] está definida por

T |[0, 12 ](x) = 0 + (−1)021x = 2x, para todo x ∈
[
0, 1

2

]
. Por la Proposición 1.2.30 aplicada a α = 2

y β = 0, se sigue que T |[0, 12 ] es un homeomorfismo. Similarmente, supongamos que m = 1.

Luego, la función T |[ 1
2
,1] :

[
1
2 , 1
]
→ [0, 1] está definida por T |[ 1

2
,1](x) = 2 + (−1)121x = −2x+ 2,

para todo x ∈
[

1
2 , 1
]
. De la Proposición 1.2.31 aplicada a α = −2 y β = 2, se sigue que T |[ 1

2
,1]

es un homeomorfismo.

Ahora, supongamos que el resultado se cumple para k. Veamos que se cumple para k + 1. Para

simplificar la notación ponemos Ak,m =
[
m
2k
, m+1

2k

]
. Sea m ∈ {0, 1, 2, . . . , 2k+1 − 1}. Supongamos

que m ≤ 2k − 1. Observemos que 0 ≤ m ≤ 2k − 1 si y sólo si 0 ≤ m
2k+1 < m+1

2k+1 ≤ 1
2 . Aśı,

Ak,m ⊂
[
0, 1

2

]
. Notemos que T (Ak+1,m) = Ak,m. Definimos la función T |Ak+1,m

: Ak+1,m →
Ak,m con regla de correspondencia T |Ak+1,m

(x) = 2x, para todo x ∈ Ak+1,m. En vista de que
m
2k

= 2
(

m
2k+1

)
y m

2k
= 2

(
m

2k+1

)
, por la Proposición 1.2.30, se sigue que la función T |Ak+1,m

es un

homeomorfismo. Como T k|Ak,m es un homeomorfismo, entonces por el Teorema 1.2.32, se sigue

que T k|Ak,m ◦ T |Ak+1,m
= T k+1|Ak+1,m

: Ak+1,m → [0, 1] es un homeomorfismo, donde la regla de

correspondencia de la función T k+1|Ak+1,m
está dada por:

T k+1|Ak+1,m
(x) = T k|Ak,m

(
T |Ak+1,m

(x)
)

= α+ (−1)m2k+1x,

para algún α ∈ Z.
Supongamos que 2k ≤ m. Observemos que 2k ≤ m ≤ 2k+1 − 1 si y sólo si 1

2 ≤
m

2k+1 <
m+1
2k+1 ≤ 1. Aśı, Ak+1,m ⊂ [1

2 , 1]. Notemos que T (Ak+1,m) =
[

2k+1−m−1
2k

, 2k+1−m
2k

]
. Pongamos

n = 2k+1 −m− 1, se tiene que:

Si m = 2k+1 − 1, entonces n = 0.

Si m = 2k+1 − 2, entonces n = 1.

Si m = 2k+1 − 3, entonces n = 2.
...

Si m = 2k, entonces n = 2k − 1.

En consecuencia, si m ∈ {2k, 2k + 1, . . . , 2k+1 − 1}, entonces n ∈ {0, 1, . . . , 2k − 1}. Por lo que,

T (Ak+1,m) =
[

2k+1−m−1
2k

, 2k+1−m
2k

]
= Ak,n. Definimos la función T |Ak+1,m

: Ak+1,m → Ak,n,

con regla de correspondencia T |Ak+1,m
(x) = 2 − 2x, para todo x ∈ Ak+1,m. En vista de que

n
2k

= 2−2
(
m+1
2k+1

)
= 2k+1−m−1

2k
y n+1

2k
= 2−2

(
m

2k+1

)
= 2k+1−m

2k
, por la Proposición 1.2.31, se sigue

que la función T |Ak+1,m
es un homeomorfismo. Como T k|Ak,n es un homeomorfismo, entonces

por el Teorema 1.2.32, la función T k|Ak,n ◦ T |Ak+1,m
= T k+1|Ak+1,m

: Ak+1,m → [0, 1] es un

homeomorfismo, donde la regla de correspondencia de la función T k+1|Ak+1,m
es:

T k+1|Ak+1,m
(x) = T k|Ak,n

(
T |Ak+1,m

(x)
)

= β + (−1)n2k+1 + (−1)n+12k+1x,
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para algún β ∈ Z. Como n+1 = 2k+1−m, se tiene que si n+1 es par, entonces m es par, o si n+1

es impar, entonces m es impar. Además, β + (−1)n2k+1 ∈ Z. Consideremos α = β + (−1)n2k+1.

Por lo tanto, para todo x ∈ Ak+1,m, T k+1|Ak+1,m
(x) = α+ (−1)m2k+1x.

Teorema 2.1.11. Si T : [0, 1] → [0, 1] es la función tienda, entonces el conjunto Per(T ) es

denso en [0, 1].

Demostración. Sea U un subconjunto abierto no vaćıo de [0, 1]. Veamos que U ∩ Per(T ) 6= ∅.
Como U es abierto no vaćıo, existe a ∈ U tal que (a−ε, a+ε) ⊂ U , para algún ε > 0. Luego, del

Lema 2.1.9, existen k ∈ N y m ∈ {0, 1, 2, . . . , 2k−1} tales que
[
m
2k
, m+1

2k

]
⊂ (a−ε, a+ε). Además,

por Lema 2.1.10, T k
([

m
2k
, m+1

2k

])
= [0, 1]. Aśı,

[
m
2k
, m+1

2k

]
⊂ T k

([
m
2k
, m+1

2k

])
, de la Proposición

2.1.3, T k tiene un punto fijo en
[
m
2k
, m+1

2k

]
. Es decir, existe x0 ∈

[
m
2k
, m+1

2k

]
⊂ U tal que T k(x0) =

x0. Por lo tanto, x0 ∈ U ∩Per(T ). Es decir, U ∩Per(T ) 6= ∅. En conclusión, por la Proposición

1.2.12, Per(T ) es un conjunto denso en [0, 1].

Sección 2.2

Funciones dinámicas, dinámica individual

En esta sección nos dedicamos al estudio de algunos sistemas dinámicos como son: transitivos,

caóticos, totalmente transitivos, débilmente mezclantes y minimales. Cabe señalar que si un

sistema dinámico (X, f) es alguno de estos sistemas que mencionamos, equivale a decir que la

función f es la que cumple tal propiedad. Por ejemplo, si se dice que el sistema dinámico (X, f)

es transitivo esto equivale a decir que la función f es transitiva. Básicamente, en la presente

sección analizamos estas propiedades para la función tienda y la máquina de sumar.

Comenzamos esta sección con la noción de transitividad.

Definición 2.2.1. Sean X un espacio métrico y f : X → X una función continua en X. La

función f es transitiva en X si para cualesquiera subconjuntos abiertos no vaćıos U y V de X,

existe k ∈ N tal que fk(U) ∩ V 6= ∅.

Lema 2.2.2. Consideremos la función tienda T : [0, 1] → [0, 1]. Si a, b ∈ [0, 1], donde a < b,

entonces existe k ∈ N tal que T k((a, b)) = [0, 1].

Demostración. Sean a, b ∈ [0, 1] tales que a < b. Por Lema 2.1.9, existen k ∈ N y m ∈
{0, 1, 2, . . . , 2k−1} tales que

[
m
2k
, m+1

2k

]
⊂ (a, b). Luego, por Lema 2.1.10, la función T k|[ m

2k
,m+1

2k

] :[
m
2k
, m+1

2k

]
→ [0, 1] es un homeomorfismo, lo cual implica que, T k

([
m
2k
, m+1

2k

])
= [0, 1]. Aśı,

[0, 1] = T k
([

m
2k
, m+1

2k

])
⊂ T k((a, b)) ⊂ [0, 1]. Por lo tanto, T k((a, b)) = [0, 1].

A continuación, veamos que la función tienda es transitiva.
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Teorema 2.2.3. La función tienda T : [0, 1]→ [0, 1] es transitiva en [0, 1].

Demostración. Sean U y V subconjuntos abiertos no vaćıos en [0, 1]. Veamos que existe k ∈ N
tal que T k(U) ∩ V 6= ∅. Como U es abierto no vaćıo, existe a ∈ U tal que (a − ε, a + ε) ⊂ U ,

para algún ε > 0. Luego, por Lema 2.2.2, existe k ∈ N tal que T k((a − ε, a + ε)) = [0, 1]. Aśı,

T k(U) = [0, 1]. Por lo tanto, T k(U) ∩ V 6= ∅. En conclusión, T es transitiva en [0, 1].

Por Lema 2.2.2, se obtiene la siguiente observación, la cual es muy útil posteriormente.

Observación 2.2.4. Consideremos la función tienda T : [0, 1] → [0, 1]. Si a, b ∈ [0, 1], donde

a < b, entonces existe k ∈ N tal que:

T k((a, b)) = T k([a, b)) = T k((a, b]) = T k([a, b]) = [0, 1].

En efecto, para cualesquiera a, b ∈ [0, 1] tales que a < b se tiene que el intervalo abierto (a, b) es

un subconjunto de cualesquiera de los intervalos [a, b), (a, b] y [a, b]. Aśı, la conclusión se sigue

del Lema 2.2.2.

Lo siguiente se desprende directamente de la definición de función transitiva.

Observación 2.2.5. Sean X un espacio métrico y f : X → X una función continua en X.

(1) De la Definición 2.2.1, se tiene que f es transitiva en X si y sólo si para cualesquiera

subconjuntos abiertos no vaćıos U y V de X, existe k ∈ N tal que x ∈ U y fk(x) ∈ V .

(2) Por la Proposición 1.1.6-(2), se sigue que f es transitiva en X si y sólo si para cualesquiera

subconjuntos abiertos no vaćıos U y V de X, existe k ∈ N tal que U ∩ f−k(V ) 6= ∅.

Es muy útil tener claro cuándo una función no es transitiva, en seguida se observa este hecho.

Observación 2.2.6. Sean X un espacio métrico y f : X → X una función continua en X.

Entonces, f no es transitiva en X si y sólo si existen conjuntos abiertos no vaćıos U y V en X

tales que, para todo p ∈ N, fp(U) ∩ V = ∅.

Ahora presentamos otro tipo de función dinámica.

Definición 2.2.7. Sean X un espacio métrico, f : X → X una función continua en X. Se

dice que f es caótica en X si el conjunto Per(f) es un conjunto denso en X y la función f es

transitiva en X.

Por la Definición 2.2.7, se tiene que si f es caótica, entonces f es transitiva. Un ejemplo de

función caótica es el siguiente.

Teorema 2.2.8. La función tienda T : [0, 1]→ [0, 1] es caótica en [0, 1].

Demostración. Notemos que del Teorema 2.2.3, T es transitiva en [0, 1] y por el Teorema 2.1.11,

el Per(T ) es un conjunto denso en [0, 1]. En conclusión, T es caótica.

Teniendo en mente a la función transitiva, se tiene la siguiente clase de funciones dinámicas.
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Definición 2.2.9. Sean X un espacio métrico y f : X → X una función continua en X. Se dice

que f es totalmente transitiva en X si fk es transitiva en X, para cada k ∈ N.

Es claro que cualquier función totalmente transitiva, en particular, es una función transitiva.

El siguiente resultado muestra que la función tienda no sólo es una función transitiva.

Teorema 2.2.10. La función tienda T : [0, 1]→ [0, 1] es totalmente transitiva en [0, 1].

Demostración. Consideremos k ∈ N, veamos que T k es transitiva. Sean U y V subconjuntos

abiertos no vaćıos en [0, 1]. Como U es abierto no vaćıo, existe a ∈ U tal que (a− ε, a+ ε) ⊂ U ,

para algún ε > 0. Luego, por la Observación 2.2.4, existe m ∈ N tal que Tm((a−ε, a+ε)) = [0, 1].

Dado que T k (Tm(U)) =
(
T k
)m

(U) ⊂ [0, 1], se obtiene que
(
T k
)m

(U) = [0, 1]. Por lo tanto,(
T k
)m

(U) ∩ V 6= ∅. En conclusión, T es totalmente transitiva en [0, 1].

Por otro lado, con la siguiente observación podemos distinguir cuándo una función no es

totalmente transitiva, lo cual resulta ser muy obvio.

Observación 2.2.11. Sean X un espacio métrico y f : X → X una función continua en X.

Entonces, f no es totalmente transitiva en X si y sólo si existe k ∈ N tal que fk no es transitiva

en X.

Continuando con el estudio de funciones dinámicas presentamos una clase más, para esto

recordemos la función producto (Definición 1.1.10).

Definición 2.2.12. Sean X un espacio métrico y f : X → X una función continua en X. Se

dice que f es débilmente mezclante en X si la función producto f×2 : X2 → X2 es transitiva en

X2.

Teorema 2.2.13. La función tienda T : [0, 1]→ [0, 1] es débilmente mezclante en [0, 1].

Demostración. Sean U y V subconjuntos abiertos no vaćıos en [0, 1]2. Veamos que existe k ∈ N
tal que

(
T×2

)k
(U)∩V 6= ∅. Sabemos que existen U1, U2, V1 y V2 subconjuntos abiertos no vaćıos

en [0, 1] tales que U = U1 × U2 y V = V1 × V2. Luego, existen a ∈ U1 y b ∈ U2 tales que

(a − ε1, a + ε1) ⊂ U1 y (b − ε2, b + ε2) ⊂ U2, para algunos ε1 > 0 y ε2 > 0. Por la Observación

2.2.4, existen k1, k2 ∈ N tales que T k1((a − ε1, a + ε1)) = [0, 1] y T k2((b − ε2, b + ε2)) = [0, 1].

En consecuencia, T k1(U1) = [0, 1] y T k2(U2) = [0, 1]. Pongamos k = máx{k1, k2}. Aśı, T k(U1) =

[0, 1] y T k(U2) = [0, 1]. Esto implica que, T k(U1)∩ V1 6= ∅ y T k(U2)∩ V2 6= ∅. De la Proposición

1.1.12-(2), se tiene que
(
T×2

)k
(U) ∩ V 6= ∅. Por lo tanto, T es débilmente mezclante en [0, 1].

Proposición 2.2.14. Sean X un espacio métrico compacto y f : X → X una función continua

en X. Si f es débilmente mezclante en X, entonces f es transitiva en X.

Demostración. Supongamos que f es débilmente mezclante en X. Sean U y V subconjuntos

abiertos no vaćıos en X. Consideremos los subconjuntos abiertos no vaćıos U × U y V × V en
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X2. Como f es débilmente mezclante en X, existe k ∈ N tal que
(
f×2

)k
(U ×U)∩ (V × V ) 6= ∅.

Luego, por Proposición 1.1.12-(2), fk(U) ∩ V 6= ∅. Por lo tanto, f es transitiva en X.

Otra clase de funciones dinámicas de nuestro interés es la siguiente.

Definición 2.2.15. Sean X un espacio métrico compacto y f : X → X una función continua

en X. Se dice que f es minimal en X si para cualquier subconjunto cerrado no vaćıo A de X

tal que f(A) ⊂ A, se cumple que A = X.

En seguida, se exhibe una equivalencia del concepto de función minimal en espacios métricos

compactos, la cual es muy útil para dar ejemplos de función minimal o no minimal.

Proposición 2.2.16. Sean X un espacio métrico compacto y f : X → X una función continua

en X. Entonces, f es minimal en X si y sólo si la órbita de cualquier x ∈ X bajo f , O(x, f), es

un conjunto denso en X.

Demostración. Supongamos que f es minimal en X. Sea x ∈ X. Veamos que Cl(O(x, f)) = X.

Notemos que Cl(O(x, f)) es un subconjunto cerrado no vaćıo en X. Veamos que:

f(Cl(O(x, f))) ⊂ Cl(O(x, f)).

Sea b ∈ f(Cl(O(x, f))), veremos que b ∈ Cl(O(x, f)). Como b ∈ f(Cl(O(x, f))), existe a ∈
Cl(O(x, f)) tal que f(a) = b. Ahora, consideremos un subconjunto abierto U de X tal que b ∈ U .

Luego, a ∈ f−1(U). Además, dado que f es continua en X, del Teorema 1.2.23, f−1(U) es un

subconjunto abierto en X. Aśı, f−1(U)∩O(x, f) 6= ∅. Es decir, existe y ∈ f−1(U)∩O(x, f). Por lo

que, f(y) ∈ U . Más aún, existe k ∈ N tal que fk(x) = y. En consecuencia, fk+1(x) ∈ U∩O(x, f).

Por lo tanto, U ∩ O(x, f) 6= ∅. De donde, por el Teorema 1.2.10, b = f(a) ∈ Cl(O(x, f)). Lo

cual implica que, f(Cl(O(x, f))) ⊂ Cl(O(x, f)). En vista de que f es minimal en X, se sigue

que Cl(O(x, f)) = X. En conclusión, O(x, f) es un conjunto denso en X.

Rećıprocamente, sea A un subconjunto cerrado no vaćıo de X tal que f(A) ⊂ A. Veamos que

A = X. Supongamos que A 6= X. Luego, X − A es un subconjunto abierto no vaćıo de X.

Como la órbita de cualquier x ∈ X bajo f es un conjunto denso en X, en particular, por la

Proposición 1.2.12, para cualquier x ∈ A, se cumple que (X −A)∩O(x, f) 6= ∅. Es decir, existe

a ∈ (X −A)∩O(x, f). Aśı, a ∈ X −A y a = fk(x), para algún k ∈ N. Como x ∈ A y f(A) ⊂ A,

se tiene que fk(x) ∈ fk(A) ⊂ f(A) ⊂ A. Por lo que, a ∈ A, lo cual es una contradicción puesto

que a ∈ X −A. Esto implica que, A = X. En conclusión, f es minimal en X.

El concepto de función minimal es más general que el de función transitiva. Esto lo vemos

en la siguiente proposición.

Proposición 2.2.17. Sean X un espacio métrico compacto y f : X → X una función continua

en X. Si f es minimal en X, entonces f es transitiva en X.
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Demostración. Supongamos que f es minimal en X. Sean U y V subconjuntos abiertos no vaćıos

en X. Veamos que existe k ∈ N tal que fk(U)∩V 6= ∅. Consideremos x ∈ U . Como f es minimal,

de la Proposición 2.2.16, se tiene que O(x, f) es denso en X. Por lo que, de la Proposición 1.2.12,

O(x, f) ∩ V 6= ∅. Luego, existe k ∈ N tal que fk(x) ∈ V . Aśı, fk(x) ∈ fk(U) ∩ V . Esto es,

fk(U) ∩ V 6= ∅. Por lo tanto, f es transitiva en X.

Con la ayuda de la Proposición 2.2.16 es sencillo ver que la función tienda no es minimal.

Proposición 2.2.18. La función tienda T : [0, 1]→ [0, 1] no es minimal en [0, 1].

Demostración. Notemos que la órbita de 2
3 bajo T , O

(
2
3 , T

)
= {2

3}, no es un conjunto denso en

[0, 1]. Por lo tanto, de la Proposición 2.2.16, la función T no es minimal en [0, 1].

Por otra parte, otra función que empleamos en este trabajo es la función máquina de sumar.

Para definirla, recordemos el espacio métrico (Σ2, dΣ2), vea la Proposición 1.2.6. A continuación,

definimos una operación en el espacio Σ2.

Definición 2.2.19. Dado el espacio métrico (Σ2, dΣ2), para cualesquiera s = (s0s1s2s3 . . .), t =

(t0t1t2t3 . . .) ∈ Σ2, se denota y define su suma como:

s+t = u,

donde los términos de u están dados por:

u0 = s0 + t0 (mod 2);

u1 = s1 + t1 + r1 (mod 2);

uk = sk + tk + rk (mod 2), tales que:

si s0 + t0 < 2, entonces r1 = 0;

si s0 + t0 = 2, entonces r1 = 1;

si sk−1 + tk−1 + rk−1 < 2, entonces rk = 0;

si sk−1 + tk−1 + rk−1 ≥ 2, entonces rk = 1,

para todo k ∈ N, con k > 1.

Puesto que 2m(mod 2)= 0, (2m− 1)(mod 2)= 1, para todo m ∈ N, se sigue que s+t ∈ Σ2.

En los siguientes ejemplos explicamos con casos particulares como se realiza la suma en Σ2.

Ejemplo 2.2.20. Sea 1 = (1000 . . .) ∈ Σ2. Hallamos 1+1. Ponemos z = 1+1. Visualizamos la

suma como:

1 0 0 0 . . .

+ 1 0 0 0 . . .

z0 z1 z2 z3 . . .

Con esto, el valor de zi se calcula de la siguiente manera:

z0 = 1 + 1(mod 2) = 2(mod 2) = 0. Como 1 + 1 = 2, llevamos r1 = 1. Luego:
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1

1 0 0 0 . . .

+ 1 0 0 0 . . .

0 z1 z2 z3 . . .

z1 = 0 + 0 + 1 (mod 2)= 1 (mod 2)=1. Como 0 + 0 + 1 = 1, llevamos r2 = 0. Aśı:

1 0

1 0 0 0 . . .

+ 1 0 0 0 . . .

0 1 z2 z3 . . .

z2 = 0 + 0 + 0 = 0(mod 2) = 0. Como 0 + 0 + 0 = 0, llevamos r3 = 0. Entonces:

1 0 0

1 0 0 0 . . .

+ 1 0 0 0 . . .

0 1 0 z3 . . .

z3 = 0 + 0 + 0 = 0(mod 2) = 0. Como 0 + 0 + 0 = 0, llevamos r4 = 0. Esto es:

1 0 0

1 0 0 0 . . .

+ 1 0 0 0 . . .

0 1 0 0 . . .

Por lo tanto, 1+1 = z, donde z0 = 0, z1 = 1, zi+2 = 0, para todo i ∈ N ∪ {0}. Es decir,

1+1 = (01000 . . .).

Ejemplo 2.2.21. Sea s ∈ Σ2 tal que, para todo k ∈ N∪{0}, sk = 1 y sea t ∈ Σ2 tal que t0 = 1,

t1 = 0, t2 = 1, t3 = 0, t4 = 1 y, para todo k ∈ N ∪ {0}, tk+5 = 0. Esto es, s = (11111111 . . .) y

t = (10101000 . . .). Hallamos s+t. Ponemos z = s+t. Visualizamos la suma como:

s0 s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 . . .

+ t0 t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7 . . .

z0 z1 z2 z3 z4 z5 z6 z7 . . .

Sustituyendo los valores de si y ti, se tiene:

1 1 1 1 1 1 1 1 . . .

+ 1 0 1 0 1 0 0 0 . . .

z0 z1 z2 z3 z4 z5 z6 z7 . . .

Con esto, el valor de zi se calcula de la siguiente manera:

z0 = s0 + t0 (mod 2)= 1+1 (mod 2) = 2 (mod 2)=0. Como s0 + t0 = 2, acarreamos r1 = 1.

Luego:
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1

1 1 1 1 1 1 1 1 . . .

+ 1 0 1 0 1 0 0 0 . . .

0 z1 z2 z3 z4 z5 z6 z7 . . .

z1 = s1 + t1 + r1 (mod 2)= 1+0+1 = 2 (mod 2)=0. Como s1 + t1 + r1 = 1 + 0 + 1 = 2, arrastrar

r2 = 1. Aśı:

1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 . . .

+ 1 0 1 0 1 0 0 0 . . .

0 0 z2 z3 z4 z5 z6 z7 . . .

z2 = s2+t2+r2 (mod 2)= 1+1+1 = 3 (mod 2)=1. Como s2+t2+r2 = 1+1+1 = 3, trasladamos

r3 = 1. Entonces:

1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 . . .

+ 1 0 1 0 1 0 0 0 . . .

0 0 1 z3 z4 z5 z6 z7 . . .

z3 = s3 + t3 + r3 (mod 2)= 1+0+1 = 2 (mod 2)=0. Como s3 + t3 + r3 = 1 + 0 + 1 = 2, llevamos

r4 = 1. Esto es:

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 . . .

+ 1 0 1 0 1 0 0 0 . . .

0 0 1 0 z4 z5 z6 z7 . . .

z4 = s4 +t4 +r4 (mod 2)= 1+1+1 = 3 (mod 2)=1. Como s4 +t4 +r4 = 1+1+1 = 3, acarreamos

r5 = 1. Luego:

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 . . .

+ 1 0 1 0 1 0 0 0 . . .

0 0 1 0 1 z5 z6 z7 . . .

z5 = s5+t5+r5 (mod 2)= 1+0+1 = 2 (mod 2)=0. Como s5+t5+r5 = 1+0+1 = 2, trasladamos

r6 = 1. Entonces:

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 . . .

+ 1 0 1 0 1 0 0 0 . . .

0 0 1 0 1 0 z6 z7 . . .

En general, para cualquier i ≥ 6, zi = si + ti + ri (mod 2)= 1+0+1 = 2 (mod 2)=0. Como

si + ti + ri = 1 + 0 + 1 = 2, llevamos ri+1 = 1. Esto es:



2. Nociones de dinámica individual y dinámica colectiva 41

1 1 1 1 1 . . . 1 1 1

1 1 1 1 1 1 . . . 1 1 1 . . .

+ 1 0 1 0 1 0 . . . 0 0 0 . . .

0 0 1 0 1 0 . . . 0 0 zi+1 . . .

Por lo tanto, s+t = z, donde z0 = 0, z1 = 0, z2 = 1, z3 = 0, z4 = 1, zi+5 = 0, para todo

i ∈ N ∪ {0}. Esto es, s+t = (00101000 . . .)

Una propiedad interesante de la suma en Σ2 es la siguiente.

Proposición 2.2.22. Para cualquier s ∈ Σ2, se cumple (s+1)+1 = s+(1+1).

Demostración. Pongamos s = (s0s1s2s3s4 . . .) ∈ Σ2. Por el Ejemplo 2.2.20, se sabe que 1+1 =

(010000 . . .). Consideremos los siguientes casos:

Caso (I): Supongamos que s0 = 0 = s1. Es decir, s = (00s2s3s4 . . .). Aśı, s+1 se visualiza

como:

0 0 0 0 . . .

0 0 s2 s3 s4 . . .

+ 1 0 0 0 0 . . .

1 0 s2 s3 s4 . . .

Esto es, s+1 = (10s2s3s4 . . .). Además, (s+1)+1 se vislumbra como:

1 0 0 0 . . .

1 0 s2 s3 s4 . . .

+ 1 0 0 0 0 . . .

0 1 s2 s3 s4 . . .

Por lo que, (s+1)+1 = (01s2s3s4 . . .). Por otro lado, s+(1+1) se divisa como:

0 0 0 0 . . .

0 0 s2 s3 s4 . . .

+ 0 1 0 0 0 . . .

0 1 s2 s3 s4 . . .

Esto es, s+(1+1) = (10s2s3s4 . . .). Por lo tanto, (s+1)+1 = s+(1+1).

Caso (II): Supongamos que s0 = 0, sk = 0 y si = 1, para cada i ∈ {1, 2, . . . , k− 1}, con k > 1.

Es decir, s = (011 . . . 10sk+1sk+2 . . .). Aśı, s+1 se visualiza como:

0 0 . . . 0 0 0 0 . . .

0 1 1 . . . 1 0 sk+1 sk+2 . . .

+ 1 0 0 . . . 0 0 0 0 . . .

1 1 1 . . . 1 0 sk+1 sk+2 . . .
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Esto es, s+1 = (10s2s3s4 . . .). Además, (s+1)+1 se vislumbra como:

1 1 . . . 1 1 0 0 . . .

1 1 1 . . . 1 0 sk+1 sk+2 . . .

+ 1 0 0 . . . 0 0 0 0 . . .

0 0 0 . . . 0 1 sk+1 sk+2 . . .

Por lo que, (s+1)+1 = (01s2s3s4 . . .). Por otro lado, s+(1+1) se divisa como:

0 1 . . . 1 1 0 0 . . .

0 1 1 . . . 1 0 sk+1 sk+2 . . .

+ 0 1 0 . . . 0 0 0 0 . . .

0 0 0 . . . 0 1 sk+1 sk+2 . . .

Esto es, s+(1+1) = (10s2s3s4 . . .). Por lo tanto, (s+1)+1 = s+(1+1).

Caso (III): Supongamos que s0 = 0 y si = 1, para cada i ∈ N. Es decir, s = (01111 . . . . . .). Aśı,

s+1 se visualiza como:

0 0 0 0 . . .

0 1 1 1 1 . . .

+ 1 0 0 0 0 . . .

1 1 1 1 1 . . .

Esto es, s+1 = (11111 . . . . . .). Además, (s+1)+1 se vislumbra como:

1 1 1 1 . . .

1 1 1 1 1 . . .

+ 1 0 0 0 0 . . .

0 0 0 0 0 . . .

Por lo que, (s+1)+1 = (00000 . . . . . .) = 0. Por otro lado, s+(1+1) se divisa como:

0 1 1 1 . . .

0 1 1 1 1 . . .

+ 0 1 0 0 0 . . .

0 0 1 1 1 . . .

Esto es, s+(1+1) = (00000 . . . . . .) = 0. Por lo tanto, (s+1)+1 = s+(1+1).

Caso (IV): Supongamos que sk = 0 y si = 1, para cada i ∈ {0, 1, 2, . . . , k − 1}, con k ∈ N. Es

decir, s = (111 . . . 10sk+1sk+2 . . .). Aśı, s+1 se visualiza como:

1 1 . . . 1 1 0 0 . . .

1 1 1 . . . 1 0 sk+1 sk+2 . . .

+ 1 0 0 . . . 0 0 0 0 . . .

0 0 0 . . . 0 1 sk+1 sk+2 . . .
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Esto es, s+1 = (000 . . . 01sk+1sk+2 . . .). Además, (s+1)+1 se vislumbra como:

0 0 . . . 0 0 0 0 . . .

0 0 0 . . . 0 1 sk+1 sk+2 . . .

+ 1 0 0 . . . 0 0 0 0 . . .

1 0 0 . . . 0 1 sk+1 sk+2 . . .

Por lo que, (s+1)+1 = (100 . . . 01sk+1sk+2 . . .). Por otro lado, s+(1+1) se divisa

como:

0 1 . . . 1 1 0 0 . . .

0 1 1 . . . 1 0 sk+1 sk+2 . . .

+ 0 1 0 . . . 0 0 0 0 . . .

0 0 0 . . . 0 1 sk+1 sk+2 . . .

Esto es, s+(1+1) = (100 . . . 01sk+1sk+2 . . .). Por lo tanto, (s+1)+1 = s+(1+1).

Caso (V): Supongamos que si = 1, para cada i ∈ N ∪ {0}. Es decir, s = (11111 . . . . . .). Aśı,

s+1 se visualiza como:

1 1 1 1 . . .

1 1 1 1 1 . . .

+ 1 0 0 0 0 . . .

0 0 0 0 0 . . .

Esto es, s+1 = (000000 . . . . . .) = 0. Además, (s+1)+1 se vislumbra como:

0 0 0 0 . . .

0 0 0 0 0 . . .

+ 1 0 0 0 0 . . .

1 0 0 0 0 . . .

Por lo que, (s+1)+1 = (10000 . . . . . .) = 1. Por otro lado, s+(1+1) se divisa como:

0 1 1 1 . . .

1 1 1 1 1 . . .

+ 0 1 0 0 0 . . .

1 0 0 0 0 . . .

Esto es, s+(1+1) = (10000 . . . . . .) = 1. Por lo tanto, (s+1)+1 = s+(1+1).

En conclusión, (s+1)+1 = s+(1+1), para cada s ∈ Σ2.

En seguida, se define el producto de un número natural por la sucesión 1.
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Definición 2.2.23. Para cualquier k ∈ N y 1 ∈ Σ2, se denota y define el producto de un número

natural por la sucesión 1, k · 1, como la suma de 1 consigo mismo k veces.

Ejemplo 2.2.24. Sea 1 ∈ Σ2. Se cumple lo siguiente: 1 · 1 = 1, 2 · 1 = 1+1, 3 · 1 = 1+1+1 =

2 · 1+1 y 4 · 1 = 1+1+1+1 = 3 · 1+1. En general, para cualquier k ∈ N, (k+ 1) · 1 = k · 1+1.

Más aún, notemos que:

1 = (1000 · · · ),
2 · 1 = (0100 · · · ),

donde (1000 . . .) denota el bloque de un solo uno de longitud 1 y (0100 . . .) denota el bloque

de un solo cero de longitud 1. Los bloques de unos y ceros de longitud 1 y todas las formas de

escribir el 0 y el 1 en 1 posición aparecen entre 1 y 2 · 1.

3 · 1 = (11000 · · · ),
4 · 1 = (00100 · · · ),
5 · 1 = (10100 · · · ),
6 · 1 = (01100 · · · ),

donde (1100 . . .) denota el bloque 11 de unos de longitud 2 y (0010 . . .) denota el bloque 00 de

ceros de longitud 2. Los bloques de unos y ceros de longitud 2 aparecen después de 2 · 1 y todas

las formas de escribir el 0 y el 1 en 2 posiciones aparecen entre 2 · 1+1 = 3 · 1 y 6 · 1.

7 · 1 = (111000 · · · ),
8 · 1 = (000100 · · · ),
9 · 1 = (100100 · · · ),

10 · 1 = (010100 · · · ),
11 · 1 = (110000 · · · ),
12 · 1 = (001100 · · · ),
13 · 1 = (101100 · · · ),
14 · 1 = (011100 · · · ).

Los bloques de unos y ceros de longitud 3 aparecen después de 6 ·1 y todas las formas de escribir

el 0 y el 1 en 3 posiciones aparecen entre 6 · 1+1 = 7 · 1 y 14 · 1.

Con todo esto, se siguen las Observaciones 2.2.25 y 2.2.26.

Observación 2.2.25. Para cualquier k ∈ N, los bloques de unos y ceros de longitud k + 1

aparecen después de
(
2k+1 − 2

)
· 1 y todas las formas de escribir el 0 y el 1 en k + 1 posiciones

aparecen entre
(
2k+1 − 2

)
· 1+1 y

(
2k+2 − 2

)
· 1.

Observación 2.2.26. Para cualquier k ∈ N, si u = 2k · 1, entonces u0 = 0, es decir, u =

(0u1u2u3 . . .).

Con todo lo anterior, ya podemos definir la función máquina de sumar en Σ2.
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Definición 2.2.27. Sea Σ2 el espacio de sucesiones de ceros y unos. Definimos la función

τ : Σ2 → Σ2 por τ(s) = s + 1, para cada s ∈ Σ2. A τ se le llama la sumadora o máquina de

sumar en el espacio Σ2. Además, para cualquier k ∈ N, denotamos por τk(s) =
(
sτ
k

0 sτ
k

1 sτ
k

2 . . .
)

.

En particular, para k = 1, τ(s) = (sτ0s
τ
1s
τ
2 . . .).

Notemos que dado s ∈ Σ2, se tiene que τ(s) = s+1, τ2(s) = τ(s+1) = (s+1)+1 =

s+(1+1) = s+2 ·1 y τ3(s) = τ
(
τ2(s)

)
= τ(s+2 ·1) = (s+2 ·1)+1 = s+(2 ·1+1) = s+3 ·1. En

general, se puede probar utilizando inducción matemática que: para cualquier k ∈ N, τk(s) =

s+k · 1.

Observemos que, si s = 0, para todo k ∈ N, τk(0) = 0+k ·1 = k ·1. Esto nos lleva a la siguiente

observación.

Observación 2.2.28. La órbita 0 bajo τ es:

O(0, τ) = {k · 1 : k ∈ N} ∪ {0}.

Más adelante demostraremos una propiedad importante de O(0, τ). Por ahora, veamos al-

gunos hechos de la máquina de sumar.

La siguiente proposición, Proposición 2.2.29, nos dice que si dos sucesiones s, t ∈ Σ2 coinciden

en las primeras k+1 entradas, entonces las imágenes τ(s) y τ(t) también coinciden en las primeras

k + 1 entradas.

Proposición 2.2.29. Sean Σ2 el espacio de sucesiones infinitas de ceros y unos y τ : Σ2 → Σ2

la función máquina de sumar en el espacio Σ2. Sean s = (s0s1s2 . . .), t = (t0t1t2 . . .) ∈ Σ2 y k ∈
N∪ {0}. Si si = ti, para cada i ∈ {0, 1, 2, . . . , k}, entonces sτi = tτi , para cada i ∈ {0, 1, 2, . . . , k}.

Demostración. Sean s, t ∈ Σ2 y k ∈ N ∪ {0}. Consideremos los siguientes casos.

Caso (I): Supongamos que si = ti, para todo 0 ≤ i ≤ k. Por definición de τ , τ(s) = s+1 y

τ(t) = t+1. Supongamos que s0 = t0 = 0. Luego, s+1 se obtiene como sigue:

0 0 . . . 0 0 0

0 s1 s2 . . . sk sk+1 sk+2 . . .

+ 1 0 0 . . . 0 0 0 . . .

1 s1 s2 . . . sk sk+1 sk+2 . . .

Es decir, sτ0 = 1 y sτi = si, para todo i ∈ N. Por otro lado, s+1 es:

0 0 . . . 0 0 0

0 t1 t2 . . . tk tk+1 tk+2 . . .

+ 1 0 0 . . . 0 0 0 . . .

1 t1 t2 . . . tk tk+1 tk+2 . . .

Es decir, tτ0 = 1 y tτi = ti, para todo i ∈ N. En consecuencia, sτi = tτi , para todo

i ∈ {0, 1, 2, . . . , k}.
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Caso (II): Supongamos que para algún m ∈ {0, 1, 2, . . . , k}, sm = tm = 0 y si = ti = 1, para

cada i ∈ {0, 1, 2, . . . ,m− 1}. Luego, s+1 es:

1 . . . 1 1 0 . . . 0 0 0

1 1 . . . 1 0 sm+1 . . . sk sk+1 sk+2 . . .

+ 1 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0 . . .

0 0 . . . 0 1 sm+1 . . . sk sk+1 sk+2 . . .

Es decir, sτm = 0, sτi = 1 y sτj+m = sj+m, para cada i ∈ {0, 1, 2, . . . ,m − 1} y para

todo j ∈ N. Por otro lado, t+1 es:

1 . . . 1 1 0 . . . 0 0 0

1 1 . . . 1 0 tm+1 . . . tk tk+1 tk+2 . . .

+ 1 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0 . . .

0 0 . . . 0 1 tm+1 . . . tk tk+1 tk+2 . . .

Es decir, tτm = 0, tτi = 1 y tτj+m = tj+m, para cada i ∈ {0, 1, 2, . . . ,m − 1} y para

todo j ∈ N. En consecuencia, sτi = tτi , para todo i ∈ {0, 1, 2, . . . , k}.

Caso (III): Supongamos que si = ti = 1, para cada i ∈ {0, 1, 2, . . . , k}. Luego, s+1 es:

1 1 . . . 1 1

1 1 1 . . . 1 sk+1 sk+2 . . .

+ 1 0 0 · · · 0 0 0 . . .

0 0 0 · · · 0 sτk+1 sτk+2 . . .

Es decir, sτi = 0, para todo i ∈ {0, 1, 2, . . . , k}. Por otro lado, t+1 es:

1 1 . . . 1 1

1 1 1 . . . 1 tk+1 tk+2 . . .

+ 1 0 0 . . . 0 0 0 . . .

0 0 0 . . . 0 tτk+1 tτk+2 . . .

Es decir, tτi = 0, para todo i ∈ {0, 1, 2, . . . , k}. En consecuencia, sτi = tτi , para todo

i ∈ {0, 1, 2, . . . , k}. �

El resultado siguiente nos dice que si dos sucesiones s, t ∈ Σ2 coinciden en las primeras k+ 1

entradas, entonces las iteradas τm(s) y τm(t) también coinciden en las primeras k+ 1 entradas.

Proposición 2.2.30. Sean Σ2 el espacio de sucesiones infinitas de ceros y unos y τ : Σ2 → Σ2

la función máquina de sumar en el espacio Σ2. Sean s = (s0s1s2 . . .), t = (t0t1t2 . . .) ∈ Σ2,

k ∈ N ∪ {0} y m ∈ N. Si si = ti, para cada i ∈ {0, 1, 2, . . . , k}, entonces sτ
m

i = tτ
m

i , para cada

i ∈ {0, 1, 2, . . . , k}.
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Demostración. Se procede por inducción matemática sobre m. Consideremos s, t ∈ Σ2, k ∈
N∪{0}. Notemos que para m = 1, el resultado se sigue de la Proposición 2.2.29. Supongamos que

el resultado se cumple para m. Veamos que se cumple para m+1. Supongamos que si = ti, para

cada i ∈ {0, 1, 2, . . . , k}. Por hipótesis de inducción, sτ
m

i = tτ
m

i , para cada i ∈ {0, 1, 2, . . . , k}.
Notemos τm+1(s) = τ(τm(s)) y τm+1(t) = τ(τm(t)). Por lo tanto, de la Proposición 2.2.29,

sτ
m+1

i = tτ
m+1

i , para cada i ∈ {0, 1, 2, . . . , k}.

La Proposición 2.2.31 nos caracteriza cuándo la distancia entre dos sucesión de Σ2 es menor

o igual que 1
2k

, para cualquier k ∈ N ∪ {0}.

Proposición 2.2.31. Sea Σ2 el espacio de sucesiones infinitas de ceros y unos. Sean s =

(s0s1s2 . . .), t = (t0t1t2 . . .) ∈ Σ2 y k ∈ N ∪ {0}. Entonces, si = ti, para cada i ∈ {0, 1, 2, . . . , k},
si y sólo si dΣ2(s, t) ≤ 1

2k
.

Demostración. Sean s, t ∈ Σ2 y k ∈ N∪{0}. Supongamos que si = ti, para cada i ∈ {0, 1, 2, . . . , k}.
Luego, dΣ2(s, t) =

∞∑
i=0

|si−ti|
2i

=
∞∑

i=k+1

|si−ti|
2i
≤

∞∑
i=k+1

1
2i

= 1
2k

. Por lo tanto, dΣ2(s, t) ≤ 1
2k

.

Por otro lado, supongamos dΣ2(s, t) ≤ 1
2k

. Es decir,
∞∑
i=0

|si−ti|
2i

≤ 1
2k

. Dado que
∞∑

i=k+1

|si−ti|
2i

≤

∞∑
i=k+1

1
2i

= 1
2k

, se tiene
k∑
i=0

|si−ti|
2i

= 0. Esto es,
k∑
i=0
|si − ti| = 0. Por lo tanto, si = ti, para cada

i ∈ {0, 1, 2, . . . , k}.

El resultado que mostramos en seguida nos dice que si la distancia entre dos sucesiones

s, t ∈ Σ2 es menor o igual que 1
2k

, entonces lo mismo ocurre con sus iteradas τm(s) y τm(t).

Proposición 2.2.32. Sean Σ2 el espacio de sucesiones infinitas de ceros y unos y τ : Σ2 → Σ2

la función máquina de sumar en el espacio Σ2. Sean s, t ∈ Σ2, k ∈ N ∪ {0} y m ∈ N. Si

dΣ2(s, t) ≤ 1
2k

, entonces dΣ2(τm(s), τm(t)) ≤ 1
2k

.

Demostración. Pongamos s = (s0s1s2 . . .), t = (t0t1t2 . . .) ∈ Σ2. Supongamos que dΣ2(s, t) ≤ 1
2k

.

Luego, por la Proposición 2.2.31, si = ti, para cada i ∈ {0, 1, 2, . . . , k}. Aśı, por la Proposición

2.2.30, sτ
m

i = tτ
m

i , para cada i ∈ {0, 1, 2, . . . , k}. Por lo tanto, de la Proposición 2.2.31, concluimos

que dΣ2(τm(s), τm(t)) ≤ 1
2k

.

La siguiente proposición nos garantiza la continuidad de la función máquina de sumar.

Proposición 2.2.33. Sean Σ2 el espacio de sucesiones infinitas de ceros y unos y τ : Σ2 → Σ2

la función máquina de sumar en el espacio Σ2. La función τ : Σ2 → Σ2 es continua en Σ2.

Demostración. Sean ε > 0 y s = (s0s1s2 . . .) ∈ Σ2. Veamos que τ es continua en s. En efecto,

existe k ∈ N tal que 1 < kε, es decir, 1
k < ε. Luego, 1

2k
< ε. Sea t = (t0t1t2 . . .) ∈ Σ2

tal que dΣ2(s, t) ≤ 1
2k

< ε. En consecuencia, por la Proposición 2.2.31, si = ti, para cada

i ∈ {0, 1, 2, . . . , k}. Por lo que, de la Proposición 2.2.29, sτi = tτi , para cada i ∈ {0, 1, 2, . . . , k}.
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Aśı, de la Proposición 2.2.31, dΣ2(τ(s), τ(t)) ≤ 1
2k

. Esto es, dΣ2(τ(s), τ(t)) < ε. Por lo tanto, τ

es continua en s. En conclusión, τ es una función continua en Σ2.

La Proposición 2.2.34 nos dice que el elemento 0 ∈ Σ2 cumple una propiedad importante, su

órbita bajo la función τ es densa.

Proposición 2.2.34. Sean Σ2 el espacio de sucesiones infinitas de ceros y unos y τ : Σ2 → Σ2

la función máquina de sumar en el espacio Σ2. Entonces, la órbita de 0 ∈ Σ2 bajo τ , O(0, τ), es

un conjunto denso en el espacio Σ2.

Demostración. Sea U un subconjunto abierto no vaćıo en Σ2. En vista de la Proposición 1.2.12,

veamos que U ∩ O(0, τ) 6= ∅. En efecto, existen ε > 0 y s ∈ U tales que BdΣ2
(s, ε) ⊂ U .

Como ε > 0, existe k ∈ N tal que 1 < kε, es decir, 1
2k

< ε. Aśı, por la Observación 2.2.25,

existe l ∈ N tal que t = l · 1 está entre
(
2k+1 − 2

)
· 1+1 y

(
2k+2 − 2

)
· 1 y ti = si, para

cada i ∈ {0, 1, 2, . . . , k}. Notemos que de la Observación 2.2.28, t ∈ O(0, τ). Más aún, de la

Proposición 2.2.31, tenemos que dΣ2(s, t) =
∞∑
i=0

|si−ti|
2i

=
∞∑

i=k+1

|si−ti|
2i
≤

∞∑
i=k+1

1
2i

= 1
2k

. Por lo que,

dΣ2(s, t) < ε. En consecuencia, t ∈ BdΣ2
(s, ε) ∩ O(0, τ). Por lo tanto, U ∩ O(0, τ) 6= ∅. En

conclusión, por la Proposición 1.2.12, la órbita de 0 es denso en Σ2.

El teorema 2.2.35, nos dice que en general, la órbita de cualquier sucesión s ∈ Σ2 bajo τ es

un conjunto denso.

Teorema 2.2.35. Sean Σ2 el espacio de sucesiones infinitas de ceros y unos y τ : Σ2 → Σ2 la

función máquina de sumar en el espacio Σ2. Entonces, la órbita de cualquier s ∈ Σ2 bajo τ ,

O(s, τ), es un conjunto denso en Σ2.

Demostración. Sean U un subconjunto abierto no vaćıo en Σ2 y s ∈ Σ2. En vista de la

Proposición 1.2.12, veamos que U ∩ O(s, τ) 6= ∅. En efecto, existen ε > 0 y t ∈ U ta-

les que BdΣ2
(t, ε) ⊂ U . Probemos que, existe k ∈ N tal que dΣ2

(
τk(s), t

)
< ε. Como la

órbita 0 forma un conjunto denso en Σ2, existen m, l ∈ N tales que τm(0) ∈ BdΣ2

(
s, ε2
)

y

τ l(0) ∈ BdΣ2

(
t, ε2
)
. Es decir, dΣ2(τm(0), s) < ε

2 y dΣ2

(
τ l(0), t

)
< ε

2 . Supongamos que m < l.

Por la Proposición 2.2.32, se tiene que dΣ2

(
τm+(l−m)(0), τ l−m(s)

)
< ε

2 . Sea k = l − m. Lue-

go, dΣ2

(
τk(s), t

)
≤ dΣ2

(
τk(s), τm+k(0)

)
+ dΣ2

(
τk+m(0), t

)
< ε

2 + ε
2 = ε. En consecuencia,

τk(s) ∈ BdΣ2
(t, ε) ⊂ U . Por lo tanto, U ∩O(s, τ) 6= ∅. En conclusión, por la Proposición 1.2.12,

la órbita de s bajo τ es un conjunto denso en Σ2.

Como consecuencia del Teorema 2.2.35 y en vista de las Proposiciones 2.2.16 y 2.2.17, obte-

nemos el siguiente corolario.

Corolario 2.2.36. Sean Σ2 el espacio de sucesiones infinitas de ceros y unos y τ : Σ2 → Σ2

la función máquina de sumar en el espacio Σ2. La función τ : Σ2 → Σ2 cumple las siguientes

propiedades.

(1) τ es minimal en Σ2.
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(2) El conjunto Per(τ) = ∅.

(3) τ es transitiva en Σ2.

(4) τ no es caótica en Σ2.

Por otro lado, la función máquina de sumar τ en el espacio Σ2 no es totalmente transitiva.

Proposición 2.2.37. Sean Σ2 el espacio de sucesiones infinitas de ceros y unos y τ : Σ2 → Σ2 la

función máquina de sumar en el espacio Σ2. La función τ : Σ2 → Σ2 no es totalmente transitiva

en Σ2.

Demostración. Sea k ∈ N. Por las Observaciones 2.2.6 y 2.2.11, veamos que existen U y V

subconjuntos abiertos no vaćıos en Σ2 tales que para cada m ∈ N, se cumple
(
τ2k
)m

(U)∩V = ∅.
En efecto, dado u ∈ BdΣ2

(1, 1), se sigue que dΣ2(u,1) ≤ 1
2 < 1. Luego, por la Proposición 2.2.31,

u0 = 1 y u1 = 0. Notemos que para cualquier m ∈ N,
(
τ2k
)m

(u) = τ2km(u) = u + 2km · 1.

Considerando s = 2mk · 1, por la Observación 2.2.26 s0 = 0. Por lo que, uτ
2km

0 = 1. Aśı,

dΣ2(u,0) =
|1− 0|

20
+
|uτ2km

1 − 0|
21

+
|uτ2km

2 − 0|
22

+
|uτ2km

3 − 0|
23

+
|uτ2km

4 − 0|
24

+· · · = 1+
∞∑
i=1

uτ
2km

i

2i
≥ 1.

Luego, u ∈ BdΣ2
(1, 1) y

(
τ2k
)m

(u) 6∈ BdΣ2
(0, 1). Es decir,

(
τ2k
)m

(u) ∈
(
τ2k
)m

(BdΣ2
(1, 1))

y
(
τ2k
)m

(u) 6∈ BdΣ2
(0, 1). Por lo tanto,

(
τ2k
)m

(BdΣ2
(1, 1)) ∩ BdΣ2

(0, 1) = ∅. Esto es, de la

Observación 2.2.6, obtenemos que τ2k no es transitiva en Σ2. En conclusión, por la Observación

2.2.11, τ no es totalmente transitiva en Σ2.

Hasta el momento hemos analizado la dinámica individual de las funciones T y τ . En el

Caṕıtulo 3, veremos el comportamiento dinámico de una función más.

Sección 2.3

Funciones dinámicas inducidas, dinámica colectiva

En esta sección analizamos algunos hechos de dinámica colectiva. Espećıficamente, conti-

nuando con el análisis de la función tienda T , presentamos la demostración de que el conjunto

de puntos periódicos de la función inducida 2T es denso. Además, se prueba que la función 2T

es transitiva. De donde, concluimos que 2T es caótica. Más aún, vemos que la función inducida

2T no es minimal.

Notemos que 2[0,1] = {A ⊂ [0, 1] : A 6= ∅, A es compacto}. Dado que la función tienda

T : [0, 1] → [0, 1] es continua en [0, 1], de la Proposición 1.3.24, se cumple que
(
2T
)k

(A) =

T k(A), para cada A ∈ 2[0,1] y cualquier k ∈ N, y por la Proposición 1.3.23, la función inducida

2T : 2[0,1] → 2[0,1] es continua en 2[0,1]. Como nuestro propósito es ver que 2T es caótica en 2[0,1],

primero, veamos que Per
(
2T
)

es un conjunto denso en 2[0,1].
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Teorema 2.3.1. Si T : [0, 1]→ [0, 1] es la función tienda, entonces el conjunto Per
(
2T
)

es un

conjunto denso en 2[0,1].

Demostración. Sea U un subconjunto abierto no vaćıo en 2[0,1]. Veamos que Per
(
2T
)
∩ U 6= ∅.

En efecto, puesto que U es un abierto no vaćıo en 2[0,1], existen ε > 0 y A ∈ 2[0,1] tales que

BH(A, ε) ⊂ U . Como A es un subconjunto compacto no vaćıo de [0, 1], del Teorema 1.2.17, A es

totalmente acotado, es decir, existen a1, a2, . . . , ak ∈ A tales que A ⊂
k⋃
i=1
BdR

(
ai,

ε
2

)
. En vista del

Teorema 2.1.11, se tiene que Per(T ) es un conjunto denso en [0, 1]. Esto es, Per(T )∩BdR
(
ai,

ε
2

)
6=

∅, para todo i ∈ {1, 2, . . . , k}. Aśı, para cada i ∈ {1, 2, . . . , k}, existe bi ∈ Per(T ) tal que

|ai − bi| < ε
2 . Sea B = {b1, b2, . . . , bk}. Veamos que A ⊂ N(ε,B). Consideremos x ∈ A ⊂

k⋃
i=1
BdR

(
ai,

ε
2

)
. Luego, existe j ∈ {1, 2, . . . , k} tal que x ∈ BdR

(
aj ,

ε
2

)
. Esto es, |x− aj | < ε

2 . Aśı,

|x − bj | ≤ |x − aj | + |aj − bj | < ε
2 + ε

2 = ε. Por lo que, x ∈ BdR(bj , ε). En consecuencia, x ∈
k⋃
i=1
BdR(bj , ε). Por lo tanto, A ⊂

k⋃
i=1
BdR(bj , ε). Aśı, por la Proposición 1.3.14-(2), A ⊂ N(ε,B).

Ahora, veamos que B ⊂ N(ε,A). Consideremos bj ∈ B, para algún j ∈ {1, 2, . . . , k}. Luego,

bj ∈ BdR
(
aj ,

ε
2

)
⊂ BdR(aj , ε). Por la Proposición 1.3.14-(2), bj ∈ N(ε,A). Aśı, B ⊂ N(ε,A). En

consecuencia, por la Proposición 1.3.16, H(A,B) < ε. Por lo tanto, B ∈ BH(A, ε). Luego, B ∈ U .

Ahora, sólo resta ver que B ∈ Per
(
2T
)
. Dado que bi ∈ Per(T ), para cada i ∈ {1, 2, . . . , k},

entonces, existe mi ∈ N tal que Tmi(bi) = bi, para cada i ∈ {1, 2, . . . , k}. Sea m el mı́nimo

común múltiplo de m1,m2, . . . ,mk. Luego, por la Proposición 2.1.5, Tm(bi) = bi, para cada

i ∈ {1, 2, . . . , k}. Por lo que,
(
2T
)m

(B) = Tm(B) = B. En consecuencia, B ∈ Per
(
2T
)
. Por lo

tanto, Per
(
2T
)
∩BH(A, ε) 6= ∅. De donde, Per

(
2T
)
∩ U 6= ∅. En conclusión, de la Proposición

1.2.12, Per
(
2T
)

es un conjunto denso en 2[0,1].

Para ver que la función inducida 2T : 2[0,1] → 2[0,1] es transitiva en 2[0,1] se requiere de los

siguientes dos lemas, Lema 2.3.2 y Lema 2.3.3.

Lema 2.3.2. Sean ε > 0 y A = {a1, a2, . . . , am1}, B = {b1, b2, . . . , bm2} ⊂ [0, 1], donde m1,m2 ∈
N tales que m1 > m2. Entonces existen C = {c1, c2, . . . , cm1} ⊂ [0, 1] y k ∈ N tal que:

H(A,C) < ε y H(B,
(
2T
)k

(C)) < ε.

Demostración. Sean Ui = [0, 1] ∩ (ai − ε, ai + ε) y Vj = [0, 1] ∩ (bj − ε, bj + ε), donde i ∈
{1, 2, . . . ,m1} y j ∈ {1, 2, . . . ,m2}. Notemos que Ui es un intervalo en [0, 1]. Luego, por Ob-

servación 2.2.4, existe ki ∈ N tal que T ki(Ui) = [0, 1], para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m1}. Denotemos

por k = máx{ki : i ∈ {1, 2, . . . ,m1}}. Como T ki(Ui) ⊂ T k(Ui), para todo i ∈ {1, 2, . . . ,m1},
obtenemos que T k(Ui) = [0, 1], para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m1}. Aśı, para cualquier yi ∈ Vi ⊂ [0, 1],

existe ci ∈ Ui tal que T k(ci) = yi, para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m2 − 1}. Además, para cualquier

yj ∈ Vm2 ⊂ [0, 1], existe cj ∈ Uj tal que T k(cj) = yj , para cada j ∈ {m2,m2 + 1, . . . ,m1}.
Pongamos C = {c1, c2, . . . , cm1}. Notemos que

(
2T
)k

(C) = {T k(c1), T k(c2), . . . , T k(cm1)}.
Veamos que H(A,C) < ε. En vista de que Ui ⊂ BdR(ai, ε) y ci ∈ Ui, se sigue que dR(ai, ci) < ε.

Aśı, ai ∈ BdR(ci, ε), para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m1}. Luego, por la Proposición 1.3.14-(2), se tiene
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que ai ∈ N(ε, C), para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m1}. Por lo que, A ⊂ N(ε, C). Por otro lado, como

ci ∈ Ui y Ui ⊂ BdR(ai, ε), se sigue que ci ∈ BdR(ai, ε), para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m1}. Luego, por

la Proposición 1.3.14-(2), se tiene que ci ∈ N(ε,A), para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m1}. Por lo que,

C ⊂ N(ε,A). En consecuencia, A ⊂ N(ε, C) y C ⊂ N(ε,A). Aśı, de la Proposición 1.3.16, se

tiene que H(A,C) < ε.

Ahora, resta ver que H
(
B,
(
2T
)k

(C)
)
< ε. En vista de que Vj ⊂ BdR(bj , ε) y T k(cj) ∈ Vj , se

sigue que dR(bj , T
k(cj)) < ε. Aśı, bj ∈ BdR

(
T k(cj), ε

)
, para cada j ∈ {1, 2, . . . ,m2}. Luego, por

la Proposición 1.3.14-(2), se tiene que bj ∈ N
(
ε,
(
2T
)k

(C)
)

, para cada j ∈ {1, 2, . . . ,m2}. Por

lo que, B ⊂ N
(
ε,
(
2T
)k

(C)
)
. Por otra parte, como T k(cj) ∈ Vj y Vj ⊂ BdR(bj , ε), se sigue

que T k(cj) ∈ BdR(bj , ε), para cada j ∈ {1, 2, . . . ,m2 − 1}. Luego, por la Proposición 1.3.14-

(2), T k(cj) ∈ N(ε,B), para cada j ∈ {1, 2, . . . ,m2 − 1}. Además, dado que T k(cj) ∈ Vm2 y

Vm2 ⊂ BdR(bm2 , ε), se sigue que T k(cj) ∈ BdR(bm2 , ε), para cada j ∈ {m2,m2 + 1, . . . ,m1}. Aśı,

por la Proposición 1.3.14-(2), T k(cj) ∈ N(ε,B), para cada j ∈ {m2,m2 + 1, . . . ,m1}. Luego,

T k(cj) ∈ N(ε,B), para cada j ∈ {1, 2, . . . ,m1}. Por lo que,
(
2T
)k

(C) ⊂ N(ε,B). En consecuen-

cia, B ⊂ N
(
ε,
(
2T
)k

(C)
)

y
(
2T
)k

(C) ⊂ N(ε,B). Por la Proposición 1.3.16, se concluye que

H
(
B,
(
2T
)k

(C)
)
< ε.

De manera muy similar al Lema 2.3.2 se obtiene el siguiente resultado.

Lema 2.3.3. Sean ε > 0 y A = {a1, a2, . . . , am1}, B = {b1, b2, . . . , bm2} ⊂ [0, 1], donde m1,m2 ∈
N tales que m1 ≤ m2. Entonces existen C = {c1, c2, . . . , cm2} ⊂ [0, 1] y k ∈ N tal que:

H(A,C) < ε y H
(
B,
(
2T
)k

(C)
)
< ε.

Demostración. Sean Ui = [0, 1] ∩ (ai − ε, ai + ε) y Vj = [0, 1] ∩ (bj − ε, bj + ε), donde i ∈
{1, 2, . . . ,m1} y j ∈ {1, 2, . . . ,m2}. Notemos que Ui es un intervalo en [0, 1]. Luego, por la

Observación 2.2.4, existe ki ∈ N tal que T ki(Ui) = [0, 1], para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m1}. Denote-

mos por k = máx{ki : i ∈ {1, 2, . . . ,m1}}. Como [0, 1] = T ki(Ui) ⊂ T k(Ui) ⊂ [0, 1], para todo

i ∈ {1, 2, . . . ,m1}, entonces T k(Ui) = [0, 1], para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m1}. Aśı, para cualquier yi ∈
Vi ⊂ [0, 1], existe ci ∈ Ui tal que T k(ci) = yi, para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m1−1}. Además, para cual-

quier yj ∈ Vm1 ⊂ [0, 1], existe cj ∈ Uj tal que T k(cj) = yj , para cada j ∈ {m1,m1 + 1, . . . ,m2}.
Pongamos C = {c1, c2, . . . , cm2}. Notemos que

(
2T
)k

(C) = {T k(c1), T k(c2), . . . , T k(cm2)}.
Veamos que H(A,C) < ε. En vista de que Ui ⊂ BdR(ai, ε) y ci ∈ Ui, se sigue que dR(ai, ci) < ε.

Aśı, ai ∈ BdR(ci, ε), para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m1}. Luego, por la Proposición 1.3.14-(2), ai ∈
N(ε, C), para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m1}. Por lo que, A ⊂ N(ε, C). Por otro lado, como ci ∈ Ui y

Ui ⊂ BdR(ai, ε), se sigue que ci ∈ BdR(ai, ε), i ∈ {1, 2, . . . ,m1−1}. Además, dado que ci ∈ Um1 y

Um1 ⊂ BdR(am1 , ε), se tiene que ci ∈ BdR(am1 , ε), para cada i ∈ {m1,m1+1, . . . ,m2}. Luego, por

la Proposición 1.3.14-(2), ci ∈ N(ε,A), para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m2}. Aśı, C ⊂ N(ε,A). En con-

secuencia, A ⊂ N(ε, C) y C ⊂ N(ε,A). Por la Proposición 1.3.16, obtenemos que H(A,C) < ε.

Ahora, resta ver que H
(
B,
(
2T
)k

(C)
)
< ε. En vista de que Vj ⊂ BdR(bj , ε) y T k(cj) ∈ Vj ,

se sigue que dR
(
bj , T

k(cj)
)
< ε. Aśı, bj ∈ BdR(cj , ε), para cada j ∈ {1, 2, . . . ,m2}. Luego,
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por la Proposición 1.3.14-(2), bj ∈ N
(
ε,
(
2T
)k

(C)
)

, para cada j ∈ {1, 2, . . . ,m2}. Por lo

que, B ⊂ N
(
ε,
(
2T
)k

(C)
)

. Por otro lado, como Vj ⊂ BdR(bj , ε) y T k(cj) ∈ Vj , se tiene que

T k(cj) ∈ BdR(bj , ε), para cada j ∈ {1, 2, . . . ,m2}. Luego, por la Proposición 1.3.14-(2), se tie-

ne que T k(cj) ∈ N(ε,B), para cada j ∈ {1, 2, . . . ,m2}. Por lo que,
(
2T
)k

(C) ⊂ N(ε,B).

En consecuencia, B ⊂ N
(
ε,
(
2T
)k

(C)
)

y
(
2T
)k

(C) ⊂ N(ε,B). De la Proposición 1.3.16,

H
(
B,
(
2T
)k

(C)
)
< ε.

Una vez probado los Lemas 2.3.2 y 2.3.3, estamos preparados para ver el Teorema 2.3.4, el

cual nos dice que la función inducida 2T : 2[0,1] → 2[0,1] es transitiva en 2[0,1].

Teorema 2.3.4. Si T : [0, 1] → [0, 1] es la función tienda, entonces la función inducida 2T :

2[0,1] → 2[0,1] es transitiva en 2[0,1].

Demostración. Sean U y V subconjuntos abiertos no vaćıos en 2[0,1]. Veamos que existe k ∈ N
tal que

(
2T
)k

(U) ∩ V 6= ∅. Consideremos U ∈ U y V ∈ V. Luego, existen ε1 > 0 y ε2 > 0 tales

que BH(U, ε1) ⊂ U y BH(V, ε2) ⊂ V. Sea ε = mı́n{ε1, ε2}. Luego, BH(U, ε) ⊂ U y BH(V, ε) ⊂ V.
Como U y V son compactos, se sigue del Teorema 1.2.17 que U y V son totalmente acotados, es

decir, para ε
2 existen a1, a2, . . . , am1 ∈ U y b1, b2, . . . , bm2 ∈ V tales que U ⊂

m1⋃
i=1
BdR

(
ai,

ε
2

)
y V ⊂

m2⋃
i=1
BdR

(
bi,

ε
2

)
. Consideremos A = {a1, a2, . . . , am1} y B = {b1, b2, . . . , bm2}. De los Lemas 2.3.2 y

2.3.3, existen C = {c1, c2, . . . , cm} ⊂ [0, 1] y k ∈ N tales que H(A,C) < ε
2 y H

(
B,
(
2T
)k

(C)
)
<

ε
2 , donde m = máx{m1,m2}. Veamos que, H(U,C) < ε. En efecto, como U ⊂

m1⋃
i=1
BdR

(
ai,

ε
2

)
, por

la Proposición 1.3.14-(2), U ⊂ N
(
ε
2 , A

)
. Dado que A ⊂ U , se sigue que A ⊂ N

(
ε
2 , U

)
. Luego, por

la Proposición 1.3.16, H(U,A) < ε
2 . En consecuencia, H(U,C) ≤ H(U,A) + H(A,C) < ε

2 + ε
2 .

Aśı, H(U,C) < ε. Similarmente, veamos que H
(
V,
(
2T
)k

(C)
)
< ε. En efecto, como V ⊂

m1⋃
i=1
BdR

(
bi,

ε
2

)
, de la Proposición 1.3.14-(2), V ⊂ N

(
ε
2 , B

)
. Dado que B ⊂ V , se sigue que B ⊂

N
(
ε
2 , V

)
. Luego, por la Proposición 1.3.16, H(V,B) < ε

2 . En consecuencia, H
(
V,
(
2T
)k

(C)
)
≤

H(V,B) + H
(
B,
(
2T
)k

(C)
)
< ε

2 + ε
2 . Aśı, H

(
V,
(
2T
)k

(C)
)
< ε. Por lo que, C ∈ BH(U, ε) y(

2T
)k

(C) ∈ BH(V, ε). Aśı, C ∈ U y
(
2T
)k

(C) ∈ V. Lo cual implica que
(
2T
)k

(C) ∈
(
2T
)k

(U) y(
2T
)k

(C) ∈ V. Esto es,
(
2T
)k

(C) ∈
(
2T
)k

(U)∩V. Por lo tanto,
(
2T
)k

(U)∩V 6= ∅. En conclusión,

2T es transitiva en 2[0,1].

En el Caṕıtulo 3 veremos que la función inducida al hiperespacio C([0, 1]), C(T ), no es

transitiva.

Corolario 2.3.5. Si T : [0, 1] → [0, 1] es la función tienda, entonces la función inducida 2T :

2[0,1] → 2[0,1] es caótica en 2[0,1].
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Demostración. La conclusión se obtiene utilizando los Teoremas 2.3.1 y 2.3.4.

Para finalizar esta sección, se tiene el siguiente resultado.

Corolario 2.3.6. Si T : [0, 1] → [0, 1] es la función tienda, entonces la función inducida 2T :

2[0,1] → 2[0,1] no es minimal en 2[0,1].

Demostración. Notemos O
(
{2

3}, 2
T
)

= {{2
3}} no es un conjunto denso en 2[0,1]. Por lo tanto, de

la Proposición 2.2.16, se tiene que 2T no es minimal en 2[0,1].

En el Caṕıtulo 3 analizaremos más propiedades de la función 2T y estudiamos la dinámica

colectiva de la función máquina de sumar τ . Más aún, veremos la dinámica colectiva de una

cierta función g.
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Caṕıtulo 3

Los resultados principales

En este caṕıtulo exponemos los resultados principales del trabajo de tesis. En la Sección

3.1 exponemos algunos resultados t́ıpicos de la dinámica topológica, principalmente exponemos

de manera accesible la demostración del famoso Teorema de Furstenberg. Por otro lado, en

la Sección 3.2 atendemos uno de los objetivos principales del presente trabajo. A saber, nos

enfocamos a resolver el siguiente problema: descubrir todas las posibles implicaciones entre las

afirmaciones siguientes:

(1) f es transitiva;

(2) 2f es transitiva;

(3) C(f) es transitiva;

Finalmente, en la Sección 3.3 se exhiben algunas consecuencias obtenidas a partir de la

resolución del problema planteado en la Sección 3.2.

Sección 3.1

Resultados preliminares

En esta sección se introduce la noción de funciones conjugadas o también conocida como con-

jugación topológica, la cual ayuda a transferir propiedades de una función a otra. En particular,

demostramos que ciertas funciones son transitivas a partir de otras.

Por otra parte, exponemos de manera accesible la demostración de un teorema clásico, y muy

útil en el área de la dinámica topológica, denominado Teorema de Furstenberg. Más aún, como

aplicación de este teorema demostramos, en primer lugar, que toda función débilmente mezclante

es totalmente transitiva. En segundo lugar, detallamos la demostración de una equivalencia de

función débilmente mezclante con respecto a sus inducidas. Por último, se muestra un diagrama
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que representa las relaciones que existen entre las diversas funciones dinámicas que se estudian

en este trabajo.

Comenzamos con la noción de funciones conjugadas.

Definición 3.1.1. Sean X y Y espacios métricos y f : X → X y g : Y → Y funciones continuas

en X y Y , respectivamente. Decimos que f y g son conjugadas si existe un homeomorfismo

h : X → Y tal que para todo x ∈ X se tiene que h(f(x)) = g(h(x)).

X

h
��

f // X

h
��

Y g
// Y

Diagrama 1: h ◦ f = g ◦ h.

En seguida, se muestran algunas propiedades de las funciones conjugadas.

Proposición 3.1.2. Sean X y Y espacios métricos y f : X → X y g : Y → Y funciones

continuas en X y Y respectivamente. Si f y g son conjugadas, entonces para todo k ∈ N y para

todo x ∈ X, se tiene que h
(
fk(x)

)
= gk(h(x)), donde h : X → Y es el homeomorfismo de

conjugación entre f y g.

Demostración. Usamos inducción matemática sobre k. Notemos que para k = 1 el resultado

se tiene por hipótesis. Supongamos que se cumple para k. Veamos que se cumple para k + 1.

Notemos que, h
(
fk+1(x)

)
= h

(
fk(f(x))

)
= gk(h(f(x))) = gk(g(h(x))) = gk+1(h(x)). Por lo

tanto, h
(
fk+1(x)

)
= gk+1(h(x)).

Proposición 3.1.3. Sean X y Y espacios métricos y f : X → X y g : Y → Y funciones

continuas en X y Y , respectivamente. Si f y g son conjugadas, entonces f es transitiva en X si

y sólo si g es transitiva en Y .

Demostración. Supongamos que f es transitiva. Probemos que g es transitiva. Consideremos U

y V subconjuntos abiertos no vaćıos de Y . Veamos que existe k ∈ N tal que gk(U) ∩ V 6= ∅.
Como f y g son conjugadas, existe un homeomorfismo h : X → Y tal que para cualquier x ∈ X,

h(f(x)) = g(h(x)). Dado que h es continua en X, entonces por el Teorema 1.2.23, h−1(U) y

h−1(V ) son conjuntos abiertos no vaćıos en X. En vista de que f es transitiva en X, existe

k ∈ N tal que fk
(
h−1(U)

)
∩h−1(V ) 6= ∅. Luego, de la Observación 2.2.5-(1), existe x ∈ h−1(U),

con fk(x) ∈ h−1(V ). De donde, h(x) ∈ U y h
(
fk(x)

)
∈ V . Se sigue de la Proposición 3.1.2,

h(x) ∈ U y gk(h(x)) ∈ V . Aśı, gk(h(x)) ∈ gk(U) y gk(h(x)) ∈ V . Aśı, gk(U) ∩ V 6= ∅. Por lo

tanto, g es transitiva en Y . La demostración del rećıproco es análogo, sólo se intercambian las

funciones f y g.

En los siguiente dos ejemplos se muestra el uso de la conjugación para demostrar que una

función es transitiva a partir de otra.
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Proposición 3.1.4. Sean X un espacio métrico y f : X → X una función continua en X. Si f

es transitiva en X, entonces la función inducida F1(f) : F1(X)→ F1(X) es transitiva en F1(X).

Demostración. Veamos que la función f y su función inducida F1(f) son conjugadas. Conside-

remos la función h : X → F1(X), con regla de correspondencia h(x) = {x}, para todo x ∈ X.

De la Proposición 1.3.20, sabemos que h es un homeomorfismo. Por otro lado, para cualquier

x ∈ X, h(f(x)) = {f(x)} = f({x}) = F1(f)({x}) = F1(f)(h(x)). En consecuencia, f y F1(f)

son conjugadas. Como f es transitiva en X, por la Proposición 3.1.3, F1(f) es transitiva en

F1(X).

Recordemos del Ejemplo 1.2.27 la función g : [0, 1]→ [0, 1] definida por:

g(x) =


2x+ 1

2 , 0 ≤ x ≤ 1
4 ;

−2x+ 3
2 ,

1
4 ≤ x ≤

1
2 ;

−x+ 1, 1
2 ≤ x ≤ 1.

La gráfica de la función g la encontramos en la Figura 3.1-(a).

Ejemplo 3.1.5. Observemos que g2 : [0, 1]→ [0, 1] está definida por:

g2(x) =


−2x+ 1

2 , 0 ≤ x ≤ 1
4 ;

2x− 1
2 ,

1
4 ≤ x ≤

3
4 ;

−2x+ 5
2 ,

3
4 ≤ x ≤ 1.

La gráfica de la función g2 la encontramos en la Figura 3.1-(b).

Ejemplo 3.1.6. Notemos que g3 : [0, 1]→ [0, 1] está definida por:

g3(x) =



4x+ 1
2 , 0 ≤ x ≤ 1

8 ;

−4x+ 3
2 ,

1
8 ≤ x ≤

1
4 ;

4x− 1
2 ,

1
4 ≤ x ≤

3
8 ;

−4x+ 5
2 ,

3
8 ≤ x ≤

1
2 ;

−2x+ 3
2 ,

1
2 ≤ x ≤

3
4 ;

2x− 3
2 ,

3
4 ≤ x ≤ 1.

La gráfica de la función g3 la encontramos en la Figura 3.1-(c).

Lema 3.1.7. Consideremos la función g2 : [0, 1] → [0, 1] (vea el Ejemplo 3.1.5) y la función

tienda T : [0, 1]→ [0, 1] (ver Ejemplo 1.2.26). La función T : [0, 1]→ [0, 1] y la función g2|[ 1
2
,1] :

[0, 1
2 ]→ [0, 1

2 ] son conjugadas.

Demostración. Notemos que g2|[ 1
2
,1] : [1

2 , 1]→ [1
2 , 1] está definida por:

g2|[ 1
2
,1](x) =

{
2x− 1

2 ,
1
2 ≤ x ≤

3
4 ;

−2x+ 5
2 ,

3
4 ≤ x ≤ 1.
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(a) Gráfica de g. (b) Gráfica de g2. (c) Gráfica de g3.

Figura 3.1: Gráfica de las funciones g, g2 y g3.

La gráfica de la función g2|[ 1
2
,1] puede verse en la Figura 3.1-(b). Consideremos la función h :

[0, 1]→ [1
2 , 1] definida por h(x) = 1

2x+ 1
2 , para todo x ∈ [0, 1]. De la Proposición 1.2.30 aplicada

a α = 1
2 y β = 1

2 , se sigue que h es un homeomorfismo. Con esto, resta ver que, para todo

x ∈ [0, 1], h(T (x)) = g2|[ 1
2
,1](h(x)).

Si x ∈ [0, 1
2 ], entonces 1

2 ≤
1
2x + 1

2 ≤
3
4 . Es decir, 1

2 ≤ h(x) ≤ 3
4 . Aśı, h(T (x)) = h(2x) =

x+ 1
2 y g2|[ 1

2
,1](h(x)) = g2|[ 1

2
,1]

(
1
2x+ 1

2

)
= x+ 1

2 .

Si x ∈ [1
2 , 1], entonces 3

4 ≤
1
2x+1

2 ≤ 1. Es decir, 3
4 ≤ h(x) ≤ 1. Aśı, h(T (x)) = h(−2x+2) = −x+3

2

y g2|[ 1
2
,1](h(x)) = g2|[ 1

2
,1]

(
1
2x+ 1

2

)
= −x+ 3

2 . Por lo tanto, la función tienda T y la función g2|[ 1
2
,1]

son conjugadas.

Notación 3.1.8. Para todo k ∈ N y para cada l ∈ {0, 1, . . . , 2k−1}, ponemosBk,l =
[

2k+l
2k+1 ,

2k+l+1
2k+1

]
.

Lema 3.1.9. Para todo k ∈ N y para cada l ∈ {0, 1, . . . , 2k − 1}, se tiene que las funciones

g2k|Bk,l : Bk,l →
[

1
2 , 1
]

y g2k+1|Bk,l : Bk,l →
[
0, 1

2

]
son homeomorfismos. Además, para todo

x ∈ Bk,l, se tiene que:

g2k+1|Bk,l(x) = −g2k|Bk,l(x) + 1.

Demostración. Se procede por inducción matemática sobre k. Para k = 1, se tiene que l ∈ {0, 1}.
Si l = 0, entonces las funciones:

g2|[ 1
2
, 3
4 ] :

[
1

2
,
3

4

]
→
[

1

2
, 1

]
y g3|[ 1

2
, 3
4 ] :

[
1

2
,
3

4

]
→
[
0,

1

2

]
están definidas por:

g2|[ 1
2
, 3
4 ](x) = 2x− 1

2
y g3|[ 1

2
, 3
4 ](x) = −2x+

3

2
,

para todo x ∈
[

1
2 ,

3
4

]
. Aplicando la Proposición 1.2.30 con α = 2 y β = −1

2 , obtenemos que

g2|[ 1
2
, 3
4 ] es un homeomorfismo. Además, por la Proposición 1.2.31 aplicada a α = −2 y β = 3

2 ,
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obtenemos que g3|[ 1
2
, 3
4 ] es un homeomorfismo. Más aún, para todo x ∈

[
1
2 ,

3
4

]
, se cumple:

g3|[ 1
2
, 3
4 ](x) = −2x+

3

2
= −

(
2x− 1

2

)
+ 1 = −g2|[ 1

2
, 3
4 ](x) + 1.

Por otro lado, si l = 1, entonces las funciones:

g2|[ 3
4
,1] :

[
3

4
, 1

]
→
[

1

2
, 1

]
y g3|[ 3

4
,1] :

[
3

4
, 1

]
→
[
0,

1

2

]
están definidas por:

g2|[ 3
4
,1](x) = −2x+

5

2
y g3|[ 3

4
,1](x) = 2x− 3

2
,

para todo x ∈
[

3
4 , 1
]
. Por la Proposición 1.2.31 aplicada α = −2 y β = 5

2 , obtenemos que g2|[ 1
2
, 3
4 ]

es un homeomorfismo. Además, por la Proposición 1.2.30 aplicada a α = 2 y β = −3
2 , obtenemos

que g3|[ 1
2
, 3
4 ] es un homeomorfismo. Más aún, para todo x ∈

[
3
4 , 1
]
, se sigue:

g3|[ 3
4
,1](x) = 2x− 3

2
= −

(
−2x+

5

2

)
+ 1 = −g2|[ 3

4
,1](x) + 1.

Ahora, supongamos que el resultado se cumple para algún k ∈ N y veamos que el resultado se

cumple para k+ 1. Supongamos que l ≤ 2k − 1. Es decir, l ∈ {0, 1, . . . , 2k − 1}. Observemos que

l ≤ 2k − 1 si y sólo si 2k+1+l+1
2k+2 ≤ 3

4 y 0 ≤ l si y sólo si 1
2 ≤

2k+1+l
2k+2 . Para simplificar la notación,

usamos la Notación 3.1.8. Por lo que, Bk+1,l ⊂
[

1
2 ,

3
4

]
. Además, g2|[ 1

2
, 3
4 ] (Bk+1,l) = Bk,l. Definimos

la función g2|Bk+1,l
: Bk+1,l → Bk,l con regla de correspondencia g2|Bk+1,l

(x) = 2x− 1
2 , para todo

x ∈ Bk+1,l. Por la Proposición 1.2.30 aplicada a α = 2 y β = −1
2 , obtenemos que g2|Bk+1,l

es un homeomorfismo. Como las funciones g2k|Bk,l : Bk,l →
[

1
2 , 1
]

y g2k+1|Bk,l : Bk,l →
[
0, 1

2

]
son homeomorfismos, por el Teorema 1.2.32, se sigue que g2k|Bk,l ◦ g2|Bk+1,l

= g2(k+1)|Bk+1,l
:

Bk+1,l →
[

1
2 , 1
]

y g2(k+1)+1|Bk,l ◦ g2|Bk+1,l
= g2k+2|Bk+1,l

: Bk+1,l →
[
0, 1

2

]
son homeomorfismos.

Más aún, para todo x ∈ Bk+1,l, se obtiene:

g2(k+1)+1|Bk+1,l
(x) = g2k+1|Bk,l

(
g2|Bk+1,l

(x)
)

= −g2k|Bk,l
(
g2|Bk+1,l

(x)
)

+ 1

= −g2(k+1)|Bk+1,l
(x) + 1.

Por lo tanto, g2(k+1)+1|Bk+1,l
(x) = −g2(k+1)|Bk+1,l

(x) + 1, para todo x ∈ Bk+1,l.

Ahora, supongamos que 2k ≤ l ≤ 2k+1−1. Observemos que l ≤ 2k+1−1 si y sólo si 2k+1+l+1
2k+2 ≤ 1

y 2k ≤ l si y sólo si 3
4 ≤

2k+1+l
2k+2 . Por lo que, Bk+1,l ⊂

[
3
4 , 1
]
. Notemos que g2|[ 3

4
,1] (Bk+1,l) =[

3·2k−l−1
2k+1 , 3·2k−l

2k+1

]
. Pongamos m = 2k+1 − l − 1. Se cumple lo siguiente:

Si l = 2k+1 − 1, entonces m = 0;

Si l = 2k+1 − 2, entonces m = 1;

Si l = 2k+1 − 3, entonces m = 2;
...
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Si l = 2k, entonces m = 2k − 1.

En consecuencia, si l ∈ {2k, 2k + 1, . . . , 2k+1 − 1}, entonces m ∈ {0, 1, . . . , 2k − 1}. Por lo que,

g2|[ 3
4
,1] (Bk+1,l) =

[
3 · 2k − l − 1

2k+1
,
3 · 2k − l

2k+1

]
=

[
2k +m

2k+1
,
2k +m+ 1

2k+1

]
.

Recordemos que Bk,m =
[

2k+m
2k+1 ,

2k+m+1
2k+1

]
. Definimos la función g2|Bk+1,l

: Bk+1,l → Bk,m con

regla de correspondencia g2|Bk+1,l
(x) = −2x + 5

2 , para todo x ∈ Bk+1,l. Por la Proposición

1.2.31 aplicada a α = −2 y β = 5
2 , obtenemos que g2|Bk+1,l

es un homeomorfismo. Como

las funciones g2k|Bk,m : Bk,m →
[

1
2 , 1
]

y g2k+1|Bk,m : Bk,m →
[
0, 1

2

]
son homeomorfismos,

entonces del Teorema 1.2.32, se sigue que g2k|Bk,m ◦ g2|Bk+1,l
= g2(k+1)|Bk+1,l

: Bk+1,l →
[

1
2 , 1
]

y g2(k+1)+1|Bk,m ◦ g2|Bk+1,l
= g2k+2|Bk+1,l

: Bk+1,l →
[
0, 1

2

]
son homeomorfismos. Más aún, para

todo x ∈ Bk+1,l, se sigue:

g2(k+1)+1|Bk+1,l
(x) = g2k+1|Bk,m

(
g2|Bk+1,l

(x)
)

= −g2k|Bk,m
(
g2|Bk+1,l

(x)
)

+ 1

= −g2(k+1)|Bk+1,l
(x) + 1.

Por lo tanto, g2(k+1)+1|Bk+1,l
(x) = −g2(k+1)|Bk+1,l

(x) + 1, para todo x ∈ Bk+1,l, lo que termina

la demostración.

Lema 3.1.10. Para todo k ∈ N y para cada l ∈ {0, 1, . . . , 2k−1},
l=2k−1⋃
l=0

[
2k+l
2k+1 ,

2k+l+1
2k+1

]
=
[

1
2 , 1
]
.

Demostración. Se procede por inducción matemática sobre k. Observemos que para k = 1, se

tiene
l=1⋃
l=0

[
2k+l
2k+1 ,

2k+l+1
2k+1

]
=
[

1
2 ,

3
4

]
∪
[

3
4 , 1
]

=
[

1
2 , 1
]
. Supongamos que la igualdad se cumple para

k. Veamos que se cumple para k + 1. Tenemos que:

l=2k+1−1⋃
l=0

[
2k+1 + l

2k+2
,
2k+1 + l + 1

2k+2

]
=

[
2k+1 + 0

2k+2
,
2k+1 + 1

2k+2

]
∪
[

2k+1 + 1

2k+2
,
2k+1 + 2

2k+2

]
∪
[

2k+1 + 2

2k+2
,
2k+1 + 3

2k+2

]
∪
[

2k+1 + 3

2k+2
,
2k+1 + 4

2k+2

]
∪

· · · ∪
[

2k+1 + 2k+1 − 2

2k+2
,
2k+1 + 2k+1 − 1

2k+2

]
∪
[

2k+1 + 2k+1 − 1

2k+2
,
2k+1 + 2k+1

2k+2

]
,

=

[
2k+1 + 0

2k+2
,
2k+1 + 2

2k+2

]
∪
[

2k+1 + 2

2k+2
,
2k+1 + 4

2k+2

]
∪ · · · ∪

[
2k+1 + 2k+1 − 2

2k+2
,
2k+1 + 2k+1

2k+2

]
,

=

[
2k + 0

2k+1
,
2k + 1

2k+1

]
∪
[

2k + 1

2k+1
,
2k + 2

2k+1

]
∪ · · · ∪

[
2k + 2k − 1

2k+1
,
2k + 2k

2k+1

]
,

=

l=2k−1⋃
l=0

[
2k + l

2k+1
,
2k + l + 1

2k+1

]
,

=
[

1
2 , 1
]
.
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Por lo tanto,
l=2k+1−1⋃

l=0

[
2k + l

2k+1
,
2k + l + 1

2k+1

]
=

[
1

2
, 1

]
.

Lema 3.1.11. Para cualquier k ∈ N y para cada x ∈
[

1
2 , 1
]
, se cumple g2k+1(x) = −g2k(x) + 1.

Demostración. Sea k ∈ N. Por el Lema 3.1.10,
2k−1⋃
i=0

Bk,i =
[

1
2 , 1
]
. Consideremos x ∈

[
1
2 , 1
]
.

Luego, existe l ∈ {0, . . . , 2k − 1} tal que x ∈ Bk,l. Aśı, del Lema 3.1.9, se tiene que:

g2k+1|Bk,l(x) = −g2k|Bk,l(x) + 1.

Por lo tanto, g2k+1(x) = −g2k(x) + 1.

Lema 3.1.12. Si a, b ∈ [1
2 , 1], donde a < b, entonces existe k ∈ N tal que g2k((a, b)) =[

1
2 , 1
]

y g2k+1((a, b)) =
[
0, 1

2

]
.

Demostración. Sean a, b ∈ [1
2 , 1] tales que a < b. Veamos que g2k((a, b)) = [1

2 , 1]. Notemos que
1
2 ≤ a < b ≤ 1, se tiene que 0 ≤ 2a − 1 < 2b − 1 ≤ 1. Por el Lema 2.2.2, existe k ∈ N
tal que T k((c, d)) = [0, 1]. Como, por el Lema 3.1.7, T y g2|[ 1

2
,1] son conjugadas, para todo

x ∈ [0, 1], se cumple h
(
T k(x)

)
=
(
g2|[ 1

2
,1]

)k
(h(x)). Aśı, h

(
T k((c, d))

)
= g2k(h((c, d))). Por un

lado se tiene que, h
(
T k((c, d))

)
= h([0, 1]) = [1

2 , 1]. Más aún,
(
g2
)k

(h((c, d))) =
(
g2
)k

((a, b)) =(
g2|[ 1

2
,1]

)k
((a, b)) ⊂ [1

2 , 1]. Por lo tanto, g2k((a, b)) = [1
2 , 1].

Ahora, veamos que g2k+1((a, b)) = [0, 1
2 ]. Consideremos y ∈ g2k+1((a, b)). Luego, por Lema

3.1.11, −y+ 1 ∈ g2k((a, b)). Como g2k((a, b)) = [1
2 , 1], se tiene que −y+ 1 ∈ [1

2 , 1]. Aśı, y ∈ [0, 1
2 ].

Además, si y ∈ [0, 1
2 ], entonces −y + 1 ∈ [1

2 , 1]. Como g2k((a, b)) = [1
2 , 1], existe x ∈ (a, b) tal

que g2k(x) = −y + 1. Aśı, por el Lema 3.1.11, g2k+1(x) = y. Por lo tanto, y ∈ g2k+1((a, b)).

Concluimos que g2k+1((a, b)) =
[
0, 1

2

]
.

Lema 3.1.13. Consideremos la función g : [0, 1] → [0, 1] como en el Ejemplo 1.2.27. Si U

es un subconjunto abierto no vaćıo de [0, 1
2 ], entonces existen c, d ∈ [1

2 , 1] tales que c < d y

(c, d) ⊂ g(U).

Demostración. Sea U un subconjunto abierto no vaćıo de [0, 1
2 ]. Consideremos los siguientes

casos:

Caso (I): Si U ⊂ [0, 1
4 ], existe a ∈ U tal que (a− ε, a+ ε) ⊂ U , para algún ε > 0. Notemos que

0 ≤ a− ε < a+ ε ≤ 1
4 si y sólo si 1

2 ≤ 2(a− ε) + 1
2 < 2(a+ ε) + 1

2 ≤ 1. Pongamos c = 2(a− ε) + 1
2

y d = 2(a+ ε) + 1
2 . Por lo que, (c, d) = g((a− ε, a+ ε)) ⊂ g(U).

Caso (II): Si U ⊂ [1
4 ,

1
2 ], existe a ∈ U tal que (a − ε, a + ε) ⊂ U , para algún ε > 0. Notemos

que 1
4 ≤ a − ε < a + ε ≤ 1

2 si y sólo si 1 ≥ −2(a − ε) + 3
2 > −2(a + ε) + 3

2 ≤
1
2 . Pongamos
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c = −2(a+ ε) + 3
2 y d = −2(a− ε) + 3

2 . Por lo que, (c, d) = g((a− ε, a+ ε)) ⊂ g(U).

Caso (III): Si 1
4 ∈ U , entonces existe ε > 0 tal que

(
1
4 − ε,

1
4 + ε

)
⊂ U . En particular,

(
1
4 − ε,

1
4

]
⊂

U . Notemos que 0 ≤ 1
4 − ε ≤

1
4 si y sólo si 1

2 ≤ 2
(

1
4 − ε

)
+ 1

2 ≤ 1. Pongamos c = 2
(

1
4 − ε

)
+ 1

2 y

d = 1. Por lo que, (c, d) ⊂ (c, d] = g
((

1
4 − ε,

1
4

])
⊂ g(U).

En seguida, se prueba que g es transitiva.

Teorema 3.1.14. Consideremos la función g : [0, 1] → [0, 1] como en el Ejemplo 1.2.27. La

función g : [0, 1]→ [0, 1] es transitiva en [0, 1].

Demostración. Sean U y V subconjuntos abiertos no vaćıos en [0, 1]. Veamos que, existe m ∈ N
tal que gm(U)∩V 6= ∅. Supongamos que U∩ [1

2 , 1] 6= ∅. Luego, existen a, b ∈ [1
2 , 1] tales que a < b

y (a, b) ⊂ U . Aśı, por Lema 3.1.12, existe k ∈ N tal que g2k((a, b)) = [1
2 , 1] y g2k+1((a, b)) = [0, 1

2 ].

Como g2k((a, b)) ⊂ g2k(U) y g2k+1((a, b)) ⊂ g2k+1(U), se tiene que [1
2 , 1] ⊂ g2k(U) y [0, 1

2 ] ⊂
g2k+1(U). En consecuencia, si V ∩ [1

2 , 1] 6= ∅, entonces gm(U) ∩ V 6= ∅, donde m = 2k. Si

V ∩ [1
2 , 1] = ∅, se sigue que V ∩ [0, 1

2 ] 6= ∅. Aśı, entonces gm(U) ∩ V 6= ∅, donde m = 2k + 1.

Ahora, supongamos que U ∩ [1
2 , 1] = ∅. Luego, U ⊂ [0, 1

2 ]. Por el Lema 3.1.13, existen c, d ∈ [1
2 , 1]

tales que c < d y (c, d) ⊂ g(U). Aśı, por Lema 3.1.12, existe k ∈ N tal que g2k((c, d)) =

[1
2 , 1] y g2k+1((c, d)) = [0, 1

2 ]. Como g2k((c, d)) ⊂ g2k(g(U)) y g2k+1((c, d)) ⊂ g2k+1(g(U)), se

tiene que [1
2 , 1] ⊂ g2k+1(U) y [0, 1

2 ] ⊂ g2k+2(U). En consecuencia, si V ∩ [1
2 , 1] 6= ∅, entonces

gm(U) ∩ V 6= ∅, donde m = 2k + 1. Si V ∩ [1
2 , 1] = ∅, se sigue que V ∩ [0, 1

2 ] 6= ∅, entonces

gm(U) ∩ V 6= ∅, donde m = 2k + 2. Por lo tanto, g es transitiva en [0, 1].

Para una mejor manipulación del concepto de función débilmente mezclante (vea la Definición

2.2.12), se prueba el siguiente resultado.

Teorema 3.1.15. Sean X un espacio métrico compacto y f : X → X una función continua en

X. Son equivalentes:

(1) f es débilmente mezclante en X.

(2) Para cualesquiera subconjuntos abiertos no vaćıos U1, U2, V1 y V2 de X, existe k ∈ N tal que

fk(U1) ∩ V1 6= ∅ y fk(U2) ∩ V2 6= ∅.

(3) Para cualesquiera subconjuntos abiertos no vaćıos U, V1 y V2 de X, existe k ∈ N tal que

fk(U) ∩ V1 6= ∅ y fk(U) ∩ V2 6= ∅.

Demostración. (1) ⇒ (2) Sean U1, U2, V1 y V2 subconjuntos abiertos no vaćıos de X. Entonces,

U1 ×U2 y V1 × V2 son subconjuntos abiertos no vaćıos en X2. Como f es débilmente mezclante

en X, existe k ∈ N tal que
[(
f×2

)k
(U1 × U2)

]
∩ (V1×V2) 6= ∅. En conclusión, por la Proposición

1.1.12-(2), se tiene que fk(U1) ∩ V1 6= ∅ y fk(U2) ∩ V2 6= ∅.
(2) ⇒ (1) Supongamos que se satisface (2) y veamos que f es débilmente mezclante en X.

Consideremos U y V subconjuntos abiertos no vaćıos en X2. Existen U1, U2, V1 y V2 subconjuntos

abiertos no vaćıos en X tales que U ⊇ U1 × U2 y V ⊇ V1 × V2. Por hipótesis, existe k ∈ N tal
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que fk(U1)∩V1 6= ∅ y fk(U2)∩V2 6= ∅. Luego, por Proposición 1.1.12-(2),
[(
f×2

)k
(U1 × U2)

]
∩

(V1×V2) 6= ∅. Lo cual implica que
(
f×2

)k
(U)∩V 6= ∅. En conclusión, f es débilmente mezclante

en X.

(2) ⇒ (3) Sean U, V1 y V2 subconjuntos abiertos no vaćıos de X. Consideremos U = U1 = U2.

Por hipótesis, existe k ∈ N tal que fk(U1) ∩ V1 6= ∅ y fk(U2) ∩ V2 6= ∅. De donde, fk(U) ∩ V1 6=
∅ y fk(U) ∩ V2 6= ∅.
(3) ⇒ (2) Supongamos que se cumple (3) y sean U1, U2, V1 y V2 subconjuntos abiertos no vaćıos

en X. Veamos que, existe k ∈ N tal que fk(U1) ∩ V1 6= ∅ y fk(U2) ∩ V2 6= ∅.
Aplicando la hipótesis a los subconjuntos abiertos no vaćıos U1, U2 y V2, se tiene que, existe l ∈ N
tal que f l(U1)∩U2 6= ∅ y f l(U1)∩V2 6= ∅. Por la Observación 2.2.5, se tiene que U1∩f−l(U2) 6= ∅
y U1 ∩ f−l(V2) 6= ∅. Dado que f es una función continua en X, obtenemos del Teorema 1.2.23

que los conjuntos A = U1 ∩ f−l(U2) y B = U1 ∩ f−l(V2), son subconjuntos abiertos no vaćıos en

X. Nuevamente, aplicando la hipótesis a los subconjuntos abiertos no vaćıos A,B y V1, se tiene

que, existe k ∈ N tal que fk(A) ∩B 6= ∅ y fk(A) ∩ V1 6= ∅. Puesto que A y B son subconjuntos

abiertos y, de la Observación 1.2.22-(2), fk es continua en X, se sigue del Teorema 1.2.23 que

el conjunto W = A ∩ f−k(B) es un subconjunto abierto en X. Nuevamente por la Observación

2.2.5, A ∩ f−k(B) 6= ∅. Ahora, como A ⊂ U1, se sigue que fk(A) ⊂ fk(U1). Además, puesto

que fk(A) ∩ V1 6= ∅, tenemos que fk(U1) ∩ V1 6= ∅. Con esto, resta ver que fk(U2) ∩ V2 6= ∅.
Notemos que W ⊂ A ⊂ f−l(U2). Sea x ∈ W . Aśı, f l(x) ∈ U2. Dado que x ∈ W ⊂ f−k(B) y

B ⊂ f−l(V2), se tiene que fk(x) ∈ f−l(V2). De donde, f l
(
fk(x)

)
= fk

(
f l(x)

)
∈ V2. En vista de

que f l(x) ∈ U2, tenemos que fk
(
f l(x)

)
∈ fk(U2). Por lo tanto, fk(U2) ∩ V2 6= ∅.

Por otra parte, presentamos a continuación, un resultado clásico de la dinámica topológica

conocido como el Teorema de Furstenberg [7] (Teorema 3.1.16).

Teorema 3.1.16. Sean X un espacio métrico compacto y f : X → X una función continua

en X. Si f es débilmente mezclante en X, entonces la función producto f×k : Xk → Xk es

transitiva en Xk, para todo k ∈ N.

Demostración. Procedemos por inducción matemática sobre k. Para k = 1, el resultado se sigue

de la Proposición 2.2.14. Para k = 2, f×2 es transitiva en X2 por la definición de función

débilmente mezclante.

Supongamos que la función producto f×k es transitiva en Xk, para cualquier k > 2. Veamos que,

f×(k+1) es transitiva en Xk+1. Esto es, basta probarlo para básicos. Sean U1 × U2 × · · · × Uk+1

y V1 × V2 × · · · × Vk+1 subconjuntos abiertos básicos no vaćıos en Xk+1. Veamos que m ∈ N tal

que: [(
f×(k+1)

)m
(U1 × U2 × · · · × Uk+1)

]
∩ [V1 × V2 × · · · × Vk+1] 6= ∅.

Notemos que, por la Proposición 1.1.12-(2), equivale demostrar que:

fm(U1) ∩ V1 6= ∅, fm(U2) ∩ V2 6= ∅, . . . , fm(Uk+1) ∩ Vk+1 6= ∅. (3.1.1)
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Tomemos los subconjuntos abiertos no vaćıos Uk × Vk y Uk+1 × Vk+1 en X2. Como f×2 es

transitiva en X2, existe l ∈ N tal que
[(
f×2

)l
(Uk × Vk)

]
∩ [Uk+1× Vk+1] 6= ∅. De la Proposición

1.1.12-(2), se sigue que f l(Uk)∩Uk+1 6= ∅ y f l(Vk)∩ Vk+1 6= ∅. Luego, por la Observación 2.2.5-

(2), f−l(Uk+1) ∩Uk 6= ∅ y f−l(Vk+1) ∩ Vk 6= ∅. Sean U = f−l(Uk+1) ∩Uk y V = f−l(Vk+1) ∩ Vk.
Notemos que por el Teorema 1.2.23, U y V son abiertos no vaćıos en X. Consideremos los

subconjuntos abiertos no vaćıos U1 × U2 × · · · × Uk−1 × U y V1 × V2 × · · · × Vk−1 × V en Xk.

Como f×k es transitiva en Xk, existe m ∈ N tal que:[(
f×k

)m
(U1 × U2 × · · · × Uk−1 × U)

]
∩ (V1 × V2 × · · · × Vk−1 × V ) 6= ∅.

Luego, por la Proposición 1.1.12-(2), fm(U1)∩ V1 6= ∅, fm(U2)∩ V2 6= ∅, . . . , fm(Uk−1)∩ Vk−1 6=
∅, fm(U)∩V 6= ∅. De donde, para terminar con la demostración de la afirmación (3.1.1), veamos

que fm(Uk) ∩ Vk 6= ∅ y fm(Uk+1) ∩ Vk+1 6= ∅. Dado que fm(U) ∩ V 6= ∅, existe x ∈ U tal

que fm(x) ∈ V . Como U ⊂ Uk y V ⊂ Vk entonces, x ∈ Uk y fm(x) ∈ Vk. Por lo que,

fm(Uk) ∩ Vk 6= ∅.
Nuevamente, en vista de que fm(U) ∩ V 6= ∅, existe y ∈ U tal que fm(y) ∈ V . Como U ⊂
f−l(Uk+1), se sigue que f l(y) ∈ Uk+1. Dado que fm(y) ∈ V y V ⊂ f−l(Vk+1), se tiene que

f l (fm(y)) ∈ Vk+1. Notemos que f l (fm(y)) = fm
(
f l(y)

)
. Luego, fm

(
f l(y)

)
∈ fm(Uk+1)∩Vk+1.

Por lo tanto, fm(Uk+1)∩ Vk+1 6= ∅. Aśı, la afirmación (3.1.1) queda demostrada. En conclusión,

f×(k+1) es transitiva en Xk+1.

El Teorema 3.1.17 y el Teorema 3.1.18 se demuestran aplicando el Teorema de Furstenberg,

Teorema 3.1.16. El Teorema 3.1.17 se puede encontrar en [2].

Teorema 3.1.17. Sean X un espacio métrico y f : X → X una función continua en X. Si f es

débilmente mezclante en X, entonces f es totalmente transitiva en X.

Demostración. Sean U y V subconjuntos abiertos no vaćıos en X y m ∈ N. Veamos que existe

p ∈ N tal que (fm)p (U)∩V 6= ∅. Como f es continua en X, por la Observación 1.2.22-(2), f i es

continua en X, para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m}. Luego, del Teorema 1.2.23, f−i(V ) es un subconjunto

abierto no vaćıo en X, para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m}. En vista de que f es débilmente mezclante

en X, por el Teorema de Furstenberg, la función producto f×m es transitiva en Xm. Entonces,

considerando los conjuntos abiertos no vaćıos Ui = U y Vi = f−i(V ), para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m},
existe k ∈ N tal que:[(

f×m
)k

(U1 × U2 × · · · × Um)
]
∩ [V1 × V2 × · · · × Vm] 6= ∅.

En consecuencia, de la Proposición 1.1.12-(2), fk(Ui) ∩ Vi 6= ∅, para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m}.
De donde, fk(U) ∩ f−i(V ) 6= ∅, para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m}. Dados lo números k y m, por el

algoritmo de la división, existen q, r ∈ N tales que k = qm + r y 0 ≤ r ≤ m − 1. Notemos

que 0 < m − r ≤ m. Se sigue que m − r ∈ {1, 2, . . . ,m}. Por lo que, fk(U) ∩ f−(m−r)(V ) 6= ∅.
Aśı, existe x ∈ U tal que fk(x) ∈ fk(U) y fk(x) ∈ f−(m−r)(V ). De donde, fm−r

(
fk(x)

)
∈ V .

Dado que fm−r
(
fk(x)

)
= fk+m−r(x) = f qm+r+m−r(x) = fm(q+1)(x) = (fm)q+1(x), se tiene que
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(fm)q+1 (x) ∈ V . Lo cual implica que, (fm)q+1 (x) ∈ (fm)q+1 (U) y (fm)q+1 (x) ∈ V . Pongamos

p = q+ 1. Por lo tanto, (fm)p (U)∩V 6= ∅. En conclusión, f es totalmente transitiva en X.

Terminamos esta sección con otro resultado muy útil (vea las Referencias [1, 2]).

Teorema 3.1.18. Sean X un espacio métrico compacto y f : X → X una función continua en

X. Entonces, son equivalentes:

(1) f es débilmente mezclante en X,

(2) 2f es débilmente mezclante en 2X ,

(3) 2f es transitiva en 2X .

Demostración. (1)⇒ (2) Supongamos que f es débilmente mezclante en X. Sean U1,U2,V1 y V2

subconjuntos abiertos no vaćıos en 2X . En vista del Teorema 3.1.15, veamos que existe k ∈ N tal

que
(
2f
)k

(U1)∩V2 6= ∅ y
(
2f
)k

(U2)∩V2 6= ∅. Por la definición de la base para τV , consideremos

m1,m2, n1, n2 ∈ N tales que 〈U1, U2, . . . , Um1〉 ⊂ U1, 〈U ′1, U ′2, . . . , U ′m2
〉 ⊂ U2, 〈V1, V2, . . . , Vn1〉 ⊂

V1 y 〈V ′1 , V ′2 , . . . , V ′n2
〉 ⊂ V2. Tomemos l = máx{m1,m2, n1, n2} y consideremos los subconjuntos

abiertos no vaćıos 〈U1, U2, . . . , Ul〉, 〈U ′1, U ′2, . . . , U ′l 〉, 〈V1, V2, . . . , Vl〉 y 〈V ′1 , V ′2 , . . . , V ′l 〉 tales que:

〈U1, U2, . . . , Ul〉 ⊂ 〈U1, U2, . . . , Um1〉 ⊂ U1,

〈U ′1, U ′2, . . . , U ′l 〉 ⊂ 〈U ′1, U ′2, . . . , U ′m2
〉 ⊂ U2,

〈V1, V2, . . . , Vl〉 ⊂ 〈V1, V2, . . . , Vn1〉 ⊂ V1 y

〈V ′1 , V ′2 , . . . , V ′l 〉 ⊂ 〈V ′1 , V ′2 , . . . , V ′n2
〉 ⊂ V2.

Dado que f es débilmente mezclante en X, entonces por el Teorema 3.1.16, f×2l es transitiva.

Entonces, considerando los subconjuntos abiertos no vaćıos U1×U2×· · ·×Ul×U ′1×U ′2×· · ·×U ′l
y V1 × V2 × · · · × Vl × V ′1 × V ′2 × · · · × V ′l en X2l, existe k ∈ N tal que:[(

f×2l
)k

(U1 × · · · × Ul × U ′1 × · · · × U ′l )
]
∩
[
V1 × · · · × Vl × V ′1 × · · · × V ′l

]
6= ∅.

Esto es, de la Proposición 1.1.12-(2), fk(U1) ∩ V1 6= ∅, fk(U2) ∩ V2 6= ∅, . . . , fk(Ul) ∩ Vl 6= ∅ y

fk(U ′1)∩V ′1 6= ∅, fk(U ′2)∩V ′2 6= ∅, . . . , fk(U ′l )∩V ′l 6= ∅. De aqúı, podemos considerar los siguientes

puntos en X.

x1 ∈ U1 tal que fk(x1) ∈ V1,

x2 ∈ U2 tal que fk(x2) ∈ V2,
...

xl ∈ Ul tal que fk(xl) ∈ Vl,
x′1 ∈ U ′1 tal que fk(x′1) ∈ V ′1 ,
x′2 ∈ U ′2 tal que fk(x′2) ∈ V ′2 ,

...

x′l ∈ U ′l tal que fk(x′l) ∈ V ′l .
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Notemos que {x1, x2, . . . , xl} ⊂
l⋃

i=1
Ui y {x1, x2, . . . , xl}∩Ui 6= ∅, para cada i ∈ {1, 2, . . . , l}. Aśı,

{x1, x2, . . . , xl} ∈ 〈U1, U2, . . . , Ul〉. Similarmente, {x′1, x′2, . . . , x′l} ⊂
l⋃

i=1
U ′i y {x′1, x′2, . . . , x′l} ∩

U ′i 6= ∅, para cada i ∈ {1, 2, . . . , l}. Aśı, {x′1, x′2, . . . , x′l} ∈ 〈U ′1, U ′2, . . . , U ′l 〉.
Observemos que fk({x1, x2, . . . , xl}) = {fk(x1), fk(x2), . . . , fk(xl)} y fk({x′1, x′2, . . . , x′l}) =

{fk(x′1), fk(x′2), . . . , fk(x′l)}. En consecuencia,

fk({x1, x2, . . . , xl}) ∈ 〈V1, V2, . . . , Vl〉 y fk({x′1, x′2, . . . , x′l}) ∈ 〈V ′1 , V ′2 , . . . , V ′l 〉.

En vista de que {x1, x2, . . . , xl} ∈ 〈U1, U2, . . . , Ul〉 y fk({x1, x2, . . . , xl}) ∈ 〈V1, V2, . . . , Vl〉, obte-

nemos que
(
2f
)k

({x1, x2, . . . , xl}) ∈
(
2f
)k

(〈U1, U2, . . . , Ul〉) ∩ 〈V1, V2, . . . , Vl〉. Por lo que,

(
2f
)k

(〈U1, U2, . . . , Ul〉) ∩ 〈V1, V2, . . . , Vl〉 6= ∅.

Similarmente, como {x′1, x′2, . . . , x′l} ∈ 〈U ′1, U ′2, . . . , U ′l 〉 y fk({x′1, x′2, . . . , x′l}) ∈ 〈V ′1 , V ′2 , . . . , V ′l 〉,
obtenemos que

(
2f
)k

({x′1, x′2, . . . , x′l}) ∈
(
2f
)k

(〈U ′1, U ′2, . . . , U ′l 〉) ∩ 〈V ′1 , V ′2 , . . . , V ′l 〉. Por lo que,

(
2f
)k

(〈U ′1, U ′2, . . . , U ′l 〉) ∩ 〈V ′1 , V ′2 , . . . , V ′l 〉 6= ∅.

Por la forma en que tomamos los conjuntos 〈U ′1, U ′2, . . . , U ′l 〉 y 〈V ′1 , V ′2 , . . . , V ′l 〉, concluimos que(
2f
)k

(U1) ∩ V1 6= ∅ y
(
2f
)k

(U2) ∩ V2 6= ∅. Por lo tanto, 2f es débilmente mezclante en 2X .

(2) ⇒ (3) Se sigue de la Proposición 2.2.14.

(3)⇒ (1) Supongamos que 2f es transitiva en 2X . Para demostrar que f es débilmente mezclante

en X, usamos la parte (3) del Teorema 3.1.15. Sean U, V1 y V2 subconjuntos abiertos no vaćıos

de X. Veamos que, existe k ∈ N tal que fk(U) ∩ V1 6= ∅ y fk(U) ∩ V2 6= ∅.
Consideremos los subconjuntos abiertos 〈U〉 y 〈V1, V2〉 de 2X . Como U es no vaćıo, por la

Proposición 1.3.25, 〈U〉 es un subconjunto abierto no vaćıo de 2X . En vista de que, V1 y V2

son no vaćıos, existen x1 ∈ V1 y x2 ∈ V2. Aśı, {x1, x2} ∈ 〈V1, V2〉. Por lo que, 〈V1, V2〉 es un

subconjunto abierto no vaćıo en 2X .

Como 2f es transitiva en 2X , existe k ∈ N tal que
(
2f
)k

(〈U〉) ∩ 〈V1, V2〉 6= ∅. Aśı, por la

Observación 2.2.5-(1), existe A ∈ 〈U〉 tal que (2f )k(A) ∈ 〈V1, V2〉. Es decir, fk(A) ∈ 〈V1, V2〉.
Luego, fk(A) ∩ V1 6= ∅ y fk(A) ∩ V2 6= ∅. Dado que A ∈ 〈U〉, A ⊂ U . Luego, fk(A) ⊂ fk(U).

Por lo que, fk(U) ∩ V1 6= ∅ y fk(U) ∩ V2 6= ∅. En conclusión, por el Teorema 3.1.15-(3), f es

débilmente mezclante en X.

El siguiente diagrama se obtiene de la definición de transitividad, de la Proposición 2.2.17

y del Teorema 3.1.17. Aqúı resumimos las relaciones entre las funciones dinámicas que hemos

presentado.
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Débilmente Mezclante

��
Totalmente transitiva

��
Caótica // Transitiva Minimaloo

Diagrama 2: Relaciones entre funciones dinámicas.

Sección 3.2

Transitividad de 2f y C(f)

En esta sección estudiamos todas las posibles implicaciones existentes entre las afirmaciones

siguientes:

(1) f es transitiva;

(2) 2f es transitiva;

(3) C(f) es transitiva.

Básicamente, demostramos que las implicaciones (2) ⇒ (1) y (3) ⇒ (1) son válidas, mientras

que las demás implicaciones en general no. Sin embargo, agregándole una condición extra al

dominio de la función f , además de obtener las implicaciones válidas indicadas previamente, se

obtiene la implicación (3) ⇒ (2). Cuando una implicación no es válida detallamos el respectivo

contraejemplo. En esencia, estamos resolviendo el problema de saber si la dinámica individual

implica la dinámica colectiva y viceversa.

Comenzamos con los dos teoremas siguientes. Cabe señalar que incluimos dos demostraciones

por cada uno. Una de ellas es mediante el uso de la métrica de Hausdorff y la otra es utilizando

la topoloǵıa de Vietoris. La idea de esto es comparar el uso de las dos técnicas que pueden

emplearse en los hiperespacios.

Teorema 3.2.1. Sean (X, d) un espacio métrico compacto y f : X → X una función continua

en X. Si la función inducida 2f : 2X → 2X es transitiva en 2X , entonces f es transitiva en X.

Demostración 1. Sean U y V subconjuntos abiertos no vaćıos en X. Veamos que existe k ∈ N
tal que fk(U) ∩ V 6= ∅. Consideremos a ∈ U y b ∈ V . Existe δ1 > 0 tal que Bd(a, δ1) ⊂ U y

existe δ2 > 0 tal que Bd(b, δ2) ⊂ V . Sea ε = mı́n{δ1, δ2}. Luego, Bd(a, ε) ⊂ Bd(a, δ1) ⊂ U y

Bd(b, ε) ⊂ Bd(b, δ2) ⊂ V . Notemos que BH({a}, ε) y BH({b}, ε) son subconjuntos abiertos no



68

vaćıos en 2X . Como 2f es transitiva en 2X , existe k ∈ N tal que
(
2f
)k

(BH({a}, ε))∩BH({b}, ε) 6=
∅. En consecuencia, por la Observación 2.2.5-(1), existe A ∈ BH({a}, ε) tal que

(
2f
)k

(A) ∈
BH({b}, ε). Aśı, H({a}, A) < ε y H

(
{b},

(
2f
)k

(A)
)
< ε. De aqúı, por la Proposición 1.3.16, en

particular, A ⊂ N(ε, {a}) y
(
2f
)k

(A) ⊂ N(ε, {b}). Sea x ∈ A. Aśı, tenemos que d(x, {a}) < ε y

d
(
fk(x), {b}

)
< ε. De aqúı que, d(x, a) < ε y d

(
fk(x), b

)
< ε. Es decir, x ∈ Bd(a, ε) y fk(x) ∈

Bd(b, ε). Luego, fk(x) ∈ fk(Bd(a, ε)) y fk(x) ∈ Bd(b, ε). Por lo que, fk(Bd(a, ε))∩Bd(b, ε) 6= ∅.
De donde, fk(U) ∩ V 6= ∅. Por lo tanto, f es transitiva en X. �

Demostración 2. Sean U y V subconjuntos abiertos y no vaćıos de X. Veamos que, existe k ∈ N
tal que fk(U)∩V 6= ∅. Notemos que 〈U〉 y 〈V 〉 son subconjuntos abiertos no vaćıos en 2X . Como

2f es transitiva en 2X , existe k ∈ N tal que [(2f )k(〈U〉)] ∩ 〈V 〉 6= ∅. Luego, de la Proposición

1.3.25 que 〈fk(U)〉 ∩ 〈V 〉 6= ∅. De donde, por la Proposición 1.3.6-(1), 〈fk(U) ∩ V 〉 6= ∅. En

consecuencia, de la Proposición 1.3.6-(2), fk(U) ∩ V 6= ∅. Por lo tanto, f es transitiva en X. �

Con argumentos similares a los dados en ambas demostraciones del Teorema 3.2.1 podemos

probar el Teorema 3.2.2.

Teorema 3.2.2. Sean (X, d) un espacio métrico compacto y f : X → X una función continua en

X. Si la función inducida C(f) : C(X)→ C(X) es transitiva en C(X), entonces f es transitiva

en X.

Demostración 1. Sean U y V subconjuntos abiertos no vaćıos en X. Veamos que, existe k ∈ N tal

que fk(U) ∩ V 6= ∅. Consideremos a ∈ U y b ∈ V , existen ε1 > 0 y ε2 > 0 tales que Bd(a, ε1) ⊂
U y Bd(b, ε2) ⊂ V. Tomemos ε = mı́n{ε1, ε2}. Luego, Bd(a, ε) ⊂ Bd(a, ε1) ⊂ U y Bd(b, ε) ⊂
Bd(b, ε2) ⊂ V. Notemos que BH({a}, ε) y BH({b}, ε) son subconjuntos abiertos no vaćıos en 2X .

Además, BH({a}, ε)∩C(X) y BH({b}, ε)∩C(X) son subconjuntos abiertos no vaćıos en C(X).

Dado que C(f) es transitiva en C(X), existe k ∈ N tal que:[
(C(f))k (BH({a}, ε) ∩ C(X))

]
∩ [BH({b}, ε) ∩ C(X)] 6= ∅.

Esto es, de la Observación 2.2.5-(1), existe A ∈ BH({a}, ε) ∩ C(X) tal que (C(f))k(A) ∈
BH({b}, ε) ∩ C(X). Entonces, H({a}, A) < ε, y dado que (C(f))k(A) = fk(A), se tiene que

H({b}, fk(A)) < ε. Por la Proposición 1.3.16, en particular, A ⊂ N(ε, {a}) y fk(A) ⊂ N(ε, {b}).
Consideremos x ∈ A. Aśı, d(a, x) < ε y como fk(x) ∈ fk(A), d

(
fk(x), b

)
< ε. De donde,

x ∈ Bd(a, ε) y fk(x) ∈ Bd(b, ε). Luego, fk(x) ∈ fk(Bd(a, ε)) y fk(x) ∈ Bd(b, ε). Lo cual implica

que, fk(Bd(a, ε)) ∩Bd(b, ε) 6= ∅. Por lo tanto, fk(U) ∩ V 6= ∅. En conclusión, f es transitiva en

X. �

Demostración 2. Sean U y V subconjuntos abiertos y no vaćıos de X. Veamos que, existe k ∈ N
tal que fk(U) ∩ V 6= ∅. Dados los subconjuntos abiertos U y V , se tiene que, 〈U〉 ∩ C(X) y
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〈V 〉 ∩ C(X) son subconjuntos abiertos no vaćıos en C(X). Como C(f) es transitiva en C(X),

existe k ∈ N tal que: [
(C(f))k(〈U〉 ∩ C(X))

]
∩ [〈V 〉 ∩ C(X)] 6= ∅.

Luego, de la Observación 2.2.5, existe A ∈ 〈U〉 ∩ C(X) tal que (C(f))k(A) ∈ 〈V 〉 ∩ C(X). De

donde, A ⊂ U y fk(A) ⊂ V. De aqúı, como fk(A) ⊂ fk(U), obtenemos que fk(U) ∩ V 6= ∅. En

conclusión, f es transitiva en X. �

Veremos en la Proposición 3.2.13 que si C(f) es transitiva no implica que 2f sea transitiva

cuando el espacio X es compacto. Sin embargo, si al dominio de f le agregamos la hipótesis de

conexidad obtenemos que si C(f) es transitiva, entonces 2f es transitiva. Más aún, tenemos lo

siguiente.

Teorema 3.2.3. Sean X un continuo y f : X → X una función continua en X. Si C(f) :

C(X)→ C(X) es transitiva en C(X), entonces f es débilmente mezclante en X.

Demostración. Sean U, V1 y V2 subconjuntos abiertos no vaćıos de X. En vista del Teorema

3.1.15-(3), veamos que existe k ∈ N tal que fk(U) ∩ V1 6= ∅ y fk(U) ∩ V2 6= ∅. Notemos que

〈U〉 ∩ C(X) y 〈V1, V2, X〉 ∩ C(X) son subconjuntos abiertos de C(X). Puesto que U es un

subconjunto no vaćıo en X, existe x ∈ U . Es decir, {x} ∈ 〈U〉 ∩ C(X). Además, dado que X ∈
C(X), X ⊂ V1∪V2∪X y X∩V1 6= ∅, X∩V2 6= ∅ y X∩X 6= ∅, se sigue que X ∈ 〈V1, V2, X〉∩C(X).

En consecuencia, 〈U〉∩C(X) y 〈V1, V2, X〉∩C(X) son subconjuntos abiertos no vaćıos en C(X).

Dado que C(f) es transitiva en C(X), existe k ∈ N tal que
[
(C(f))k(〈U〉 ∩ C(X))

]
∩[〈V1, V2, X〉∩

C(X)] 6= ∅. Lo cual implica que, por la Observación 2.2.5-(1), existe A ∈ 〈U〉 ∩ C(X) tal que

fk(A) ∈ 〈V1, V2, X〉 ∩ C(X). Aśı, fk(A) ∩ V1 6= ∅ y fk(A) ∩ V2 6= ∅. En vista de que, A ∈ 〈U〉,
esto es, A ⊂ U , tenemos, fk(A) ⊂ fk(U). Por lo tanto, fk(U) ∩ V1 6= ∅ y fk(U) ∩ V2 6= ∅. En

conclusión, del Teorema 3.1.15-(3), f es débilmente mezclante en X.

Corolario 3.2.4. Sean X un continuo y f : X → X una función continua en X. Si C(f) :

C(X)→ C(X) es transitiva en C(X), entonces 2f : 2X → 2X es transitiva en 2X .

Demostración. Por el Teorema 3.2.3, se sigue que f es débilmente mezclante en X. Luego, del

Teorema 3.1.18, 2f es transitiva en 2X .

Corolario 3.2.5. Sean X un continuo y f : X → X una función continua en X. Si C(f) :

C(X)→ C(X) es transitiva en C(X), entonces f es transitiva en X.

Demostración. La demostración se sigue del Corolario 3.2.4 y los Teoremas 3.1.18 y 3.1.17.

Por otro lado, retomando la dinámica de la función tienda, ahora analizamos la transitividad

de su inducida C(T ).
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Teorema 3.2.6. La función inducida C(T ) : C([0, 1])→ C([0, 1]) no es transitiva en C([0, 1]).

Demostración. Por la Observación 2.2.6, es suficiente mostrar subconjuntos abiertos no vaćıos

U y V en C([0, 1]) tales que, para todo p ∈ N, se cumple que [(C(T ))p (U)] ∩ V = ∅.

Afirmación 1. Para todo K ∈ BH
(
[0, 1], 1

10

)
∩ C([0, 1]), se tiene que 2

3 ∈ K.

En efecto, sea K ∈ BH
(
[0, 1], 1

10

)
∩ C([0, 1]). Luego H([0, 1],K) < 1

10 . Aśı, por la Proposición

1.3.16, en particular K ⊂ N
(

1
10 , [0, 1]

)
. Supongamos que 2

3 6∈ K. Aśı, 2
3 6∈ N

(
1
10 , [0, 1]

)
. En

consecuencia, para todo y ∈ [0, 1], se tiene que |y − 2
3 | ≥

1
10 . En particular para y = 2

3 se tiene

que, 0 ≥ 1
10 lo cual es una contradicción. Por lo tanto, 2

3 ∈ K. ♦

Afirmación 2. Para todo K ∈ BH
(
[0, 1], 1

10

)
∩ C([0, 1]) y para todo p ∈ N, se tiene que

2
3 ∈ (C(T ))p(K).

En efecto, consideremos K ∈ BH
(
[0, 1], 1

10

)
∩ C([0, 1]) y p ∈ N. Por Afirmación 1, se tiene

que {2
3} ⊂ K. Luego, (C(T ))p

(
{2

3}
)
⊂ (C(T ))p(K). Esto es, {T p(2

3)} ⊂ (C(T ))p(K). Es decir,

T p
(

2
3

)
∈ (C(T ))p(K). Sabemos de la Proposición 2.1.7 que 2

3 es punto fijo de T . Aśı, obtenemos

que T p
(

2
3

)
= 2

3 . Por lo tanto, 2
3 ∈ (C(T ))p(K). ♦

Afirmación 3. Para todo F ∈ BH
(
{0}, 1

10

)
∩ C([0, 1]), se tiene que F ⊂

[
0, 1

10

]
.

En efecto, sea F ∈ BH
(
{0}, 1

10

)
∩ C([0, 1]). Entonces H({0}, F ) < 1

10 . Aśı, por la Proposición

1.3.16, en particular, F ⊂ N
(

1
10 , {0}

)
. Luego, F ⊂ BH

(
{0}, 1

10

)
=
[
0, 1

10

)
⊂
[
0, 1

10

]
. Por lo

tanto, F ⊂
[
0, 1

10

]
. ♦

Afirmación 4. Para todo F ∈ BH
(
{0}, 1

10

)
∩ C([0, 1]) y y ∈ F , se tiene que | 2

3 − y |≥
17
30 .

En efecto, sea F ∈ BH
(
{0}, 1

10

)
∩C([0, 1]). Por Afirmación 3, F ⊂

[
0, 1

10

]
. Dado y ∈ F , tenemos

que 0 ≤ y ≤ 1
10 . Aśı, −y ≥ − 1

10 . Por lo que, | 2
3 − y |≥

17
30 . ♦

Afirmación 5. Para todo K ∈ BH
(
[0, 1], 1

10

)
∩C([0, 1]), para todo F ∈ BH

(
{0}, 1

10

)
∩C([0, 1])

y para todo p ∈ N, se tiene que H((C(T ))p(K), F ) ≥ 17
30 .

En efecto, dados K ∈ BH
(
[0, 1], 1

10

)
∩C([0, 1]), F ∈ BH

(
{0}, 1

10

)
∩C([0, 1]) y p ∈ N, supongamos

que H((C(T ))p(K), F ) < 17
30 . Luego, por la Proposición 1.3.16, en particular, (C(T ))p(K) ⊂

N
(

17
30 , F

)
. Además, por la Afirmación 2, 2

3 ∈ (C(T ))p. En consecuencia, 2
3 ∈ N

(
17
30 , F

)
. Aśı,

d
(

2
3 , F

)
< 17

30 . Por lo que, existe y ∈ F tal que d
(

2
3 , y
)
< 17

30 . Es decir, existe y ∈ F tal que

| 2
3 − y |<

17
30 lo cual es una contradicción a la Afirmación 4, puesto que para cualquier y ∈ F ,

| 2
3 − y |≥

17
30 . Por lo tanto, H((C(T ))p(K), F ) ≥ 17

30 . ♦

Finalmente, sean U = BH
(
[0, 1], 1

10

)
∩C([0, 1]) y V = BH

(
{0}, 17

30

)
∩C([0, 1]). Es claro que U y V

son conjuntos abiertos no vaćıos en C([0, 1]). Consideremos K ∈ U , {0} ∈ BH
(
{0}, 1

10

)
∩C([0, 1])

y p ∈ N cualesquiera. Por la Afirmación 5, se tiene que H((C(T ))p(K), {0}) ≥ 17
30 . Luego,

(C(T ))p(K) 6∈ BH
(
{0}, 17

30

)
∩ C([0, 1]). Aśı, (C(T ))p(K) ∈ (C(T ))p(U) y (C(T ))p(K) 6∈ V. Por

lo que, [(C(T ))p(U)] ∩ V = ∅. En conclusión, por la Observación 2.2.6, C(T ) no es transitiva en
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C([0, 1]).

Teorema 3.2.7. Consideremos la función g : [0, 1] → [0, 1] como en el Ejemplo 1.2.27. La

función inducida 2g : 2[0,1] → 2[0,1] no es transitiva en 2[0,1].

Demostración. Para ver que 2g no es transitiva demostramos las siguientes afirmaciones.

Afirmación 1. Sea A ∈ 2[0,1]. Se cumple lo siguiente:

(1) Si A ⊂
[
0, 1

2

]
, entonces H(A, [0, 1]) ≥ 1

2 .

(2) Si A ⊂
[

1
2 , 1
]
, entonces H(A, [0, 1]) ≥ 1

2 .

En efecto, sea A ∈ 2[0,1].

(1) Consideremos A ⊂
[
0, 1

2

]
. Supongamos que H(A, [0, 1]) < 1

2 . Luego, por la Proposición

1.3.16, en particular, [0, 1] ⊂ N
(

1
2 , A

)
. Es decir, para todo x ∈ [0, 1], existe ax ∈ A tal que

d(x, ax) < 1
2 . Esto es, para todo x ∈ [0, 1], existe ax ∈ A tal que |x − ax| < 1

2 . En particular,

para x = 1, existe a1 ∈ A tal que |1 − a1| < 1
2 . Lo cual es una contradicción, puesto que, para

todo a ∈ A ⊂ [0, 1
2 ], |1− a| ≥ 1

2 . Por lo tanto, H(A, [0, 1]) ≥ 1
2 .

(2) Consideremos A ⊂
[

1
2 , 1
]
. Supongamos que H(A, [0, 1]) < 1

2 . Aśı, por la Proposición 1.3.16,

en particular [0, 1] ⊂ N
(

1
2 , A

)
. Es decir, para todo x ∈ [0, 1], existe ax ∈ A tal que d(x, ax) < 1

2 .

Esto es, para todo x ∈ [0, 1], existe ax ∈ A tal que |x−ax| < 1
2 . En particular, para x = 0, existe

a0 ∈ A tal que |0−a0| < 1
2 . Luego, a0 <

1
2 . Lo cual es una contradicción, puesto que a0 ∈

[
1
2 , 1
]
.

Por lo tanto, H(A, [0, 1]) ≥ 1
2 . ♦

Afirmación 2. Si A ∈ BH
(
{0}, 1

2

)
⊂ 2[0,1], entonces A ⊂

[
0, 1

2

)
.

En efecto, consideremos A ∈ BH
(
{0}, 1

2

)
. Luego, H({0}, A) < 1

2 . Aśı, por la Proposición

1.3.9, ρ({0}, A) < 1
2 y ρ(A, {0}) < 1

2 . En vista de que ρ({0}, A) = d(0, A) y ρ(A, {0}) =

máx{d(a, {0}) : a ∈ A}, se tiene que d(0, A) < 1
2 y máx{d(a, {0}) : a ∈ A} < 1

2 . En conse-

cuencia, mı́n{d(0, a) : a ∈ A} < 1
2 y máx{d(a, {0}) : a ∈ A} < 1

2 . Esto es, mı́n{|a| : a ∈ A} <
1
2 y máx{|a| : a ∈ A} < 1

2 . Dado que A ⊂ [0, 1], se tiene que mı́nA < 1
2 y máxA < 1

2 . Es decir,

0 ≤ a < 1
2 , para todo a ∈ A. Por lo tanto, A ⊂

[
0, 1

2

)
. ♦

Afirmación 3. Para todo subconjunto A no vaćıo en
[
0, 1

2

]
y para cualquier k ∈ N, se cumple

g2k+1(A) ⊂
[

1
2 , 1
]

y g2k+2(A) ⊂
[
0, 1

2

]
.

En efecto, consideremos A un subconjunto no vaćıo en
[
0, 1

2

]
y k ∈ N. Si a ∈

[
0, 1

4

]
, enton-

ces g(a) ∈
[

1
2 , 1
]
. Si a ∈

[
1
4

1
2

]
, entonces g(a) ∈

[
1
2 , 1
]
. En consecuencia, del Lema 3.1.10, existe

l ∈ {0, 1, 2, . . . , 2k−1} tal que g(a) ∈
[

2k+l
2k+1 ,

2k+l+1
2k+1

]
. Por el Lema 3.1.9, se tiene que las funciones

g2k|[ 2k+l

2k+1 ,
2k+l+1

2k+1

] :

[
2k + l

2k+1
,
2k + l + 1

2k+1

]
→
[

1

2
, 1

]
y

g2k+1|[ 2k+l

2k+1 ,
2k+l+1

2k+1

] :

[
2k + l

2k+1
,
2k + l + 1

2k+1

]
→
[
0,

1

2

]
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son homeomorfismos. Luego, g2k(g(a)) = g2k+1(a) ∈
[

1
2 , 1
]

y g2k+1(g(a)) = g2k+2(a) ∈
[
0, 1

2

]
.

Por lo tanto, g2k+1(A) ⊂
[

1
2 , 1
]

y g2k+2(A) ⊂
[
0, 1

2

]
. ♦

Finalmente, tomemos los subconjuntos abiertos no vaćıos U = BH
(
{0}, 1

2

)
y V = BH

(
[0, 1], 1

2

)
en 2[0,1]. Por la Observación 2.2.6, veamos que, para todo k ∈ N, se cumple que (2g)k (U)∩V = ∅.
Sea A ∈ U . Luego, por la Afirmación 2, A ⊂

[
0, 1

2

]
. Aśı, por la Afirmación 3, para cualquier

k ∈ N, se tiene que g2k+1(A) ⊂
[

1
2 , 1
]

y g2k+2(A) ⊂
[
0, 1

2

]
. De la Afirmación 1, se obtiene que

H
(
gk(A), [0, 1]

)
≥ 1

2 . Es decir, gk(A) 6∈ V. En consecuencia, gk(A) ∈ (2g)k (U) y gk(A) 6∈ V.
Esto es, (2g)k (U)∩V = ∅. Por lo tanto, de la Observación 2.2.6, 2g no es una función transitiva

en 2[0,1].

Los siguiente dos resultados están dedicados al análisis de la dinámica colectiva de la función

máquina de sumar (vea la Definición 2.2.27).

Teorema 3.2.8. Sean Σ2 el espacio de sucesiones infinitas de ceros y unos y τ : Σ2 → Σ2 la

función máquina de sumar en el espacio Σ2. La función inducida C(τ) : C(Σ2) → C(Σ2) es

transitiva en Σ2.

Demostración. Primero veamos la siguiente afirmación.

Afirmación 1. Los hiperespacios C(Σ2) y F1(Σ2) de Σ2, cumplen que C(Σ2) = F1(Σ2).

En efecto, sea s ∈ Σ2. Observemos que del Ejemplo 1.2.14-(3), Σ2 es totalmente disconexo. Es

decir, la componente conexa de s, Cs, sólo consta de s, esto es, Cs = {s} (vea la Definición

1.2.13-(D)). Aśı, {s} es conexo en Σ2. Esto es, {s} ∈ C(Σ2) y {s} ∈ F1(Σ2). Por lo tanto,

C(Σ2) = F1(Σ2). ♦

Ahora, por el Corolario 2.2.36-(3) , τ : Σ2 → Σ2 es transitiva en Σ2. Luego, por la Proposición

3.1.4, F1(τ) : F1(Σ2)→ F1(Σ2) es transitiva en F1(Σ2). Aśı, por la Afirmación 1, C(τ) : C(Σ2)→
C(Σ2) es transitiva en C(Σ2).

Proposición 3.2.9. Sean Σ2 el espacio de sucesiones infinitas de ceros y unos y τ : Σ2 → Σ2 la

función máquina de sumar en el espacio Σ2. La función inducida 2τ : 2Σ2 → 2Σ2 no es transitiva

en 2Σ2 .

Demostración. Por la Proposición 2.2.37, τ no es totalmente transitiva en Σ2. Luego, por la

negación del Teorema 3.1.17, τ no es débilmente mezclante en Σ2. Por lo tanto, del Teorema

3.1.18, 2τ no es transitiva en 2Σ2 .

Proposición 3.2.10. Existe un espacio métrico compacto X y existe una función continua

f : X → X transitiva en X tal que su inducida C(f) : C(X)→ C(X) no es transitiva en C(X).
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Demostración. El espacio métrico compacto es el intervalo cerrado [0, 1] y la función es la función

tienda T : [0, 1]→ [0, 1] (vea la Ejemplo 1.2.26). En efecto, hemos probado en el Teorema 2.2.3

que T es transitiva en [0, 1]. Más aún, por el Teorema 3.2.6, la función inducida C(T ) : C([0, 1])→
C([0, 1]) no es transitiva en [0, 1].

Proposición 3.2.11. Existe un espacio métrico compacto X y existe una función continua

f : X → X tal que su inducida 2f : 2X → 2X es transitiva en 2X pero su inducida C(f) :

C(X)→ C(X) no es transitiva en C(X).

Demostración. El espacio métrico compacto es el intervalo cerrado [0, 1] y la función es la función

tienda T : [0, 1]→ [0, 1] (vea la Ejemplo 1.2.26). Se ha visto en el Teorema 2.3.4 que 2T : 2[0,1] →
2[0,1] es transitiva en 2[0,1]. Además, por el Teorema 3.2.6, la función inducida C(T ) : C([0, 1])→
C([0, 1]) no es transitiva en [0, 1].

Proposición 3.2.12. Existe un espacio métrico compacto X y existe una función continua

f : X → X transitiva en X tal que su inducida 2f : 2X → 2X no es transitiva en 2X .

Demostración. El espacio métrico compacto es el intervalo cerrado [0, 1] y la función es la función

g : [0, 1] → [0, 1] definida en el Ejemplo 1.2.27. Hemos probado en el Teorema 3.1.14 que g es

transitiva en [0, 1]. Más aún, por el Teorema 3.2.7, la función inducida 2g : 2[0,1] → 2[0,1] no es

transitiva en 2[0,1].

Proposición 3.2.13. Existe un espacio métrico compacto X y existe una función continua

f : X → X tal que su inducida C(f) : C(X) → C(X) es transitiva en C(X) y su inducida

2f : 2X → 2X no es transitiva en 2X .

Demostración. El espacio métrico compacto es Σ2 (vea Ejemplo 1.2.16-(3)). La función es la

función máquina de sumar τ : Σ2 → Σ2, en la Proposición 2.2.33 vimos que τ es continua. Más

aún, hemos demostrado en el Teorema 3.2.8 que C(τ) : C(Σ2)→ C(Σ2) es transitiva en C(Σ2).

Además, de la Proposición 3.2.9, la función inducida 2τ : 2Σ2 → 2Σ2 no es transitiva en 2Σ2 .

Con todo el análisis que hemos hecho en esta sección se resuelve el problema de hallar todas

las implicaciones o no implicaciones existentes, entre las siguientes afirmaciones:

(1) f es transitiva;

(2) 2f es transitiva;

(3) C(f) es transitiva.
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Esto se puede ver en los siguientes dos diagramas. En el Diagrama 2 el dominio de las fun-

ciones es un espacio métrico compacto. Los Teoremas 3.2.1 y 3.2.2 nos brindan las implicaciones

que śı se cumplen (
√

) y las Proposiciones 3.2.10, 3.2.11, 3.2.12 y 3.2.13 las que no (×).

f

×

��

×

��
2f

× //

√

FF

C(f)

√

ZZ

×
oo

Diagrama 3: Relaciones entre funciones con respecto a la transitividad, donde el dominio de las

funciones es un espacio métrico compacto.

En el Diagrama 3 el dominio de las funciones es un continuo, los Teoremas 3.2.1, 3.2.2

y el Corolario 3.2.4 nos aseguran las implicaciones que śı se cumplen (
√

). Por otro lado, las

Proposiciones 3.2.10, 3.2.11 y 3.2.12 las implicaciones que no se cumplen (×).

f

×

��

×

��
2f

× //

√

FF

C(f)

√

ZZ

√oo

Diagrama 4: Relaciones entre funciones con respecto a la transitividad, donde el dominio de las

funciones es un continuo.

Sección 3.3

Un poco más de dinámica colectiva

A partir de los resultados que hemos obtenido en las Secciones 3.1 y 3.2, en la presente

sección hacemos una recopilación de las propiedades dinámicas de las funciones inducidas 2T ,

C(T ), 2g y 2τ . A saber, indicamos cuales de estas funciones son o no son caóticas, totalmente

transitivas, débilmente mezclantes o minimales.

Comenzamos con los resultados referentes a la función tienda (vea la Definición 1.2.26).

Corolario 3.3.1. La función inducida 2T : 2[0,1] → 2[0,1] es débilmente mezclante en 2[0,1].
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Demostración. Hemos visto en el Teorema 2.3.4 que 2T es transitiva en 2[0,1]. Aśı, por el Teorema

3.1.18, se obtiene que 2T es débilmente mezclante.

Corolario 3.3.2. La función inducida 2T : 2[0,1] → 2[0,1] es totalmente transitiva en 2[0,1].

Demostración. En vista de la Proposición 3.3.1, se tiene que 2T es débilmente mezclante en

2[0,1]. Aśı, por el Teorema 3.1.17 obtenemos que 2T es totalmente transitiva.

Finalmente, respecto a la dinámica colectiva de la función tienda obtenemos el siguiente

corolario, el cual se sigue del Teorema 3.2.6 y del Diagrama 1 del Caṕıtulo 3, Sección 3.1.

Corolario 3.3.3. La función inducida C(T ) : C([0, 1]) → C([0, 1]) cumple las siguientes pro-

piedades:

(1) C(T ) no es caótica en C([0, 1]).

(2) C(T ) no es totalmente transitiva en C([0, 1]).

(3) C(T ) no es débilmente mezclante en C([0, 1]).

(4) C(T ) no es minimal en C([0, 1]).

Por otro lado, las consecuencias que se obtienen referentes a la dinámica colectiva de la

función g (vea Ejemplo 1.2.27), son las que se desprenden del Teorema 3.2.7 y del Diagrama 1

del Caṕıtulo 3, Sección 3.1.

Corolario 3.3.4. La función inducida 2g : 2[0,1] → 2[0,1] cumple las siguientes propiedades:

(1) 2g no es caótica en 2[0,1].

(2) 2g no es totalmente transitiva en 2[0,1].

(3) 2g no es débilmente mezclante en 2[0,1].

(4) 2g no es minimal en 2[0,1].

Por último, el análisis de la dinámica de la función inducida 2τ , de la función τ , (vea Definición

2.2.27), se sigue de la Proposición 3.2.9 y del Diagrama 1 del Caṕıtulo 3, Sección 3.1.

Corolario 3.3.5. La función inducida 2τ : 2Σ2 → 2Σ2 cumple las siguientes propiedades:

(1) 2τ no es caótica en 2Σ2 .

(2) 2τ no es totalmente transitiva en 2Σ2 .

(3) 2τ no es débilmente mezclante en 2Σ2 .

(4) 2τ no es minimal en 2Σ2 .
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Caṕıtulo 4

Aproximación a fractales

El estudio de los fractales es reciente ya que es a final del siglo pasado cuando surgen estudios

respecto a este tema. En [14], se puede ver que la naturaleza ha inspirado a conocer acerca de

fractales. Sin embargo, aún en el presente no se tiene una definición matemática universal de

fractal. Usualmente, un fractal es conocido como un objeto geométrico que es autosimilar, es

decir, el objeto geométrico es exacto o similar a una parte de si mismo, esto se visualiza en

Figura 4.1. En [3], se menciona que dado un espacio métrico X, los fractales “ viven ” en 2X .

Por tal motivo es importante el estudio de los hiperespacios y las funciones inducidas ya que

esto da la pauta para conocer más sobre los fractales.

(a) La curva de Koch es autosimilar (b) Un objeto geométrico autosimilar

Figura 4.1: Gráfica de la propiedad de autosimilitud en los fractal.

En la Sección 4.1 se realiza una breve recopilación de los resultados que sustentan matemáti-

camente la construcción de fractales y en la Sección 4.2 se muestra detalladamente tres formas

de construir fractales, lo cual es ilustrado gráficamente.
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Sección 4.1

Preliminares

En la presente sección se realiza una recopilación de los resultados más importantes que apor-

tan la justificación matemática para la construcción de fractales mediante sucesiones contenidas

en el hiperespacio 2X .

Una demostración del siguiente resultado se puede consultar en [4, Teorema 3.6, pág. 65].

Proposición 4.1.1. Sean (X, d) un espacio métrico. Si {Ai : i ∈ I} y {Bi : i ∈ I} son subfamilias

no vaćıas de 2X tales que
⋃
i∈I Ai y

⋃
i∈I Bi son elementos de 2X , entoncesH

(⋃
i∈I Ai,

⋃
i∈I Bi

)
≤

sup{H(Ai, Bi) : i ∈ I}.

En [4, Teorema 4.19, pág. 75] se puede ver una demotración de la siguiente proposición.

Proposición 4.1.2. Sea X un espacio métrico. Entonces, X es completo si y sólo si 2X es

completo con la métrica de Hausdorff.

El siguiente resultado nos ayuda ver como es la convergencia de sucesiones de conjuntos, más

aún, son dos formas de construir fractales. Más adelante nos daremos cuenta de este hecho. Una

demostración se puede consultar en [4, Teorema 5.1, pág. 77] y [4, Teorema 5.2, pág. 78].

Proposición 4.1.3. Sean X un espacio métrico completo y {Ak}k∈N una sucesión de Cauchy

contenida en 2X .

(1) Si Ak+1 ⊂ Ak, para cada k ∈ N, entonces ĺımAk =
⋂∞
k=1Ak.

(2) Si Ak ⊂ Ak+1, para cada k ∈ N, entonces ĺımAk = Cl (
⋃∞
k=1Ak).

Recordemos qué significa que una función sea Lipschitz y una función contracción.

Definición 4.1.4. Sean (X, dX) y (Y, dY ) espacios métricos y f : X → Y una función. Se dice

que la función f es una función de Lipschitz si existe L > 0 tal que dY (f(x), f(y)) ≤ L ·dX(x, y),

para todo x, y ∈ X. Al número L se le conoce por constante de Lipschitz. Además, se dice que la

función f es una función contracción si f es una función de Lipschitz con constante de Lipschitz

0 < L < 1. En este caso, al número L se le conoce como constante de contracción.

Una propiedad importante que tienen las funciones Lipschitz con respecto a su inducida es

la siguiente .

Proposición 4.1.5. Sean (X, d) un espacio métrico compacto y f : X → X una función.

Si f es una función de Lipschitz, con constante de Lipschitz L, entonces la función inducida

2f : 2X → 2X es una función de Lipschitz, con constante de Lipschitz L.

Demostración. Consideremos A,B ∈ 2X . En vista de que H
(
2f (A), 2f (B)

)
= H(f(A), f(B))

= máx{ρ(f(A), f(B)), ρ(f(A), f(B))}, veamos que ρ(f(A), f(B)) ≤ L · ρ(A,B). En efecto, da-

do que ρ(f(A), f(B)) = máx{d(f(a), f(B)) : a ∈ A}, existe a ∈ A tal que ρ(f(A), f(B)) =
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d(f(a), f(B)). También, existe b ∈ B tal que d(a,B) = d(a, b). Como d(f(a), f(b)) ≤ L · d(a, b)

y d(f(a), f(B)) ≤ d(f(a), f(b)), para cada b ∈ B, se sigue que ρ(f(A), f(B)) ≤ L · d(a, b).

De donde ρ(f(A), f(B)) ≤ L · d(a,B). En consecuencia, ρ(f(A), f(B)) ≤ L · ρ(A,B). Ver que

ρ(f(B), f(A)) ≤ L · ρ(B,A) es análogo al anterior, sólo se intercambian A y B. Por lo tanto,

máx{ρ(f(A), f(B)), ρ(f(B), f(A))} ≤ máx{L ·ρ(A,B), L ·ρ(B,A)} = L ·máx{ρ(A,B), ρ(B,A)}.
Aśı, H

(
2f (A), 2f (B)

)
≤ L ·H(A,B). En conclusión, 2f es una función de Lipschitz, con cons-

tante de Lipschistz L.

Otro tipo de función es la siguiente.

Definición 4.1.6. Sean X un espacio métrico compacto y k ∈ N. Para cada i ∈ {1, 2, . . . , k},
sea fi : X → X una función. Se define y denota la función 2fik : 2X → 2X , con regla de

correspondencia 2fik (A) =
⋃k
i=1 fi(A), para cada A ∈ 2X .

Proposición 4.1.7. Sean X un espacio métrico y k ∈ N. Si para cada i ∈ N, fi : X → X es

una función de Lipschitz, con constante de Lipschitz Li, entonces 2fik : 2X → 2X es una función

de Lipschitz, con constante de Lipschitz L = máx{Li : i ∈ {1, 2, . . . , k}}.

Demostración. Sean A,B ∈ 2X . De las Proposiciones 4.1.5 y 4.1.1, se sigue que:

H
(

2fik (A), 2fik (B)
)

= H
(⋃k

i=1 fi(A),
⋃k
i=1 fi(B)

)
≤ máx{H(fi(A), fi(B)) : i ∈ {1, 2, . . . , k}}
≤ máx{Li ·H(A,B) : i ∈ {1, 2, . . . , k}}
≤ H(A,B) ·máx{Li : i ∈ {1, 2, . . . , k}}
≤ L ·H(A,B),

donde L = máx{Li : i ∈ {1, 2, . . . , k}}. Por lo tanto, 2fik es una función de Lipschitz, con

constante de Lipschitz L.

De la Proposición 4.1.7, se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 4.1.8. Sean X un espacio métrico y k ∈ N. Si para cada i ∈ N, fi : X → X es una

función contracción, con constante de contracción Li, entonces 2fik : 2X → 2X es una función

contracción, con constante de contracción L = máx{Li : i ∈ {1, 2, . . . , k}}.

Dado un espacio métrico completo X y una función Lipschitz fi : X → X , para cada

i ∈ {1, 2, . . . , k}, donde k ∈ N. Un Sistema Iterado de Funciones (SIF ), es una estructura de

la forma {X; f1, f2, . . . , fk}. Notemos que si {X; f1, f2, . . . , fk} es un SIF , entonces se sigue

que {2X ; 2f1 , 2f2 , . . . , 2fk} es un SIF . Además, a la función 2fik : 2X → 2X dada por 2fik (A) =⋃k
i=1 fi(A), para cada A ∈ 2X , se le llama función inducida por el SIF , {X; f1, f2, . . . , fk}. Más

aún, se sabe que toda función de Lipschitz, en particular, es una función continua. Luego, el par(
2X , 2fik

)
es un sistema dinámico, analizar propiedades dinámicas de dicho sistema dinámico

significa analizar la dinámica colectiva. El siguiente teorema es una aplicación del Teorema del

punto fijo de Banach, el cual es otra forma de construir fractales. Una demostración se puede

consultar en [4, Teorema 5.5, pág. 79].
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Teorema 4.1.9. Sea {X; f1, f2, . . . , fk} un SIF . Si fi es una función contracción, para cada i ∈
{1, 2, . . . , k}, entonces existe un único C ∈ 2X tal que 2fik (C) = C. Además, si tomamos cualquier

otro elemento K ∈ 2X , entonces la sucesión {Ck}∞k=0 dada por: C0 = K, Ck = 2fik (Ck−1), k ≥ 1

converge al conjunto C. Al conjunto C se le conoce como el atractor del SIF {X; f1, f2, . . . , fk}
y el conjunto K se le conoce como semilla.

Sección 4.2

Aproximación a fractales mediante sucesiones

En esta sección se exhiben aproximaciones a fractales para casos particular. Sólo se detallan

dos ejemplos de aproximación a fractales, posteriormente, se presentan otros ejemplos que se

pueden detallarse de manera similar.

Para hacer más manejable los subconjuntos de R2 se toma la siguiente notación. Dados

k ∈ N puntos (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xk, yk) en R2, denotamos por �[(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xk, yk)]

al poĺıgono en R2, con vértices en los puntos (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xk, yk). Por ejemplo: el

poĺıgono �[(0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, 1)] es un cuadrado en R2, con vértices en los puntos (0, 0),

(1, 0), (1, 1) y (0, 1) (vea la Figura 4.2-(a)).

Una manera de aproximar fractales es mediante el uso del Teorema 4.1.9. A continuación

mostramos ejemplos que muestran tal método.

Ejemplo 4.2.1. Consideremos el SIF {R2; f1, f2, f3}, con f1(x, y) =
(
x
2 ,

y
2

)
, f2(x, y) =

(
x+1

2 , y2
)

y f3(x, y) =
(
x
2 ,

y+1
2

)
.

Veamos que las funciones f1, f2 y f3 son contracciones. Consideremos (x1, y1), (x2, y2) ∈ R2.

Luego:

dR2(f1(x1, y1), f1(x2, y2)) = dR2

((
x1
2 ,

y1

2

)
,
(
x2
2 ,

y2

2

))
= 1

2dR2((x1, y1), (x2, y2)),

dR2(f2(x1, y1), f2(x2, y2)) = dR2

((
x1+1

2 , y1

2

)
,
(
x2+1

2 , y2

2

))
= 1

2dR2((x1 + 1, y1), (x2 + 1, y2))

= 1
2

√
(x1 + 1− (x2 + 1))2 + (y1 − y2)2

= 1
2

√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2

= 1
2dR2((x1, y1), (x2, y2)),

dR2(f3(x1, y1), f3(x2, y2)) = dR2

((
x1
2 ,

y1+1
2

)
,
(
x2
2 ,

y2+1
2

))
= 1

2dR2((x1, y1 + 1), (x2 + 1, y2 + 1))

= 1
2

√
(x1 − x2)2 + (y1 + 1− (y2 + 1))2

= 1
2

√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2

= 1
2dR2((x1, y1), (x2, y2)),
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(a) C0 (b) C1 (c) C2 (d) C8

Figura 4.2: Iteraciones que aproximan al triángulo de Sierpinski.

Por lo tanto, f1, f2 y f3 son funciones contracción con constantes de contracción 1
2 . Notemos

que la función 2fi3 : 2R
2 → 2R

2
tiene regla de correspondencia 2fi3 (A) = f1(A) ∪ f2(A) ∪ f3(A),

para cada A ∈ 2R
2
. Del Teorema 4.1.9, existe un único C ∈ 2R

2
tal que 2fi3 (C) = C. La

segunda parte del Teorema 4.1.9, muestra cómo aproximar a C. Además, establece que se puede

aproximar usando diferentes semillas. En seguida, aproximamos a C usando la semilla C0 =

�[(0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, 1)] como en la Figura 4.2-(a). Por la segunda parte del Teorema 4.1.9,

ĺım
k→∞

Ck = C. Para aproximar y tener una idea de quien es C, costruiremos algunos términos

de la sucesión. Notemos que C1 = 2fi3 (C0) = f1(C0) ∪ f2(C0) ∪ f3(C0) (vea la Figura 4.2-

(b)), donde f1(C0) = �
[
(0, 0),

(
1
2 , 0
)
,
(

1
2 ,

1
2

)
,
(
0, 1

2

)]
, f2(C0) = �

[(
1
2 , 0
)
, (1, 0),

(
1, 1

2

)
,
(

1
2 ,

1
2

)]
y

f3(C0) = �
[(

0, 1
2

)
,
(

1
2 ,

1
2

)
,
(

1
2 , 1
)
, (0, 1)

]
. Aśı,

C2 = 2fi3 (C1)

= f1(C1) ∪ f2(C1) ∪ f3(C1)

= f1(f1(C0) ∪ f2(C0) ∪ f3(C0)) ∪ f2(f1(C0) ∪ f2(C0) ∪ f3(C0))

∪f3(f1(C0) ∪ f2(C0) ∪ f3(C0))

= f1(f1(C0)) ∪ f1(f2(C0)) ∪ f1(f3(C0)) ∪ f2(f1(C0)) ∪ f2(f2(C0)) ∪ f2(f3(C0))

∪f3(f1(C0)) ∪ f3(f2(C0)) ∪ f3(f3(C0)),

donde

f1(f1(C0)) = �
[
(0, 0),

(
1
4 , 0
)
,
(

1
4 ,

1
4

)
,
(
0, 1

4

)]
, f1(f2(C0)) = �

[(
1
2 , 0
)
,
(

3
4 , 0
)
,
(

3
4 ,

1
4

)
,
(

1
2 ,

1
4

)]
,

f1(f3(C0)) = �
[(

0, 1
2

)
,
(

1
4 ,

1
2

)
,
(

1
4 ,

3
4

)
,
(
0, 3

4

)]
, f2(f1(C0)) = �

[(
1
4 , 0
)
,
(

1
2 , 0
)
,
(

1
2 ,

1
4

)
,
(

1
4 ,

1
4

)]
,

f2(f2(C0)) = �
[(

3
4 , 0
)
, (1, 0),

(
1, 1

4

)
,
(

3
4 ,

1
4

)]
, f2(f3(C0)) = �

[(
1
4 ,

1
2

)
,
(

1
2 ,

1
2

)
,
(

1
2 ,

3
4

)
,
(

1
4 ,

3
4

)]
,

f3(f1(C0)) = �
[(

0, 1
4

)
,
(

1
4 ,

1
4

)
,
(

1
4 ,

1
2

)
,
(
0, 1

2

)]
, f3(f2(C0)) = �

[(
1
2 ,

1
4

)
,
(

3
4 ,

1
4

)
,
(

3
4 ,

1
2

)
,
(

1
2 ,

1
2

)]
y

f3(f3(C0)) = �
[(

0, 3
4

)
,
(

1
4 ,

3
4

)
,
(

1
4 , 1
)
, (0, 1)

]
(vea la Figura 4.2-(c)).

En la Figura 4.2-(d) se visualiza el término C8 de la sucesión {Ck}k∈N. Puesto que {Ck} converge

a C, C8 es una aproximación de C, sin embargo, aún puede estar muy “lejos” de C. En seguida,

mostramos que C es el triángulo de Sierpinski. Observemos Ck+1 ⊂ Ck y ρ(Ck−1, Ck) = 1
2k

,

para cada k ∈ N. En consecuencia, por la Proposición 1.3.12, H(Ck, Ck+1) = ρ(Ck−1, Ck) = 1
2k

.

Veamos que {Ck}k∈N es una sucesión de Cauchy. Sea ε > 0. Luego, existe k ∈ N tal que

1 < kε. Consideremos m, l ≥ k. Aśı, 1
m ≤

1
k y 1

l ≤
1
k . Observemos que si m = l, entonces

H(Cl, Cm) = 0 < ε. Supongamos que m > l. Luego,
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H(Cl, Cm) ≤ H(Cl, Cl+1) +H(Cl+1, Cl+2) + . . .+H(Cm−1, Cm)

= 1
2l+1 + 1

2l+2 + . . .+ 1
2m

=
(

1
2

)l+1
(

1 + 1
2 + . . .+

(
1
2

)m−l−1
)

=
(

1
2

)l+1
(

1−( 1
2)
m−l

1− 1
2

)
=

( 1
2)
l+1−( 1

2)
m+1

1
2

=
(

1
2

)l − (1
2

)m
Notemos que

(
1
2

)l+1
< 1

l y
(

1
2

)m+1 ≤ 1
2m , para cualesquiera l,m ∈ N. Además,

(
1
2

)m+1
<(

1
2

)l+1
. En vista de 1

l < ε y 1
2m < 1

2ε, se sigue que
(

1
2

)l+1
< ε y

(
1
2

)m+1
< 1

2ε. Por lo que,(
1
2

)l+1−
(

1
2

)m+1
< ε− 1

2ε. Es decir,
(

1
2

)l−(1
2

)m
< ε. Por lo tanto, H(Cl, Cm) < ε. En conclusión,

{Ck}k∈N es una sucesión de Cauchy. Puesto que R2 es completo, por la Proposición 4.1.2, 2R
2

es

completo. En consecuencia, la sucesión {Ck}k∈N converge. Más aún, por la Proposición 4.1.3-(1),

(a) C0 (b) C1 (c) C2 (d) C7

Figura 4.3: Iteraciones que aproximan al triángulo de Sierpinski.

ĺımCk =
⋂∞
k=1Ck. Luego, por la unicidad del ĺımite, se tiene que C =

∞⋂
k=1

Ck. Aśı, C es el fractal

conocido como el triangulo de Sierpinski. Ahora, cosideremos la semilla C0 como en la Figura

4.3-(a). Notemos que la sucesión {Ck}k∈N converge. Más aún, ĺımCk = C. Por último, notemos

que O
(
C0, 2

fi
3

)
= {Ck : k ∈ N ∪ {0}}.

Ejemplo 4.2.2. Consideremos {R; f1, f2} el SIF , con f1(x) = x
3 y f2(x) = x

3 + 2
3 . Sea C0 = [0, 1]

y dado que Ck = 2fi3 (Ck−1). La sucesión {Ck}k∈N converge siguiendo la misma idea del Ejemplo

4.2.1. Algunos términos de esta sucesión se encuentran en la Figura 4.4. Además, se puede

verificar que el atractor, en este caso, es el conjunto de Cantor.

(a) C0 (b) C1 (c) C2 (d) C4

Figura 4.4: Iteraciones que aproximan al conjunto de Cantor en R.

Ejemplo 4.2.3. Consideremos el SIF {R2; f1, f2, f3}, con f1(x, y) =
(
x
2 ,

y
2

)
, f2(x, y) =

(
x+1

2 , y2
)

y f3(x, y) =
(
x
2 + 1

4 ,
y
2 +

√
3

4

)
. Sea C0 como en la Figura 4.5 y dado que Ck = 2fi3 (Ck−1). La
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sucesión {Ck}k∈N converge siguiendo la misma idea del Ejemplo 4.2.1. Algunos términos de esta

sucesión se encuentran en la Figura 4.5. Además, se puede verificar que el atractor es otra forma

del triángulo de Sierpinski.

(a) C0 (b) C1 (c) C2 (d) C8

Figura 4.5: Iteraciones que aproximan al triángulo de Sierpinski.

Ejemplo 4.2.4. Consideremos {R2; f1, f2, f3, f4} el SIF , con f1(x, y) =
(
x
3 ,

y
3

)
, f2(x, y) =(

x+2
3 , y3

)
, f3(x, y) =

(
x+2

3 , y+2
3

)
y f4(x, y) =

(
x
3 ,

y+2
3

)
. Sea C0 como en la Figura 4.6-(a). Dado

que Ck = 2fi3 (Ck−1). La sucesión {Ck}k∈N converge siguiendo la misma idea del Ejemplo 4.2.3.

Algunos términos de esta sucesión se encuentran en la Figura 4.6. Además, se puede verificar

que el atractor, en este caso, es conjunto de Cantor en R2.

(a) C0 (b) C1 (c) C2 (d) C4

Figura 4.6: Iteraciones que aproximan al conjunto de Cantor en R2.

Ejemplo 4.2.5. Consideremos {R2; f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7, f8} el SIF , con f1(x, y) =
(
x
3 ,

y
3

)
,

f2(x, y) =
(
x
3 ,

y+1
3

)
, f3(x, y) =

(
x
3 ,

y+2
3

)
, f4(x, y) =

(
x+1

3 , y3
)
, f5(x, y) =

(
x+1

3 , y+2
3

)
, f6(x, y) =(

x+2
3 , y3

)
, f7(x, y) =

(
x+2

3 , y+1
3

)
y f8(x, y) =

(
x+2

3 , y+2
3

)
.

Sea C0 = �
[(

1
2 , 0
)
,
(
1, 1

2

)
,
(

1
2 , 1
)
,
(
0, 1

2

)]
y dado que Ck = 2fi3 (Ck−1). La sucesión {Ck}k∈N

converge siguiendo la misma idea del Ejemplo 4.2.3. Algunos términos de esta sucesión se en-

cuentran en la Figura 4.7. Más aún, se puede verificar que el atractor, en este caso, es la Carteta

de Sierpinski.



84

(a) C0 (b) C1 (c) C2 (d) C4

Figura 4.7: Iteraciones que aproximan a la Carteta de Sierpinski en R2.

Ejemplo 4.2.6. Consideremos {R2; f1, f2, f3, f4} el SIF , con f1(x, y) =
(
x
3 ,

y
3

)
,

f2(x, y) =
(

1
3

(
x cos

(
π
3

)
− y sin

(
π
3

)
+ 1
)
, 1

3

(
x sin

(
π
3

)
+ y cos

(
π
3

)))
,

f3(x, y) =
(

1
3

(
x cos

(
π
3

)
+ y sin

(
π
3

)
+ 3

2

)
, 1

3

(
−x sin

(
π
3

)
+ y cos

(
π
3

)
+
√

3
2

))
y

f4(x, y) =
(
x+2

3 , y3
)
.

Sea C0 = �[(0, 0), (0.1, 0), (0.1, 1), (0, 1)] y dado que Ck = 2fi3 (Ck−1). La sucesión {Ck}k∈N con-

verge siguiendo la misma idea del Ejemplo 4.2.3. Algunos términos de esta sucesión se encuentran

en la Figura 4.8. Más aún, se puede verificar que el atractor, en este caso, es la curva de Koch.

(a) C1 (b) C2 (c) C3 (d) C6

Figura 4.8: Iteraciones que aproximan a la curva de Koch.

Ejemplo 4.2.7. Consideremos {R2; f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7} el SIF , con f1(x, y) =
(
x
6 ,

y
6

)
,

f2(x, y) =
(

1
6 + 1

3

(
x cos

(
5π
12

))
, 1

3

(
x sin

(
5π
12

)
+ y cos

(
5π
12

)))
, f3(x, y) =

(
3
12 + y

3 ,
x
3

)
, f4(x, y) =(

x
4 ,

y
4

)
,

f5(x, y) =
(

1
2 + 1

3

(
x cos

(
π
3

)
− y sin

(
π
3

))
, 1

3

(
x sin

(
π
3

)
+ y cos

(
π
3

)))
, f6(x, y) =

(
2
3 + 2y

7 ,
2x
7

)
y

f7(x, y) =
(
x+2

3 , y3
)
.

Sea C0 = �[(0, 0), (0.1, 0), (0.1, 1), (0, 1)] y dado que Ck = 2fi3 (Ck−1). La sucesión {Ck}k∈N con-

verge siguiendo la misma idea del Ejemplo 4.2.3. Algunos términos de esta sucesión se encuentran

en la Figura 4.9.

Otra forma de aproximar fractales es mediante el uso de la Proposición 4.1.3.
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(a) C1 (b) C2 (c) C3 (d) C6

Figura 4.9: Iteraciones que aproximan a un fractal en R2.

Ejemplo 4.2.8. Consideremos el SIF {R2; f1, f2, f3}, con f1(x, y) = (x, y),

f2(x, y) =
(

1
2(x− y), 1 + 1

2(x+ y)
)

y f3(x, y) =
(

1
2 + 1

2(x+ y), 3
2 + 1

2(y − x)
)
.

(a) C1 (b) C2 (c) C3 (d) C12

Figura 4.10: Iteraciones que aproximan al Árbol de Pitágoras.

Observemos que la función f1 es una función de Lipschitz con constante de Lipschitz 1. Por

lo que, en este caso no podemos usar el Teorema 4.1.9. Notemos que la función 2fi3 : 2R
2 → 2R

2

tiene regla de correspondencia 2fi3 (A) = f1(A)∪f2(A)∪f3(A), para cada A ∈ 2R
2
. Consideremos

la semilla C0 = �[(0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, 1)] (vea la Figura 4.10-(a)). Luego, C1 = 2fi3 (C0) =

f1(C0)∪f2(C0)∪f3(C0) = C0∪f2(C0)∪f3(C0), donde f2(C0) = �
[
(0, 1),

(
1
2 ,

3
2

)
, (0, 2),

(
−1

2 ,
3
2

)]
y f3(C0) = �

[
(1, 1),

(
3
2 ,

3
2

)
, (1, 2),

(
1
2 ,

3
2

)]
(vea la Figura 4.10-(a)). Aśı,

C2 = 2fi3 (C1)

= f1(C1) ∪ f2(C1) ∪ f3(C1)

= C1 ∪ f2(C1) ∪ f3(C1)

= [C0 ∪ f2(C0) ∪ f3(C0)] ∪ f2(C0 ∪ f2(C0) ∪ f3(C0)) ∪ f3(C0 ∪ f2(C0) ∪ f3(C0))

= C0 ∪ f2(C0) ∪ f3(C0) ∪ f2(f2(C0)) ∪ f2(f3(C0)) ∪ f3(f2(C0)) ∪ f3(f3(C0)),

donde f2(f2(C0)) = �
[(
−1

2 ,
3
2

)
,
(
−1

2 , 2
)
, (−1, 2),

(
−1, 3

2

)]
,

f2(f3(C0)) = �
[
(0, 2),

(
0, 5

2

)
,
(
−1

2 ,
5
2

)
,
(
−1

2 , 2
)]

,

f3(f2(C0)) = �
[
(1, 2),

(
3
2 , 2
)
,
(

3
2 ,

5
2

)
,
(
1, 5

2

)]
y

f3(f3(C0)) = �
[(

3
2 ,

3
2

)
,
(
2, 3

2

)
, (2, 2),

(
3
2 , 2
)]

.

El término C2 se puede ver gráficamente en la Figura 4.10-(b). Además,
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C3 = 2fi3 (C2)

= f1(C2) ∪ f2(C2) ∪ f3(C2)

= C2 ∪ f2(C2) ∪ f3(C2)

= [C0 ∪ f2(C0) ∪ f3(C0) ∪ f2(f2(C0)) ∪ f2(f3(C0)) ∪ f3(f2(C0)) ∪ f3(f3(C0))]∪
f2(C0 ∪ f2(C0) ∪ f3(C0) ∪ f2(f2(C0)) ∪ f2(f3(C0)) ∪ f3(f2(C0)) ∪ f3(f3(C0)))∪
f3(C0 ∪ f2(C0) ∪ f3(C0) ∪ f2(f2(C0)) ∪ f2(f3(C0)) ∪ f3(f2(C0)) ∪ f3(f3(C0)))

= C0 ∪ f2(C0) ∪ f3(C0) ∪ f2(f2(C0)) ∪ f2(f3(C0)) ∪ f3(f2(C0)) ∪ f3(f3(C0))∪
f2(f2(f2(C0))) ∪ f2(f2(f3(C0))) ∪ f2(f3(f2(C0))) ∪ f2(f3(f3(C0))) ∪ f3(f2(f2(C0)))∪
f3(f2(f3(C0))) ∪ f3(f3(f2(C0))) ∪ f3(f3(f3(C0))),

donde

f2(f2(f2(C0))) = �
[(
−5

4 ,
5
4

)
,
(
−1, 3

2

)
,
(
−5

4 ,
7
4

)
,
(
−3

2 ,
3
2

)]
,

f2(f2(f3(C0))) = �
[(
−5

4 ,
7
4

)
, (−1, 2),

(
−5

4 ,
9
4

)
,
(
−3

2 , 2
)]

,

f2(f3(f2(C0))) = �
[(
−1

2 ,
5
2

)
,
(
−1

4 ,
11
4

)
,
(
−1

2 , 3
)
,
(
−3

4 ,
11
4

)]
,

f3(f2(f2(C0))) = �
[(

1, 5
2

)
,
(

3
4 ,

11
4

)
, (1, 3),

(
5
4 ,

11
4

)]
,

f3(f2(f3(C0))) = �
[(

3
2 ,

5
2

)
,
(

7
2 ,

11
4

)
,
(

3
2 , 3
)
,
(

5
3 ,

11
4

)]
,

f3(f3(f2(C0))) = �
[(

9
4 ,

7
4

)
,
(

5
2 , 2
)
,
(

9
4 ,

9
4

)
, (2, 2)

]
y

f3(f3(f3(C0))) = �
[(

9
4 ,

5
4

)
,
(

5
2 ,

3
2

)
,
(

9
4 ,

7
4

)
,
(
2, 3

2

)]
.

La gráfica del término C3 se encuentra en la Figura 4.10-(c). Más aún, en la Figura 4.10-(d) se

visualiza el término C12 de la sucesión {Ck}k∈N. Observemos Ck ⊂ Ck+1 y ρ(Ck+1, Ck) = ( 1√
2
)k,

para cada k ∈ N. En consecuencia, por la Proposición 1.3.12, H(Ck, Ck+1) = ρ(Ck+1, Ck) =

( 1√
2
)k. Veamos que {Ck}k∈N es una sucesión de Cauchy. Sea ε > 0, existe k ∈ N tal que

1 < kε. Consideremos m, l ≥ k. Aśı, 1
m ≤

1
k y 1

l ≤
1
k . Observemos que si m = l, entonces

H(Cl, Cm) = 0 < ε. Supongamos que m > l. Luego,

H(Cl, Cm) ≤ H(Cl, Cl+1) +H(Cl+1, Cl+2) + . . .+H(Cm−1, Cm)

=
(

1√
2

)l
+
(

1√
2

)l+1
+ . . .+

(
1√
2

)m−1

=
(

1√
2

)l (
1 + 1√

2
+ . . .+

(
1√
2

)m−l−1
)

=
(

1√
2

)l(1−
(

1√
2

)m−l
1− 1√

2

)

=

(
1√
2

)l
−
(

1√
2

)m
1− 1√

2

.

Notemos que
(

1√
2

)l
≤ 1

l y
(

1√
2

)m−1
≤ 1

m , con l > 3 y m > 6. Es decir,
(

1√
2

)l
≤ 1

l y(
1√
2

)m
≤

1√
2

m .

Aśı,
(

1√
2

)m
<
(

1√
2

)l
. Por otra parte, como 1

l < ε y
1√
2

m < 1√
2
ε, se sigue que

(
1√
2

)l
< ε y(

1√
2

)m
< 1√

2
ε. En consecuencia,

(
1√
2

)l
−
(

1√
2

)m
< ε− 1√

2
ε. Esto es,

(
1√
2

)l
−
(

1√
2

)m
1− 1√

2

< ε. Por lo

tanto, H(Cl, Cm) < ε. En conclusión, {Ck}k∈N es una sucesión de Cauchy. Además, como R2 es
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completo, por la Proposición 4.1.2, 2R
2

es completo. Por lo que, la sucesión {Ck}k∈N converge.

Más aún, por la Proposición 4.1.3-(2), ĺım
k→∞

Ck = Cl(
⋃∞
k=1Ak). Para este caso particular, a

Cl(
⋃∞
k=1Ak) es el fractal conocido como Árbol de Pitágoras. Cabe señalar que si iniciamos con

una semilla C0 diferente ĺım
k→∞

Ck es diferente. Por último, notemos que O
(
C0, 2

fi
3

)
= {Ck : k ∈

N ∪ {0}}.

Ejemplo 4.2.9. Consideremos {R2; f1, f2, f3} el SIF , con f1(x, y) = (x, y),

f2(x, y) =
(

1
2(x− y), 1 + 1

2(x+ y)
)

y f3(x, y) =
(

1
2 + 1

2(x+ y), 3
2 + 1

2(x− y)
)
.

Sea C0 = �[(0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, 1)] y dado que Ck = 2fi3 (Ck−1). La sucesión {Ck}k∈N converge

siguiendo la misma idea del Ejemplo 4.2.8. Algunos términos de esta sucesión se encuentran en

la Figura 4.11.

(a) C1 (b) C2 (c) C3 (d) C12

Figura 4.11: Iteraciones que aproximan a un fractal en R2.

Ejemplo 4.2.10. Consideremos {R2; f1, f2, f3} el SIF , con f1(x, y) = (x, y),

f2(x, y) =
(

1
2(x− y), 1 + 1

2(x+ y)
)

y f3(x, y) =
(

1
2 + 1

2(x+ y),−1
2 + 1

2(x− y)
)
.

Sea C0 = �
[
(0, 0), (1, 0),

(
3
4 ,

3
4

)
, (0, 1)

]
y dado que Ck = 2fi3 (Ck−1). La sucesión {Ck}k∈N conver-

ge siguiendo la misma idea del Ejemplo 4.2.8. Algunos términos de esta sucesión se encuentran

en la Figura 4.12.

(a) C1 (b) C2 (c) C3 (d) C12

Figura 4.12: Iteraciones que aproximan a un fractal en R2.
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Ejemplo 4.2.11. Consideremos {R2; f1, f2, f3} el SIF , con f1(x, y) = (x, y),

f2(x, y) =
(

6
7

(
x cos

(
π
6

)
− y sin

(
π
6

))
, 1 + 6

7

(
x cos

(
π
6

)
− y sin

(
π
6

)))
y

f3(x, y) =
(

6
7

(
x cos

(
− π

12

)
− y sin

(
− π

12

))
, 1 + 6

7

(
x sin

(
− π

12

)
+ y cos

(
− π

12

)))
.

Sea C0 = {0} × [0, 1] y dado que Ck = 2fi3 (Ck−1). La sucesión {Ck}k∈N converge siguiendo la

misma idea del Ejemplo 4.2.8. Algunos términos de esta sucesión se encuentran en la Figura

4.13.

(a) C1 (b) C2 (c) C3 (d) C12

Figura 4.13: Iteraciones que aproximan a un fractal en R2.

Ejemplo 4.2.12. Consideremos {R2; f1, f2, f3} el SIF , con f1(x, y) = (x, y),

f2(x, y) =
(

6
7

(
x cos

(
π
6

)
− y sin

(
π
6

))
, 1

2 + 6
7

(
x sin

(
π
6

)
+ y cos

(
π
6

)))
y

f3(x, y) = (4
7

(
x cos

(
π
12

)
− y sin

(
π
12

))
, 1 + 4

7

(
x sin

(
π
12

)
+ y cos

(
π
12

))
).

Sea C0 = {0} × [0, 1] y dado que Ck = 2fi3 (Ck−1). La sucesión {Ck}k∈N converge siguiendo la

misma idea del Ejemplo 4.2.8. Algunos términos de esta sucesión se encuentran en la Figura

4.14.

(a) C1 (b) C2 (c) C3 (d) C14

Figura 4.14: Iteraciones que aproximan a un fractal en R2.

Ejemplo 4.2.13. Consideremos {R2; f1, f2, f3, f4, f5} el SIF , con f1(x, y) = (x, y),

f2(x, y) =
(

4
7

(
x cos

(
π
8

)
− y sin

(
π
8

))
, 17

18 + 4
7

(
x sin

(
π
8

)
+ y cos

(
π
8

)))
,

f3(x, y) =
(

3
7

(
x cos

(
π
5

)
− y sin

(
π
5

))
, 1

3 + 3
7

(
x sin

(
π
5

)
+ y cos

(
π
5

)))
,
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f4(x, y) =
(

1
16 + 4

7

(
x cos

(
−π

6

)
− y sin

(
−π

6

))
, 1 + 4

7

(
x sin

(
−π

6

)
+ y cos

(
−π

6

)))
y

f5(x, y) =
(

1
16 + 3

7

(
x cos

(
−π

4

)
− y sin

(
−π

4

))
, 2

5 + 3
7

(
x sin

(
−π

4

)
+ y cos

(
−π

4

)))
.

Sea C0 = �[(0, 0), (0.1, 0), (0.1, 1), (0, 1)] y dado que Ck = 2fi3 (Ck−1). La sucesión {Ck}k∈N con-

verge siguiendo la misma idea del Ejemplo 4.2.8. Algunos términos de esta sucesión se encuentran

en la Figura 4.15.

(a) C1 (b) C2 (c) C3 (d) C6

Figura 4.15: Iteraciones que aproximan a un fractal en R2.

Ejemplo 4.2.14. Consideremos {R2; f1, f2, f3} el SIF , con f1(x, y) = (x, y),

f2(x, y) =
(

6
7

(
x cos

(
π
6

)
− y sin

(
π
6

))
, 1 + 6

7

(
x sin

(
π
6

)
+ y cos

(
π
6

)))
y

f3(x, y) =
(

4
7

(
x cos

(
−π

2

)
− y sin

(
−π

2

))
, 17

16 + 4
7

(
x sin

(
−π

2

)
+ y cos

(
−π

2

)))
.

Sea C0 = �[(0, 0), (0.1, 0), (0.1, 1), (0, 1)] y dado que Ck = 2fi3 (Ck−1). La sucesión {Ck}k∈N con-

verge siguiendo la misma idea del Ejemplo 4.2.8. Algunos términos de esta sucesión se encuentran

en la Figura 4.16.

(a) C1 (b) C2 (c) C3 (d) C10

Figura 4.16: Iteraciones que aproximan a un fractal en R2.

Ejemplo 4.2.15. Consideremos {R2; f1, f2, f3} el SIF , con f1(x, y) = (x, y),

f2(x, y) =
(

6
7

(
x cos

(
π
6

)
− y sin

(
π
6

))
, 6

7

(
x sin

(
π
6

)
+ y cos

(
π
6

)))
y

f3(x, y) =
(

4
7

(
x cos

(
−π

2

)
− y sin

(
−π

2

))
, 1 + 4

7

(
x sin

(
−π

2

)
+ y cos

(
−π

2

)))
.

Sea C0 = �[(0, 0), (0.1, 0), (0.1, 1), (0, 1)] y dado que Ck = 2fi3 (Ck−1). La sucesión {Ck}k∈N con-

verge siguiendo la misma idea del Ejemplo 4.2.8. Algunos términos de esta sucesión se encuentran

en la Figura 4.17.
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(a) C1 (b) C2 (c) C3 (d) C11

Figura 4.17: Iteraciones que aproximan a un fractal en R2.

Ejemplo 4.2.16. Consideremos {R2; f1, f2, f3} el SIF , con f1(x, y) = (x, y),

f2(x, y) =
(

6
7

(
x cos

(
π
6

)
− y sin

(
π
6

))
, 1 + 6

7

(
x sin

(
π
6

)
+ y cos

(
π
6

)))
y

f3(x, y) =
(

4
7

(
x cos

(
−π

2

)
− y sin

(
−π

2

))
, 4

7

(
x sin

(
−π

2

)
+ y cos

(
−π

2

)))
.

Sea C0 = �[(0, 0), (0.1, 0), (0.1, 1), (0, 1)] y dado que Ck = 2fi3 (Ck−1). La sucesión {Ck}k∈N con-

verge siguiendo la misma idea del Ejemplo 4.2.8. Algunos términos de esta sucesión se encuentran

en la Figura 4.18.

(a) C1 (b) C2 (c) C3 (d) C11

Figura 4.18: Iteraciones que aproximan a un fractal en R2.

Ejemplo 4.2.17. Consideremos {R2; f1, f2, f3} el SIF , con f1(x, y) = (x, y),

f2(x, y) =
(√

2
2

(
x cos

(
π
4

)
− y sin

(
π
4

))
, 1 +

√
2

2

(
x sin

(
π
4

)
+ y cos

(
π
4

)))
y

f3(x, y) =
(√

2
2

(
x cos

(
π
4

)
− y sin

(
π
4

))
, 1 +

√
2

2

(
x sin

(
π
4

)
+ y cos

(
π
4

)))
.

Sea C0 = �[(0, 0), (0.1, 0), (0.1, 1), (0, 1)] y dado que Ck = 2fi3 (Ck−1). La sucesión {Ck}k∈N con-

verge siguiendo la misma idea del Ejemplo 4.2.8. Algunos términos de esta sucesión se encuentran

en la Figura 4.19.

Finalmente, mostramos una sucesión de conjuntos la cual no es convergente, es decir, no

aproxima a algún fractal particular.

Ejemplo 4.2.18. Sea el SIF {R2; f1, f2}, con f1(x, y) = (x, y) y f2(x, y) = (x+ y, y − x).

Notemos que la función 2fi2 : 2R
2 → 2R

2
tiene regla de correspondencia 2fi2 (A) = f1(A)∪f2(A),

para cada A ∈ 2R
2
. Sea C0 = �[(0, 0), (1, 0), (1, 0)]. Luego, C1 = 2fi2 (C0) = f1(C0) ∪ f2(C0) =
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(a) C1 (b) C2 (c) C3 (d) C10

Figura 4.19: Iteraciones que aproximan a un fractal en R2.

(a) C1 (b) C2 (c) C3 (d) C11

Figura 4.20: Algunos términos de la sucesión generado por la semilla C0 = �[(0, 0), (1, 0), (1, 0)]

y el SIF , {R2; f1, f2}, donde con f1(x, y) = (x, y) y f2(x, y) = (x+ y, y − x).

C0 ∪ f2(C0), donde f2(C0) = �[(0, 0), (1, 1), (1,−1)]. Aśı, C2 = 2fi2 (C1) = f1(C1) ∪ f2(C1) =

C1 ∪ f2(C1) = [C0 ∪ f2(C0)] ∪ f2(C0 ∪ f2(C0)) = C0 ∪ f2(C0) ∪ f2(f2(C0)), donde f2(f2(C0)) =

�[(0, 0), (0,−2), (2, 0)]. Además, C3 = 2fi2 (C2) = f1(C2)∪f2(C2) = C2∪f2(C2) = [C0∪f2(C0)∪
f2(f2(C0))] ∪ f2(C0 ∪ f2(C0) ∪ f2(f2(C0)))∪ = C0 ∪ f2(C0) ∪ f2(f2(C0)) ∪ f2(f2(f2(C0))), donde

f2(f2(f2(C0))) = �[(0, 0), (−4, 0), (0,−4)]. Algunos términos de la sucesión {Ck}k∈N se visuali-

zan en la Figura 4.20. Observemos Ck ⊂ Ck+1 y ρ(Ck+1, Ck) =
√

2k, para cada k ∈ N. Por lo

que, de la Proposición 1.3.12, H(Ck, Ck+1) =
√

2k. Notemos que H(Ck, Ck+1) ≥ 1, para todo

k ∈ N. En consecuencia, la sucesión {Ck}k∈N no es de Cauchy. Por lo tanto, la sucesión {Ck}k∈N
diverge. Por último, notemos que O

(
C0, 2

fi
2

)
= {Ck : k ∈ N ∪ {0}}.
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Conclusiones

El tema que se ha desarrollado en el presente trabajo pertenece a las áreas de la matemática

conocidas como sistemas dinámicos discretos y topoloǵıa. En seguida, a manera de conclusiones,

se describen los resultados obtenidos al lograr los objetivos y metas planteados en el protocolo

de tesis.

En el Caṕıtulo 1 se realizó un breve repaso de los conceptos y resultados que permiten com-

prender el presente trabajo. Asimismo, por la importancia de la métrica de Hausdorff para esta

tesis, se implementaron scripts en el lenguaje de programación Matlab que permiten visualizar

gráficamente esta métrica para algunos casos particular.

En el Caṕıtulo 2 se analizaron conceptos básicos respecto a sistemas dinámicos discretos. En

particular, se detalló la construcción de diagramas Cobweb o red de araña ya que permite un

mejor análisis de las órbitas. Además, se implementaron scripts en el lenguaje de programación

Matlab que realizan la construcción de diagramas Cobweb. Más aún, se demuestra detallada-

mente propiedades dinámicas de la función tienda y la función máquina de sumar. Asimismo,

se inició el estudio de la dinámica colectiva de la función tienda.

En el Caṕıtulo 3 se expusieron los resultados principales del trabajo de tesis. En particular,

se exhiben algunos resultados t́ıpicos de la dinámica topológica, principalmente se expone de

manera accesible la demostración del famoso Teorema de Furstenberg. Posteriormente, se dio la

solución al problema: descubrir todas las posibles implicaciones entre las afirmaciones siguientes:

(1) f es transitiva;

(2) 2f es transitiva;

(3) C(f) es transitiva.

Finalmente, en el Caṕıtulo 4 se mostró una aplicación de las funciones inducidas, la cual es

construir fractales. Además, mediante el uso del lenguaje de programación en Matlab se pudo

ver gráficamente dicha construcción.
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Apéndice

Los scripts que presentamos a continuación los implementamos en el lenguaje de progra-

mación Matlab. Estos scripts realizan la representación gráfica de la métrica de Hausdorff con

respecto a nubes para los hiperespacios Fn(R), Fn(R2), donde n ∈ N. Asimismo, se exponen

scripts que permiten construir los diagramas Cobweb. Finalmente, adjuntamos scripts que nos

muestran gráficamente la construcción de fractales. Usualmente, a Command Window se le co-

noce como la ĺınea de comandos o interfaz de ĺınea de comandos y es donde se escriben las

instrucciones que se mencionan posteriormente. Cabe mencionar que en este apéndice con “fun-

ción” nos referimos al concepto de función conocido en el área de la computación.

Scripts para métricas

En esta parte se incluyen los scripts necesarios para hacer la representación gráfica de la

métrica de Hausdorff con respecto a nubes para los hiperespacios Fn(R), Fn(R2). Estas gráficas

se pueden ver en el Caṕıtulo 1. El Script 1 calcula la distancia de un punto a un subconjunto

finito en R (vea la Definición 1.2.7). Notemos que daB es el nombre de la función, a es un número

real y B es un subconjunto finito de R. Un ejemplo de cómo usar el Script 1 es escribir desde

Command Window daB(5,[6]) y como respuesta se guardará el valor de d(5, {6}) en r.

Script 1.

function r=daB(a,B)

r=-1;

for i=1:numel(B)

if (r < 0)

r=abs(a-B(i));

elseif (r > abs(a-B(i)) )

r=abs(a-B(i));

end

end

end

Script 2.

function r=rho(A,B)

r=-1;

for i=1:numel(A)

if (r < 0)

r=daB(A(i),B);

elseif (r < daB(A(i),B) )

r=daB(A(i),B);

end

end

end
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El Script 2 imita ρ(A,B) como en la Definición 1.3.7, donde A,B ∈ Fn(R). Observemos que

rho es el nombre de la función y A y B son subconjuntos finitos de R. Para usar el Script 2,

es suficiente escribir desde Command Window rho([5],[6]) y como respuesta se guardará el

valor de ρ({5}, {6}) en r, el cual es un caso particular. Cabe señalar que al utilizar el Script 2,

automáticamente, se utiliza el Script 1.

El Script 3 se encarga de hacer los gráficos para la métrica de Hausdorff en el hiperespacio

Fn(R). Notemos que hFkplot es nombre de la función, A y B son subconjuntos finitos de R, r

es el radio de la nube, e es un número real que acomoda la gráfica de la nube alrededor de B y

color es un vector de tres entradas, donde cada entrada es un valor en 0 y 1, el cual representa el

color de la nube. Para hacer uso del Script 3, en particular, es suficiente escribir desde Command

Window hFkplot([5],[6],2,.1,[0 0 1]) y se obtendrá la gráfica de la nube alrededor de {5}
y radio 2, N(2, {5}).

El Script 4 calcula la distancia H(A,B) y representa las nubes para el hiperespacio Fn(R),

donde A,B ∈ Fn(R). Observemos que hFk es el nombre de la función, A y B son subconjuntos

finitos de R y t es el radio de las nubes. Como ejemplo, es suficiente escribir desde Command

Window hFk([5],[6],2) y como respuesta, se guardará el valor de H({5}, {6}) en r. Además,

se obtiene la Figura 1.6-(a). Al hacer uso del Script 4, este usará los Scripts 2 y 3 de forma

automática.

Script 3.

function hFkplot(A,B,r,e,color)

YA=zeros(numel(A));

YB=zeros(numel(B));

for j=1: numel(B)

D=zeros(2,1);

D(1)=min(B(j))-r;

D(2)=max(B(j))+r;

Y=zeros(numel(D));

d=plot(D,Y+e,’b’);

set(d,’Color’,color,’LineWidth’,32);

end

set(gca,’YTick’,-100000:3:-100000+6);

plot(A,YA,’g*’);

plot(B,YB,’m*’);

end

Script 4.

function r=hFk(A,B,t)

r=max(rho(A,B),rho(B,A));

figure

hold on;

grid on;

axis equal;

plot(min(min(A),min(B))-r*(1.01),0,’w’);

plot(max(max(A),max(B))+r*(1.01),0,’w’);

hFkplot(A,B,t,r/10,[0.5 0.5 0.5]);

hFkplot(B,A,t,-r/10,[0 0 1]);

hold off;

end

El Script 5 calcula la distancia de un punto a un subconjunto finito en R2 (vea la Definición

1.2.7). Notemos que daBFkR2 es el nombre de la función, a es un número complejo y B es un

subconjunto finito de R2, por lo cual, los elementos de B son numero complejos. Un ejemplo de

cómo usar el Script 5 es escribir desde Command Window daBFkR2(0,[1+2i]) y como respuesta

se guardará el valor de d((0, 0), {(1, 2)}) en r.

El Script 6 calcula ρ(A,B) como en la Definición 1.3.7, donde A,B ∈ Fn(R2). Observemos

que rhoFkR2 es el nombre de la función y A y B son subconjuntos finitos de R2. Para ejemplificar

el uso del Script 6, es suficiente escribir desde Command Window rhoFkR2([0],[1+2i]) y como
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respuesta se guardará el valor de ρ({(0, 0)}, {(1, 2)}) en r. Cabe señalar que al utilizar el Script

6, automáticamente, se utiliza el Script 5.

Script 5.

function r=daBFkR2(a,B)

r=-1;

for i=1:numel(B)

re=real(a)-real(B(i));

im=imag(a)-imag(B(i));

aux=sqrt(re^2+im^2);

if (r < 0)

r= aux;

elseif r > aux

r=aux;

end

end

end

Script 6.

function r=rhoFkR2(A,B)

r=-1;

for i=1:numel(A)

if (r < 0)

r=daBFkR2(A(i),B);

elseif (r < daBFkR2(A(i),B) )

r=daBFkR2(A(i),B);

end

end

end

El Script 7 se encarga de hacer los gráficos para la métrica de Hausdorff en el hiperespacio

Fn(R2). Notemos que hFkR2Plot es nombre de la función, A y B son subconjuntos finitos de R2, r

es el radio de la nube y color es un vector de tres entradas, donde cada entrada es un valor en 0 y

1, el cual representa el color de la nube. Para ejemplificar el uso del Script 7, es suficiente escribir

desde Command Window hFkR2Plot([0],[1+2i],3,.1,[0 0 1]) y se obtendrá la gráfica de

la nube alrededor de {(0, 1)} y radio 3, N(3, {(0, 1)}).

Script 7.

function hFkR2plot(B,A,r,color)

XA=zeros(numel(A),1);

XB=zeros(numel(B),1);

YA=zeros(numel(A),1);

YB=zeros(numel(B),1);

for i=1:numel(A)

XA(i)=real(A(i));

YA(i)=imag(A(i));

end

for i=1:numel(B)

XB(i)=real(B(i));

YB(i)=imag(B(i));

end

if r>0

radio=max(XA);

for j=1: numel(XA)

x = -r+XA(j):r/1000:r+XA(j);

y1=zeros(1);

y2=zeros(1);

for i=1:numel(x)

y1(i) = sqrt(r^2-(x(i)-XA(j))^2)+YA(j);

y2(i) = -sqrt(r^2-(x(i)-XA(j))^2)+YA(j);

end

X=x;

Y=y1;

for i=1:numel(x)

X(i+numel(x))=x(numel(x)-i+1);

Y(i+numel(x))=y2(numel(x)-i+1);

end

fill(X,Y,color);

if radio==XA(j)

plot([XA(j),XA(j)+r],[YA(j),YA(j)],’y’);

end

end

end

plot(XB,YB,’g*’);

plot(XA,YA,’m*’);

end
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El Script 8 calcula la distancia H(A,B) y representa las nubes para el hiperespacio Fn(R2),

donde A,B ∈ Fn(R2). Observemos que hFkR2 es el nombre de la función, A y B son subconjuntos

finitos de R2 y t es el radio de la nube. Como ejemplo, es suficiente escribir desde Command

Window hFkR2([0],[1+2i],3) y como respuesta, se guardará el valor de H({(0, 0)}, {(1, 2)})
en r. Además, se obtiene la Figura 1.7-(a). Al hacer uso del Script 8, este usará los Scripts 6 y

7 de manera automática.

Script 8.

function r=hFkR2(A,B,t)

r=max(rhoFkR2(A,B),rhoFkR2(B,A));

figure

hold on;

grid on;

axis equal;

hFkR2plot(A,B,t,[0.5 0.5 0.5]);

hFkR2plot(B,A,t,[0 0 1]);

hold off;

end

Scripts para diagrama Cobweb

En esta parte se incluyen scripts que permiten construir los diagramas Cobweb. Estos diagra-

mas se pueden encontrar en el Caṕıtulo 2. El Script 9 realiza diagramas Cobweb para funciones

reales. Notemos que Cobweb es el nombre de la función, a y b son números reales tales que a es

menor que b, x es un número real entre a y b y k es el número de puntos que se desea graficar.

Por ejemplo, para obtener los diagramas Cobweb, es necesario escribir en Command Window

Cobweb(0,1,1/32,40). Con esto, se obtiene la Figura 2.5-(c). Cabe señalar que el Script 9 uti-

liza el Script 10, el cual funge como la función real. En este caso, el Script 10 funge como la

función tienda (vea el Ejemplo 1.2.26).
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Script 9.

function Cobweb(a,b,x,k)

if a<b && min(x)>=a && max(x)<=b && mod(k,1)==0 && k>=0

X=a:(b-a)/50:b;

Y=zeros(numel(X),1);

for i=1: numel(X)

Y(i)=f(X(i));

end

figure;

hold on;

p=plot([a,b],[a,b]);

set(p,’Color’,’blue’,’LineWidth’,3);

p0=plot(X,Y,’r’);

set(p0,’Color’,’red’,’LineWidth’,3);

for i=1:numel(x)

xa=x(i);

Rx=zeros(1,1);

Ry=zeros(1,1);

for j=1:k+1

if mod(j,2) ==1

Rx(j)=xa;

Ry(j)=f(xa);

xa=f(xa);

else

Rx(j)=xa;

Ry(j)=xa;

end

end

p1=plot(Rx,Ry,’:r’);

set(p1,’Color’,randi(100,1,3)/100,’LineWidth’,3);

set(gca,’XTick’,0:1/4:1);

set(gca,’YTick’,0:1/4:1);

end

hold off;

else

disp(’Nota: a < b, n es un entero mayor o igual a cero,’);

disp(’y x es un vector, donde sus elementos están en [a,b].’);

end

end

Script 10.

function y=f(x)

if x<1/2

y=2*x;

else

y=2-2*x;

end

end

Scripts para la construcción de fractales

En esta parte se muestran los scripts que hacen posible realizar las gráficas del Caṕıtulo 4

de esta tesis. La idea principal de los scripts que hemos hecho es la recursividad, la cual es una

herramienta computacional.
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Con el Script 11 se realizan las gráficas que se muestran en la Figura 4.2. Para esto, escribimos

desde Command Window T_S(0) para obtener la Figura 4.2-(a). Luego, anotamos en Command

Window T_S(1) para obtener la Figura 4.2-(b). Posteriormente, copiamos en Command Window

T_S(2) para obtener la Figura 4.2-(c). Finalmente, redactamos en Command Window T_S(8)

para obtener la Figura 4.2-(d). Al utilizar el Script 11 automáticamente se usará el Script 12.

Script 11.

function T_S(n)

figure;

hold on;

TS([0 1 1 0 0],[0 0 1 1 0],0,n);

hold off;

end

Script 12.

function TS(x,y,n,m)

if n==m

fill(x,y,’r’)

elseif n<m

TS(x/2,y/2,n+1,m);

TS(x/2+1/2,y/2,n+1,m);

TS(x/2,y/2+1/2,n+1,m);

end

end

Con el Script 13 se realizan las gráficas que se muestran en la Figura 4.10. Para esto, es-

cribimos desde Command Window Curva_Arbol(1) para obtener la Figura 4.10-(a). Luego,

anotamos en Command Window Curva_Arbol(2) para obtener la Figura 4.10-(b). Entonces,

copiamos en Command Window Curva_Arbol(3) para obtener la Figura 4.10-(c). Finalmente,

redactamos en Command Window Curva_Arbol(12) para obtener la Figura 4.10-(d). Al utilizar

el Script 13 automáticamente se usará el Script 14.

Script 13.

function Curva_Arbol(k)

figure;

hold on;

axis equal;

for i=1:k+1

FArb(i-1,[0,1,3/4,0,0],[0,0,3/4,1,0]);

end

hold off;

end

Script 14.

function FArb(n,x,y)

if n>0

FArb(n-1,(x-y)/2,1+(x+y)/2);

FArb(n-1,1/2+(x+y)/2,-1/2+(x-y)/2);

else

fill(x,y,’g’);

end

end

Con el Script 15 se realizan las gráficas que se muestran en la Figura la Figura 4.5. Para

esto, escribimos desde Command Window Tri_Sier(0) para obtener la Figura 4.5-(a). Aśı,

copiamos en Command Window Tri_Sier(1) para obtener la Figura 4.5-(b). Similarmente,

redactamos en Command Window Tri_Sier(2) para obtener la Figura 4.5-(c). Finalmente,

anotamos en Command Window Tri_Sier(8) para obtener la Figura 4.5-(d). Al utilizar el

Script 15 automáticamente se usará el Script 16.
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Script 15.

function Tri_Sier(n)

figure;

hold on;

x=[0 1/2 1 3/4 1 1/2 0 1/4 0];

y=[0 1/4 0 1/2 1 3/4 1 1/2 0];

EM(x,y,0,n);

hold off;

end

Script 16.

function EM(x,y,n,m)

if n==m

fill(x,y,’r’)

elseif n<m

EM(x/2,y/2,n+1,m);

EM(x/2+1/2,y/2,n+1,m);

EM(x/2+1/4,y/2+(3^(1/2))/4,n+1,m);

end

end

Con el Script 17 se realizan las gráficas que se muestran en la Figura 4.20. Para esto, es-

cribimos desde Command Window Espiral(1) para obtener la Figura 4.20-(a). Similarmente,

redactamos en Command Window Espiral(2) para obtener 4.20-(b). Luego, anotamos en Com-

mand Window Espiral(3) para obtener la Figura 4.20-(c). Finalmente, copiamos en Command

Window Espiral(11) para obtener la Figura 4.20-(d). Al utilizar el Script 17 automáticamente

se usará el Script 18.

Script 17.

function Espiral(n)

figure;

hold on;

x=[0 1 0 0];

y=[0 0 1 0];

LOO(x,y,0,n);

hold off;

end

Script 18.

function LOO(x,y,n,m)

if n==m

plot(x,y,’r’)

elseif n<m

LOO(x+y,y-x,n+1,m);

plot(x,y,’g’)

end

end
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[11] I. L. Irribaren, Topoloǵıa de espacios métricos, Limusa-Wiley, 1973.

[12] H. M. Lango, Dinámica colectiva, Revista Integración, Escuela de Matemáticas, Universidad
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