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Introducciéon

La temaética de la tesis pertenece a las ramas de la Topologia conocidas como Teoria de los
continuos y sus hiperespacios, asi como en sistemas dindmicos. Como bien sabemos, la importan-
cia de los sistemas dindmicos la encontramos en distintas areas de la matemaética aplicada, por
ejemplo en la biologia matematica o biomatematica. Particularmente, los sistemas dindmicos
discretos los encontramos en todo lo relativo al estudio del crecimiento de poblaciones, donde la
idea general es la de elaborar modelos matematicos apropiados que, de cierto modo, representen
la situacion de una poblacién que se esté estudiando, y que estos modelos nos permitan entender,
y mejor aun, predecir su comportamiento posterior.

Dado un espacio métrico X y una funcién continua f : X — X al par (X, f) le denomina-
mos sistema dindmico. Es bien sabido [6] que un sistema dindmico (X, f) induce los sistemas
dindmicos (2%,2f) y (C(X),C(f)), donde 2¥ y C(X) son hiperespacios de X y 2/ y C(f) son
funciones inducidas por f. Cuando se estudia el sistema dindmico (X, f) se dice que se analiza
la dindmica individual y cuando se consideran algunos de sus sistemas dinamicos inducidos se
dice que se investiga la dinamica colectiva. Un problema natural es estudiar las conexiones entre
propiedades dindmicas de f y de las funciones inducidas 2/ y C(f). Es importante indicar que
el estudio de la dinamica topoldgica en sistemas dindmicos inducidos ha tomado fuerza en los
ultimos anos y existe ya un buen nimero de articulos relacionados con este tema por mencionar
algunos tenemos [I], 2] [§, 16l 12]. Cabe mencionar que el objetivo general del presente trabajo
de tesis es brindar las bases en el estudio de la dindmica colectiva, enfocandonos principalmente
en la transitividad de funciones.

En el Capitulo 1 se abordan los conceptos preliminares para el desarrollo del presente tra-
bajo. Practicamente es una recopilacién de nociones y resultados que permiten comprender esta
tesis, de tal forma que sea lo méas autocontenida posible. En la Seccién 1.1 se realiza un breve
repaso de algunas propiedades de funciones entre conjuntos, se le da especial atencion a algunas
propiedades de la composicién de funciones y algunos hechos conocidos de la funcién producto.
Ademds, en la Seccién 1.2 se recuerdan algunos hechos generales de espacios métricos, asi como
algunas propiedades topoldgicas de éstos. En particular, analizamos las nociones de densidad,
conexidad, compacidad y completez. Asimismo, se destacan algunas propiedades de funciones
continuas entre espacios métricos. Mdas ain, en la Seccién 1.3 se realiza un breve analisis de
hiperespacios de un espacio métrico, describimos la topologia de Vietoris, asi como dos maneras
de pensar la métrica de Hausdorff. Ademas, se da la nocién de funcién inducida y algunas de
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sus propiedades.

En el Capitulo 2 se analizan conceptos bésicos respecto a sistemas dindmicos discretos. Asi-
mismo, se analiza la dindmica individual y colectiva. En la Seccién 2.1 se analiza las nociones de
Orbita, puntos fijos y puntos periédicos. Ademads, en la Seccién 2.2 se estudia la dindmica indivi-
dual. Particularmente, se estudian funciones dindmicas de diversos tipos, como son: transitivas,
cadticas, totalmente transitivas, débilmente mezclantes y minimales. En la Seccién 2.3 se inicia
el estudio de la dindmica colectiva, particularmente, la dindmica colectiva de la funcién tienda.

En el Capitulo 3 se exponen los resultados principales del trabajo de tesis. En la Seccién
3.1 se exhiben algunos resultados tipicos de la dinamica topoldgica, principalmente exponemos
de manera accesible la demostracion del famoso Teorema de Furstenberg. En la Seccién 3.2 se
atiende uno de los objetivos principales del presente trabajo. A saber, se enfoca a resolver el
siguiente problema: descubrir todas las posibles implicaciones entre las afirmaciones siguientes:

(1) f es transitiva;
(2) 2/ es transitiva;
(3) C(f) es transitiva;

Ademas, en la Seccién 3.3 se exhiben algunas consecuencias obtenidas a partir del la resolucién
del problema planteado.

Finalmente, en el Capitulo 4 se muestra una aplicacion de las funciones inducidas, la cual
es la construccién de fractales. En el Apéndice se incluyen scripts que permiten la ilustracién
grafica de diversos hechos en el presente trabajo. Cabe mencionar que dichos scripts fueron
implementados en el lenguaje de programacién Matlab.

Espero que el presente trabajo sea ttil para aquellos interesados en el area.




Un acercamiento a la dinamica colectiva

Sergio Flores Rodriguez






Capitulo 1

Conceptos preliminares

En este capitulo se revisan conceptos preliminares para el desarrollo del presente trabajo.
Basicamente, se hace una recopilacién de la herramienta necesaria para comprender esta tesis,
siempre con la mira de contar con un escrito lo més autocontenido posible. Cabe senalar que
en este trabajo usamos la notacién estandar de la teoria de conjuntos y sus operaciones, y en
general de la matematica actual. Denotamos por N, Z y R el conjunto de los nimeros naturales,
el de los nimeros enteros y el de los niimeros reales, respectivamente. El conjunto vacio se denota
por (.

En la Seccién 1.1 hacemos un repaso de algunas propiedades de funciones entre conjuntos.
Asimismo, nos enfocamos en propiedades de la composicién de funciones. Ademads, presentamos
algunos hechos conocidos de la funcién producto.

La Seccién 1.2 estd dedicada a recordar hechos generales de espacios métricos, asi como
algunas propiedades topoldgicas de éstos. En particular, analizamos las nociones de densidad,
conexidad, compacidad y completez. Finalmente, se destacan algunas propiedades de funciones
continuas entre espacios métricos.

Por ultimo, en la Seccién 1.3 se realiza un breve analisis de hiperespacios de un espacio
métrico, describimos la topologia de Vietoris, asi como dos maneras de interpretar la métrica de
Hausdorff. Mas atn, a partir de una funcién f de un espacio métrico X en si mismo se define la
funcién inducida al hiperespacio 2%, 27 : 2X — 2X_ Principalmente, demostramos que la funcién
27 es continua cuando f lo es y analizamos cémo es la composicién de 2f consigo misma.

Seccién 1.1

Funciones

En esta secciéon revisamos algunas propiedades de funciones entre conjuntos. Analizamos
propiedades de la composicién de funciones. También presentamos algunos hechos conocidos de
la funcién producto.



Comenzamos recordando que si X y Y son conjuntos, una funcion f de X en Y es una
correspondencia que asocia a cada elemento de X un unico elemento de Y. Se denota por
f X — Y una funcién de X en Y, donde a X se le conoce como dominio y a Y como
contradominio.

Definiciéon 1.1.1. Sean X y Y conjuntos y f : X — Y una funcién. Dados A un subconjunto
de X y B un subconjunto de Y, se denota y define la imagen de A bajo f como:

f(A)={yeY :y= f(z), para algin x € A}.
La imagen inversa de B bajo f se denota y define como:
fYB)={zx e X: f(z) € B}.
En seguida, se expone una observacion que se sigue de la definiciéon de funcion.

Observacién 1.1.2. Sean X y Y conjuntos, f : X — Y una funcién y k € N. Si A C X tal que
A tiene a lo mas k elementos, entonces f(A) tiene a lo més k elementos.

La siguiente definicion relaciona dos funciones.

Definiciéon 1.1.3. Sean X, Y y Z conjuntos y sean f: X - Y y ¢g:Y — Z funciones. Se dice
que la funcién h : X — Z es la composicion de f con g si h(z) = g(f(z)), para todo =z € X. En
tal caso h se le denota por go f.

Se sabe que la composicién de funciones es asociativa, esto es, si f1 : X1 — Xo, fo: Xo — X3
y f3: X3 — X4 son funciones, entonces f3 o (fao f1) = (f3 o f2) o f1. Con las Definiciones m
y se tiene la siguiente observacion.

Observacion 1.1.4. Sean X un conjunto, f : X — X una funciéon y £ € N. Si A es un
subconjunto de X, se denota por f* la composicién de f consigo misma k veces. Ademds, si
A C X, la imagen de A bajo f* lo denotamos por f¥(A) y la imagen inversa de A bajo f* lo
denotamos por f~*(A). Es decir, f7*(A) = (fk)_1 (A).

Dado un conjunto X, una funcién muy conocida es la funcién identidad la cual denotamos
por Idx : X — X y se define por Idx(z) = x, para todo = € X.

Tenemos las siguientes propiedades referentes a la composicion de una funcién consigo misma.

Proposiciéon 1.1.5. Sean X un conjunto y f : X — X una funcién. Se cumplen las siguientes
propiedades:
(1) Para cualesquiera niimeros naturales k y m, se cumple fFm = fm+k,

(2) Para cualesquiera niimeros naturales k y m, se cumple f*m = ( f k)m.

(3) Sean A un subconjunto en X y k un ntmero natural. Entonces, A es un subconjunto no
vacio si y sélo si f¥(A) es un subconjunto no vacio.
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(4) Sean Ay B subconjuntos de X y k un niimero natural. Entonces, f*(ANB) es un subconjunto

de f*(A) N fH(B).

Demostracion. (1) Sean k, m € N. Para cada z € X, usamos la asociatividad de la composicién

para obtener:

@) = (ffofm) (@)
= (fo--ofofo---of)(x)
k-veces m-veces
= (forofoforof))
m-veces k-veces
(f™ o f*) ()
fri(a).
(2) Se sigue de la asociatividad de la composicién. (3) Consideremos A un subconjunto de X
y k € N. Supongamos que A # (). Es decir, existe z € A. Luego, f*(x) € f¥(A). Por lo tanto,
fE(A) # 0. Por otro lado, supongamos que f¥(A) # (). Es decir, existe y € f*(A). Esto es, existe
r € A tal que f*(x) = y. Por lo tanto, A # (.
(4) Consideremos A y B dos subconjuntos de X y k € N. Sea y € f*(A N B). Luego, existe
r € AN B tal que f*(z) =y. Como x € Ay x € B, se sigue f*(z) € f*(A) y f*(z) € f*(B).
Esto es, y € f*(A) N f*(B). Por lo tanto, f*(AN B) C f*(A) N f¥(B). O

Otra propiedad de imagen inversa bajo alguna funcién.

Proposicién 1.1.6. Sean X un conjunto, f : X — X una funcién, A y B subconjuntos de X
y k € N. Se cumple lo siguiente:

(1) f*(f~*(B)) es un subconjunto de B.
(2) AN f7%(B) # 0 siysélosi fF(A)N B # 0.

Demostracion. (1) Consideremos y € f* (f7*(B)). Asi, existe x € f~%(B) tal que f*(z) = y.
Como z € f~*(B), se sigue que f*(x) € B. Por lo tanto, y € B. En conclusién, f* (f_k(B)) C B.
(2) Se tiene que ANf~*(B) # 0 siy sélo si existe x € ANf¥(B)siysélosiz € Ayz € f%(B)
siy sélosi f¥(x) € fF(A)y f¥(x) € Bsiysolosi fF(z) € f¥(A)N B siy sélosi f¥(A)NB # 0.

O

Definicion 1.1.7. Dados los conjuntos X1, Xo, ..., X}, se define su producto cartesiano como
el conjunto:

X1 x Xox -+ x Xp={(x1,22,...,2%) : x; € X;, paracada i € {1,2,...,k}}.

Notacién 1.1.8. Como es usual, denotamos el producto cartesiano X; x X9 X -+ X X} por
Hle X;. Ademss, si para todo i € {1,2,...,k}, X; = X escribimos X* en lugar de X x X x
oo x X,




Proposicion 1.1.9. Sean X un conjunto y k € N. Si Ay, Ag,..., A son subconjuntos de X,
entonces Ay X Ay X -+ X Ap # 0 si y s6lo si A; # (), para todo i € {1,2,...,k}.

Demostracién. Sean Ay, As,..., A C X. Luego, Ay x As x -+ x A # 0 si y sblo si existe
(x1,22,...,2k) € Ap X Ag X -+ X A siy sblo si x; € A;, para todo i € {1,2,...,k} siy sélo si
A; # 0, para todo i € {1,2,...,k}. O

Otro concepto destacado es la siguiente definicion, la cual es muy valiosa para las pruebas
en el Capitulo 3.

Definicién 1.1.10. Sean X un conjunto y k£ € N. Dada una una funcién f : X — X, denotamos
la funcion producto por f>**: X*¥ — X* y se define como:

P ¥y, ma, o ae) = (f(21), f(22), ..., f(xx)), para cada (z1,a, ..., 2x) € X",

Ahora que conocemos la definicién de funcién producto, es natural saber qué pasa con su
composicién consigo misma.

Observacion 1.1.11. Sean X un conjunto, f : X — X una funcién y & € N. Entonces, para
cualquier m € N y para cada (x1, 29, ...,2) € X¥ se cumple:

(ka)m (w1, 20,...,21) = (f™(21), fM(22),..., [ (21)) -

En efecto, para m = 1 el resultado es trivial. Supongamos que se cumple para m — 1. Veamos
que se cumple para m. Sea k € N. Entonces para cada (1, z9,...,x;) € X*, se sigue que:

()" @raz,m) = PR @)
= RN ), 7 ) 7 ()
= (f(fmNz), (f" Hz2)) oo f (F7 (k)
= (™), f"M(x2)s - S () -
Las propiedades que se presentan a continuacién son utiles para los resultados que se en-
cuentran en el Capitulo 3.

Proposicion 1.1.12. Sean X un conjunto y f : X — X una funcién. Si Ay, Ao, ..., Ay, B,
Bs, ..., By son subconjuntos de X y k y m son nimeros naturales cualesquiera, entonces:

(1) (%)™ (Ar x Ay x -+ x Ag) = f™(A1) x f™(Ag) x -+ x f™(Ap);

(2) ((ka)m(Al X Ag X +-- xAk)) N[By x By x +-+ x Bg] # 0 siy s6lo si f™(A1) N By #
0, f"(A2) N By #0, ..., f"(Ag) N By # 0.

Demostracion. (1) Consideremos k,m € N y los subconjuntos Aj, As, ..., Ar de X. Dado un
elemento (y1,¥y2,-..,Yk) en (ka)m (A] X Ag x -+ X Ay), existe un elemento (x1,x2,...,zx) de

Ay X Ag x -+ X A, tal que (ka)m (x1,x2,...,2k) = (Y1,Y2, - .., Yr). Por la Observacién |1.1.11
se tiene que:

(ka)m (@1, @2, @) = (" (1), [ (@2), -, [ (k) -
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Luego, f™(z;) = vi € f™(A;), para todo ¢ € {1,2,...,k}. Por lo tanto, (y1,y2,...,Yk) €
F™(Ay) x f(Ag) X -+ x f™(Ag).

Por otro lado, sea (y1,y2,...,yx) € f™(A1) X f™(A2) x -+ x f™(Ag). Luego, y; € f™(4;),
para todo i € {1,2,...,k}. Asi, para todo i € {1,2,...,k}, existe x; € A; tal que f™(z;) = y;.
Notemos que, por la Observacién se obtiene que (ka)m (1,22, 2k) = (Y1, Y2y« -+, Yk )-
Por lo tanto, (y1,y2, ..., yk) € (F*F)™ (A1 x Ay x -+ x Ay).

(2) Sean Ay, Ag, ..., Ak, B1,Ba,..., By C X y k,m € N. Supongamos que:

((ka>m(A1 X Ag X « - XAk)) N[B1 x By x -+ X Bg] # 0.
Luego, de (1) se sigue que [f™(A1) x f™(A2) x -+ x f(Ap)] N [By X By x --- x By] # 0. Es

decir, tenemos que (f™ (A1) N By) x (f™(A2) N Ba) x - x (f™(Ag) N Bg) # (. Por lo que, de
la Proposicién se sigue que fM(A1) N By # 0, f™(A3) N By # 0,..., f™(Ax) N By # 0.
Reciprocamente, supongamos que f™ (A1) N By # 0, f™(A3) N By £ 0,..., f™(Ag) N By # 0.
Luego, por la Proposicién [1.1.9] f™(A1) N By x f™(A2) N By x -+ x f™ N (Ay)By # 0. Esto es,
[f™(A1) X f™(A2) x -+ x f™(Ag)] N [B1 x Bg x -+ x By| # 0. En consecuencia, de (1) se tiene
((f*F)m(Ar x Ag x -+ x Ag)) N [By X By X -+ x By] # 0. O

Definiciéon 1.1.13. Sean X y Y conjuntos y f: X — Y una funcién. Se dice que:

(A) f es inyectiva si para cualesquiera z,y € X se tiene que si x # y, entonces f(x) # f(y).
(B) f es sobreyectiva si para cualquier y € Y, existe z € X tal que f(z) =y.

(C) f es biyectiva si f es inyectiva y sobreyectiva.

Notemos que, de manera equivalente, una funcién f es inyectiva si para cualesquiera z,y € X
se tiene que si f(z) = f(y), entonces x = y. A las funciones inyectivas también se le conoce como
funciones uno a uno y a las funciones sobreyectivas se les conoce como funciones suprayectivas.
Por 1ltimo, no es dificil demostrar lo siguiente.

Observacion 1.1.14. La composicién de funciones biyectivas es biyectiva.

Definicion 1.1.15. Sea f: X — Y una funcién biyectiva. Se dice que g : Y — X es la funcion
inversa de fsi fog=1Idy y go f=1Idx. A g se le denota por f~1.

Seccién 1.2
( Propiedades topoldgicas en espacios métricos

En esta seccién recordamos lo que es un espacio métrico, asi como algunas propiedades
topoloégicas de estos. En particular, analizamos las nociones de densidad, conexidad, compacidad
y completez. Finalmente, se destacan algunas propiedades de funciones continuas entre espacios
métricos.




Definicion 1.2.1. Sea X un conjunto. Se dice que la funcién d : X x X — R es una métrica o
distancia sobre X si d satisface las siguientes condiciones:

(A

U

x,y , para todo z,y € X.

(B x,y) =0 siy sélo si x =y, para todo z,y € X.

(C) d(x,y) = d(y,x), para todo z,y € X.

d(x,y

) d(z,y) =
) d(z,y)
) d(z,y)
(D) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y), para todo z,y,z € X.

A la pareja (X, d) se le llama espacio métrico. El ntimero real d(x,y) es la distancia entre x y
y, para cualesquiera x,y € X.

En algunos casos particulares denotamos por dx la métrica de un espacio métrico X. La
propiedad (D) de la Definicién se conoce como desigualdad triangular. A continuacion,
mostramos ejemplos muy conocidos de espacios métricos.

Ejemplo 1.2.2. Sea M un conjunto no vacio. Consideremos la funcién dp; : M x M — R
definida, para cada x,y € M por:

L z#y
0, T =1y.
Se tiene que djs es una métrica. A la pareja (M, dys) se le conoce como espacio métrico discreto.

Ejemplo 1.2.3. Consideremos la funciéon dg : R x R — R con regla de correspondencia,
dr(z,y) = |xr — y|, para cualesquiera z,y € R. No es dificil ver que dr es una métrica para
R. Se le conoce como métrica euclidiana para R. Con esto, (R, dr) es un espacio métrico.

Ejemplo 1.2.4. Consideremos la funcién dg2 : R? x R? — R con regla de correspondencia,

dgz ((21,22), (y1,92)) = /(21 — y1)? + (22 — y2)?, para cualesquiera (w1, 22), (y1,42) € R*. Se
conoce que dg2 es una métrica para R2. A dg> se le conoce como métrica euclidiana para R2.

Asi, (]R2, ng) es un espacio métrico.
Para nuestros fines, analizamos el siguiente espacio métrico.

Definicién 1.2.5. El conjunto de sucesiones infinitas de ceros y unos se denota y define como:
Yo = {(s0s15253...) : sx € {0, 1}, k € NU {0} }.

Los elementos de Y9 los denotamos con las letras s, t,u, w,z, etc. Usamos 0 para denotar el

elemento de 3y tal que s; = 0, para todo k € NU {0}, es decir, 0 = (0000...). De igual forma

1 lo reservamos para el elemento de X9 tal que so = 1y s = 0, para todo k € N, esto es,
= (1000...).

Al conjunto de sucesiones infinitas de ceros y unos le asociamos una métrica. Esto se expone
en la Proposicién [1.2.6
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Proposicién 1.2.6. La funcién dyx, : 32 x X9 — R, donde su regla de correspondencia esta dada
o0
por dy,(s,t) = > %, para cada s = (sps15253...),t = (totitats...) € X, es una métrica

sobre Y.

Demostracion. Veamos que se cumplen las condiciones (A)-(D) de la Definicién Sean
s = (sps18283...),t = (totitats...),u = (upuiugus...) € Yo cualesquiera.

(A) Notemos que, |s; —ti| > 0, para todo k € NU {0}. Asi, b’}%’“' > 0, para todo k € NU {0}.

oo
En consecuencia, % > 0. Por lo tanto, dx,(s,t) > 0.
k=0

o0

(B) Tenemos que, ds,(s,t) = 0 si y sélo si > %;kt’“l = 0 si y sblo si |sp — tg| = 0, para todo
k=0

k € NU{0} siy sblo si s = tg, para todo k € NU {0}. Esto es, ds,(s,t) = 0 si y sélo si

s =1t.

(C) Se tiene que ds,(s,t) = E% = Z'tk;i,f’c‘ = dy,(t,s). Por lo tanto, ds,(s,t) =
k=0 k=0
dEQ(t,S).

S st o [spmunl et o 9 Jsimunl | S [ue—tl
(D) Esclaro queds,(s,t) = kzo% < kzo b < kZO bt +kzo S < ds,(s,u)+
dy, (u,t). Por lo tanto, dy,(s,t) < ds, (s, u) + ds, (u, t).

En conclusién, dy, es una métrica sobre ¥,. O

De la Proposicion se tiene que la pareja (X9, ds,) es un espacio métrico. Este espa-
cio métrico es conocido como el espacio de sucesiones infinitas de ceros y unos. Mas adelante
destacaremos, entre otros hechos, algunas propiedades que cumple el espacio métrico >s.

Por otro lado, dado un espacio métrico (X,d) y tomando un subconjunto no vacio A de
X y un punto z en X, el conjunto {d(z,a) : a € A} es un subconjunto de los nimeros reales
R. Ademads, 0 es una cota inferior del conjunto {d(z,a) : a € A}. Luego, se sigue que existe
inf{d(x,a) : a € A}. Con esto, pasamos a la siguiente definicién.

d(z,w)
Figura 1.1: Distancia de un punto a un conjunto.

Definicién 1.2.7. Sea (X, d) un espacio métrico. Sean A un subconjunto no vacio de X y z un
elemento de X. Se denota y define la distancia del punto x al conjunto A como:

d(z,A) = inf{d(z,a) : a € A}.




Esquemadticamente, la distancia de un punto a un conjunto puede verse en la Figura[I.1]
Un concepto indispensable en un espacio métrico es el de bola abierta.

Definicién 1.2.8. Sea (X, d) un espacio métrico. Sean a € X y € > 0. Se denota y define la
bola abierta con centro en a y radio € como el conjunto:

Bi(a,e) ={zx € X : d(z,a) < €}.

|
x

Figura 1.2: La bola abierta en R? con centro en (z,y) y radio ¢.

Considerando X = R?, se puede ver graficamente en la Figura la bola con centro en
(z,y) € R? y radio ¢, Bq, ((x,y),¢).

Por otro lado, tomando un espacio métrico (X,d) y un subconjunto A de X, se dice que
x € X es un punto interior de A si existe r > 0 tal que By(x,r) C A. Ademds, al conjunto:

Int(A) = {z € A: x es un punto interior de A},

se le conoce como interior del conjunto A. Se dice que A es un subconjunto abierto en X

si A = Int(A). En [I1l Teorema 1, pag. 35] se demuestra que la bola abierta es un conjunto

abierto. M4s atin, es fcil ver que X mismo y el conjunto vacio () son conjuntos abiertos, asi como

la unién arbitraria y la interseccion finita de subconjuntos abiertos son subconjuntos abiertos.
Otro concepto topoldgico importante en espacios métricos es el siguiente.

Definicion 1.2.9. Sea X un espacio métrico. Un subconjunto F' de X es un subconjunto cerrado
en X siy sélo si X — F es un conjunto abierto en X. Si A es un subconjunto de X, se define y
denota la cerradura o clausura de A como la interseccion de todos los subconjuntos cerrados de
X que contienen a A. En simbolos, Cl(A) = ({F C X : F es cerradoen X y A C F'}.

La demostracién del teorema siguiente se encuentra en [I1, Teorema 2, pdg. 46].

Teorema 1.2.10. Sea (X, d) un espacio métrico. Sea A un subconjunto de X tal que la clausura
de A, CI(A), es no vacio. Entonces, para cualquier elemento x en X, son equivalentes:

(1) z € Cl(A);
(2) d(x,A) =0;

(3) Para cualquier subconjunto abierto U de X tal que x € U, UN A # ().
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Ahora, pasamos a la definicién de conjunto denso la cual es trascendental en el Capitulo 2.

Definicién 1.2.11. Sean X un espacio métrico y A un subconjunto de X. El conjunto A es
denso en X si Cl(A) = X.

La demostracién de la siguiente Proposicién se sigue del Teorema [1.2.10

Proposicién 1.2.12. Sean X un espacio métrico y A un subconjunto de X. Las siguientes
propiedades son equivalentes:

(1) El conjunto A es denso en X.
(2) Para cualquier subconjunto abierto no vacio U en X, U N A # ().

A continuacion recordamos el concepto de conexidad y algunas variantes de éste.
Definicion 1.2.13. Sea X un espacio métrico.

(A) Se dice que X es disconexo si existen subconjuntos abiertos no vacios U y V en X tales que
UNnV=0yUuV =X.

(B) El espacio X es conezo si no es disconexo.

(C) Se dice que C; es la componente conexa de x € X si C, es el mayor subconjunto conexo en
X (con respecto a la inclusién) que contiene a x.

(D) El espacio X es totalmente disconero si para cada x € X la componente conexa de x es

C, = {z}.
Ejemplo 1.2.14.
(1) Cualquier espacio métrico totalmente disconexo es disconexo.
(2) El espacio métrico del Ejemplo es totalmente disconexo.
(3) El espacio métrico Xy es totalmente disconexo [9, Ejercicio 6.2.4, pag. 261].
(4) Cualquier intervalo en R, es conexo, en particular, el intervalo cerrado [0, 1] es conexo.

Un concepto mas que requerimos saber es el de compacidad.
Definicion 1.2.15. Sea X un espacio métrico.
(A) Se dice que una familia
F C {U C X : U es un subconjunto abierto en X'}
es una cubierta abierta de X si X C |JF.

(B) se dice que G es una subcubierta finita de F si G es un subconjunto finito de F tal que G
es una cubierta de X.
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(C) El espacio métrico X es compacto si cualquier cubierta abierta de X admite una subcubierta
finita.

(D) El espacio métrico X es totalmente acotado o precompacto si para todo r > 0, existen

k
x1,T2,...,2, € X, para algin k € N, tal que X C | By(z;, 7).
i=1

Ejemplo 1.2.16. Algunos ejemplos de espacio métricos compactos son:

(1) Cualquier intervalo cerrado y acotado en R es compacto, en particular, el intervalo [0, 1];
(2) Si X es compacto y F' es un subconjunto cerrado de X, entonces F' es compacto;

(3) El espacio métrico ¥y es compacto [0, Teorema 8.3.1, pag. 377].

Cabe mencionar que la nocién de totalmente acotado es méas débil que la de compacidad.
Esto se ve en el siguiente teorema cuya demostracién se puede consultar en [11, Teorema 2, pag.
93].

Teorema 1.2.17. Si X es un espacio métrico compacto, entonces X es totalmente acotado.

Por otra parte, una herramienta muy utilizada al estudiar los espacios métricos son las

sucesiones.

Definiciéon 1.2.18. Sea X un conjunto. Una sucesion en X es una funcién f : N — X. El
valor que la sucesion f asume en k se indica por x; y se le conoce como término k-ésimo de la

sucesion.
Usamos la notacién {zy }ren para una sucesion.

Definicién 1.2.19. Sean (X, d) un espacio métrico y {xj}ren una sucesion en X. Se dice que
la sucesion {xy}ren converge en X si existe x € X que cumple con la siguiente condicién: para
cada ¢ > 0, existe m € N tal que si k& > m, entonces d(zy,x) < e. Se dice que la sucesién
{zk}ren converge a z. Ademds, si la sucesién {xj}reny no converge, se dice que la sucesién

{zk}ken diverge.
En el Capitulo 4 se muestran ejemplos interesantes de sucesiones convergente y no conver-
gentes. Un tipo de sucesiones ampliamente estudiadas son las sucesiones de Cauchy.

Definicién 1.2.20. Sea (X, d) un espacio métrico.

(A) Una sucesion {zy}ren en X, se dice que es de Cauchy si para todo £ > 0, existe k € N tal
que para cualesquiera m,n > k, se cumple que d(x,, x,) < €.

(B) Se dice que X es completo si toda sucesién de Cauchy converge en X.

Notemos que el reciproco del Teorema se cumple si el espacio es totalmente acotado
y completo.

Terminamos esta secciéon recordando un concepto basico de la topologia de espacios métricos:
la continuidad.
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Definicién 1.2.21. Sean (X, dx) y (Y, dy) espacios métricos y f : X — Y una funcién. Se dice
que f es continua en un punto a € X si para cada & > 0 existe § > 0 tal que para todo =z € X:

si dx(z,a) < 9§, entonces dy (f(z), f(a)) < e.
Se dice que f es continua en X si f es continua en cada punto a € X.
Observacion 1.2.22. Sean X, Y y Z espacios métricos y k£ un niimero natural.

(1) Si f: X - Y escontinuaen X y g:Y — Z es continua en Y, entonces la composicion f
con g, go f, es continua en X [I1, Teorema 4, pag. 154].

2) Si f: X — X es una funcién continua y k € N, entonces f* : X — X es continua.
y

Una equivalencia conocida y muy til de funciones continuas en términos de subconjuntos
abiertos es el teorema que sigue y su demostracion se encuentra en [5, Teorema 1.F.4, pag. 28].

Teorema 1.2.23. Sean X y Y espacios métricos y f : X — Y una funcién. Entonces, f es
continua en X si y s6lo si para cada subconjunto abierto V en Y, el subconjunto f~1(V) es un
subconjunto abierto en X.

Resultados muy conocidos que involucran conjuntos compactos, conexos y funciones conti-
nuas se exponen en seguida.

Observacion 1.2.24. Sean X y Y espacios métricos, f : X — Y una funcién continua y A un
subconjunto de X.

(1) Si A es compacto, entonces f(A) es un subconjunto compacto de Y [11, Teorema 1, pég.
164].

(2) Si A es conexo, entonces f(A) es un subconjunto conexo de Y [I1, Teorema 1, pag. 169].

Recordemos que si X y Y son espacios métricos y f : X — Y es una funcién, dado un
subconjunto B de X, se denota por f|p : B — Y la restriccion de f a B y se define como
flB(z) = f(z), para todo x € B. El siguiente hecho nos ayuda a ver la continuidad de funciones
definidas por partes, una demostracién se puede consultar en [5, Teorema 1.F.6, pag. 29]. Cabe
mencionar que dicho resultado generalmente se conoce como Teorema del empalme.

Teorema 1.2.25. Sean X y Y espacios métricos. Sean A y B subconjuntos cerrados en X.
Si f:A—Y yg:B — Y son funciones continuas en A y B, respectivamente, tales que
flanB = glanp, entonces la funcién h: AU B — Y definida por:

h(a:):{f(x)’ T € A
g(x), r € B,

es continua en A U B.

A continuacién, se muestran dos ejemplos en los que se utiliza el Teorema [1.2.25
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Ejemplo 1.2.26. Consideremos la funcién T : R — R definida por:

2x r < i
T(z) = ’ -
{2—21:, xZ%.

Notemos que las funciones 717 : (—oo, %] - Ry T;: [ ,oo) — R, definidas por Ti(x) = 2z y
Tr(y) = 2 — 2y, para todo x € (—oo, %] y para cada y € [%, oo), son funciones continuas en
(—oo, %] y [%, oo)7 respectivamente. En vista de que T} (%) =T (%), por el Teorema [1.2.25] la
funcién T : R — R es continua en R. La funcién T : R — R es conocida como la funcion tienda.
La grafica de la funcién 7" se puede ver en la Figura (a).

DN | fressssnnnnnnnnnnnnnnnnngfionnnnnnnnnnnnnnnnnnnasn
—_

! X 0

(a) Grafica de la funcién T. (b) Gréfica de la funcién g.

Figura 1.3: Gréficas de las funciones T: R — Ry g : [0,1] — [0, 1].

Ejemplo 1.2.27. Sea ¢ : [0,1] — [0, 1] definida por:

2z + %, 0<z< %;

gx)=q-20+3, I<a<i;

—x+1, % <zxr<l1
Notemos que las funciones g : [0, i] — [%,1], gs E,%] — [%,1] Vv g3 : [2, } — [0, %],
definidas por gi1(z) = 2z + %, g2(y) = —2y + 3 y g3(2) = —z + 1, para todo z € [0, ﬂ,
para todo y € [i, %] y para todo z € [% ], son funciones continuas en [0, 4] [4, 2] y [%, 1],
respectivamente. En vista de que ¢; (%) (}1) vV g2 (%) = g3 (%), por el Teorema |1 la
funcién g : [0,1] — [0, 1] es continua en [0, ] La gréfica de la funcién ¢ la encontramos en la

Figura [L.3}(b).

El resultado que presentamos a continuacién es muy conocido y su demostracién se puede
encontrar en la mayoria de los libros de calculo, dicho resultado es conocido como Teorema del
Valor Intermedio.
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Teorema 1.2.28. Sean A un intervalo en Ry f: A — A una funcién continua en A. Sean
a,b€ A, cona<bycéeR. Sialguna de las siguientes dos condiciones se cumple:

(1) fla) <c < f(b),
(2) fla) >c> f(b),
entonces existe x € (a,b) tal que f(z) = c.

En el drea de la topologia una herramienta muy usada son los homeomorfismos, los cuales
nos ayudan a conocer propiedades de un espacio a partir de otro.

Definicion 1.2.29. Sean X y Y espacios métricos y f : X — Y una funcién. Se dice que [ es
un homeomorfismo si f es continua, es biyectiva y su inversa f~! es una funcién continua en Y.

Las siguientes dos proposiciones nos ayudan a mostrar cuando ciertas funciones reales son
homeomorfismos, la Proposicién [1.2.30] es para funciones crecientes y la Proposicién es
para funciones decrecientes. Esto sera de utilidad en varias demostraciones del Capitulos 2.

Proposicién 1.2.30. Sean a,b,«, 3 € R tales que a < by a > 0. La funcién f : [a,b] —
[aa + B,ab + ], con regla de correspondencia f(z) = ax + 3, para toda x € [a,b], es un
homeomorfismo.

Demostracion. Notemos que f es una funcién continua en [a,b] por ser una funcién lineal.
Veamos que f es una funcién inyectiva. En efecto, consideremos x,y € [a,b]. Si f(z) = f(y),
entonces ax+ = ay+ 5. Asi, z = y. Por lo que f es una funcién inyectiva. Por otro lado, veamos
que f es una funcién sobreyectiva. Dado y € [aa + 3, ab+ f3], se sigue que aa+ <y < ab+ S.
Es decir, a < % < b. Tomando =z = % € [a,b], se tiene que f(z) = « % +p8 =uy.
En consecuencia, f es una funcién sobreyectiva. Ahora, veamos que f tiene inversa. En efecto,

1 B

consideremos la funcién g : [aa+ 3, ab+ ] — [a, b] con regla de correspondencia, g(z) = ~o— 2,

para toda x € [aa+ 3, ab+f]. Luego, para todo = € [a, b], se tiene que g(f(x)) = é (ax + 5)—§ =
= Idjgy (). Por lo tanto, g es la funcién inversa de f. Observemos que por la linealidad de g,

se tiene que g es continua en [aa + 3, ab + []. Con todo, f es un homeomorfismo. O

La demostracion de la siguiente proposicién es similar a la demostracién de la Proposicién
11.2.50)

Proposicién 1.2.31. Sean a,b,a, € R tales que a < by > 0. La funcién f : [a,b] —
[—ab+ B, —aa + B], con regla de correspondencia f(x) = —ax + 3, para toda x € [a,b], es un
homeomorfismo.

Demostracion. Puesto que f es una funcién lineal, se tiene que f es continua en [a,b]. Veamos
que f es una funcién inyectiva. En efecto, consideremos z,y € [a,b]. Si f(z) = f(y), entonces
—ax + B = —ay + 5. De donde, x = y. Por lo que f es una funcién inyectiva. Por otro
lado, veamos que f es una funcién sobreyectiva. Dado y € [—ab + 5, —aa + (], se sigue que
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—ab+ B <y < —aa+ B. Es decir, a < ¥=8 < p. Tomando z = L2 ¢ [a,b], se tiene que

« «

f(z) = -« (%) + 8 = y. En consecuencia, f es una funcién sobreyectiva. Ahora, veamos que
f tiene inversa. En efecto, consideremos la funcién g : [—ab + 8, —aa + (] — [a, b] con regla de
correspondencia, g(z) = —éx—l— g, para toda x € [—ab—+ 3, —aa+ (]. Luego, para todo x € [a, b],
se tiene que g(f(z)) = =1 (—az+B) + g = 2 = Idj, (7). En consecuencia, g es la funcién

inversa de f. Observemos que g es una funcién continua en [—ab+ 3, —aa + f]. Por lo tanto, f
es un homeomorfismo. O

El siguiente resultado es muy conocido y nos serd de provecho para la construcciéon de
homeomorfismos. Su demostracién se desprende de las Observaciones [1.1.14] y [1.2.22}(1).

Teorema 1.2.32. Sean X, Y y Z espacios métricos y funciones f : X - Y yg:Y = Z.Si f
y g son homeomorfismos, entonces g o f es un homeomorfismo.

Finalizamos esta seccion senalando el concepto de funcién uniformemente continua y una

propiedad de este tipo de funciones.

Definicién 1.2.33. Sean (X, dx) y (Y, dy) espacios métricos y f : X — Y una funcién. Se dice
que f es uniformemente continua en X si para cualquier € > 0 existe un § > 0 tal que:

si dx(z1,22) < d, entonces dy (f(z1), f(x2)) < €, para todo x1,z2 € X.

Una equivalencia de continuidad uniforme, en espacios compactos, es la que se muestra en
el siguiente teorema, cuya demostraciéon puede encontrarse en [I1, Teorema 4, pag. 185].

Teorema 1.2.34. Sean X y Y espacios métricos tales que X es compacto y sea f: X — Y una

funcién. Entonces, f es continua si y sélo si f es uniformemente continua.

Seccién 1.3

Conceptos basicos en hiperespacios

En esta seccién se presentan nociones referentes a hiperespacios. Analizamos brevemente la
topologia de Vietoris, asi como dos maneras de describir la métrica de Hausdorff. A partir de
una funcién f : X — X se define la funcién inducida al hiperespacio 2%, 2/ : 2X — 2% Vemos
que 2/ es continua cuando f lo es y analizamos cémo es la composicién de 2/ consigo misma.

Comenzamos recordando lo siguiente que sera util en el desarrollo de los Capitulos 2 y 3.

Definicion 1.3.1. Sea X un espacio métrico. Se denota y define el siguiente subconjunto del
conjunto potencia de X:
2% = {A C X : A es compacto}.
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A la familia 2% se le dota de una topologia como sigue. Sean Aj, As, ..., A, subconjuntos
de X. Se define la familia (A;, Ag, ..., Ag) como:

k
(A1, Ag, ..., Ag) = {AGZX:AC UAZ-yAﬁAi#@, paracadai€{1,2,...,k}}.
i=1

Teorema 1.3.2. Sea X un espacio métrico. La familia
By = {{(U1,Us,...,Ux) : U es abierto en X, para cada i y k € N},

es base para una topologfa de 2%, dicha topologia se denota por 7y y se llama topologia de
Vietoris.

Una demostracién del Teorema se encuentra en [10, Teorema 1.2, pag. 3|. A la pareja
(2X , Tv) se le denomina el hiperespacio de los subconjuntos compactos de X.

A partir del hiperespacio 2¥ de X se pueden definir otros hiperespacios de X, para esto
recordemos el siguiente concepto.

Definicion 1.3.3. Un espacio métrico X es un continuo si X es compacto, conexo y no vacio.
Un subconjunto Y de un espacio métrico X es un subcontinuo de X si Y es un continuo con la
métrica de subespacio.

Definicion 1.3.4. Sea X un espacio métrico. Se definen los hiperespacios de X, con la topologia
de subespacio inducida por Ty:

C(X)={Ac2X: Aes conexo}, y
Fo(X)={A € 2% : A tiene a lo més n elementos}, para cada n € N.

A C(X) se le conoce como el hiperespacio de los subcontinuos de X y a F,,(X) se le denomina
n-ésimo producto simétrico de X. En particular, paran = 1, se tiene que F1(X) = {{z} : z € X}.

La demostracién del siguiente teorema puede realizarse utilizando las siguientes referencias:
[15, Teorema 4.13, pag. 59], [15, Teorema 4.17, pag. 61], [10, Teorema 14.9, pag. 113], [13,
Corolario 1.8.8, pag. 62].

Teorema 1.3.5. Sean n € N y X un espacio métrico. Si X es compacto, entonces 2%, C(X) y
F,,(X) son compactos. Més atin, si X es un continuo, entonces 2%, C(X) y F;,(X) son continuos.

Antes de pasar a definir una métrica para 2% mencionamos la siguientes propiedades del
conjunto (A1, As, ..., Ag) en 2%,

Proposiciéon 1.3.6. Sea X un espacio métrico. Sean A y B subconjuntos de X, se cumplen las
siguientes propiedades:

(1) (4)n(B) = (AN B).

(2) (A) # 0 siysolosi A#0.
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Demostracion. (1) Notemos que C € (A)N(B) siysélosiC € (A) y C € (B)siysélosiC C A
yC CBsiysélosiCCANBsiysdlosi C e (ANDB).

(2) Si (A) # 0, entonces existe C € (A). Luego, C C A. Como C # (), se sigue que A # 0.
Reciprocamente, si A # (), entonces existe u € A. Luego, {u} € 2% y {u} C A. Asi, {u} € (A).
En consecuencia, (A) # (. O

Por otro lado, dado un espacio métrico (X, d), sabemos que al hiperespacio 2% se le asocia
una métrica. En lo que sigue vemos algunas definiciones al respecto para construir una métrica
para 2%. Notemos que para cualesquiera A, B € 2% y a € X, d(a, B) = min{d(a,b) : b € B} ya
que B es compacto. Més ain, el conjunto {d(a, B) : a € A} tiene maximo ya que A es compacto.

Definicién 1.3.7. Sea (X, d) un espacio métrico. Sean A, B € 2X. Se denota y define:
p(A, B) = méx{d(a,B) : a € A}.

Dado un espacio métrico X, notemos que p no es una métrica sobre 2% ya que en general no
se cumple la condicién (B) de la Definicién En efecto, si A C By A # B, puede ocurrir que
p(A, B) = 0. En particular, para {a}, {a,b} C X, se tiene que {a} # {a,b} y p({a},{a,b}) = 0.
Sin embargo, p cumple con la desigualdad triangular de la Definicién [I.2.1], como se muestra en
la siguiente proposicion.

Proposicién 1.3.8. Sea (X, d) un espacio métrico. Dados A, B y C elementos de 2%, se tiene
que:
p(A, B) < p(A,C) + p(C, B).

Demostracion. Sean a € Ay ¢ € C. Notemos que para cualquier b € B, se cumple d(a, B) <
d(a,b). Como d(a,b) < d(a,c)+d(c,b) y dado que b € B es arbitrario, d(a, B) < d(a,c)+d(c, B).
Luego, d(a, B) es cota inferior del conjunto {d(a,c) + d(c,B) : ¢ € C}. Asi,

d(a,B) < min{d(a,c)+d(c,B):ceC}
=min{d(a,c) : c € C} + min{d(c,B) : c€ C}
= d(a,C)+ min{d(¢,B) : c € C}
< d(a,C) + méx{d(c,B) : c € C}
< p(A,C) + (C, B).

Dado que a € A es arbitrario, p(A4, C) + p(C, B) es una cota superior del conjunto {d(a,B) : a €
A}. Por lo tanto, p(A, B) < p(A,C) + p(C, B). O
La proposicién previa es parte importante en la demostracion del siguiente resultado.

Proposicién 1.3.9. Sea (X, d) un espacio métrico. La funcién H : 2¥ x 2X — R definida para
cada A, B € 2X por:
H(A,B) = méx{p(A, B), p(B, A)},

es una métrica sobre 2%, la cual se conoce por métrica de Hausdorff.
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Demostracién. Veamos que H cumple las condiciones (A)-(D) descritas en la Definicién [1.2.1]
Tomemos A, B,C € 2X.

(A)

En

Verifiquemos que H(A,B) > 0. Sean a € Ay b € B. Observemos que para todo by € B
y para todo a1 € A, d(a,b;) > 0y d(b,a1) > 0. Luego, d(a,B) > 0y d(b,A) > 0. Asi,
p(A, B) = méx{d(a,B) : a € A} >0y p(B,A) = max{d(b, A) : b € B} > 0. Esto implica
que, méx{p(4, B),p(B,A)} > 0. Por lo tanto, H(A, B) > 0.

Demostremos que H(A,B) = 0 si y s6lo si A = B. Supongamos que H(A, B) = 0. Sea
ap € A. Veamos que ap € B. En efecto, dado que H(A, B) = méx{p(A, B), p(B,A)},
se tiene que max{p(A4, B),p(B,A)} = 0. En particular, p(A,B) = 0. En vista de que
p(A,B) = méx{d(a,B) : a € A}, para cada a € A se tiene que d(a,B) = 0. Asi,
d(ag, B) = 0. Como d(ag, B) = min{d(ao,b) : b € B}, existe by € B tal que d(ag, byg) = 0.
En consecuencia, ag = by. Es decir, ag € B. Por lo tanto, A C B.

Andlogamente, sea by € B. Veamos que by € A. En efecto, en vista de que H(A, B) =
méax{p(A, B), p(B, A)}, se tiene que max{p(A, B), p(B, A)} = 0. En particular, p(B, A) = 0.
Como p(B, A) = méx{d(b, A) : b € B}, para cada b € B se tiene que d(b, A) = 0. Por lo que,
d(bg, A) = 0. Dado que d(by, B) = min{d(ao,b) : b € B}, existe ag € A tal que d(by, ap) = 0.
En consecuencia, by = ag. Es decir, by € A. Por lo tanto, B C A. En conclusién, A = B.
Ahora, supongamos que A = B. Veamos que H(A, B) = 0. En efecto, dado que H(A, A) =
max{p(A, A), p(A, A)}, entonces H(A, A) = p(A, A). En vista de que p(A4, A) = max{d(a, A) :
a € A} y para cualquier a € A, se tiene que d(a, A) = 0, entonces p(A, A) = 0. Por lo tanto,
H(A,B)=0.

Se cumple que H(A, B) = H(B, A), pues
H(A, B) = méx{p(A,B),p(B,A)} = max{p(B,A),p(A,B)} = H(B, A).

Por tltimo, veamos que H(A,C) < H(A, B)+H(B, C). En efecto, por la Proposicién [1.3.8]
se tiene que,

p(A,B) < p(A,C) +p(C,B) y p(B, A) < p(B,C) + p(C, A).
Luego,

H(A,B) =méx{p(A,B),p(B,A)}
< max{p(A,C) + p(C, B), p(B,C) + p(C, A)}
< mix{p(4,C), p(C, A)} + méx{p(C, B), p(B, C)}
— H(A,C) + H(C, B)

Por lo tanto, H(A,B) < H(A,C)+ H(C, B).

conclusién, H es una métrica para 2X. O

De la Proposicién m tenemos que la pareja (2X JH ) es un espacio métrico. En particular,

para el espacio métrico (ZRQ, H ), algunos elementos del hiperespacio 2R ge pueden ver en la

Figura los cuales son subconjuntos compactos, cerrados y acotados, de R?.




Figura 1.4: Algunos subconjuntos compactos de R2.

Teorema 1.3.10. Si X es un espacio métrico compacto, entonces la topologia inducida por la
métrica de Hausdorff coincide con la topologia de Vietoris en 2%.

Una demostracién del Teorema [1.3.10| se puede consultar en [I0, Teorema 3.1, pag. 16].

Observacién 1.3.11. Sean (X, d) un espacio métrico y {a}, {b}, {b1,b2,...,bn} € 2%. Se cum-
ple lo siguiente:

(1) H({a},{b}) = d(a,b);

(2) H({a}, {bl, ba, ... ,bm}) = méx{d(a, bz) b e {bl, ba, ..., bm}}

Proposicién 1.3.12. Sean X un espacio métrico y A, B € 2X. Si A C B, entonces H(A, B) =
p(B,A).

Demostracién. Supongamos que A C B. Luego, de la Proposicién [1.2.10] d(a, B) = 0, para
cada a € A. Asi, p(A, B) = max{d(a, B) : a € A} = 0. Dado que, por la Proposicién [1.3.9]
H(A, B) = méx{p(A, B), p(B, A)}, se tiene que H(A, B) = p(B, A). O

A continuacién, se describe una equivalencia de la métrica de Hausdorff. Para lo cual, se

requiere tener la nocién de nube alrededor de un conjunto o también conocido como entorno de
un conjunto.

Figura 1.5: La nube alrededor de A y radio €.

Definicién 1.3.13. Sea (X, d) un espacio métrico. Sean A un elemento de 2% y £ > 0. Se denota
y define la nube alrededor de A y radio € como el conjunto:

N, A) ={zx € X : d(z,A) < e}.
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Algunas propiedades de la nube alrededor de un conjunto se muestran en el siguiente resul-
tado.

Proposicién 1.3.14. Sea (X, d) un espacio métrico. Sean A y B elementos de 2% y ¢ > 0, se
cumplen las siguientes propiedades:

(1) Sia € X, entonces N(g,{a}) = By(a,¢);
(2) N(e,A) = U{Bala,e):a € A};
(3) N(e,A) =U{N(0,A): 0 < <e}.

Demostracion. (1) Sea a € A. Luego, N(e,{a}) ={z € X : d(z,{a}) <e}={x e X : d(z,a) <
8} = Bd(a,a).

(2) Seax € N (e, A). Veamos que = € | J{By(a,¢) : a € A}. En efecto, como d(z, A) < ¢, entonces,
existe a € A tal que d(x,a) < e. Luego, x € By(a,¢). Se sigue que, z € | J{By(a,¢c) : a € A}. Por
lo tanto, N(g, A) C |J{Bqy(a,¢) : a € A}.

Por otro lado, sea x € |J{Bj(a,e) : a € A}. Veamos que z € N(e, A). En efecto, como x €
U{Ba(a,e) : a € A}, existe a € A tal que = € By(a,e). Esto es, d(z,a) < e. Como d(z,A) <
d(z,a), entonces, d(z,A) < e. De donde, z € N(g, A). Por lo tanto, | J{B4(a,e) : a € A} C
N(e, A). En conclusién, N (e, A) = |J{Ba(a,e) : a € A}.

(3) Sea x € N(e, A). Es decir, d(z, A) < e. Luego, existe § > 0 tal que d(z,A) < § < e.
Asi, z € N(6,A). Lo cual implica que, x € [J{N(0,4) : 0 < § < €}. Por lo tanto, N(e, A) C
U{N(9,4):0< 6 <e}.

Por otro lado, sea x € (J{N(J,A4) : 0 < 0 < €}. Luego, existe § >0y d < ¢ tal que z € N(J, A).
Lo cual implica, d(z,A) < 4. De donde, d(z,A) < e. Asi, x € N(g,A). En consecuencia,
U{N(,A):0<d <e} C N(eg, A). En conclusién, N(g,A) = J{N(J,4) : 0 <0 < e} O

Observemos que la parte (2) de la Proposicion [1.3.14] nos dice que la N (g, A) es un conjunto
abierto en X. A continuacion, veamos la siguiente equivalencia.

Proposicién 1.3.15. Sea (X, d) un espacio métrico. Sean A y B elementos de 2¥ y & > 0.

Entonces:
p(A,B) <esiysdlosi AC N(e, B).
Demostracion. Supongamos que p(A, B) < €. Veamos que A C N(e, B). Sea a € A. Observemos
que, d(a, B) < p(A, B). Asi, d(a, B) < €. Luego, a € N(g, B). Por lo tanto, A C N (e, B).
Por otro lado, supongamos que A C N(g, B). Por la Proposicién 1.3.14+(3), [J{N(5,B) : 0 < 6 <

£} es una cubierta abierta de A. Como A es compacto, existen 41, da, . .., 0x tales que para cada
k

i€ {1,2,....,k}, A C UN(, B). Consideremos 6 = max{d; : i € {1,2,...,k}}. Observemos
i=1

que d <e.Seaa € A. Asi, existe j € {1,2,...,k} tal que a € N(§;, B). Luego, d(a, B) < 6; < 4.
Dado que a € A es arbitrario, J es cota superior de {d(a, B) : a € A}. Por lo cual, p(4, B) < 4.
Esto implica que, p(A, B) < e. O

La siguiente equivalencia serd util para la demostracién de diversos resultados en los Capitu-
los 2 y 3.
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Proposicién 1.3.16. Sea X un espacio métrico. Sean A y B elementos de 2% y € > 0. Entonces:
H(A,B) <esiysdlosi AC N(e,B)y B C N(g,A).

Demostracion. Supongamos que H(A, B) < e. Luego, p(A,B) < ey p(B,A) < e. Asi, por la
Proposicién [[.3.15) A C N(e,B) y B C N(e, A).

Por otro lado, supongamos que A C N(e,B) y B C N(e, A). Luego, de la Proposicién
p(A,B) <ey p(B,A) < e. Por lo tanto, H(A, B) < ¢. O

Como ya mencionamos, ahora, mostramos una equivalencia de la métrica de Hausdorff.

Proposicién 1.3.17. Sea X un espacio métrico. Sean A y B elementos de 2% y € > 0. Luego:
H(A,B) =inf{e >0: AC N(¢,B) y BC N(¢,A)}.

Demostracion. Sea €1 € {¢ > 0: A C N(e,B)y B C N(e,A)}. Luego, A C N(e1,B) y
B C N(e1, A). Asi, por la Proposicién H(A,B) < €1, lo cual implica que, H(A, B)
es cota inferior de {¢ > 0: A C N(¢,B)y B C N(g,A)}. Por lo que, H(A,B) < inf{e >
0: AC N(e,B)y B C N(g,A)}. Veamos que H(A, B) es la mayor cota inferior. Sea r > 0.
Consideremos €2 = H(A,B) + 5. Como H(A,B) < &2, entonces, de la Proposicién
A C N(e2,B) y B C N(eg,A). Asi, eg € {¢ >0: AC N(e,B)y B C N(¢,A)}. Ademés,
H(A,B) < g9 < H(A,B) + r. Por lo tanto, H(A, B) es la mayor de las cotas inferiores de
{e>0:AC N(e,B)y BC N(g,A)}. Con todo, H(A,B) = inf{e >0: AC N(e,B)y B C
N(e, A)}. O

A continuacion, mostramos ejemplos donde se muestra graficamente la métrica de Hausdorff.

Ejemplo 1.3.18. Consideremos el intervalo cerrado en R, X = [—20, 20], con la métrica inducida
de R (vea el Ejemplo [1.2.3). Sean A; = {4}, Ay = {5}, A3 = {6}, Ay = {5,9}, 45 = {1,3,5},
Ag = {3,4,9}, A7 = {2,5,8} € F3(X). Es facil ver que H(Az, A3) = 1. Como H(Ay, As) < 2,
por la Proposicién se tiene que Ay C N(2,A3) y A3 C N(2,As). En la Figura (a)
puede verse graficamente este hecho.

Similarmente, H(As, A4) = 3. Como H (A3, A4) < 4, se obtiene que A3 C N(4,A4) y Ay C
N (4, A3). En la Figura (b) puede verse graficamente este hecho.

Asimismo, H (A1, As) = 3. Dado que H(A1, As) < 4, se sigue que As C N(4,A;) y A1 C
N(4, A5). En la Figura[1.6}(c) puede verse graficamente este hecho.

Por ultimo, H(Ag, A7) = 1. En vista de que H(Ag, A7) < 2, se tiene que Ag C N(2,A47) y
A7 C N(2, Ag). En la Figura (d) puede verse graficamente este hecho.

Cabe senalar que las gréaficas que presentamos en el Ejemplo [1.3.18] se obtienen usando los
Scripts y @] que incluimos en el Apéndice de esta tesis.

Ejemplo 1.3.19. Sea X = [—20,20]? C R?, con la métrica inducida de R? (vea el Ejemplo|1.2.4).
Consideremos los elementos C; = {(0,0)}, Co = {(1,2)}, C3 = {(5,4),(0,-3), (=3,0)}, Cy =
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3 4 5 6 7 8 2 4 6 8 10 12
(a) N(2,A2) y N(2, As). (b) N(4,As) y N(4, As).

2 0 2 4 6 8 0 2 4 6 8 10
(c) N(4,A1) y N(4, As). (d) N(2,46) y N(2,A7).

Figura 1.6: Grafica de las nubes alrededor de los conjuntos Ay, Ao, As, Ay, As, Ag v Ar.

{(-=3,0),(1,-1),(2,1)}, C5 = {(—2,0),(0,—1),(1,1)} € F3(X). Es ficil ver que H(C1,C2) =
V5. Como H(Cy,Cy) < 3, por la Proposicién obtenemos que , C; C N(3,C2) y Cy C
N(3,C1). En la Figura [1.7}(a) puede verse graficamente este hecho.
Similarmente, H(C1,C3) = v/41. Como H(Cy,C3) < 7, se tiene que C; C N(7,C3) y C3 C
N(7,C1). En la Figura (b) puede verse graficamente este hecho.
Por ltimo, H(Cy4,Cs) = 1. Dado que H(Cy,C5) < 2, se sigue que Cy C N(2,C5) y C5 C
N(2,C4). En la Figura[L.7}(c) puede verse graficamente este hecho.

5 -10 -5 0 5 10 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

(a) N(3,C1) y N(3,C%2). (b) N(7,C1) y N(7,C3). (c) N(2,C4) y N(2,C5).

Figura 1.7: Grafica de las nubes alrededor de los conjuntos C1, Cs, Cs,Cy v Cs.

Las graficas que presentamos en el Ejemplo se obtienen usando los Scripts [f] [6} [7] y
que incluimos en el Apéndice de esta tesis.

Demanera intuitiva, la métrica de Hausdorff mide que tan bien empalmados estan dos con-
juntos, A, B € ZRZ, en la Figura (a) los conjuntos no se empalman, es decir, los conjuntos
Ay B estan lejos uno del otro. Sin embargo, en la Figura (b) los conjuntos se empalman,
lo cual significa que distancia entre los conjuntos A y B se ha reducido. Més ain, en la Figura
(c) los conjuntos se empalman mejor que en la Figura (b), esto significa que distancia
entre los conjuntos ha reducido mucho més. Asi, la distancia H (A, B) es igual a cero si A = B.

Una propiedad 1til del hiperespacio F;(X) es la que muestra a continuacion.




22

. 9

ABGQR ABGQR ABeQR

Figura 1.8: Algunos subconjuntos compactos de R2.

Proposicién 1.3.20. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces, existe un homeomorfismo entre
Xy Fi(X).

Demostracion. Consideremos la funcién h : X — Fi(X) definida como h(z) = {z}, para todo
x € X. Demostremos que h es un homeomorfismo. Para esto primero, veamos que h es inyectiva.
Sean z,y € X y supongamos que h(z) = h(y). Luego, {z} = {y}. Esto implica que, z = y. Por
lo que h es inyectiva. Ahora, probemos que h es sobreyectiva. En efecto, sea {z} € Fj(X).
Asi, x € X. De donde, h(z) = {z}. En consecuencia, h es sobreyectiva. Por lo tanto, h es
biyectiva. Veamos que h es continua. Sean ¢ > 0y a € X. Si d(a,z) < &, entonces de la
Observacion [1.3.11}(1), obtenemos H({a}, {z}) = d(a,z) < . Esto es, H(h(a),h(x)) < e. Lo
cual implica que, h es continua en X. Notemos que la funcién h=! : Fy(X) — X, definida
como h~1({z}) = =, es la funcién inversa de h. Veamos que h~! es continua. En efecto, sean
e >0y {a} € Fi(X). Si H({a},{z}) < ¢, entonces de la Observacién [1.3.11}(1), se obtiene que
H({a},{z}) = d(a,z) < e. Estoes, d (h"*(a),h"}(z)) < e. Lo cual implica que, h ™! es continua
en F1(X). En conclusién, h es un homeomorfismo. O

En seguida, definimos un tipo especial de funciones en un hiperespacio. Puesto que son las
funciones inducidas las cuales juegan un papel principal en el desarrollo de nuestro trabajo.

Definiciéon 1.3.21. Sean X un espacio métrico compacto y f : X — X una funcién continua
en X. Se define la funcién 27 : 2% — 2% por:

2/(A) = f(A), para cada A € 2%,
La funcién 27 : 2X — 2% es conocida como funcidn inducida por f al hiperespacio 2%,

Observemos que dado un espacio métrico compacto X y una funciéon continua f : X — X,
de la Observacién [1.2.241(1), se sigue que f(A) es compacto. Por lo tanto, 27 est4 bien definida.
Por otra parte, si A € C'(X), entonces por la Observacién (2) se obtiene que f(A) €

C(X). Asimismo, si A € F,,(X), entonces en vista de la Observacién se sigue que f(A) €
F,(X). Lo anterior nos permite tener las siguientes funciones.

Definiciéon 1.3.22. Sean X un espacio métrico compacto y f : X — X una funcién continua
en X.
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(A) Se define la funcion inducida por f al hiperespacio C(X), C(f) : C(X) — C(X), por
C(f) =2 o(x).-

(B) Se define la funcion inducida por f al hiperespacio F,(X), F(f) : F,(X) — F,(X), por
Fn(f) = 2f|Fn(X)'

Una de las propiedades de una funcién inducida a los hiperespacios bajo una funcién continua
es que preserva la continuidad. Formalmente, tenemos lo siguiente.

Proposicién 1.3.23. Sean (X,d) un espacio métrico compacto y f : X — X una funcién
continua en X. Entonces, la funcién inducida 27 : 2% — 2% es continua en 2X.

Demostracién. Consideremos ¢ > 0y A € 2X. Veamos que existe § > 0 tal que si B € 2%
con H(A, B) < 9§, entonces H (2f(A), 2f(B)) < e. Equivalentemente, por la Proposicién
veamos que 2/(A) C N (£,2/(B)) y 2/(B) C N (¢,2/(A)). En vista de que f es una funcién
continua en X y X es compacto, por el Teorema f es uniformemente continua en X. Es
decir, existe § tal que para cualesquiera x1, 2z € X, si d(z1,22) < J, entonces d(f(z1), f(z2)) <
e.Sea B € 2% tal que H(A, B) < 4. Veamos que 2/ (A) C N (£,2/(B)) . En efecto, sea y € 2/(A),
esto es y € f(A). Luego, existe z € A tal que f(z) = y. Dado que H(A,B) < 4, por la
Proposicién en particular se tiene que A C N(0, B). Asi, d(x, B) < ¢. Esto implica que,
existe b € B tal que d(z,b) < §. Se sigue que d(f(x), f(b)) < &, es decir, d(y, f(b)) < . Por lo que,
y € B(f(b),e). Por la Proposicién[1.3.14}(2), y € N(e, f(B)). Entonces, f(A) C N(e, f(B)). Por
lo tanto, 2f(A) c N (5,2f(B)). Anélogamente, veamos que 2f(B) ¢ N (6,2f(A)) . En efecto,
sea y € 2/(B), es decir, y € f(B). Luego, existe x € B tal que f(x) = y. Dado que H(A, B) < 4,
por la Proposicién en particular se tiene que B C N (4, A). Asi, d(x, A) < ¢. Esto implica
que, existe a € A tal que d(z,a) < §. Se sigue que d(f(x), f(a)) < €. Es decir, d(y, f(a)) < e.
Por lo que, y € B(f(a),e). Asi, por la Proposicién [1.3.14}(2), y € N(e, f(A)). Luego, f(B) C
N(g, f(A)). Por lo tanto, 2/(B) C N (g,2/(A)). En consecuencia, 2/(4) C N (¢,2/(B)) y
2/(B) C N (,27(A)). Asi, por la Proposicién H (2/(A),2/(B)) < e. En conclusién, 27

es una funcién continua en 2. O

Para nuestro trabajo es importante conocer cémo se comporta la composicién de la funcién

inducida 27 consigo misma.

Proposiciéon 1.3.24. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcién continua
en X. Entonces, para cualquier nimero natural k y para cada elemento A de 2% se tiene que:

(2)" (4 = (A,

Demostracion. Se procede por induccién matematica sobre k. Para k = 1, se cumple (Qf)l (A) =

2/(A) = f(A) = f1(A). Supongamos que se cumple para k. Veamos que se cumple para k -+ 1.
k+1 k

En efecto, (2/)"" (4) = 2f ((2f) (A)) = 2 (f*(4)) = f (f*(A)) = FF+1(A). O

Concluimos esta seccién con una propiedad que relaciona los subconjuntos (A) de 2X con la
composicién de la funcién inducida 27 consigo misma.
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Proposicién 1.3.25. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcién continua
en X. Sean A un subconjunto de X y &k un ndimero natural. Entonces, (2f)k ((A)) C (fF(A)).

Demostracion. Si D € (2f)k ((A)), entonces existe C' € (A) tal que (Qf)k (C) = D. Luego,
f¥(C) = D y dado que C C A se tiene que f*(C) C f*(A). Asi, D C f*(A). Esto implica que
D € (f¥(A)). Por lo tanto, (27)" ((A))  (f*(A)). O




Capitulo 2

Nociones de dinamica individual y dinamica colectiva

En este capitulo se analizan nociones basicas respecto a sistemas dinamicos discretos. Dado
un espacio métrico compacto X y una funciéon continua f : X — X, se dice que se analiza
la dindmica individual cuando se estudian propiedades dinamicas de la funcién f y se dice
que se analiza la dindmica colectiva cuando se estudian propiedades dinamicas de las funciones
inducidas 2/, C(f) y F.(f) a diferentes hiperespacios. Cabe mencionar que el drea de estudio
de estos temas se le denomina dindamica topoldgica.

En la Seccién 2.1 se dan los conceptos preliminares de sistemas dindamicos discretos. En
particular, se analiza las nociones de drbita, puntos fijos y puntos periédicos. Ademds, se detalla
la construccion del diagrama Cobweb para funciones reales y como ejemplo principal se tiene a
la funcién tienda.

En la Seccién 2.2 nos enfocamos al estudio de la dindmica individual. En particular, se
analizan funciones dindmicas como son: transitivas, cadticas, totalmente transitivas, débilmente
mezclantes y minimales. Asimismo, se estudia la dindmica de la funcién tienda y la funcién
maquina de sumar.

Finalmente, en la Seccién 2.3 iniciamos el estudio de la dindmica colectiva, particularmente,
de la funcion tienda.

Seccién 2.1

Notaciones y conceptos basicos en sistemas dinamicos

En esta seccién se introduce la nocién de sistema dindmico discreto. Asimismo, nos enfocamos
en estudiar la orbita, puntos fijos y puntos periédicos. Para visualizar las 6rbitas bajo funciones
reales se utilizan los diagramas Cobweb. Posteriormente, se ejemplifican los conceptos con la
funcién tienda. Por dltimo, se da una demostracion de que el conjunto de los puntos periddicos
de la funcion tienda es denso.

Dado un espacio métrico X y dada una funcién continua f: X — X, el par (X, f) se llama

25
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sistema dindmico discreto. En adelante s6lo diremos que la pareja (X, f) es un sistema dindmico.
A partir de la funcién f, para cada k € N U {0} se define la k-ésima iterada o iteracion de f

como sigue:

fO = Idxy
f* = fofk 1 paracada k € N.

A continuacién definimos algunas nociones de sistemas dindmicos referentes a puntos del

espacio X.

Definicién 2.1.1. Sea (X, f) un sistema dindmico. La drbita de x bajo f es el conjunto que se
denota y define como:

O(z, f) = {ffx) : ke NU{0}}.
T fg(fE)

o ®
(__f_@-/ pas

Figura 2.1: Orbita de x bajo f.

f(x)

Intuitivamente, en un sistema dindmico (X, f), la érbita de € X bajo la funcién f repre-
senta el movimiento de un objeto. Es decir, para el tiempo ¢ = 0, el objeto se encuentra en =,
para el tiempo ¢ = 1, el objeto se mueve hacia f(x), para el tiempo ¢ = 2, el objeto se mueve
hacia f2(x), y esto se sigue sucesivamente (ver la Figura. A continuacién, tenemos conceptos
que caracterizan el movimiento de un objeto.

2 3
(2(2), f3(2)) (£3(2), £(2))

(£3(2), f4(2))

(f(=), £*(2))

(@), @)
(z’ f(z)) f(x), f(z))

Figura 2.2: Diagrama Cobweb.

El diagrama Cobweb o la red de arana es una herramienta para visualizar de manera grafica
la érbita de un punto bajo una funcién real. A continuacién, se detalla su construccién. Consi-
deremos A un intervalo de Ry f: A — A una funcién continua en A. Dado x € A, primero,
se traza un segmento de recta entre los puntos (z, f(z)) y (f(z), f(z)). Luego, se traza otro
segmento de recta entre los puntos (f(z), f(z)) y (f(z), f3(x)). Asi, se traza otro segmento de
recta entre los puntos (f(z), f2(z)) y (f*(z), f*(z)). Entonces, se traza otro segmento de recta
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entre los puntos (f2(z), f*(z)) y (f*(z), f*(z)). En seguida, se traza otro segmento de recta
entre los puntos (f2(z), f*(z)) y (f3(z), f*(z)), esto se sigue sucesivamente (vea la Figura.
Cabe mencionar que los diagramas Cobweb que se muestran en seguida se obtiene con los Scripts
[ v [10] que estén incluidos en el Apéndice de esta tesis.

Consideremos la funcién tienda T : R — R como en el Ejemplo [1.2.26] Notemos que

O (%,T ) = {%, %} Los pasos a seguir para construir el diagrama Cobweb de la érbita de 2

5
bajo T son los siguientes. Primero, se traza un segmento de recta entre los puntos (%, %) y
(%, %) Luego, se traza otro segmento de recta entre los puntos (%, %) y (%, %) Asi, se traza otro
segmento de recta entre los puntos (%, %) y (%, %) En seguida, se traza otro segmento de recta
entre los puntos (%, %) y (%, %) (vea la Figura (a)). Similarmente, considerando la funcién g
como en el Ejemplo [1.2.27| se puede construir los diagramas Cobweb de la érbita de -+ bajo la

funcién g (vea la Figura (b)) v de la 6rbita de § bajo la funcién g (vea la Figuraﬂ(c)).

1 3
2 4 1
575 AN
\
11 1
2 4 2y1 1
5 o (575) 2 2
(375)
1 1 1
! N0 : 10 1 1
(a) Orbita de 2 bajo T. (b) Orbita de 5 bajo g. (c) Orbita de g bajo g.

Figura 2.3: Diagramas Cobweb.

Definicién 2.1.2. Sean (X, f) un sistema dindmico y =z € X.
(A) Se dice que x es un punto fijo de f si f(z) = x.

(B) Se dice que x es un punto periddico bajo f si existe k € N tal que f¥(x) = 2. Al ntimero
min{k € N: f¥(x) = x} se le llama periodo de z. Al conjunto de todos los puntos periédicos
de f lo denotamos con Per(f).

Notemos que si (X, f) es un sistema dindmico y = es un punto fijo de X, entonces la érbita
de x bajo f es O(x, f) = {x}. Més ain, si x es un punto periédico de periodo k € N, entonces
la érbita de = bajo f es O(z, f) = {=, f(z),..., fF1(x)} (vea la Figura (a) y (b)).

En seguida, recordemos una propiedad importante de las funciones continuas definidas en
un intervalo de R.

Proposicién 2.1.3. Sean A un intervalo en Ry f: A — A una funcién continua en A. Sea
[a, b] un subintervalo contenido en A. Si [a,b] C f([a,b]), entonces f tiene un punto fijo en [a, b].
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Demostracion. Supongamos que [a,b] C f([a,b]). Luego, existen ¢, d € [a, b] tales que f(c) =ay
f(d) = b. Notemos que f(c) < cy d < f(d). Ahora, definimos la funcién A : [a,b] — R con regla
de correspondencia dada por h(x) = f(z) — =, para todo x € [a,b]. Asi, h(c) = f(¢) —c <0y
h(d) = f(d) —d > 0. En consecuencia, del Teorema[1.2.28] existe = € (a,b) tal que h(z) = 0. Es
decir, f(z) = z. Por lo tanto, f tiene un punto fijo en [a, b]. O

Dado un espacio métrico X y una funcién continua f : X — X, supongamos que un objeto
cae en un punto periddico x € X de periodo k. Entonces, para el tiempo ¢ = 0, el objeto se
encuentra en x, para el tiempo ¢ = 1, el objeto se mueve hacia f(x), para el tiempo t = 2, el
objeto se mueve hacia f2(x),..., para el tiempo t = k — 1, el objeto se mueve hacia f*~1(z), y
para el tiempo t = k, el objeto se mueve hacia x (ver la Figura. Asi, el movimiento de dicho
objeto queda atrapado en z, f(z), f2(z),...,f* ().

f(f)A/——o -,

f’”(p

' .___—.’..o
—T

F2(x) f(x)
Figura 2.4: Punto periédico de periodo k.

Otra propiedad interesante de los puntos periédicos es la siguiente.

Observacién 2.1.4. Sean (X, f) un sistema dindmico y = € X. Si 2 es un punto periédico de
periodo k € N, entonces f*™(z) = x, para cada m € N.

En efecto, para m = 1, se tiene que f*(z) = z. Supongamos que se cumple para m. Veamos que
se cumple para m + 1. Notemos que f¥m+D(z) = £ (fkm(2)) = f*(z) = =.

Ahora, si tomamos un numero finito de puntos periddicos, ocurre lo siguiente.

Proposicién 2.1.5. Sean (X, f) un sistema dindmico y k € N. Si 21, x9,...,2r € X son puntos
periédicos de periodo mi,mo,..., my, respectivamente, entonces para cada i € {1,2,...,k},
f™(x;) = x4, donde m es el minimo comin mdltiplo de my,ma,...,mg.

Demostracion. Se procede por induccién matematica sobre k. Para k = 2, supongamos que
x1,22 € X son puntos periédicos de periodo m; y me, respectivamente. Sea m el minimo
comun multiplo de m; y ma. Asi, existen p1,ps € N tales que mip; = m y maps = m. De la
Observacién () = f™MPr(zq) = 21y f"(x2) = fM2P2(x9) = x3. Ahora, supongamos
que el resultado es cierto para k. Veamos que se cumple k + 1. Consideremos x1,za,...,2Zx11 €
X puntos periédicos con periodos my, ma, ..., M1, respectivamente. Sea [ el minimo comin
multiplo de my, ma, ..., mg. Luego, por nuestro supuesto fl(xz) = z;, paracadai € {1,2,...,k}.
Sea m el minimo comun multiplo de I y mgy1. Es decir, m es el minimo comiin miltiplo de
mi,ma, ..., M1 Asi, existen p1,p2 € N tales que Ipy = m y mygy1p2 = m. Por la Observacién
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™ (ppr) = [P (@) = appa y ™ () = [P (2;) = @5, para cada i € {1,2,...,k}.
Por lo tanto, f"(z;) = x;, para cada ¢ € {1,2,...,k+ 1}. O

Al estudiar los sistemas dindmicos discretos es comiin encontrarse con la funcién tienda (vea
el Ejemplo ya que es un ejemplo practico (ver [II 6, 12, [16]). Con ayuda de esta funcién,
ejemplificamos puntos fijos puntos y periédicos. De hecho la funcién tienda juega un papel muy
importante en el desarrollo de esta tesis.

En la siguiente proposiciéon nos enfocamos en el comportamiento de la 6rbita de cualquier
x € R bajoT:R —R.

N[

10

N

1
2
(a) Orbita de 1t bajo T. (b) Orbita de T bajo T. (¢) Orbita de 55 bajo 7.

Figura 2.5: Diagramas Cobweb.

Proposicién 2.1.6. Consideremos x un punto en Ry 7': R — R la funcién tienda.
(1) Six <0, entonces O(z,T) es una sucesién decreciente. Ademas, ka TF(z) = —oo.
—00
(2) Six > 1, entonces T'(z) < 0. Ademas, ka TF(z) = —oo.
—00

(3) Siz € [0,1], entonces T(z) € [0,1]. Ademds, para todo k € N, T*(z) € [0, 1].

Demostracion. Consideremos x € R.
(1) Supongamos que x < 0. Luego, se tiene que:

T(z) = 2z,
T2 (z) = T(T(x)) = T(z) = 202z) = 22z,
T3(x) = T(T*z)) = T(2%x) = 2(2%z) = 23z,
TF(z) : 2k,

donde k € N. As, la 6rbita de x bajo T, O(x,T) = {x, 2z, 2%z, 23z, ..., 2%z, ...}, es una sucesién
decreciente. En efecto, sea k € N. Notemos que 2¢ < 25+ Luego, como z < 0, 2Fz > 2k 1z,
Por lo tanto, T%(x) > T*+1(x). Asi, O(z,T) es una sucesién decreciente. Ademds, se sigue que:

lim T%(z) = lim 22 =z lim 2¥ = 2 - 0o = —o0.
k—ro0 k—o0 k—ro0
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(2) Supongamos que x > 1. Luego, 0 > 2 — 2x. Esto es, T'(z) = 2 — 2z < 0. Por lo que, la 6rbita
de T(zx) bajo T es O(T(z),T) = {T(z),2T(x),22T(z), 2T (x),...,2*T(z),...}. Asi, la érbita
de z bajo T es O(x,T) = {z,T(x), 2T (x), 22T (x),2°T(x),...,2*T(z),...}. Ademds, se obtiene
que:

lim T*(z) = lim 28717(z) = T(z) lim 271 = T(z) - 00 = — 0.

k—o0 k—o0 k—o0

(3) Supongamos que z € [0, 1]. Consideremos 0 < z < % Luego, 0 < 2z < 1. Como T'(z) = 2=,
tenemos que 7'(z) € [0,1]. Por otro lado, consideremos 3 < = < 1. Esto es, 1 > 2 — 2z > 0.
Como T'(z) = 2 — 2z, obtenemos T'(z) € [0, 1]. En resumen, para cualquier z € [0, 1], se tiene
que T'(z) € [0,1]. Ademds, usando este hecho repetidas veces se tiene lo siguiente:

z € [0,1], implica T'(z) € [0, 1].
T(z) € [0,1], implica T(T(z)) = T?(z) € [0,1].
T?(x) € [0,1], implica T(T?%(z)) = T3(z) € [0,1].

T+ 1(z) € [0,1], implica; T(TF1(z)) = T*(x) € [0,1].

donde k € N. En conclusién, si x € [0, 1], entonces T%(z) € [0, 1], para cualquier k € N. O

Sean x € Ry T : R — R la funcién tienda. Si z ¢ [0, 1], de la Proposicién (1) y
(2), se tiene que ka T*(z) diverge (vea la Figura ﬁ(a)) Por otro lado, si x € [0, 1], por
— 00

la Proposicién (3), se obtiene que T%(x) € [0,1]. Con esto, la dindmica interesante de T
ocurre cuando z € [0,1] (vea la Figura 2.3}(a) y R.5}(b) y (c)). Por esto a partir de aqui en
adelante, consideramos la funcién tienda con dominio y contradominio el intervalo [0, 1].

Proposicién 2.1.7. La funcién tienda, T : [0, 1] — [0, 1], tiene como puntos fijos 0 y %

0

N —f

Figura 2.6: Graficas de la funcién tienda T, Idjg 1) y los puntos fijos de 7',
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Demostracion. Sea z € [0,1] y supongamos que T'(z) = z. Si z < 1, entonces 2z = z, esto

implica que x = 0. Por otro lado, si x > %, entonces 2 — 2z = z, esto implica que z = g. Por lo
tanto, los dos puntos fijos de T son 0 y % (vea la Figura . O

Una propiedad interesante de la funcion tienda es que el conjunto de sus puntos periddicos es
denso en el intervalo cerrado [0, 1]. Este resultado lo demostramos en el Teorema [2.1.11} Previo
a esto demostramos tres lemas.

Lema 2.1.8. Para cualquier & € N y para cada m € {0,1,2,...,2% — 1}, se cumple:
m=2F_—1
m m+1|
U ok ok | T [0, 1].
m=0
Demostracion. Se procede por inducciéon matemética sobre k. Para k = 1, se tiene que

m=

Ul 55 - pa] o] - o

Supongamos que se cumple para k. Veamos que se cumple para k + 1. En efecto:
m=2k+1_1

m m+1
U 9k+17 9k+1

m=0

0 1 1 2 2 3 3 4
= | ok gkt | Y| ot gkt | Y| gk gt | Y| gt gt | Y

2k+1 -1 2k+1
Y [ okt 1 ’2k+1] ’

2k+1 —9 2k+1 -1
[ 2k+1 7 9k+1

) 4 ok+1 _ 9 9ok+1
2k+1’ 2k+1] [2k+1 ’ 2k+1] U [ ok+1 ’2k+1}

2 ok _ 1 9k
N 2k’2k 2k’2k S BT
m=2* m m-+1
= U Qk’ Qk )
=[0,1]. O

Observemos que T2 : [0,1] — [0, 1] esté definida por:

4z, 0§x§%;
—4z + 2, Loz <l
() = o
dr — 2, 5 <@ < g
—4dz 4+ 4, %gxgl;
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La grafica de la funcién T2 la encontramos en la Figura[2.7}(a). Por otra parte, T : [0, 1] — [0, 1]
estd definida por (ver la Figura [2.7}(b)):

8x, 0§$§%;
—8r+2, it<z<ih
8xr — 2, igmgg;
o) = | 8o T4 S<a< iy
8x — 4, %S:Uﬁ%;
—8x + 6, Sy
8x — 6, %S:Ug%;
| 8z +38, I<a<l
1 1
0 10 1
(a) Gréfica de T (b) Gréfica de T*

Figura 2.7: Grafica de las funciones T2 y T3.

Lema 2.1.9. Si a,b € [0,1], donde a < b, entonces existen k € Ny m € {0,1,2,...,2%F — 1}

tales que [2%, ";gl} C (a,b).

Demostracion. Consideremos a,b € [0,1] con a < b. Esto es, 0 < b — a. Luego, existe k € N tal
que 1 < k(b—a). Como k < 2871 se sigue 1 < 287 1(b—a). Asi, 2% < 17_7“. Por Lema [2.1.8] existe

l e {0,1,2,...,2k — 1} tal que 2% <a< l;—,} Veamos que l;‘—f < b. Supongamos que 3;—2 > b.
Luego, l;‘—lf — QL,C > b— a, es decir, 2% > b—a. Por lo que, 2% > I’_T“ lo cual es una contradiccion.
Pongamos m = [ + 1. Asi, [zﬂk, m;,;l} C (a,b). O

Lema 2.1.10. Si T : [0,1] — [0,1] es la funcién tienda, entonces para cualquier k& € N y para
cada m € {0,1,2,...,2% — 1}, la funcién

Mg 5

+1 21972;€:| — [0?1]7

m
ok’ ok
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tiene regla de correspondencia Tk|[m m+1] () = a+ (=1)™2*z, para todo = € [2%, m;l} y para
ook

algiin a € Z y es un homeomorfismo.

Demostracion. Se procede por induccion matematica sobre k. Para k = 1, se tiene que m €

,%] — [0,1] esta definida por

T|[0 1 (z) = 0+ (—1)°2'z = 2z, para todo x € [0, 1]. Por la Proposicién |1.2.30 aplicada a o = 2
’2

{0,1}. Supongamos que m = 0. Luego, la funcién T‘[o 1 [0
12

y 8 = 0, se sigue que T ‘[0 1] es un homeomorfismo. Similarmente, supongamos que m = 1.
2

Luego, la funcién T\[l Ik [3,1] — [0,1] est4 definida por T][l 1] (r) =2+ ()2l = 22 + 2,
27 29

1

2

es un homeomorfismo.

para todo x € [ 1]. De la Proposicion |1.2.31| aplicada a a = —2 y § = 2, se sigue que T|[; 1]
27

Ahora, supongamos que el resultado se cumple para k. Veamos que se cumple para k + 1. Para

simplificar la notacién ponemos Ay, ,, = [2%, m;,gl] Seam € {0,1,2,...,2*1 —1}. Supongamos
que m < 2F — 1. Observemos que 0 < m < Qk—lsiysélosio < 2;% < g’"”k—ﬂ < % Asi,

Apm C [0, %] Notemos que T (Agt+1,m) = Agm. Definimos la funcién T apirm * Akrim —
Apj.m con regla de correspondencia T\Ak+1 . (z) = 2z, para todo € Agy1,. En vista de que
% =2 (%%) Y of =2 (%%), por la Proposicién [1.2.30 se sigue que la funcién T'|4,,,,, es un
homeomorfismo. Como T*| Ay, €8 un homeomorfismo, entonces por el Teorema (1.2.32} se sigue
que T% 4, . 0Tl apir, = T" N aprn t Atim — [0,1] es un homeomorfismo, donde la regla de
correspondencia de la funcién TF+1| 4, +1.m estd dada por:

Tk+1|Ak+1,m (.T}) = Tk‘Ak,m (T’Ak+1,m (x)) = o+ (_1)m2k+1x’

para algin a € Z.

Supongamos que 28 < m. Observemos que 2¥ < m < 2Ft1 — 1 si y sélo si % < Qk% <
, k1, k1
;’,‘cﬂ < 1. Asf, Api1,m C [3,1]. Notemos que T (Agy1,m) = [2 o 12 o m] Pongamos
n =2kl —m — 1, se tiene que:
Sim =281 _1, entonces n=0.
Sim =21 — 2 entonces n = 1.
Sim =21 —3, entonces n = 2.
Sim = 2k, entonces n = 2F — 1.
En consecuencia, si m € {2¥ 2F 4-1,... 251 — 1}, entonces n € {0,1,...,2¥ — 1}. Por lo que,
k+1_ ., _ k+1__ . .z
T (Agsim) = [2 T L2 5o | = Agn. Definimos la funcién T'|a,,, . @ Ak+im — Ak,

con regla de correspondencia T|Ak+1,m () = 2 — 2z, para todo © € Api1m. En vista de que

k+1_ k+1_ . ey .
oF =2-2 (Ziﬂ) = 2 o Ly "2—",;1 =2-2 (2,:’11) = 2 st por la Proposicién [1.2.31} se sigue
la funcién T h fi Como T* h fi t
que la funcién T4, , ., es un homeomorfismo. Como A, €s un homeomorfismo, entonces

por el Teorema (1.2.32} la funcién T%[a, , o T|a,.y.. = T ap i, @ Akrim — [0,1] es un
homeomorfismo, donde la regla de correspondencia de la funcién TF+1| 4, 1 O

T A () = T¥|ay, (Tl (7)) = B+ (=1)"25F 4 (1) 124 g,
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para algin 8 € Z. Como n+1 = 25+ —m, se tiene que si n+1 es par, entonces m es par, o si n+1
es impar, entonces m es impar. Ademas, 8+ (—1)"2**! € Z. Consideremos a = 8 + (—1)"2~+1,
Por lo tanto, para todo & € Agy1,m, TF 4, . (2) = a+ (—1)m2k g, O

Teorema 2.1.11. Si T : [0,1] — [0,1] es la funcién tienda, entonces el conjunto Per(T) es
denso en [0, 1].

Demostracidn. Sea U un subconjunto abierto no vacio de [0,1]. Veamos que U N Per(T) # 0.
Como U es abierto no vacio, existe a € U tal que (a—¢,a+¢) C U, para algin € > 0. Luego, del

Lemal2.1.9] existen k € Ny m € {0,1,2,...,2F—1} tales que [2%, ”’;};1] C (a—e,a+¢). Ademss,
k m m+l _ ¢ m m+l k m m+l Pl
por Lema [2.1.10, T ([2—,6,2—,@}) = [0,1]. Asi, [2—,“ ot ] cT ([2777])7 de la Proposicién
2.1.3|7 T* tiene un punto fijo en [2%, m;,gl] Es decir, existe zg € [2%, ”;tl} C U tal que T*(z¢) =
xg. Por lo tanto, zg € U N Per(T). Es decir, U N Per(T) # (. En conclusién, por la Proposicién

1.2.12 Per(T) es un conjunto denso en [0, 1]. O

Seccién 2.2

Funciones dinamicas, dinamica individual

En esta seccién nos dedicamos al estudio de algunos sistemas dindmicos como son: transitivos,
caodticos, totalmente transitivos, débilmente mezclantes y minimales. Cabe senalar que si un
sistema dindmico (X, f) es alguno de estos sistemas que mencionamos, equivale a decir que la
funcién f es la que cumple tal propiedad. Por ejemplo, si se dice que el sistema dindmico (X, f)
es transitivo esto equivale a decir que la funcién f es transitiva. Basicamente, en la presente
seccién analizamos estas propiedades para la funcion tienda y la méquina de sumar.

Comenzamos esta seccién con la nocién de transitividad.

Definiciéon 2.2.1. Sean X un espacio métrico y f : X — X una funcién continua en X. La

funcién f es transitiva en X si para cualesquiera subconjuntos abiertos no vacios U y V de X,

existe k € N tal que f*(U)NV # 0.

Lema 2.2.2. Consideremos la funcién tienda T' : [0,1] — [0,1]. Si a,b € [0,1], donde a < b,
entonces existe k € N tal que T%((a, b)) = [0, 1].

Demostracion. Sean a,b € [0,1] tales que a < b. Por Lema [2.1.9] existen k¥ € Ny m €
{0,1,2,...,2F —1} tales que [Z m‘H] C (a,b). Luego, por Lema|[2.1.10} la funcién Tk\[m m+1] :

ok» 9k

2k ok
[2%, mz—i'l] — [0,1] es un homeomorfismo, lo cual implica que, T* ([2%, m;gl]) = [0,1]. Asi,
[0,1] =T* ([2%, m;,;l]) C T*((a,b)) C [0,1]. Por lo tanto, T%((a,b)) = [0, 1]. O

A continuacién, veamos que la funcién tienda es transitiva.
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Teorema 2.2.3. La funcién tienda 7" : [0,1] — [0, 1] es transitiva en [0, 1].

Demostracion. Sean U y V subconjuntos abiertos no vacios en [0, 1]. Veamos que existe k € N
tal que T*(U) NV # (. Como U es abierto no vacio, existe a € U tal que (a —€,a +¢) C U,
para algin € > 0. Luego, por Lema m existe k € N tal que T%((a — ¢,a +¢)) = [0,1]. Asi,
T*(U) = [0,1]. Por lo tanto, T*(U) NV # (). En conclusién, T es transitiva en [0, 1]. O

Por Lema [2:2.2] se obtiene la siguiente observacién, la cual es muy 1til posteriormente.

Observacién 2.2.4. Consideremos la funcién tienda T : [0,1] — [0,1]. Si a,b € [0, 1], donde
a < b, entonces existe k € N tal que:

T*((a, b)) = T*([a,b)) = T*((a, b)) = T*([a,t]) = [0, 1].

En efecto, para cualesquiera a, b € [0, 1] tales que a < b se tiene que el intervalo abierto (a, b) es
un subconjunto de cualesquiera de los intervalos [a,b), (a,b] vy [a,b]. Asi, la conclusién se sigue

del Lema 2.2.2
Lo siguiente se desprende directamente de la definicién de funcién transitiva.
Observacion 2.2.5. Sean X un espacio métrico y f: X — X una funcién continua en X.

(1) De la Definicién se tiene que f es transitiva en X si y sélo si para cualesquiera
subconjuntos abiertos no vacios U y V de X, existe k € N tal que x € U y f*(z) € V.

(2) Por la Proposicién M(Z), se sigue que [ es transitiva en X si y sélo si para cualesquiera
subconjuntos abiertos no vacios U y V de X, existe k € N tal que U N f~#(V) # 0.

Es muy util tener claro cuando una funcién no es transitiva, en seguida se observa este hecho.

Observacion 2.2.6. Sean X un espacio métrico y f : X — X una funcién continua en X.
Entonces, f no es transitiva en X si y sélo si existen conjuntos abiertos no vacios U y V en X
tales que, para todo p € N, fP(U)NV = 0.

Ahora presentamos otro tipo de funcién dindmica.

Definicion 2.2.7. Sean X un espacio métrico, f : X — X una funcién continua en X. Se
dice que f es cadtica en X si el conjunto Per(f) es un conjunto denso en X y la funcién f es
transitiva en X.

Por la Definicién se tiene que si f es cadtica, entonces f es transitiva. Un ejemplo de
funcién cadtica es el siguiente.

Teorema 2.2.8. La funcién tienda 7" : [0,1] — [0, 1] es cadtica en [0, 1].
Demostracién. Notemos que del Teorema[2.2.3| T es transitiva en [0, 1] y por el Teorema|2.1.11

el Per(T) es un conjunto denso en [0, 1]. En conclusién, T' es cadtica. O

Teniendo en mente a la funcién transitiva, se tiene la siguiente clase de funciones dindmicas.
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Definicion 2.2.9. Sean X un espacio métricoy f: X — X una funcién continua en X. Se dice
que f es totalmente transitiva en X si f* es transitiva en X, para cada k € N.

Es claro que cualquier funcién totalmente transitiva, en particular, es una funcién transitiva.
El siguiente resultado muestra que la funcion tienda no sélo es una funcién transitiva.

Teorema 2.2.10. La funcién tienda 7" : [0,1] — [0, 1] es totalmente transitiva en [0, 1].

Demostracion. Consideremos k € N, veamos que T* es transitiva. Sean U y V subconjuntos
abiertos no vacios en [0, 1]. Como U es abierto no vacio, existe a € U tal que (a —e,a+¢) C U,
para algin € > 0. Luego, por la Observacién existe m € N tal que T ((a—e,a+¢)) = [0, 1].
Dado que T* (T™(U)) = (Tk)m (U) C [0,1], se obtiene que (Tk)m (U) = [0,1]. Por lo tanto,
(T*)™ (U) NV # 0. En conclusién, T es totalmente transitiva en [0, 1]. O

Por otro lado, con la siguiente observacién podemos distinguir cudndo una funcién no es
totalmente transitiva, lo cual resulta ser muy obvio.

Observacion 2.2.11. Sean X un espacio métrico y f : X — X una funcién continua en X.
Entonces, f no es totalmente transitiva en X si y sélo si existe & € N tal que f* no es transitiva
en X.

Continuando con el estudio de funciones dindmicas presentamos una clase mds, para esto
recordemos la funcién producto (Definicién |1.1.10)).

Definiciéon 2.2.12. Sean X un espacio métrico y f : X — X una funcién continua en X. Se
dice que f es débilmente mezclante en X si la funcién producto f*2: X2 — X? es transitiva en
X2

Teorema 2.2.13. La funcién tienda T : [0, 1] — [0, 1] es débilmente mezclante en [0, 1].

Demostracion. Sean U y V subconjuntos abiertos no vacios en [0, 1]2. Veamos que existe k € N
tal que (TXQ)k (U)NV # (). Sabemos que existen Uy, Us, V7 y V4 subconjuntos abiertos no vacios
en [0,1] tales que U = Uy x Uy y V = Vi x Va. Luego, existen a € Uy y b € Us tales que
(a—e1,a+¢€1) CULy (b—e2,b+e2) C U, para algunos €1 > 0y €2 > 0. Por la Observacién
existen ki, ks € N tales que 7% ((a — e1,a +€1)) = [0,1] y T*2((b — €2,b + £2)) = [0,1].
En consecuencia, T%(Uy) = [0,1] y T*2(Us) = [0, 1]. Pongamos k = méx{ky, ko}. Asi, TF(U;) =
0,1] y T*(Uy) = [0, 1]. Esto implica que, T*(U1) N'V; # 0 y TF(Us) N Va # . De la Proposicién
(2), se tiene que (TXZ)k (U)NV # 0. Por lo tanto, T es débilmente mezclante en [0, 1].

O

Proposiciéon 2.2.14. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcién continua
en X. Si f es débilmente mezclante en X, entonces f es transitiva en X.

Demostracion. Supongamos que f es débilmente mezclante en X. Sean U y V subconjuntos
abiertos no vacios en X. Consideremos los subconjuntos abiertos no vacios U x U y V x V en
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X2. Como f es débilmente mezclante en X, existe k € N tal que (fXQ)k (UxU)N(V xV)#D0D.
Luego, por Proposicién [1.1.125(2), f*(U) NV # 0. Por lo tanto, f es transitiva en X. O

Otra clase de funciones dindmicas de nuestro interés es la siguiente.

Definiciéon 2.2.15. Sean X un espacio métrico compacto y f : X — X una funcién continua
en X. Se dice que f es minimal en X si para cualquier subconjunto cerrado no vacio A de X
tal que f(A) C A, se cumple que A = X.

En seguida, se exhibe una equivalencia del concepto de funcién minimal en espacios métricos
compactos, la cual es muy 1til para dar ejemplos de funcién minimal o no minimal.

Proposicién 2.2.16. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcién continua
en X. Entonces, f es minimal en X si y s6lo si la érbita de cualquier z € X bajo f, O(z, f), es
un conjunto denso en X.

Demostracion. Supongamos que f es minimal en X. Sea z € X. Veamos que Cl(O(z, f)) = X.
Notemos que Cl(O(z, f)) es un subconjunto cerrado no vacio en X. Veamos que:

F(CUO(z, 1)) € CLO(x, [)).

Sea b € f(Cl(O(z,f))), veremos que b € Cl(O(x, f)). Como b € f(Cl(O(x, f))), existe a €
Cl(O(x, f)) tal que f(a) = b. Ahora, consideremos un subconjunto abierto U de X tal que b € U.
Luego, a € f~1(U). Ademss, dado que f es continua en X, del Teorema f~HU) es un
subconjunto abierto en X. Asi, f~1(U)NO(z, f) # 0. Es decir, existe y € f~1(U)NO(x, f). Por lo
que, f(y) € U. Més atin, existe k& € N tal que f¥(x) = y. En consecuencia, f*+1(z) € UNO(x, f).
Por lo tanto, U N O(x, f) # 0. De donde, por el Teorema b= f(a) € Cl(O(x, f)). Lo
cual implica que, f(Cl(O(z, f))) C Cl(O(z, f)). En vista de que f es minimal en X, se sigue
que Cl(O(z, f)) = X. En conclusién, O(z, f) es un conjunto denso en X.

Reciprocamente, sea A un subconjunto cerrado no vacio de X tal que f(A) C A. Veamos que
A = X. Supongamos que A # X. Luego, X — A es un subconjunto abierto no vacio de X.
Como la oOrbita de cualquier z € X bajo f es un conjunto denso en X, en particular, por la
Proposicién para cualquier x € A, se cumple que (X — A) N O(x, f) # 0. Es decir, existe
ac€ (X—A)NO(x, f). Asi,a € X — Ay a= fF(x), para algin k € N. Comox € Ay f(A) C A,
se tiene que f*(x) € f¥(A) C f(A) C A. Por lo que, a € A, lo cual es una contradiccién puesto
que a € X — A. Esto implica que, A = X. En conclusién, f es minimal en X. O

El concepto de funcién minimal es més general que el de funcién transitiva. Esto lo vemos
en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.2.17. Sean X un espacio métrico compacto y f : X — X una funcién continua
en X. Si f es minimal en X, entonces f es transitiva en X.
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Demostracion. Supongamos que f es minimal en X. Sean U y V subconjuntos abiertos no vacios
en X. Veamos que existe k € N tal que f¥(U)NV # (). Consideremos 2 € U. Como f es minimal,
de la Proposicién se tiene que O(x, f) es denso en X. Por lo que, de la Proposicién
O(z, f) NV # . Luego, existe k € N tal que f*(z) € V. Asi, f*(z) € fF(U) N V. Esto es,
fEUYNV # 0. Por lo tanto, f es transitiva en X. O

Con la ayuda de la Proposicion [2.2.16] es sencillo ver que la funcién tienda no es minimal.
Proposicién 2.2.18. La funcién tienda 7" : [0,1] — [0, 1] no es minimal en [0, 1].
Demostracion. Notemos que la 6rbita de % bajo T, O (%, T) = {%}, no es un conjunto denso en

[0, 1]. Por lo tanto, de la Proposicién [2.2.16} la funcién 7' no es minimal en [0, 1]. O

Por otra parte, otra funcién que empleamos en este trabajo es la funcién maquina de sumar.
Para definirla, recordemos el espacio métrico (X9, dys,, ), vea la Proposicién A continuacién,
definimos una operacion en el espacio Y.

Definicién 2.2.19. Dado el espacio métrico (X2, dy, ), para cualesquiera s = (sps15283...),t =
(totitats...) € Xg, se denota y define su suma como:

s+t = u,
donde los términos de u estan dados por:
ug = S+ to (mod 2);
U = s1+t1+7m (mod 2);
up = Sk +tx + 7k (mod 2), tales que:

si s+ tg < 2, entonces r; = 0;
si  so+tg = 2, entonces r = 1;
si Ssp_1+tp_1+ 711 <2, entonces rp = 0;
si Sp_1+tg_1+7re_1 > 2, entonces rp =1,

para todo k € N, con k > 1.
Puesto que 2m(mod 2)= 0, (2m — 1)(mod 2)= 1, para todo m € N, se sigue que s+t € Xs.

En los siguientes ejemplos explicamos con casos particulares como se realiza la suma en .

Ejemplo 2.2.20. Sea 1 = (1000...) € ¥5. Hallamos 141. Ponemos z = 1+41. Visualizamos la

suma Ccomo:

+ 1 0 0 O0...

20 21 29 Z3...

Con esto, el valor de z; se calcula de la siguiente manera:
29 =14 I(mod 2) = 2(mod 2) = 0. Como 1+ | = 2, llevamos r; = 1. Luego:
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1
1 0 0 0
+ 0 0 O
0 2z1 220 =23

z1=04+0+

(mod 2)=1 (mod 2)=1. Como 0+ 0 +

=1, llevamos 79 = 0. Asi:

0

1
4+ 1
0

0O 0 O0...
0 O...
1 z9 2z3...

29 =04+ 040 =0(mod 2) = 0. Como 0+ 0+

= 0, llevamos 3 = 0. Entonces:

1
+ 1
0

23 =0+ 04+ 0=0(mod 2) =0. Como 0+ 0 +

+

= 0, llevamos 4 = 0. Esto es:

0

o O =

Por lo tanto, 141 = z, donde 2z = 0, 21 =

141 = (01000...).

oo O O

0...

1, zit2 = 0, para todo i € NU {0}. Es decir,

Ejemplo 2.2.21. Sea s € ¥ tal que, para todo k € NU{0}, s = 1 y sea t € Xg tal que tg = 1,
t1 =0,ta=1,t3 =0, t4 =1y, para todo k € NU {0}, tx45 = 0. Esto es, s = (11111111...) y

t = (10101000. . .). Hallamos s+t. Ponemos z = s+t. Visualizamos la suma como:

S0 S1 S2 83 S4 S5 S¢ S7...
4+ to t1 to t3 tg ts tg t7...
Z0 %1 Z2 23 24 25 Z¢ R7..-.
Sustituyendo los valores de s; y ;, se tiene:
1 1 1 1 1
+ 0 0
20 <1 Z9 23 R4 25 Z¢ R7...

Con esto, el valor de z; se calcula de la siguiente manera:

Z0 = So +
Luego:

(mod 2)= 141 (mod 2) = 2 (mod 2)=0. Como sy +

= 2, acarreamos 1, = 1.
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+ 1 0 1 0 1 0 O

0 21 20 23 24 25 26 Z7...

z1 =81+ +7r (mod 2)= 14+0+1 = 2 (mod 2)=0. Como s;+ 1+, =1+0+ | = 2, arrastrar
ro = 1. Asi:

+ 1 1 0 1 0 0 O...
002’2 Z3 24 25 26 R7...

29 = Sa+1o+75 (mod 2)= 14141 = 3 (mod 2)=1. Como sy+7>+7> = 14141 = 3, trasladamos
r3 = 1. Entonces:

1
111 1 1 1 1 1...
+ 1 0 0O 1 0 0 O0...
0 0 1 23 z4 2z5 26 27...

z3 =83+ 15473 (mod 2)= 140+ = 2 (mod 2)=0. Como s3+ 5+ =140+ | = 2, llevamos
ry = 1. Esto es:

1 1
1 1 1 1 1 1 1...
+ 1 0 1 1 0 0 O...
0 0 1 0 24 R5 R6  R7...

2y = Sa+1t1+7r: (mod 2)= 14141 = 3 (mod 2)=1. Como sy4+71+7, = 14+ 141 = 3, acarreamos
r; = 1. Luego:

1 1 1 1
111 1 1 1 1 1...
+ 1 0 1 0 0 0 O0...
0 0 1 0 1 zy 2z =z7...

25 = S5+15+75 (mod 2)= 14041 = 2 (mod 2)=0. Como s5+15+75 = 1+0+ 1 = 2, trasladamos
r¢ = 1. Entonces:

1 1 1 1 1
11 11 1 1 1...
+ 1 0 1 0 1 0 O0...
0 01 01 0 2z =27...

En general, para cualquier i > 6, z; = s; + {, + 7, (mod 2)= 14041 = 2 (mod 2)=0. Como
si+ti+r,=1+04+1=2 llevamos ;.1 = 1. Esto es:
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1 1 1 1 1 1 1
1111 11 1 1 1...
+ 1010 10 0 0...
00101 0 0 0 zip1...

Por lo tanto, s+t = z, donde 29 = 0, 21 =0, 20 = 1, 23 = 0, z4 = 1, 245 = 0, para todo
i € NU{0}. Esto es, s+t = (00101000...)

Una propiedad interesante de la suma en Y5 es la siguiente.
Proposicién 2.2.22. Para cualquier s € Y9, se cumple (s+1)+1 = s+(14+1).

Demostracion. Pongamos s = (5951528354 ...) € Xo. Por el Ejemplo [2.2.20] se sabe que 1+1 =
(010000. . .). Consideremos los siguientes casos:

Caso (I): Supongamos que so = 0 = s;. Es decir, s = (00s2s354...). Asi, s+1 se visualiza

como:
0O 0 0 O...
0 so s3 S4...
+ 0O 0 0 O0...
0 s5 s3 s4...

Esto es, s+1 = (10s25384 . ..). Ademds, (s+1)+1 se vislumbra como:

1 0 0 O0...

0 S9 S3 S4...

+ 0 0 0 O0...
0 1 S92 S3 S4...

Por lo que, (s+1)+1 = (01lsa2s3s4 .. .). Por otro lado, s+(1+41) se divisa como:

0 0 0 O0...

0 0 S92 83 S4...

+ 0 1 0 0 O0...
0 1 S92 83 S4...

Esto es, s+(1+1) = (10s2s354 . ..). Por lo tanto, (s4+1)+1 = s+(1+1).

Caso (II): Supongamos que sg =0, sy =0y s; =1, paracadai € {1,2,...,k—1}, con k > 1.
Es decir, s = (011...108g+18k+2 - - .). Asi, s+1 se visualiza como:

0 0 0 0 0 0...

1 1 1 0 Sk+1 Sk+2 - -
+ 0 0 0 0 0 0...

1 1 1 0 Sk+1 Sk+2 .-
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Caso (III):

Caso (IV):

Esto es, s+1 = (10s2s354 .. .). Ademas, (s+1)+1 se vislumbra como:

+

1
1
0
0

S| O = =

Por lo que, (s41)41 = (01528384 ...). Por otro lado, s4(141) se divisa como:

0 1 1 1 0 0...
0 1 1 1 0 Sk+1 Sk+2 - - -

+ 0 1 0 0 0 0 0...
0 0 O 0 1 Sk+1  Sk+2---

Esto es, s+(1+1) = (10s2s354 . ..). Por lo tanto, (s4+1)41 = s+(141).

Supongamos que so = 0y s; = 1, para cada i € N. Es decir, s = (01111...... ). Asi,
s+1 se visualiza como:

+

0 0...
1 1...
0 0
1 1

o —~ O
o ~ O

Esto es, s+1 = (11111...... ). Ademds, (s41)41 se vislumbra como:

_|_

1...
1...
0...
0...

SIS = =

1
1
0
0

SISO = =

Por lo que, (s+1)+1 = (00000...... ) = 0. Por otro lado, s+(1+1) se divisa como:

1 1 1...
1 1 1...
0 0 O...
1 1 1...

+
(e
ol ~ O

0
Esto es, s4+(1+1) = (00000...... ) = 0. Por lo tanto, (s+1)+1 = s+(141).
Supongamos que s =0y s; = 1, para cada ¢ € {0,1,2,...,k — 1}, con k € N. Es

decir, s = (111...10sk11Sk+2 - - .). Asi, s+1 se visualiza como:

1 0 0...

1

1 0 Sk+1 Sk+2 - - -
0 0 0 0...
0

1 Sk+1 Sk+2 - - -

1
1
0
0

+
oS|I O = =
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Esto es, s+1 = (000...01sg4+1Sk+2 .. .). Ademads, (s+1)+1 se vislumbra como:

0 0 00 0 O0...
0 0 O 0 1 Sk+1 Sk+2 -
+ 0 0 0 0 0 0...
0 0 0 1 Sk+1  Sk+2---
Por lo que, (s+1)41 = (100...01s;11Sk+2-..). Por otro lado, s4(1+1) se divisa
€omo:
0 1 1 1 0 0...
0 1 1 1 0 Sk+1 Sk+2 .-
4+ 0 1 0 0 0 0 O0...
0 0 O 0 1 Sk+1 Sk+2 -

Esto es, s+(1+1) = (100...01sk41Sk+2 - ..). Por lo tanto, (s+1)+1 = s+(141).

Caso (V): Supongamos que s; = 1, para cada i € NU {0}. Es decir, s = (11111...... ). Asi,

s—+1 se visualiza como:

1 1 1 1
1 1 1 1
+ 00 0 O
000 0
Esto es, s+1 = (000000...... ) = 0. Ademés, (s+1)41 se vislumbra como:
00 0 0
000 0O
+ 1 0 0 0 O
1 0 0 00
Por lo que, (s+1)+1 = (10000...... ) = 1. Por otro lado, s+(1+1) se divisa como:
01 1 1
11 1 1 1...
+ 0 1 0 0 O...
1 0 0 0 O

Esto es, s+(1+1) = (10000......

En conclusién, (s4+1)41 =s+(1+1), para cada s € Xo.

) = 1. Por lo tanto, (s+1)+1 = s+(141).

En seguida, se define el producto de un nimero natural por la sucesién 1.
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Definicion 2.2.23. Para cualquier £k € Ny 1 € X9, se denota y define el producto de un nimero
natural por la sucesion 1, k-1, como la suma de 1 consigo mismo k veces.

Ejemplo 2.2.24. Sea 1 € Y. Se cumple lo siguiente: 1-1=1,2-1=141,3-1=14141 =
2-141y4-1=141+41+41=3-1+1. En general, para cualquier k € N, (k+1)-1=Fk-1+41.
Maés atin, notemos que:

2.1 = (0100---),

donde (1000...) denota el bloque de un solo uno de longitud 1 y (0100...) denota el bloque
de un solo cero de longitud 1. Los bloques de unos y ceros de longitud 1 y todas las formas de
escribir el 0 y el 1 en 1 posicién aparecen entre 1 y 2 - 1.

3.1 (11000 - -),
4-1 = (00100 --),
5.1 = (10100---),
6-1 (01100 --),

donde (1100...) denota el bloque 11 de unos de longitud 2 y (0010...) denota el bloque 00 de
ceros de longitud 2. Los bloques de unos y ceros de longitud 2 aparecen después de 2-1 y todas
las formas de escribir el 0 y el 1 en 2 posiciones aparecen entre 2-14+1=3-1y 6- 1.

7-1 (111000 - - ),
8-1 = (000100---),
9.1 = (100100---),
10-1 = (010100---),
11-1 = (110000---),
12.1 = (001100---),
13-1 = (101100---),
14-1 (011100 - -)

Los bloques de unos y ceros de longitud 3 aparecen después de 6-1 y todas las formas de escribir
el 0 y el 1 en 3 posiciones aparecen entre 6-14+1=7-1y 14 -1.

Con todo esto, se siguen las Observaciones [2.2.25| y [2.2.26

Observacién 2.2.25. Para cualquier £ € N, los bloques de unos y ceros de longitud k& + 1
aparecen después de (2k+1 — 2) -1 y todas las formas de escribir el 0 y el 1 en k + 1 posiciones
aparecen entre (2871 —2) . 141y (282 —-2).1.

Observaciéon 2.2.26. Para cualquier £ € N, si u = 2k - 1, entonces ug = 0, es decir, u =
(Ouqugus . . .).

Con todo lo anterior, ya podemos definir la funcién méquina de sumar en Xs.
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Definicion 2.2.27. Sea 3 el espacio de sucesiones de ceros y unos. Definimos la funcion
T : Y9 — Y9 por 7(s) =s + 1, para cada s € 3. A 7 se le llama la sumadora o mdquina de
sumar en el espacio ¥o. Ademds, para cualquier k € N, denotamos por 7¥(s) = (sgk s{ksgk . )

En particular, para k = 1, 7(s) = (s{s]s5 . ..).

Notemos que dado s € ¥, se tiene que 7(s) = s+1, 72(s) = 7(s+1) = (s+1)+1 =
s+(1+1) =s+2-1y 73(s) = 7 (7%(s)) = 7(s+2-1) = (s+2-1)+1 =s+(2-14+1) =s+3-1. En
general, se puede probar utilizando induccién matemdtica que: para cualquier k € N, 7¥(s) =
s+k-1.

Observemos que, si s = 0, para todo k € N, 7%(0) = 04k -1 = k- 1. Esto nos lleva a la siguiente
observacién.

Observacion 2.2.28. La 6rbita 0 bajo 7 es:
00,7)={k-1: ke N}U{0}.

Més adelante demostraremos una propiedad importante de O(0, 7). Por ahora, veamos al-
gunos hechos de la maquina de sumar.

La siguiente proposicién, Proposicién [2.2.29] nos dice que si dos sucesiones s, t € X coinciden
en las primeras k+1 entradas, entonces las imagenes 7(s) y 7(t) también coinciden en las primeras
k + 1 entradas.

Proposicion 2.2.29. Sean Y el espacio de sucesiones infinitas de ceros y unos y 7 : 3g — X9
la funcién méquina de sumar en el espacio 9. Sean s = (sps152...),t = (totite...) € Xay k €
NuU{0}. Si s; =t;, para cada i € {0,1,2,...,k}, entonces s] = t7, para cada i € {0,1,2,...,k}.

Demostracion. Sean s,t € X9 y k € NU {0}. Consideremos los siguientes casos.

Caso (I): Supongamos que s; = t;, para todo 0 < ¢ < k. Por definicién de 7, 7(s) = s+1y
7(t) = t4+1. Supongamos que sg = ty = 0. Luego, s+1 se obtiene como sigue:

0 0 ... O 0 0

s1 S2 ... Sk Sk+1  Sk+2---
+ 1 0 0 ... O 0 0...

S1 59 Sk Sk+1 Sk+2 - -

Es decir, sj =1y s] = s;, para todo 7 € N. Por otro lado, s+1 es:

0 0 ... 0 0 0
0 &1 t2 ... tx tpy1 tkg2--.
+ 1 0 0 ... O 0 0...
1 t1 to ... tp Tkl thyo---

Es decir, ty = 1 y t] = t;, para todo ¢ € N. En consecuencia, s] = t7, para todo
i€{0,1,2,...,k}.
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Caso (II): Supongamos que para algin m € {0,1,2,...,k}, s,y = t,, =0y s; = t; = 1, para
cada i € {0,1,2,...,m — 1}. Luego, s+1 es:

1
+ 1
0

Es decir, 5], =0,s] =1y s

todo j € N. Por otro lado, t+1 es:

1 1 1 0 ... 0 0 0
1 1 0 Sm+1 -+ Sk Sk+1  Sk+2-.--
0 0 0 0 ... 0 0 0...
0 0 1 smy1 ... Sk Skl Sk42---
Tm = Sj+m, para cada i € {0,1,2,...,m — 1} y para

Es decir, ], =0, t] =1yt

1 1 1 0 ... 0 0 0
1 1 0 tmgr oot k1 tryo. .-
4+ 1 0 0 O 0 ... 0 0 0...
0 O 1 tm_l,_l “e tk- tk+1 tk+2 -
T+m = tj+m, para cada i € {0,1,2,...,m — 1} y para

todo j € N. En consecuencia, s] = t, para todo i € {0,1,2,...,k}.

Caso (III): Supongamos que s; =t; = 1, para cada i € {0,1,2,...,k}. Luego, s+1 es:

+ 1

1 1 1 1

1 1 1 Sk+1 Sk+2 - - -
0 0 0 0 0...

0 0 0 Spr1 Shig--

Es decir, s7 = 0, para todo i € {0,1,2,...,k}. Por otro lado, t+1 es:

1 1 1 1
1 1 1 1 tra1 trao...
+ 1 0 O 0 0 0...
0 0 0 0 thi1 thio
Es decir, t] = 0, para todo i € {0,1,2,...,k}. En consecuencia, s; = t7, para todo

i€{0,1,2,...,k}.

O

El resultado siguiente nos dice que si dos sucesiones s,t € ¥o coinciden en las primeras k+ 1

entradas, entonces las iteradas 7 (s) y 7"*(t) también coinciden en las primeras k + 1 entradas.

Proposiciéon 2.2.30. Sean X, el espacio de sucesiones infinitas de ceros y unos y 7 : 39 — 39

la funcién maquina de sumar en el espacio ¥o. Sean s = (sg$152...),t = (totita...) € Yo,
ke NU{0} ym € N. Sis; =t;, para cada i € {0,1,2,...,k}, entonces sT =t , para cada

i€{0,1,2,... k}.
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Demostracion. Se procede por induccién matematica sobre m. Consideremos s,t € X9, k €
NU{0}. Notemos que para m = 1, el resultado se sigue de la Proposicién Supongamos que
el resultado se cumple para m. Veamos que se cumple para m -+ 1. Supongamos que s; = t;, para
cada i € {0,1,2,...,k}. Por hipétesis de induccién, s] = tI", para cada i € {0,1,2,...,k}.
Notemos 7™t (s) = 7(7™(s)) y 7™FL(t) = 7(7™(t)). Por lo tanto, de la Proposicién
ZmH = t[mH, para cada i € {0,1,2,...,k}. O
La Proposicién 1 nos caracteriza cuando la distancia entre dos sucesién de Y2 es menor

o igual que para cualquler k € NU{0}.

2k7

Proposicién 2.2.31. Sea X, el espacio de sucesiones infinitas de ceros y unos. Sean s =
(505152 .. .),t = (totltg .. ) €doykeNU {O} Entonces, s; = t;, para cada i € {0, 1,2,... ,k‘},
siy sélo si ds, (s, t) < 2%

Demostracion. Seans,t € Yoy k € NU{0}. Supongamos que s; = t;, paracadai € {0,1,2,...,k}.

[o.¢] e.) oo
Luego, ds, (s, t) = Z@ = LSZQ;,M < > 2% = 2% Por lo tanto, dy, (s, t) < 2%
1=0 i=k+1 i=k+1
o0
Por otro lado, supongamos dy,(s,t) < ik Es decir, Z lss "' < ik Dado que Y. % <
=0 i=k+1

o0

> % = 2k7 se tiene Z ‘5’ il — 0. Esto es, Z|sl — t;| = 0. Por lo tanto, s; = t;, para cada
i=k+1 i=0 i=0
i€{0,1,2,... k). 0

El resultado que mostramos en seguida nos dice que si la distancia entre dos sucesiones

s,t € ¥y es menor o igual que -, entonces lo mismo ocurre con sus iteradas 7™(s) y 7™(t).

ok

Proposicién 2.2.32. Sean Y5 el espacio de sucesiones infinitas de ceros y unos y 7 : 3g — 3o
la funcién méquina de sumar en el espacio Y. Sean s,t € Yo, k € NU {0} y m € N. Si
dz, (s, t) < 55, entonces dy, (7™ (s), 7™ (t)) < 5.

Demostracion. Pongamos s = (sgs152...),t = (totite...) € ¥a. Supongamos que dx, (s, t) < 2%
Luego, por la Proposicién [2.2.31], s; = t;, para cada i € {0,1,2,...,k}. Asi, por la Proposicién

2.2.30 szm = tZTm, paracadai € {0,1,2,...,k}. Porlo tanto, de la Proposicién[2.2.31} concluimos

que dy, (7™(s), 7™(t)) < 2% a

La siguiente proposicién nos garantiza la continuidad de la funcién maquina de sumar.

Proposiciéon 2.2.33. Sean Y, el espacio de sucesiones infinitas de ceros y unos y 7 : X9 — 3o
la funcién maquina de sumar en el espacio Yo. La funcion 7 : Yo — Yo es continua en .

Demostracion. Sean € > 0y s = (sps182...) € 3o. Veamos que 7 es continua en s. En efecto,
existe £k € N tal que 1 < ke, es decir, % < e. Luego, 2% < e. Sea t = (totita...) € o
tal que dy,(s,t) < 2% < e. En consecuencia, por la Proposicién s; = t;, para cada
i €{0,1,2,...,k}. Por lo que, de la Proposicién s] =t7, para cada i € {0,1,2,...,k}.
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Asi, de la Proposicién [2.2.31] dx, (7(s),7(t)) < 2% Esto es, dx,(7(s), 7(t)) < €. Por lo tanto, 7

es continua en s. En conclusién, 7 es una funcién continua en Y. O

La Proposicion nos dice que el elemento 0 € Yo cumple una propiedad importante, su
orbita bajo la funciéon 7 es densa.

Proposiciéon 2.2.34. Sean X, el espacio de sucesiones infinitas de ceros y unos y 7 : Yo — 3o
la funcién maquina de sumar en el espacio ¥5. Entonces, la érbita de 0 € Xy bajo 7, O(0,7), es
un conjunto denso en el espacio Y.

Demostracion. Sea U un subconjunto abierto no vacio en ¥s. En vista de la Proposicién [1.2.12
veamos que U N O(0,7) # (. En efecto, existen ¢ > 0 y s € U tales que By, (s,e) C U.
Como ¢ > 0, existe kK € N tal que 1 < ke, es decir, 2% < e. Asi, por la Observacion
existe | € N tal que t = [ -1 estd entre (21 —2) . 141y (22 -2) -1y t; = s;, para
cada i € {0,1,2,...,k}. Notemos que de la Observacién t € O(0,7). Mas atn, de la

icid o |si—ts = [si—ti .
Proposicién [2.2.31] tenemos que dx, (s, t) = lezil' = > |327,| < > 217 = 2% Por lo que,
=0 i=k+1 i=k+1
ds,(s,t) < e. En consecuencia, t € By, (s,€) N O(0,7). Por lo tanto, U N O(0,7) # . En
conclusion, por la Proposicién [1.2.12] la érbita de 0 es denso en Y. O

El teorema [2.:2.35] nos dice que en general, la 6rbita de cualquier sucesién s € 3y bajo 7 es
un conjunto denso.

Teorema 2.2.35. Sean X el espacio de sucesiones infinitas de ceros y unos y 7 : 39 — 39 la
funcién maquina de sumar en el espacio Xo. Entonces, la orbita de cualquier s € 5 bajo T,
O(s, ), es un conjunto denso en 3.

Demostracion. Sean U un subconjunto abierto no vacio en Yo y s € Yo. En vista de la
Proposicion veamos que U N O(s,7) # 0. En efecto, existen ¢ > 0 y t € U ta-
les que By, (t,e) C U. Probemos que, existe k& € N tal que dy, ('rk(s),t) < e. Como la
6rbita 0 forma un conjunto denso en Yo, existen m,l € N tales que 7(0) € Bgl22 (s, %) y
7H(0) € By, (t,£). Es decir, ds,(7(0),s) < £ y dx, (7'(0),t) < 5. Supongamos que m < L.
Por la Proposicién se tiene que dy, (Tm+(l_m)(0),7'l_m(s)) < 5. Sea k =1 — m. Lue-
go, dy, (T7(s),t) < ds, (7F(s),7™%(0)) + ds, (T"7™(0),t) < £ + £ = . En consecuencia,
m*(s) € By, (t,€) C U. Por lo tanto, U N O(s,7) # (. En conclusién, por la Proposicién
la 6rbita de s bajo 7 es un conjunto denso en . O

Como consecuencia del Teorema [2.2.35|y en vista de las Proposiciones [2.2.16]y [2.2.17] obte-

nemos el siguiente corolario.

Corolario 2.2.36. Sean 3 el espacio de sucesiones infinitas de ceros y unos y 7 : 39 — 39
la funcién méaquina de sumar en el espacio Yo. La funcién 7 : ¥9 — Y9 cumple las siguientes
propiedades.

(1) 7 es minimal en s.
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(2) El conjunto Per(1) = 0.
(3) T es transitiva en Y.
(4) 7 no es cadtica en Y.
Por otro lado, la funcién maquina de sumar 7 en el espacio >3 no es totalmente transitiva.

Proposiciéon 2.2.37. Sean 35 el espacio de sucesiones infinitas de ceros y unos y 7 : 39 — 3o la
funcién maquina de sumar en el espacio Ys. La funcién 7 : 39 — 39 no es totalmente transitiva
en 22.

Demostracién. Sea k € N. Por las Observaciones y veamos que existen U y V
subconjuntos abiertos no vacios en X5 tales que para cada m € N, se cumple (T2k)m U)nv =10.
En efecto, dado u € BdZQ (1, 1), se sigue que dy,(u,1) < % < 1. Luego, por la Proposici(’)n
up = 1y u; = 0. Notemos que para cualquier m € N, (72)™ (u) = 7%™(u) = u + 2km - 1.
Considerando s = 2mk - 1, por la Observacién so = 0. Por lo que, ug%m = 1. Asi,

m m 2km 7_2k7n

k 2k [e'e]
[1—0  Juf™™ =0 Jug”™ —0] [uf"™" =0 |up™" 0] u;
= + + + + to=14) S > L
=1

d22 (uv 0) 920 91 22 23 24

Luego, u € By, (1,1) y (%)™ (u) ¢ By, (0,1). Es decir, (%)™ (u) € (T%)m(BdEQ(l,l))
y (TQk)m(u) ¢ By, (0,1). Por lo tanto, (TZk)m (Bas, (1,1)) N By, (0,1) = (. Esto es, de la

Observacién obtenemos que 72k 110 es transitiva en 3y. En conclusién, por la Observacién
2.2.11, 7 no es totalmente transitiva en Y. ]

Hasta el momento hemos analizado la dindmica individual de las funciones T' y 7. En el
Capitulo 3, veremos el comportamiento dindmico de una funcién més.

Seccién 2.3

Funciones dinamicas inducidas, dinamica colectiva

En esta secciéon analizamos algunos hechos de dindmica colectiva. Especificamente, conti-
nuando con el andlisis de la funcién tienda 7', presentamos la demostraciéon de que el conjunto
de puntos periédicos de la funcién inducida 27 es denso. Ademds, se prueba que la funcién 27
es transitiva. De donde, concluimos que 27 es cadtica. Més ain, vemos que la funcién inducida
2T 1o es minimal.

Notemos que 201 = {A C [0,1] : A # (), A es compacto}. Dado que la funcién tienda
T :[0,1] — [0,1] es continua en [0, 1], de la Proposicién 1.3.24|, se cumple que (2T)k(A) =
T*(A), para cada A € 2[% y cualquier k € N, y por la Proposicién 1.3.23L la funcién inducida
oT . 200.1] _ 20.1] eg continua en 219, Como nuestro propésito es ver que 27 es cadtica en 2[0’1],

primero, veamos que Per (2T) es un conjunto denso en 2[0,1],
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Teorema 2.3.1. Si T : [0,1] — [0,1] es la funcién tienda, entonces el conjunto Per (27) es un
conjunto denso en 2[00,

Demostracion. Sea U un subconjunto abierto no vacio en 2[%1. Veamos que Per (ZT) NnU # 0.

En efecto, puesto que U es un abierto no vacio en 201 existen ¢ > 0 y A€ 2l0:1 tales que

Br(A,e) C U. Como A es un subconjunto compacto no vacio de [0, 1], del Teorema Aes
k

totalmente acotado, es decir, existen a1, as, ..., a; € A tales que A C |J By, (ai, %) . En vista del
i=1

Teorema,2.1.11} se tiene que Per(T) es un conjunto denso en [0, 1]. Esto es, Per(T)NBg, (ai, 5) #
(), para todo i € {1,2,...,k}. Asi, para cada i € {1,2,...,k}, existe b; € Per(T) tal que
la; — bi| < 5. Sea B = {b1,ba,...,by}. Veamos que A C N(e, B). Consideremos z € A C

k
-!1BdR (ai, %) . Luego, existe j € {1,2,...,k} tal que x € By, (a], 2) Esto es, |z —a;| < 5. Asi,

=
|:c —bj| < |z —aj| +la; —bj| < 5§+ § = ¢e. Por lo que, x € By, (bj,¢). En consecuencia, x €

U By, (bj,e). Por lo tanto, A C U By, (bj,e). Asi, por la Proposicién [1.3.14+(2), A C N(e, B).

Ahora veamos que B C N(e, A) Con81deremos bj € B, para algin j € {1,2,...,k}. Luego,
bj € Bgg (a;,5) C Bgg(aj,¢). Por la Proposicién (2), bj € N(e,A). Asi, B C N(e,A). En
consecuencia, por la Proposicién H(A,B) < €. Porlo tanto, B € By (A,¢). Luego, B € U.
Ahora, sélo resta ver que B € Per (QT) . Dado que b; € Per(T), para cada i € {1,2,...,k},
entonces, existe m; € N tal que T (b;) = b;, para cada i € {1,2,...,k}. Sea m el minimo
comun multiplo de m1,mo, ..., mg. Luego, por la Proposicion m T™(b;) = b;, para cada
i €{1,2,...,k}. Por lo que, (2T)"™ (B) = T™(B) = B. En consecuencia, B € Per (2T). Por lo
tanto, Per (27) N By (A, €) # 0. De donde, Per (27) N4 # 0. En conclusién, de la Proposicién

Per (2T) es un conjunto denso en 2001, O

[0,1]

Para ver que la funcién inducida 27 : 2 — 2001] es transitiva en 291 se requiere de los

siguientes dos lemas, Lema y Lema [2.3.3

Lema 2.3.2. Seane >0y A= {aj,a2,...,am, }, B=1{b1,b2,...,bp,} C [0,1], donde my,ms €
N tales que mj > mqy. Entonces existen C' = {c1,ca,...,¢m, } C[0,1] y k € N tal que:

H(A,C) <ey H(B, (2")* (0)) <e.

Demostracion. Sean U; = [0,1] N (a; —€,a; +¢) y V; = [0,1] N (bj — €,b; + ¢), donde i €
{1,2,....,m1} y j € {1,2,...,ma}. Notemos que U; es un intervalo en [0, 1]. Luego, por Ob-
servacion existe k; € N tal que T% (U;) = [0,1], para cada i € {1,2,...,m1}. Denotemos
por k = max{k; : i € {1,2,...,m1}}. Como T*(U;) C T*(U;), para todo i € {1,2,...,m1},
obtenemos que T*(U;) = [0, 1], para cada i € {1,2,...,m1}. Asi, para cualquier y; € V; C [0,1],
existe ¢; € U; tal que T*(c;) = y;, para cada i € {1,2,...,my — 1}. Ademds, para cualquier
Y; € Vi, C [0,1], existe ¢; € U; tal que T*(¢c;) = yj;, para cada j € {ma,ma + 1,...,m1}.
Pongamos C' = {c1,ca,...,cnm, }. Notemos que (2T)]C (C) = {T*(c1), T*(ca), ..., T"(cm,)}-

Veamos que H(A,C) < . En vista de que U; C By, (a;,€) y ¢; € U;, se sigue que dg(ai, ¢;) < €.
Asi, a; € Bgg(ci,€), para cada i € {1,2,...,m;}. Luego, por la Proposicién (2), se tiene
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que a; € N(g,C), para cada i € {1,2,...,m1}. Por lo que, A C N(e,C). Por otro lado, como
¢i € Ui y U C Bgg(ai, ), se sigue que ¢; € Bgg(a;,¢), para cada i € {1,2,...,m;}. Luego, por
la Proposicién [1.3.141(2), se tiene que ¢; € N(g, A), para cada i € {1,2,...,m1}. Por lo que,
C C N(g,A). En consecuencia, A C N(¢,C) y C C N(g, A). Asi, de la Proposicién se
tiene que H(A,C) < e.

Ahora, resta ver que H (B, (2T)k (C)) < e. En vista de que V; C By (bj,e) y T*(c;) € Vj, se
sigue que dg(b;, T%(c;j)) < e. Asi, b; € By, (Tk(cj),s), para cada j € {1,2,...,ma}. Luego, por
la Proposicién [1.3.14t(2), se tiene que b; € N (6, (2T)k (C)), para cada j € {1,2,...,ma}. Por

lo que, B C N (a, (2T)k (C’)) Por otra parte, como Tk(cj) € V; y V; C Bag(bj,€), se sigue
que Tk(cj) € Bg,(bj,e), para cada j € {1,2,...,mg — 1}. Luego, por la Proposicién
(2), T*(c;) € N(e,B), para cada j € {1,2,...,mo — 1}. Ademés, dado que T*(c;) € Vin, ¥
Viny C Bag (bm,,€), se sigue que T%(c;) € By (b, ), para cada j € {ma,ma + 1,...,my}. Asi,
por la Proposicién (2), T*(¢;) € N(e, B), para cada j € {mg,m2 + 1,...,m1}. Luego,
T*(¢cj) € N(e, B), para cada j € {1,2,...,m1}. Por lo que, (QT)k (C) C N(e, B). En consecuen-
cia, BC N (8, (QT)k (C’)) y (ZT)k (C) € N(g,B). Por la Proposicién [1.3.16] se concluye que

H (B, (21" (0)) <. O

De manera muy similar al Lema [2.3.2] se obtiene el siguiente resultado.

Lema 2.3.3. Seane >0y A ={aj,a2,...,am; }, B=1{b1,b2,...,bm,} C [0, 1], donde my,my €
N tales que my < mg. Entonces existen C' = {c1,ca,...,¢m,} C[0,1] y k € N tal que:

H(A,C)<ecy H (B, (27)" (C)) <e.

Demostracién. Sean U; = [0,1] N (a; —e,a; +¢) y V; = [0,1] N (bj — €,bj + ¢), donde i €
{1,2,...,m1} y j € {1,2,...,ma}. Notemos que U; es un intervalo en [0,1]. Luego, por la
Observacion existe k; € N tal que T%(U;) = [0, 1], para cada i € {1,2,...,m1}. Denote-
mos por k = max{k; : i € {1,2,...,m;}}. Como [0,1] = T*(U;) c T*(U;) C [0, 1], para todo
i€{1,2,...,m1}, entonces T*(U;) = [0,1], para cada i € {1,2,...,m;}. Asi, para cualquier y; €
V; C [0, 1], existe ¢; € U; tal que T*(¢;) = ;, paracadai € {1,2,...,m;—1}. Ademas, para cual-
quier y; € Vi, C [0, 1], existe ¢; € U; tal que T%(c;) = y;, para cada j € {my,m1 +1,...,ma}.
Pongamos C' = {c1,¢s, .. ., ¢m, }. Notemos que (27)" (C) = {T%(c1), T*(ca), - .., T*(my) }-

Veamos que H(A,C) < e. En vista de que U; C By, (a;,€) v ¢; € Uy, se sigue que dr(a;, ¢;) < €.
Asi, a; € Bgy(ci,€), para cada i € {1,2,...,m}. Luego, por la Proposicién (2), a; €
N(e,C), para cada i € {1,2,...,my}. Por lo que, A C N(g,C). Por otro lado, como ¢; € U; y
Ui C By (as,€), se sigue que ¢; € By, (a;,€),1 € {1,2,...,m; —1}. Ademés, dado que ¢; € Uy, ¥
Um, C Bag(am,,¢), se tiene que ¢; € By, (am,,€), paracadai € {mj, m;+1,...,ma}. Luego, por
la Proposicién (2)7 ¢i € N(g,A), para cada i € {1,2,...,ma}. Asi, C C N(g,A). En con-
secuencia, A C N(e,C) y C C N(e, A). Por la Proposicién obtenemos que H(A,C) < e.
Ahora, resta ver que H (B, (QT)k (C)) < e. En vista de que V; C By, (bj,e) y T*(c;) € V},
se sigue que dg (bj,Tk(cj)) < €. Asi, b; € Bg,(cj,¢€), para cada j € {1,2,...,ma}. Luego,
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por la Proposicién [1.3.14£(2), b; € N(E, (QT)k(C)>, para cada j € {1,2,...,ma}. Por lo
que, B C N (5, (QT)k (C)). Por otro lado, como V; C By, (bj,e) vy T*(c;) € V;, se tiene que

Tk(cj) € By, (bj,€), para cada j € {1,2,...,ma}. Luego, por la Proposicién |1.3.14f(2), se tie-
ne que T%(c;) € N(g,B), para cada j € {1,2,...,mp}. Por lo que, (27)"(C) C N(e, B).
En consecuencia, B C N (5, (2T)k(C)> y (QT)k(C) C N(g,B). De la Proposicién |1.3.16}

H (B, (21" () <e. O

Una vez probado los Lemas y estamos preparados para ver el Teorema el
cual nos dice que la funcién inducida 27 : 2001 — 2001 eg transitiva en 2001

Teorema 2.3.4. Si T : [0,1] — [0,1] es la funcién tienda, entonces la funcién inducida 27 :
2101 5 2001 es transitiva en 2[0:1.

Demostracién. Sean U y V subconjuntos abiertos no vacios en 2[%1). Veamos que existe k € N
tal que (2T)k (U)NY # (. Consideremos U € U y V € V. Luego, existen €1 > 0y g2 > 0 tales
que By (U,e1) CUy Bp(V,e9) C V. Sea € = min{ey,e9}. Luego, By (U,e) CUy By(V,e) C V.
Como U y V son compactos, se sigue del Teorema[I.2.17]que U y V son totalmente acotados, es

mi
decir, para § existen ar, ag,...,am, € Uy b1, ba,... by, € V talesque U C |J By, (ai, %) yV C
i=1

mo
U Bag (bi, %) . Consideremos A = {aj,a2,...,am, } y B ={b1,ba,...,bm,}. De los Lemas|2.3.2|y

=1

2.3.3, existen C = {c1,c2,...,¢cm} C[0,1] y k € Ntales que H(A,C) < §y H (B, (2T)k (C)) <

m
5, donde m = max{m;1, ma}. Veamos que, H(U, C) < ¢. En efecto, como U C |J By, (ai, %), por
i=1

la Proposicién|1.3.144(2), U C N (%, A). Dado que A C U, sesigue que A C N (%, U) . Luego, por
la Proposicién 1.3.1()|7 H(U,A) < 5. En consecuencia, H(U,C) < H(U,A) + H(A,C) < § + 5.
Asi, H(U,C) < e. Similarmente, veamos que H (V, (2T)k(0)> < e. En efecto, como V C

mi
U B, (bi, %), de la Proposicion [1.3.14+(2), V C N (%,B). Dado que B C V, se sigue que B C
i=1

N (5,V) . Luego, por la Proposicién [1.3.16, H(V, B) < §. En consecuencia, H (V, (QT)k (C)) <
H(V,B)+ H (B, (21)"(€)) < §+ 5. Asi, H (V. (2)"(C)) < = Por lo que, C € By(U,e) y

(27" (C) € Bu(V,e). Ast, C e U y (27)" (C) € V. Lo cual implica que (27)" (C) € (27)* U) y

(2T)k (C) € V. Esto es,(QT)k (C) e (QT)k (U)NV. Por lo tanto,(QT)k (U)NY # 0. En conclusién,
2T

es transitiva en 2[00, ]
En el Capitulo 3 veremos que la funcién inducida al hiperespacio C([0,1]), C(T), no es
transitiva.

Corolario 2.3.5. Si T : [0,1] — [0,1] es la funcién tienda, entonces la funcién inducida 27 :
210:1) 5 201 e5 cadtica en 201,
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Demostracidn. La conclusién se obtiene utilizando los Teoremas [2.3.1] y [2.3.4] O

Para finalizar esta seccidn, se tiene el siguiente resultado.

Corolario 2.3.6. Si T : [0,1] — [0,1] es la funcién tienda, entonces la funcién inducida 27 :
2[0:1] 5 2[0:1] 1o es minimal en 2/,

Demostracion. Notemos O ({2},27) = {{2}} no es un conjunto denso en 2[0:1] Por lo tanto, de
la Proposicién [2.2.16} se tiene que 27 no es minimal en 2001, O

En el Capitulo 3 analizaremos més propiedades de la funcién 27 y estudiamos la dindmica
colectiva de la funcién méaquina de sumar 7. Mdas ain, veremos la dindmica colectiva de una

cierta funcién g.
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Capitulo 3

Los resultados principales

En este capitulo exponemos los resultados principales del trabajo de tesis. En la Seccion
3.1 exponemos algunos resultados tipicos de la dindmica topoldgica, principalmente exponemos
de manera accesible la demostracion del famoso Teorema de Furstenberg. Por otro lado, en
la Seccién 3.2 atendemos uno de los objetivos principales del presente trabajo. A saber, nos
enfocamos a resolver el siguiente problema: descubrir todas las posibles implicaciones entre las
afirmaciones siguientes:

(1) f es transitiva,
(2) 2/ es transitiva;
(3) C(f) es transitiva;

Finalmente, en la Secciéon 3.3 se exhiben algunas consecuencias obtenidas a partir de la
resolucion del problema planteado en la Seccién 3.2.

Seccién 3.1

Resultados preliminares

En esta seccion se introduce la nocién de funciones conjugadas o también conocida como con-
jugacion topoldgica, la cual ayuda a transferir propiedades de una funcién a otra. En particular,
demostramos que ciertas funciones son transitivas a partir de otras.

Por otra parte, exponemos de manera accesible la demostracién de un teorema clasico, y muy
util en el area de la dindmica topoldgica, denominado Teorema de Furstenberg. Més ain, como
aplicacién de este teorema demostramos, en primer lugar, que toda funcién débilmente mezclante
es totalmente transitiva. En segundo lugar, detallamos la demostracién de una equivalencia de
funcién débilmente mezclante con respecto a sus inducidas. Por dltimo, se muestra un diagrama
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que representa las relaciones que existen entre las diversas funciones dindmicas que se estudian
en este trabajo.
Comenzamos con la nocién de funciones conjugadas.

Definicion 3.1.1. Sean X y Y espacios métricosy f: X — X y g:Y — Y funciones continuas
en X y Y, respectivamente. Decimos que f y g son conjugadas si existe un homeomorfismo
h: X — Y tal que para todo x € X se tiene que h(f(z)) = g(h(z)).

x—1.ox

1

Diagrama 1: ho f = goh.
En seguida, se muestran algunas propiedades de las funciones conjugadas.

Proposicién 3.1.2. Sean X y Y espacios métricos y f : X — X y g : Y — Y funciones
continuas en X y Y respectivamente. Si f y g son conjugadas, entonces para todo k € N y para
todo 2 € X, se tiene que h (f*(z)) = ¢g*(h(z)), donde h : X — Y es el homeomorfismo de
conjugacién entre f y g.

Demostracion. Usamos induccién matematica sobre k. Notemos que para k = 1 el resultado
se tiene por hipdtesis. Supongamos que se cumple para k. Veamos que se cumple para k + 1.
Notemos que, h (f+1(2)) = h (F*(f(2)) = g*(h(F(2))) = g*(g(h(x))) = g"*(h(x)). Por lo
tanto, h (f*1(z)) = g*1(h(2)). O

Proposicién 3.1.3. Sean X y Y espacios métricos y f : X = X y g : Y — Y funciones
continuas en X y Y, respectivamente. Si f y g son conjugadas, entonces f es transitiva en X si
y s6lo si g es transitiva en Y.

Demostracion. Supongamos que f es transitiva. Probemos que g es transitiva. Consideremos U
y V subconjuntos abiertos no vacios de Y. Veamos que existe k¥ € N tal que g¥(U) NV # ().
Como f y g son conjugadas, existe un homeomorfismo h : X — Y tal que para cualquier x € X,
h(f(z)) = g(h(x)). Dado que h es continua en X, entonces por el Teorema RYU) y
h=1(V) son conjuntos abiertos no vacios en X. En vista de que f es transitiva en X, existe
k € N tal que f* (h=1(U)) Nk~ (V) # (. Luego, de la Observacién (1), existe z € h~1(U),
con f*(x) € h™1(V). De donde, h(z) € U y h (fk(x)) € V. Se sigue de la Proposicién
h(z) € Uy g*(h(z)) € V. Asi, g*(h(x)) € ¢*(U) y ¢*(h(x)) € V. Asi, g¥(U) NV # 0. Por lo
tanto, g es transitiva en Y. La demostracién del reciproco es andlogo, solo se intercambian las
funciones f y g. O

En los siguiente dos ejemplos se muestra el uso de la conjugacién para demostrar que una
funcién es transitiva a partir de otra.
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Proposicién 3.1.4. Sean X un espacio métricoy f: X — X una funcién continua en X. Si f
es transitiva en X, entonces la funcién inducida Fi(f) : F1(X) — F1(X) es transitiva en F;(X).

Demostracion. Veamos que la funcién f y su funcién inducida Fi(f) son conjugadas. Conside-
remos la funcién h : X — Fj(X), con regla de correspondencia h(z) = {z}, para todo x € X.
De la Proposicién sabemos que h es un homeomorfismo. Por otro lado, para cualquier
€ X, h(f(x)) = {f(2)} = f({z}) = Fi(f)({z}) = F1(f)(h(z)). En consecuencia, fy Fi(f)

son conjugadas. Como f es transitiva en X, por la Proposicién Fi(f) es transitiva en
F(X). O

Recordemos del Ejemplo la funcién g : [0, 1] — [0, 1] definida por:

2:1:4—%, nggi;
g(x) =4 -20+3,  j<z<g;
—r+1, ;<z<1

La grafica de la funcién g la encontramos en la Figura (a).

Ejemplo 3.1.5. Observemos que g2 : [0,1] — [0, 1] est4 definida por:

—2z+%, 0<z<h
2
g7(x) = 2z — 3, 1<z<
—2z+3, $<z<1

La grafica de la funcién g2 la encontramos en la Figura (b)

Ejemplo 3.1.6. Notemos que ¢° : [0,1] — [0, 1] estd definida por:

4x+%, Oga:g%;
—4:17—1—%, %Smgi;
P (z) = 4z — 3, g
—4:U—|—g, %Smﬁ%;
—2x+%, %Sxﬁ%;
2¢ — 3, s<a<l

La grafica de la funcién ¢° la encontramos en la Figura (c)

Lema 3.1.7. Consideremos la funcién g% : [0,1] — [0,1] (vea el Ejemplo [3.1.5)) y la funcién
tienda 7" : [0,1] — [0, 1] (ver Ejemplo [1.2.26)). La funcién 7" : [0,1] — [0,1] y la funcién g2|[%’1} :
[0, 2] — [0, ] son conjugadas.

Demostracion. Notemos que gz|[; I [2,1] = [3,1] estd definida por:
27

20 — l,
Ly (@) = { s

—233+§,
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(a) Gréfica de g. (b) Griéfica de g°. (c) Gréfica de g®.

Figura 3.1: Grafica de las funciones g, ¢> y ¢°.

La grafica de la funcién g2][ 1] puede verse en la Figura (b) Consideremos la funcién h :
3

0,1] — [3,1] deﬁnida por h(z) = sz + 3, para todo z € [0, 1]. De la Proposicién [1.2.30] aplicada
aa = % y B = 2, se sigue que h es un homeomorfismo. Con esto, resta ver que, para todo
1],

z € [0, (())—g|%1](())

Si z € [0,4], entonces 2+ < 2z + 1 < 2. Es decir, 3 < h(z) < 3. Asf, h(T(2)) = h(2z) =
x+%yg\[11](()):9’%1](% +3)=a+3

Siz € [3,1], entonces 3 < Tz+1 < 1.Esdecir, 2 < h(z) < 1. Asf, h(T(z)) = h(—22+2) = —x+§’
v 92|[%,1](h($)) = 92|[%71] (Az+3)=—-2+3. Por lo tanto, la funcién tienda 7"y la funcién g2 ][1 1
son conjugadas. D

Notacién 3.1.8. Paratodo k € Ny para cadal € {0,1,...,2"—1}, ponemos By, = [gzﬂ, QZﬂﬂ}

Lema 3.1.9. Para todo k € N y para cada [ € {0,1,.. L2k — 1}, se tiene que las funciones
g2k|Bk’l : By — [%,1] y g2k+1|3k’l : Bry — [0, %] son homeomorfismos. Ademds, para todo
x € By, se tiene que:

92k+1’3k,z(33) = _92k|3k,z($) + 1.

Demostracion. Se procede por induccién matemética sobre k. Para k = 1, se tiene que [ € {0, 1}.
Si I = 0, entonces las funciones:

P (1) |5 vl |31 - 03]

estdn definidas por:

1 3
2 3
. — 9 = - 9 2
Tl =20= 5y ol (o) = =20 45,
para todo x € [%, %] Aplicando la Proposiciéon [1.2.30/ con a = 2y 8 = , obtenemos que
g2][ 13] es un homeomorfismo. Ademas, por la Proposicién |1.2.31| aplicada a o = =2y § =
2’4
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obtenemos que 93][ 1,3] es un homeomorfismo. Més atun, para todo = € [%, %], se cumple:
2’4

i]($):2x+g:<2x;)+l—g |[%%]( x) + 1.

Por otro lado, si [ = 1, entonces las funciones:

g [H - [H Y9l [H - {0’ ﬂ

s (@) = 204+ 3 ¥ ¢Pljs y (0) = 20— 2,

estan definidas por:

para todo x € [%, 1]. Por la Proposicion [1.2.31aplicada o« = -2y 3 = %, obtenemos que g2|[1 3]
274

es un homeomorfismo. Ademas, por la Proposicion|1.2.30|aplicadaa a =2y 8 = —%, obtenemos

que 93][ 3] es un homeomorfismo. Mds aun, para todo x € [%, 1], se sigue:

Pl =20-5 == (<204 ) 1=y @) +1.

3
47
Ahora, supongamos que el resultado se cumple para algin k& € N y veamos que el resultado se
cumple para k + 1. Supongamos que 1<2F_1.Es decir l e {0 1,...,2F - 1}. Observemos que

. (. okl k+1 T L
1 <2F —1siy sélo si %ﬂ“ < 4 y 0 <1 siy sdlo si 2 < 2 k+jl Para simplificar la notacion,

usamos la Notacién [3.1.8| Por lo que, By11,; C [2, 4] Ademis, g |[1 8] (Bk+1,1) = Bg,. Definimos

la funcién ¢%|p, ., , : Be41, — Bk, con regla de correspondencia g |Bk+1 ,(z) = 22— 3, para todo
x € Byy1,. Por la Proposicién |1.2.30| aplicada a o = 2y 8 = 2, obtenemos que g ‘Bk+1l
es un homeomorfismo. Como las funciones g2k|Bkl : By — [%, 1] y gzkH]Bkl : By — [0, %]
son homeomorfismos, por el Teorema [1.2.32] se sigue que g?*|p, , © ¢°|B,,,, = gQ(k“)\BkHl :
B — [3,1] y g?FFH g 0 g? = g2k +2| : B — [0,1] son homeomorfismos

k+1,1 1] Yy Bei © 9 1By — 9 Bit1, - Pk+1,1 ) .
M4ds ain, para todo x € Bj1,, se obtiene:

92(k+1)+1’Bk+1,l () = g2k+1’Bk,l (92|Bk+1,l(x))
_92k|Bk,l (92‘Bk+l,l(‘r)) +1
_92(k+1)‘3k+1,z(x) + 1.

Por lo tanto, g> "D+ 5 (z) = —92(k+1)|3k+1’l(az) + 1, para todo x € Byy1.
41 <1

Ahora, supongamos que 2F < [ < 281 _1. Observemos que I < 21 —1 si y sélo si W

y 28 < Isiy sélo si % < 2;&;‘[ Por lo que, Br41; C [%, 1]. Notemos que g2|[%71] (Bit11) =

ok_j_1 3.9k_ ..
3 22k+l1 1, 32%+1l] . Pongamos m = ok+l _ 1 _ 1. Se cumple lo siguiente:

Sil=2F1 — 1, entonces m = 0;
Sil =2kl — 2 entonces m = 1;
Si =2kl — 3, entonces m = 2;
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Si | = 2F, entonces m = 2F — 1.

En consecuencia, si [ € {2F,2F +1,...,2F1 — 1}, entonces m € {0,1,...,2% —1}. Por lo que,
2 B (32 —1—13-2"—1] [2"+m 2F+m+1
g |[§,1] (Brt1) = oF+1 P okl | T | T ok+L 0T okt

k k . 3
Recordemos que By, ,, = Bkﬁ’f, 2 ;;Tﬁl} Definimos la funcién gQ|Bk+u : Bp+1; — Bpm con

regla de correspondencia gQ|Bk+17l (r) = -2z + %, para todo & € Bjy1;. Por la Proposicién
aplicada a o = =2y g = %, obtenemos que g?| Biy1, € un homeomorfismo. Como
las funciones g2k|Bk’m : Bym — [%,1] y g2k+1|3k’m : Bym — [O, %] son homeomorfismos,
entonces del Teorema se sigue que gzk|Bhm o g2|Bk+1,l = 92(k+1)‘3k+1,l : Big1g — [%, 1]
y ?F O g 0By, = 9% By,  Bre1g — [0, 5] son homeomorfismos. Més atin, para
todo x € Bjy1,, se sigue:

92(k+1)+1|3k+1,l (r) = 92k+1|Bk,m (92|Bk+1,l($))
_92k|Bk,m (92’Bk+1,z (x)) +1
_92(k+1)’Bk+l,l (x) + 1.

Por lo tanto, g?**+V+t g (z) = —g?k*+D|g  (z) + 1, para todo & € Biy1y, lo que termina

la demostracion. O
1=2F—1p i

Lema 3.1.10. Para todo k € Ny para cadal € {0,1,...,2" -1}, J [gkﬂ, 22;1:{1} = [3.1].

=0

Demostracion. Se procede por inducciéon matematica sobre k. Observemos que para k = 1, se

=1
tiene lUO [%7 QZﬁJ{l} =[3,2]U[2,1] = [3,1] . Supongamos que la igualdad se cumple para

k. Veamos que se cumple para k + 1. Tenemos que:

_okt1_
= [2k+1+l 2k+1+l+1]

ok+2 7’ 2k+2
1=0
2k+1 40 2k+1 +1 2k+1 +1 2k+1 +9 2k+1 ) 2k+1 43 2k+1 +3 2k+1 +4
T | okt2 0T gkt2 ok+2 ' gk+2 ok+2 ' 9k+2 ok+t2 ' gkt2
2k+1 + 2k+1 -9 2k+1 + 2k+1 -1 2k+1 + 2k+1 -1 2k+1 + 2k+1
U 9k+2 ’ ok+2 U Qk+2 ’ ok+2 ’
B 2k+1 40 2k+1 +9 2k+1 +9 2k+1 14 2k+1 + 2k+1 -9 2k+1 + 2k+1
ok+2 0 9k+2 ok+2 0 9k+2 oY 9k+2 ’ 9k+2 ’
2k 10 2F+1 2k 11 2F 42 ok ok 1 2k 4 ok
T | TokHL ) okt ok+1 * 9k+1 ok+1 7 9k+l |7

_ok__
EEELrok L 9k 4
2k’+1 ’ 2k;+1 ?

=0
~ [1).
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1=2k+1_1

Por lo tanto, U {
1=0

A R
ok+17  9k+1 Tl

Lema 3.1.11. Para cualquier £ € N y para cada x € [%, 1], se cumple g?**1(z) = —¢%F(z) + 1.

2k 1
Demostracion. Sea k € N. Por el Lema (3.1.10, |J By, = [%,1]. Consideremos = € [1 1}.
i=0

Luego, existe [ € {0,...,2F — 1} tal que = € By,1. Asi, del Lema se tiene que:

g g, (2) = —g*¥|B, ,(z) + 1.

Por lo tanto, g?**1(z) = —g?*(z) + 1. O

Lema 3.1.12. Si a,b € [3,1], donde a < b, entonces existe k € N tal que g*((a,b)) =
[5,1] ¥ ¢ ((a,b)) = [0, 3]

Demostracién. Sean a,b € [%, 1] tales que a < b. Veamos que ¢g**((a,b)) = [%, 1]. Notemos que

% <a<b< 1, setieneque 0 < 2a—1<2b—-1< 1. PorelLema existe £k € N

tal que T%((c,d)) = [0,1]. Como, por el Lema [3.1.7, T y 92][; ) son conjugadas, para todo
3

2 € [0,1], se cumple h (T*(z)) = (92\[%,“)1"’ (h(z)). Asi, h (T*((c,d))) = g**(h((c,d))). Por un
lado se tiene que, b (T*((c,d))) = h(]0,1]) = [, 1]. Més atin, (¢2)" (h((c,d))) = (¢2)" ((a,b)) =

k
(9%2.) (@) € [3,1]. Por lo tanto, g*((a, 1)) = [3,1].
Ahora, veamos que g*%1((a,b)) = [0,3]. Consideremos y € ¢***!((a,b)). Luego, por Lema

—y+1 € ¢g%*((a,b)). Como ¢g**((a,b)) = [4,1], se tiene que —y+1 € [3,1]. Asf, y € [0, 3].
Ademds, si y € [0, 1], entonces —y + 1 € [3,1]. Como ¢g**((a,b)) = [3,1], existe z € (a,b) tal
que g?*(z) = —y + 1. Asi, por el Lema [3.1.11) ¢***!(2) = y. Por lo tanto, y € ¢g***1((a,b)).
Concluimos que g**1((a,b)) = [0, 3]. O

Lema 3.1.13. Consideremos la funcién ¢ : [0,1] — [0,1] como en el Ejemplo [1.2.27, Si U

1

es un subconjunto abierto no vacio de [0,1], entonces existen ¢,d € [,

(¢,d) C g(U).

1] tales que ¢ < d y

Demostracion. Sea U un subconjunto abierto no vacio de [0, %] Consideremos los siguientes
casos:

Caso (I): Si U C |0, i], existe a € U tal que (a —e,a +¢) C U, para algin £ > 0. Notemos que
0<a—c<a+e<isiysolosii<2(a—e)+1<2(a+e)+3 <1 Pongamosc=2(a—¢)+3
y d=2(a+¢)+ 3. Porlo que, (c,d) = g((a —¢e,a+¢)) C g(U).

Caso (II): Si U C [4, 3], existe a € U tal que (a —e,a +¢) C U, para algin ¢ > 0. Notemos

que f <a—e<a+e<isiysélosil>—2a—¢e)+3 > —-2(a+e)+ 3 < ;. Pongamos
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c=-2(a+e)+3yd=-2(a—e)+3. Porlo que, (¢,d) = g((a—e,a+¢)) C g(U).

Caso (III): Si % € U, entonces existe ¢ > 0 tal que (% — ¢, % + 5) C U. En particular, (% — ¢, ﬂ -
U. Notemos que 0 < i—sg % si y sélo si % §2(%—5)—|—% <1. Pongamosc:Q(i—e)—F% y
d=1. Por lo que, (¢,d) C (¢,d] =g (( —&,%]) C 9(U). O

En seguida, se prueba que g es transitiva.

Teorema 3.1.14. Consideremos la funcién g : [0,1] — [0,1] como en el Ejemplo [1.2.27 La
funcién g : [0, 1] — [0, 1] es transitiva en [0, 1].

Demostracion. Sean U y V subconjuntos abiertos no vacios en [0, 1]. Veamos que, existe m € N
tal que g™ (U)NV # (. Supongamos que UN [%, 1] # 0. Luego, existen a,b € [%, 1] tales que a < b
y (a,b) C U. Asi, por Lema existe k € N tal que ¢°*((a,b)) = [3,1] y ¢**1((a,b)) = [0, 3].
Como g**((a,b)) C g**(U) y g**((a,b)) C g**T1(U), se tiene que [3,1] C g**(U) y [0,3] C
g***1(U). En consecuencia, si V N [3,1] # 0, entonces ¢™(U) NV # (), donde m = 2k. Si
VN [%, 1] = 0, se sigue que V N0, %] # (. Asi, entonces ¢™(U) NV # ), donde m = 2k + 1.

Ahora, supongamos que U N [%, 1] = 0. Luego, U C [0, %] Por el Lema existen ¢, d € [%, 1]
tales que ¢ < dy (¢,d) C g(U). Asi, por Lema existe k € N tal que g*((c,d)) =
1,1) y ¢+ ((c.d)) = [0,3]. Como g ((e,d)) C g (g(U) y g+ (. d)) © P+ (g(U), se
tiene que [3,1] C ¢***1(U) y [0,3] C ¢***2(U). En consecuencia, si V N [5,1] # (), entonces
g"(U)NV # 0, donde m = 2k + 1. Si VN [5,1] = 0, se sigue que V N [0, 3] # 0, entonces

g™(U)NV #0, donde m = 2k + 2. Por lo tanto, ¢ es transitiva en [0, 1]. O

Para una mejor manipulacién del concepto de funcién débilmente mezclante (vea la Definicién

2.2.12)), se prueba el siguiente resultado.

Teorema 3.1.15. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcién continua en
X. Son equivalentes:

(1) f es débilmente mezclante en X.

(2) Para cualesquiera subconjuntos abiertos no vacios Uy, Us, V1 y Va de X, existe k € N tal que
AUV £ Dy fH(U2) N Vo #0.

(3) Para cualesquiera subconjuntos abiertos no vacios U,V; y V, de X, existe k € N tal que

FEOYN V£ Dy fRU)Y NV £ 0.

Demostracion. (1) = (2) Sean Uy, Us, Vi y Vi subconjuntos abiertos no vacios de X. Entonces,
Uy x Uy y Vi x V, son subconjuntos abiertos no vacios en X?2. Como f es débilmente mezclante
en X, existe k € N tal que [(fxz)k (U x Ug)] N (V1 x Vi) # (. En conclusién, por la Proposicién
1.1.12H(2), se tiene que f*(U1)NVy £ 0y f5(Uy) N Va #£ 0.

(2) = (1) Supongamos que se satisface (2) y veamos que f es débilmente mezclante en X.
Consideremos U y V subconjuntos abiertos no vacios en X 2. Existen Uy, Us, V4 y V4 subconjuntos
abiertos no vacios en X tales que U D Uy x Uy y V DO V; x Vi, Por hipdtesis, existe k € N tal
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que fR(U)NVL # 0y f¥(Us) N Vs # 0. Luego, por Proposicién [1.1.124(2), [(f“)k (Uy x Ug)} N

(Vi x Vo) # 0. Lo cual implica que (f X2)1C (U)NV # (. En conclusién, f es débilmente mezclante
en X.

(2) = (3) Sean U, V; y Vi subconjuntos abiertos no vacios de X. Consideremos U = U; = Us.
Por hipétesis, existe k € N tal que f*(U1) N Vi # 0y fF(Us) N Vs # (. De donde, f*(U) NV, #
0y fFU)N V2 #0.

(3) = (2) Supongamos que se cumple (3) y sean Uy, Uy, V4 y Vo subconjuntos abiertos no vacios
en X. Veamos que, existe k € N tal que f*(U)NVy # 0y fF(Uz) NV # 0.

Aplicando la hipétesis a los subconjuntos abiertos no vacios Uy, Us y Vo, se tiene que, existe [ € N
tal que fL{(U1)NUy # 0y f{(U1)NVa # . Por la Observacién se tiene que Uy N f~H(Us) # ()
y Ur N f74(V3) # 0. Dado que f es una funcién continua en X, obtenemos del Teorema
que los conjuntos A = Uy N f~4(Uy) y B = Uy N f~4(V%), son subconjuntos abiertos no vacios en

X. Nuevamente, aplicando la hipétesis a los subconjuntos abiertos no vacios A, B y Vi, se tiene
que, existe k € N tal que f*(A)NB #0y f*(A)NVi # 0. Puesto que A y B son subconjuntos

abiertos y, de la Observacion [1.2.22}(2), f* es continua en X, se sigue del Teorema [1.2.23| que
el conjunto W = AN f~%(B) es un subconjunto abierto en X. Nuevamente por la Observacién

AN f~%(B) # (. Ahora, como A C Uy, se sigue que f¥(A) C f*(Uy). Ademés, puesto
que fE(A)NV; # 0, tenemos que fF(Uy) N Vi # 0. Con esto, resta ver que f¥(Us) N Va # ().
Notemos que W C A C f~4(Us). Sea z € W. Asi, f!(x) € Uy. Dado que x € W C f~%(B) y
B C f7Y(Vh), se tiene que f*(z) € f~(V2). De donde, f'(f*(z)) = f* (f!(z)) € Va. En vista de
que f!(z) € Us, tenemos que f* (f'(z)) € f*(Us). Por lo tanto, f*(Us) N Va # 0. O

Por otra parte, presentamos a continuacién, un resultado cldsico de la dindamica topoldgica

conocido como el Teorema de Furstenberg [7] (Teorema |3.1.16]).

Teorema 3.1.16. Sean X un espacio métrico compacto y f : X — X una funcién continua
en X. Si f es débilmente mezclante en X, entonces la funcién producto f** : Xk — XF es
transitiva en X*, para todo k € N.

Demostracion. Procedemos por induccion matematica sobre k. Para k = 1, el resultado se sigue
de la Proposicién Para k = 2, f*? es transitiva en X? por la definicién de funcién
débilmente mezclante.

Supongamos que la funcién producto f*¥ es transitiva en X*, para cualquier k > 2. Veamos que,
fX(kH) es transitiva en X**1. Esto es, basta probarlo para bésicos. Sean Uy x Uy X - - x Up41
y Vi x Vo x -+ x Vi41 subconjuntos abiertos basicos no vacios en X*+1. Veamos que m € N tal
que:

m
|:(f><(k+1)) (U1 X U2 X oo X Uk+1)} N [Vl X V2 X oo X Vk+1] 7& (Z)
Notemos que, por la Proposicion |1.1.12}(2), equivale demostrar que:

SMU)N VLA, M (U) NVa £ 0,y f™(Ugg1) N Vigpr # 0. (3.1.1)
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Tomemos los subconjuntos abiertos no vacios Uy x Vi v Upy1 X Virr en X2 Como f*? es
transitiva en X2, existe [ € N tal que [(f“)l (Ug x Vk)} N [Ug+1 X Viy1] # 0. De la Proposicién

1.1.12H(2), se sigue que fY(Up) NUgs1 # 0y f1(Vi) N Vip1 # 0. Luego, por la Observaciénm-
2), [T Uk ) MU # Dy [T (Vi) N Ve # 0. Sean U = [ (Upy1) NUp y V = [ (Viy1) N Vi
Notemos que por el Teorema [1.2.23] U y V son abiertos no vacios en X. Consideremos los
subconjuntos abiertos no vacios Uy X Us X -+ X Up_1 x Uy Vi x Vo x --- x Vp_1 XV en Xk,
Como f** es transitiva en X*, existe m € N tal que:

[(ka)m(Ul><U2><"'><Uk—1><U)}ﬁ(V1><V2><---><Vk_1><V)7£(7).

Luego, por la Proposicién [L.1.12H(2), f™(Uy) NVi # 0, f™(Ua) N Va # 0, ..., f™(Ug—1) N Vi1 #
0, f™(U)NV # 0. De donde, para terminar con la demostracién de la afirmacién , veamos
que f™"(Ur) N Vi # 0y f™(Ugs1) N Vg1 # 0. Dado que f™(U) NV # (), existe x € U tal
que f™(z) € V. Como U C U y V C Vj entonces, x € Uy y f"(x) € Vi. Por lo que,
™ (Uk) N Vi # 0.

Nuevamente, en vista de que f™(U) NV # (), existe y € U tal que f™(y) € V. Como U C
fH(Ups1), se sigue que f'(y) € Upr1. Dado que f™(y) € V.y V. C f~H(Viy1), se tiene que
FH(f™(y)) € Viyr. Notemos que f' (f™(y)) = f™ (f'(y)). Luego, f™ (f'(y)) € f™(Urt1) N Vir1-
Por lo tanto, f™(Uk+1) N Vi1 # 0. Asi, la afirmacién queda demostrada. En conclusion,
B+ o5 transitiva en X*H1, O

El Teorema [3.1.17] y el Teorema [3.1.18|se demuestran aplicando el Teorema de Furstenberg,

Teorema [3.1.16, El Teorema [3.1.17| se puede encontrar en [2].

Teorema 3.1.17. Sean X un espacio métricoy f: X — X una funcién continua en X. Si f es
débilmente mezclante en X, entonces f es totalmente transitiva en X.

Demostracion. Sean U y V' subconjuntos abiertos no vacios en X y m € N. Veamos que existe
p € N tal que (f™)? (U)NV # ). Como f es continua en X, por la Observacién (2), fies
continua en X, para cada i € {1,2,...,m}. Luego, del Teorema f~%(V) es un subconjunto
abierto no vacio en X, para cada i € {1,2,...,m}. En vista de que f es débilmente mezclante
en X, por el Teorema de Furstenberg, la funcién producto f*™ es transitiva en X™. Entonces,
considerando los conjuntos abiertos no vacfos U; = U y V; = f~4(V), paracada i € {1,2,...,m},
existe k € N tal que:

[(fxm)k(lesz---xUm)}ﬁ[V1><V2><"'XVm]7é®'

En consecuencia, de la Proposicién (2), fRU)NV; # 0, para cada i € {1,2,...,m}.
De donde, f*(U) N f~4(V) # 0, para cada i € {1,2,...,m}. Dados lo niimeros k y m, por el
algoritmo de la division, existen ¢, € N tales que k = gm +r y 0 < r < m — 1. Notemos
que 0 < m —r < m. Se sigue que m —r € {1,2,...,m}. Por lo que, f*¥(U) N f=m=7)(V) #£ 0.
Asi, existe z € U tal que f*(z) € f*(U) y f*(z) € f~(™=")(V). De donde, f™" (f*(z)) € V.
Dado que f™" (f¥(z)) = fFHmT (z) = famrmer (z) = et (g) = ()04 (z), se tiene que
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(f™7 (z) € V. Lo cual implica que, (f™)9 (z) e (f™) 7 (U) y (f™)*"! (z) € V. Pongamos
p = q+ 1. Por lo tanto, (f™)? (U)NV # (). En conclusién, f es totalmente transitiva en X. [J

Terminamos esta seccién con otro resultado muy til (vea las Referencias [I, 2]).

Teorema 3.1.18. Sean X un espacio métrico compacto y f : X — X una funcién continua en
X. Entonces, son equivalentes:

(1) f es débilmente mezclante en X,
(2) 2f es débilmente mezclante en 2%,

(3) 2/ es transitiva en 2.

Demostracion. (1) = (2) Supongamos que f es débilmente mezclante en X. Sean U;,Usz, Vi y Va
subconjuntos abiertos no vacios en 2X. En vista del Teorema veamos que existe k € N tal
que (2f)k UMV £ Dy (2f)k (Uz)NVy # (. Por la definicién de la base para 1y, consideremos
mi,ma,ni,ng € N tales que (Uy,Us, ..., Up,) CUL, (U, Us, ..., Up,,) CUs, (Vi,Vo,..., V) C
Viy (VI Vy,..., V! ) C Vo. Tomemos | = max{mi, ma,ni,n2} y consideremos los subconjuntos

» Vg

abiertos no vacios (U, Us, ..., Up), (U, Us,...,U)), (Vi,Va,....Vi) y (V{,V5,...,V/) tales que:
(U1, Us, ..., U C (U, Us, ..., Up,) C Ui,
(U1, Uy, ... U)) (UL, Uy,.... U}, ) CUs,
Vi, Vo,..., Vi) C (V1, Vo, ..., V) C VL Y
VI, Va,..., V) C(V],V4,..., V) C Va.

Dado que f es débilmente mezclante en X, entonces por el Teorema [3.1.16, f*? es transitiva.
Entonces, considerando los subconjuntos abiertos no vacios Uy x Ua X - - - x Uy x Uy x Uy x - - - x U]
yVl><V2><-~><Vl><V1’><V2’><~-><Vl’enX%,existekeNtalque:

k
[(fxm> Uy x oo x Uy xUpx - x U | N [VEx-o x Vix V] xceex V] 0.

Esto es, de la Proposicion [1.1.12H(2), f5(U) N VL # 0, fFU)NVa #0,....f5U)NV, A0y
rOonnv £ 0, fRUHNVE £0,..., f5(U))NV] # 0. De aqui, podemos considerar los siguientes
puntos en X.

r1 € Uy tal que f*(z1) € Vi,

19 € Us tal que fF(x2) € V3,

x; € U; tal que fk(ajl) eV,
x} € Ul tal que fF(x)) € VY,
xly € U} tal que fF(xh) € Vg,

z) € U] tal que fk(z}) € V/.
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!
Notemos que {x1,xo,..., 21} C JU; y {z1,22,..., 2} NU; # 0, para cada i € {1,2,...,1}. Asi,
i=1

1
!
{z1,22,..., 1} € (U1,Us,...,U;). Similarmente, {z},),...,z;} € YU] y {z],25,...,2;} N
i=1

U/ # 0, para cada i € {1,2,...,1}. Asi, {z,25,..., 2]} € (U{,Ué,...,(jﬁ.

Observemos que fk({xl,xg,...,xl}) = {fk($1)7fk($2)»afk($l)} y fk({xll»zéa@;}) =
{¥()), f¥(zh), ..., f¥(=))}. En consecuencia,

fk({xlvx%"' 7$l}) € <V17‘/21" 7%) y fk({xllvxéa 7'%'2}) € <‘/1,7V2/7"'?‘/l/>‘

En vista de que {x1,29,..., 2} € (U1, Us,...,U)) v f*({z1,20,...,11}) € (V1,Va,...,V}), obte-
nemos que (2f)k ({x1,22,...,21}) € (Zf)k (U1, U, ..., 0)) N (V1, Va, ..., V). Por lo que,

k
<2f> (<U1,U27‘ . 'aUl>) N <VY1,V2, .. )‘/2> 7& @

Similarmente, como {z},z5,...,z}} € (U, Us,..., U}y y f*({ah, 2, ..., 2}}) € (V{,Vs,..., V),
obtenemos que (2f)k ({ah, 25, ..., 27}) € (2f)k (UL, U5, ..., U) n(V{, V3, ..., V). Por lo que,

f k / / / ! / !
(2) (U1, s, U N (VL Ve, V) £ 0.

Por la forma en que tomamos los conjuntos (U1, U, ..., U/) v (V{,V5,...,V/), concluimos que
(2f)k U)NVL#Dy (2f)k (Us) N Vy # 0. Por lo tanto, 2f es débilmente mezclante en 2.

(2) = (3) Se sigue de la Proposicién

(3) = (1) Supongamos que 2/ es transitiva en 2% . Para demostrar que f es débilmente mezclante
en X, usamos la parte (3) del Teorema Sean U, V1 y V5 subconjuntos abiertos no vacios
de X. Veamos que, existe k € N tal que f*(U)NVi £ 0y fF(U)NVa £ 0.

Consideremos los subconjuntos abiertos (U) y (Vi,V2) de 2X. Como U es no vacio, por la
Proposicién (U) es un subconjunto abierto no vacio de 2. En vista de que, V1 y V&
son no vacios, existen z1 € Vi y xo € Vo. Asi, {x1,22} € (V1,V3). Por lo que, (V1,V2) es un
subconjunto abierto no vacio en 2%.

Como 2/ es transitiva en 2%, existe k € N tal que (2f)k((U>) N (V1,Va) # 0. Asi, por la
Observacién M-(l), existe A € (U) tal que (27)*(A) € (Vi,Vs). Es decir, f*(A) € (Vi,13).
Luego, f*(A)NVy # 0y fE(A)NVa # 0. Dado que A € (U), A C U. Luego, f*(A) c f*(U).
Por lo que, f*(U)NVi # 0y f*(U) N Vs # 0. En conclusién, por el Teorema [3.1.15H(3), f es
débilmente mezclante en X. O

El siguiente diagrama se obtiene de la definicién de transitividad, de la Proposicion [2.2.17]
y del Teorema [3.1.17} Aqui resumimos las relaciones entre las funciones dindmicas que hemos
presentado.
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Débilmente Mezclante

|

Totalmente transitiva

|

Transitiva Minimal

Cadtica

Diagrama 2: Relaciones entre funciones dindmicas.

Seccién 3.2

Transitividad de 2/ y C(f)

En esta seccion estudiamos todas las posibles implicaciones existentes entre las afirmaciones
siguientes:

(1) f es transitiva;
(2) 2/ es transitiva;
(3) C(f) es transitiva.

Bésicamente, demostramos que las implicaciones (2) = (1) y (3) = (1) son vélidas, mientras
que las demds implicaciones en general no. Sin embargo, agregandole una condicién extra al
dominio de la funcién f, ademé&s de obtener las implicaciones vélidas indicadas previamente, se
obtiene la implicacién (3) = (2). Cuando una implicacién no es valida detallamos el respectivo
contraejemplo. En esencia, estamos resolviendo el problema de saber si la dindmica individual
implica la dindmica colectiva y viceversa.

Comenzamos con los dos teoremas siguientes. Cabe senalar que incluimos dos demostraciones
por cada uno. Una de ellas es mediante el uso de la métrica de Hausdorff y la otra es utilizando
la topologia de Vietoris. La idea de esto es comparar el uso de las dos técnicas que pueden
emplearse en los hiperespacios.

Teorema 3.2.1. Sean (X, d) un espacio métrico compacto y f: X — X una funcién continua
en X. Si la funcién inducida 2/ : 2% — 2% es transitiva en 2%, entonces f es transitiva en X.

Demostracion 1. Sean U y V subconjuntos abiertos no vacios en X. Veamos que existe k € N
tal que f*(U)NV # (). Consideremos a € U y b € V. Existe d; > 0 tal que By(a,61) C Uy
existe do > 0 tal que By(b,d2) C V. Sea ¢ = min{d1,d2}. Luego, By(a,e) C By(a,61) C Uy
Bg(b,e) C By(b,02) C V. Notemos que By ({a},e) y Bu({b},e) son subconjuntos abiertos no
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vacios en 2% . Como 2/ es transitiva en 2%, existe k € N tal que (Qf)k (Ba({a},e))NBu({b},e) #
(). En consecuencia, por la Observacién @(1), existe A € By({a},e) tal que (Qf)k (A) €
By ({b},e). Asi, H{a},A) <ey H ({b}, (2f)k (A)) < e. De aqui, por la Proposicién |1.3.16] en
particular, A C N(e,{a}) y (2f)k (A) C N(e,{b}). Sea x € A. Asi, tenemos que d(z,{a}) < ey
d (f*(x),{b}) < e. De aqui que, d(z,a) < ey d(f*(x),b) < e. Es decir, x € By(a,e) y f*(z) €
By(b,¢). Luego, f*(x) € f¥(Bg(a,e)) y f*(x) € Bq(b,e). Por lo que, f*(Bg(a,e)) N By(b, ) # 0.
De donde, f*(U) NV # (. Por lo tanto, f es transitiva en X. O

Demostracion 2. Sean U y V subconjuntos abiertos y no vacios de X. Veamos que, existe k € N
tal que f¥(U)NV # ). Notemos que (U) y (V) son subconjuntos abiertos no vacios en 2. Como
2/ es transitiva en 2%, existe k € N tal que [(2/)*((U))] N (V) # (. Luego, de la Proposicién

1.3.25) que (f*(U)) N (V) # (. De donde, por la Proposicién M(l), (f*(U)NV) # . En
consecuencia, de la Proposicién (2), f¥(U)NV # . Por lo tanto, f es transitiva en X. OJ

Con argumentos similares a los dados en ambas demostraciones del Teorema [3.2.1] podemos
probar el Teorema [3.2.2]

Teorema 3.2.2. Sean (X, d) un espacio métrico compactoy f : X — X una funcién continua en
X. Si la funcién inducida C(f) : C(X) — C(X) es transitiva en C'(X), entonces f es transitiva
en X.

Demostracion 1. Sean U y V subconjuntos abiertos no vacios en X. Veamos que, existe k € N tal
que fF(U)NV # . Consideremos a € U y b € V, existen £1 > 0y g2 > 0 tales que By(a,e1) C
Uy By(b,ea) C V. Tomemos ¢ = min{ey,ea}. Luego, By(a,e) C Byla,e1) C Uy Bgy(b,e) C
By(b,e2) C V. Notemos que By ({a},e) y B ({b},¢) son subconjuntos abiertos no vacios en 2.
Ademés, By ({a},e)NC(X) y Bu({b},e) NC(X) son subconjuntos abiertos no vacios en C(X).
Dado que C(f) es transitiva en C(X), existe k € N tal que:

[(CO* (Bra({ah) N (X)) N [Bu({b},e) N CX)) 0.

Esto es, de la Observacién m-(l), existe A € By({a},e) N C(X) tal que (C(f))*(4) €
By ({b},e) N C(X). Entonces, H({a},A) < ¢, y dado que (C(f))*(A) = f*(A), se tiene que
H({b}, f¥(A)) < . Por la Proposicién en particular, A C N(g,{a}) y f¥(A) C N(e, {b}).
Consideremos = € A. Asi, d(a,z) < e y como f*(z) € f*(A), d(f*(x),b) < e. De donde,
x € By(a,e) y f¥(x) € By(b,¢). Luego, f*(z) € f*(Byla,¢)) y f*(x) € Ba(b,¢). Lo cual implica
que, f¥(Bg(a,e)) N By(b,e) # 0. Por lo tanto, f*(U) NV # §. En conclusién, f es transitiva en
X. (|

Demostracion 2. Sean U y V' subconjuntos abiertos y no vacios de X. Veamos que, existe kK € N
tal que f¥(U) NV # . Dados los subconjuntos abiertos U y V, se tiene que, (U) N C(X) y
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(V)N C(X) son subconjuntos abiertos no vacios en C(X). Como C(f) es transitiva en C(X),
existe k € N tal que:

(CHFyneE)| niiv)ne)] 0.

Luego, de la Observacién existe A € (U) N C(X) tal que (C(f))*(A) € (V)N C(X). De
donde, A C U y f¥(A) C V. De aqui, como f¥(A) C f*(U), obtenemos que f*(U)NV # . En
conclusién, f es transitiva en X. O

Veremos en la Proposicién que si C(f) es transitiva no implica que 27 sea transitiva
cuando el espacio X es compacto. Sin embargo, si al dominio de f le agregamos la hipétesis de
conexidad obtenemos que si C(f) es transitiva, entonces 2/ es transitiva. Més atin, tenemos lo
siguiente.

Teorema 3.2.3. Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua en X. Si C(f) :
C(X) — C(X) es transitiva en C'(X), entonces f es débilmente mezclante en X.

Demostracion. Sean U,V; y Vo subconjuntos abiertos no vacios de X. En vista del Teorema
3.1.15}(3), veamos que existe k € N tal que f*(U)NVy # 0y f5(U) N Vy # 0. Notemos que
({UyNnC(X) y (V1,Va,X) N C(X) son subconjuntos abiertos de C'(X). Puesto que U es un
subconjunto no vacio en X, existe x € U. Es decir, {z} € (U) N C(X). Ademds, dado que X €
C(X), X cVUVhUX y XNV £ 0, XNVa £ Dy XNX # 0, se sigue que X € (V4, V2, X)NC(X).
En consecuencia, (U)NC(X) y (Vi, V2, X) NC(X) son subconjuntos abiertos no vacios en C'(X).
Dado que C(f) es transitiva en C(X), existe k € N tal que [(C(f))*((U) N C(X))]N[(Vi, Vo, X)N
C(X)] # 0. Lo cual implica que, por la Observacién 2.2.5}(1), existe A € (U) N C(X) tal que
fH(A) € (i, Vo, X) N C(X). Ast, fF(A) NV # Dy f5(A) N Va # 0. En vista de que, A € (U),
esto es, A C U, tenemos, f*(A) C f¥(U). Por lo tanto, f*(U)NVL # 0y f*(U)NVa # (. En
conclusion, del Teorema [3.1.15}(3), f es débilmente mezclante en X. O

Corolario 3.2.4. Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua en X. Si C(f) :
C(X) — C(X) es transitiva en C(X), entonces 2/ : 2% — 2X es transitiva en 2.

Demostracion. Por el Teorema [3.2.3] se sigue que f es débilmente mezclante en X. Luego, del
Teorema [3.1.18] 2/ es transitiva en 2X. O

Corolario 3.2.5. Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua en X. Si C(f) :
C(X) — C(X) es transitiva en C(X), entonces f es transitiva en X.

Demostracidn. La demostracion se sigue del Corolario [3.2.4] y los Teoremas y O

Por otro lado, retomando la dindmica de la funcién tienda, ahora analizamos la transitividad
de su inducida C(T').
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Teorema 3.2.6. La funcién inducida C(T") : C([0,1]) — C(]0,1]) no es transitiva en C(]0, 1]).

Demostracion. Por la Observacion [2.2.6] es suficiente mostrar subconjuntos abiertos no vacios
Uy Ven C(]0,1]) tales que, para todo p € N, se cumple que [(C(T))? (U)| NV = (.

Afirmacién 1. Para todo K € By ([0,1], 15) N C([0,1]), se tiene que 2 € K.

En efecto, sea K € By ([0,1], 15) N C([0,1]). Luego H(|0, 1] K) < 5. Asi, por la Proposicién

en particular K C¢ N (10,[ ]) Supongamos que g ¢ K. A51, 3¢ N(].O’ [0, 1]) En

consecuencia, para todo y € [0, 1], se tiene que |y — 3| > . En particular para y = % se tiene

que, 0 > 1—10 lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, 3 E K . &

Afirmacién 2. Para todo K € By ([O, 1], %) N C(]0,1]) y para todo p € N, se tiene que
€ (CM)P(K).

En efecto, consideremos K € By ([0 1], 10) N C(]0,1]) y p € N. Por Afirmacién 1, se tiene
que {2} C K. Luego, (C(T))? ({2}) C (C(T))P(K). Esto es, {T?(2)} C (C(T))?(K). Es decir,
TP (2) € (C(T))P(K). Sabemos de la Proposmlonque 5 es punto fijo de T". Asi, obtenemos
que 77 (2) = 2. Por lo tanto, 2 € (C(T))P(K). &
Afirmacién 3. Para todo F € By ({0}, {5) N C([0,1]), se tiene que F C [0, %]

En efecto, sea F' € By ({0}, 15) N C([0,1]). Entonces H({0}, F) < {5. Asf, por la Proposicién
en particular, F' C N (3,{0}). Luego, FF C By ({0}, %) = [0,15) C [0, 4] . Por lo
tanto, F' C [0, 110] &

Afirmacién 4. Para todo F € By ({0}, 15) N C([0,1]) y y € F, se tiene que | £ —y |> T

En efecto, sea F' € By ({0}, 15) NC([0,1]). Por Afirmacién 3, F C [0, ] . Dado y € F, tenemos

' 10 ' 10
que 0 <y < k. Asf, —y > —1. Por lo que, | 2 —y [> &L o
Afirmacién 5. Para todo K € By ( %) , para todo F' € By ({0}’ Tlg) nc([o,1])

y para todo p € N, se tiene que H((C(T"))P(K), )2;)(7).

En efecto, dados K € By ([0,1], 15)NC([0,1]), F € By ({0}, 15)NC([0,1]) y p € N, supongamos
que H(C(T))P(K),F) < 3—3 Luego, por la Proposicién [1.3.16, en particular, (C(T))P(K) C

N (ég, ) Ademds, por la Afirmacién 2, 3 2 ¢ (C(T))P. En consecuencia, % e N (30, ) Asi,

d( ) (7) Por lo que, existe y € F tal que d( ) g Es decir, existe y € F tal que
2 _y < 10 cual es una contradiccién a la Afirmacion 4, puesto que para cualquier y € F',
3

B ;g. Por lo tanto, H((C(T))P(K), F) > L. %

Finalmente, sean U = By ([0,1], 5)NC([0,1]) y V = By ({0}, 35)NC([0,1]). Es claro que U y V
son conjuntos abiertos no vacios en C([0,1]). Consideremos K € U, {0} € By ({0}, 110) OC([O 1))
y p € N cualesquiera. Por la Afirmacién 5, se tiene que H((C(T))P(K),{0}) > iI. Luego,
(CM)P(K) & Bu ({0}, 35) N C([0,1]). Asf, (C(T)P(K) € (C(T))"(U) y (C(T))? ( ) & V. Por
lo que, [(C(T))P(U)] NV = 0. En conclusién, por la Observacién C(T) no es transitiva en
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([0, 1)). O

Teorema 3.2.7. Consideremos la funcién ¢ : [0,1] — [0,1] como en el Ejemplo [1.2.27| La
funcién inducida 29 : 2101 — 2001 1o es transitiva en 2/,

Demostracion. Para ver que 29 no es transitiva demostramos las siguientes afirmaciones.

Afirmacién 1. Sea A € 2[%1. Se cumple lo siguiente:
(1) Si A C [0,1], entonces H(A,[0,1]) > 1.
(2) Si A C [3,1], entonces H(A,[0,1]) >

D=

En efecto, sea A € 2001,

(1) Consideremos A C [0, %] Supongamos que H(A,[0,1]) < % Luego, por la Proposicién
en particular, [0,1] C N (%,A). Es decir, para todo =z € [0,1], existe a, € A tal que
d(z,ay) < % Esto es, para todo z € [0, 1], existe a, € A tal que |z — a,| < % En particular,
para x = 1, existe a; € A tal que |1 — a1] < % Lo cual es una contradiccion, puesto que, para
todo a € A C [0,1], |1 —a| > 4. Por lo tanto, H(A,[0,1]) > 3.

(2) Consideremos A C [%, 1]. Supongamos que H(A,[0,1]) < % Asi, por la Proposicién
en particular [0,1] C N (4, A) . Es decir, para todo = € [0, 1], existe a, € A tal que d(z, a,) < 1.
Esto es, para todo x € [0, 1], existe a, € A tal que |z —ay| < % En particular, para x = 0, existe
ag € A tal que |0 —ag| < % Luego, ag < % Lo cual es una contradiccién, puesto que ag € [%, 1].
Por lo tanto, H(A4,[0,1]) > 3. &

Afirmacién 2. Si A € By ({O}, %) c 2001 entonces A C [0’ %)

En efecto, consideremos A € By ({0},%) Luego, H({0},A) < % Asi, por la Proposicién
p({0},4) < 3y p(4,{0}) < 3. En vista de que p({0},4) = d(0,4) y p(4,{0}) =
méx{d(a,{0}) : a € A}, se tiene que d(0,4) < 1y méx{d(a,{0}) : @ € A} < . En conse-
cuencia, min{d(0,a) : a € A} < 3 y max{d(a,{0}) : a € A} < 1. Esto es, min{|a| : a € A} <
1y max{|a| : a € A} < 1. Dado que A C [0,1], se tiene que min A < 1 y méx A < 1. Es decir,
0<a< %, para todo a € A. Por lo tanto, A C [0, %) . &

Afirmacién 3. Para todo subconjunto A no vacio en [O, %] y para cualquier k € N, se cumple

g%“‘l(A) - [%, 1] y g%+2(A) - [0, %}

En efecto, consideremos A un subconjunto no vacio en [0, %] ykeN. Siae [0, %], enton-

ces g(a) € [3,1]. Sia € [13], entonces g(a) € [1,1]. En consecuencia, del Lema [3.1.10, existe
1€{0,1,2,...,2"—1} tal que g(a) € Bzﬂ, 21;};5{1] Por el Lema|3.1.9] se tiene que las funciones
ok P41 2P 4141 L
g ‘{22571—{’2221-{—1] . 2k‘+1 ) 2k’+1 — 57 y
241 2P 141 1
2k+1 ) h
T st ) [ e B
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son homeomorfismos. Luego, ¢g**(g(a)) = ¢**(a) € [1,1] y 9% (g(a)) = ¢**2(a) € [0, 3].
Por lo tanto, g?*™1(A)  [5,1] y ¢**"2(A) C [0, 3]. &

N[

Finalmente, tomemos los subconjuntos abiertos no vacios Y = By ({0}, %) y V =By ([0, 1], %)
en 201, Por la Observacién veamos que, para todo k € N, se cumple que (2g)k U)ny = 0.
Sea A € U. Luego, por la Afirmacién 2, A C [0, %] Asi, por la Afirmacién 3, para cualquier
k € N, se tiene que g?*"1(A) C [3,1] ¥ ¢***2(4) C [0, 3]. De la Afirmacién 1, se obtiene que
H (g*(A),[0,1]) > L. Es decir, g*(4) € V. En consecuencia, g*(A4) € 29" (U) y gF(A) & V.
Esto es, (29)F () NV = 0. Por lo tanto, de la Observacién 29 no es una funcién transitiva
en 20011, O

Los siguiente dos resultados estan dedicados al andlisis de la dindmica colectiva de la funciéon
maquina de sumar (vea la Definicién [2.2.27]).

Teorema 3.2.8. Sean X, el espacio de sucesiones infinitas de ceros y unos y 7 : 3o — %9 la
funcién maquina de sumar en el espacio Y. La funcién inducida C(7) : C(X2) — C(X2) es
transitiva en Xo.

Demostracion. Primero veamos la siguiente afirmacién.

Afirmacién 1. Los hiperespacios C(X9) y F1(X2) de 3o, cumplen que C(32) = F1(Xs).

En efecto, sea s € 3s. Observemos que del Ejemplo (3), Yo es totalmente disconexo. Es
decir, la componente conexa de s, Cs, sélo consta de s, esto es, Cs = {s} (vea la Definicién
1.2.13-(D)). Asi, {s} es conexo en 3. Esto es, {s} € C(X2) y {s} € Fi(X2). Por lo tanto,
C(%2) = F1(3). ¢

Ahora, por el Corolario [2.2.36t(3) , 7 : X9 — X9 es transitiva en 9. Luego, por la Proposicién
Fi(7) : F1(22) — F1(X2) es transitiva en Fij(32). Asi, por la Afirmacién 1, C(7) : C(X2) —
C(X2) es transitiva en C'(X2). O

Proposicién 3.2.9. Sean Y5 el espacio de sucesiones infinitas de ceros y unos y 7 : g — 3o la
funcién maquina de sumar en el espacio ¥. La funcién inducida 27 : 2*2 — 2*2 no es transitiva
en 2>2,

Demostracion. Por la Proposicién T no es totalmente transitiva en 5. Luego, por la
negacién del Teorema 7 no es débilmente mezclante en Yy. Por lo tanto, del Teorema
3.1.18) 27 no es transitiva en 272, O

Proposicion 3.2.10. Existe un espacio métrico compacto X y existe una funcién continua
f: X — X transitiva en X tal que su inducida C(f) : C(X) — C(X) no es transitiva en C(X).
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Demostracion. El espacio métrico compacto es el intervalo cerrado [0, 1] y la funcién es la funcién
tienda 7 : [0,1] — [0,1] (vea la Ejemplo [1.2.26]). En efecto, hemos probado en el Teorema
que T es transitiva en [0, 1]. M4s atin, por el Teorema[3.2.6] la funcién inducida C(T) : C([0,1]) —
C([0,1]) no es transitiva en [0, 1]. O

Proposicién 3.2.11. Existe un espacio métrico compacto X y existe una funcién continua
f: X — X tal que su inducida 2/ : 2%X — 2% es transitiva en 2% pero su inducida C(f) :
C(X) — C(X) no es transitiva en C(X).

Demostracion. El espacio métrico compacto es el intervalo cerrado [0, 1] y la funcién es la funcién
tienda 7" : [0,1] — [0, 1] (vea la Ejemplo. Se ha visto en el Teorema que 27 : 2001
2[0:1] es transitiva en 201, Ademés, por el Teorema la funcién inducida C(T) : C([0,1]) —
C([0,1]) no es transitiva en [0, 1]. O

Proposicién 3.2.12. Existe un espacio métrico compacto X y existe una funcién continua
f: X — X transitiva en X tal que su inducida 27/ : 2% — 2% no es transitiva en 2¥.

Demostracion. El espacio métrico compacto es el intervalo cerrado [0, 1] y la funcién es la funcién
g : [0,1] — [0,1] definida en el Ejemplo Hemos probado en el Teorema que g es
transitiva en [0, 1]. Més aun, por el Teorema la funcién inducida 29 : 2[01 — 2001 no es
transitiva en 2001, (]

Proposicién 3.2.13. Existe un espacio métrico compacto X y existe una funcién continua
f X — X tal que su inducida C(f) : C(X) — C(X) es transitiva en C(X) y su inducida
2/ : 2% 5 2% 1o es transitiva en 2%,

Demostracion. El espacio métrico compacto es Yo (vea Ejemplo (3)) La funcién es la
funcién maquina de sumar 7 : X9 — Yo, en la Proposicién vimos que T es continua. Ma&s
aun, hemos demostrado en el Teorema que C(7) : C(X2) — C(X2) es transitiva en C(X2).
Ademds, de la Proposicién la funcién inducida 27 : 2%2 — 2%2 no es transitiva en 2>2. [

Con todo el analisis que hemos hecho en esta seccion se resuelve el problema de hallar todas
las implicaciones o no implicaciones existentes, entre las siguientes afirmaciones:

(1) f es transitiva;
(2) 2/ es transitiva;

(3) C(f) es transitiva.
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Esto se puede ver en los siguientes dos diagramas. En el Diagrama 2 el dominio de las fun-
ciones es un espacio métrico compacto. Los Teoremas y nos brindan las implicaciones
que si se cumplen (/) y las Proposiciones [3.2.10} 3.2.11} 3.2.12] y [3.2.13| las que no (x).

A%

27 C(f)

X

Diagrama 3: Relaciones entre funciones con respecto a la transitividad, donde el dominio de las
funciones es un espacio métrico compacto.

En el Diagrama 3 el dominio de las funciones es un continuo, los Teoremas
y el Corolario nos aseguran las implicaciones que si se cumplen (/). Por otro lado, las

Proposiciones |3.2.10} [3.2.11| y [3.2.12] las implicaciones que no se cumplen ().

X

2/ ~—C(f)

v

Diagrama 4: Relaciones entre funciones con respecto a la transitividad, donde el dominio de las
funciones es un continuo.

Seccién 3.3

Un poco mas de dinamica colectiva

A partir de los resultados que hemos obtenido en las Secciones 3.1 y 3.2, en la presente
seccién hacemos una recopilacién de las propiedades dindmicas de las funciones inducidas 27,
C(T), 29 y 27. A saber, indicamos cuales de estas funciones son o no son cadticas, totalmente
transitivas, débilmente mezclantes o minimales.

Comenzamos con los resultados referentes a la funcién tienda (vea la Definicién .

Corolario 3.3.1. La funcién inducida 27 : 2001 — 2001 o5 débilmente mezclante en 2011
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Demostracion. Hemos visto en el Teorema que 27 es transitiva en 20011 Asf, por el Teorema
3.1.18] se obtiene que 27 es débilmente mezclante. O

Corolario 3.3.2. La funcién inducida 27 : 201 — 2001 o5 totalmente transitiva en 2011,

Demostracion. En vista de la Proposicion m se tiene que 27 es débilmente mezclante en
2[0:1 Asf, por el Teorema [3.1.17| obtenemos que 27 es totalmente transitiva. ]

Finalmente, respecto a la dindmica colectiva de la funcién tienda obtenemos el siguiente
corolario, el cual se sigue del Teorema y del Diagrama 1 del Capitulo 3, Seccién 3.1.

Corolario 3.3.3. La funcién inducida C(T') : C([0,1]) — C([0,1]) cumple las siguientes pro-
piedades:

(1) C

2) C(T) no es totalmente transitiva en C([0,1]).
C
C

)
( )
3) C(T)
( )

(T') no es débilmente mezclante en C([0, 1]).
4)

(T') no es cadtica en C([0, 1]).

(T') no es minimal en C([0, 1]).

Por otro lado, las consecuencias que se obtienen referentes a la dindmica colectiva de la
funcién g (vea Ejemplo [1.2.27)), son las que se desprenden del Teorema y del Diagrama 1
del Capitulo 3, Seccién 3.1.

Corolario 3.3.4. La funcién inducida 29 : 201 — 201 cumple las siguientes propiedades:
(1) 29 no es cadtica en 2001,

(2) 29 no es totalmente transitiva en 2[%1),
(3) 29 no es débilmente mezclante en 2001,
(4) 29 no es minimal en 201,

Por tltimo, el analisis de la dindmica de la funcién inducida 27, de la funcién 7, (vea Definicién
2.2.27)), se sigue de la Proposicién y del Diagrama 1 del Capitulo 3, Seccién 3.1.

Corolario 3.3.5. La funcién inducida 27 : 22 — 2%2 cumple las siguientes propiedades:
1) 27 no es cadtica en 22,
2) 27 no es totalmente transitiva en 22

™ no es débilmente mezclante en 22,

(
(
3)
(

2
4) 27 no es minimal en 22,
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Capitulo 4

Aproximacién a fractales

El estudio de los fractales es reciente ya que es a final del siglo pasado cuando surgen estudios
respecto a este tema. En [I4], se puede ver que la naturaleza ha inspirado a conocer acerca de
fractales. Sin embargo, atin en el presente no se tiene una definicién matematica universal de
fractal. Usualmente, un fractal es conocido como un objeto geométrico que es autosimilar, es
decir, el objeto geométrico es exacto o similar a una parte de si mismo, esto se visualiza en
Figura En [3], se menciona que dado un espacio métrico X, los fractales “ viven ” en 2%X.
Por tal motivo es importante el estudio de los hiperespacios y las funciones inducidas ya que

esto da la pauta para conocer mas sobre los fractales.

(a) La curva de Koch es autosimilar (b) Un objeto geométrico autosimilar

Figura 4.1: Gréfica de la propiedad de autosimilitud en los fractal.

En la Seccién 4.1 se realiza una breve recopilacién de los resultados que sustentan matemaéti-
camente la construccion de fractales y en la Seccién 4.2 se muestra detalladamente tres formas
de construir fractales, lo cual es ilustrado graficamente.

7
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Seccion 4.1

Preliminares

En la presente seccion se realiza una recopilacion de los resultados méas importantes que apor-
tan la justificacién matemética para la construccion de fractales mediante sucesiones contenidas
en el hiperespacio 2¥.

Una demostracién del siguiente resultado se puede consultar en [4, Teorema 3.6, pag. 65].

Proposicién 4.1.1. Sean (X, d) un espacio métrico. Si {A; : i € I}y {B; : ¢ € I} son subfamilias
no vacias de 2% tales que | J;c; 4i y U;c; Bi son elementos de 2%, entonces H (U;c; Ai, U;es Bi) <
sup{H(A;, B;) : i € I}.

En [4, Teorema 4.19, pag. 75] se puede ver una demotracién de la siguiente proposicién.

Proposicién 4.1.2. Sea X un espacio métrico. Entonces, X es completo si y sélo si 2% es
completo con la métrica de Hausdorff.

El siguiente resultado nos ayuda ver como es la convergencia de sucesiones de conjuntos, mas
aun, son dos formas de construir fractales. Mas adelante nos daremos cuenta de este hecho. Una
demostracién se puede consultar en [4, Teorema 5.1, pag. 77] y [4, Teorema 5.2, pag. 78].

Proposicién 4.1.3. Sean X un espacio métrico completo y { Ay }ren una sucesién de Cauchy
contenida en 2%,

(1) Si Apy1 C Ay, para cada k € N, entonces lim Ay, = [, Ax.
(2) Si Ay C Ag41, para cada k € N, entonces lim A, = Cl (Uy— Ak)-
Recordemos qué significa que una funcién sea Lipschitz y una funcién contraccién.

Definicién 4.1.4. Sean (X,dx) y (Y, dy) espacios métricos y f: X — Y una funcién. Se dice
que la funcién f es una funcidn de Lipschitz si existe L > 0 tal que dy (f(z), f(y)) < L-dx(z,y),
para todo z,y € X. Al nimero L se le conoce por constante de Lipschitz. Ademas, se dice que la
funcién f es una funcidn contraccion si f es una funcion de Lipschitz con constante de Lipschitz
0 < L < 1. En este caso, al nimero L se le conoce como constante de contraccion.

Una propiedad importante que tienen las funciones Lipschitz con respecto a su inducida es
la siguiente .

Proposicién 4.1.5. Sean (X,d) un espacio métrico compacto y f : X — X una funcién.
Si f es una funcién de Lipschitz, con constante de Lipschitz L, entonces la funcién inducida
2/ . 2% 5 92X eg una funcién de Lipschitz, con constante de Lipschitz L.

Demostracion. Consideremos A, B € 2X. En vista de que H (2/(A),2/(B)) = H(f(A), f(B))

— max{p((4), /(B)), p(f(A), f(B)}, veamos que p(f(A), f(B)) < L - p(A, B). En efecto, da-
do que p(f(A), f(B)) = max{d(f(a), f(B)) : a € A}, existe a € A tal que p(f(A), f(B)) =
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d(f(a), f(B)). También, existe b € B tal que d(a, B) = d(a,b). Como d(f(a), f(b)) < L-d(a,b)
y d(f(a), f(B)) < d(f(a), f(b)), para cada b € B, se sigue que p(f(4), f(B)) < L - d(a,b).
De donde p(f(A), f(B)) < L -d(a,B). En consecuencia, p(f(A), f(B)) < L- p(A, B). Ver que
p(f(B), f(A)) < L-p(B,A) es andlogo al anterior, sélo se intercambian A y B. Por lo tanto,
wix{p(f(A), /(B)), p(f(B), f(A))} < max{L-p(A, B), L-p(B, A)} = L-méx{p(A, B), p(B, A)}.
Asf, H (2/(A),2/(B)) < L- H(A, B). En conclusién, 2/ es una funcién de Lipschitz, con cons-
tante de Lipschistz L. O

Otro tipo de funcién es la siguiente.

Definicién 4.1.6. Sean X un espacio métrico compacto y k € N. Para cada i € {1,2,...,k},
sea f; : X — X una funcién. Se define y denota la funcién 2£" : 2X - 2% con regla de
correspondencia 2?(/1) = U~ | fi(A), para cada A € 2%,

Proposicién 4.1.7. Sean X un espacio métrico y k € N. Si para cada i € N, f; : X — X es
una funcién de Lipschitz, con constante de Lipschitz L;, entonces 2? : 2% — 2% es una funcién
de Lipschitz, con constante de Lipschitz L = max{L; : i € {1,2,...,k}}.

Demostracién. Sean A, B € 2X. De las Proposiciones y se sigue que:

H (UL £i(4), UL, £i(B))
méx{H(fi(A), f;(B)) i € {1,2,...,k}}
méx{L; - H(A,B) :i € {1,2,...,k}}
H(A,B) -max{L; :i€{1,2,...,k}}
L-H(A,B),

H (2f (4),2] (B)

VANRVANRVANRVAY

donde L = max{L; : i € {1,2,...,k}}. Por lo tanto, 2,? es una funcién de Lipschitz, con
constante de Lipschitz L. O

De la Proposicién se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 4.1.8. Sean X un espacio métrico y k£ € N. Si para cada¢ € N, f; : X — X es una
funcién contraccién, con constante de contracciéon L;, entonces 2? : 2% — 2% es una funcién
contraccién, con constante de contracciéon L = max{L; : i € {1,2,...,k}}.

Dado un espacio métrico completo X y una funciéon Lipschitz f; : X — X | para cada
i€{l1,2,...,k}, donde k € N. Un Sistema Iterado de Funciones (SIF'), es una estructura de
la forma {X; f1, fo,..., fr}. Notemos que si {X; f1, fa,..., fx} es un SIF, entonces se sigue
que {2%;2/1, 22 2/k} es un SIF. Ademés, a la funcién 2? : 2% — 2% dada por 2£i(A) =
Ule fi(A), para cada A € 2%, se le llama funcién inducida por el SIF, {X; f1, fa, ..., fx}. Més
ain, se sabe que toda funcion de Lipschitz, en particular, es una funcién continua. Luego, el par
<2X , 2?) es un sistema dindmico, analizar propiedades dindmicas de dicho sistema dindmico
significa analizar la dinamica colectiva. El siguiente teorema es una aplicacién del Teorema del
punto fijo de Banach, el cual es otra forma de construir fractales. Una demostracién se puede
consultar en [4, Teorema 5.5, pag. 79].
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Teorema 4.1.9. Sea {X; f1, fa,..., fr} un SIF. Si f; es una funcién contraccién, para cada i €
{1,2,...,k}, entonces existe un tinico C' € 2% tal que 2?(0) = (. Ademaés, si tomamos cualquier
otro elemento K € 2%, entonces la sucesién {Cr}i, dada por: Cy = K, Cy, = 2£i(C’k_1), k>1
converge al conjunto C. Al conjunto C' se le conoce como el atractor del STF {X; f1, fo, ..., fx}
y el conjunto K se le conoce como semilla.

Seccion 4.2
( Aproximacién a fractales mediante sucesiones

En esta seccién se exhiben aproximaciones a fractales para casos particular. Sélo se detallan
dos ejemplos de aproximacién a fractales, posteriormente, se presentan otros ejemplos que se
pueden detallarse de manera similar.

Para hacer mds manejable los subconjuntos de R? se toma la siguiente notacién. Dados
k € N puntos (21,v1), (x2,%2), - . ., (Tk, yx) en R?, denotamos por O[(x1,41), (22, 42), - - -, (T, Y&)]
al poligono en R?, con vértices en los puntos (z1,y1), (2,%2), ..., (xk,yk). Por ejemplo: el
poligono [J[(0,0), (1,0),(1,1),(0,1)] es un cuadrado en R?, con vértices en los puntos (0,0),
(1,0), (1,1) y (0,1) (vea la Figura[4.2}(a)).

Una manera de aproximar fractales es mediante el uso del Teorema A continuacién
mostramos ejemplos que muestran tal método.

Ejemplo 4.2.1. Consideremos el SIF {R?; f1, fa, f3}, con fi(z,y) = (
y fs(z,y) = (z szrl)-

Veamos que las funciones fi, fo y f3 son contracciones. Consideremos (z1,y1), (z2,y2) € R2.

Luego:
dr2(fi(z1,01), fi(z2,92)) = dge ((%’%)7(%2’%2))
= ld]RQ((xlayl)a (552792))7
dre(fa(z1,01), fa(w2,y2)) = dge (35, %), (2252, %2))
= Ldpe((z1+1,11), (x2 4+ 1, 12))
= é\/x1+1—($2+1))2+(y1—92)2

2\/ xr1 —JIQ (y1 y2)
Sdgz (21, 11), (22,32)),

dr2(f3(x1,91), f3(22,92)) = dpe ((ﬂa y12+1) ; (%, y22+1>>

= 2dR2(($1,y1 + 1), (z2 + 1,92 + 1))
V(@ =222+ +1— (2 +1))?
3V (@1 = 22)? + (y1 — y2)?
3dg2 ((z1,11), (22,12)),
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Figura 4.2: Iteraciones que aproximan al tridngulo de Sierpinski.

Por lo tanto, f1, fo v f3 son funciones contracciéon con constantes de contraccién % Notemos
que la funcién 2:];" : 9B _ 9R” tiene regla de correspondencia 2§i(A) = fi(A) U f2(A) U f3(A),
para cada A € 2%°. Del Teorema existe un tnico C € 2% tal que 2?(6’) = C. La
segunda parte del Teorema [£.1.9) muestra cémo aproximar a C. Ademds, establece que se puede
aproximar usando diferentes semillas. En seguida, aproximamos a C usando la semilla Cy =
0[(0,0), (1,0), (1,1),(0,1)] como en la Figura [1.2}(a). Por la segunda parte del Teorema

lim Cy = C. Para aproximar y tener una idea de quien es C', costruiremos algunos términos
k—o0

de la sucesién. Notemos que C7 = 2f’(Co) = f1(Co) U f2(Cp) U f3(Cp) (vea la Figura
(b)), donde f1(Ch) = B1[(0,0), (5,0), (3:3), (0:3)], f2(Co) = O [(5.0),(1,0), (1.3) . (5:3)] ¥
f5(Co) =8[(0:3) . (3:3) (5:1) - (0, )] Asf,

C, = 2f(0)

J1(C1) U f2(Cr) U f3(Ch)

f1(f1(Co) U f2(Co) U f3(Co)) U f2(f1(Co) U f2(Co) U f3(Co))

Uf3(f1(Co) U f2(Co) U f3(Co))

f1(f1(Co)) U f1(f2(Co)) U f1(f3(Co)) U f2(f1(Co)) U f2(f2(Co)) U fa(f3(Co))
Uf3(f1(Co)) U f3(f2(Co)) U f3(f3(Co)),

donde

A(fi(C0) =B(0,0),(5,0) . (3. 1) - (0. 9) ], f1(f2(C0) = T[(5,0), (5,0) - (3: 1) + (5: 7))

Aif3(Co)) = B1(0,3) (5:3)» (1, 1) - (0. D], £(f1(C0) = O[(5,0), (5,0) (3. 3) » (3. 3)]:

F2(f2(C0) = B[(3,0),(1,0), (1, 1), (3, 3)]: f2(/3(C0)) =B [(5,2) . (5,2) 5 (5,3) - (3, 3)],

F3(f1(C0) = B0, 3) 5 (3:3)+ (3:2) - (0, 5)], fs(f2(Co) =B1(3. 1) (1.1) - (1:3) - (3:3)] ¥
f3(£3(Co)) =0 [(0,2), (%.2) . (%.1) . (0,1)] (vea la Figura [4.2}(c)).

En la Figura[l.2}(d) se visualiza el término Cy de la sucesién {Cj } gen. Puesto que {Cy;} converge
a C, (g es una aproximacion de C, sin embargo, ain puede estar muy “lejos” de C. En seguida,
mostramos que C' es el tridngulo de Sierpinski. Observemos Cii1 C Ck v p(Cr—1,Ck) = 2%,
para cada k € N. En consecuencia, por la Proposicién H(C, Cry1) = p(Cr—1,Ck) = 55
Veamos que {Cj}ren es una sucesion de Cauchy. Sea ¢ > 0. Luego, existe k& € N tal que
1 < ke. Consideremos m,l > k. Asi, % < % y % < % Observemos que si m = [, entonces
H(Cy, Cy,) = 0 < e. Supongamos que m > [. Luego,
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H(C;,Cp)

IN

H(Cl, Cl+1) + H(CI_H, Cl+2) + ...+ H(Cm_1, Cm)

Il
Fl~
+
2
Tl
0
+
_I_
[\&}
2~

Notemos que (%)Hl < % y (l)m+1 < ﬁ, para cualesquiera [,m € N. Ademaés, (5
%)Hl. En vista de % <ey % < %5, se sigue que (%)Hl <ey (%)mJrl
(%)Hl— (%)m+1 < 8—%6. Es decir, (%)l— (%)m < e. Por lo tanto, H(C}, Cy,) < €. En conclusion,

{C}xen es una sucesién de Cauchy. Puesto que R? es completo, por la Proposicién 2R og
completo. En consecuencia, la sucesién {Cy }ren converge. Mds atin, por la Proposicién (1),

1)m—|—1 <

< %5. Por lo que,

(a) Co (b) Cu (c) Cz (d) Cr

Figura 4.3: Iteraciones que aproximan al tridangulo de Sierpinski.

o0

lim C, = (g~ Ck. Luego, por la unicidad del limite, se tiene que C' = () Cy. Asi, C es el fractal
k=1

conocido como el triangulo de Sierpinski. Ahora, cosideremos la semilla Cy como en la Figura

(a). Notemos que la sucesion {Cy }ren converge. Mds ain, lim C, = C'. Por tltimo, notemos
que O <0072§¢) ={C : k € NU{0}}.

Ejemplo 4.2.2. Consideremos {R; f1, fa} el STF, con fi(z) = 5y fa(x) = %Jr% Sea Cy = [0, 1]
y dado que Cf = 2§i(C;§_1). La sucesién {Cf }ren converge siguiendo la misma idea del Ejemplo
Algunos términos de esta sucesién se encuentran en la Figura [£.4 Ademds, se puede
verificar que el atractor, en este caso, es el conjunto de Cantor.

[ I | ] | e LALL [ L] [ L] [ L]
0 10 10 10 1

(a) Co (b) C1 (c) C2 (d) Cu

Figura 4.4: Iteraciones que aproximan al conjunto de Cantor en R.

Ejemplo 4.2.3. Consideremos el SIF {R?; f1, fa, f3}, con fi(z,y) = (%£,%), fo(z,y) = (xTH, 4

y fa(z,y) = (% + i, £+ %) Sea Cy como en la Figura y dado que Cj, = 2§i(C’k_1). La
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sucesién {Cy }ren converge siguiendo la misma idea del EJemplo 1l Algunos términos de esta
sucesion se encuentran en la Figura[1.5] Ademds, se puede verificar que el atractor es otra forma
del triangulo de Sierpinski.

0.2 0.4 0.6 0.8 1

(a) Co

Figura 4.5: Iteraciones que aproximan al tridngulo de Sierpinski.

Ejemplo 4.2.4. Consideremos {R?; f1, f2, f3, fa} el SIF, con fi(x,y) = (%,% , fa(z,y) =

(2 8)) f3(z,y) = (’““T”, y—”) y fa(z,y) = (’” y+2). Sea Cp como en la Figura [4.6}(a). Dado

que C} = 23{"(016,1). La sucesién {Cj }ren converge siguiendo la misma idea del Ejemplo
Algunos términos de esta sucesién se encuentran en la Figura Ademas, se puede verificar
que el atractor, en este caso, es conjunto de Cantor en R2.

1 1 lpe we

' ' ' R

0.9 0.9 09ps %
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Y @ e
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05F 0.5 0.5

0.4F 0.4

03 03 '
0.2 0.2
0.1pF 0.1
0 . . AR J
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 2
(b)

C1 (C) Cz (d) C4

0
0.4 0.6 8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 4.6: Iteraciones que aproximan al conjunto de Cantor en R2.

Ejemplo 4.2.5. Consideremos {R2 f1, f2, f3, fa, f5, fe, f7, fa} el SIF, con fi(z,y)
f2($ y) <:c y+1> f3(3;- y) = (x y+2> f4(«1' y) (gcT-H,%)7 f5(:c,y) _ (x—i—l y+2 )
(2.0 S = (542551 ) v folany) = (52.232).

Sea Cy = O [(%,0) , (1, %) , (%,1) , (O, %)] y dado que Cj = 2§i(Ck,1). La sucesion {Cy}ren

converge siguiendo la misma idea del Ejemplo Algunos términos de esta sucesién se en-

%a%)

cuentran en la Figura[4.7] Més ain, se puede verificar que el atractor, en este caso, es la Carteta
de Sierpinski.




0.4 0.6

(c) Ca

Figura 4.7: Iteraciones que aproximan a la Carteta de Sierpinski en R2.

Ejemplo 4.2.6. Consideremos {R?; fi, f2,f3,f4} el SIF, con fi(z,y) = (%, %),
fo(z,y) = (3 (zcos (5) —ysin (5) + 1), 3 (zsin (3) + ycos (3))),
fo(a,y) = (ﬂmw(ﬂwwﬂ)+%é(mm(%wwﬁﬁ %))y

Jaz,y) = ( 3 3)

Sea Cy = [J[(0,0), (0.1,0),(0.1,1),(0,1)] y dado que C}, = 2§i(C’k_1). La sucesién {Cy }ren con-
verge siguiendo la misma idea del Ejemplo[4.2.3] Algunos términos de esta sucesién se encuentran
en la Figura Mas aun, se puede verificar que el atractor, en este caso, es la curva de Koch.

03 03 03
02 02 02 02
0.1 0.1 01 01

0 0 0

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

(a) C1 (b) C2 (c) Cs (d) Cs

Figura 4.8: Iteraciones que aproximan a la curva de Koch.

Ejemplo 4.2.7. Consideremos {R?; f1, f2, f3, f1, f5, f6, f7} el SIF, con fi(z,y)
ole.y) = (3§ (vcos (35)) 3 (ein (3) + yeos (5)))s fales) = (5 + % 5)s Falovn) =

(5:9).

fs(wy) = (5+ 3 (weos (5) —ysin (5)) .4 (wsin (5) +yeos (5))), folwy) = (3+%,%) v
fr(z,y) = (552, %)
Sea Cy = J](0,0),(0.1,0),(0.1,1),(0,1)] y dado que C, = 2§i(C’k_1). La sucesién {Cy }ren con-

verge siguiendo la misma idea del Ejemplo[4.2.3] Algunos términos de esta sucesién se encuentran

en la Figura

Otra forma de aproximar fractales es mediante el uso de la Proposicion [4.1.3
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Figura 4.9: Iteraciones que aproximan a un fractal en R2.

Ejemplo 4.2.8. Consideremos el SIF {R?; f1, fo, f3}, con fi(z,y) = (z,y),
fo(zy) = (3@ —y), 1+ 3@ +v) vy falz,y) = G+ 5@ +y), 5+ 3y —2).

(b) C2

Figura 4.10: Iteraciones que aproximan al Arbol de Pitégoras.

Observemos que la funcién f; es una funcién de Lipschitz con constante de Lipschitz 1. Por
9R* _, oR?

lo que, en este caso no podemos usar el Teorema @ Notemos que la funcion 2.? :
tiene regla de correspondencia 2? (A) = LA U f2(A)U f3(A), para cada A € 2%°_ Consideremos
la semilla Cy = O[(0,0), (1,0), (1, 1), (0,1)] (vea la Figura ). Luego, C; = 2f1(00) -
f1(Co) U f2(Co) U f3(Co) = CoU f2(Co) U f3(Cop), donde f(Cp) = D [(0 1),(3,3),(0,2), (-3, 3)
v f3(Co) =01(1,1), (2,2).(1,2), (3, 2)] (vea la Figura (a)). Asi,

Co = 20(Cy)

f1(C1) U f2(Cr) U f3(Ch)

C1 U fa(Cr) U f3(Ch)

[Co U f2(Co) U f3(Co)] U f2(Co U f2(Co) U f3(Co)) U f3(Co U f2(Co) U f3(Co))
= CoU f2(Co) U f3(Co) U fa(f2(Co)) U f2(f3(Co)) U f3(f2(Co)) U f3(f3(Co)),

donde fo(f2(Ch)) =0 (—
f2(f3(Co))
f3(f2(Co)) = , 5

) 2,3),(2,2),(3,2)].

f3(f3(Co ;
ede ver graficamente en la Figura - . Ademss,

El términ

28




86

Cy = 2§(Cy)
= fi(C2) U f2(C2) U f3(C2)
= (U fo(Co) U f3(Co)
= [CoU f2(Co) U f3(Co) U f2(f2(Co)) U f2(f3(Co)) U f3(f2(Co)) U f3(f3(Co))IU
f2(Co U f2(Co) U f3(Co) U f2(f2(Co)) U f2(f3(Co)) U f3(f2(Co)) U f3(f3(Co)))U
f3(Co U f2(Co) U f3(Co) U fa(f2(Co)) U fa(f3(Co)) U f3(f2(Co)) U f3(f3(Co)))
= CoU f2(Co) U f3(Co) U f2(f2(Co)) U f2(f3(Co)) U f3(f2(Co)) U f3(f3(Co))U
F2(f2(f2(Co))) U f2(f2(f3(Co))) U f2(f3(f2(Co))) U f2(f3(f3(Co))) U f3(f2(f2(Co)))U
f3(f2(f3(Co))) U f3(f3(f2(Co))) U f3(f3(f3(Ch))),
donde
fz(fz(fQ(Co)))ZD[( 51).(-13). (-39 .(=3.3)],
Fa(fa(£3(Co))) =D [(=%.7) . (-1,2), (=%, 9) . (-3.2)],
Fa(f3(f2(Co)) =0[(~3.3) . (=3 7) . (=3:3) . (1. F)].
(f2(f2(00))) =0 [(17 %) ) (%7 %) ’ (173)> %a %)]7
f3(f2(f3(Co))) =D [(5,3) . (3, 5) (5.3) . (3. )]
(f3(f2(00))) =0 [(%7 %) ) (%72) ) (% %) (2a2)] y
f3(f3(f3(Co))) =D [(3.3) . (3.3) . (1. 9), (2.5)]-

La grafica del término C3 se encuentra en la Figura m-(c) Maés atn, en la Figura M(d) se
visualiza el término Cjo de la sucesion {Cy }ren. Observemos C, C Ciy1 ¥ p(Cry1,Ck) = (%)k,
para cada k € N. En consecuencia, por la Proposicién H(Cy,Cxy1) = p(Cry1,Ck) =
(%)k Veamos que {Ci}ren es una sucesién de Cauchy. Sea ¢ > 0, existe £k € N tal que
1 < ke. Consideremos m,l > k. Asi, % < % y % < % Observemos que si m = [, entonces

H(Cy,Cy,) =0 < e. Supongamos que m > [. Luego,
H(C,Cp) < H(C,Ciy1)+ H(Ci41,Clio) + ...+ H(Cipm1,C)
l I+1 m—1
1 1 1
s+ () e ()

(

(e )
(
(

= 17%
Not A C A >3 6. Es decir, (L) < 1
otemos que ﬁ > 7 y 72 > o con > ym > . S decir, ﬁ =7 y

1 \™ ¢1§
(ﬁ) =
Asf, (L m< L lPorotra arte, como + < ¢ —‘F< €, se sigue que L l<5
> A\V2 V2 b ! y \[ sue q V2 y

! m
m l m R R (B
(%) < %6. En consecuencia, (%) — (%) <eg-— ﬁe. Esto es, <‘/§>1_\<}f) < €. Por lo

tanto, H(Cy, Cy,) < €. En conclusién, {Cf }ren es una sucesién de Cauchy. Ademds, como R? es
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completo, por la Proposicion 2R? eg completo. Por lo que, la sucesién {Cy }ren converge.
Més aun, por la Proposicién [4.1.3+(2), ka Cr = Cl(UpZ, Ak). Para este caso particular, a
—00

Cl(UgZ; Ag) es el fractal conocido como Arbol de Pitégoras. Cabe sefialar que si iniciamos con

una semilla Cy diferente kh'm C}, es diferente. Por 1ltimo, notemos que O (Co, 2:{?) ={Cy: ke
—00

NuU{0}}.

Ejemplo 4.2.9. Consideremos {R?; f1, f2, f3} el SIF, con fi(z,y) = (z,y),

faolx,y) = (3(z =), 1+ 5z +9) v falz,y) = (3 + 3(z +9), 5 + 3(z —v)).

Sea Cp = J[(0,0), (1,0), (1,1),(0,1)] y dado que Cj, = 2?;1' (Ck—1). La sucesién {Cy }ren converge
siguiendo la misma idea del Ejemplo Algunos términos de esta sucesiéon se encuentran en
la Figura

25

(b) C2 (c) Cs

Figura 4.11: Iteraciones que aproximan a un fractal en R2.

Ejemplo 4.2.10. Consideremos {R?; f1, f2, f3} el SIF, con fi(z,y) = (x,y),

falz,y) = (3@ =), 1+ 5@ +v) y fa(z,y) = (3 + 5@ +y), —3 + 3z — ).

Sea Cy = [(0, 0),(1,0), (%, %) , (0, 1)] y dado que C}, = 2§i (Ck—1). La sucesién {Cy, }ren conver-
ge siguiendo la misma idea del Ejemplo Algunos términos de esta sucesién se encuentran

en la Figura

Figura 4.12: Iteraciones que aproximan a un fractal en R2.
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Ejemplo 4.2.11. Consideremos {R?; fi, fg, fa} el SIF, con fi(z,y) = (x,y),

o) = (F rcos () — psin () 1+ § (econ (F) — ysin (1))

o) = (8 (woos () — ysin (=) 1+ & (osin (~5) + yos (~5))).

Sea Cyp = {0} x [0,1] y dado que Cr = 2 '(Ck—1). La sucesién {Cy}ren converge siguiendo la
misma idea del Ejemplo 8l Algunos términos de esta sucesion se encuentran en la Figura
4. 15!

16F 3
14F 2

1.2F

08} 15
0.6
0.4}

02F

(a) C1 (b) C2 (c) Cs

Figura 4.13: Iteraciones que aproximan a un fractal en R2.

Ejemplo 4.2.12. Consideremos {R?; f1, fa, f3} el SIF, con fi(z,y) = (x,y),

o) = (8 (peos (5) —sin () 1+ § (in (8) + yeos (£))) o

fs(z,y) = (3 (zcos (&) —ysin(5)),1 +f7 (zsin (%5) 4+ ycos (75)))-

Sea Cy = {0} x [0,1] y dado que Cj = 25°(Ck—_1). La sucesién {C}}ren converge siguiendo la
misma idea del Ejemplo Algunos términos de esta sucesion se encuentran en la Figura

414

18} 18F 18F 2f

16F 16F 16F 18r

16F
14F 14F 14F

14F
12§ 12§ 12§

12F KA
08F 0.8 0.8 0.8F
06f 06} 0.6fF 0.6f
04} 04} 04} 0.4

02f 02f 02} 02F

Figura 4.14: Iteraciones que aproximan a un fractal en R2.

Ejemplo 4.2.13. Consideremos {R?; f1, fa, f3, f1, f5} el SIF, con fi(z,y) = (z,y),
Fa(w,y) = (3 (weos (§) —ysin (§)) }Z + 7 (wsin () +ycos (§))),
Fs(@,y) = (7 (zcos (§) —ysin(3)) 3 % (wsin () +ycos (3))),
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faz,y) = (35 + 7 (vcos (=F) —ysin (=), 1+ 7 (wsin (=F) +ycos (=5))) ¥

fo(@y) = (g + 2 (wcos (=) —ysin (=§)) 5 + 2 (wsin () +ycos(=5))).

Sea Cy = J[(0,0), (0.1,0), (0.1,1),(0,1)] y dado que Cj = 2 '(Ck—1). La sucesién {Cy}ren con-
verge siguiendo la misma idea del Ejemplo[4.2.8] Algunos términos de esta sucesién se encuentran

en la Figura

—~
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Figura 4.15: Iteraciones que aproximan a un fractal en R2.

Ejemplo 4.2.14. Consideremos {R?; fi, f2, f3} el SIF, con fi(x,y) = (x,y),

fo(z,y) = ( (mcos (6) - ysm( )) 1+2 (a:sm( ) + y cos (6))) vy

fata.y) = (4 (wcos (~3) — ysin (=3)) . 2+ 4 (wsin (=3) + yoos (3))).

Sea Cy = [J[(0,0),(0.1,0),(0.1,1),(0,1)] y dado que Cy = 2?(0;@_1). La sucesién {Cj}ren con-
verge siguiendo la misma idea del Ejemplo[4.2.8] Algunos términos de esta sucesién se encuentran

en la Figura

16
14
1 12
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0.6

0.2

(a) C1 (b) Ca (c) Cs

Figura 4.16: Iteraciones que aproximan a un fractal en R2.

Ejemplo 4.2.15. Consideremos {R?; f1, fa, f3} el SIF, con fi(z,y) = (x,y),

o) = (% (o (5) — ysin (£)) . (asin () + woos (5))) v

falw.y) = (3 (zcos (=3) —ysin (~5)) .1+ (vsin (~F) +yeos (~3)).

Sea Cy = [J[(0,0),(0.1,0),(0.1,1),(0,1)] y dado que Cp, = 2§i(Ck,1). La sucesién {Cj }ren con-
verge siguiendo la misma idea del Ejemplo[d.2.8] Algunos términos de esta sucesién se encuentran

en la Figura [£.17]
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Figura 4.17: Iteraciones que aproximan a un fractal en R2.

Ejemplo 4.2.16. Consideremos {R?; fi, fQ,fg} el SIF, con fi(z,y) = (x,y),
fo(z,y) = ( (:ccos (6) —ysm( )) 1+2 (LL’SIII( ) + y cos (6
fa(z,y) = (4 (:Ucos (—7) — ysm( )) ) ‘% (:csm( 2) +ycos(
Sea Cy = [J[(0,0), (0.1,0),(0.1,1),(0,1)] y dado que C}, = 2 '(Ck—1). La sucesion {Cf }ren con-
verge siguiendo la misma idea del Ejemplo[4.2.8] Algunos términos de esta sucesién se encuentran
en la Figura

A\

(a) C1 (b) C2 (c) Cs (d) Cua

Figura 4.18: Iteraciones que aproximan a un fractal en R2.

Ejemplo 4.2.17. Consideremos {R?; f1, fa, f3} el SIF, con fi(z,y) = (x,y),

folwy) = (4 (weos (§) —ysin (5)) .1+ 2 (wsin (F) +yeos () v

fawy) = (4 (weos (§) —ysin (5)) .1+ f (wsin (F) +yeos (3))).

Sea Cy = 0[(0,0), (0.1,0), (0.1,1),(0,1)] y dado que Cy = 2§Z(C’k_1). La sucesién {Cy }ren con-

verge siguiendo la misma idea del Ejemplo[4.2.8] Algunos términos de esta sucesién se encuentran
en la Figura

Finalmente, mostramos una sucesién de conjuntos la cual no es convergente, es decir, no
aproxima a algun fractal particular.

Ejemplo 4.2.18. Sea el SIF {R?; f1, fo}, con fi(z,y) = (z,y) y fo(z,y) = (z +y,y — ).

Notemos que la funcién 2{“' : 2R% _, 9B tiene regla de correspondencia 25" (A) = fr(A)Uf2(A),
para cada A € 2%°. Sea Cy = 0[(0,0), (1,0), (1,0)]. Luego, C; = 2£i(Co) = f1(Co) U f2(Cp) =
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05 [ 05 1 15

(a) C1 (b) C2 (d) Cux

Figura 4.20: Algunos términos de la sucesién generado por la semilla Cy = 0J[(0, 0), (1,0), (1,0)]
y el SIF, {R? f1, f2}, donde con fi(z,y) = (z,y) vy f2(2,y) = (z +y,y — 2).

Co U f2(Cp), donde f2(Co) = O(0,0), (1,1), (1,—1)]. Asi, Cy = 2J'(C1) = f1(C1) U fo(C1) =
C1U f2(C1) = [Co U f2(Co)] U f2(Co U f2(Co)) = Co U f2(Co) U f2(f2(Co)), donde f2(f2(Co)) =
D[(O, 0), (0, —2), (2, 0)] Ademas, C5 = 25’(02) = fl(Cg) U fQ(CQ) =(CyU fQ(CQ) = [Co U fg(C()) U
J2(f2(Co))] U f2(Co U f2(Co) U f2(f2(Co)))U = Co U f2(Co) U f2(f2(Co)) U f2(f2(f2(Co))), donde
f2(f2(f2(Co))) = 0](0,0), (—4,0), (0, —4)]. Algunos términos de la sucesién {Cj}ren se visuali-
zan en la Figura Observemos C, C Cii1 y p(Cre1,Ck) = \/ﬁ, para cada k € N. Por lo
que, de la Proposicién H(Ck,Criq) = V2%, Notemos que H(Ck,Cky1) > 1, para todo
k € N. En consecuencia, la sucesién {Cf }ren no es de Cauchy. Por lo tanto, la sucesién {Cj }ren
diverge. Por tltimo, notemos que O <C’0, 25’) ={Cr: ke NU{0}}.
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Conclusiones

El tema que se ha desarrollado en el presente trabajo pertenece a las dreas de la matemaética
conocidas como sistemas dindmicos discretos y topologia. En seguida, a manera de conclusiones,
se describen los resultados obtenidos al lograr los objetivos y metas planteados en el protocolo
de tesis.

En el Capitulo 1 se realizé un breve repaso de los conceptos y resultados que permiten com-
prender el presente trabajo. Asimismo, por la importancia de la métrica de Hausdorff para esta
tesis, se implementaron scripts en el lenguaje de programaciéon Matlab que permiten visualizar
graficamente esta métrica para algunos casos particular.

En el Capitulo 2 se analizaron conceptos basicos respecto a sistemas dindmicos discretos. En
particular, se detall6 la construccion de diagramas Cobweb o red de arana ya que permite un
mejor andlisis de las érbitas. Ademads, se implementaron scripts en el lenguaje de programacion
Matlab que realizan la construccién de diagramas Cobweb. Mas atn, se demuestra detallada-
mente propiedades dindmicas de la funcién tienda y la funcién méquina de sumar. Asimismo,
se inicié el estudio de la dinamica colectiva de la funcién tienda.

En el Capitulo 3 se expusieron los resultados principales del trabajo de tesis. En particular,
se exhiben algunos resultados tipicos de la dindmica topolégica, principalmente se expone de
manera accesible la demostracién del famoso Teorema de Furstenberg. Posteriormente, se dio la
solucién al problema: descubrir todas las posibles implicaciones entre las afirmaciones siguientes:

(1) f es transitiva,
(2) 2/ es transitiva;
(3) C(f) es transitiva.

Finalmente, en el Capitulo 4 se mostré una aplicacién de las funciones inducidas, la cual es
construir fractales. Ademads, mediante el uso del lenguaje de programacién en Matlab se pudo
ver graficamente dicha construccion.

93



94




Apéndice

Los scripts que presentamos a continuacién los implementamos en el lenguaje de progra-
macién Matlab. Estos scripts realizan la representacion grafica de la métrica de Hausdorff con
respecto a nubes para los hiperespacios F,(R), F},(R?), donde n € N. Asimismo, se exponen
scripts que permiten construir los diagramas Cobweb. Finalmente, adjuntamos scripts que nos
muestran graficamente la construcciéon de fractales. Usualmente, a Command Window se le co-
noce como la linea de comandos o interfaz de linea de comandos y es donde se escriben las
instrucciones que se mencionan posteriormente. Cabe mencionar que en este apéndice con “fun-
cién” nos referimos al concepto de funcién conocido en el drea de la computacion.

Scripts para métricas

En esta parte se incluyen los scripts necesarios para hacer la representacién grafica de la
métrica de Hausdorff con respecto a nubes para los hiperespacios Fj,(R), F},(R?). Estas graficas
se pueden ver en el Capitulo 1. El Script [1] calcula la distancia de un punto a un subconjunto
finito en R (vea la Deﬁnicién. Notemos que daB es el nombre de la funcién, a es un niimero
real y B es un subconjunto finito de R. Un ejemplo de cémo usar el Script [1] es escribir desde
Command Window daB(5, [6]) y como respuesta se guardard el valor de d(5,{6}) en r.

Script 1. Script 2.
function r=daB(a,B) function r=rho(A,B)
r=-1; r=-1;
for i=1:numel(B) for i=1:numel(A)
if (r < 0) if (r < 0)
r=abs(a-B(i)); r=daB(A(i),B);
elseif (r > abs(a-B(i)) ) elseif (r < daB(A(i),B) )
r=abs(a-B(i)); r=daB(A(i),B);
end end
end end
end end
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El Script [2 imita p(A, B) como en la Definicién donde A, B € F,,(R). Observemos que
rho es el nombre de la funcién y A y B son subconjuntos finitos de R. Para usar el Script
es suficiente escribir desde Command Window rho([5], [6]) y como respuesta se guardaré el
valor de p({5},{6}) en r, el cual es un caso particular. Cabe senalar que al utilizar el Script
automaticamente, se utiliza el Script

El Script [3] se encarga de hacer los gréficos para la métrica de Hausdorff en el hiperespacio
F,(R). Notemos que hFkplot es nombre de la funcién, A y B son subconjuntos finitos de R, r
es el radio de la nube, e es un numero real que acomoda la grafica de la nube alrededor de B y
color es un vector de tres entradas, donde cada entrada es un valor en 0 y 1, el cual representa el
color de la nube. Para hacer uso del Script |3 en particular, es suficiente escribir desde Command
Window hFkplot ([5], [6],2,.1,[0 0 1]) y se obtendra la gréfica de la nube alrededor de {5}
y radio 2, N(2,{5}).

El Script 4] calcula la distancia H(A, B) y representa las nubes para el hiperespacio F,,(R),
donde A, B € F,(R). Observemos que hFk es el nombre de la funcién, A y B son subconjuntos
finitos de R y t es el radio de las nubes. Como ejemplo, es suficiente escribir desde Command
Window hFk([5], [6],2) y como respuesta, se guardard el valor de H({5},{6}) en r. Ademés,
se obtiene la Figura (a). Al hacer uso del Script 4l este usara los Scripts [2 y [3| de forma
automatica.

Script 3. Script 4.

function hFkplot(A,B,r,e,color) function r=hFk(A,B,t)

YA=zeros (numel (4)); r=max(rho(A,B) ,rho(B,A));

YB=zeros (numel(B)) ; figure

for j=1: numel(B) hold on;
D=zeros(2,1); grid on;
D(1)=min(B(j))-r; axis equal;
D(2)=max(B(j))+r; plot (min(min(A) ,min(B))-r*(1.01),0,°w’);
Y=zeros (numel (D)) ; plot (max(max(A) ,max(B))+r*(1.01),0,’w’);
d=plot(D,Y+e,’b’); hFkplot(A,B,t,r/10,[0.5 0.5 0.5]1);
set(d,’Color’,color,’LineWidth’,32); hFkplot(B,A,t,-r/10,[0 0 1]);

end hold off;

set (gca, ’YTick’,-100000:3:-100000+6) ; end

plot (A, YA, g*’);
plot(B,YB, m*’);
end

El Script [5| calcula la distancia de un punto a un subconjunto finito en R? (vea la Definicién
. Notemos que daBFkR2 es el nombre de la funcién, a es un nimero complejo y B es un
subconjunto finito de R?, por lo cual, los elementos de B son numero complejos. Un ejemplo de
c6mo usar el Script [l es escribir desde Command Window daBFkR2(0, [1+2i]) y como respuesta
se guardara el valor de d((0,0),{(1,2)}) en r.

El Script |§| calcula p(A, B) como en la Definicién donde A, B € F,(R?). Observemos
que rhoFkR2 es el nombre de la funcién y A y B son subconjuntos finitos de R?. Para ejemplificar
el uso del Script [0}, es suficiente escribir desde Command Window rhoFkR2([0], [1+2i]) y como
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respuesta se guardard el valor de p({(0,0)},{(1,2)}) en r. Cabe senalar que al utilizar el Script
[6] automaticamente, se utiliza el Script

Script 5. Script 6.
function r=daBFkR2(a,B) function r=rhoFkR2(4,B)
r=-1; r=-1;
for i=1:numel(B) for i=1:numel(A)
re=real(a)-real(B(i)); if (r < 0)
im=imag(a)-imag(B(i)); r=daBFkR2(A(i),B);
aux=sqrt(re‘2+im‘2); elseif (r < daBFkR2(A(i),B) )
if (r < 0) r=daBFkR2(A(i),B);
r= aux; end
elseif r > aux end
r=aux; end
end
end
end

El Script [7] se encarga de hacer los graficos para la métrica de Hausdorff en el hiperespacio
F,(R?). Notemos que hFkR2P1ot es nombre de la funcién, A y B son subconjuntos finitos de R?, r
es el radio de la nube y color es un vector de tres entradas, donde cada entrada es un valor en 0 y
1, el cual representa el color de la nube. Para ejemplificar el uso del Script |7}, es suficiente escribir
desde Command Window hFkR2Plot ([0], [1+2i],3,.1,[0 O 1]) y se obtendrd la grafica de
la nube alrededor de {(0,1)} y radio 3, N(3,{(0,1)}).

Script 7.
function hFkR2plot(B,A,r,color) for i=1:numel(x)
XA=zeros (numel (A),1); y1(i) = sqrt(r"2-(x(i)-XA(j))"2)+YA(]);
XB=zeros (numel(B),1); y2(i) = -sqrt(r~2-(x(1)-XA(§))"2)+YA(]);
YA=zeros (numel(A),1); end
YB=zeros (numel(B),1); X=x;
for i=1:numel(A) Y=y1;
XA(i)=real(A(i)); for i=1:numel(x)
YA(i)=imag(A(i)); X (i+numel (x) ) =x (numel (x)-i+1) ;
end Y (i+numel (x) )=y2 (numel (x)-i+1) ;
for i=1:numel(B) end
XB(i)=real(B(i)); £i11(X,Y,color);
YB(i)=imag(B(i)); if radio==XA(j)
end plot ([XA(j) ,XA(3)+r], [YA(F),YA(§)], y’);
if r>0 end
radio=max (XA); end
for j=1: numel(XA) end
x = -r+XA(j) :r/1000:r+XA(j); plot (XB,YB, 'g*’);
yl=zeros(1); plot (XA, YA, m*’);

y2=zeros(1); end
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El Script [8] calcula la distancia H (A, B) y representa las nubes para el hiperespacio Fy,(R?),
donde A, B € F,,(R?). Observemos que hFkR2 es el nombre de la funcién, A y B son subconjuntos
finitos de R? y t es el radio de la nube. Como ejemplo, es suficiente escribir desde Command
Window hFkR2([0], [1+2i],3) y como respuesta, se guardard el valor de H({(0,0)},{(1,2)})
en r. Ademds, se obtiene la Figura [I.7}(a). Al hacer uso del Script [8] este usara los Scripts [6] y
[7 de manera automaética.

Script 8.

function r=hFkR2(A,B,t)

r=max (rhoFkR2(A,B) ,rhoFkR2(B,A));
figure

hold on;

grid on;

axis equal;

hFkR2plot(4,B,t,[0.5 0.5 0.51);
hFkR2plot(B,A,t,[0 0 11);

hold off;

end

Scripts para diagrama Cobweb

En esta parte se incluyen scripts que permiten construir los diagramas Cobweb. Estos diagra-
mas se pueden encontrar en el Capitulo 2. El Script [0 realiza diagramas Cobweb para funciones
reales. Notemos que Cobweb es el nombre de la funcién, a y b son nimeros reales tales que a es
menor que b, x es un nimero real entre a y b y k es el nimero de puntos que se desea graficar.
Por ejemplo, para obtener los diagramas Cobweb, es necesario escribir en Command Window
Cobweb(0,1,1/32,40). Con esto, se obtiene la Figura (c) Cabe senalar que el Script |§| uti-
liza el Script el cual funge como la funcién real. En este caso, el Script funge como la

funcién tienda (vea el Ejemplo [1.2.26]).
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Script 9.

function Cobweb(a,b,x,k)
if a<b && min(x)>=a && max(x)<=b && mod(k,1)==0 && k>=0
X=a:(b-a)/50:b;
Y=zeros (numel (X),1);
for i=1: numel(X)
Y(i)=f(X(1));
end
figure;
hold on;
p=plot([a,b]l, [a,bl);
set(p,’Color’,’blue’,’LineWidth’,3);
pO=plot(X,Y,’r’);
set (p0,’Color’,’red’,’LineWidth’,3);
for i=1:numel(x)
xa=x(i);
Rx=zeros(1,1);
Ry=zeros(1,1);

for j=1:k+1
if mod(j,2) ==
Rx(j)=xa;
Ry (j)=f(xa);
xa=f (xa) ;
else
Rx(j)=xa;
Ry(j)=xa;
end
end

pl=plot(Rx,Ry,’:r’);

set(pl,’Color’,randi(100,1,3)/100, ’LineWidth’,3);

set(gca,’XTick’,0:1/4:1);
set(gca,’YTick’,0:1/4:1);
end
hold off;
else

disp(’Nota: a < b, n es un entero mayor o igual a cero,’)

Script 10.

function y=f(x)
if x<1/2

y=2%x;
else

y=2-2%x;
end
end

disp(’y x es un vector, donde sus elementos estan en [a,b].’);

end
end

Scripts para la construccién de fractales

En esta parte se muestran los scripts que hacen posible realizar las graficas del Capitulo 4

de esta tesis. La idea principal de los scripts que hemos hecho es la recursividad, la cual es una

herramienta computacional.
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Con el Script[I1]se realizan las gréficas que se muestran en la Figura[4.2] Para esto, escribimos
desde Command Window T_S(0) para obtener la Figura(a). Luego, anotamos en Command
Window T_S(1) para obtener la Figura[d.2}(b). Posteriormente, copiamos en Command Window
T_S(2) para obtener la Figura (c) Finalmente, redactamos en Command Window T_S(8)
para obtener la Figura (d) Al utilizar el Script [11] autométicamente se usara el Script

Script 11. Script 12.

function T_S(n) function TS(x,y,n,m)

figure; if n==m

hold on; £fill(x,y,’r’)

TS([0 11 00],[00110],0,n); elseif n<m

hold off; TS(x/2,y/2,n+1,m);

end TS(x/2+1/2,y/2,n+1,m);

TS(x/2,y/2+1/2,n+1,m) ;

end
end

Con el Script se realizan las graficas que se muestran en la Figura Para esto, es-
cribimos desde Command Window Curva_Arbol(1) para obtener la Figura (a). Luego,
anotamos en Command Window Curva_Arbol(2) para obtener la Figura M(b) Entonces,
copiamos en Command Window Curva_Arbol(3) para obtener la Figura (c) Finalmente,
redactamos en Command Window Curva_Arbol(12) para obtener la Figura[4.10}(d). Al utilizar
el Script [13] automaticamente se usara el Script

Script 13. Script 14.

function Curva_Arbol (k) function FArb(n,x,y)

figure; if n>0

hold on; FArb(n-1, (x-y)/2,1+(x+y) /2);

axis equal; FArb(n-1,1/2+(x+y)/2,-1/2+(x-y)/2);

for i=1:k+1 else
FArb(i-1,[0,1,3/4,0,01,[0,0,3/4,1,01); £ill(x,y,’g");

end end

hold off; end

end

Con el Script se realizan las graficas que se muestran en la Figura la Figura Para
esto, escribimos desde Command Window Tri_Sier(0) para obtener la Figura [4.5}(a). Asi,
copiamos en Command Window Tri_Sier(1) para obtener la Figura (b) Similarmente,
redactamos en Command Window Tri_Sier(2) para obtener la Figura [.5}(c). Finalmente,
anotamos en Command Window Tri_Sier(8) para obtener la Figura [4.5}(d). Al utilizar el
Script [I5] autométicamente se usard el Script
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Script 15.

function Tri_Sier(n)

figure;

hold on;

x=[0 1/2 1 3/4 1 1/2 0 1/4 0];
y=[0 1/4 0 1/2 1 3/4 1 1/2 0];
EM(x,y,0,n);

hold off;

end

Script 16.

function EM(x,y,n,m)
if n==m
£ill(x,y,’r’)
elseif n<m
EM(x/2,y/2,n+1,m) ;
EM(x/2+1/2,y/2,n+1,m);
EM(x/2+1/4,y/2+(3"(1/2))/4,n+1,m);
end
end

Con el Script se realizan las graficas que se muestran en la Figura Para esto, es-
cribimos desde Command Window Espiral(1) para obtener la Figura [£.20}(a). Similarmente,
redactamos en Command Window Espiral (2) para obtener(b). Luego, anotamos en Com-
mand Window Espiral(3) para obtener la Figura@-(c). Finalmente, copiamos en Command
Window Espiral(11) para obtener la Figura m-(d) Al utilizar el Script [17] automaticamente

se usard el Script
Script 17.

function Espiral(n)
figure;

hold on;

x=[0 1 0 0];

y=[0 0 1 0];
L00(x,y,0,n);

hold off;

end

Script 18.

function LOO(x,y,n,m)
if n==
plot(x,y,’r?)
elseif n<m
LOO(x+y,y-x,n+1,m);
plot(x,y,’g’)
end
end
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F

Funcién,
biyectiva,
cadtica,

composicion, [2]

continua, [I7]

continua en un punto, |'1;1'|

contraccion, [7§]

débilmente mezclante, [64]

de Lipschitz,

homeomorfismo,

identidad,

inducida,

inducida por el SIF,[79]

inversa, [f

inyectiva, ]

méquina de sumar,

minimal,

producto, []

restriccién,

sobreyectiva,

tienda, [12]

totalmente transitiva, [36] [64]

transitiva, [34]

uniformemente continua,
Funciones conjugadas,

)

I
Imagen de una funcién, 2]
Imagen inversa de una funcién,

M
Métrica, [0]
euclidiana, [6]

N
Nube alrededor de un conjunto,
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O
Orbita,
P

Periodo,

Producto de un niimero natural por la sucesién

1,44
Punto
fijo,
interior, [§|

periddico,
S

SIF, [
Sucesion,
convergente, [I0]

de Cauchy,
divergente,

T

Teorema
del empalme,
del valor intermedio,
Furstenberg,
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