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Prefacio

La tematica de esta tesis se encuentra dentro de la rama de la matematica conocida como topologia. Una
de las nociones mas importantes dentro de la topologia y que tiene variedad de aplicaciones en otras areas
de la matematica es la convergencia. De manera muy intuitiva la convergencia trata de analizar qué tan
cerca estdn o qué tan acumulados estan ciertos puntos respecto a otro. En particular, en espacios métri-
cos nos enfocamos en saber qué tan distantes o qué tan cerca estan dos puntos dados, respecto a cierta
métrica. En la literatura sélo es comun encontrar convergencia de sucesiones de puntos. Sin embargo, en
matematicas y en varios fendmenos de la naturaleza se tiene la necesidad de tener una nocién en cuanto
a la distancia o cercania entre subconjuntos de algin conjunto dado, no basta simplemente considerar
distancia o cercania entre puntos del conjunto.

En 1905 Dimitrie Ponpeiu, en su tesis doctoral [I7], introduce una nocién de distancia entre sub-
conjuntos compactos del plano Euclideano. Cabe senalar que hasta entonces, no se conocia la definicién
de espacio métrico. Fue en 1906 cuando Maurice René Fréchet definié los espacios métricos, con lo cual
se pudo verificar que en la coleccién de los subconjuntos compactos no vacios del plano, tal nocién de
distancia entre conjuntos dada por Ponpeiu, era una métrica. Posteriormente, en 1914 Felix Hausdorff
retoma tal nocién para definir de manera general una métrica en la colecciéon de subconjuntos compactos
y no vacios de un espacio métrico arbitrario [7], tal métrica se define como sigue: dados un espacio métrico
(X, d) y dos subconjuntos compactos no vacios Ay B de X:

H(A, B) = méx{sup{d(a, B) : a € A},sup{d(b, A) : b € B}}.

En honor a los investigadores que introdujeron y definieron esta nocién, actualmente esta métrica es
conocida como métrica de Ponpeiu-Hausdorff o simplemente como métrica de Hausdorff.

Por la relevancia que toma la métrica de Hausdorff en esa época, 1914, justo cuando Felix Hausdorff
define formalmente un espacio topolégico, investigadores de renombre, como L. Vietoris ([21]), K. Borsuk,
S. Ulam ([6]) y E. Michel ([I5]), se unen a Hausdorff en el estudio de espacios cuyos elementos son con-
juntos, iniciando asi una parte de la topologia conocida como teoria de los hiperespacios de un continuo,
donde un continuo es un espacio métrico compacto, conexo y no vacio, y un hiperespacio de un continuo
es un espacio métrico, considerado con la métrica de Hausdorff, cuyos elementos son subconjuntos del
continuo dado con ciertas condiciones especificas. Cabe mencionar que la métrica de Hausdorff también
es de utilidad en otras 4reas de la matemadtica, como: ecuaciones diferenciales [I1], estadistica [4], teoria
de operadores [19], entre otras. Ademds, tiene aplicaciones en otras dreas de la ciencia como: Medicina
[12] y Computacién [20].

El objetivo de este trabajo es estudiar la métrica de Hausdorff sobre el espacio més grande donde la po-
demos definir, es decir, sobre el espacio de los subconjuntos no vacios, acotados y cerrados, CB(X), de un
espacio métrico X; hacemos una recopilacién de los resultados relacionados con la métrica de Hausdorff,
que a nuestro parecer, son los més sobresalientes y ttiles para aquellos que inician el estudio de la teoria
de hiperespacios o que quieran estudiar la construccién formal de algunos fractales, presentandolos de
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manera conjunta, autocontenida y detallada. Para lograr tal objetivo, este trabajo lo hemos distribuido
de la siguiente manera.

En el Capitulo 1, realizamos una breve introducciéon a los espacios métricos, principalmente para
familiarizarnos con algunos conceptos y algunas notaciones que son utilizados a lo largo de la tesis. Al
final de dicho capitulo, damos la definicién de lo que es un continuo, presentamos ejemplos y verificamos
algunas de sus propiedades.

En el Capitulo 2, definimos la métrica de Hausdorff en la colecciéon de los subconjuntos no vacios,
cerrados y acotados, CB(X), de un espacio métrico X dado. Cabe mencionar que cada subespacio de
CB(X) considerado con esta métrica, se le conoce como hiperespacio del espacio métrico X. En este
capitulo, mostramos formas alternativas, y mostramos algunas de sus propiedades. Ademads, analizamos
la convergencia en el espacio CB(X) utilizando esta métrica e introducimos la nocién de limite superior
e inferior de una sucesién de conjuntos.

En el Capitulo 3, estudiamos algunas propiedades que son compartidas entre un espacio métrico X y
su respectivo espacio CB(X). Entre algunas propiedades que dependen de la métrica, verificamos que la
propiedad de acotabilidad, precompacidad y completez son equivalentes para X y CB(X). En cuanto a
las propiedades topoldgicas, mostramos que la propiedad de compacidad es equivalente para X y CB(X);
y por otra parte demostramos que el espacio CB(X) es conexo siempre que el espacio X sea conexo y
compacto.

En el Capitulo 4, mostramos algunas aplicaciones de la métrica de Hausdorff. Primero, en la Teoria
de Hiperespacios de Continuos. En esta parte introducimos la topologia de Vietoris y verificamos que la
topologia inducida por la métrica de Hausdorff y la topologia de Vietoris son la misma. La aplicacién de
la métrica de Hausdorff radica en la facilidad que nos brinda para realizar algunas demostraciones de los
teoremas mostrados en esta teoria. Segundo, mostramos la aplicacién de la métrica de Hausdorff en la
aproximacién de algunos fractales pertenecientes a la clase de los fractales que cumplen la propiedad de
autosemejanza, dentro de los cuales tenemos: el conjunto de Cantor, el tridngulo de Sierpinski, la carpeta
de Sierpinski y la curva de Koch.

A pesar de que la métrica de Hausdorff no es una nocién nueva en Matemaéticas, son pocos los libros
que se detienen a hacer un analisis detallado sobre sus propiedades y aplicaciones. Por tal razén, en la
tesis organizamos y presentamos un texto que sirva como referencia para adentrarse en el estudio y en
las aplicaciones de tal métrica. Esperamos que el lector encuentre interesante, comprensible y 1til la tesis
aqui expuesta.
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Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo introducimos las notaciones, los conceptos y los resultados que utilizamos para el desarro-
llo de nuestro trabajo. Muchas de las demostraciones de los teoremas de esta seccién se pueden consultar
en [10], [22] y [13], otras se encuentran en las referencias que se sefialardn antes de mencionar los teoremas.
En este capitulo sélo se demostraron los teoremas que no son muy conocidos o que son de mucha utilidad
en nuestro trabajo.

1.1. Notaciones y conceptos basicos

En esta seccion hablaremos del infimo y del supremo de un conjunto, siempre y cuando existan. El
conjunto de los niimeros reales lo hemos denotado como R, al conjunto de los niimeros naturales lo hemos
denotado como N y al conjunto de los niimeros irracionales lo hemos denotado como I. Designamos a los
conjuntos con letras mayusculas: A, B,C, ..., Z. El conjunto vacio es denotado por (.

Definicion 1.1.1. Sea A un subconjunto no vacio de R. Entonces A es:

1. Acotado superiormente si existe un nimero M € R tal que a < M, para todo a € A. Al nimero M
se le llama, cota superior de A.

2. Acotado inferiormente si existe un nimero m € R tal que m < a, para todo a € A. Al nimero m
se le llama cota inferior de A.

3. Acotado si estd acotado superior e inferiormente.

Definicién 1.1.2. En (R,d) sea A C R. Decimos que A es un intervalo si para cada x,y € A, y para
cada z € R con z < z < y se cumple que z € A.

Ejemplo 1.1.3. Sean a y b dos nimeros reales tales que a < b. Los intervalos siguientes son acotados,
siendo a una cota inferior y b una cota superior.

1. {reR:a<x<b},
2. {xeR:a<x<b},
3. {reR:a<z<b},
4 {zeR:a<z<b}

Definicién 1.1.4. Sea A un subconjunto no vacio de R.
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1. Se dice que un nimero « € R es el supremo de A y se escribe o = sup(A4) si cumple:
a) «a es cota superior de A;

b) si p es cota superior de A, entonces « < p.

2. Se dice que un ntmero 8 € R es el infimo de Ay se escribe 8 = inf(A) si satisface:
a) [ es una cota inferior de A;

b) Si p es una cota inferior de A, entonces pu < .

El siguiente resultado es conocido como el Axioma del supremo. Dicho resultado serd de gran utilidad
para garantizar la existencia del supremo en un conjunto.

Axioma 1.1.5. Si S es un conjunto no vacio acotado superiormente en R, entonces S tiene supremo en
R.

Corolario 1.1.6. Si S es un conjunto no vacio acotado inferiormente en R, entonces S tiene infimo en
R.

Ejemplo 1.1.7. Sean a y b dos ntmeros reales tales que a < by A= {z € R:a < z < b}. Entonces
inf(A) = a y sup(4) =b.

El siguiente resultado es conocido como la propiedad Arquimediana.
Teorema 1.1.8. Si z € R, existe un nimero natural n € N tal que x < n.

No es dificil verificar que si el supremo y el infimo existen, entonces son tnicos. Ademds, si A C R
con A acotado y no vacio, entonces inf(A4) < sup(A).

Teorema 1.1.9. Si A es un subconjunto de R el cual es no vacio y acotado superiormente, entonces
a = sup(A) siy sélo si:

1. Paracadaa € A,a < a,y
2. Para todo € > 0, existe a € A tal que a — € < a.

Teorema 1.1.10. Si A es un subconjunto de R el cual es no vacio y acotado inferiormente, entonces
B =inf(A) siy sélo si:

1. Paracadaa€ A,a> 5,y

2. Para todo € > 0, existe a € A tal que a < 5 + €.

Recordemos que a € A es el maximo del conjunto A si para todo x € A, a > x.
Lema 1.1.11. Sean a, b, c,d € R. Entonces max{a + b, c + d} < méx{a, c} + méx{b, d}.
Demostracién. Si méx{a +b,c+ d} = a + b, se tiene que

méx{a + b,c+ d} = a + b < mix{a, c} + méx{b,d}.
Si méx{a +b,c+ d} = ¢+ d, se sigue que
méx{a + b,c+ d} = ¢+ d < méx{a, c} + méx{b,d}.

Por lo tanto, max{a + b, ¢ + d} < méx{a,c} + max{b,d}. O

Lema 1.1.12. Sea a € R. Entonces méx{a, —a} = |a].
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Demostracién. Note que si a > 0, max{a, —a} = a = |a|. Por el contrario, si a < 0, se sigue que
méx{a, —a} = —a = |al. O
Teorema 1.1.13. Sean A y B dos subconjuntos acotados no vacios de nimeros reales. Entonces

1. sup(A U B) = méx{sup(A),sup(B)}.

2. inf(AU B) = min{inf(A), inf(B)}.

Demostracién. Sélo probaremos la proposicién 1, es decir, sup(A U B) = max{sup(A),sup(B)}. Sea
a = max{sup(A), sup(B)}. Veamos que « es cota superior de AU B. Sea x € AU B, entonces x € A o
x€B.Size A x<sup(A). Siz € B, z <sup(B). Por lo tanto, x < méx{sup(A4),sup(B)} = a. Ahora
veamos que « es la minima cota superior de A U B. Supéngase que [ es una cota superior de A U B.
Entonces x < 8, para cada € A y cada x € B. Note que sup(A) < § y sup(B) < 3. Asi, a < . Por lo
tanto, sup(A U B) = méx{sup(A),sup(B)}. De forma similar se prueba la proposicién 2. O

Teorema 1.1.14. Sean A y B subconjuntos acotados no vacios de nimeros reales tales que A C B.
Entonces: inf(B) < inf(A) < sup(4) < sup(B).

Teorema 1.1.15. Sea A un subconjunto de R no vacio y acotado inferiormente. Si € > 0 e inf(A) < e,
entonces existe a € A tal que a < e.

Demostracién. Sea € > 0 tal que inf(A) < e. Entonces ¢; = ¢ — inf(A) > 0. Luego, por el Teorema
1.1.10} existe a € A tal que a < Inf(A) + €;. De donde, a < e. O

1.2. Espacios métricos y propiedades

En esta seccién hablaremos sobre lo que es un espacio métrico. También se estudiaran algunas pro-
piedades en espacio métricos tales como: precompacidad, compacidad, completez, etc. En todo el trabajo
de la tesis, la unién y la interseccién entre conjuntos seran denotadas por U y N respectivamente. Las
familias de conjuntos las denotamos por medio de letras caligraficas mayusculas: A, B, C,... la unién y
la interseccién sobre familias de conjuntos las denotamos por | y (), respectivamente. Ademds, dado un
espacio métrico X, X™ denota el producto topolédgico de X por si mismo n veces.

Definicién 1.2.1. Una cuasi semimétrica en un conjunto X es una funcién d : X x X — [0,00) que
satisface las condiciones:

1. d(z,y) >0, y d(z,z) = 0, para todo z,y € X.
2. d(z,2) < d(x,y) + d(y, 2), para todo z,y,z € X.
El par (X, d) es llamado espacio cuasi semimétrico.

Definicién 1.2.2. Una cuasimétrica en un conjunto X es una funcién d : X x X — [0, 00) que satisface
las condiciones:

1. d(z,y) > 0,y d(z,z) = 0, para todo z,y € X.
2. d(z,2) < d(z,y) + d(y, z) para todo z,y,z € X.
3. Sid(z,y) =d(y,z) =0, entonces x = y, para todo z,y € X.

El par (X, d) es llamado espacio cuasimétrico.
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Definicién 1.2.3. Sea X un conjunto no vacfo. Una métrica en X es una funcién d : X x X — [0, 00)
que posee las siguientes propiedades:

1. Para todo z,y € X, d(x,y) >0.
2. Para todo z,y € X, d(z,y) = 0siy sélosi z =y.
3. Para todo z,y € X, d(x,y) = d(y, x).
4. Para todo z,y,z € X, d(z,y) < d(z, z) + d(z,y).
El par (X, d), constituido por el conjunto X y la métrica d definida sobre X, se denomina espacio métrico.

Por lo general a una métrica d sobre un conjunto X también se le llama distancia sobre X, ademas si
x,y € X, al ndmero d(z,y) se le denomina distancia entre z y y.

Si debilitamos la Definicién [1.2.3] excluyendo a 2, y se permite que existan z,y € X con = # y tal que
d(xz,y) = 0, d no es una métrica y recibe el nombre de seudométrica.

Ejemplo 1.2.4. Un ejemplo clasico de espacio métrico es el conjunto de los niimeros reales y la distancia
usual dada por d(a,b) = |b— al, para cada a,b € R. De manera general, para n > 1, R™, con la distancia
euclidiana d((z1,21, ..., Tn), (Y1, Y1,-- 1 Yn)) = V(@1 —y1)2 + (32 —y2)2 + - + (¥, — yn)?, para cada
(1,22, -, Zn)s (Y1,Y2, - - -, Yn) € R™ es un espacio métrico, denominado espacio euclideo n-dimensional.

De aqui en adelante, siempre que se trabaje con R, sera considerado con la distancia usual.

Ejemplo 1.2.5. Sean (X, d) un espacio métrico, z,y, z € X2, donde x = (z1,22),y = (y1,2), 2 = (21, 22)
y definimos d : X? x X2 — [0,00) como da((x1,x2), (y1,%2)) = méx{d(z1,y1),d(z2,y2)}. Veamos
que do es una métrica en X?2. Claramente se tiene que do(x,y) >0, da(z,y) = 0siysélosiz =y y
dz((E,y) = dQ(yvx)'

Sin pérdida de generalidad, supéngase que da(z,z) = méax{d(z1,21),d(x2,22)} = d(x1,21). Asi,
da(z,2z) = d(x1,21) < d(z1,y1) + d(yr,21) < méx{d(z1,y1),d(z2,y2)} + max{d(y1,z1),d(y2,22)}. De
donde, d(z, z) < d(x,y) + d(y, 2). Por lo tanto, (X2, ds) es un espacio métrico.

Ejemplo 1.2.6. Sea (X, d) un espacio métrico y X™ el producto topoldgico de X por si mismo n veces.
Sea dr((x1,22,. .. xn), (Y1, Y2, -, yn)) = max{d(z1,y1),d(x2,y2),...,d(Tn,yn)}. Entonces d, es una
métrica sobre X".

Denotamos por M a la coleccién de todos los espacios métricos, por CM a la coleccién de todos los
espacios cuasimétricos y por CSM a la coleccién de todos los espacios cuasi semimétricos.

Note que M C CM C CSM.

Teorema 1.2.7. Sean (X,d) un espacio métrico y A un subconjunto de X. Entonces A es un espacio
métrico con la métrica d|4 : A x A — [0, 00).

Definicién 1.2.8. Sea X un conjunto no vacio y definimos d : X x X — [0, 00) como:

0, siz=uy;
d(z,y) =

1, six#y.

Entonces d es una métrica en X, llamada métrica discreta y (X, d) es un espacio métrico; (X, d) se llama
espacio métrico discreto.

Definicién 1.2.9. Sea (X, d) un espacio métrico. Se define y denota al conjunto potencia del conjunto
X como P(X)={AC X :A#0}
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Definicién 1.2.10. Sean (X, d) un espacio métrico y A C X con A # 0. Si {d(z,y) : x,y € A} estd
acotado superiormente, el didmetro de A se denota y define como §(A) = sup{d(z,y) : x,y € A}. En caso
contrario diremos que 6(A) = co. Si §(A) € R, diremos que A es acotado.

Teorema 1.2.11. Sean (X, d) un espacio métrico y A C X tal que A es no vacio. Entonces A es acotado
si y sélo si estd contenido en una bola abierta cuyo centro puede ser cualquier punto del espacio.

Teorema 1.2.12. Sean (X, d) un espacio métrico y A, B C X tales que A y B son no vacios y acotados.
Entonces se tiene que:

1. Si A C B, entonces §(A) < §(B).
2. Si §(A) = 0, entonces A se reduce a un punto, es decir, A = {z}, para algin z € X.

Observacién 1.2.13. Sean (X,d) un espacio métrico, A C X con A no vacio y z € X. Entonces el
conjunto {d(z,a) : a € A} es no vacio y acotado inferiormente. Luego, por el Corolario el conjunto
{d(z,a) : a € A} tiene infimo, el cual denotaremos por d(z, A), esto es, d(z, A) = inf{d(z,a) : a € A}.
Obsérvese que la unica condicién que se le ha pedido al conjunto A es que sea no vacio.

Note que si z € A, entonces d(z, A) = 0. Ademds d(xg, A) < d(zo,a), para todo a € A.

Teorema 1.2.14. Sean (X,d) un espacio métrico y A, B C X talesque A # 0, B# 0y x € X. Si
A C B, entonces d(x, B) < d(z, A).

Demostracion. Supéngase que A C B. Sea a € A. Como A C B, se sigue que a € B. De lo cual se
sigue que d(z,a) > inf{d(x,b) : b € B} = d(x, B), para todo a € A. Asi, d(z, A) = inf{d(z,a) : a € A} >
d(z, B). O

Teorema 1.2.15. Sean (X, d) un espacio métrico, A C X tal que A # 0 y b,c € X. Entonces se satisface
que d(b, A) < d(b,c) +d(c, A).

Demostracion. Sea a € A. Por la desigualdad triangular, se sigue que d(b,a) < d(b,c) + d(c, a). Como
d(b,A) < d(b,a), d(b,A) < d(b,c) + d(b,a). Asi, d(b,A) — d(b,c) < d(b,a), para todo a € A. Luego,
d(b, A) — d(b,c) es una cota inferior de {d(b,a) : a € A}. Se sigue que d(b, A) — d(b,c) < d(c, A). Por lo
tanto, d(b, A) < d(b,c) + d(c, A), para todo ¢ € X. O

Teorema 1.2.16. Sean (X, d) un espacio métrico, b,c € X y A C X con A # (). Entonces se satisface
que |d(b, A) — d(c, A)| < d(b,c).

Demostracién. Por el Teorema [1.2.15] d(b, A) < d(b,c) +d(c, A). Asi, d(b, A) —d(c, A) < d(b, c). Anélo-
gamente, por el Teorema [1.2.15} d(c, A) < d(b, c) + d(b, A).
De donde, —d(b,c) < d(b, A) — d(e, A). Por lo tanto, |d(b, A) — d(c, A)| < d(b,¢). O

Definicién 1.2.17. Sea (X, d) un espacio métrico. Tomemos un punto a € X y un ndmero real » > 0. Se
llama bola abierta de centro a y radio r al conjunto: {x € X : d(z,a) < r} que lo denotamos por N(r,a).

Definicién 1.2.18. Sean (X, d) un espacio métrico y A C X. El conjunto A es un conjunto abierto en
X si para todo punto x € A existe r > 0 tal que N(r,z) C A.

Teorema 1.2.19. En un espacio métrico (X, d), para cada x € X y r > 0, la bola abierta N(r,z) es un
conjunto abierto.

Teorema 1.2.20. Sean (X,d) un espacio métrico y {A;};c; una familia de conjuntos abiertos en X.
Entonces se cumple que:
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1. El espacio X y el conjunto @) son abiertos en X.
2. U, Ai es un conjunto abierto en X.
3. Si I es finito, entonces (,c; A; es un conjunto abierto en X.

Definicién 1.2.21. Sean (X, d) un espacio métrico y A un subconjunto de X. Se dice que 2 € A es un
punto interior de A si existe un numero real r > 0 tal que N(r,z) C A.
Al conjunto {z € A : x es interior de A} se le llama interior de A y se denota por int(A).

Ejemplo 1.2.22. Ejemplos de conjuntos y su respectivo interior.

1. Si A = [a,b], donde a,b € R con a < b. Entonces int(A) = (a, b).

2. Consideremos el subconjunto de R, A = {1 : n € N}. Se tiene que int(A) = 0.
Teorema 1.2.23. Sean (X, d) un espacio métrico y A, B C X. Entonces se cumplen:

1. Si A C B, entonces int(A) C int(B).

2. int(A) es abierto en X.

3. int(A) Uint(B) C int(AU B).

4. int(A) Nint(B) = int(A N B).

Definicién 1.2.24. Sean (X,d) un espacio métrico y z € X. Se llama entorno del punto x a todo
conjunto abierto que lo contenga.

Obsérvese que por el Teorema una bola abierta de centro = y radio 7 es un entorno de z.

Definicién 1.2.25. Sean (X, d) un espacio métrico, A C X y = € X. Se dice que = es un punto de
acumulacion del conjunto A, si todo entorno de x contiene puntos de A distintos de x. Es decir, si para
todo entorno S de x se cumple que (S\ {z}) N A # 0.

Al conjunto de todos los puntos de acumulacién de un conjunto A se llama conjunto derivado de Ay
se denota como A’.

Teorema 1.2.26. Sea x un punto de acumulacién de un conjunto A. Si S es un entorno cualquiera de
x, el conjunto (S \ {x}) N A contiene infinitos puntos.

Definicién 1.2.27. Sean (X, d) un espacio métrico y A un subconjunto de X. Si A contiene todos sus
puntos de acumulacién, decimos que A es un conjunto cerrado en X.

Teorema 1.2.28. Sean (X, d) un espacio métrico y {A;};c; una familia de conjuntos cerrados. Entonces
se cumple que:

1. El espacio X y el conjunto @ son cerrados en X.
2. Si I es finito, entonces | J;.; A; es un conjunto cerrado en X.
3. N;es Ai es un conjunto cerrado en X.

Definicién 1.2.29. Dado un conjunto A en un espacio métrico (X,d), al conjunto A = AU A’, se le
llama clausura de A.

Teorema 1.2.30. Un conjunto A en un espacio métrico (X, d) es cerrado si y sélo si A = A.

Ejemplo 1.2.31. Ejemplos de clausura de conjuntos.
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1. Sea A = (a,b), con a < b. Entonces A = [a, b)].
2. Q=R

Teorema 1.2.32. Sean (X, d) un espacio métrico y A, B C X. Entonces se cumplen:
1. Si A C B, entonces A C B.

2. A es cerrado en X.

3. AUB=AUB.
4. ANBC AnB.

Teorema 1.2.33. Sean (X,d) un espacio métrico y A C X. Entonces las siguientes proposiciones son
equivalentes:

(1) x € A,
(2) d(z,A) =0,
(3) Para todo entorno S de z, SN A # 0.

Demostracién. Veamos que (1) implica (2). Sea z € A = AU A’. Si x € A se sigue que d(z, A) = 0.
Supongamos que x € A’. Notemos que 0 es cota inferior de {d(z,a) : a € A}. Veamos que 0 es la menor de
las cotas inferiores. Sea € > 0. Como N (¢, z) es un entorno de x, por definicién de punto de acumulacién
se verifica que AN (N (e, x)\ {z}) # 0, es decir, existe algin y € A con d(z,y) < e. Por el Teorema[[.1.10}
0=d(x, A).

Veamos que (2) implica (3). Tenemos que d(x, A) = 0. Sea S un entorno cualquiera de z. Como S es
abierto y contiene a z, existe un nimero real r > 0 tal que N(r,z) C S. Por el Teorema existe
y € A tal que d(z,y) < r. Es decir, existe algin y € A tal que y € N(r,z). Por lo tanto SN A # (.
Veamos que (3) implica (1). Se tiene que S N A # ) para todo entorno S de . Por el Teorema se
signe que z € A, asix € A= AU A’ O

Teorema 1.2.34. Un conjunto A en un espacio métrico (X, d) es cerrado si y sélo si X \ A es abierto.

Observacién 1.2.35. Sean (X, d) un espacio métrico y x € X. Entonces {x} es cerrado en X.

Demostraciéon. Sea A = {z}. Veamos que A es cerrado. Sea y € X \ A. Pongamos € = @ > 0. Note
que por la eleccién del €, se sigue que N(e,y) C X \ A. Luego, X \ A es abierto. Asi, por el Teorema

1.2.34] A es cerrado en X. O
Teorema 1.2.36. Sean (X,d) un espacio métrico y A = {x1,xa,...,z,} un subconjunto finito de X.

Entonces A es cerrado en X.

Demostracién. Notemos que A = (J!_,{z;}, y por la Observacién [1.2.35] los conjuntos singulares son
cerrados. Por Teorema [1.2.28](2), la unién finita de cerrados es cerrado. Asi, A = {x1,za,...,2,} es
cerrado. 0

Definiciéon 1.2.37. Un subconjunto A de un subconjunto B en un espacio métrico X se dice que es
denso en B C X si B esta contenido en la clausura de A, es decir, B C A. En particular, A es denso en
X o es un subconjunto denso de X si A = X.

Ejemplo 1.2.38. Los conjuntos QQ y I son densos en R.
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Definicién 1.2.39. Sean (X, d) un espacio métrico, A C X y U C P(X). Se dice que U es una cubierta
de A, si A C U{B: B € U}. Decimos que U es una cubierta abierta de A, si U es una cubierta de A y
todos los elementos de U son subconjuntos abiertos de X. Una subcubierta de una cubierta U de A es
una familia S de U que es también una cubierta de A.

Definicién 1.2.40. Sean (X, d) un espacio métrico y A C X. Decimos que A es compacto si toda cubierta
abierta de A admite alguna subcubierta finita para A.

Ejemplo 1.2.41. (R, d) con d la métrica usual, no es compacto, ya que la familia de abiertos {(n—1,n+
1) : n € Z} es una cubierta abierta de R, pero no posee una subcubierta finita para R.

Definicién 1.2.42. Sean (X, d) un espacio métrico y A C X. Se dice que A es precompacto si a todo
€ > 0 corresponde un conjunto finito de puntos x1, o, ..., x, € A tales que A C UZ=1 N(e, xp).

Teorema 1.2.43. Sea (X, d) un espacio métrico discreto. Entonces X es un conjunto precompacto si y
sélo si X es finito.

Teorema 1.2.44. En un espacio métrico, todo subconjunto compacto es precompacto.

Demostracién. Sean (X, d) un espacio métrico y A C X con A compacto. Sea e > 0. La familia
{N(e,a) : a € A} es una cubierta abierta para A. Como A es compacto, existen ay,as, ...,a, € A tales
que A C U, N(e, a;). Por lo tanto A es precompacto. O

Note que un conjunto precompacto no es, en general, compacto, como se muestra en el siguiente:

Ejemplo 1.2.45. Considere el intervalo (0, 1), como subespacio de R. Note que (0, 1) es precompacto. Por
otro lado, observe que (0,1) no es compacto. Para probar esta dltima afirmacién, considere la coleccién
Uu= {(%, 1) : n € N}. Note que U es una cubierta abierta de (0,1) y no contiene subcubiertas finitas, ya
que (n%, Hu (n%,l) U...uU (n%.’l) = (%, 1), donde N = méx{nj,ng,...,ng} y, ademds, % > 0, por lo

que (+,1) no cubre a (0,1).
Teorema 1.2.46. En un espacio métrico (X, d), todo conjunto precompacto es acotado.

Demostracién. Sea A C X y supéngase que A es precompacto. Sean x,y € A. Como A es precompacto,
para € = 1 se tiene que A C {J,_; N(1,z), donde z1, 2o, ...,z, € A. Entonces existen 7,5 € {1,...,n}
tales que x € N(1,z;) y y € N(1,z;).

Por otra parte, d(z,y) < d(z,z;) + d(x;,y) < d(z,2;) + d(z;, ;) + d(z;,y), con lo cual se sigue que
d(z,y) < 2+ h, donde h = méx{d(z,zx) : m,k € {1,...,n}}. Asi para todo z,y € A, d(z,y) < 2+ h.
Entonces 2 4 h es cota superior del conjunto {d(z,y) : z,y € A}, es decir, §(4) < 2+ h < oo. Por lo cual
A es acotado. O

El reciproco de este teorema no es, en general, cierto. Sea, por ejemplo (X,d) un espacio métrico
discreto con una cantidad infinita de puntos. El conjunto X es acotado, de hecho §(X) = 1; pero no es
precompacto por ser infinito (Ver Teorema [1.2.43)).

Corolario 1.2.47. En un espacio métrico (X, d), todo conjunto compacto es acotado.

Demostracién. Sea A C X y supéngase que A es compacto. Por el Teorema [1.2.44] se sigue que A es
precompacto. Asi, por el Teorema [1.2.46] se tiene que A es acotado. O

Teorema 1.2.48. Sea (X, d) un espacio métrico. Sean z,y € X tales que x # y. Entonces existe un
entorno S de z y un entorno T de y con SNT = {.

Demostracién. Dado que x # y, se tiene que d(z,y) > 0. Sear = @. Consideremos las bolas abiertas

S=N(r,z)yT = N(r,y). Note que S y T son entornos de z y y, respectivamente. Observe que SNT = ().
Probemos esta tltima afirmacién. Supéngase que N(r,z) N N(r,y) # 0. Sea z € N(r,z) N N(r,y). Asi,
d(z,z) < ryd(zy) < r. Porladesigualdad triangular d(z,y) < d(x, z)+d(z,y) < 2r. Entonces @ <.
Lo cual es una contraccién, por lo tanto SNT = 0. O
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Teorema 1.2.49. Sean (X, d) un espacio métrico, A C X con A compacto y x € X\ A. Entonces existe
un entorno S de x y existe un conjunto abierto T' con A C T tales que SNT = ).

Demostracién. Seay € A. Dado que 2 € X\ A, se sigue que x # y. Por el Teorema existen abiertos
U,y Vyen X talesque x € Uy, y € V, y U,NV, = 0. Consideremos U = {V,, : y € A}. Entonces A C |JU.
Como A es compacto, existen y1,9s,...,y, € A tales que A C |J]_, Vj,. Pongamos T = | J;_, V,,. Ahora
consideremos los respectivos Uy,, para cada i € {1,2,...,n}. Pongamos S =(._, U,,. Veamos ahora que
SNT = 0. Supéngase que SNT # (). Sea 2 € SNT. Entonces z€ Syze€T.Dadoque z€ T, z € Vi,
para algin j € {1,2,...,n}. Por otro lado, notemos que S C U,,. Como z € S, se sigue que z € U,,. Asi,
Uy, NV, # 0. Lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto, SNT = (). O

Teorema 1.2.50. Sea (X, d) un espacio métrico. Si A y B son dos conjuntos ajenos y compactos de X,
entonces existen abiertos ajenos Sy T de X talesque AC Sy BCT.

Demostracién. Sea y € B. Dado que ANB = {), se sigue que y € X'\ A. Por el Teorema para todo
y € B, existen abiertos Uy, y V,, en X tales que A C Uy, y € V,, y U, NV, = . Consideremos U = {V,, :
y € A}. Entonces B C [JU. Como B es compacto, existen yi,ya,...,y, € B tales que B C |JI, V,.
Pongamos T' = |J_, V,,. Ahora consideremos los respectivos U,,, para cada i € {1,2,...,n}. Pongamos
S =i, Uy,. Veamos ahora que SNT = . Supéngase que SNT # ). Sea z € SNT, entonces z € Sy
z€T.Dado que z € T, z € V,,, para algiin j € {1,2,...,n}. Por otro lado, notemos que S C U,,. Como
z € 8, se sigue que z € Uy,. Asf, U, NV, # (). Lo cual es una contradiccion. Asf, SNT = (). O

Teorema 1.2.51. Sean (X, d) un espacio métrico y A C X. Si A es compacto, entonces A es cerrado en
X.

Demostracion. Si A = X, por el Teorema(l), se sigue que X es cerrado. Supdéngase que A es un
subconjunto propio de X, y sea x € X\ A. Por el Teorema existe un entorno S de x y un conjunto
abierto T con A C T tales que SNT = . Como A C T, SN A =0, lo cual implica que S C X \ A. Asi,
X \ A es abierto. Por el Teorema se sigue que A es cerrado en X. O

Por el Teorema [[.2.51] y el Corolario tenemos:

Proposicién 1.2.52. En un espacio métrico (X, d) todo compacto es cerrado y acotado.
El siguiente resultado es conocido como el Teorema de Heine-Borel.
Teorema 1.2.53. Un subconjunto de R™ es compacto si y sélo si es cerrado y acotado.

Notemos que existen conjuntos que son cerrados y acotados que no son compactos, como se muestra
en el siguiente:

Ejemplo 1.2.54. Sea (X, d) el espacio métrico discreto, donde X tiene una cantidad infinita de puntos.
Entonces X es cerrado y X es acotado porque para todo x,y € X,d(z,y) < 1.

Pero no es compacto por no ser precompacto, pues para € < 1 se tiene que N(¢,2) = {z}, y no existe un
ntmero finito de puntos z1, 2, ..., ,, € X tales que X C |Jy_; N(e, ).

Teorema 1.2.55. Sean (X, d) un espacio métrico compacto y A C X con A cerrado en X. Entonces A
es compacto.

Demostraciéon. Sea {U, : « € I'} una cubierta para A. Dado que A es cerrado, se sigue que X \ A es
abierto, asf, {X \ A} U{U, : @ € I} es una cubierta abierta de X. Dado que X es compacto, la cubierta
abierta {X \ A} U{U, : a € I} admite una subcubierta finita de X. Por lo tanto, al remover X \ A de
esta subcubierta finita, se produce una subcubierta finita de la cubierta {U,} de A. O

El siguiente resultado es el Teorema de Tychonoff. Para ver una demostraciéon de este resultado
consulte [I3], pag. 267].
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Teorema 1.2.56. Si X7, X5,..., X, son espacios métricos compactos, entonces H?:l X; es compacto.

Teorema 1.2.57. Sean (X, d) un espacio métrico y compacto y sea { X, }52 ; una sucesién de subconjun-
tos cerrados de X tales que para cadan € N, X,,;1 C X,,. Si U es un abierto de X tal que ﬂf;l X, CU,
entonces existe N € N tal que Xy C U.

Demostracién. Sea U un abierto en X tal que (),_, X, C U. Entonces X \ U es cerrado. Por el
Teorema se sigue que X \ U es compacto. Como (), X,, C U, se tiene por leyes de De Morgan,
X\U c U,;2, X\ X,,. Entonces la familia {(X \ X,,) : n € N} es una cubierta abierta de X \ U. Dado que
X \ U es compacto existe una subcubierta finita {X \ X,,, X \ Xp,,..., X \ X, } que cubre a X \ U.

Sea N = méx{ni,ng,...,nmy}. Entonces Jj~, (X \ X,,;) = Xn. Por lo tanto Xy C U. O

1.3. Convergencia en espacios métricos

En esta seccién hablaremos sobre las sucesiones, en particular hablaremos de las sucesiones de Cauchy
y analizaremos algunas de sus propiedades.

Definiciéon 1.3.1. Sea X un conjunto no vacio. Una sucesion en X es una funcién f : N — X. Nor-
malmente, en vez de utilizar la notacién funcional, se utiliza la notacién con subindices f(n) = z,,, y se
habla de la sucesién f o {x,}nen. El punto z,, se llama n—ésimo término de la sucesién {z,}.

Definicién 1.3.2. Una subsucesion {yn }nen de la sucesion {z, }nen es otra sucesién definida por y,, =
Ty(n), donde ¢ : N — N es una funcién creciente. Es decir, se eligen elementos de la sucesién original,
sin alterar el orden.

Observacién 1.3.3. Toda sucesién es una subsucesién de si misma.

Definicién 1.3.4. Sean (X,d) un espacio métrico, {2, }nen una sucesiéon en X y z € X. Se dice que
{Zp}nen converge a x en X y se denota por x,, — x, si para cada € > 0, existe n. € N tal que para cada
n = ne, Tn € N(€,x). Si {2, }nen no converge en X, se dice que diverge.

Teorema 1.3.5. El limite de una sucesién convergente en un espacio métrico es unico.

Teorema 1.3.6. Sean (X, d) un espacio métrico, A C X y € X. Si z es un punto de acumulacién de
un conjunto A, entonces existe una sucesién {z,} en A, cuyos términos son distintos dos a dos y z,, — z.

Demostracion. Como x es un punto de acumulacién de A, por el Teorema para todo € > 0,
(N(e,z) \ {z}) N A tiene infinitos puntos. Asi, para e = 1, existe 1 €(N(1,2) \ {z}) N A. Supongamos
dados @1, 22, . .., 2,1 (distintos dos a dos) tales que para cadai € {1,...,n—1}, z; € (N(+,2)\{z})NA.
Como z es un punto de acumulacién de A, se tiene que (N(2,z)\ {2})N A tiene infinitos puntos, se puede
elegir z,, € (N(,2)\ {z}) N A de modo que w,, # z; para cada i € {1,...,n — 1}. Queda asf construida
una sucesion {x, }nen en A, de términos distintos dos a dos. Ademds, por la propiedad arquimediana
(vea Teorema , para cada ¢ > 0 existe n. > 0, tal que para cada n > n., d(x,z,) < €, con lo que

Ty — X ]

Teorema 1.3.7. Sea A un conjunto no vacio en un espacio métrico. Entonces = € A si y sélo si existe
una sucesién {z,} en A con z, — x.

Demostracién. Veamos que si x € A, entonces existe una sucesiéon {z,,} en A con z,, — x. Sea x € A.
Sixz e A, por el Teorema [1.3.6] existe una sucesién en A que converge a x. Si x € A, basta con tomar la
sucesién constante, es decir, para todon € N, x, =z, que esti en Ay =, — =.

Reciprocamente, supongamos que {x,} es una sucesién en A con x, — z. Demostraremos que = € A.
Sea S un entorno de z, luego existe un N € N tal que para todo n > N, x,, € S. Dado que la sucesién
estd en A, también x,, € A para todo n > N, es decir, 2, € SN A para todon > N. Asi, SN A # (), por

el Teorema|1.2.33] = € A. O
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Definicién 1.3.8. Sea (X, d) un espacio métrico. Se dice que X es secuencialmente compacto, si toda
sucesion en X admite por lo menos una subsucesiéon convergente en X. Si A C X, decimos que A es
secuencialmente compacto, si (A,da) es secuencialmente compacto.

Para ver una demostracién del siguiente teorema, vea [5, pdg. 112].

Teorema 1.3.9. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces X es secuencialmente compacto si y sélo si X
es compacto.

El siguiente resultado es consecuencia de los Teoremas y
Teorema 1.3.10. Sea (X, d) un espacio métrico secuencialmente compacto. Entonces X es precompacto.

Definicién 1.3.11. En un espacio métrico (X,d), se dice que {x,}nen es una sucesidn de Cauchy si
para cada € > 0, existe n. € N tal que para cada m,n > ne, d(z,,z,) <.

Obsérvese que los términos de una sucesion de Cauchy se acercan entre si a medida que los indices
crecen.

Teorema 1.3.12. Sean (X,d) un espacio métrico y {z, }neny una sucesién de Cauchy en X. Entonces
para todo € > 0, existe N € N tal que para cada n > N, d(z,,zn) < €.

Demostracion. Sea € > 0. Como {z, }»en es una sucesién de Cauchy, existe N7 € N tal que para cada
m,n > Ny, d(xn, Ty,) < €. Fijemos N > Nj y sea n > N. Entonces d(z,,zy) < €. O

Teorema 1.3.13. En un espacio métrico toda sucesiéon convergente es de Cauchy.

El reciproco del teorema anterior no siempre es cierta, pues existen sucesiones que son de Cauchy, pero
no son convergentes. Por ejemplo la sucesién x,, = % es de Cauchy en M = (0, 1], pero no es convergente
en M, pues su limite no se encuentra en M.

Para ver una demostracién del siguiente teorema, vea [I0, pag. 112].

Teorema 1.3.14. Sean (X, d) un espacio métrico y {z, }nen una sucesién de Cauchy en X. Si {zy, tnen
admite una subsucesién convergente en X, entonces {x, }nen converge y ambos tienen el mismo limite.

Teorema 1.3.15. Sean (X, d) un espacio métrico, z € X y {z, }nen una sucesién de Cauchy en X. Si x
es punto limite de la sucesién de Cauchy {z,, }ncn, entonces {z, }nen converge a x.

Definicién 1.3.16. Diremos que un espacio métrico (X, d) es completo si toda sucesién de Cauchy en
X es convergente en X.

Teorema 1.3.17. Sea (X, d) un espacio métrico completo. Sea A C X con A cerrado en X. Entonces A
es completo.

Teorema 1.3.18. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces X es compacto si y sélo si X es precompacto
y completo.

Demostracion. Supdéngase que X es compacto. Probemos que X es precompacto y completo. Dado que
X es compacto, por el Teorema[I.3.9] X es secuencialmente compacto. Asi, por el Teorema X es
precompacto. Ahora veamos que X es completo. Sea {z,}nen una sucesion de Cauchy en X. Como X
es secuencialmente compacto, la sucesién {z, }nen admite una subsucesion convergente a algin z € X.
Luego, por el Teorema {Zp }nen tiene como punto limite a x y por el Teorema {Zn tnen
converge a z. Por lo tanto, X es completo.

Ahora supongase que X es precompacto y completo, veamos que X es compacto. Por el Teorema
basta verificar que X es secuencialmente compacto. Sea {x, }nen una sucesién en X. Como X es
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completo, para demostrar que {2, },en tiene una subsucesién convergente bastard demostrar que {z,, }nen
tiene una subsucesion de Cauchy.

Si {Zn }nen es finita, no hay nada que probar, pues tiene infinitos términos iguales, de donde se sigue
que {x, nen tiene una subsucesién convergente. Supéngase que {z, }nen es infinita.

Dado que X es precompacto existen una coleccién finita {N(1,a;) : j =1,2,..., ki } de bolas abiertas
de radio 1 que cubre X. Sea N; alguna de estas bolas que contenga un nimero infinito de términos de la
sucesion {z, }nen. A su vez, Ny es precompacto y podemos entonces encontrar una bola de radio %, ala
cual llamamos N», que contiene un ntimero infinito de términos de la sucesién {x;, },en, contenidos en Nj.

Por induccién, tenemos bolas N}, de radio % tal que cada una contiene un niimero infinito de términos
de la sucesién {x, }nen contenidos en Nj_;. Podemos entonces escoger una subsucesion {z,, }nen tal
que x,, € N;, i =1,2,...,k. Demostraremos que {z,, }nen es de Cauchy y, por la completitud de X,
converge. Sean € > 0y K > % Por construccién, para todo k > K, z,, € Ng y Nk es una bola de radio
% < 5. Entonces, si k,l > K, xp,, 2, € Nk y d(Tn,,, Tn,) < d(2n,,%0) + d(Yo, Tn,) < % + % < % < €,
donde yo es el centro de Ng. Por lo tanto, la subsucesién {x,, }nen €s una sucesién de Cauchy. Luego,
X es secuencialmente compacto. Por lo tanto, por el Teorema [I.3.9] X es compacto. O

Definicién 1.3.19. Sea {a,} una sucesién de numeros reales. Entonces la serie infinita (o simplemente
serie) es la sucesién {s,} definida por
S§1 = a4y,

So = a1 + a2,

Sp=a1+ax+ ...+ ay.

.7 q .z 1.
Usaremos la notacién Zn:p an (p < q), para expresar la suma ap, + apy1+. ..+ aq. También utilizaremos
la expresién simb6lica a; 4+ ag + ... , 0 més brevemente Y~ a,. Si {s,} converge hacia s, diremos que
. ] e o0 . . . . .
la serie converge y escribiremos _, 0, = 5. Si{s,} diverge, se dice que la serie diverge.
n=1 )

Definicion 1.3.20. Una progresion geométrica es una sucesién de nimeros cada uno de los cuales,

después del primero, se obtiene multiplicando al niimero anterior por una constante llamada razén de la
Proporcion.

Definicion 1.3.21. Una serie geométrica es la suma de los términos de una progresion geométrica.

1

Por ejemplo, la serie % + % + 717 + ...+ 3= es geométrica, pues cada término sucesivo se obtiene al

multiplicar el anterior por %

Teorema 1.3.22. La serie geométrica real de término inicial a € R no nulo y de razén de la proporcién

r € R es convergente si y sélo si |r| < 1. En tal caso, su suma vale: X352 qar™ = 2. Para r # 1, la suma
n—1__k 1—r"

de los primeros n términos de una serie geométrica es ¥ "jar® = a5

—r "

1.4. Funciones entre espacios métricos

Es esta seccién hablaremos sobre las funciones en espacios métricos, pues seran de gran utilidad en los
Capitulos 3 y 4.

Definicién 1.4.1. Sean (X,dx), (Y, dy) espacios métricos y f : (X,dx) — (Y, dy) una funcién. Se dice
que f es inyectiva si para todo a,b € X se tiene que si a # b, entonces f(a) # f(b).

Definicién 1.4.2. Sean (X,dx), (Y, dy) espacios métricos y f : (X,dx) — (Y, dy) una funcién. Se dice
que f es suprayectiva si para todo y € Y, existe x € X tal que f(x) =y.
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Definicién 1.4.3. Sean (X,dx), (Y, dy) espacios métricos y f : (X,dx) — (Y, dy) una funcién. Se dice
que f es biyectiva si f es inyectiva y suprayectiva.

Definicién 1.4.4. Sean (X,dx), (Y,dy) espacios métricos, f : (X,dx) — (Y,dy) una funcién y a € X.
Se dice que f es continua en a, si para cada ¢ >0, existe § >0 tal que si dx(a,z) < ¢, entonces
dy (f(a), f(x)) < €. Decimos que f es continua en X si para cada a € X, f es continua en a.

Teorema 1.4.5. Sea f : X — Y una funcion entre espacios métricos. Entonces las siguientes propiedades
son equivalentes:

1. f es continua en X.
2. Si V es un subconjunto abierto en Y, entonces f~1(V) es subconjunto abierto en X.
3. Si T es un subconjunto cerrado en Y, entonces f~1(T) es subconjunto cerrado en X.

4. Para todo subconjunto S de X, f(S) C f(95).

Teorema 1.4.6. Si f es una funcién continua del espacio métrico compacto X sobre el espacio métrico
Y, entonces Y es compacto.

Teorema 1.4.7. Sean (X, d) un espacio métrico y A CX con A # (. Entonces la funcién denotada por
da: X —[0,00) y definida por da(z) = d(z, A), para todo z € X es continua.

Demostracién. Sean o € X y € > 0. Pongamos 6 = e. Si d(zp,z) < d. Por el Teorema [1.2.16
|d(zo, A) — d(x, A)| < d(zo,x). Entonces por la definicién de d4, se sigue que

|da(zo) — da(z)| < d(zo,x).

Asi, |da(zo) —da(z)| < e.

Es decir, d4 es continua. O]

Definicién 1.4.8. Una funcién f del espacio métrico (X, dx) al espacio métrico (Y, dy) se dice que es
uniformemente continua si para todo € > 0, existe un § > 0 tal que para cada par de puntos xg,r7 de X,
si dx (zo,21) < 0, entonces dy (f(zo), f(z1)) < e.

Teorema 1.4.9. Sean X, Y, Z espacios métricos, f : X =Y, g:Y — Z.Si f es uniformemente continua
en X,y g es uniformemente continua en Y, entonces g o f es uniformemente continua en X.

Teorema 1.4.10. Sea f una funcién continua del espacio métrico compacto (X, dx) al espacio métrico
(Y,dy). Entonces f es uniformemente continua.

Definicién 1.4.11. Sean (X,dx) y (Y,dy) dos espacios métricos. Se dice que la funcién f: X — Y es
una isometria si es biyectiva y ademds para cualesquiera z,y € X, dx(z,y) = dy (f(z), f(y)).

Definicién 1.4.12. Un espacio métrico (X, dx) es isométrico al espacio métrico (Y, dy), si existe una
isometria entre estos dos espacios métricos.

La isometria es una relacién de equivalencia en la clase de los espacios métricos.

Definicién 1.4.13. Dos espacios métricos X y Y son homeomorfos si existe una funcién biyectiva
f:X =Y tal que fy f~! son continuas.

Teorema 1.4.14. Sean dos espacios métricos X y Y. Si existe una isometria entre X y Y, entonces X
y Y son homeomorfos.
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Demostracion. Supéngase que el espacio (X, dx) es isométrico al espacio (Y, dy ). Entonces existe una
biyeccién f : (X,dx) — (Y,dy) tal que para cualesquiera z,y € X, dx(z,y) = dy(f(z), f(y)). Resta
probar que fy f~! son continuas. Por demostrar que f es continua. Sea y € X y ¢ > 0. Considérese
d =e€. Sidx(z,y) <9, entonces dx(x,y) < €. Asi dy (f(z), f(y)) < €, es decir, f es continua. De manera
similar se prueba que f~! es continua. O

Definicion 1.4.15. Sean X un espacio métrico, x € X y f : X — X una funcién. Se dice que = es un
punto fijo de f si f(x) = x.

Definicién 1.4.16. Sean (X, d) un espacio métrico y f : (X,d) — (X,d) una funcién. Se dice que f
es una funcion de Lipschitz si existe una constante k > 0 tal que d(f(z), f(y)) < kd(z,y), para cada
z,y € X. En tal caso, k es llamada constante Lipschitz.

Teorema 1.4.17. Sean (X,d) un espacio métrico, f : X — X y g : X — X funciones. Si f y g son
funciones de Lipschitz, entonces f o g es una funcién de Lipschitz.

Demostracion. Sean f y g funciones de Lipschitz, entonces existen kg > 0 y k1 > 0 tales que:

d(f(@), f(y)) < kod(z,y), para cada z,y € X

d(g9(),g(y)) < kid(z,y), para cada z,y € X.

Sean z,y € X, entonces:

d((fog)(x),(fog)(y) =d(f(g(x)), f(9(y))) < kod(g(x),9(y)) < kokrd(z,y).

Ast, d((f o g)(x), (f o 9)(y)) < kd(z,y), para cada x,y € X, donde k = kok; > 0. Por lo tanto, fog es
una funcién de Lipschitz. O

Corolario 1.4.18. Sean (X, d) un espacio métrico,n € Ny f1, fa,..., f, funciones de Lipschitz. Entonces
fiofao---0 f, es una funcién de Lipschitz.

Teorema 1.4.19. Sean (X, d) un espacio métrico y f : X — X una funcién. Si f es una funcién de
Lipschitz, entonces f es uniformemente continua.

Demostracién. Supéngase que f es una funcién de Lipschitz. Entonces existe k > 0 tal que d(f(z), f(y)) <
kd(x,y), para todo x,y € X. Sean zo € X y € > 0. Pongamos § = £ > 0. Supéngase que d(zo,x) < 6.
Como d(f(xo), f(z)) < kd(zg, ). Se sigue que d(f(zo), f(x)) < kd = €. Por lo tanto, f es uniformemente
continua. O

Definicién 1.4.20. Sean (X, d) un espacio métrico y f : X — X una funcién de Lipschitz con constante
de Lipschitz k£ > 0. Entonces:

1. Si k <1, la funcién f se le llama no expansiva.

2. Si k < 1, la funcién f se le llama contraccion, y en tal caso a k se le llama constante de contraccion
para f.
Usando el Teorema obtenemos:

Teorema 1.4.21. Sean (X,d) un espacio métrico, f : X — X y g : X — X funciones. Si f y g son
funciones contracciéon, entonces f o g es una funcién contraccién.

Aplicando el Corolario se tiene el siguiente resultado:

Corolario 1.4.22. Sean (X, d) un espacio métrico, n € Ny fi, fa, ..., f» funciones contracciéon. Entonces
fio fao---0 f, es una funcién de contraccion.
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1.5. Continuos

En esta seccién hacemos una breve introduccién a los continuos. Analizaremos algunas de sus propie-
dades y construiremos algunos continuos que son de interés para este trabajo.

Definicién 1.5.1. Sea A un conjunto no vacio en un espacio métrico (X, d). Decimos que los conjuntos
S, T son una disconexion de A si son no vacios, disjuntos, abiertos en el subespacio Ay A =SUT. Si
tales conjuntos existen decimos que A admite una disconexion.

Observe que si A admite una disconexién, ésta puede no ser unica.

Definicién 1.5.2. Sea A un conjunto no vacio en un espacio métrico (X, d). Decimos que A es disconexo
si admite alguna disconexion. Decimos que A es conezo si no es disconexo, es decir, no admite disconexién.

Teorema 1.5.3. Sean (X, d) un espacio métrico y A C X. Entonces A es disconexo si y sélo si existen
abiertos U y V tales que:

LUNA#ADyVNA#D;
2.UNVNA=(;
3. AcUUV.

Observacién 1.5.4. Nétese que si S y T son una disconexién de A, entonces S y T' son también cerrados
en A.

Demostracién. Dado que SNT =0, S = A\T y T = A\ S. Luego, por el Teorema[1.2.34] se sigue que
S y T son cerrados en A. O

Teorema 1.5.5. Sean (X,d) un espacio métrico y A C X. Entonces A es disconexo si y sélo si existen
cerrados F' y G tales que:

1. FNA#0y GnA # 0
2. FNGNA=0;
3. AC FUG.

Teorema 1.5.6. Sea X un espacio métrico. Entonces X es conexo si y sélo si ) y X son los tnicos
conjuntos en X que son al mismo tiempo abiertos y cerrados.

Teorema 1.5.7. Sea X un espacio métrico. Si A y B son subconjuntos de X tales que A es conexo y
A C B C A, entonces B es conexo. En particular, A es conexo.

Teorema 1.5.8. Sea F una familia de subconjuntos conexos de X. Si existe Ay € F tal que para todo
AeF, AnAg # 0, entonces | JF es conexo.

Corolario 1.5.9. Si F es una familia de subconjuntos conexos de (X, d) tales que [|F # (), entonces
(JF es conexo.

Teorema 1.5.10. Sea el espacio métrico (R, d), donde d es la métrica usual y A C R. Si A es conexo,
entonces A es un intervalo.

Demostracién. Supongamos que A es conexo y veamos que A es un intervalo. Ndétese que si A tiene
s6lo un punto, se sigue que A es un intervalo. Supéngase que A tiene més de un punto. Sean a,b € A, con
a < b. Sea ¢ € R tal que a < ¢ < b. Veamos que ¢ € A. Supéngase que ¢ ¢ A. Pongamos U = (—o0,¢) y
V = (¢,00). Note que U y V son abiertos no vacfosen R, UNVNA=0y ACUNV. As{, U y V forman
una disconexién para A. Lo cual es una contradiccion, pues A es conexo. Asi, ¢ € A. Por lo tanto, A es
un intervalo. O
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Teorema 1.5.11. Dado el espacio métrico (R,d) y a,b € R con a < b, se tiene que [a, b] es conexo.

Demostracién. Supongamos que [a, b] no es conexo. Por el Teorema existen F'y G cerrados en
(R,d), tales que F N [a,b] #0, GNla,b] #0, FNGNJ[a,b] =0y [a,b] C FUG. Como [a,b] es cerrado
en (R,d), por el Teorema [1.2.28](3), se sigue que F N [a,b] y G N [a,b] son también cerrados en (R, d).
Dado que F N a,b] estd acotado superiormente por b, por el Axioma existe ¢ = sup{F N [a,b]} €

FNla,bl = FNJa,bl. Como FNa,b] = (R\G)NJa,b], se sigue que F N [a,b] es abierto en (R, d), asf,
existe § > 0 tal que (¢—d,c+9) C [a,b] C FNJa,b]. Observe que b = c¢. Probemos esta iltima afirmacion.
Supéngase que b # ¢, entonces existe d € [a,b], tal que ¢ < d < ¢+ J y en tal caso d € F N Ja,b], lo cual
contradice que c es el supremo de {F N [a,b]}. Asi, b= ¢, y por lo tanto b € F' N [a, b]. De forma similiar
se prueba que b € G N [a,b]. Entonces F NG N [a,b] # 0, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, [a, b]
€s conexo. 0

Teorema 1.5.12. Consideremos el espacio métrico (R,d) y A C R. Si A es un intervalo, entonces A es
COnexo.

Demostracién. Supongamos que A es un intervalo y veamos que A es un conexo. Fijemos a € A, Para
todo x € A, sea:

[z,a] siz<a
I, =

[a,z] sixz>a

Por el Teorema [1.5.11] para todo = € A se tiene que I, es conexo tal que a € I,. Sea S = {I, : x € A}.
Entonces (S # (). Asi, por el Corolario m se sigue que | S es conexo. Dado que | JS = A, se sigue
que A es conexo. O

Por los Teoremas [1.5.10] y [1.5.12] se tiene que:

Corolario 1.5.13. Un subconjunto A de R es conexo si y sélo si A es un intervalo.
Para ver una demostracién de este resultado consulte [I3], pdg. 170].
Teorema 1.5.14. Si Xy, Xs,..., X, son espacios métricos conexos, entonces H?:l X, es conexo.

Definicién 1.5.15. Las n-celdas, [0,1]™, se definen como el producto cartesiano de n veces el intervalo
[0, 1].

Note que como [0, 1] es conexo. Entonces por el Teorema [1.5.14] las n-celdas [0, 1]™ son conexas.

Teorema 1.5.16. Si f es una funcién continua del espacio métrico conexo X sobre el espacio métrico
Y, entonces Y es conexo.

Teorema 1.5.17. Sean (X, d) un espacio métrico, Y C X y U y V no vacios, disjuntos y abiertos en X.
SiY esconexoyY CUUV entoncesY CUoY CV.

Definicién 1.5.18. Sean (X, d) un espacio métricoy x € X. La componente conexa del punto z se define
como C, = |J{C C X : C es conexo y z € C}.

Teorema 1.5.19. Sean (X, d) un espacio métrico y = € X. Entonces:
1. Si C es conexo tal que x € C, entonces C C C,.

2. C, es cerrado en X.
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Definicion 1.5.20. Un conjunto S de R™ se llama arco-conezo si, para cada par de puntos a y b de .S,
existe una funcién continua f : [0,1] — S tal que:

f0)=ay f(1)=0.
Una tal funcién se llama un camino de a a b.
Definicién 1.5.21. Un arco es un espacio homeomorfo al intervalo [0, 1].

Dado que un intervalo cerrado es un conjunto conexo y compacto, por los Teoremas [1.5.16] y se
sigue que un arco es un conjunto conexo y compacto.

Teorema 1.5.22. Si f: X — Y es continuay A C X con A arco-conexo, entonces f(A) es arco-conexo.
Teorema 1.5.23. En un espacio métrico (X, d), todo conjunto arco-conexo es conexo.

Teorema 1.5.24. Si F es una familia de subconjuntos arco-conexos de (X, d) tales que [ F # 0, entonces
|JF es arco-conexo.

Definicion 1.5.25. Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacio. Un subcontinuo es
un continuo el cual estd contenido como subespacio en otro continuo.

De los Teoremas [1.2.56|y [L.5.14] se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.5.26. Si X, X»,...,X,, son continuos, entonces H?:l X, es continuo.

Ejemplo 1.5.27. Algunos ejemplos de continuos son los siguientes:
1. El intervalo [a,b], para a,b € R con a < b, es un continuo.
2. Las n-celdas [0, 1]™ son continuos. En particular, la 2-celda es un continuo (Ver Figura .
3. Un arco es un continuo (Ver Figura|1.2).
4. En un espacio métrico Y, la imagen continua de un continuo es un continuo.

5. Sea T = {(z,sen(1)) e R? : 0 < z < 1} y X la cerradura de T' en R? (Ver Figura . Note que
X es cerrado y acotado, asi, por el Teorema se tiene que X compacto. Ademads, observe
que T es conexo, pues es la imagen continua del conexo (0, 1], al considerar su cerradura X, por el
Teorema|1.5.7] se sigue que X es conexo. Claramente X es no vacio. Por lo tanto, X es un continuo,

llamado la curva senoidal del topélogo.

Figura 1.1: Gréfica del continuo 2-celdas.

Construir continuos no es una tarea facil, por lo cual conviene ver el siguiente resultado que brindara
una gran herramienta para dicha tarea.

Teorema 1.5.28. Si X es un continuo y {A,}22; es una sucesién de subcontinuos tales que para toda
n €N, A,41 C A, entonces ()~ A, es un continuo.
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Figura 1.2: Gréfica de un arco.

Figura 1.3: Gréfica de la curva senoidal del topdlogo.

Demostracién. Sea A = (2 A,. Como A es interseccién de cerrados, entonces, por el Teorema
1.2.28)(3), se sigue que A es cerrado. Dado que X es compacto y A es cerrado, por el Teorema se
tiene que A es compacto.

Obsérvese que X \ A,, es abierto en X, para cada n € N. Por demostrar que A no es vacio. Supéngase
que A es vacio. Por leyes de De Morgan

X:X\A:X\(ﬁ Ap) = (X \ A1) U (X \ As)U...

n=1

Entonces la familia {(X\ A1), (X \ A2), ...} es una cubierta abierta de X. Como X es compacto existe una
subcubierta finita X \ A,,,, X \ 4,,,,..., X \ A,,,, que cubre a X. Supdngase, sin perdida de generalidad
que n1 < ng < ... <n,,. Entonces

X = (X\ Ap)U(X\ Ap)U. o U(X\Ap ) =X\ (A, N A, N N Ay ) = X\ Ay

En consecuencia A,, = 0, lo cual es una contradiccién, pues al ser A, un subcontinuo es diferente del
vacio. Por lo tanto, A es diferente del vacio.

Resta probar que A es conexo. Supdéngase que A no es conexo. Entonces existen U y V cerrados de X,
no vacios tales que UNV =0y A=UUV. Al ser X compacto, por el Teorema se sigue que U y
V' son compactos. Entonces por el Teorema [1.2.50| existen [ y J abiertos tales que U C I y V C J, con
INJ = 0. Nétese que (), A, C TU.J, entonces por el Teoremaexiste N eNtal que Ay C TUJ.
De donde Ay = (Axy N I)U (Ay N J). Observemos que, UUV = A C Ay. Como U # 0, sea k € U,
entonces k € I. Como k € A, se sigue que k € Ay NI. Luego Ay N1 # (. De manera similar se prueba
que Ay NJ # (. Asi, Ay no es conexo. Lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, A es conexo. O

En el siguiente ejemplo se hard uso del Teorema para construir un continuo.

Ejemplo 1.5.29. Sean Ag =[0,1] x [0,1] y By = (%, %) X (%, %), obsérvese que Ag es un continuo, pues
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Ay es el producto de continuos (Vea Teorema .

Sea A; = Ap\ By. Obsérvese que A; es un continuo. Sea By = (é, g)x (%, %) ng = (97 g) X (97 9) Bas =
(3,8) x (1,2), Bag = (5,2) x (4,2), Bas = (£,8) x (4,2), Bag = (5, 2) x (5, %), Bar = (4,3) x (,8)
y ng = (g, S) X (9, 9) Sea A2 = A1 \ BQ, donde B2 Bgl U BQQ U ng U BQ4 U B25 U B26 U B27 U BQg,
obsérvese que As es un continuo. Asi, sucesivamente se continua con la construccién de los A,,. Para una
idea geométrica de cémo son los conjuntos formados, vea la Figura [I.4]

Entonces por el Teorema se sigue que A = (7, A,, es un continuo conocido como la Carpeta de

Sierpinski.

Figura 1.4: Gréfica de los primeros pasos para construir la Carpeta de Sierpinski mediante continuos.

Observe que el Teorema [I.5.28] nos brinda una herramienta para construir continuos de una manera
sencilla. En el ejemplo anterior se construyé la Carpeta de Sierpinski mediante continuos. De manera
similar es posible construir el Tridngulo de Sierpinski (Vea Definicién. En el Capitulo 4, se mostrara
otra manera de construir la Carpeta de Sierpinski.






Capitulo 2

Métrica de Hausdorft

En este capitulo se construird la métrica de Hausdorff que nos serd 1til para medir la distancia entre
subconjuntos. Note que en la construccién de dicha métrica se realizaran restricciones a los subconjuntos
en los cuales se desea construir dicha métrica. También, se mostraran otras equivalencias de la métrica
de Hausdorff como se muestra en las Definiciones y Dado que las métricas nos permiten

construir sucesiones, en este capitulo analizaremos cémo son las sucesiones con la métrica de Hausdorff.

2.1. Construccion de la métrica de Hausdorff

Empezaremos definiendo las siguientes colecciones de conjuntos.

Definicién 2.1.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces definimos las siguientes familias de conjuntos
de X:

1. CLX)={ACX:A#(y Aescerrado en X};
2. CB(X)={AC X :A#10,A es acotado y cerrado en X };
3.2X ={ACX:A#0y A es compacto}.

Obsérvese que:
2X C CB(X) C CL(X) C P(X). Para verificar que 2% C CB(X), sea A € 2%. Entonces A es compac-
to, y por la Proposicién [1.2.52] se sigue que A es cerrado y acotado. Luego, A € CB(X). Asi, 2X C CB(X).

Notemos que puede suceder que CB(X) ¢ 2%, pues existen conjuntos cerrados y acotados que no son

compactos (Vea el Ejemplo [1.2.54)).
Las inclusiones CB(X) C CL(X) C P(X) son claras.

Observemos que no se ha pedido ninguna restriccién a X, pero si restringimos al conjunto X se ob-
tienen casos particulares.

Observacion 2.1.2. Notemos que:
Si X es acotado, entonces CL(X) = CB(X).
Si X es compacto, entonces CL(X) = CB(X) = 2%.

Por la Definicién [1.2.8] a los conjuntos P(X), CL(X), CB(X) y 2% podemos considerarlos como
espacios métricos, con la métrica discreta. A continuacién construimos una métrica, diferente a la discreta,

para algunos de estos conjuntos.

21
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Recordar que dado un espacio métrico X, A, B C X con A y B no vacfos y un punto z € X, d(z, A) =
inf{d(z,a) : a € A} (Vea Obervacién [[.2.13)). De manera similar, puede considerar el inf{d(b, A) : b € B}
el cual lo denotamos por D(A, B), es decir, D(A, B) = inf{d(b, A) : b € B}. No es dificil verificar que
D(A, B) = inf{d(a, B) : a € A}. Obsérvese que D(A, B) > 0. Ademés, si A = B entonces D(A, B) = 0.
Pero si D(A, B) = 0, entonces no necesariamente ocurre que A = B, como lo indica el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1.3. En (R,d) con la métrica usual. Sean A = (1,8) y B = (3,5). Entonces D(A,B) =0y
A+ B.

Veamos otro ejemplo de D(A, B).

Ejemplo 2.1.4. En (R,d) con la métrica usual. Sean A = {0}, B = (1,2) y C = {3}. Entonces
D(A,C) =3, D(A,B) = 1y D(B,C) = 1. Asi, D(A,C) > D(A, B) + D(B,C).

En el Ejemplo se observa que D no satisface la desigualdad triangular, por lo cual D no define
una métrica en P(X), CL(X), CB(X) y 2¥.

Ejemplo 2.1.5. En (R,d) con la métrica usual. Sean A = (1,00) y B = {0}. Note que el conjunto
{d(a,B) : a € A} no es acotado superiormente y por lo tanto no tiene supremo.

Si consideramos el conjunto {d(a, B) : a € A}, para que el supremo de este conjunto exista se tiene
que restringir a los conjuntos A y B, pidiéndoles que sean acotados y no vacios.

Definicién 2.1.6. Sean (X, d) un espacio métricoy A, B C X con Ay B no vacfos y acotados. Entonces
definimos y denotamos: p(A, B) = sup{d(a, B) : a € A}, y p(B, A) = sup{d(b, A) : b € B}.

Observacién 2.1.7. Note que p(A,B) > 0, p(B,A) > 0y p(A, A) = 0. Adems4s, se tiene que no siempre
se cumple que p(A, B) = p(B, A), como veremos en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 2.1.8. En (R, d) con la métrica usual. Sean A = [0,5] y B = [10,20]. Primero encontremos el
valor de p(A, B). Para ello, para cada elemento de a € A debemos encontrar el inf{d(a,b) : b € B}. Es
decir, debemos encontrar el elemento b € B tal que d(a,b) < d(a,x) para todo x € B. Luego, considerar
el sup{d(a, B) : a € A}. Si a = 3, entonces el elemento b € B que cumple con las codiciones mencionadas
es b=10. Asi, d(3,10) = |[3—10| = 7. Si a = 5, entonces el elemento b € B que cumple con las codiciones
mencionadas es b = 10. Asi, d(5,10) = |5 — 10| = 5. Después de repetir este procedimiento para cada
elemento a € A, se observa que a = 0 maximiza esta distancia. Por lo tanto, p(4, B) = 10. De forma
similar p(B, A) = 15. Notemos que p(A, B) # p(B, A).

El ejemplo anterior muestra cémo obtener el valor de p(A, B). Ahora veremos un ejemplo en (R?, d),
donde d((z1,y1), (z2,y2)) = /(21 — 22)2 + (41 — y2)2.

Ejemplo 2.1.9. Sean A y B conjuntos definidos por A = {(z,y): 1 <z <2,0<y <1}y B={(z,y):
4<2<6,0<y<4}. Vea Figura

Note que los conjuntos A y B son disjuntos. Adem4s, observe que si (a1, a2) € A, entonces d((a1,az), B) =
d((a1,az2),(4,as2)). Como 1 < ay < 2, se sigue que p(A, B) = 3.

Por otro lado, si (b1, b2) € B, entonces d((by,b2), A) = d((b1,b2),(2,a2)), donde 0 < az < 1, el cual varia
segin la eleccién de (by, b2). Note que b = (6,4) maximiza d((by,bz), A). Asi, p(B, A) = 5.

Observacién 2.1.10. Sean (X, d) un espacio métrico y A, B C X tales que A y B son no vacios. Si X
es acotado, entonces A y B con acotados.

Asi, existe el sup{inf{d(a,b) : b € B} : a € A} y sup{inf{d(b,a):a € A} :b e B}. Por lo tanto,
p(A,B),p(B,A) e R.
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Figura 2.1: Graficade A ={(z,y): 1 <2 <2, 0<y<1}yB={(z,y) : 4<2<6,0<y <4}

Teorema 2.1.11. Sean (X, d) un espacio métrico y A, B,C C X con A, B y C no vacios y acotados. Si
B C C, entonces p(A,C) < p(A, B).

Demostracién. Supéngase que B C C. Sea a € A. Por el Teorema [1.2.14] se tiene que d(a,C) <
d(a, B). Asi, d(a,C) < p(A, B). De donde, d(a,C) < p(A, B), para todo a € A. De lo cual, se sigue que
sup{d(a,C) :a € A} < p(A, B), asi p(A,C) < p(A, B). O

Teorema 2.1.12. Sean (X, d) un espacio métrico y A, B,C C X tales que A,B y C son no vacios y
acotados. Entonces p(AU B, C) = méx{p(4,C), p(B,C)}.

Demostracién. Por propiedades de p(A, B), se tiene que:
p(AUB,C) = sup{d(z,C) : € AU B}, luego por el Teorema [1,1,13)
= méx{sup{d(z,C) : x € A},sup{d(z,C) : x € B}}
=mix{p(A4,C), p(B,C)}.
Por lo tanto, p(AU B, C) = méx{p(A4,C), p(B,C)}. O

Note que p no es una métrica, pero en el Teorema [2.1.15] p nos servird para construir la métrica de
Hausdorff. Por tal motivo, conviene analizar mas propiedades de p.

Teorema 2.1.13. Sean (X, d) un espacio métricoy A, B C X tales que A y B son no vacios y acotados.
Entonces

1. p(A,B) =0siysélosi AC B.
2. p(B,A)=0siysdlosi BC A.

Demostracién. Veamos que p(A4, B) = 0 si y sélo si A C B. Por demostrar que si p(A4, B) = 0, entonces
A C B. Supéngase que p(A, B) = 0. Sea z € A. Como p(A, B) =0, d(z, B) < sup{d(a, B) : a € A} = 0.
Asi, d(x, B) = 0. Luego, por el Teorema se tiene que = € B. Por lo tanto A C B.

Ahora supéngase que A C B, por demostrar que p(A, B) = 0. Sea a € A. Entonces a € B. Por el Teorema
d(a,B) = 0. Asi, para todo a € A, d(a, B) = 0. De donde, el sup{d(a,B) : a € A} = 0, esto es,
p(A, B) = 0. La prueba de p(B, A) = 0 si y sélo si B C A es similar a la prueba anterior. O

Con las propiedades de p previamente analizadas, es natural preguntarse sobre si p satisface la de-
sigualdad triangular. El siguiente resultado, responde a esa pregunta de forma positiva.

Teorema 2.1.14. Sean (X, d) un espacio métrico y A, B,C C X tales que A,B y C son no vacios y
acotados. Entonces p(4, B) < p(4,C) + p(C, B).
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Demostracion. Sean a € A y ¢ € C. Por el Teorema [1.2.15] se sigue que d(a, B) < d(a,c) + d(c, B).
Luego d(a, B) es una cota inferior de {d(a,c) 4+ d(c, B) : ¢ € C'}, entonces:

d(a, B) < inf{d(a,c) +d(c,B):ce C}
< inf{d(a,c) : c€ C} +inf{d(c,B) : c € C} = d(a,C) + p(C, B).

Asi, d(a, B) < d(a,C) + p(C,B) < p(A,C) + p(C, B). De lo cual se sigue que p(A,C) + p(C, B) es una
cota superior de {d(a, B) : a € A}.
Asi, p(4, B) < p(A,C) + p(C, B). O

Note que p no es métrica en CB(X), porque no siempre se cumple que p(A4, B) = p(B, A) (vea Ejemplo
2.1.8)). Sin embargo con p, se construye una métrica para CB(X). Ademds, por la Observacién y el
Teorema [2.1.14] se tiene que p es una cuasi semimétrica en CB(X).

Dados A, B, C subconjuntos no vacios y acotados de un espacio métrico, se analizé6 un nimero llamado
p(A, B), el cual se observé que cumplia algunas condiciones para que dicho numero fuera una métri-
ca, pero una de las propiedades que no satisfacia era la simetria, es decir, no siempre se cumple que
p(A, B) = p(B, A). Ahora definimos un nuevo nimero relacionando con p(A, B) y p(B, A).

Analicemos el siguiente nimero, H(A, B) = max{p(A, B), p(B, A)}, ;Este nuevo nimero inducird una
métrica sobre CB(X)?.
Por las propiedades de p(A, B) y p(B, A) no es dificil probar que:

1. H(A,B) > 0.
2. H(A, B) = H(B, A)
3. H(A,B)=0siysélosi BC Ay AC B.

Las propiedades del nimero H (A, B), son casi las propiedades de una métrica, el tinico inconveniente
es la propiedad 4, la cual deberfa ser H(A, B) = 0 si y s6lo si A = B. Para que se cumpla esta propiedad,
a los conjuntos A y B se les exigird que sean conjuntos cerrados, y de esa manera obtendremos que B C A
y A C B, con lo cual podremos concluir que A = B. Recuerdese que para que el nimero p(A, B) tenga
sentido, los conjuntos A y B deben ser no vacios y acotados.

Teorema 2.1.15. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces la funcién H : CB(X) x CB(X) — [0,00)
definida por H(A, B) = méx{p(A, B), p(B, A)}, para todo A, B € CB(X), es una métrica sobre CB(X).

Demostracién. Para demostrar que H es una métrica sobre CB(X), basta probar que satisface las 4
propiedades de la Definicién [1.2.3

1. Sean A, B,C € CB(X). Se cumple que H(A, B) > 0, pues p(A,B) >0y p(B,A) > 0.
2. Por la simetria del maximo, H es simétrica, es decir, H(A, B) = H(B, A).

3. Por demostrar que H(A, B) = 0 si y sélo si A = B. Primero probemos que si H(A, B) = 0, entonces
A = B. Supédngase que H(A, B) = 0. Entonces por definicién de H(A, B) se tiene que p(4,B) =0
y p(B,A) = 0. Usando el Teorema se tiene que A C By B C A. Como A,B € CB(X), Ay
B son cerrados, con lo cual A C By B C A, es decir, A = B.
Resta probar que si A = B, entonces H(A, B) = 0. Supéngase que A = B entonces A C B
y B C A, como todo conjunto estd contenido en su cerradura se tiene que A C B y B C A,
con lo cual A C By B C A. Por el Teorema p(A,B) = 0y p(B,A) = 0. Entonces
H(A, B) = max{p(A, B),p(B,A)} =0.
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4. Ahora veamos que H cumple con la desigualdad triangular. Por el Teorema [2.1.14] se sigue que:

a) p(A, B) < p(A,C) + p(C, B)
b) p(B,A) < p(B.C) + p(C, A).

Entonces H(A, B) = méx{p(A4, B), p(B,A)} < méx{p(4,C) + p(C, B), p(C, A) + p(B,C)}. Por el
Lema [T.1.11] se tiene que: H(A, B) < max{p(4, C), p(C, A)} + max{p(C, B), p(B,C)} = H(A,C) +
H(C, B). Por lo tanto, H(A, B) < H(A,C) + H(C, B).

De 1,2,3 y 4, este teorema estda demostrado. O

Las bolas abiertas en CB(X) se denotardn como B(d, A), donde A € CB(X) y § > 0. La métrica H del
Teorema se le conoce como la métrica de Hausdorff. De ahora en adelante, el espacio CB(X) serd
considerado con la métrica de Hausdorff. Ademds, cualquier subconjunto de CB(X) serd considerado con
la métrica de Hausdorff de CB(X) restringida.

La métrica de Hausdorff, nos permite trabajar con un tipo de conjuntos llamados hiperespacios. Para
ello, damos la siguiente definicién.

Definiciéon 2.1.16. Sea X un continuo. Un hiperespacio de un continuo X es una coleccién de subcon-
juntos de X que satisface ciertas condiciones. Estos espacios son considerados con la métrica de Hausdorff.

Estos espacios son estudiados en los capitulos 3 y 4, cuando X es un continuo.

2.2. Propiedades de la métrica de Hausdorff

En esta seccion veremos algunas propiedades que satisface la métrica de Hausdorff, asi como algunas
equivalencias que tiene esta métrica. La siguiente definicién sera de gran utilidad para dar otra equiva-
lencia de la métrica de Hausdorff.

Definicién 2.2.1. Sean (X, d) un espacio métrico y A C X con A no vacio. La nube alrededor de A y
radio r > 0 se define y denota como:

N(r,A)={x € X : d(z,A) < r}.
Observacién 2.2.2. Note que z € N(r, A) si y sélo si existe a € A tal que d(x,a) <r

En efecto, probemos que si x € N(r, A), entonces existe a € A tal que d(x,a) < r. Sea x € N(r, A).
Asi, d(x, A) < r. Por el Teorema[[.1.15] existe a € A tal que d(z,a) < 7.
Ahora veamos que si existe a € A tal que d(x,a) < r, entonces x € N(r, A). Como d(z, A) < d(z,a), para
todo a € A, se sigue que d(z, A) < r. Asi, x € N(r, A).

En los siguientes resultados, se analizan algunas propiedades de la nube.

Teorema 2.2.3. Sean (X, d) un espacio métrico, € > 0y A € CB(X). Entonces se tiene que N(e, A) =
U{N(e,a):a € A}.

Demostracién. Primero se demostrard que |J{N(¢,a) : a € A} C N(e, A). Sea x € [J{N(e,a) : a € A}.
Entonces existe ag € A tal que © € N (e, ap). Luego, d(z,ap) < e. Como d(x,A) < d(z,ap) se tiene que
d(z, A) < e. Por lo tanto = € N(e, A). Resta probar que N(e, A) C |U{N(e,a) : a € A}.

Sea x € N (e, A). Entonces d(z, A) < €, es decir, inf{d(z,a) : a € A}< e. Por el Teorema [I.1.15] existe ag
en A tal que d(z,ap) < e. Entonces © € N(e,ag). Por lo tanto, € |J{N(e,a) : a € A}. O

Teorema 2.2.4. Sean (X,d) un espacio métrico, ¢ > 0y A C X tal que A es no vacio y acotado.
Entonces se tiene que N(e, A) = J{N(5,A) : 0 < 0 < €}.
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Demostracién. Veamos primero que N(e, A) C [J{N(5,A4) : 6 > 0y d < €}. Sea z € N(c, A), asi,
d(z,A) < e.Sead > 0talqued(z,A) < § < e. Entonces z € N(5,A). Asi, x € | J{N(0,A) : 6§ >0y d < e}
Ahora veamos que |J{N(,A):0 >0y d <e} C N(e, A). Sea z € | J{N(4,4) : § >0y J < €}. Entonces
existe 07 > 0 tal que 01 < e y € N(d1,A4). Asi, d(z, A) < 01 < e. De lo cual se sigue que = € N(e, A).
Por lo tanto, [J{N(§,A) : 6 >0y 0 < €} C N(e, A). Dado que N(e, A) CU{N(0,A): 6 >0y <e}y
U{N(@,A): 6 >0y d <e} C Ne A), se sigue que N(e, A) = [J{N(,A):6 >0y <e}. O

Teorema 2.2.5. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces para cualquier ¢ > 0 y para cualesquiera
A, B € CB(X), se tiene que N(e, A)UN(e,B) = N(¢, AU B).

Demostracién. Sean € > 0y A, B € CB(X). Primero probemos que N(¢, A) U N(e, B) C N(¢, AU B).

Como N(e,A) C N(e, AUB)y N(e,B) C N(e, AUB), se sigue que N (e, A)UN (e, B) C N(¢, AUB). Resta
probar que N(e, AUB) C N(e, A)UN (e, A). Sea a € N(e, AU B), entonces existe algin b € AU B tal que
d(a,b) <e. Sibe A, sesigue que N(e, AUB) C N(e, A). Sibe B, se sigue que N(e, AU B) C N(e, B).
Por lo tanto N(e, AU B) C N(e, A) UN(e, A). O

Teorema 2.2.6. Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Si A € CB(X) y U es un abierto en X tal que
A C U, entonces existe € > 0 tal que A C N(¢,A) C U.

Demostracién. Notemos que AN (X \U) = 0. Como Ay X \ U son cerrados y X es compacto, por el
Teorema Ay X \U son compactos. Asi, d(A, X\U) > 0. Sea e = W. Note que N(e, A) C U.
En efecto, sea © € N(¢, A). Entonces existe a € A tal que d(a,z) < €. Asi, x € N(¢,a). De manera que,
z € U. En caso contrario, es decir, x € X \ U, entonces x € N(e,a) N (X \U). Asi, N(e,a) N (X \U) # 0.
Luego existe z € N(e,a) N (X \ U) tal que d(a,z) < € < d(A,X \ U). Lo cual es una contradiccién. Por
lo tanto, € U. En consecuencia, N (e, A) C U. Por lo tanto, A C N(e, A) C U. O

Teorema 2.2.7. Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Si 4, B € 2% tales que AN B = (), entonces
existe € > 0 tal que N(e, A)N N(e, B) = 0.

Demostracién. Por contradiccién, supongase que N (e, A) N N(e, B) # (), para cada ¢ > 0. Como
ANB =10y A, B son compactos se tiene que D(A4, B) > 0.

Sea € = M > 0. Como N(e, A) N N(e,B) # (0, entonces existe un z € N(e, A) N N(e, B). De lo
cual se sigue que x € N(e, A) y © € N(e,B), es decir, existe un a € A y existe un b € B tales que
d(z,a) < ey d(z,b) < e. En consecuencia d(a,b) < d(a,z) + d(z,b) < 2¢ = D(A, B). Lo cual contradice
que D(A, B) = inf{d(a,b) :a € Ay b € B}. O

En los siguientes resultados se analiza la relacién entre p y la nube.

Teorema 2.2.8. Sean (X,d) un espacio métrico, A, B € CB(X) y € > 0. Entonces
1. Si p(A, B) < ¢, entonces A C N(e, B).
2. Si A C N(e, B), entonces p(4, B) <.

Demostracién. Por demostrar que si p(A4, B) < ¢, entonces A C N(e, B).

Supdngase que p(A, B) < €. Sea a € A. Entonces d(a, B) < p(4, B) < e. Entonces a € N (e, B). Por lo
tanto, A C N(e, B).

Ahora supéngase que A C N (e, B). Veamos que p(4, B) < e. Seaa € A. Como A C N(e, B), se sigue que
a € N(e, B). Asi, d(a, B) < e. Entonces d(a, B) < €, para todo a €A. De donde sup{d(a,B) : a € A} <e.
Esto es, p(4,B) <e. O

Teorema 2.2.9. Sean (X, d) un espacio métrico, A, B C X tales que A y B son no vacios y acotados y
€ > 0. Si A es compacto, entonces:

p(A,B) < esiysolosi AC N(e B).
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Demostracién. Supongamos que A es compacto. Por el Teorema [2.2.8)(1), basta verificar que si A C
N (e, B), entonces p(A, B) < e. De manera que, supongamos que A C N(e, B). Entonces por el Teorema
ACU{N(,B):6 >0y < e}. Como A es compacto, existen d1,0z,...,d, tales que para cada
ie{l,2,...,n}, 8 <ey AcC U, N(,B). Pongamos a § = méax{d; : i € {1,2,...,n}}. Ahora, sea
a € A. Entonces existe j € {1,2,...,n} tal que a € N(§;, B), asi, d(a, B) < ¢;. De donde, d(a, B) < 6.
Como a € A fue arbitrario, se sigue que ¢ es cota superior de {d(a,B) : a € A}. En consecuencia,
p(A, B) < 6. Por lo tanto, p(A, B) < e. O

Teorema 2.2.10. Sean (X, d) un espacio métrico y A, B € CB(X). Entonces:
p(A,B) =if{r >0: AC N(r,B)}.

Demostracién. Sea R = {r >0: A C N(r,B)}. Usando el Teorema s6lo basta probar dos cosas:
1) Por demostrar que p(A, B) < r, para todo r € R.

Sea r € R. Entonces se tiene que 7 > 0 y es tal que A C N(r, B). Luego para todo a € A, se tiene que
a € N(r,B). Asi, para todo a € A, se tiene d(a, B) < r. De donde sup{d(a, B) : a € A} <r. Con lo cual
p(A,B) <r.

2) Veamos que para todo € > 0, exite r € R tal que p(4,B) < r < p(A,B) + €. Sea ¢ > 0. Pongamos
ro = p(A, B) + §. Veamos que r¢ € R. Claramente 79 > 0. Resta probar que A C N(ro, B).

Sea a € A. Asi, d(a, B) < sup{d(a, B) : a € A}. Luego d(a, B) < p(A, B). Como p(A, B) < p(A,B) + §,
entonces d(a, B) < p(A, B) + § = ro. Entonces d(a, B) < 1o, es decir a € N(ro, B). En consecuencia
A C N(rg,B). Asi, rg € R. Ademés, p(A, B) < rg < p(A, B) + €. Asi, de lo probado en 1) y 2) y por el
Teorema [1.1.10] se sigue que p(A, B) = inf{r > 0: A C N(r, B)}. O

El siguiente resultado sera de gran utilidad en el Teorema [2.2.14] para dar otra forma de ver a la
métrica de Hausdorff. Ademas, serd de gran utilidad en muchos resultados de la tesis.

Teorema 2.2.11. Sean (X, d) un espacio métrico, A, B € CB(X) y € > 0. Entonces se cumplen:
1. H(A, B) < ¢, entonces A C N(e,B) y B C N(e, A).
2. SSACN(e,B) y BC N(e, A), entonces H(A, B) < e.

Demostracién. Por demostrar que si H(A, B) < €, entonces A C N(e, B) y B C N(e, A).

Supéngase que H(A, B) < e. Entonces p(B, A) < € y p(A, B) < e. Usando el Teorema [2.2.8](1), se tiene
que A C N(e,B) y B C N(e, A). Resta probar que si A C N(e, B) y B C N(¢, A), entonces H(A, B) < e.
Supéngase que A C N(¢,B) y B C N(¢,A). Por el Teorema [2.2.8/(2), se cumple que p(B,A) < ey
p(A, B) < e. Entonces méx{p(B, A), p(4, B)} < ¢, es decir, H(A, B) <. O

Teorema 2.2.12. Sean (X, d) un espacio métrico, 4, B € 2X y € > 0. Entonces:
H(A,B) <esiysélosi AC N(e,B) y BC N(eg, A).

Demostracién. Supongamos que A y B son compactos. Por el Teorema [2.2.11}(1), basta probar que si
AC N(e,B)y B C N(¢,A), entonces H(A, B) < €. Asi, supongamos que A C N(¢,B) y B C N(¢, A).
Por el Teorema se sigue que p(A, B) < ey p(B,A) < e. De donde, H(A, B) <e. O

Proposicién 2.2.13. Sean (X,d) un espacio métrico y A, B € CB(X) tales que A = {a} y B = {b}.
Entonces H(A, B) = d(a,b).

Demostracién. Tenemos p(A, B) = sup{d(a, B) : a € A} = sup{d(a,{b}) : a € A} = sup{d(a,b) : a €
A} = sup{d(a,b)} = d(a,b). De forma similar p(B, A) = d(a,b). Como H(A, B) = max{p(A, B), p(B, A)},
se sigue que H(A, B) = d(a,b). O
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El siguiente resultado nos brinda otra forma de ver a la métrica de Hausdorff. Por lo general, esta
definicién es muy usada en la Teorfa de Continuos (se estudiard en el capitulo 4).

Teorema 2.2.14. Sean (X, d) un espacio métrico, y A, B € CB(X). Entonces:
H(A,B)=inf{r >0: AC N(r,B),B C N(r,A)}.

Demostracién. Sea R ={r >0: A C N(r,B),B C N(r,A)}. Usando el Teorema [1.1.10} basta probar
dos afirmaciones:

1. Por demostrar que H(A, B) < r, para todo r € R. Sea r € R. Entonces se tiene que r > 0 y es tal
que A C N(r,B) y B C N(r,A). Entonces para todo a € A, se tiene que a € N(r, B) y para todo
b € B, se tiene que b € N(r, A). Asi, para todo a € A, se tiene d(a, B) < r y para todo b € B,
se tiene d(b, A) < r. Entonces sup{d(a,B) : a € A} < r y sup{d(b,A) : a € B} < r. Con lo cual
p(A,B) <ry p(B,A) <r,es decir H(A, B) = max{p(A, B),p(B,A)} <r.

2. Por demostrar que para todo € > 0, exite r € R tal que H(A, B) <r < H(A,B) +e.
Sea € > 0. Pongamos rg = H(A, B) + 5. Veamos que ro € R. Claramente 7o > 0. Resta probar
que A C N(rg,B) y B C N(rg,A). Sea a € A. Entonces d(a, B) < sup{d(a,B) : a € A}. Luego
d(a,B) < p(A,B) < H(A,B) < H(A,B) + §. Entonces d(a, B) < 79, con lo cual tenemos que
a € N(ro,B). Luego A C N(ro,B). De forma similar se tiene que B C N(rg, A). Asi, ro € R.
Ademds, H(A,B) < r9 < H(A,B) + e. Asi, de lo probado en 1) y 2) y por el Teorema
H(A,B) =inf{r >0: AC N(r,B),BC N(r,A)}.

De 1 y 2, este teorema estd demostrado. O

Como 2% C CB(X), se sigue que 2% es un espacio métrico con la métrica H restringida a 2.
La siguiente definicién, nos brindara otra forma de caracterizar la métrica de Hausdorff.

Definicién 2.2.15. Sean (X, d) un espacio métrico, y A, B € CB(X). Entonces la distancia Pompeiu-
Hausdorff entre A y B esta dado por: Do (A, B) = sup{|d(z, A) — d(z,B)| : z € X }.

El siguiente teorema nos brinda otra forma de ver a la métrica de Hausdorff. Cabe mencionar, que
esta definicién es muy usada en el anélisis.

Teorema 2.2.16. Sean (X, d) un espacio métrico, y A, B € CB(X). Entonces H(A, B) = Dy (4, B).

Demostracién. Veamos que Do (A, B) < H(A, B). Sean z € X y b € B. Por el Teorema [1.2.15| se tiene
que d(z, A) < d(z,b)+d(b, A). Como d(z, A) es una cota inferior de {d(z,b) +d(b, A) : b € B}, entonces:

d(z, A) < inf{d(z,b) +d(b, A) : b € B}
< inf{d(z,b) : b € B} + fnf{d(b, A) : b € B}
< inf{d(x,b) : b € B} +sup{d(b,A) : b € B} =d(z,B) + p(B, A).

Asl, d(z, A) — d(z, B) < p(B, A). De forma similar, se sigue que d(z, B) — d(x, A) < p(A, B). Entonces
méx{d(z, A) — d(z, B),d(z,B) — d(z,A)} < méx{p(A, B),p(B,A)} = H(A, B). Asi, por el Teorema
se sigue que |d(z,A) — d(z,B)| < H(A, B), para todo z € X. Esto es H(A4, B) es una cota
superior de {|d(z, A) — d(z,B)| : * € X}, entonces sup{|d(z,A) — d(z,B)| : © € X} < H(A, B). Asi,

Do (A, B) < H(A, B). Ahora veamos que H(A, B) < Dy (A4, B).

P(B, A) = Sup{d(b, A)
= sup{d(b,A) —d(b,B) : b € B}
<sup{d(z,A) —d(z,B) :x € X}
<sup{ld(z,A) —d(z,B)| : x € X}.

:be B}



2.3. CONVERGENCIA CON LA METRICA DE HAUSDORFF 29

De forma similar, p(A, B) < sup{|d(z,A) — d(z,B)| : * € X}. Luego, considerando el méximo entre
p(A,B) y p(B,A), se sigue que méx{p(4, B),p(B,A)} < sup{|d(b,A) — d(b, B)| : x € X}. De donde,
H(A, B) < Dy (A, B). Por lo tanto, ’H(A,B) =D (4, B). 0O

Teorema 2.2.17. Sean (X, d) un espacio métrico, y A1, Ay, By, By € CB(X). Entonces H(A; U Ay, By U
Bg) S InéX{H(Al, Bl), H(AQ, Bg)}

Demostracién. Sean A= A UA; y B= By UDB;y. Seaa € A. Sia€ Ay, se sigue que:

d(a, By U By) = inf{d(a,b) : b € By U By}, luego por el Teorema [1.1.13
= min{inf{d(a,b) : b € By}, inf{d(a,b) : b € By}}
= min{d(a, B1),d(a, Bz)}.

Asi, d(a, B) < d(a, By). De donde d(a, B) < d(a, By) < sup{d(a,By):a € A1} = p(A1,B1) < H(A1, By).
Por lo tanto, si a € Aj, se sigue que d(a,B) < H(A;,B1). Similarmente si a € Ay, se sigue que
d(a,B) < H(As, Bs2). Entonces, si a € A, d(a,B) < max{H (A1, B1), H(Az2, Ba)}. Luego, p(A,B) <
méx{H (A1, B1), H(Asz, B2)}. De manera similar, se prueba que p(B, A) < méx{H (A1, B1), H(Az, Bs)}.
Por lo tanto, H(Al U A27 Bl @] BQ) S méx{H(Al, Bl),H(AQ, BQ)} O

2.3. Convergencia con la métrica de Hausdorff

En esta seccion se hablard de sucesiones y criterios de convergencia en los hiperespacios. Dado que los
hiperespacios son espacios métricos, la definicién de sucesién y el criterio de convergencia de sucesiones,
es el mismo que conocemos en cualquier espacio métrico. La métrica usada es la métrica de Hausdorff.

Observacién 2.3.1. Sean (X, d) un espacio métrico, {A,}32; una sucesién en CB(X) y A € CB(X).
Se dice que {A,}5°; converge a A en CB(X) y se denota por A, — A o bien lim A,, = A, si para cada
€ > 0, existe n. € N tal que para cada n > n., A, € B(e, A). Si {A,}52 1 no converge en CB(X), se dice
que diverge. La métrica usada es la métrica de Hausdorff.

A continuacién, veremos algunos ejemplos de sucesiones en CB(X). El siguiente ejemplo, es una
sucesion constante.

Ejemplo 2.3.2. Sean X = [0,1] x [0,1], 4,, = [0,1] x {0}, para cada n € N y pongamos A = [0,1] x {0}.
Obsérvese que H(A,, A) = 0. En consecuencia H(A,, A) < €, para cada € > 0. De manera que A, — A.

Teorema 2.3.3. Sean (X, d) un espacio métrico, {z,, } una sucesién en X y z € X. Entonces {z,,} — {z}
en CB(X) siy sélo si x, —» x en X.

Demostracién. Pongamos A,, = {z,}, para todo n € Ny A = {z}. Por demostrar que si A,, - A en
CB(X), entonces z,, = x en X. Sea ¢ > 0. Como lim A,, = A, existe N € N tal que H(A,, A) < ¢, para
cada n > N. Entonces por la Proposicién se sigue que H(A,, A) = d(z,,z) < €, para cadan > N.
De donde z,, — = en X.

Por demostrar que si x,, — x en X, entonces A,, = A en CB(X). Supdéngase que z,, — = en X. Sea ¢ > 0.
Entonces existe N € N tal que d(x,, ) < €, para cada n > N. Luego, por la Proposicién se sigue

que d(zp,x) = H(A,, A) < ¢, para cada n > N. En consecuencia, 4,, — A en CB(X). O
Ejemplo 2. 3 4. Sean X = [0,1] x [0,1], A, = {(%, 1)} para cada n € N y sea A = {(0,0)} (Vea Figura
. Como % — 0, se sigue que (£, 7) — (0,0). Asi, por el Teorema [2.3.3) A, — A.
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Figura 2.2: Gréfica de la sucesién A, = {(,1)} en X =[0,1] x [0, 1].
Ejemplo 2.3.5. Sean X = [0,1] x [0,1], 4, = [0,1] x {1}, para cada n € Ny sea A = [0,1] x {0}
(Vea Figura . Veamos que A, — A. Sea ¢ > 0. Elegimos N € N tal que % < €. Sean > N. Por
demostrar que 4,, C N(e, A). Sea z € A,,. Obsérvese que d(z, A) < . En consecuencia, d(z, 4) < e. Asi,
x € N(e,A) y por lo tanto A,, C N(e, A). De forma similar se prueba que A C N (e, A,). Entonces, por
el Teorema se sigue que H(A,, A) < e. Por lo tanto, 4,, — A.

1 A
2 A
3 A
Ay
LA
1

Figura 2.3: Gréfica de la sucesién A, = [0,1] x {1} en X =[0,1] x [0,1].

Lema 2.3.6. Sea (X, d) un espacio métrico. Sean {4, }52; v {Bn}72, sucesiones de elementos de CB(X)
tales que lim A, = A y lim B, = B, donde A, B € CB(X). Si A, C B,, para cada n € N, entonces
ACB.

Demostracién. Supéngase que para cada n € N, A, C B,. Veamos que A C B. Sea a € A. Por
demostrar que a € B. Como B € CB(X), se sigue que B es cerrado, basta con verificar que a € B. Sea
€ > 0. Como lim A,, = A, entonces existe N1 € N tal que H(A,, A) < §, para cada n > N;. De forma
similar, como lim B, = B, entonces existe N, € N tal que H(B,, B) < §, para cada n > N».

Sean N = max{Ny, Na}. Luego, para cada n > N, H(A,,A) < § y H(B,, B) < 5. Asi, por el Teorema
2.2.11}(1), A C N(5,A,) y B, C N(§,B), para cada n > N. Fijemos m € N tal que m > N. Como
a € A, existe x € A, tal que d(a,x) < §. Por hipétesis A, C By, asi © € B,,. Luego existe z € B tal
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que d(z, z) < §. Entonces d(a, z) < d(a,z) + d(x,z) < e. De manera que z € N(e¢,a) N B. De lo cual se
sigue que N(e,a) N B # 0. Asif, por el Teorema |1.2.33} € B = B. Por lo tanto A C B. O

Ejemplo 2.3.7. Sean X = [0,1] x [0,1]. Para cada n € N, sean 4, = {(,1)}, A = {(0,0)}, B, =
0.1 % {1} ¥ B = [0,1] x {0}.
En los Ejemplos y se prob6 que A, —+ Ay B, — B. Note que A, C B,, y ademds A C B.

Lema 2.3.8. Sea (X, d) un espacio métrico. Sean {4, }°2; v {Bn}52; sucesiones de elementos de CB(X)
tales que lim A, = A y lim B,, = B, donde A, B € CB(X). Entonces lim (4, UB,,) = AU B.

Demostracién. Sea € > 0. Por demostrar que existe N € N tal que para cada n > N, A, UB, €
B(e, AU B). Como lim A, = A, existe N; € N tal que H(A,,A) < §, para cada n > N;. De forma
similar, como lim B, = B, existe No € N tal que H(B,,B) < §, para cada n > N. Sean N =
méx{Ny, No} y n > N. Entonces H(A,,A) < § y H(B,,B) < §. Por el Teorema(l), se sigue que
A, CN(5,A), ACN(5,A), B, C N(§,B)y BC N(5,B,). Entonces A,, UB, C N(5,A)UN(35,B)
y AUB C N(§,A,) UN(5,By,). De lo cual se sigue, por el Teorema que A, UB, C N(§,AUB)
y AUB C N(§,A, U B,). En consecuencia, por el Teorema (2)7 H(A, UB,,AU B) < €. Por lo
tanto, para cadan > N, A, U B,, € B(¢, AU B). De donde, lim (A4, U B,) = AU B. O

Ejemplo 2.3.9. Sean X = [0,1] x [0,1]. Para cada n € N, sean 4,, = [0,2] x {1}, A =[0,2] x {0},
B, =[3,1] x {1} y B = [$,1] x {0}. Con un procedimiento similar al realizado en el Ejemplo @, se
prueba que 4, = Ay B, — B. Note que A, UB,, = [0,1] x {1} y que lim(4,, U B,) = [0,1] x {0} (Vea
Ejemplo . Asi, lim(A, U B,) = AU B.

Lema 2.3.10. Sea (X,d) un espacio métrico. Sean {4,}°2, y {Bn}32; sucesiones de elementos de
CB(X) tales que lim A, = Ay lim B,, = B, donde A, B € CB(X). Si {z,} C A, N B,, para cada n € N,
tal que z,, = z, v € X. Entonces z € AN B.

Demostracion. Note que A,NB,, C A, para todo n € N. Luego por el Teorema lim(A,NB,) C A.
De forma similar lim(A,, N B,,) C B. De lo cual se sigue que lim(A,, N B,) C AN B. Por otro lado, sea
Cn = {z,}, para todo n € N. Entonces C,, C A, N B, para todo n € N. Asi, por el Teorema
{z} =1lim C,, C lim(A4,, N B,,). Por lo tanto, z € AN B. O

Lema 2.3.11. Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Sean {A,}°2 ; y { B, }52; sucesiones de elementos
de CB(X) tales que lim A,, = A y lim B,, = B, donde A, B € CB(X). Si A, N B,, # 0, para cada n € N,
entonces AN B # .

Demostracién. Por contradiccién, supéngase que A N B = (). Por el Lema existe € > 0 tal que
N(e,A)N N(e, B) = 0. Como lim A, = A, existe N; € N tal que H(A4,,A) < ¢, para cada n > Nj.
De forma similar, como lim B,, = B, existe Ny € N tal que H(B,,B) < ¢, para cada n > Ny. Sea
N =max{Ny, N2} y n > N. Entonces H(A,, A) < e y H(B,, B) < . Por el Teorema [2.2.11},(2), se sigue
que A, C N(e,A), AC N(e,A,), B, C N(¢,B) y B C N(¢,B,) para cada n > N. Como A, N B,, # 0,
sea © € A, N B,. Entonces © € A, y ¢ € B,,. Asi x € N(¢,A) y © € N(e, B), de lo cual se sigue que
N(e, A)N N(e, B) # 0, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, A N B # (. O

Observacién 2.3.12. Sea (X, d) un espacio métrico. Sean {A,}°2; y {B,}32; sucesiones de elementos
de CB(X) tales que lim A, = A y lim B, = B, donde A, B € CB(X). No siempre ocurre que lim
(A, N B,) =AN B, como lo veremos a continuacion.

Ejemplo 2.3.13. Sean X = [0,1] x [0,1]. Para cada n € N, sean A, = [%,1] X {%}, Pp = (1,%),
an = (0, %_H) v By, = Pnqn, donde p,q, es el segmento de linea que une a los puntos p, y ¢,. Vea Figura
Obsérvese que {4,122, v {Bn}52, son sucesiones de elementos de CB(X) tales que lim A, = Ay
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lim B, = B, donde A = [£,1] x {0} y B =[0,1] x {0}. Luego AN B = [£,1] x {0}. Por otro lado, para
cadan € N, A, N B, = {p,}. Asi, lim (A, N B,) = {po}, donde {po} es el punto (1, 0). Por lo tanto lim
(A, NB,)#ANB.

Ay
1+ P1
B,y
1 A
2 7] Bz P2
As
1
3 H_/r p3
Bs
A
1‘3 t Do
1 1
2

Figura 2.4: Gréfica de la sucesién A,, = [%, 1] x {%}, Pn=1(1,2),¢.= (0 R%H) y Bn = PnGn, donde D,,q,
1

es el segmento de linea que une a los puntos p, y ¢, en X = [0,1] x [0,

No siempre es facil demostrar que una sucesién es convergente, el siguiente ejemplo es una muestra
de ello.

Ejemplo 2.3.14. Sean X = [0, 3] x [0, 1], para cada n € N,

[0,2] x {1}, sin es par

[1,3] x {1}, sin es impar.

Vea Figura Demostrar que esta sucesién converge o diverge, no es tarea facil.
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1 A3
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1 2 3

Figura 2.5: Gréfica de la sucesién A, = [0,2] x {1} si n es par y 4,, = [1,3] x {1} si n es impar.

Las siguientes nociones nos brindan una herramienta para analizar si una sucesion es convergente o

no.
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Definicién 2.3.15. Sean X un espacio métrico y {A,}52; una sucesién en CB(X). Se define y denota
el lémite inferior y el limite superior de {A,}52, como:

1. lim inf A, = {& € X : para todo abierto U de X con x € U, existe N € Ntal que U N 4,, #
(), para cadan > N}.

2. limsup 4,, = {z € X : para todo abierto U de X con x € U, existe J C N infinito tal que U N
A, # 0, para cadan € J}.

Ejemplo 2.3.16. Sea X =[0,3] x [0,1], para cada n € N,

0,2] x {1}, sin es par

[1,3] x {1}, sin esimpar.
Vea Figura Entonces lim inf 4,, = [1,2] x {0} y lim sup A,, = [0, 3] x {0}. Obsérvese que para este
ejemplo lim inf A,, C lim sup A,,. Note que lim inf A,, # lim sup A,,.

Ejemplo 2.3.17. Sean X = [0,1] x [0,1], 4,, = [0,1] x {1}, para cadan € Ny A = [0,1] x {0}. Vea
Figura En este caso lim inf A, = limsup 4,, = [0,1] x {0} = A.

Ejemplo 2.3.18. Sean X = [0, 3] x [0, 1], para cada n € N,

[0,1] x {1},  sin es par

2,3] x {1}, sin es impar.

Vea Figura Entonces lim inf A4,, = 0 y lim sup 4,, = ([0,1] U [2,3]) x {0}. Obsérvese que para este
ejemplo lim inf A,, Clim sup A,. Note que lim inf A,, #lim sup A,,.

Ay
1 _
1 As
2 As
bt M
1 2 3

Figura 2.6: Gréfica de la sucesién A, = [0,1] x {2} si n es par y 4, = [2,3] x {1} si n es impar en
X =10,3] x [0,1].
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Teorema 2.3.19. Sea (X, d) un espacio métrico y {A,}52; una sucesién en CB(X). Entonces:
1. lim inf A,, C limsup A4,,
2. lim inf A, y lim sup A, son conjuntos cerrados en X.

Demostracién.
1. Consecuencia inmediata de la definiciéon de limite inferior.

2. Dado que limsup A,, C limsup A,,. Para probar que limsup A,, es cerrado, por el Teorema
basta con verificar que limsup A,, C limsup 4,. Sea x € limsup 4, y ¢ > 0. Por el Teorema
se sigue que N (e, z) Nlimsup A, # 0. Sea y € N(e,x) Nlimsup A4,. Entonces y € N(e,z) y
y € limsup A4,,. Sea r > 0 tal que N(r,y) C N(e,z). Como y € limsup A,,, N(r,y) N A,, # () para
una infinidad de n’s. Entonces N(e,x) N A, # () para una infinidad de n’s, es decir, x € limsup A,,.
Entonces limsup A,, Clim sup A,,. En consecuencia lim sup A,, es cerrado. De forma similar se
prueba que lim inf A,, es cerrado.

De 1 y 2, este teorema esta demostrado. O

Proposicién 2.3.20. Sean X un continuo, {A4,}22; una sucesién en CB(X) y = € X. Entonces se
cumple que z € limsup A4, si y sélo si existen una sucesién de nimeros naturales {ns}>, tales que
ny <ng <...<ng<...ypuntosz,, € A,,, para cada k € N, tales que limz,,, = z.

Demostracion. Sea = € limsup 4,,. Entonces existe J; C N tal que J; es infinito y 4, N N(1,z) # 0,
para cada n € Jy. Elegimos ny € Jy1 y p, € Ap, N N(1,2). Asi, d(z,2,,) < 1y zp, € Ay,. De forma
similar, existe Jo C N tal que Js es infinito y A, N N(%,x) # (), para cada n € J,. Eligimos ns € Js tal
que ny <Ny y Ty, € Ap, NN(3,2). Asf, d(z,2,) < 3 ¥ Ty, € Ay,. Continuando con este procedimiento,
se construye una sucesién de nimeros naturales {ng}32, tal que ny < ng < ...y una sucesién de puntos
Zn, € Ap,, para cada k € N, tales que d(x, x,, ) < % Por lo tanto lim z,, = .

Reciprocamente, supongamos que existen una sucesién de nimeros naturales {n;}3, tales que n; <
ng < ... < ng y puntos z,, € A,,, para cada k € N, tales que limz,, = x. Veamos que x € limsup 4,,.
Sea U abierto en X tal que x € U. Luego existe N € N tal que z,, € U, para cada k > N. Consideremos
J ={ng : k> N}. Se tiene que J es infinito. Ademds, como z,, € A,,, para cada k € N, se sigue que
A, NU # 0, para cada k € J. Por lo tanto, = € limsup A,,. O

Teorema 2.3.21. Sean (X, d) un espacio métrico, {A,}52; una sucesién en CB(X) y A € CB(X). Si
lim A, = A, entonces lim sup A,, = A =lim inf A,,.

Demostracion. Como lim inf A, C limsup A,,, basta verificar que A Clim inf A, y limsup A,, C A.
Veamos que A Clim {nf A,,. Sean a € Ay ¢ > 0. Como lim A,, = A, existe N € N tal que H(A,,A) < ¢,
para cada n > N. Por el Teorema [2.2.11](1), se sigue que 4, C N(¢,A) y A C N(e, A,), para cada
n>N.

Fijemos n > N. Como a € A, se sigue que a € N(¢, 4,). En consecuencia, existe z,, € A, tal que
d(a,z,) < €. Asi z, € N(e,a) N A,,. Entonces N(e,a) N A, # 0, para cada n > N. Por lo tanto a €lim
inf A,,. De lo cual se sigue que A Clim inf A,,.

Veamos que limsup A4,, C A. Lo haremos por contradiccién, supéngase que existe z € limsup A,, con
x ¢ A. Como A € CB(X), A es cerrado. En consecuencia, por el Teorema existe € > 0 tal que
N(e,z) N A = (. Como z € limsup A, existe un subconjunto infinito J de N tal que N(§,z) N A, # 0
para cada n € J. Como lim A,, = A, existe N € N tal que H(A,,A) < §, para cada n > N. Por el
Teorema (1)7 se sigue que A,, C N(5,A4) y A C N(5,A,), para cada n > N. Fijemos m > N tal
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que m € J. Entonces N(§,2) N Ap # 0. Sea y € N(5,2) N Ay,. Entonces y € N(5,2) y y € Ap. En
consecuencia, d(z,y) < 5§y ¥y € A C N(5,A). Entonces d(z,y) < § y existe a € A tal que d(y,a) < §.
Luego d(z,a) < d(x,y) +d(y,a) < §+ § = €. De manera que a € N(e,z) N A, asi N(e,z) N A # 0, lo cual

es una contradiccién. Por lo tanto, limsup 4,, C A. O

Ejemplo 2.3.22. Sean X = [0, 3] x [0, 1]. Para cada n € N sea:

[0,2] x {1}, sin es par

[1,3] x {%}, si m es impar.

Vea Figura Entonces lim inf A,, = [1,2] x {0} y lim sup A,, = [0, 3] x {0}.
Como lim inf A,, #lim sup A,, por el Teorema [2.3.21] {A,} no converge en CB(X).

Teorema 2.3.23. Sean (X,d) un espacio métrico compacto, {A4,}5°; una sucesién en 2% y A € 2¥.
Entonces lim A, = A si y sélo si lim sup A, = A =lim inf A,,.

Demostracién. La prueba de que si lim A,, = A, entonces lim sup A,, = A =lim inf A,,, es consecuencia

del Teorema [2.3.21]

Ahora supongamos que lim sup A,, = A =lim inf A,,. Veamos que lim A,, = A. Sea ¢ > 0.
Notemos que por el Teorema [2.2.11{(1), basta verificar que:

1. existe N7 € N, tal que A C N (¢, A,), para cada n > Ny;
2. existe No € N, tal que A, C N(e, A), para cada n > Ns.

Probemos las dos afirmaciones. Primero veamos que existe N1 € N tal que A C N(e, 4,), para cada
n > Ni. Note que {N(§,a) : a € A} es una cubierta abierta de A. Como A es compacto, existen m € N
y a1,as,...,a;, € A tales que A C -, N(%,a;). Dado que A =lim inf A,, se sigue que, para cada
i€{1,2,...,m}, a; €lim inf A,,. Asf, para cada i € {1,2,...,m}, existe n; € N tal que N(§,a;)NA, #0
para cada n > n;. Consideremos Ny = méx{ny,ng,...,nm}. Luego A C N(e, A,,), para cada n > Nj.
En efecto, sean a € Ay n > Ny. Como A C 2, N(5,a:), existe i € {1,2,...,m} tal que a € N(5,a;).
Dado que n > N; > n;, se sigue que N(§,a;) N A, # 0. Sea 2 € N(§,a;) N A,. Por la desigualdad
triangular, d(a,z) < d(a,a;) + d(a;,r) < § + § = €. De lo cual se sigue que a € N(e, A,). Por lo tanto,
A C N(e, A,), para cada n > Nj.

Ahora veamos que existe Ny € N tal que 4,, C N(e¢, A), para cada n > N,. Supdngase que no se
cumple. Es decir, supongamos que, para cada N € N, existe n > N tal que A, ¢ N(¢, A). Asi, para
Ny = 1, existe ny > 1 tal que A,, ¢ N(e, A). Luego, sea No = n; + 1. Entonces existe ny > ny tal
que A,, ¢ N(e, A). De forma similar, sea N3 = ny + 1. Entonces existe n3 > nsy tal que A, ¢ N(e, A).
Continuando con este proceso, se tiene una sucesién de nimeros naturales ny < ng < ... < ng < ... tales
que A,, ¢ N(e, A), para cada k € N. Sea z,, € A,, \ N(¢, A), para cada k € N. Consideremos la suce-
sién {wn, }324, la cual estd en el compacto X, por lo cual existe una subsucesion {z,,, }7; de la sucesién
{zn, 172, tal que ima,, = o, para algin zp € X. Como la subsucesién {z,, }72; C X \ N(¢,4) y
X\ N(e, A) es cerrado, se tiene que xg € X \ N(¢, A), en particular zp € X \ A, asi, 2o € A. Por otro lado,
se tiene una sucesién de nimeros naturales tales que {ng, };°; tal que n1 < ne < ...y existen puntos
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Tp,, € Ankl7 para cada [ € N tal que lim T, = To- Por la Proposicién [2.3.20] x¢ € limsup A,, = A. Asi,
xo € A. Lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, existe No € N tal que A,, C N(e, A), para cadan > No.

De 1y 2, pongamos N = méx{Ny, No}. Asi, para cadan > N, A C N(e, A,) y A, C N(e, A). Por el
Teorema [2.2.11}(2), se sigue que, para cada n > N, H(A,, A) < e. Por lo tanto, lim A, = A. O

Observacién 2.3.24. Sean (X, d) un espacio métrico y {A4,,}22; una sucesién en CB(X). Una sucesién
{A4,,}22; sellama de Cauchy si para cada € > 0, existe n. € N tal que para cada m,n > n., H(A,, An) < €.

Teorema 2.3.25. Sean (X, d) un espacio métrico, { A,,} una sucesién en CB(X) y € > 0. Si existe N € N
tal que para todo n > N, H(An, A,) < €, entonces lim sup A,, C N(e, An).

Demostracién. Como H(An, A,) < &, para todo n > N, se sigue, por el Teorema[2.2.11}(1), que A, C
N(§,An), para todo n > N. Entonces |J,_ y An C N(5,An). Observe que J;~ vy An C N(5,Ay) C
N(e, An). En efecto, sea v € N({, Ay). Entonces d(x, Ay) < €. Asi, z € N(¢, An).

Veamos que lim sup A,, C [J;~ y An. Por contradiccién, supéngase que existe z €lim sup A, tal que
z ¢ U2 v A, Entonces por el Teorema existe r > 0 tal que N(r,z) N (Uney 4n) = 0.

Asi para todo n > N,N(r,z) N (U, y An) = 0. Entonces N (r,z) intersecta a lo mds un nimero finito
de A,’s, es decir, x ¢ lim sup A,. Lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, lim sup A4, C U, 5 An.
Entonces lim sup A4,, C N(e, An). O

Como N (e, A) es un conjunto acotado, siempre que A lo sea y por el Teorema [2.3.25] se tiene que:

Corolario 2.3.26. Sean (X, d) un espacio métrico y {A,} una sucesién de Cauchy en CB(X). Entonces
limsup A4,, es acotado.

El siguiente ejemplo muestra que no siempre el limite superior e inferior son acotados.

Ejemplo 2.3.27. Sean X = [0,00) x [—1,1], A, = [0,00) x {1}, para cadan € Ny A = [0,00) x {0}.
Entonces lim inf A4,, = limsup A4,, = [0, 00) x {0}, los cuales no son acotados.

Teorema 2.3.28. Sean (X, d) un espacio métrico completo y {A,} una sucesién de Cauchy en CB(X).
Entonces lim sup 4,, # 0.

Demostracion. Como {A,} es una sucesién de Cauchy, por el Teorema existe V7 € N tal que
para todo n > Ny, H(An,, An) < % Dado que {A,} es una sucesién de Cauchy, por el Teorema
existe M7 € N tal que para todo n > My, H(Aum,, An) < ﬁ
Sea Ny € N tal que N > N; y No > M;. Entonces para todo n > No, H(An,, Ay) < 2% Para demostrar
esta ultima afirmacion, sea n > Ny. Asi, n > My, de lo cual se sigue que H(An, , An) < ﬁ Por otro lado,

como Ny > My, se tiene que H (A, An,) < 557 Entonces H(An,, An) < H(An,, Anry) +H (A, An) <

1 1 1
327 T 327 = 32

Como {A,,} es una sucesién de Cauchy, existe My € N tal que para todo n > Ma, H(An,, An) < ﬁ

Sea N3 € N tal que N3 > Ny y N3 > M. Entonces para todon > N3, H(An,, A,) < 2% La demostracién
de esta afirmacién es muy similar a la hecha en el paso anterior. Como {4, } es una sucesién de Cauchy,
existe M3 € N tal que para todo n > M3, H(An,, An) < ﬁ

Sea Ny € N tal que Ny > N3 y Ny > Ms. Entonces para todo n > Ny, H(An,, A,) < 2%, y asi, sucesiva-
mente.

Obsérvese que por la forma en que se construyeron los N; se tiene que Ny < No < N3 < Ny < ...
Nétese que H(An,, An,) < 3, H(An,, ANn,) < 25 » H(ANn,, An,) < 55,... Entonces, por el Teorema
2.2.11L(1), An, C N(3,AnN,), An, C N(3z,AN,), An, C N(g5, An,), y asi, sucesivamente.

Sea xn, € Ay,. Entonces existe zy, € Ay, tal que d(zn,,zn,) < 3. Luego existe zn, € Ay, tal que
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d(zn,, zN,) < 35. De donde, existe zn, € Ay, tal que d(zn,,n,) < 55, y asi, sucesivamente.

Consideremos la sucesién {zy, }. Notemos que para [ > j, se tiene que N; > N;. Ademss,
1=1,1v4

d(JSNj,LENl) < d(:L’Nj,:L'N7+1)+d(INj+1,LL'Nj+2) . "+d(xN171’INL) < 2%+2]%++2l%1 = ZIZJ(%)Z

Veamos que {2y, } es una sucesién de Cauchy en X. Sea € > 0 y pongamos S, = >, (%) Por el
Teorema [1.3.22] se sigue que S, es convergente. Entonces es de Cauchy, es decir, existe N; € N tal que
para todo [,j > Ny, |S; — S| <e.
Sean N > Ny y l,j7 > N, supongamos que [ > j. Como [ — 1,5 —1 > Ny, se sigue que S;—1 —S;_1 < e.
Entonces Zi;;(%)l < e. Como Zi;;(%)z = d(xn;,zN,) se sigue que d(zy;,7N,) < €. Asi, {zy,} es una
sucesién de Cauchy.

Como X es completo y {zn, } es una sucesién de Cauchy en X, existe z € X tal que zy, — . Por
demostrar que x € lim supA,,. Sea € > 0. Como zy, — z, existe N € N tal que d(zn,, ) < € para todo
k > N. De lo cual se sigue que xzy, € N(¢,z), para todo k > N. Asi zn, € N(z,¢) N Ay, para todo
k > N. En consecuencia = € limsup A,,. As{, limsup 4,, # 0. O

La hipdétesis de que (X, d) sea un espacio métrico completo en el Teorema [2.3.28| es necesario. Si no se
tuviera la condicién de completez en el espacio, no se puede garantizar que limsup 4,, # 0. El siguiente
ejemplo, muestra un espacio no completo con lim sup A,, = 0.

Ejemplo 2.3.29. Sean X = (0,1) x (0,1) con la métrica usual. Observemos que X no es completo. Para
cada n € N\ {1}, sea 4, = {(%,1)}, vea Figura Notemos que {A,} es una sucesién de Cauchy en
CB(X). Supongamos que limsup A,, # 0. Sea (x,y) € limsup A,. Por la Proposicién existen una
sucesién de numero naturales {n;}32, tal que nqy < ng < ... < ng y puntos (,,,Yn,) € An,, para cada
k € N, tales que (zn,,,Yn,) — (z,y). Se sigue que (z,y) = (0,0) € X, lo cual es una contradiccién porque

(0,0) ¢ X. Por lo tanto, limsup A,, = 0.






Capitulo 3

Propiedades del espacio CB(X)

Este capitulo se ha dedicado al estudio de un problema tipico en hiperespacios, a saber: si un espacio
tiene cierta propiedad, entonces su hiperespacio también la tiene, y viceversa. En este capitulo analizamos
este problema con las propiedades de acotabilidad, precompacidad, completez, compacidad y conexidad.

3.1. Acotabilidad, Precompacidad y Completez

En esta seccién estudiaremos propiedades que dependen de la métrica, como la acotabilidad, pre-
compacidad y la completez. Iniciamos esta seccién con una de las propiedades fundamentales que es la
acotabilidad, respecto a este tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.1.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces X es acotado si y sélo si CB(X) es acotado.

Demostracién. Veamos que si X es acotado, entonces CB(X) es acotado. Sean A, B € CB(X). Tomemos
a € A. Entonces d(a, B) < d(a,b), para algin b € B. Como X es acotado, d(a,b) < §(X). Luego,
d(a,B) < §(X), para todo a € A. Asi 6(X) es una cota superior para el conjunto {d(a,B) : a € A}. De
donde p(A, B) < §(X). De forma similar se prueba que p(B, A) < 6(X). Asi, H(A, B) < §(X). De donde,
d(CB(X)) < 0(X). Por lo tanto, CB(X) es acotado.

Ahora supongamos que CB(X) es acotado, veamos que X es acotado. Sean z,y € X. Entonces A =
{z},B = {y} € CB(X). Asi, H(A, B) < §(CB(X)). Por la Proposicién 2.2.13] d(z,y) < §(CB(X)). En
consecuencia, se sigue que §(X) < §(CB(X)). Por lo tanto, X es acotado. O

Dado que la precompacidad implica la acotabilidad, es natural preguntarse sobre la precompacidad
en hiperespacios, asi, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.1.2. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces X es precompacto si y sélo si CB(X) es
precompacto.

Demostracién. Supongamos que X es precompacto. Veamos que CB(X) es precompacto. Sea € > 0.
Luego, para €/2 > 0, existen z1,%2,...,2, € X tales que X = |J;_, N(¢/2,z;). Considérese A =
P{x1, 22, ..., zn })\{0}, donde P({z1, 22, ..., z, }) denota el conjunto potencia del conjunto {x1, za, ..., z, }.

Se tiene que A C CB(X). En efecto. Sea T € A. Asi, T = {x1,22,...,2:}, para algin t < n. Note
que T # 0 v T es acotado. Por el Teorema se sigue que T es cerrado. Por lo tanto A C CB(X).
Resta probar que CB(X) C |U{B(¢,D) : D € A}. Sea A € CB(X). Buscamos un conjunto D € A
tal que H(A,D) < e. Considérese D = {x) : N(e/2,z,) N A # 0,k € {1,...,n}}. Como A C X y
X = Ug_; N(e/2,z1), se tiene que D # . Note que D es un conjunto finito por lo cual D € A.
Para terminar probemos que H(A,D) < e. Sea a € A. Como a € A C X = |J;_, N(€¢/2,x), existe
j€{1,2,...,n} tal que a € N(¢/2,z;). Asi, z; € D. Luego d(a,D) < d(a,z;) < €/2. Entonces, para
todo a € A, d(a,D) < €/2. En consecuencia, €/2 es cota superior del conjunto {d(a,D) : a € A}. De
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donde p(A, D) < /2. De forma similar, p(D, A) < ¢/2. Entonces H(A, D) < /2. Asi, H(A, D) < e. Esto
es A€ B(e, D). Asi, CB(X) = U{B(¢, D) : D € A}. Por lo tanto, CB(X) es precompacto.

Ahora supongamos que CB(X) es precompacto. Veamos que X es precompacto. Sea ¢ > 0.

Como CB(X) es precompacto, existen Ay, As, ..., A, € CB(X) tales que CB(X) = |J—, B(e, 4;). Para
todo i € {1,2,...,n}, sea a; € A;. Veamos que X = (JI"_; N(e,a;). Sea x € X. Entonces {z} € CB(X).
Asi, {z} € U}, B(e, 4;). Luego, {z} € B(e, A;), para algtn j € {1,2,...,n}. De donde, H({z}, 4;) < e.
Por el Teorema 2.2.11)(1), {z} C N(e, 4;) y A; C N(e,{z}). Como a; € Aj, d(aj,x) < e. Dado que
d(aj,z) < €, es decir, z € N(e,a;). Esto implica que = € |, N(e,a;). Asf, X = |J_, N(e, a;). Por lo
tanto, X es precompacto. O

Para analizar otras propiedades interesantes de CB(X), considere el siguiente conjunto F,(X) = {A C
X : A#0D, A tiene a lo més n puntos}.

Afirmamos que F,,(X) C CB(X). En efecto. Sea A € F,,(X). Asi, A = {a1,a2,...,an}, para algin
m < n. Por el Teorema [1.2.36] A es cerrado en X. Note que A # @ y A es acotado. Por lo tanto,
F,(X) C CB(X). El espacio F,,(X) es un espacio métrico, con la métrica H de CB(X) restringida a
Fo(X).

Teorema 3.1.3. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces F;(X) = {{z} : « € X} considerado con la
métrica de Hausdorff es isométrico a X.

Demostracién. Veamos que existe una isometria entre F1(X) = {{z} : © € X} y X . Considere la
funcién h : X — F1(X) dada por h(z) = {«} para cada z € X. Por la manera en que estd definida la
funcidn, ésta es biyectiva. Ademds, por la Proposicién d(a,b) = H({a},{b}) = H(h(a), (D)), con
lo cual h es una isometria entre F1(X) = {{z} : « € X} y X. Por lo tanto, F1(X) = {{z} : © € X} es
isométrico al espacio X. O

Como consecuencia del teorema anterior se tiene el siguiente resultado:

Teorema 3.1.4. Sea (X, d) un espacio métrico. Se cumple que F;(X) = {{z} : © € X} es homeomorfo
aX.

Demostracién. Por el Teorema Fi(X) = {{z}: x € X} es isométrico a X. Luego, por el Teorema
1.4.14] F;(X) y X son homeomorfos. O

Obsérvese que, para cada n € N, se cumple la siguiente contencién, Fy(X) C F,(X). Existen propie-
dades que tienen ciertos espacios métricos y que no son heredadas a cualquier subconjunto de espacios
métricos, si no sélo a los subconjuntos cerrados. Por tal motivo es interesante saber qué subconjuntos del
hiperespacio CB(X) son cerrados. A continuacién veremos que Fy(X) y 2% son cerrados en CB(X).

Teorema 3.1.5. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces F(X) es cerrado en CB(X).

Demostracién. Probemos que F;(X) es cerrado en CB(X). Para probar lo deseado, basta verificar que
F1(X) C Fi(X). Sea A € F1(X). Luego, por el Teoremam existe {A,} C F1(X) tal que lim 4,, = A.
Veamos que A € F;(X). Supéngase que A ¢ F;(X). Seanx € Ay y € A\ {z}. Asi, d(x,y) = r > 0. Como

lim A,, = A, para g > 0, existe N € N tal que para todon > N, H(A4,,A) < g Fijemos n > N. Luego,

por el Teorema [2.2.11}(1), A C N(g,An). Supéngase que A, = {z}. Asi, A C N(g,{z}) Entonces
d(z,z) < g y d(y,z) < g Luego, por la desigualdad triangular, d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) < r. Asi,
d(xz,y) < r, lo cual es una contradiccién. De manera que, A € F;(X). Asi, F1(X) C F1(X). Por lo tanto,

por el Teorema [1.2.30} F}(X) es cerrado en CB(X). O
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Teorema 3.1.6. Sea (X,d) un espacio métrico completo. Entonces 2% es cerrado en CB(X).

Demostracién. Dado que 2% ¢ 2X, para demostrar lo deseado, basta probar que 2X c 2X.

Sea A € 2X, veamos que A € 2X. Observe que por el Teorema para que A sea compacto,
basta con verificar que A es precompacto y completo. Como A es cerrado en X, X es completo y por
el Teorema, se sigue que A es completo. Ahora probemos que A es precompacto. Sea ¢ > 0.
Como A € 2X. Por el Teorema existe una sucesion {A4,}22; en 2% tal que lim A,, = A. Como

lim A,, = A, existe N € N tal que para cada n > N, H(A,, A) < g Fijemos n > N, asi, H(A4,,A) < %

Por el Teorema [2.2.11] se sigue que, A C N(%,An) y A, C N(%,A). Luego, por el Teorema [2.2.3

A, C N(g,A) = U{N(g,a) :a € A}. Dado que A, es compacto, existen aj,as,...,a; tales que
A, C Ule N(g,ai). Veamos que A C Ule N(e,a;). Seaa € A. Dado que A C N(%,An), a€ N(g,An).

De lo cual d(a, 4,) < %, asi, existe a,, € A, tal que d(a,,a) < % Por otro lado, como a,, € A,, se tiene
que ap, € Ule N(;ai). Entonces existe j € {1,2,...,k} tal que a,, € N(%, aj;), asi, d(an,a;) < % Por la

desigualdad triangular, d(a,a;) < d(a,a,) + d(an, a;) < €. Entonces a € N(¢,a;). Asi a € Uf: N(e, a;).
De lo cual se sigue que A C Ule N (e, a;). Entonces A es precompacto. Luego, por el Teorema [1.3.18 A
es compacto. Asi, A € 2%. Entonces 2X c 2X. Por lo tanto, 2X = 2X. Luego por el Teorema 2X
es cerrado en CB(X). O

Con los resultados vistos en esta seccién y en los capitulos 1 y 2, se tiene el siguiente resultado:
Teorema 3.1.7. Sea (X, d) es un espacio métrico. Entonces X es completo si y s6lo si CB(X) es completo.

Demostracién. Veamos que si X es completo, entonces CB(X) es completo. Sea {A,,} una sucesién de

Cauchy en CB(X). Por los Teoremas|2.3.19),[2.3.28|y el Corolario[2.3.26} se sigue que lim sup 4,, € CB(X).

Por demostrar que lim A,, = limsup A,,, lo cual equivale a probar que para todo r > 0, existe N € N
tal que para todo n > N, H(A,,limsup A,) < r.
r
Sea r > 0 y pongamos € = 3 Dado que {A,} es una sucesién de Cauchy, existe M; € N tal que para

todo n > My, H(Ap,, An) < 2% Veamos que M; € N es el natural que cumple que para todo Ny > My,
H(An,,limsup 4,,) < r.
1. Veamos que para cada Ny > My, limsup A,, C N(%, Apn,). Sea N7 € N tal que Ny > M. Entonces

€
para todon > N1, H(An,, An) < ok Para demostrar esta tltima afirmacion, sea n > Ni. Entonces

€
se sigue que n > My, de lo cual se sigue que H(Aps,, An) < o7k Por otro lado, como Ny > My, se

sigue que H(An,, An,) < 2% Entonces H(AnN,, An) < H(AN,, A, ) +H (A, An) < 4S5

22 22 2
Por el Teorema [2.3.25 se sigue que limsup A, C N(5, An, ).

2. Veamos que para cada Ny > M, Ay, C N(5,limsup A,). Dado que {A,} es una sucesién de

Cauchy, existe Ms € N tal que para todo n > Ms, H(Am,, An) < 2% Sea Ns € N tal que Ny > N
y Nao > M>. Entonces para todo n > Na, H(An,, A,) < £ La demostracién de esta afirmacion

22"
es muy similar a la ya hecha en el paso anterior.

Como {A,} es una sucesién de Cauchy, existe M3 € N tal que para todo n > Ms, H(As, An) < ‘

27.
Sea N3 € N tal que N3 > Ny y N3 > Ms. Entonces para todo n > N3, H(An,, An) < 2%, y asi,

sucesivamente.

Obsérvese que por la forma en que se construyeron los N; se tiene que N1y < No < N3 < Ny < ...

, € €
Notése que H(An,, An,) < =, H(AnN,, AN,) < o7k H(An,,An,) <

5 ., asi, por el Teorema

57..
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2.2.11}(1), An, C N(%,AM), An, C N(;,ANS), An, C N(Q%,AM),..., y asi, sucesivamente.

Recordemos que deseamos probar que Ay, C N(g,limsup A,). Sea zn, € Ay,. Entonces existe
2%. De don-
de, existe zy, € An, tal que d(zn,,zN,) < 2%7 y asi, sucesivamente. Consideremos la sucesién

€ .
TN, € An, tal que d(zn,,znN,) < 7 Luego existe zy, € An, tal que d(zn,,zN,) <

{zn, }. Notemos que para [ > j, se tiene que N; > Nj. Entonces d(zn,,zn,) < d(zn,,2ZN,,,) +

-1 1.
= Z;; 6(5)7'. Veamos que {zn,}

1.,
6(5)1. Por el Teorema (1.3.22] se sigue

€
d(zN7‘+17xNj+2) St d(‘TNl—17le) < 27 + 9j+1 +..o+ F

n
i=1

es una sucesién de Cauchy en X. Pongamos S, = >

que {S,} es convergente. Entonces {S,} es de Cauchy, es decir, existe N1 € N tal que para todo

l,j > N1, |S;— S| <1. Sean N > Ny y I,j > N. Sin perder generalidad, supongamos que [ > j.

) . —1, 1 1,1

Como ! — 1,5 —1 > Ny, se sigue que S;—1 — Sj_1 = Zizi(i)’ < 1. Entonces Zizi(i)
1 1.

Zi:; e(5)" > d(xn,, zN,), se sigue que d(zn;,zn,) < €. En consecuencia, {zy, } es una sucesién de

Cauchy en X.

i < 1. Como

Como X es completo y {xy,} es una sucesién de Cauchy, existe x € X tal que limzy, = x.

€ .
Obsérvese que d(zpn,,zn,) < > para todo i € N.

Veamos que z € lim supA,,. Sea § > 0. Como limzy, = z, existe N € N tal que d(zy,, ) < d, para
todo k > N. De lo cual se sigue que xy, € N(d,z), para todo k > N. Entonces xy, € N(d,z)NAp,,
para todo k > N. En consecuencia x € limsup A4,,.

Como limzy, = z, existe My € N tal que para todo k > M, d(zpn,,z) < % Fijemos k > M;.
Entonces d(zn,,x) < d(zn,,znN,) + d(zn,,z) < €. Asl d(zn,,z) < e. Con lo cual tenemos que
2N, € N(e,limsup A,). Entonces Ay, C N(e,limsup A,), es decir, Ay, C N(g,h’m sup A,).

Por 1y 2, tenemos que limsup A, C N(e, An,) vy An, C N(e,limsup A,,), para cada Ny > M. Por el
Teorema 2.2.11}(2), H(An,,limsup A,) < %, para cada Ny > M;. De donde H(An,, limsup A,) < r, para
cada Ny > M. En consecuencia {A,,} converge al limsup A,, en CB(X). Por lo tanto, CB(X) es completo.

Ahora veamos, que si CB(X) es completo, entonces X es completo. Por el Teorema Fi(X) es
cerrado en CB(X). Asi, por el Teorema |1.3.17) F1(X) es completo. Como Fi(X) es isométrico a X (Ver
Teorema [3.1.3)), podemos concluir que X es completo. O

El siguiente resultado nos dice que si X es completo, entonces su hiperespacio 2% es completo. Este
resultado serd de gran utilidad en el capitulo 4.

Teorema 3.1.8. Sea (X,d) un espacio métrico completo. Entonces 2% es completo.

Demostracién. Dado que X es completo, por el Teorema CB(X) es completo. Luego, por el
Teorema se sigue que 2% es cerrado en CB(X). Asf, por el Teorema [1.3.17} se tiene que 2% es
completo. ]

El siguiente teorema nos brinda una forma alternativa de ver el limite superior de una sucesion anidada
y de Cauchy en el hiperespacio CB(X), ésta la usaremos en el capitulo 4.

Teorema 3.1.9. Sean (X, d) es un espacio métrico completo y {A,} una sucesién de Cauchy en CB(X).
Si A1 C A, para todo n € N| entonces lim A,, = ﬂzo:l A, =limsup 4,.

Demostracién. Supongamos que para cada n € N, A,,,1 C A,. Por la demostracién del Teorema [3.1.7]
se tiene que la sucesién {A,,} converge a limsup A4,, en CB(X). Veamos que (.-, A,, = limsup A4,,. Por
demostrar que ()7, A, C limsup A,,. Sea z € (|, A,. Luego = € A,,, para todon € N. Sea J =Ny U
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un abierto de X, con € U. Entonces U N A,, # 0, para cada n € J. Por lo tanto (), A, C limsup A,.
Por demostrar que limsup 4,, C (), A,,. Sea x € limsup A,,. Entonces para todo abierto U de X con
z € U, existe J C N infinito tal que U N A,, # 0, para todo n € J. Supéngase que z ¢ (), —, A, entonces
existe m € N tal que ¢ A,,. Como A,,+1 C A, se sigue que x ¢ A,,4+k, para todo k € N. Sea
U=X\A,. Comoz ¢ A, se sigue que x € U. Obsérvese que J es infinito, por lo cual existe k; € N
tal que UN Appik, # 0. Entonces (X \ Ap) N Apyr, 0. Seay € (X \ Ap) N Apr, - Asl,y € (X \Ap) y
Y € Apiky. Como Apyig, C A,y € (X\An)yy € Ap, lo cual no es posible. Por lo tanto z € ()2, Ay.
En consecuencia limsup A,, C (),—; A,. Por lo tanto, lim A,, = (__; A, = limsup A4,,. O

3.2. Compacidad y Conexidad

Dos de las propiedades topoldgicas que son muy utiles en otras ramas de las matematicas como en
analisis, optimizacion, entre otros, son la compacidad y la conexidad. En esta seccién estudiaremos dichas
propiedades topoldgicas.

Teorema 3.2.1. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces X es compacto si y sélo si CB(X) es compacto.

Demostracion. Supdéngase que X es compacto. Veamos que CB(X) es compacto. Por el Teorema [1.3.18
se sigue que X es precompacto y completo. Por los Teoremas y se sigue que CB(X) es pre-
compacto y completo. Asi, por el Teorema [1.3.18] CB(X) es compacto.

Ahora supongamos que CB(X) es compacto. Veamos que X es compacto. Por el Teorema [3.1.5] F;(X)
es cerrado en CB(X). Luego, por el Teorema [1.2.55] F;(X) es compacto. Por el Teorema se tiene
que F1(X) es homeomorfo a X, asi, se sigue que X es compacto. O

Considerando un espacio métrico (X, d) y n € N, no es dificil verificar que la topologia producto para
X™ es la misma que la topologia inducida por la métrica denotada y definida por

dﬂ((x17x27 ...71'77,)7 (yla Y2, 7yn)) = méX{d(Ilvyl); d(x27y2)7 R d(xnvyn)}a
para cualesquiera (21, Za, ..., Zyn), (Y1, Y2, -, Yn) € X™.

Teorema 3.2.2. Sea (X, d) un espacio métrico y X™ el producto topolégico de X por s mismo n veces.
Sea f, 1 (X", dr) — (Fn(X),H) la funcién definida por f,((x1,z2,...,x,)) = {21, 22, ..., 2, }, para cada
(z1,22,...,2,) € X™. Entonces f, es continua y suprayectiva.

Demostracion. Por la manera en que estd definida f,, esta funciéon es suprayectiva, resta probar
que f, es continua. Sean (x1,Z2,...,2,) € X™ y € > 0. Pongamos § = e. Ahora, supéngase que

dr((21,Z2, .., Zn), (Y1, Y2, -, Yn)) < 0. Entonces, se sigue que max{d(z1,y1),d(z2,y2),...,d(Tn,yn)} < €.
Con lo cual d(x;,y;) < €, para cada i € {1,2,...,n}.

Veamos que {z1,x2,...Tn} C N(&,{¥1,y2,...Yn}). Sea x; € {x1,x2,...2,}. Como d(zj,y;) < €
y d(mja{ylay%"'yn}) = inf{d(x]ayi) SIS {1723777’}} S d(xjvyj)a d(xja{ylvy%"'yn}) < €
se tiene que x; € N(€,{y1,y2,...yn}). Luego {z1,22,...2,} C N(&,{y1,%2,...Yn}). Similarmen-
te, tenemos que {y1,¥2,...yn} C N(e{x1,22,...2,}). Por lo tanto, por el Teorema [2.2.11}(2),

H{z1, 22, - 2n}, {¥1,Y2,- - - yYn}) < €. Con lo cual H(fn(z1, T2, 2n), fuly1,y2,.--,Yn)) < €. En con-
secuencia f,, es continua en (z1,Zs,...,%,). De manera que f, es continua en X™. O



44 CAPITULO 3. PROPIEDADES DEL ESPACIO CB(X)

Teorema 3.2.3. Sea (X, d) un espacio métrico compacto y F(X) = (J{F,(X) : n € N}. Entonces F(X)
es denso en CB(X).

Demostracién. Por demostrar que para todo A € CB(X) y para todo € > 0 se cumple que B(e, A) N
F(X) #0. Sea A € CB(X) y sea € > 0. Dado que X es compacto y A es cerrado en X, por el Teorema
se sigue que A es compacto. La familia F = {N(¢,a) : a € A} es una cubierta abierta de A.
Como A es compacto existen ay,as,...,a, tales que A C |J_, N(e,a,). Notemos que por el Teorema
Un_, N(e,an) = N(e,{a1,a2,...,a,}). Asi, A C N(e,{a1,as,...,a,}). Ademds, {a1,as,...,a,} C
N (e, A). De las dos inclusiones anteriores y por el Teorema(Z), se sigue que H(A4,{a1,az2,...,a,}) <
€, asi {a1,aqa,...,a,} € B(e, A). Note que {a1,as,...,a,} € Fi(X) v asi, {a1,a2,...,a,} € F(X). De lo
cual, se sigue que B(e, A) N F(X) # . Por lo tanto, F(X) es denso en CB(X). O

Teorema 3.2.4. Si (X,d) es un espacio métrico conexo, entonces Fy,(X) es conexo.

Demostracién. Sea f,, : (X", d;) — (F,.(X),H). Dado que X es conexo, por el Teorema [1.5.14] se sigue
que X™ es conexo. En el Teorema [3.2.2] se probd que esta funcién es continua y suprayectiva, por lo cual
al ser X™ conexo y por el Teorema [1.5.16] se sigue que F,,(X) es conexo. O

Teorema 3.2.5. Si (X,d) es un espacio métrico compacto, entonces F,,(X) es compacto.

Demostracién. Sea f, : (X", d;) — (F,(X),H). Dado que X es compacto, por el Teorema [1.2.56] se
sigue que X" es compacto. En el Teorema[3.2.2]se prob6 que esta funcién es continua y suprayectiva, por
lo cual al ser X™ compacto y por el Teorema se sigue que F,,(X) es compacto. O

Teorema 3.2.6. Si (X,d) es un espacio métrico conexo y compacto, entonces CB(X) es conexo.

Demostracién. Como X es conexo, por el Teorema se sigue que F,(X) es conexo, para todo
n € N. Obsérvese que Fy(X) C F,(X), para todo n € N. Entonces por el Teorema se tiene que
F(X) = U{Fn(X) : n € N} es conexo. Por el Teorema se tiene que F(X) es denso en CB(X), asi,

F(X) = CB(X). Dado que F(X) es conexo, por el Teorema se sigue que F(X) es conexo. Por lo
tanto, se tiene que CB(X) es conexo. O



Capitulo 4

Aplicaciones de la métrica de
Hausdorff

En este capitulo, veremos dos aplicaciones de la métrica de Hausdorff. En la Seccién [4.1] se muestra cémo
la métrica de Hausdorff facilita y es de gran utilidad en la Teoria de Hiperespacios de Continuos. Cabe
mencionar que también en esta seccién estudiamos la topologia de Vietoris, dicha topologia nos permite
también trabajar en la Teoria de Hiperespacios de Continuos. En el Teorema [4.1.12] se prueba que la
topologia de Vietoris y la topologia inducida por la métrica de Hausdorff son iguales, cuando X es un
continuo. En algunos resultados expuestos en esta seccion, es conveniente trabajar, por su sencillez, con
la topologia de Vietoris, y en otros es conveniente trabajar con la topologia inducida por la métrica de
Hausdorff. Por ltimo en la Seccién 4.3, se estudiaran las funciones contraccion y se construiran resultados
que nos serviran para construir algunos fractales.

4.1. En la teoria de Hiperespacios de Continuos

En esta secciéon hacemos una breve introduccién a los hiperespacios de un continuo. Empezaremos
por definir algunos hiperespacios importantes y que se usaran a lo largo de este capitulo.

Definicion 4.1.1. Dado un continuo X y n € N, denotamos y definimos al hiperespacio:
Cn(X) = {A € 2% : A tiene a lo més n componentes }.
Este hiperespacio es considerado con la métrica de Hausdorff.

Obsérvese que F,,(X) C Cp,(X) C 2%. Sin =1, en lugar de escribir C1(X), se escribe C'(X). En este
caso C(X) = {A € 2% : A es conexo }.

Teorema 4.1.2. Sea X un continuo. Entonces 2% es un continuo.

Demostracién. Sea X un continuo. Dado que X es compacto, se tiene que CB(X) = 2%X. Como X # 0,
CB(X) # 0. Dado que X es compacto, por el Teorema CB(X) es compacto. Ademéds, como X es
conexo y compacto, por el Teorema CB(X) es conexo. Asi, CB(X) es un continuo. Por lo tanto, 2%
es un continuo. O

Teorema 4.1.3. Sea X es un continuo. Entonces F),(X) es un continuo, para cada n € N.

Demostracion. Sea X un continuo. Como X # (), se sigue que F,,(X) # 0. Dado que X es compacto, por
el Teorema F,(X) es compacto. Puesto que X es conexo, por el Teorema F,(X) es conexo.
Por lo tanto, F,(X) es un continuo. O

Teorema 4.1.4. Sea X un continuo. Entonces el hiperespacio C(X) es cerrado en 2.

45
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Demostracién. Dado que C(X) C C(X), para demostrar lo deseado, basta probar que C(X) C C(X).
Sea A € C(X). Por el Teorema|1.3.7, existe una sucesion {4, }22, en C(X) tal que lim A,, = A. Veamos
que A € O(X). Como A € 2%, s6lo resta verificar que A es conexo. Sean Gy W conjuntos cerrados en
A,y asi en X, tales que A = GUW y GNW = (). Por el Teorema se sigue que G y W son
compactos, y como GNW = (), se sigue que d(G,W) > 0. Sea e = d(G,W) > 0. Como lim A,, = A, existe
N € N tal que para cada n > N, H(A,,A) < §. Por el Teorema se sigue que, A C N(5,A4,) y
A, C N(§,A), para cadan > N.

Por otro lado, como A = G'UW, por el Teorema [2.2.5] se sigue que, N(§,A) = N(5,G)UN(5, W).
Obsérvese que por el Teorema [2.2.3) N(5,G) y N (5, W) son abiertos en X. Ademas por la eleccién de e,
N(%,G)UN(S, W) =0.

Fijemos m € N tal que m > N. De donde A C N(§,An) y A C N(5,A). Como N(5,A4) = N(5,G)U
N(5,W), entonces A, C N(5,G)UN(5, W)y, como A,, es conexo, por el Teorema se sigue que
An CN(5,G)6 Ay CN(S,W).

Supéngase que A,, C N(§,G). Entonces N(§,A,,) C N(e,G). Para demostrar esta afirmacién, sea
r € N(5,An). Luego, existe ,, € A, tal que d(z,z,,) < 5y, como A,, C N(5,G), existe g € G tal
que d(Zm,g) < 5. Usando la desigualdad triangular, d(z,g) < d(z,2m) + d(zm,9) < §+ § < €. Asi,
x € N(¢,G). Obsérvese que W C A C N(5,Am) C N(¢,G), por lo cual se tiene W N N(e,G) = W. Por
la eleccién de €, WN N (e, G) = 0. Por lo tanto, W = ). De forma similar, si A,, C N(§, W), se tiene que
G = 0. Por lo tanto A es conexo. Luego C(X) C C(X). De lo cual, se sigue que C(X) = C(X), es decir,
C(X) es cerrado en 2. O

Teorema 4.1.5. Sea X un continuo. Entonces el hiperespacio C(X) es compacto.

Demostracién. Por el Teorema 2% es un continuo, en particular, 2% es un compacto y, por el
Teorema 4.1.4) C(X) es un cerrado en 2%. Luego por el Teorema [1.2.55) C'(X) es un compacto. O

Ahora veremos algunas nociones que nos seran de gran utilidad para definir la topologia de Vietoris.

Definicion 4.1.6. Dado un subconjunto A de un continuo X, definimos las siguientes subcolecciones
del hiperespacio 2%

1. T(A)={Be€2X:BC A}
2. A(A)={Be2X :BNA#D}.

Lema 4.1.7. Sean X un continuo y A un subconjunto de X. Si A es abierto en X, entonces I'(A) y A(A)
son abiertos en 2.

Demostracién. Supéngase que A es un subconjunto abierto de X. Primero se demostrard que I'(A) es
un abierto en 2X. Sea B € I'(A). Entonces B € 2X y B C A. Como A es un abierto en X, por el Teorema
existe € > 0 tal que B C N(e,B) C A. Veamos que B(¢, B) C T'(A). Sea C' € B(e, B). Entonces
H(C, B) < e. Por el Teorema [2.2.11] se sigue que C' C N (e, B), luego C' C A. Asi, C' € I'(A). Entonces
B(e, B) C T'(A). Por lo tanto, para cada B € T'(A4), existe € > 0 tal que B(e, B) C T'(A), es decir, I'(A)
es abierto en 2%.

Ahora, veamos que A(A) es abierto en 2X. Sea B € A(A). Entonces B € 2X y BN A # (). Sea
x € BN A, como A es abierto en X, existe € > 0 tal que N(e,2) C A. Veamos que B(e, B) C A(A). Sea
C € B(e, B). Entonces H(C, B) < e. Por el Teorema se sigue que B C N(e,C). Como z € B,
existe y € C tal que d(z,y) < ¢, es decir, y € N(e,x). Como N(e,z) C A, y € A. Entonces y € C N A.
Asi, C N A # . Por lo tanto, C € A(A). Entonces B(e, B) C A(A). Por lo tanto, para cada B € A(A),
existe € > 0 tal que B(e, B) C A(A), es decir, A(A) es abierto en 2X. O
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Definicion 4.1.8. Sean X un continuo, n € Ny Uy, Us, ..., U, subconjuntos de X. Definimos la siguiente
subcoleccién de 2X:

<U1,U2,...,Un>—{A€2X:AC UUl-yAﬂUi#@, parai€{1,27...,n}}.

i=1

Lema 4.1.9. Sean X un continuo, n € Ny Uy, Us, ..., U, subconjuntos de X. Entonces (U, Us, ..., U,) =
LU, Ui) NNz, AT

Demostracién. Obsérvese que (Uy,Us,...,.U,) = {A € 2X¥ : AcCc U, U}tn{Ae2X: ANU; #
0, parai € {1,2,...,n}} = DU/, U:) N [Niy A(U;)]. Por lo tanto, (Uy,Us, ..., U,) = T(U, Us) N
[Mi=1 AU)]- 0

Lema 4.1.10. Sean n,m € N, Uy,Us, ..., U, vy V1, Va,...,V,, subconjuntos de un continuo X. Si U =
U, Uiy V =U", Vi entonces (Uy,Us,...,U,) N (Vi,Va,..., V) =(VNU,VNUs,...,VNU,UnN
Vi, UNVa,...,UNVy,).

Demostracién. Obsérvese que por el Lema (Uy,Us, ..., Up) N (V1, Vo, ..., Vi) = T(UL, Ui) N
Iy A AT (UL Vi) NI AR Sea A € (U1, Uy, Un) 0 (Vi Voo, Vi),

Entonces AC|J_, Uiy AC UL, Vi. Asi, ACUNV = (UNV)U(VNU) = [UnNU;—, Vi]u[VnU;, Ui].
Como ANU; # 0 para cada i € {1,2,...,n} y A C V, se sigue que An (VNU;) # 0, para
cada i € {1,2,...,n}. De forma similar, AN (U NV;) # 0, para cada i € {1,2,...,m}. Entonces
Ae(VNnU,VNUy,..., VDU, UNV,UNVa, ..., UNVy).

Ahora veamos la otra contencién. Sea A € (VNU,VNUs, ..., VNU,, UNV,UNVy,...,UNV,).
Entonces A C UNV,esdecir, ACUyACV.Asi, ACTU)y AcCT(V). Como AN(UNYV;) =
(ANV;) # 0, para cada i € {1,2,...,m}, se tiene que A € (-, A(V;). De forma similar, A € ", A(U;).
Por lo tanto, A € (Uy,Us, ..., Up) N {(V1, Vo, ..., V). O

En el siguiente resultado usaremos algunas propiedades de la base de una topologfa, vea [13].

Teorema 4.1.11. Sean X un continuo y B = {(U1,Us,...,U,) : n € N}, donde U; es un abierto en X,
para cada i € N. Entonces B es una base para una topologfa del hiperespacio 2% (la topologia generada
por B), denotada por Ty y conocida como topologia de Vietoris.

Demostracién. Para probar que B es una base para una topologia del hiperespacio 2%, primero veamos
que 2% = |JB. Pongamos U; = X. Note que U; es un abierto en X. Entonces (U;) € B. Veamos que
2X C UB. Sea A € 2%, entonces A C X = U;. De lo cual se sigue que A € (Up). Asi, A € JB.
Ahora veamos que |JB C 2X. Sea A € |JB, entonces existe n € N tal que A € (Uy,Us,...,U,). Como
<U1,U2,...,Un> C 2X, A€ 2X.

Ahora demostremos la segunda condicién para que B sea base para una topologia del hiperespacio
2X . Sean U,V € Bcon A € UNV. Por el Teorema |4.1.10} existe W =UNV € Btal que A€ W CUNV.
Por lo tanto, B es una base para la topologia de Vietoris. O]

Ty denota la topologia inducida por la métrica de Hausdorff. Note que una base para Ty estda dada
por vy = {B(6,9): S €2X y § > 0}.

Teorema 4.1.12. Sea X un continuo. Entonces la topologia de Vietoris Ty y la topologia inducida por
la métrica de Hausdorff, Ty, en 2% son iguales.

Demostracion. Primero veamos que Ty C Ty. Seald € Ty y A € U. Por el Teorema [4.1.11] se tiene que
B ={(Uy,Us,...,Uy,) : n € N} es una base de Ty, donde U; es abierto en X, para cada i € N. Entonces
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existe n € N y conjuntos abiertos Uy, Us,...,U, de X tales que A € (Uy,Us,...,U,) C U. Luego, por el
Teorema(Z), se sigue que | J-_; U; es bierto en X. Por el Lema se tiene que T(U;_, U;) € Ty
y AUl U;) € Ty, para cada i € {1,2,...,n}. Luego T'(U_, U;) NA(U;_, U;) € Tx. Por el Lema
se sigue que I'(J!—, U;) NA(U—, Ui) = (U, Us, ..., U,). Entonces U € Ty. Asi, Ty C Ty.

Ahora veamos que Ty C Ty. Sean V € Ty y A € V. Deseamos probar que existe W € B tal que
A €W C V. Recuerde que una base para Ty esta dada por vg = {B(5,5) : S € 2% y § > 0}. Entonces
existe C' € 2% y € > 0 tal que A € B(e,C) C V. Note que {N(5,b) : b € C} es una cubierta abierta para
C, y al ser C' compacto, se sigue que existen n € Ny {by,ba,...,b,} C C tales que C C J;_; N(5,b;).
Tomemos U; = N(§,b;), para cada i € {1,2,...,n} y pongamos W = (U1,Us,...,Uy,). Observe que
W =T(Ui_, Ui) N[N, A(U;)] (Por el Lema[d.1.9). Nétese que W € B. Ahora, veamos que W C B(e, O).
Sea T € W. Como W = T'(J:, U;) N[Ny A(U;)], se sigue que T C Ui, U; y T NU; # 0, para cada
1€ {1,2,...,n}. Obsérvese que se cumple:

1. T C N(¢, C).
2. C C N(¢,T).

En efecto, veamos la primera inclusién, es decir, T C N(e,C). Sea e € T. Entonces existe un elemento
Jj € 1{1,2,...,n} tal que e € U; = N(§5,b;). De lo cual se sigue que d(e,b;) < e. Note que b; € C.
Entonces, para cada e € T, existe b; € C tal que d(e,b;) <e. Asi, T C N(e,C).

Ahora, veamos la segunda inclusién, es decir, C C N(e,T). Sea b € C, entonces existe k € {1,2,...,n}
tal que b € U, = N(5,bx). Luego, d(b,by) < 5. Como T N Uy # 0, se sigue que existe z € TN N(5,bg).
Asi, d(by, z) < 5. Luego, por la desigualdad triangular, d(b, z) < d(b, bx) +-d(bx, 2) < 5+ § = €. Entonces,
para cada b € C, existe z € T tal que d(b, z) < e. Asi, C C N(¢,T).

Como T' C N(e,C) y C C N(e,T), por el Teorema [2.2.11] se sigue que H(T,C) < e. Asi, T € B(e,C).
Por lo tanto, W C B(¢, C).

Como B(e,C) C V, se sigue que W C V. Entonces, para cada V € Ty tal que A € V, existe W € B tal
que AeW C V. Asi, Ty C Ty. Por lo tanto, Ty = Ty . O

Proposicién 4.1.13. Sean X un continuo, A € 2% y Uy, Us,...,U, conjuntos abiertos en X. Si A €
(Uy,Us,...,Uy,), entonces existen conjuntos abiertos Vi, Va,...,V;, en X tales que A € (V1,V5,...,V},) C
(Uy,Us,...,U,) vy V; CU;, para cada i € {1,2,...,n}.

Demostracién. Sea € A. Como A € (Uy,Us,...,U,), se sigue que A C J_, U;. Asi, z € U; para
algin j € {1,2,...,n}.

Luego, como X es un espacio regular (vea [13 pdg. 224]), existe un abierto V, en X talque x € V, C V,, C
U;j. Luego A C |J{V, : © € A}. Como A es compacto, existen x1, 22, ..., 2z, € A tales que A C |J._, Va,.
Por otro lado, puesto que para cada i € {1,2,...,n}, ANU; # 0; para cada i € {1,2,...,n}, sea
yi € ANU;. Luego, para cada i € {1,2,...,n}, sea W; abierto en X tal que y; € W; C W; C U;.

Ahora, para cada i € {1,2,...,n}, pongamos J; = {k € {1,2,...,7} : V,, C U;}.

Para cada i € {1,2,...,n}, sea V; = WiU(Uye,, V) Se tiene que, para cada i € {1,2,...,n}, V; es
abierto en X, V; CU; y ANV; # 0. Ademés, A C |J;_, Vi. Por lo tanto, A € (V4,V5,...,V,). Note que
(V1,Va,..., Vo) C (U1,Us,...,Up,). Por lo tanto, existen conjuntos abiertos Vi, Va,...,V, en X tales que
Ac (i, Vo,...,V,,) (U1, Us,...,U,) y V; C Uy, para cada i € {1,2,...,n}. O

Una herramienta que sera de gran utilidad, en el estudio de la estructura topolégica de los hiperespacios
es el concepto de arco de orden (vea [16] y [§]).

Definicién 4.1.14. Sean X un continuo y A, B € 2¥ tales que A ¢ B. Se dice que una funcién continua
a:[0,1] — 2% es un arco de orden de A a B en 2%, si cumple lo siguiente:
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1. a(0)=Aya(l) =B,
2. sit,s €10,1] tales que t < s, entonces a(t) & «a(s).
La demostracién del siguiente teorema puede ser consultado en [I pag. 28].

Teorema 4.1.15. Sean X un continuo y A, B € 2% tales que A & B. Entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. Existe un arco de orden de A a B en 2%,
2. Para cada componente C' de B, C N A # 0.
Teorema 4.1.16. Dado un continuo X, el hiperespacio 2% es arco conexo.

Demostracién. Sean X un continuo y A € 2% tal que A # X. Luego, por el Teorema [4.1.15] existe un
arco de orden de A a X en 2%. Note que cada elemento de 2% \ {X}, se puede conectar mediante un
arco con X. Por lo tanto, por el Teorema [1.5.24) 2% es arco conexo. O

A continuacién, veremos lo que es un arco de orden en C(X).

Definicién 4.1.17. Sean X un continuo y A, B € C(X) tales que A ¢ B. Una funcién continua
a:[0,1] = C(X) es un arco de orden de A a B en C(X), si cumple lo siguiente:

1. a(0)=Aya(l) =B,
2. sit,s €10,1] tales que t < s, entonces a(t) & a(s).
La demostracién del siguiente teorema puede ser consultada en [I pag. 32].

Teorema 4.1.18. Si X es un continuo, y A, B € C(X) tales que A & B, entonces existe un arco de
orden de A a B en C'(X).

Teorema 4.1.19. Si X es un continuo, entonces el hiperespacio C'(X) es arco conexo.

Demostracién. Sean X un continuo y A € C(X) tal que A # X. Luego, por el Teorema [4.1.18] existe
un arco de orden de A a X en C(X). Note que cada elemento de C'(X)\ { X}, se puede conectar mediante
un arco con X. Por lo tanto, por el Teorema [1.5.24] C(X) es arco conexo. O

Teorema 4.1.20. Si X es un continuo, entonces el hiperespacio C'(X) es un continuo.

Demostracién. Por el Teorema C(X) es compacto. Por otro lado, por el Teorema [4.1.19] C(X)
es conexo. Asi, C(X) es un continuo. O

Observacion 4.1.21. Dado un continuo X, denotamos por 22" al hiperespacio de 2% es:
22" = {AcC2%: Aes cerrado en 2% y A # (}.

Observacién 4.1.22. Sean X un continuo y A C 2X. La nube en 2% con centro A y radio € > 0, la
denotamos por N(e, 4), esto es:

N(e, A) = {A € 2% : existe B € A H(B, A) < €},

donde H es la métrica de Hausdorff para 2X.

Notacién 4.1.23. Dados X un continuo y elementos A y C de 22", denotamos por E(A,C) al siguiente
conjunto:

E(A,C)={e>0: ACN(¢C), yC C N(e A}
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Obsérvese que si X es un continuo, por el Teorema se sigue que 2% es un continuo, todos los
resultados que se han demostrado para 2% son vélidos para 22" Asi, 92" 65 un continuo. La métrica de
Hausdorff para 22" 1a denotamos por H. De manera que, para cada Ay C € 22%,

H(A,C) = inf E(A4,C).

. . s, . . .’ . 7 (e X . .
Definicién 4.1.24. Consideremos un continuo X. La funcién union es la funcién o : 22~ — 2% definida

por o(A) =JA=J{A: A€ A}, para cada A € 22" .
Para ver que o estd bien definida puede consultar [9].

Lema 4.1.25. Si X es un continuo y A,C € 22", entonces H(|J A, |JC) < H(A,C), donde H es la métrica
de Hausdorff en 22 .

Demostracién. Sean A,C € 22" . Ahora, sea ¢ € E(A,C). Entonces A C N(e,C) y C C N(e, A). Luego,
sia € |JA, existe A € A tal que a € A. De donde, existe C € C tal que H(A,C) < e. Por el Teorema
2.2.11}(1), A C N(e,C) y C C N(e, A). En consecuencia, existe ¢ € C tal que d(a,c) < e. Luego
a € N(eJC). Asi, |JA C N(e,JC). De forma similar, se tiene que | JC C N(e,|J.A). Por lo tanto, € €
E(UA,UC). Asi, E(A,C) C E(UA,UC). Asi, por el Teorema [1.1.14] se sigue que, inf E(|JA,|JC) <
inf E(A,C), es decir, H(J A, JC) < H(A,C). O

Teorema 4.1.26. Dado un continuo X, la funcién o : 22° 5 29X e5 continua.

Demostracién. Sean A,C € 22"* y € > 0. Pongamos § = e. Si H(A,C) < 4, por el Lema |4.1.25| se sigue
que H(JA,JC) < €. Con esto se ha probado que la funcién unién es uniformemente continua, asi, en
particular es continua. O

Teorema 4.1.27. Sea X un continuo. Entonces C,,(X) es un continuo, para cada n € N.

Demostracion. En el Teorema se prob6 que C(X) es un continuo, luego por el Teorema
se sigue que F,(C(X)) es un continuo.

Note que F,(C(X)) C 22" Luego como o : 227 — 2% es continua (Ver Teorema , se sigue que
o(F,(C(X))) es un continuo en 2%.

Afirmamos que o(F,(C(X))) = C,(X). En efecto. Veamos primero que o(F,(C(X))) C Cn(X).
Sea A € o(F,(C(X))). Entonces existe A € F,(C(X)) tal que o(A) = A. Notemos que A C C(X)
y |A] < n. Supéngase que A = {A;, As,...,Ap}. Como A C C(X), Ay, As,..., 4, € C(X). De
donde (JA = |J_, A; tiene a lo mds n componentes. Puesto que A = |, 4;, A € Cp(X). Asi,
o(Fn,(C(X))) C Cp(X).

Veamos ahora que Cy,(X) C o(F,(C(X))). Sea A € C,,(X). Supéngase que A = Ule A, conk <n
y A; es componente de A. Sea A = {41, Aa,...,Ar}. Como A C Cp(X) y |A] < n, asi A € F,(C(X)).
Ademss, o(A) = UA = U, A; = A. En consecuencia, A € o(F,(C(X))). De donde se sigue que
Cn(X) Co(Fr(C(X))). Asi, 0(F,(C(X))) = Cp(X). Por lo tanto C,,(X) es un continuo. O

La demostracién del siguiente teorema puede ser consultado en [Il pag. 36].

Teorema 4.1.28. Si X es un continuo, K es un subcontinuo de 2% y K N C(X) # ), entonces |JK es
un subcontinuo de X.

Proposicién 4.1.29. Sean X un continuo y Ay, As, ..., A, subcontinuos no degenerados de X . Entonces
se tiene que (A1, Ao, ..., A,) es un subconjunto conexo de 2%X.
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Demostracién. Obsérvese que (A, As, ..., A,) es un subconjunto de 2% con més de un elemento y
Uil Ai € (A1, Ag, ... Ay). Sea A € (A1, As, ..., Ap) \ {U/_, A;}. Se sigue que A C |J;-_; A;. Note que
Ui, A; tiene a lo mds n componentes, las cuales son, Ay, As, ..., A,. Por otro lado, como ANA; # (), para
cada i € {1,2,...,n}, se sigue que cada componente de [J;_, A; intersecta a A. Luego, por el Teorema
4.1.15| existe un arco de orden I' en 2% de A a [J;_, A;. Note que I' C (A;,As,...,A,). Asi, todo
elemento de (A;, Ao, ..., An) \ {Ui_; Ai}, se puede unir mediante un arco con |J;_; A;. Por el Teorema
se sigue que (Aq, Aa, ..., A,) es arco conexo. Luego, por el Teorema (A1, Ag,...,Ay) es
un subconjunto conexo de 2. 0

Definicion 4.1.30. Sean X un continuo y = € X. Entonces:

1. X es localmente conexo en x, si para cada abierto U de X tal que xz € U, existe un subconjunto
abierto y conexo V en X tal que z € V' C U. El continuo X es localmente conezo, si X es localmente
conexo en cada uno de sus puntos.

2. X es conexo en pequeno en x, si para cada abierto U de X tal que = € U, existe un subconjunto
conexo V en X tal que z € int(V) C V C U. Luego, X es conexo en pequeno, si X es conexo en
pequeno en cada uno de sus puntos.

Ejemplo 4.1.31.

1. El continuo [a,b], para a,b € R con a < b, es localmente conexo.

2. El continuo S* = {(z,y) € R? : 2% + y*> = 1} es localmente conexo.

3. La curva senoidal del Topdlogo es un ejemplo de un continuo que no es localmente conexo. Ver
Figura [I.3]

Teorema 4.1.32. Un continuo X es localmente conexo si y sélo si cada componente de cada conjunto
abierto en X es abierto en X.

Demostracion. Veamos que si X es localmente conexo, entonces cada componente de cada conjunto
abierto en X es abierto en X. Supdngase que X es localmente conexo. Sean U un conjunto abierto de X
y C una componente de U. Sea x € C, luego = € U. Como X es localmente conexo, existe un conjunto
abierto y conexo V en X tal que z € V C U. Entonces x € C NV, es decir, CNV # (. Como V es
conexo en X, V C U y C una componente de U, se sigue que V C C. Asi, x € int(V') C int(C), es decir,
z € int(C). Entonces C C int(C), es decir, C es abierto en X.

Ahora supongamos que cada componente de cada conjunto abierto en X es abierto en X. Sean xz € X y
U abierto en X tal que z € U. Sea C' la componente de U tal que z € C. Entonces por hipdtesis, C' es un
abierto en X. Asi, C' es abierto en X y conexo tal que z € C' C U. Por lo tanto, podemos concluir que X
es localmente conexo. O

Corolario 4.1.33. Cualquier componente C' de un continuo X localmente conexo es abierta y cerrada
en X.

Obsérvese que la conexidad local en x € X, implica la conexidad en pequeno en x € X. El reciproco
no es valido. Por ejemplo, consideremos el continuo X de la Figura[f.1] Sin embargo tenemos el siguiente
resultado.

Proposiciéon 4.1.34. Un continuo X es localmente conexo si y sélo si X es conexo en pequeno.
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Figura 4.1: X es conexo en pequeno en p y X no es localmente conexo en p.

Demostracion. Es facil ver que si X es localmente conexo, entonces X es conexo en pequeno.

Ahora veamos que si X es conexo en pequeno, entonces X es localmente conexo. Supéngase que X es
conexo en pequeno. Sean U un subconjunto abierto de X y C una componente de U. Por el Teorema
[41:32] basta probar que C' es abierto en X. Sea x € C, luego € U. Como X es conexo en pequeno,
existe un conjunto conexo V en X tal que x € int(V) C V C U. Entonces x € CNV, es decir, CNV # (.
Como V es conexo, V C U y C es una componente de U, se sigue que V C C. Asi, z € int(V) C int(C), es
decir, z € int(C). Entonces C' C int(C'), es decir, C' es abierto en X. Por Teorema X es localmente
conexo. O

Teorema 4.1.35. Sea X un continuo no degenerado. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.
1. X es localmente conexo,
2. 2% es localmente conexo,

3. C(X) es localmente conexo.
Demostracién. Supéngase que 2% es localmente conexo. Veamos que X es localmente conexo. Sean
p € X y U un abierto en X tal que p € U. Se sigue que {p} € (U). Obsérvese que por los Lemas y
4.1.9) (U) es abierto en 2. Considere un conjunto abierto W en 2% tal que p € W C W C (U). Como 2%
es localmente conexo, existe un conjunto abierto y conexo V en 2X tal que {p} € ¥V € W. Luego, por el
Teorema [{.1.11] existen conjuntos abiertos Uy, Us, ..., U, en X tales que {p} € (U1,Us,...,U,) C V. Asi,
por la Proposicién existen conjuntos abiertos Vi, Vs, ..., V, en X tales que {p} € (V1,Va,...,V,,) €
(U1,Us,...,U,) y V; C Uy, para cada i € {1,2,...,n}. Luego, U, Vi € (U1,Us,...,U,). Dado que
(U1,Us, ..., U,y CV CVC(U),sesigue que U, V; C JV C U. Como {p} e VNC(X), VNC(X) # 0.
Note que V es un subcontinuo de 2%, luego por el Teorema UV es un subconjunto conexo de X.
Pongamos V = V. Asi, p € ., Vi C V C U. Dado que |J;_, V; es abierto en X, se concluye que
p € int(V) C V C U. Por lo tanto, X es conexo en pequeno. Por el Teorema se tiene que X es
localmente conexo.

Una prueba similar se sigue para verificar que si C(X) es localmente conexo, entonces X es localmente

conexo.
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Ahora supongamos que X es localmente conexo y veamos que 2% es localmente conexo. Por el Teorema
basta probar que 2¥ es conexo en pequefio. Sean A € 2% y U un abierto en 2¥ tales que A € U. Por
el Teorema [4.1.11] existen abiertos Uy, Us, ..., U, en X tales que A € (Uy,Us, ..., U,) C U. Luego, por la
Proposicién [1.1.13] existen abiertos Vi, Va,...,V, en X tales que A € (V4,Va,...,V,,) C (U1, Us,...,Uy)
y V; C U; para cada i € {1,2,...,n}. Sea a € A. Como A C |J;_, Vi, entonces a € V; para alguna
j €{1,2,...,n}. Consideremos la componente C, de V; tal que a € C,. Asi, A C |J{C, : a € A}. Dado
que X es localmente conexo, por el Teorema C, es abierto en X, para cada a € A. Dado que
A es compacto, existen r € Ny ay,as,...,a, € A tales que A C |J;_, C,,. Observemos que, para cada
i€{l,2,...,1}, Cy, C Cy, C Uj, para alguna j € {1,2,...,n}. Por otro lado, para cada i € {1,2,...,n},
ANV; #£ 0. Asi, para cada i € {1,2,...,n}, sea x; € ANV;. Luego, para cada i € {1,2,...,n}, sea C,, la
componente de V; tal que z; € C,,. Nuevamente, como X es localmente conexo, por el Teorema
para cada i € {1,2,...,n}, C,, es un subconjunto abierto de X.

Notemos que, para cada i € {1,2,...,n}, Cp,, C C,, C U;. Ahora, para cada i € {1,2,...,n},
pongamos J; = {k € {1,2,...,7} : C,, N C,, # 0}.

Notemos que, para cada i € {1,2,...,n}, J; # 0. Para cada i € {1,2,...,n}, sea W; = C,, U
(UkeJl Ca,)- Se tiene que, para cada i € {1,2,...,n}, W, es conexo y abierto en X. De manera que
(W1, Wa,...,W,) es un abierto en 2% ademas, A € (W1, Wa, ..., W,).

También tenemos que, para cada i € {1,2,...,n}, W; C W; C U; y ANW; # 0. En consecuencia,
Ae (Wi, Wa,...,Wy,) C (Wi, Wa,...,Wy,) C(U1,Us,...,Up,).

Notemos que, para cada i € {1,2,...,n}, la componente C,, tiene méds de un punto. En efecto, si
existe | € {1,2,...,n} y z € X tal que C,, = {z}, entonces C, es abierto y cerrado en X. De manera
que C;, = X, lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto, para cada i € {1,2,...,n}, W; es un subcontinuo no degenerado de X. Por la Proposicién
(W1, W, ..., W,) es un conjunto conexo tal que A € int((Wy, Wa, ..., W,,)) C U. Asi, 2% es conexo
en pequeno. Luego por la Proposicion 2% es localmente conexo. De forma similar se prueba que
si X es localmente conexo, entonces C'(X) también lo es. O

4.2. En la Teoria Fractales

En la actualidad, es muy comtn hablar de los fractales como objetos que podemos encontrar en la
naturaleza. Por ello, el estudio de la geometria fractal ha sido de mucho interés desde el siglo pasado.
Conviene mencionar que dar una definicién de lo que es un fractal no es facil. En [I8], se menciona la
siguiente nocién que se puede tener sobre lo que es un fractal.

Nocién 4.2.1. Un Fractal es una figura que tiene una forma, bien sea sumamente irregular, interrumpida
o fragmentada, y sigue siendo asi a cualquier escala que se produzca el examen.

Para leer sobre otras nociones sobre lo que es un fractal, vea [3]. De forma natural, podemos ubicar
a la geometria fractal como una parte de la geometria. Existen también otras ramas de las matematicas,
como la geometria euclideana clésica, que ha tratado de acercarse a las formas y objetos que se encuentran
en la naturaleza. Pero dado que en la naturaleza no se encuentran objetos suaves, regulares e ideales, la
geometria euclideana no puede cumplir con dicha tarea.

La geometria fractal, es hasta el dia de hoy, la que maés se acerca a las formas, objetos y fenémenos
de la naturaleza.

Existe una infinidad de fractales, las cuales se pueden clasificar en diferentes clases. Uno de ellos son
los conjuntos de Julia (Vea Figura, estos conjuntos son el resultado de los trabajos de Pierre Fatou y
Gaston Julia en los anos 1920, surgen como resultado de la aplicacion reiterada de funciones holomorfas
z f(z) = f(f(2)) — ... Para més detalles de los conjuntos de Julia, vea [3].
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Figura 4.2: En negro, conjunto de Julia relleno asociado a f.(Z) = 2°+¢, ¢ = a—1, donde « es el nimero
aureo.

Ciertas categorias de fractal no encajan del todo dentro de las caracteristicas de los conjuntos de Julia.
Estructuras como el plasma o las imdgenes de difusién (Vea Figura [4.3) dependen en cierta medida del
azar, por lo cual son unicas e irrepetibles. Para mds detalles, vea [3 pag. 86].

Figura 4.3: Imagen de difusién.

Existen otras categorias de fractal que satisfacen otras propiedades, como la propiedad de autosimi-
litud.

Nocién 4.2.2. Se dice que un objeto geométrico tiene la propiedad de autosimilitud o autosemejanza si
estd formado por infinitas copias de si mismo, sélo que reducidas y colocadas en diferente posicién (Vea

[18]).

Note que la propiedad de autosimilitud no es suficiente para definir un fractal, pues existen objetos
que satisfacen esta propiedad pero que no son fractales (Vea Figura .

Como podemos observar, tratar de dar una definicién formal sobre lo que es un fractal no es una
tarea facil. Para intentar resolver dicho problema, conviene conocer la dimension de Hausdorff y la la
dimension topoldgica.

Para continuar, daremos de manera intuitiva lo que es la dimensién de Hausdorff y la dimensién
topoldgica. Para un estudio més detallado consulte [3].

El conjunto vacio tiene dimensién topoldgica —1. El punto tiene dimensién topolégica 0. En general, un
objeto tiene dimensién topolégica m (D = m), cuando cualquier cubierta de ese objeto, tiene como
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Figura 4.4: Ejemplo de una Figura con la propiedad de autosemejanza.

Figura 4.5: Objetos con la propiedad de autosemejanza pero que no son fractales.

minimo una dimensién topolégica de m + 1.

Laidea detrés de la dimensién topolédgica de X, es la siguiente: cuando se cubre una linea con intervalos
chicos siempre hay puntos que se encuentran en al menos dos intervalos. Asi, una linea tiene dimensién
topoldgica 1, es decir, Dy = 1.

Cuando se cubre un area con circulos siempre se encuentran puntos que estan en al menos tres circulos.
Asi, una cuadrado tiene dimensién topolégica 2, es decir, Dy = 2. Continuando con esta idea, el cubo

tiene dimension topoldgica 3.

In(N)
in(n)’
donde N es el numero de copias semejantes a la figura original y n es el factor de ampliaciéon para obtener

la figura original. Conviene ver algunos ejemplos de la dimensién de Hausdorff.

La Dimension de Hausdorff, de forma intuitiva es el resultado que se obtiene al realizar Dy =

Para el tridngulo de Sierpinski (vea la seccién , tenemos que N = 3 y n = 2, y por lo tanto,

Dy = n(3) 1,584. Ahora, veamos la dimensiéon de Hausdorff de un cuadrado. Podemos descomponer

in(2)
un cuadrado en 4 cuadrados congruentes y el factor de ampliacién es 2 (Vea. Asi, Dy = ;Zg;lg =2.

Con estos conceptos, nosotros daremos la definicién méas formal que se tiene hasta hoy en dia de lo
que es un fractal.

Nocién 4.2.3. Un fractal es un conjunto autosemejante y cuya dimensién de Haussdorff es estrictamente
mayor que su dimesién topolégica. Vea [18].
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Con esta definicién se trabajara en lo siguiente. Para continuar, mostraremos las ideas intuitivas de
como construir algunos fractales, tales como el conjunto de Cantor, el tridngulo de Sierpinski, la carpeta
de Sierpinski y la curva de Koch.

4.2.1. El Conjunto de Cantor

El conjunto de Cantor C es un destacado subconjunto fractal del intervalo real [0, 1]. Su nombre se
debe George Cantor en 1883. Vea [18].
Para construir el conjunto de Cantor, se usa el siguiente método recursivo:

1. El primer paso es tomar el intervalo [0, 1].
2. El segundo paso es quitarle su tercio interior, es decir, el intervalo abierto (%7 %)

3. Aplicar el paso anterior recursivamente a cada uno de los intervalos restantes.

El conjunto de Cantor se obtiene repitiendo el proceso anterior infinitas veces (Vea Figura [4.6)).

[

‘ \—C'"_‘
o s

‘ | —
| -0

‘ = |
o | oD

‘ ——

Figura 4.6: Grafica de las primeras etapas de la construccién del conjunto de Cantor.

Note que la dimensién de Hausdorff del conjunto de cantor esta dada por Dy = ;Z% = 0,63093 y

por otra parte su dimensién topoldgica es cero, de modo que se cumple la condiciéon Dy > Dr.

4.2.2. El Triangulo de Sierpinski

El triangulo de Sierpinski S es un fractal que se puede construir a partir de cualquier triangulo. La
construccién geométrica del tridngulo de Sierpinski se define de forma recursiva como sigue:

1. Se comienza con un tridngulo equilatero Ey, digamos de lado 1.
2. Se conectan los puntos medios de cada lado, quedando asi 4 tridngulos equilateros de lado %

3. Se elimina el tridngulo central. Lo que queda se denomina la Primera etapa de la construccién y la
denotamos FEj.

4. Se repite el proceso anterior a cada uno de los tridngulos restantes.

FEl tridngulo de Sierpinski se obtiene repitiendo el proceso anterior infinitas veces(Vea Figura [4.7)).
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A L L A

E{] El Ez E3

Figura 4.7: Gréfica de las primeras etapas del la construccién del tridngulo de Sierpinski.

4.2.3. La Carpeta de Sierpinski

La carpeta de Sierpinski T es un fractal que se puede construir a partir de cualquier cuadrado. La
construccién geométrica de la carpeta de Sierpinski se define de forma recursiva como sigue:

1. Se comienza con cuadrado, digamos de lado 1.
2. El cuadrado se divide en 9 cuadrados iguales, y se elimina el cuadrado central.
3. El paso anterior vuelve a aplicarse recursivamente a cada uno de los cuadrados restantes.

La carpeta de Sierpinski se obtiene repitiendo el proceso anterior infinitas veces (Vea Figura [4.8)).

Figura 4.8: Gréfica de las primeras etapas del la construccién de la Carpeta de Sierpinski.

Note que la dimensién de Hausdorff de la carpeta de Sierpinski esta dada por Dy = % = 1,89279

y su Dy = 1, de modo que se cumple la condiciéon Dy > Dyp.

4.2.4. La Curva de Koch

La curva de Koch K es un fractal que se puede construir a partir de cualquier segmento de recta. La
construccién geométrica de la curva de Koch se define de forma recursiva como sigue:
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1. Se comienza con un segmento de recta, digamos de longitud 1.
2. El segundo paso es dividir el segmento de recta en tres partes iguales y quitarle su tercio interior.

3. Se consideran dos segmentos de recta de longitud igual al segmento de recta eliminado en el paso
anterior. Con estos dos segmentos de recta se construye un tridangulo tal como se muestra en la

Figura

La curva de Koch es el limite de este proceso tras un numero infinito de iteraciones(Vea Figura [4.9).

Figura 4.9: Grafica de las primeras etapas del la construccién de la curva de Koch.

Note que la dimensiéon de Hausdorff de la curva de Koch esta dada por Dy = % = 1,26186 y por

otra parte su dimensién topolédgica es 1, de modo que se cumple la condicién Dy > Dr.

Para continuar, veremos algunos resultados que serdn de gran utilidad para construir de una manera
formal algunos de los fractales aqui expuestos.

Teorema 4.2.4. Sean (X, d) un espacio métrico completo y f : X — X una funcién contraccién con
constante de contraccién k. Entonces f tiene un tnico punto fijo x € X. Ademsds, si y € X es arbitrario,
entonces la sucesion {x,}>2, dada por

tiene la propiedad que lim,, o x, = .
Demostraciéon. Sea y € X y considere la sucesién {x,}22 , dada por
To =Y
Tp = f(xp-1),n > 1.

Veamos que {z,,}52, es una sucesién de Cauchy en X. Sean m,n € N tales que m < n. Por la desigualdad
triangular se tiene que

d(l‘m, xn) < d(l'ma xm—&-l) + d(mm-i-la xm+2) +...+ d(xn—la xn) (41)
Por otro lado, como f es una contraccion, se tiene que para todo entero p > 1

d(wp, Tpy1) = d(f(xp-1), f(7p)) < kd(wp-1,7p) (4.2)
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Usando la desigualdad iterativamente, se obtiene d(zp, xp11) < kPd(zo,x1).

Ast, d(@p, ) < (K™ +E™ 4k D d(z0, 21) < EM(1+ k4. .+ k" ™) d(20, 21). Note que 1+k+
...+k"~1=™m g5 una serie geométrica, asf por el Teoremall.3.22| se sigue que d(z,, ,,) < k™ 11’_’6,: d(zg,x1).

Dado que 1 — k™ < 1, d(@m, xn) < %d(xo,xl).

, m . .7
Como k < 1, limy, o ﬁ—kd(xo, x1) = 0, se tiene que {x,}52, es una sucesién de Cauchy. Dado que X es
un espacio métrico completo, existe x € X tal que lim,_ ., =, = . Como f es continua, se sigue que

x = nh%ngo Ty = nl;rréo flzn_1) = f(nh;rréo Tn—1) = f(x). (4.3)

Asi, x es un punto fijo de f.
Veamos ahora la unicidad del punto fijo de f. Supéngase que z es punto fijo de f, y que = # z. Entonces,

0 <d(z,z) =d(f(x), f(2)) < kd(z, z) (4.4)

De lo cual se sigue que k > 1, contradiciendo la hipétesis de que k < 1. Por lo tanto = = z.
Notemos que por la manera en que se realiza la construccién de la sucesién {z, }52,, independientemente
de quien sea el punto xg, siempre se tendra que lim,, , x,, = x. O

En el siguiente teorema, f”* denota la composicién de m veces f.

Teorema 4.2.5. Sean (X, d) un espacio métrico completo, m € Ny f: (X,d) = (X, d) una funcién tal
que d(f™(x), f"(y)) < kd(z,y), para todo z,y € X, donde 0 < k < 1. Entonces f tiene un unico punto
fijo en X.

Demostracién. Obsérvese que f™ es una contraccién. Luego, por el Teorema f™ tiene un unico
punto fijo 2 € X. Esto es, z = f™(z). Lo cual implica que, f(z) = f(f™(2)) = ™1 (2) = f™(f(2)). De
lo cual se sigue que f(z) es un punto fijo de f™, y por la unicidad del punto fijo de f™, se sigue que
z = f(2). Asi, z es un punto fijo de f.

Veamos ahora la unicidad del punto fijo de f. Supéngase que y es un punto fijo de f, es decir, f(y) = y.
De lo cual f™(y) = y. Luego, por la unicidad del punto fijo de f™, y = z. O

Definicién 4.2.6. Sean (X,d) un espacio métrico y f : X — X una funcién continua. Definimos la
funcién f : 2% — 2% por f(K) = f(K), para todo K € 2¥.

Observe que la funcién f, estd bien definida. Para probar esta tltima observacién, sea K € 2¥. Dado
que f es continua y K es compacto, por el Teorema f(K) es compacto. Asi, f(K) = f(K) € 2.

Teorema 4.2.7. Sean (X, d) un espacio métrico y f : X — X una funcién de Lipschitz. Entonces f es
una funcién de Lipschitz en 2%, con la misma constante de Lipschitz de f.

Demostracién. Sean A, B € CB(X). Entonces

H(f(A), F(B)) =H(f(A), f(B))
= max{p(f(A), f(B)), p(f(B), f(A))}.

Sin pérdida de generalidad, supéngase que H(f(A), f(B)) = p(f(A4), f(B)). Asi:

H(f(A), f(B)) = p(f(A), f(B))
= sup{d(f(a), f(B)) : a € A}
< sup{inf{kd(a,b) : b€ B} :a € A}
< sup{inf{kd(a,b) : b€ B} :a € A}
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Por lo tanto,

H(f(A), f(B)) < ksup{inf{d(a,b) : b€ B} :a € A}
= kp(A, B)
< kméx{p(4, B), p(B, A)}
=kH(A, B).

En consecuencia f es una funcién de Lipschitz en 2X. O

Definicién 4.2.8. Sean (X, d) un espacio métrico, n € N y para todo i € {1,2,...,n},sea f; : X - X
una funcién de Lipschitz, con constantes de Lipschitz L;. Definimos F : 2X — 2% por F(A4) = J;_, f:(4),
para cada A € 2%,

Teorema 4.2.9. Sean (X, d) un espacio métricoy f; : X — X con i € {1,2}, una funcién de Lipschitz,
con constantes de Lipschitz L, Lo respectivamente. Entonces F' es una funcion de Lipschitz, y su constante
de Lipschitz es L = max{Lq, Lo}.

Demostracién. Obsérvese que F estd bien definida. Sean A, B € 2X.

H(F(A),F(B)) =H(f1(A) U f2(A), f1(B) U f2(B)) , luego por el Teorema [2.2.17]
< méax{H(f1(4), f1(B)), H(f2(A), f2(B))} , asi, por el Teorema [£.2.7]
< méx{L1H(A, B), LyH(A, B)).

Sea L = InéX{Ll, LQ}
Entonces H(F(A), F(B)) < Lméx{H(A, B),H(A, B)} = LH(A, B). Por lo tanto, F' es una funcién de
Lipschitz y su constante de Lipschitz es L = méx{Lq, La}. O

Corolario 4.2.10. Sean (X, d) un espacio métrico, n € N y para cada i € {1,2,...,n},sea f; : X - X
una funcién de Lipschitz, con constantes de Lipschitz L;. Entonces F' es una funcién de Lipschitz, y su
constante de Lipschitz es L = max{L1, Lo, ..., Ly}.

Corolario 4.2.11. Sean (X, d) un espacio métrico, n € N y para cada i € {1,2,...,n},sea f; : X = X
una funcién contraccion, con constantes de contraccién L;. Entonces F' es una funcién contraccién, y su
constante de contraccién es L = max{Ly, La, ..., Ly}.

Definicién 4.2.12. Un Sistema Iterado de Funciones (SIF), es una estructura de la forma
{X; f1, f2,- .. fu}, donde X es un espacio métrico completo y cada f; : X — X,i € {1,2,...,n}, es
una contraccién en X.

Teorema 4.2.13. Dado un SIF {X;fi, fa,... fn}, existe un tnico A € 2% tal que F(A) = A =
Uiz fi(A).
Ademis, si K € 2%, entonces la sucesién {A,,}°, dada por:
Ag=K
An = F(An,1)7n Z 1

tiene la propiedad que lim,,_, ., A, = A. El conjunto A se le llama el atractor del SIF y el conjunto K se
le conoce como semilla.

Demostracién. Por el Corolario |4.2.11] se sigue que F' es una contraccién en 2%. Por otro lado, como
X es completo, por el Teorema se tiene que 2% es completo. Luego, por el Teorema existe
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un tnico A € 2% tal que F(A) = A = J;_, fi(A). Finalmente, aplicando la segunda parte del Teorema

se obtiene la segunda parte de este teorema. O
Note que, si se construye una sucesién como se indica en el Teorema esta sucesién converge al

punto fijo de F, sin importar quien sea el conjunto semilla K.
A continuacion aplicaremos los resultados vistos en esta seccién para construir algunos fractales.

Ejemplo 4.2.14. Counsideremos el SIF {R; f1, fo} donde fi(z) = %x y fa(z) = %z + % Definimos
F: 2R 5 28 por F(A) = f1(A) U f2(A), para cada A € 28,

Sea Cp = [0,1]. Veamos quién es el atractor de este STF.

Sea Cy = F(Co) = £1((0,1)) U £((0,1)) = [0, 3] U [2,1].

Sea Cz = F(C1) = fi(C1) U f2(C1) = [0, ] U 5, 5] U5, §JU [5. 1]

Continuando con este proceso sucesivamente, obtenemos la sucesién {C,,} en 2%. (Vea Figura .

0 LN ]

1 2
0 3 3 L 0y = F(Co) = [0, 1] U2, 1].
0 5 5 3 I I

Gy =F(C1) = [0.5]U[2, 1 U2 T U LS. 1.

Figura 4.10: Grafica de la construccién del conjunto de Cantor

Obsérvese que para cada n € N, Cp11 C C,.
Veamos que el atractor de este SIF es el conjunto de cantor C. Primero veamos que {C,}52, es
una sucesién de Cauchy en 2%. Como C, 1 C C,, por el Teorema [2.1.13) p(Cy11,C,) = 0. Asi,

H(Ch, Cri1) = méx{p(Cni1,Ch), p(Cn,Cri1)} = méx{0,p(Cp,Cri1)} = p(Cp,Cpi1). Observemos
que:

1
H(Co, C1) = p(Co, C1) = 6
1
H(C1,C) = p(C1,Cs) = 6.3
1
H(C2, Cs) = p(C2, C3) = o3
1
H(CTM CnJrl) (Cna Cn+1) 6 377,
De modo que si n,m € N, tales que n < m. Se tiene:
m—1
H(Cr, Crn) < Y H(C, Ciin)
j=n
1 1
+

5 3n+1 T ggmt

T 63"
1 1
:6< 3n+1 ...+3m_1>—>0,
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cuando n,m — oo. Asi, {C,}5°, es una sucesién de Cauchy en 2R Luego, como R es completo, se sigue

por el Teorema que 2® es completo. Asi, por los Teoremas |4.2.13]y

Atractor del SIF es lim, o Cp, =(,—, C,, =C.

Ejemplo 4.2.15. Consideremos el STF {R?; f1, fo, f3} donde fi(z,y) = 3(2,y), f2(z,y) = 5(x,y)+(3,0)
y f3(z,y) = %(x,y) + (i, %) Definimos F : 2%° — QRZ, por

F(A) = f1(A) U f2(A) U f3(A), para cada A € 2%
Sea S el tridngulo de vértices (0,0),(1,0) y (3, @) Veamos quién es el atractor del STF.
Sea S1 = F(Sp), So = F(S1), .... Continuando con este proceso sucesivamente, obtenemos que el atractor
de este SIF es el tridngulo de Sierpinski S (Vea Figura [4.11)).

So 3 S,

Figura 4.11: Grafica de la construccion de el tridAngulo de Sierpinski

Obsérvese que para cadan € N, S,,11 C 5,,.

Veamos formalmente que el atractor de este STF es el tridngulo de Sierpinski §. Primero veamos que
{5,152 es una sucesién de Cauchy en 2% Como Spi1 C Sy, por el Teorema [2.1.13] p(S,11,S,) = 0.
ASfa H(*gn, Sn+1) = mé“x{p(sn—Ha Sn)v P(Sn, Sn+1)} = mzix{(), p(Sn? Sﬂ—H)} = p(Snv Sn-i-l)' Entonces

H(So,S1) = p(So, S1) = V3

12
V3
H(S1,52) = p(S1,52) = 2.9
V3
H(527S3) - p(S27S3) - 12 . 22
V3
H(Sn, Sn1) = p(Sn, Sny1) = oo

(Vea Figura [4.12)).
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V3

So S 52 53
Figura 4.12: Distancia entre S;, y Sp41-

De modo que si n,m € N, tales que n < m, se tiene:

=

m—

H(Sn75m) < H(Sjvsj+1)

=n

3 3 3
B S HR I
12.2n 12 . 2n+1 12.2m—1

V3,1 1

TR

<

1
+...+W)—>U,

z .7 2 .
cuando n, m — co. Asi, {S,}5°, es una sucesién de Cauchy en 2%". Luego, como R? es completo, se sigue

por el Teorema , 2R” eg completo. Asi, por los Teoremas |4.2.13|y ,
Atractor del STF =lim, 00 S, = (o, Sn = S.

Obsérvese que el Teorema nos garantiza que podemos obtener diferentes aproximaciones del
tridngulo de Sierpinski tomando diferentes conjuntos semilla. Por ejemplo, considerando Ey = [0, 1] x
[0,1] € R?, se obtiene otra sucesién de conjuntos que nos ayudan a aproximar a 7 (Vea Figura [4.13)).

E[] El E2 ES

Figura 4.13: Primeras 3 iteraciones para aproximar 7T, iniciando con Ey = [0, 1] x [0, 1].

Ejemplo 4.2.16. Consideremos el STF {R2;f17f2»f3vf4af5,f67f77f8} donde fl(xay) = %(‘/E7y)a fg(fl?,y) =
%(l‘—f— 1ay)7 f3(l',y) = %(.’E—FZ,y), f4<x7y) = %(xay+1)7 f5(-75,y) = %(xj_Zaytl)v fﬁ(l',y) = %(m,y+2),
fr(z,y) = %(x—}- Ly+2)y fs(z,y) = %(x—}- 2,9 + 2). Definimos F : 28" — 2% por

F(A) = f1(A) U f2a(A) U f3(A) U f4(A) U fs(A) U fe(A) U fz(A) U fs(A), para cada A € oR?
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Sea Ty = [0,1] x [0,1], Ty = F(Tp), To = F(T1), .. ., asi sucesivamente (Vea Figura [4.14).

Figura 4.14: Aproximaciones de la carpeta de Sierpinski, partiendo de Ey = [0, 1] x [0, 1].

Se puede probar de manera muy similar al Ejemplo [£:2.14] que el atractor de este STF es la carpeta
de Sierpinski 7.

Ejemplo 4.2.17. Consideremos el STF {R?; f1, fa, f3, f1} donde fi(x,y) = %(z,y), falz,y) = %(x cos(%)—
ysen(5) + Lasen(5) + yeos(3), folwy) = A(weos(F) — ysen(§) + 3, —wsen(%) + yeos(3) + ),

fa(z,y) = 2(z +2,y). Definimos F : 28 — 2%° por
F(A) = fi(A) U f2(A) U f3(A) U fa(A), para cada A € 2%

Se prueba de forma similar al procedimiento ya mostrado en los Ejemplos [4.2.14] y que el atractor
de este SIF es la curva de Koch K (Vea Figura [4.9).

Para terminar este capitulo, el lector debe observar que el método mostrado en estos ejemplos nos
ayuda a construir fractales que tienen la propiedad de autosimilitud. También se debe notar que para
preservar la propiedad de autosimilitud en las aproximaciones de los fractales es necesario trabajar con
funciones contraccion.



Conclusiones

En esta tesis se ha expuesto un estudio sobre la métrica de Hausdorff. En el Capitulo 1, presentamos
nociones y resultados respecto a espacios métricos. Dado que muchos de estos resultados son estudiados
en un curso de topologia en espacios métricos, se omitieron algunas demostraciones, pero se incluye-
ron referencias para el lector interesado en conocer dichas pruebas. Cabe senalar que tales resultados
fueron indispensables en los Capitulos 2, 3 y 4, para trabajar con las propiedades de los Hiperespacios
considerados en este trabajo.

En el Capitulo 2, dado un espacio métrico X, se intenté construir una métrica no trivial en los con-
juntos P(X), CL(X), CB(X) y 2X (ver Definicién [2.1.1)). Como 2X C CB(X) C CL(X) C P(X), bastarfa
obtener tal métrica para el conjunto més grande. Sin embargo, después de un analisis se construye una
métrica sobre el conjunto CB(X), la cual es conocida como métrica de Hausdorff, y en casos particulares
sobre CL(X). Es importante observar que en la mayoria de las referencias donde se habla de la métri-
ca de Hausdorff, la consideran sélo sobre el conjunto 2% ([3]). Ademds, en este capitulo se presentaron
formas alternativas de cémo definir la métrica de Hausdorff, algunas de sus propiedades y se estudié la
convergencia con esta métrica en el espacio CB(X).

En el Capitulo 3, demostramos que las propiedades de acotabilidad, precompacidad, completez y com-
pacidad son equivalentes para un espacio métrico X y su hiperespacio CB(X). También verificamos que
si (X, d) es conexo y compacto, entonces C5(X) es conexo.

En el Capitulo 4, vimos la aplicacién de la métrica de Hausdorff en la Teoria de Hiperespacios
de Continuos. Algunos de los resultados estudiados en este capitulo son: Cuando X es un continuo,
2X = CB(X) = CL(X). Si X es un continuo, entonces los hiperespacios 2%, C,,(X) y F,(X) también son
continuos. Se estudié la topologia de Vietoris sobre 2% y se mostré que ésta es la misma que la topologia
inducida por la métrica de Hausdorff, cuando X es un continuo. En esta parte, también verificamos que la
propiedad de conexidad local es equivalente para un continuo X y sus hiperespacios 2% y C'(X). Respecto
a la aplicacién de la métrica de Hausdorff en la geometria fractal, utilizamos el teorema del punto fijo,
los sistemas iterados de funciones y la métrica de Hausdorff; para obtener un método que nos permite
aproximar de diferentes formas a algunos fractales que satisfacen la propiedad de autosemejanza, dentro
de los cuales tenemos al conjunto de Cantor, el tridngulo de Sierpinski, la carpeta de Sierpinski y la curva
de Koch.

Cabe mencionar que varios de los resultados que se estudiaron en esta tesis fueron expuestos en los
congresos nacionales siguientes:

(a) Octava Gran Semana Nacional de la Matemaética, del 3 al 7 de septiembre de 2012, en la FCFM de
la BUAP, Puebla, Puebla.

(b) Novena Gran Semana Nacional de la Matematica, del 23 al 27 de septiembre de 2013, en la FCFM
de la BUAP, Puebla, Puebla.

(¢) XLVI Congreso Nacional de la Sociedad Matematica Mexicana, del 27 de octubre al 1 de noviembre
de 2013, en la UADY, Mérida, Yucatan.

Ademads, es de resaltar que algunos de los resultados que conforman esta tesis forman parte de un
capitulo de libro, el cual hemos sometido a revisién [2].

En general, esperamos que esta tesis sirva como guia a todo aquel que quiera iniciarse en la teoria de
hiperespacios, en particular en la teoria de hiperespacios de continuos. Ademaés, para aquellos que quieran
estudiar la construccién formal de algunos fractales.
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