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Resumen

En este trabajo de tesis se exponen los temas bésicos de la teoria de las superficies
minimas en R3.

En el capitulo 1 se comienza con el estudio de la desigualdad isoperimétrica en el plano
para después plantear el problema de minizacién de drea como una generalizacion de la
desigualdad isoperimétrica. Después se plantean los conceptos basicos correspondientes
a la teoria de superficies diferenciables comenzando por la definicién de las mismas,
continuamos con el estudio del espacio tangente y terminamos el capitulo con el estudio
de la primera forma fundamental, con la cual se observa que se puede calcular el area
de superficies.

En el capitulo 2 se continua con el estudio de las propiedades de las superficies, co-
menzamos el capitulo con el estudio de las parametrizaciones por coordenas isotermas,
después continuamos con el estudio de la orientabilidad de las superficies, para terminar
con el estudio de las curvaturas media y gaussiana de una superficie.

En el capitulo 3 se estudian las superficies minimas. Comenzamos con el estudio del
caso de las superficies de revolucién, después se continua con el estudio de las superficies
minimas expresadas como la grafica de funciones suaves de R? en R, el siguiente tema
de estudio es el caso en que las superficies estan dadas por una parametrizacién y se
termina el capitulo con el estudio de la relacién que existe entre las funciones de variable
compleja y las superficies minimas, esta relacién da como resultado la Representacion
de Weierstrass-Enneper.

En el capitulo 4 se estudian algunas propiedades de las superficies minimas como son el
comportamiento de la aplicaciéon de Gauss y la curvatura gaussiana de las mismas, en
este estudio se ve la importancia de la representacion de Weierstrass-Enneper y cémo
es que a partir de esto se pueden traducir los problemas geométricos en problemas co-
rrespondientes a la teori de funciones de variable compleja. Se termina el capitulo con
el estudio de la desigualdad isoperimétrica para superficies minimas.

En la dltima seccion de este trabajo se presentan dos apéndices, el primero que habla
sobre funciones de variable compleja y algunas propiedades que nos son ttiles a lo largo
de este trabajo. En el segundo apéndice se menciona cémo se generan las imagenes de
las superficies mostradas en este trabajo.
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Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo se dara una breve introduccién al problema principal de esta tesis.
Comenzaremos con el estudio de la desigualdad isoperimétrica en el plano, luego conti-
nuaremos con el planteamiento del problema de minimizacién de area de una superficie
en R3 como una generalizacién de la desigualdad isoperimétrica. Después expondremos
los conceptos basicos de geometria diferencial correspondientes a las superficies.

1.1. La desigualdad isoperimétrica

Supongamos que tenemos una cuerda ~ de longitud L y la colocamos sobre una
mesa completamente plana de manera que el inicio coincida con el final y no se toque
mas que en los extremos, como se observa en la Figura 1.1. Un par de preguntas que
nos podemos hacer son: jcudl es el area minima que se puede encerrar con la cuerda?
y jcual es el area maxima que se puede encerrar con la cuerda?

<)
I

Figura 1.1: Ejemplo de una cuerda v sobre un plano.

Con respecto a la primera pregunta, la respuesta la podemos hallar de la manera si-
guiente, si tomamos la cuerda, la doblamos a la mitad y la ponemos en la mesa de
manera que cumpla las condiciones ya mencionadas, y ademéas procuramos que los la-
dos estén lo mas cerca posible uno del otro es claro que el area encerrada por nuestra
cuerda 7y es muy cercana a cero, y en el caso ideal el area es cero.
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Sobre la segunda pregunta, la respuesta no se ve inmediata pues podemos colocar la
cuerda de muchas maneras diferentes sobre la mesa, asi la solucién no es tan evidente.

Una primera forma de empezar a tratar el problema es con las figuras geométricas bési-
cas como son los triangulos, los cuadrados, pentagonos, y en general poligonos con n
lados.

De todos los poligonos de n lados con perimetro fijo, los regulares son los que tienen
la mayor area, una demostracién de esta afirmacién puede consultarse en [1] pag. 529.
Asi podemos comenzar nuestro problema viendo cual de todos los poligonos regulares
con el mismo perimetro tiene la mayor area.

Como se puede observar en la Figura 1.2, entre mas lados tenga nuestro poligono, mas
area encerramos. Siguiendo nuestra intuicion podriamos afirmar que la circunferencia
es la figura que maximiza el drea, y como veremos esto es correcto. Esta propiedad,
que es llamada la propiedad isoperimétrica de la circunferencia, era ya conocida
por los matematicos griegos y lo podemos encontrar en el quinto libro de la coleccion
matematica de Pappus de Alejandria, aunque quien prueba el resultado es Zenodoro y
lo que afirma es que la circunferencia encierra la mayor area que cualquier otro poligono
regular de igual perimetro (véase [1], pdg. 526).

, 3 , L2 . 5 , L2
Area: %LQ Area: 6 Area: mLZ Area: i

Figura 1.2: Area de algunos poligonos regulares con perimetro fijo L.

Sabemos que nuestro problema es un poco mas general, pues la cuerda puede colocarse
en forma no poligonal, pero este es un buen comienzo, pues gracias a Zenodoro ya sa-
bemos que la circunferencia es la figura que maximiza el area sobre todos los poligonos
de un cierto perimetro fijo, ahora nos queda por resolver el problema para curvas sua-
ves'. Resulta curioso el hecho de que el resultado encontrado por los griegos también
es valido para curvas en general. Ahora procederemos a enunciar un resultado auxiliar
que nos ayudara a demostrar el resultado principal de esta seccion.

Lema de Wirtinger.
Consideremos una funcion f: R — R continua de periodo 2 con derivada continua tal

1Una curva se dice suave si cada una de sus funciones coordenadas lo es.
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2
que f(t)dt = 0. Entonces

0
/Ozﬂ f'(t)*dt > /Ozﬂ f(t)%dt.

Mas aun, la igualdad se da si y solo si
f(t) = acos(t) + bsen(t).

Demostracion.
Consideremos la expansiéon de f en serie de Fourier (véase [12], pag. 79)

f(t) = % + Z(an cos(nt) + by, sen(nt)).

n=1

Ya que f € C!, la serie de Fourier de su derivada puede obtenerse derivando término a
termino cada sumando de la serie (véase [12], pdg. 102), es decir

o0

f'(t) = Z(nbn cos(nt) — na, sen(nt)).

n=1

Por otra parte, del hecho que
2m

f(t)dt = maq,
0

y de la hipdtesis tenemos que ag = 0.

Sabemos que la identidad de Parseval (véase [12], pag. 82), establece

o

2T
f(%dt = (ay +b})
0

n=0

21 oo
fl(t)%dt =Y n?(a2 +b2).
n=0

0

Por lo tanto

/0 ' f(t)%dt — /0 ' F@)?dt = "(n* = 1)(a; +b2) (1.1)

lo cual es mayor o igual que 0. Observemos que se da la igualdad en (1.1) si y sélo si
a, y b, son cero para n mayor a uno, por lo tanto f(t) = acos(t) 4+ bsen(t), con lo cual
damos por terminada la demostracién. &

Ahora si, estamos en condiciones de enunciar y demostrar nuestro resultado.
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Desigualdad Isoperimétrica.

Consideremos una curva suave, cerrada y simple 7y, en el plano, denotemos por L a la
longitud de v y por A el drea de la region que encierra la imagen de . Entonces se
cumple lo siguiente

4rA < L2 (1.2)

La igualdad se alcanza si y solo si la region encerrada tiene por borde una circunferencia.

Demostracion.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que L = 27w, por otra parte consideremos

~v(s) = (x(s),y(s)), una parametrizacién por longitud de arco de =, a partir de una
2T

traslacién podemos suponer que / x(s)ds = 0.
0

Supongamos ahora que ~ esta recorrida en sentido positivo. Por el Teorema de Green
(véase [16], pag. 1009), tenemos que

2A = 2/0 7rx(s)y/(s)alsg (1.3)

ademas
2 = /0 (2'(s)* + ' (s)?)ds. (1.4)

Asi, restando (1.3) a (1.4) tenemos que

21 — 2A = /0 ﬂ(z’(s)z +9/(5)%)ds — /0 ’ 2z(s)y(s)ds
- / (@ () + o/ (%) — 2(s)y/(5))ds

= [T - et + [ -y

Observemos que el segundo término de la expresién anterior es positivo, y por la de-
sigualdad de Wirtinger tenemos que el primero también lo es, por tanto concluimos que
T>A.

Por otra parte, supongamos que se da la igualdad, de aqui como ambos sumandos son
positivos tenemos que ambas integrales son cero, por tanto tenemos que

/0 (als) — ' (s))%ds = 0, (15)

luego, de (1.5) tenemos
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2
Por el Lema de Wirtinger, tenemos que / (2'(s)? — z(s)?)ds = 0 es equivalente a
0

x(s) = acos(s) + bsen(s),

y por lo tanto
y(s) = beos(s) — asen(s) + c.

En conclusién, la parametrizaciéon de la curva v estd dada por 7(s) = (acos(s) +
bsen(s),bcos(s) — asen(s) + ¢) corresponde a la circunferencia unitaria con centro en
(0,¢0). &

Observemos que a partir de la desigualdad isoperimétrica (1.2) podemos facilmente
2

deducir que, si L es finita entonces A también lo es pues A < e < 00. Esto lo podemos
T

resumir en el siguiente Corolario.

Corolario 1.1.1.
Todo conjunto de perimetro finito tiene drea finita.

Por otra parte, una pregunta que puede surgirnos es: jun perimetro infinito siempre
encierra un area infinita? A continuacion revisaremos un ejemplo que nos permita dis-
cernir sobre la respuesta de este problema.

En breve veremos el proceso que lleva a la construccion del ejemplo, antes veremos como
construir el elemento basico de nuestro ejemplo, este elemento basico que llamaremos
curva de Koch se construye de la manera siguiente: Se toma un segmento, se le divide
en tres partes iguales, se reemplaza la parte central por dos partes de igual longitud
haciendo un angulo de % radianes, luego, con los cuatro segmentos, se procede de la
misma manera, lo que da lugar a 16 segmentos mas pequenos en la segunda iteracion
y asi sucesivamente, una visualizacién del proceso de construccion de la curva de Koch
se puede observar en la Figura 1.3. Nuestro ejemplo se llama copo de nieve de Koch
y consiste en sustituir los lados de un triangulo isoésceles por una curva de Koch, una
visualizacién del copo de nieve Koch se pude observar en la Figura 1.4.

Si se considera de nuevo la primera iteracién, notamos que para pasar de una linea
a la siguiente se remplazan tres segmentos por cuatro de igual longitud, o sea que la

longitud total es multiplicada por 3 Después de n pasos iterativos en la construccién
recursiva la longitud de la curva es 3 <§> , el limite de la sucesién geométrica anterior

de razon 3 es obviamente infinito, lo que significa que la figura final tiene una longitud

infinita.

Por otra parte, es claro que el area bajo una curva de Koch es finita, ademas sabemos
que el area del tridangulo es finita, luego, como el area del copo de nieve de Koch es el
area del triangulo mas tres veces el area bajo la curva de Koch tenemos que el copo de
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ey

Figura 1.3: Construccién de la curva de Koch.

nieve de Koch tiene area finita.

Asi podemos resumir lo anterior en la siguiente observacién.

Observacién 1.1.1.
St un conjunto tiene perimetro infinito entonces no es necesario que su drea sea infinita.

Ahora que ya resolvimos nuestras dos preguntas iniciales, la cantidad maxima y minima
de area que podemos encerrar con una curva de longitud fija, podemos plantear el
siguiente problema como una generalizacién de nuestro problema de maximizacién y
minimizacion de areas en el plano. Qué pasaria si en lugar de una cuerda tenemos un
pedazo de madera plana y debemos de colgar arriba de la madera una sabana de tal
manera (ue no se generen picos, como se observa en la Figura 1.5. Asi, resulta natural
preguntarnos jcémo debemos colgar la sébana para utilizar la menor cantidad de tela?
Los objetos matematicos que nos ayudaran a resolver este problema se llaman superficies
diferenciables. En el siguiente capitulo veremos que es una superficie diferenciable y
cémo medir su area.
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Figura 1.4: Copo de nieve de Koch.

Figura 1.5: Tabla (negro) y tela colocada arriba (colores).
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Capitulo 2

Elementos de la teoria de
superficies. Parte 1

En este capitulo expondremos los conceptos basicos de la teoria de superficies di-
ferenciables en R? como lo es la definicién, el espacio tangente y la primera forma
fundamental.

2.1. Superficies diferenciables

Para poder definir el concepto de superficie, es necesario primero tomar lo siguiente
en cuenta. Consideremos un subconjunto abierto y conexo €2 de R? y una funcién
f:Q—=R3eC®(Q,U), con UC R3 invertible, si ocurre que f~! € C>®(U, Q) entonces
decimos que f es un difeomorfismo. Por otra parte, a las funciones f € C* las
llamaremos funciones suaves o simplemente suaves. Podemos observar una visualizacion
del concepto de difeomorfismo en la Figura 2.1.

Definicién 2.1.1.

Consideremos S C R®, decimos que S es una superficie diferenciable si para cada
p € S exziste una vecindad U de p en S y un difeomorfismo ¢: Q — U donde Q C R?
es abierto y conexo.

Ahora daremos algunas notaciones para las superfices diferenciables, a la pareja (U, ¢)
la llamaremos una parametrizacién alrededor de p. Si ¢ = ¢! entonces a la pa-
reja (U, 1) la llamaremos una carta para S alrededor de p. Al conjunto de cartas
{(Us, ¢;)|i € T} 1o llamaremos un atlas si U U =5.
iel

A partir de ahora utilizaremos los término superficie diferenciable y superficie de
manera indiferente, y cada vez que pensemos en subconjuntos del plano supondremos
que son abiertos y conexos a menos que se especifique lo contrario, a estos conjuntos
los llamaremos dominios o regiones.

Observemos que la Definicién 2.1.1 nos dice que las superficies son localmente como un

dominio del plano, por otra parte, como un plano es un subconjunto abierto y conexo
del plano, lo mas natural es que un plano cualquiera sea una superficie.

11
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Figura 2.1: Difeomorfismo entre 2y S.

Ejemplo 2.1.1. El plano es una superficie.
Consideremos un plano cualquiera P. Sabemos que los puntos del plano P cumplen con
la ecuacion

ax +by+cz+d=0 (2.1)

donde a,b,c,d € R y alguno de los nimeros a,b,c es distinto de cero. Sin pérdida de
generalidad supongamos que ¢ # 0, de la ecuacion (2.1) tenemos que
d a b

Z=—-——x—-y.
c ¢ &

Definiendo ¢: R? — R® cuya regla de correspondencia estd dada por

d a b
@(Ivy): xvyvz__x__y 9

c C

tenemos que p es una parametrizacion para todo punto del plano, pues es diferenciable
y su wnversa es la proyeccion sobre el plano xy, la cual denotaremos por g, y tiene por
regla de correspondencia

me(xu Y, Z) = (LU, y)

es lineal y por tanto suave. Observemos que, tanto ¢ como mg, son suaves, pues Son
transformaciones lineales, de aqui que p es una carta global para S y por tanto el plano
es una superficie.

Una pregunta natural que nos surge ahora es ;existen superficies que no sean un plano?

Para obtener un candidato a superficie no debemos de pensar mucho, pues si pensamos
en la tierra como una esfera, los mapas no serian méas que cartas de la superficie.
Asi podemos preguntarnos ;es la esfera una superficie?

Ejemplo 2.1.2. La esfera de radio R es una superficie.

Sin pérdida de generalidad supongamos que la esfera estd centrada en el origen, la cual
denotaremos por S%, ahora, consideremos las proyecciones estereogrdficas desde el polo
norte N y el polo sur S, las cuales denotaremos por mn y ws respectivamente.
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Recordemos primero como es que se construye la proyeccion estereogrdfica desde N, a
cada punto (z,y,z) € S% le asignamos el punto en el plano que pasa por la recta que
contiene a N y a (z,y,2), como se ilustra en la Figura 2.2, ahora que lo recordamos

encontremos su regla de correspondencia.

Figura 2.2: Proyeccién estereografica.

Para simplificar la notacion, denotemos por p al punto (x,y, z), asi sabemos que la recta
L que pasa por p y N tiene por ecuacion

cont € R, como queremos el punto de esta recta que esta en el plano xy tenemos que
z=0.

Ast, debemos encontrar el valor ty tal que L(ty) = (a,b,0). De aqui que

R+t0(Z—R):0,

luego
. R
" R—z
Al evaluar en L(t) tenemos que el punto buscado es
Rz Ry
L(ty) = —.0
(to) (R—Z’R—z’ )

por lo tanto, tenemos que Ty : S% \ { N} — R? tiene regla de correspondencia

Rz Ry
A Vo ey

Encontremos ahora la inversa de wn, para esto recordemos que 771_\/'1 se construye de la
manera siguiente, a cada punto p en el plano xy le asignamos la interseccion de la recta
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L' con S%, donde L' es la recta que pasa por los puntos p y N. Veamos ahora una forma
de encontrar su regla de correspondencia.

Tenemos que una parametrizacion de L' es L' (t) = N+t(N—(z,y,0)) y como buscamos
el valor de t, digamos ty, tal que el punto pertenece a L' y a S% tenemos que

| N+to(N—p) = R,

equivalentemente
H (_t0x7 _toyu R + tOR) H: R7

de aqui que

V(toz)? + (toy)?> + (R+ Rty)*> = R,

por lo tanto tenemos que

to(x® +y°) + R*(1 +t)* = R?,
desarrollando y reduciendo términos tenemos que

to(x* + y* + R?) + 2Rty = 0.
Factorizando tenemos que

to(to(x* +y* + R?) + 2R*) = 0,
por lo tanto

to=0 o to(a® +y* + R*) + 2R? = 0.

Observemos que el caso de tg = 0 no es posible pues L'(0) = N, por tanto tenemos que

to(z® +y* + R*) +2R* =0,

luego
—2R?
ty= —
r? +y? + R?
Asi el punto buscado es
(ko) = 2R%z 2Ry R(z* 4+ y* — R?)
VTN P2+ R 222+ R 22y R )

por tanto la funcion 7T]_Vli R? — S% tiene regla correspondencia

2R%x 2R?y R(z* + y* — R?)
22492 + R 22 +y? + R 22 +y*+ R? )

(o) = (

Notemos que si Vi es el conjunto de puntos en R® que no pertenecen al semieje positivo
z, el conjunto Uy = ViNS% = S4\{ N} es una vencindad para cualquier punto S%\ { N},
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luego el par {Uy, 7N} es una carta para la esfera S%.

De manera similar podemos encontrar que Ts: S% \ {S} — R? tiene regla de correspon-

dencia
Rz Ry
R+z2 R+2z)’

e

y que Tg' : R? — S%\ {8} tiene por regla de correspondencia

2R%*x 2R%y R(z* +y* — R?)
22492+ R 2? + Y2+ R*° 22+ y*+R? )

(o) = ( -

Considerando a Vy como el conjunto de puntos en R que no pertenecen al semieje
negativo z, el conjunto Uy = VoNS% = S%\ {S} es una vencindad para cualquier punto
S%\ {S}, luego el par {Us, s} es una carta para la esfera S%.

De esta forma tenemos que el conjunto {(Uy, wn), (Us, 7s)} forma un atlas para S% pues
S% = U, UU, y como 7w, g son difeomorfismos concluimos que S% es una superficie.

Ahora ya tenemos dos ejemplos de superficies, pero como se ve, es bastante complicado
saber si algo es 0o no una superfice, pues tenemos que dar explicitamente los difeo-
morfismos, cosa que en general no es sencillo, por tanto busquemos algin método mas
accesible que la definiciéon para poder decidir si algo es o no una superficie.

Recordando los cursos de calculo (véase [16], pag. 781), sabemos que a partir de una
funcién f: R?> — R € C*(R? R) podemos obtener una superficie considerando su
grafical, denotada por Gra(f). De aqui que tenemos dos nociones de superficies, las
de calculo y las superficies de la Definicién 2.1.1. Nos preguntamos si es que estos
dos conceptos de superficies son iguales o no lo son. El siguiente resultado nos da una
respuesta a esta cuestion.

Lema 2.1.1.
Consideremos un subconjunto abierto y conezo Q C R? y una funcion diferenciable
f:Q — R entonces la grdfica de f es una superficie diferenciable.

Demostracién.
Consideramos la proyeccién del conjunto Gra(f) en el plano uv, m,,: Gra(f) — R? con
regla de correspondencia

Wuv(u> v, f(u> 'U)) = (ua U)'

Observemos que m,, es una funcién lineal, por tanto tenemos que m,, es una funciéon
suave. Luego m,, es una carta global para Gra(f). Asi, tenemos que Gra(f) es una
superficie diferenciable. &

1La grafica de una funcién f es el subconjunto de R?® dado por

Gra(f) = {(z,y,2) € R*|z = f(x,y)}
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Observemos que el Lema 2.1.1 establece que las superficies que se estudian en algunos
cursos de cédlculo (e.g. [16] pag.781) son las mismas que las superficies que definimos
anteriormente. Un ejemplo de estas superficies se ilustra en la Figura 2.3.

Figura 2.3: Superficie dada como la gréafica de la funcién f(u,v) = u? — v2.

Una pregunta interesante es si el converso del Lema 2.1.1 es vélido, de ser asi, tendriamos
va todas las superficies caracterizadas de una forma maés familiar.

Lema 2.1.2.
Toda superficie es localmente la grdafica de una funcion diferenciable de dos variables.

Demostracion.

Consideremos un punto p en S, una vecindad U de p, 2 una vecindad de ¢ = ¢~(p)
y una parametrizaciéon ¢: @ — U. Utilizando las coordenadas (u,v) en € y las coorde-
nadas (z,y, 2) en R?. Consideramos la diferencial de ¢ en el punto p, dada por

. r(a) 20)
Pt D)~ | mle) o) ).

donde el subindice indica derivada parcial con respecto a la variable indicada. Por otra
parte, como tenemos que ¢ es un difeomorfismo =t o ¢ = Id. Luego, por la regla de la
cadena se tiene que dp, Yodp, = Id. Asi, tenemos que la diferencial de ¢ denotada por
dpg es inyectiva, por lo tanto la matriz D¢, tiene rango dos, de donde alguno de los
menores de la matriz es distinto de cero. Supongamos, sin pérdida de generalidad que:

D(z,y) \ _
D(U,’U) (Q) -

Ty,
Yu

(@) =u(q) ‘
0.
@ wla)|”
Consideremos la proyeccién sobre el plano xy dada por m,,(z,y, 2) = (z,y). Notemos
que
(ﬂ'my © @) (U, ’U) = me(x(ua ’U), y(”? U)v Z(U, U)) = (Z‘(U, U)v Z/(Ua ’U)),

luego al aplicarlo al punto ¢ tenemos

Dl o 9)(a) = ( 72f0) (1))



2.1. SUPERFICIES DIFERENCIABLES 17

y por tanto

D(x,y)
D(u,v)
Por el Teorema de la funcién inversa (véase [10], pag. 206), existen vecindades V; y Va
de q y myy(p) respectivamente, tal que la funcién diferenciable o : Vi — V5 tiene una
inversa diferenciable, misma que denotaremos por v : Vo — V7. La funcién v es tal que
U(x,y) = (u,v), de aqui que z = z(u, v) = z(u(z,y), v(z,y)) = f(z,y).

det(D(m o ¢)(q) = (¢) # 0.

Por lo tanto tenemos que S es localmente la grafica de una funcién de dos variables. &

Veremos a continuacion una manera de definir a las superficies a partir de una funcién
suave I’ de R3 en R.

Definicién 2.1.2.

Consideremos una funcion diferenciable F: Q C R* — R y p € Q. Decimos que p es
un punto regular de F' si dF}, no se anula. Decimos que a € R es un valor regular
de F si cualquier punto p € F~1(a) es un punto regular.

Observemos que si dF), no se anula en p entonces el gradiente de F' cumple

v = (50 5 0.5 0)) #o

Veremos en el siguiente resultado que es posible considerar funciones F' de R? en R para
buscar superficies.

Lema 2.1.3.
Consideremos una funcién diferenciable F: Q C R* = R y a € F(Q) un valor regular
de F' entonces
S=rF"Ya)={(z,y,2) € Q F(z,y,2) = a}

es una superficie diferenciable y es un conjunto cerrado en R3.

Demostracion.
Consideremos py un punto regular en F~'(a). Por la Definicién 2.1.2 tenemos que el
gradiente VF(pg) # 0. Sin pérdida de generalidad supongamos que la tercer funcién

oF
del gradiente no es nula en pg, es decir, 8—(p0) # 0, luego por el Teorema de la fun-
z

cién implicita (véase [10], pag. 210), existe una vecindad Q' de (z,yo) en R? y f(z,y)
definida en ' tal que (z,y,2) € QN F~1(a) siy sélo si z = f(x,y).

Por el Lema 2.1.1 tenemos que F~!(a) es una superficie diferenciable.
Para ver que S es cerrada, basta con notar que {a} es cerrado y F' continua. [

Observemos que por los Lemas 2.1.1, 2.1.3 y la Definicién 2.1.1 estas tres formas de
caracterizar superficies de manera local son equivalentes.
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Teorema 2.1.1.
Toda superficie diferenciable S se puede definir localmente como cualquiera de las tres
formas siguientes:

a) La imagen inversa de un valor reqular de una funcion real y diferenciable definida
en una vecindad de S en R3.

b) La grdfica de una funcién real diferenciable, f: Q C R* — R.
¢) La imagen de una parametrizacion p: Q C R? — R3,

Notemos que hasta este punto ya sabemos como obtener y caracterizar una superficie
localmente. Recordemos que de los cursos de cédlculo sabemos que hay una clase especial
de superficies que llamamos “superficies de revolucion”, las cuales se pueden generar
a partir de una curva. Veamos cémo generarlas y que, en efecto, son superficies.

Ejemplo 2.1.3. Superficies de revolucion

Consideremos una curva v en el plano xz que no corta al eje z, supongamos que -y
estda definida en un intervalo J. Supongamos que la curva 7y tiene por parametrizacion
v(t) = (f(t),q(t)) donde f,g: J — R son funciones diferenciables. Supongamos sin
pérdida de generalidad que f(u) > 0 para toda u € J.

Al rotar la curva vy al rededor del eje z en R® (véase la Figura 2.4), se obtiene una
superficie S cuya parametrizacion es o: J x (0,2w) — R? con regla de correspondencia

p(u,v) = (f(u) cos(v), f(u) sen(v), g(w)).

Por tanto tenemos que las superficies de revolucion son, por el Teorema 2.1.1, superfi-
cies en el sentido de la Definicion 2.1.1.

Figura 2.4: Superficie de revolucion.
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Ahora que ya sabemos qué es una superficie y conocemos algunos ejemplos, recordemos
que hemos dicho que una superficie es localmente como un plano, asi veremos que es
lo que podemos decir de esta propiedad, en el sentido de como es este plano y que
propiedades tiene.

2.2. El espacio tangente T,(S)

Recordemos que nuestro objetivo actual es encontrar la manera de colocar una saba-
na sobre una madera para que el area de la sabana sea minima. Por otra parte en los
cursos basicos de cdlculo sélo se ensenia a calcular dreas sobre planos (e.g. [16] pag. 626
y 870), asi buscamos un plano que esté lo suficientemente cerca a la superficie para
poder realizar los calculos de areas sobre la superficie.

Empecemos por definir lo que es el espacio tangente a un punto en R? y R3.
Definicién 2.2.1.

» El espacio tangente a R? en el punto p es el siguiente conjunto

T,(R?) = {¢ € R|Eister: (—,¢) — B2, 7(0) = p, & = 7/(0)}

» El espacio tangente a R® en el punto p es el siguiente conjunto

T,(R?) = {§ € R*| Ewistey: (—e,€) = R?, 7(0) = p, £ = 7/(0)}

Notemos que la relacién entre T,(R?) y R? es que Ty(R?) es isomorfo a R* como espacio
vectorial sobre R, es decir, cada punto p € R? se puede ver como el vector de direccién
de una recta.

Observemos que la Definicién 2.2.1 se puede extrapolar de manera natural para definir
el espacio tangente a una superficie S en un punto p de la forma siguiente.

Definicién 2.2.2.
Consideremos una superficie S yp € S. El espacio tangente a S en p es el conjunto
de vectores anclados en p dado por

T,(S) = {¢ € T,(R?)| Ewistey: (—¢,€) = 8,7(0) = p,7'(0) = £}

La Figura 2.5 ilustra la Definicion 2.2.2.

Observemos que 7},(S) es el conjunto de todos los vectores tangentes a curvas contenidas
en S y que pasan por p. Este conjunto a simple vista no tiene una estructura o forma
que nos ayude a distinguir de manera clara si es que un punto es o no parte del espacio
tangente 7,(.5), empecemos primero por encontrar una manera méas util de caracterizar
este conjunto.
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S

Figura 2.5: Vector tangente a una superficie S en un punto p.

Lema 2.2.1.
Consideremos una superficie S y una parametrizacion o: Q@ C R?> — R en el punto
q = ¢ Y(p). Entonces, la imagen de T,(R?) bajo dp, es el espacio tangente a S en p.
Es decir

T,(S) = d‘Pq(Tq(R2))-

Demostracion.
Tomemos un ¢ € T,(5), entonces existe una curva v: (—e, €) — S tal que v(0) = py

7'(0) = ¢&.

Consideremos la curva 3 = ¢t ov: (—¢,€) — Q, es decir, la curva v = ¢ o 3. Notemos
que 5(0) = ¢q. Ademés, se tiene que para t € (—e¢, €)

Y'(t) = dps (B'(t)).

De esto tltimo, si 5'(0) = n € T,(R?), entonces dp,(n) = €. Asi, £ es un elemento de
dSOq(Tq(R2))-

Por otra parte, si & € dy,(T,(R?)) existe n € T,(R?) tal que dp,(n) = £. Considerando
ahora larecta 5(t) = ¢+tn, notemos que 5(0) = qy 5'(0) = n. Definiendo v(t) = ¢(5(t))
se tiene que

V(1) = dips (5'(1),
ademds ¢'(0) = dp,(n) = £. Por tanto tenemos que & € T,(S). &

Ahora, consideremos una superficie S parametrizada por ¢: 2 — S. Dada una curva
v:J — S existe f: J — Q tal que y(t) = ¢(B(t)), considerando [(t) = (u(t),v(t)) vy
© = p(u,v) tenemos
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Por lo tanto, si 7/(0) es un vector tangente a S en el punto p = ¢(q) entonces

¢'(0) = wu(q)u'(0) + ¢, (q)0'(0).

De aqui, todo vector tangente £ puede expresarse como combinacién lineal de los vec-
tores ¢, v @,. Asi, T,(S) esta generado por los vectores ¢, y ¢,, de donde se tiene que
T,(S) = gen{¢u(q), vu(q)}. Veamos que este conjunto es una base para T,(S), nos falta
probar que son linealmente independientes.

Notemos que la ecuacion
au(q) + bpu(q) =0

puede escribirse de forma matricial como

v oo ) (4
Yu\q Yo \q - 5
zu(q)  20(q) ’ 0

que no es otra cosa mas que aplicar la diferencial dyp, al vector (a,b). Como sabemos
dp, es inyectiva, entonces (a,b) = (0,0), y por tanto tenemos que {¢.(q), vu(q)} es
conjunto linealmente independiente, de este modo tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.2.1.

Consideremos una superficie S y una parametrizacion ¢: Q C R? — R3. Entonces, el
espacio tangente T,(S) es un subespacio vectorial de R® de dimension 2. Mds aun es
tal que {¢u, pu} es una base para T,(S5).

Veamos ahora un ejemplo de cémo calcular el espacio tangente a una superficie en un
punto.

Ejemplo 2.2.1. Espacio tangente al hiperboloide
La hiperboloide de dos hojas se define como el siquiente conjunto

Y = {(x,y,2)|R* = 2* — 2* —y*, R > 0}.

Denotemos a la hoja superior del hiberboloide por =, la cual podemos visulizar en la
Figura 2.6. Consideremos la siquiente funcion p: (0,27) x R — R3 con regla de corres-

pondencia
©(p,0) = (Rsenh(0) cos(¢), Rsenh(0) sen(¢), R cosh(h)).

Notemos que

D(z,y) | —Rsenh(f)sen(¢) Rcosh(f)cos(p) | R sen o
D(¢,0) Rsenh(0) cos(¢) Rcosh(0)sen(¢) ‘_ R h(6) cosh(6)
D(y,z) | Rsenh(f)cos(¢) Rcosh(f)sen(¢)| ) )

D(¢,0) 0 Rsenh(0) ‘_ R senh”(6) cos(¢)
D(z,x) 0 Rsenh(0) R senh(6) sen
D(¢,0) | —Rsenh(0)sen(¢) Rcosh(f)cos(o) ‘_ R h*(0) sen(¢)
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Figura 2.6: Hoja superior del hiperboloide.

de donde obtenemos

(565) + (563) + (5e5) - ety encin

Observemos que la cantidad anterior es cero si y solo si 0 = 0. De aqui ¢ es una para-
metrizacion local de 2. St A = {(x,y,2) € Z|z = 0}, la parametrizacion estd definida
en el conjunto U = L*\ A.

Ahora, calculemos el espacio tangente a = en un punto p. Un cdlculo directo muestra
que

©0s(¢,0) = (—Rsenh(0)sen(¢), Rsenh(f) cos(¢),0),
wo(¢p,0) = (Rcosh(#)cos(¢), Rcosh(f)sen(¢), Rcosh(f)sen(¢p), Rsenh(h)).
De aqui, si & € T,(S), por el Teorema 2.2.1, se sigue que

£= a1ps(q) + azpe(q).

Notemos que en el Ejemplo 2.2.1, la superficie se puede definir de la forma F'(z,y, z) = 0.
Si 7y es una curva sobre la superficie S dada por y(t) = (x(t), y(t), 2(t)) tenemos que

al derivar con respecto al parametro ¢ tenemos

SRO0) = 5o 0+ S 0+ 520 =0 (2.2

Por tanto el gradiente de F' en el punto ~(t) estd dado por

vrG0) = (5260, 500 5

D). 5 60).



2.3. LA PRIMERA FORMA FUNDAMENTAL 23

Observemos que por (2.2), el gradiente es normal al plano T, (S), por tanto el plano
tangente es el conjunto de puntos & € R? que satisfacen la ecuacién

(VE((1)),€) = 0.

Como ya sabemos, en cada punto de la superficie S podemos definir un plano tangente
y podemos pensar que localmente podemos medir en 7,(5) y esto nos ayudara a medir

en S.

2.3. La primera forma fundamental de una superfi-
cie

En esta seccién veremos si es posible que, de la misma manera en que medimos
longitudes en R? y dreas en R? (e.g. [16] pdg. 626 y 870), se pueden medir longitudes y
areas en una superficie S a través de T,,(5). Para esto veamos si podemos dotar a 7,(.5)
de una norma que nos permita medir dentro de una superficie.

Definicién 2.3.1.
Consideremos una superficie S y un punto p € S.El producto interior usual de R3
restringido a T,(S) se le llama la primera forma fundamental de S en p

<£7 7]>P = <£7 77)

Veamos que a partir de la primera forma fundamental podemos medir longitudes de
curvas, para esto consideremos un punto p en S, ¢: {2 — S una parametrizacién alre-
dedor de py v: J — S una curva tal que v(0) =p y 7/(0) =&.

Sabemos que podemos escribir v de la siguiente manera (t) = @(u(t), v(t)), por tanto
tenemos que el vector velocidad se puede escribir como

§ =1 (0)pu +v'(0)p,

de aqui que su norma esta dada por

1€l = (' (0)u + v (0)y, u'(0)pu + ' (0)p0)
= u(0)*(u; Pu) + 20/ (0)0"(0) (u, u) + v'(0)*(pw; @0).-

Definiendo las siguientes funciones
E = ((pu, <pu>,

F = <80u7 ()011)7

G = <30v7 ()011)7
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podemos escribir el cuadrado de la norma del vector £ como

I€1I*= Eu'(0)* + 2Fu/(0)v'(0) + Gv'(0)*

- wovan(E ) ()

E F\ .,
- ¢(pe)e

Por lo tanto tenemos que la longitud de la curva vy: J — S esta dada por

longitud(7) = [, JEU@? + 2R (D0 6) + Go{d)dt.

Definicién 2.3.2.
Dada una superficie S definimos la diferencial de longitud de arco como la forma
cuadratica

ds? = Edu® 4+ 2F dudv + Gdv?.

Como podemos ver los coeficientes E, F'y GG juegan un papel importante en el cdlculo
de la longitud de curvas sobre una superficie, por tanto es conveniente nombrarlos de
alguna manera especial.

Definicién 2.3.3.
Consideremos S una superficie y ¢ una parametrizacion de S, la matriz de coefi-
cientes de la primera forma fundamental de S en p es la matriz

(¥ c)

donde los coeficientes E, F' y G estdn dados por

E = <80u7§0u>7
F= <§0ua§0v>>
G = (v, Pu)-

Notemos que la definicion de la primera forma fundamental de una superficie se realizé sélo
para superficies parametrizadas, pero si recordamos el Teorema 2.1.1 existen otras dos
formas de caracterizar a las superficies de manera local. Asi, veamos cémo encontrar
los coeficientes de la primera forma fundamental en los dos casos restantes.

Supongamos que tenemos una superficie S dada como la grafica de una funcién de dos
variables f: € — R, observemos que la funcién ¢:  — R3 con regla de correspondencia

p(u,v) = (u, v, f(u,v))
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es una parametrizacion de toda S.

Los coeficientes de la primera forma fundamental para una superficie carac-
terizada como la grafica de una funcién estan dados por

E = (u, o) = (1,0, ), (1,0, f.)) = 1+ (f.)*,
F= <¢u>§0v> = <(1>0afu)a (O> 1afv)> = fufw
G= <<)0v>§0v> = <(O> 1afv)a (O> 1afv)> =1+ (fv)z'

Veamos ahora cémo calcular la primera forma fundamental de una superficie que
estd definida como la imagen inversa de una funcién F' en un valor regular a. Como «a
es un valor regular tenemos que VF(a) # 0, sin pérdida de generalidad supongamos
que %—f(a) = 0. Luego por el Teorema de la funciéon implicita tenemos que, localmente
podemos ver a z como una funcién de x, y, es decir, z = f(x,y). Més atin, sabemos que

of 5% Of 5

_ 9 _ y , : ) 3

i SFs Y 5, — oE de aqui, considerando ¢: {2 — R” con regla de correspon-
0z 0z

dencia

p(u,v) = (u,0, f(u,v))

es una parametrizacion local de S.

Los coeficientes de la matriz de la primera forma fundamental para una
superficie caracterizada como imagen inversa de un valor regular estan dados

por

oF oF aF \ 2
E= <30u7§0u> = <<1707 _g_f«") ) <1707 _g_f«")> =1 + <g_]:§'> )

0z ER s

or oF OF OF

Ox 9 dx 0
et =((0-g)-(01-2) )G

0z 0z (5)

oF oF OF \ 2
G = <¢U7S0U> = <<O7 17 _a_z‘> ) <07 17 _a_z‘>> =1 + (a%) .

0z o7 %

Ahora que hemos visto como obtener la longitud de una curva en S en funciéon de la
primera forma fundamental, es natural preguntarnos si es que es posible usar la primera
forma fundamental para calcular areas sobre superficies.

Consideremos S una superficie parametrizada por ¢: 2 — S, p € S, ¢ € Q tal que
©(q) = p, sabemos que {©.(q), ¢,(q)} es una base para el plano tangente y ademds que
llou(q) X ©u(q)] es el area del paralelogramo generado por ¢, (q) v ¢.(q). Asi, tenemos
el area de un pequeno paralelogramo que estd lo suficientemente cercano a .S, como se
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observa en la Figura 2.7. Por otra parte, notemos que
2 = lealPllod]?sen’(6)

= [P lle0—co0)

= lleullllesll* = lleull*lleol* cos*(0)

= (Qus Pu) {Pv, Pv) — (Pus Pv)?
— EG — F2.

| Pu X @u

Por tanto

lu X @ul| = VEG — F2.

Asi, la forma en que se mide el area del paralelogramo depende unicamente de los
coeficientes de la primera forma fundamental.

Definicién 2.3.4.
Consideremos una superficie S, un subconjunto abierto y conexo () de S contenido en
la imagen de la parametrizacion ¢:  — S, definimos el drea de ) como

AQ) = / /@ o VEG — F2dudv

X

Figura 2.7: Paralelogramo generado por ¢, y ©,.

A continuacién veremos como calcular el area de las superficies de revolucién.

Ejemplo 2.3.1. El drea de una superficie de revolucion

Consideremos una curva vy en el plano xz, supongamos que vy estd definida en un inter-
valo J y que la curva 7y tiene por parametrizacion y(t) = (f(t),g(t)) donde f,g: J — R
son funciones diferenciables. Sabemos que al rotar la curva v al rededor del eje z en R?
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se obtiene una superficie S cuya parametrizacion estd dada por p: J x (0,27) — R?
con regla de correspondencia

p(u,v) = (f(u) cos(v), f(u) sen(v), g(u)).

Un cdlculo directo muestra que la primera forma fundamental de S estd dada por

B = F + g
F=0,
G = f(u)*

Ast, por la Definicion 2.3./ tenemos que

/ / fu)/ ' (u u)2dudv. (2.3)

Observemos que la expresion (2.3) no depende de la variable v, luego por el Teorema de
Fubini (véase [16], pdg. 872), tenemos

S) = 27T/Jf(u)\/f’(u)2 + ¢'(u)?du. (2.4)

Notemos que en el caso de que v pueda expresarse como la grdfica de una funcion de u,
es decir su parametrizacion es de la forma v(u) = (f(u),u), tenemos que la expresion

(2.4) se escribe como
S) = 27r/Jf(u)\/1 + f'(u)?du. (2.5)

Ahora ya sabemos como calcular el area de las superficies y en particular vimos como
calcular el area de las superficies de revolucion, pero antes de avanzar mas veremos que
los resultados de esta forma de calcular el area, concuerdan con los resultados cldsicos
que se encuentran en algunos libros de cdlculo, como por ejemplo en [16].

Ejemplo 2.3.2. El drea de una esfera

Consideremos la esfera centrada en el origen y de radio R, denotada por S%. Observe-
mos que la esfera se puede obtener revolucionando la curva v: [—R, R] — R con regla
de correspondencia y(x) = vV R* — 22, ast, por la relacion (2.5) tenemos

A(S%) = 27r/ VR?2 — 22y 1+ —dx
R—z2

R
= 27r/ vV R2dx
“R

R
= 27r/ Rdzx.
R

por lo tanto el drea de una esfera es 4w R%. Otra forma de calcularse puede consultarse

en [16] pag. 481.
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Con lo visto en este capitulo podemos reformular de manera formal nuestro problema
de la cantidad minima de tela para cubrir un trozo de madera plana, para esto definimos

H = {S|S es superficie parametrizada sobre el dominio 2 C R?}.

Asi, tenemos que nuestro problema se puede consiste en encontrar

min// vV EG — F2dudw.
Q

SeH

Antes de dar solucién a nuestro problema, cosa que se hara en el capitulo 3, estudiaremos
un poco mas la teoria de superficies para poder comprender mejor el problema y la
solucion del mismo.



Capitulo 3

Elementos de la teoria de
superficies. Parte 2

En este capitulo continuaremos con el estudio de algunas propiedades de las super-
ficies, como lo son las parametrizaciones por coordenas isotermas, la orientabilidad, la
aplicacion de Gauss y las curvaturas media y gaussiana.

3.1. Parametrizacion por coordenadas isotermas

Cuando estudiamos las propiedades de una superficie nos gustaria poder encon-
trar una parametrizacion que refleje la geometria del dominio de parametrizaciéon en
la superficie. Uno de los aspectos geométricos que nos gustaria poder conservar son los
angulos, esto en el sentido de que el angulo que se mida en el dominio de las parame-
trizaciones se preserven en la superficie.

Consideremos () y 3(t) dos curvas parametrizadas' en el intervalo [a, b] sobre el plano,
tales que se intersecan en el punto

p=(to) = B(to)

para algtn ty € (a,b). Supongamos que los vectores tangentes son
Y (to) = (§,m)
B'(to) = (&, 7).

Recordemos que el angulo entre dos curvas es el angulo formado por los vectores tan-

gentes a las curvas. Asi mismo, recordemos que para el producto interior se cumple la
identidad

17 (to) 118 (t0) | cos(8) = (¥ (to), B'(to)) = €€ + nil
donde 6 es el dngulo formado entre 7/(ty) y 5'(to).

1Una curva parametrizada es una funcién suave f: [a, b] — R™.

29



30 CAPITULO 3. TEORIA DE SUPERFICIES

xT

Figura 3.1: Curvas v y 3 sobre S.

Por otra parte, la imagen de las curvas v y 8 bajo la parametrizacion ¢ de S estan
dadas por

e(v(t)) = pu(t),
P(B(t)) = v(t).

Una visualizacion de este hecho la podemos ver en la Figura 3.1.

De manera similar el angulo 5, formado por los vectores tangentes en el punto de
interseccién ¢ = ¢(p), satisface

14 (o) 14 (to) | cos(8) = {1/ (to), ¥/ (to))-
De la Seccién 2.3 sabemos que las normas de los vectores tengentes estdan dadas por
11 (t0) > = EE* + Fén+ G,
IV (to)|* = EE* + Fé + Gif”
Por lo tanto se satisface la siguiente igualdad
(1 (t0), ¥/ (t0)) = EEE + F (&7 + &n) + G

Como queremos que los angulos 0 y 6 sean los mismos, se debe de satisfacer la siguiente
relacién

cos(8) = cos(6)
y en consecuencia
BEE + F (&0 + &n) + Gl _ &t

VEE +2Fén + Gn2\/E§2 +FE+ G2 T+ 7

Observemos que si tomamos los vectores (£,7) = (1,0) y ( 1) = (0,1) se tiene que
F = 0. Por otra parte, si (§,7) = (1,1) y (§,7) = (1,—1), obtenemos que E = G y por
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lo tanto tenemos que las transformaciones que cumplen que los coeficientes de su primer
forma fundamental son de la forma F = G y F' = 0 preservan los angulos formados por
curvas en el dominio en la superficie.

Definicién 3.1.1.
Consideremos una superficie S y una parametrizacion ¢ de S. Si la matriz de su primer
forma fundamental tiene la forma

( AT )

donde ANu,v) = (Qu, pu) = (@u, Yv), entonces la parametrizacion es llamada parame-
trizacion en coordenadas isotermas.

Observemos que de la Definicién 2.3.2, tenemos que, si S esta dada por una parame-
trizacion en coordenadas isotermas entonces la diferencial de longitud de arco toma la
forma

ds* = AN, v)(du® + dv?).

Debido a que las coordenadas isotermas reflejan la geometria de las superficies, es
conveniente saber si dada una superficie S serd que ;siempre existe una parametrizacién
en coordenadas isotermas de S7

Teorema de Bers-Beltrami.
Toda superficie S dotada de una primer forma fundamental analitica®, admite una
reparametrizacion en coordenadas isotermas, i.e. existe una parametrizacion de S en el
sistema de coordenadas (u,v) tal que en estas coordenadas el diferencial de longitud de
arco tiene la forma

ds* = ANu,v)(du® + dv?).

Demostracion.
Consideremos ¢ (u,v) = (z(u,v),y(,v), 2(u,v)) una parametrizacion arbitraria de S.
En estas coordenadas la diferencial de longitud de arco se escribe como

ds* = Edu® + 2Fdudv + Gdv®. (3.1)
Denotando a vEG — F2 por v/I, una factorizacién de (3.1) en el plano complejo C, nos

da
(fdu—l—F:;%\/ )(\/_du—i- \/%\[ ) (3.2)

Como el conjugado complejo del primer factor de (3.2) es el segundo factor, entonces
buscamos una funcién analitica f(u,v) con valores complejos tal que se satisfagan las
ecuaciones diferenciales ordinarias

f(u,v) (\/Edﬂ F?;%\/ ) = du + idv, (3.3)

2Decimos que una forma cuadratica es analitica si es que cada uno de sus coefientes lo es. Por una
funcién analitica entendemos una funcién que admite una expansién por serie de potencias.
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F(u,v) (\/Edﬂ Fj;%\[ )—du idv,

de modo que al multiplicar los términos de cada lado tengamos

| f (u, v)||?ds? = du? + dv*.
Equivalentemente,
ds® = || f(u,v)||7*(da” + dv?)
con esto bastarfa definir \(u,v) como

-
1 (w, 0) 1>

Asi, la funcién A(u,v) buscada depende de la funcién analitica con valores complejos
f(u,v) la cual es un factor integrante de (3.3).

AMu,v) =

Procedemos a buscar un cambio de coordenadas v = u(u,v) y v = v(u, v) tal que satis-
fagan junto con f(u,v) las condiciones anteriores. De existir estas ecuaciones deberian
de cumplir

S AP Ou  Ov ou | Ov
f(u,v) (\/EdujL B dv) = (% —H%) du + (% —H%) dv. (3.4)

Desarrollando e igualando los coeficientes de la expresién (3.4) tenemos que

ou . Ov

f(U,U)\/E: % +Z%a

F+ivli _ou  .0v
JE o oo

Despejando f e igualando las partes reales e imaginarias obtenemos la ecuacién
v ou  Ov
F — |=FE|(=+i=—). 3.5
( +Z\/_)( +Z@u) (83+286) (3.5)

Al igualar la parte real e imaginaria de (3.5), llegamos a las siguientes igualdades

f(u, v)

8u
Fa—u — f o= a@’ (3.6)
ou v o
f =+ F% - E%. (3.7)

Observemos que de la ecuacion (3.6) se obtiene

ov 1 ou ou
% Vi (F% B Ea_A)
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mientras que de (3.7) se tiene que

1 1 Fo _ pou
o Vight o) = 3 (Vige + pTE R

oo  E\ ou ou) E\ ou Vi
ou du du du ou
1 ﬂguj%fiwﬁ _ 1 (G + 5% - EFgG
E ou Vi E Vi
1 (EG — F*)%% + F28¢ — ppox _ 1EGE - EFg
E Vi E Vi
du du
_Gm Iy
Vi

De manera similar tenemos que

du ou

Py A (38)
@ — Gg_g _ Fg_% (3.9)
oo Vi ’ .
ou Eg—ﬁ —Fg—ﬁ

H_Zu® 1
5 N (3.10)
du_Fg-Gg (3.11)
ov Vi ' )

Por la igualdad de las derivadas parciales mixtas para v y de las ecuaciones (3.8), (3.9)

tenemos
o _ (22 (0
o0 \ou ou \ 0v
0 (F%-E% 0 (G%— Fo
D) Vi o Vi

) ) ) 0 | FZ - EZ
== |F— — F— — |_ou "o
(a@{ o2 a@ﬂ} Y| T v

)W)
Andlogamente, de las relaciones (3.10) y (3.11) tenemos que
0 = 0 (u)_ 9 (ou
- 0u\ov ov \ Ju
0 |FE—-EZ FL_-EZ )
= = | &= —ou 9| |(v).
ov Vi Vi

De esta forma, las funciones u = u(u,v) y v = v(u, v) deberdn satisfacer las ecuaciones
en derivadas parciales L(u) =0y L(v) = 0 donde se considera el operador diferencial

L9 Fo—Ex
5 7 '

0

ou

0

ou

o 0
Fae —Eg

Vi
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Por el Teorema de S. Kovalevsky?®, tenemos que, como E, F y G son funciones analiti-
cas, las ecuaciones L(u) =0y L(v) = 0 tienen soluciones no triviales.

Esto demuestra la existencia del cambio de coordenadas de la forma u = wu(w,v) y
v =v(u,v).

Por otra parte, de la igualdad

Fluv) 1 [0ou n Ov
U,V) = —F7= | 35 T lz=
’ Vi \ou  ou
se obtiene el factor integrante f, y por tanto la funcién buscada es

1
M) = T o

con lo cual se termina la prueba. [

Ahora ya sabemos que siempre podemos encontrar una parametrizacién en coorde-
nadas isotermas. Asi, podemos medir los angulos en el dominio de la superficie y después
estar completamente seguros de que en la superficie S tenemos el mismo angulo.

Como sabemos, la parametrizaciéon de una superficie S puede ser local, asi nos pregun-
tamos jqué es lo que pasa cuando una region de S esta parametrizada de dos maneras
distintas? jcémo se comporta el vector normal en este caso?

3.2. Superficies orientables

Consideremos una superficie S, un punto p € €2, y dos parametrizaciones ¢:  — S
y ¢: Q@ — S al rededor de p. Observemos que tenemos dos bases para T,(5) las cuales

son {pu(p), pu(p)} v {Pa(p), $s(p)}-

Tomando en cuenta el cambio de coordenadas ¢! o @ : Q0 — Q. se tiene la siguiente
relacion (u,v) = (u(@,0),v(q,0)) (véase la Figura 3.2), asi la relacién entre estas bases

3Consideremos la ecuacién en derivadas parciales

Uyy = F(yaxhx?u' ey Ty Uy Ugyy Uy y v ooy gy s Uyyy » + -y Uyyy Uy y v v - 7uwnwn)

y un valor y = yo tal que las condiciones iniciales

u = f('rlvaa"'aIn)
y

Uy = g(x1,T2,...,%n)
son analiticas en una vecindad de (y°, 29, 23, ..., 29, u’,u),...) y si f y g son analiticas en una vecindad
del punto (z9,2Y,...,2%), entonces el problema de Cauchy tiene una tnica solucién analitica no trivial

en alguna vecindad del punto (y°,29,29,...,22).
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estd dada de la siguiente manera

o en forma matricial

ou o
(¢ﬂ) _ ot 0u

o) o o

ov 00

9 plop

)

(u, v)

Figura 3.2: Aplicacién ¢! o ¢.

35

Asi, si el jacobiano* del cambio de coordenadas es positivo entonces la diferencial del
cambio de coordenadas preserva la orientacion.

Definicién 3.2.1.

Una superficie S es orientable si existe una familia de parametrizaciones {U;, p;} que

cubre a S y tiene la propiedad de que si U; NU; # O entonces el cambio de coordenadas

(pi_l o p; tiene jacobiano positivo, en caso contrario diremos que la superficie es no

orientable.

4Consideremos F: R® — R™ una funcién diferenciable. Esta funcién estd determinada por m

funciones escalares reales

yi = Fi(z1,..

definimos la matriz jacobiana de F como
9y
8171
OYm
(91'1

M
o0z,
OYm
oxy,

'axn)a
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Veremos geométricamente que significa que una superficie sea orientable. Sabemos que
si S es una superficie y ¢ una parametrizacién de S alrededor de p, entonces un vector
normal unitario a .S, estd dado por

u X v
N PuXPo
lpu X @l
Observemos que N es realmente un campo vectorial® ortogonal a la superficie. Por otra
parte, Si ¢ es otra parametrizacion de S alrededor de p, tenemos que un vector normal
unitario a S estd dado por
N Pu X Dy
N= I
[Pz % @3]
Observemos que se cumple la siguiente relaciéon
S G 8u+ ov " 8u+ v\ " D(u,v)
el =\ a0 ) T \Pras T a0 ) T T P D(a, o)
Tenemos que el vector normal de la parametrizacién ¢ cumple
Y Pa X Ps u X Py . D(u,
N = 46 (6 _ ¥ L4 s1gno(7(1f Tj)):i]\f,
160 % sl [l x @0l D(u,v)

donde la funcién signo se definie de la manera siguiente, signo: R — R con regla de
1 a>0,
-1 a<O.

correspondencia signo(a) = {

Por lo tanto tenemos que, si el jacobiano del cambio de coordenadas entre (u,v)y (@, 0)
cumple que
D(u,v)

D(a, )

> 0,

entonces N y N apuntan en la misma direcciéon. Si S no es orientable entonces N y N
apuntan en direcciones contrarias.

Por otra parte, notemos que se puede concluir de la definicion de orientabilidad, que
las superficies que son gréaficas de una funcién son orientables, pues un atlas para la
superficie estd dado por {(€2, ¢)} donde ¢: Q — S tiene por regla de correspondencia
o(u,v) = (u,v, f(u,v)). Observemos que un caso particular de superficies dadas como
graficas de funciones son los planos, asi tenemos que los planos son orientables.

Por otra parte, pensando en que la cantidad de parametrizaciones sea importante para
la orientabilidad de las superficies, veamos el siguiente resultado.

5Un campo vectorial sobre X C R" es una funcién
F: X - R".

Un campo vectorial se dice normal a X C R™ si (¢,¢) = 0 para todo £ € X y para todo ¢ € F(X).
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Lema 3.2.1.
Consideremos una superficie S que puede ser cubierta con sélo dos parametrizaciones,
a saber (U, ) y (U, @), luego, si UNU es un conjunto conexo, entonces S es orientable.

Demostracién.
Denotemos por (u,v) a las coordenadas dadas por (U,¢) y (4,0) a las coordenadas
dadas por (U , @), v consideremos p € U N U, entonces el cambio de coordenadas de
(u,v) en (u,v) satisface
D(u,v)
D(a,v)

£0

asi tenem%s dos )casos: D(u,v)
U, v U, v

C 1. ———<>0.C :
S Do) T D)
D(u,v)
D(a,v)
el determinante del nuevo cambio de coordenadas es positvo. &

> () se tiene el resultado.

Caso 2.

< 0. Realizando el cambio de coordenadas (u,v) = (v, u) tenemos que

Veamos ahora la utilidad de este tltimo resultado aplicandolo al caso de la esfera.

Ejemplo 3.2.1. La esfera es orientable.
Consideremos S% la esfera de radio R centrada en el origen. Sabemos que al tomar las
parametrizaciones dadas por las proyecciones estereogrdficas mn: U — R?, mg: V — R2,

con U =S%\{N} yV =S%\ {S}, formamos un atlas.

Por otra parte, notemos que U NV = S% \ {N, S}, lo cual claramente es un conjunto
conezo, asi por el Lema 3.2.1 tenemos que S% es orientable.

Observemos que por el Teorema 2.1.1, todas las superficies son localmente orientables.
Por otra parte, notemos que el problema de la orientacion recae en como se comporta
el campo vectorial normal, también llamado campo normal de la superficie, por tanto
seria conveniente poder decir algo de la orientabilidad a través del comportamiento del
mismo. Pero antes de analizar la relacion entre el campo normal y la orientabilidad
daremos un concepto que nos ayudara con nuestro cometido.

Definicién 3.2.2.

Consideremos una superficie diferenciable S y un dominio V C S. La transformacion
N:V —S? que a cada p € V le asocia un vector normal unitario a T,(S), es llamada
la aplicacion de Gauss asociada a la region V.(Véase la Figura 3.3).

Veamos ahora cual es la relacién que existen entre la aplicacién de Gauss y la orienta-
bilidad de las superficies.

Teorema 3.2.1.
Una superficie S es orientable, si y sélo si, la aplicacion de Gauss N: S — S* es
diferenciable y estd definida en toda la superficie.



38 CAPITULO 3. TEORIA DE SUPERFICIES

- S /]\\ N(p \‘ o

Figura 3.3: Aplicacién de Gauss.

Demostracion.

Supongamos que la aplicacién de Gauss N: S — S? es diferenciable y estd definida en
toda S. Ahora, consideremos una familia A de parametrizaciones tales que cubren a
Sy e:Q — U un elemento de A. Supongamos sin pérdida de generalidad que €2 es
conexo y que para todo p € €2,

Pu X Py
N(p) = 2
lu X @yl

Realizamos esto para cada parametrizacién en la familia original, tenemos que, si (U, )
es otro elemento de A con U NU # (), entonces N = N. Esto implica que

: D(u,v)
signo | ——— | = 1.
° (D@, a))
Como esto ocurre para cada par de funciones en A, se sigue que la superficie es orien-
table.

Para la otra parte de la demostracién, dadas las coordenadas (u,v) en U y (4, 0) en U
consideremos la aplicacion de Gauss

Pu X Py
N(p) = 77— ().
lu X @0

Consideremos la relacion

N(p) = signo <D(u’v)) N(p).

D(u, v)

D(u,v)
i D(a,v)
N(p) = N(p). Esto demuestra que N se puede definir de manera global.

Observemos que si la superficie es orientable entonces > 0 y por lo tanto

Como N estd definida localmente por funciones diferenciables, la aplicacion de Gauss
también diferenciable. &
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Si recordamos el Teorema 2.1.1, tenemos tres formas de caracterizar las superficies
localmente, ya vimos que si son gréafica de una funcién, entonces son orientables; también
cémo saber si una superficie parametrizada es o no orientable. Ahora veamos el caso de
las superficies dadas como la imagen inversa de un valor regular.

Proposicién 3.2.1.
Consideremos una superficie S dada como F~*(\) donde F: R® — R es una funcidn
diferenciable y A es un valor regular, entonces S es orientable.

Demostracion.
Debido a que X es un valor regular, para cada p en S se tiene que el vector gradiente
V F(p) no se anula. Definimos la aplicacién de Gauss como

VE(p)
N(p) = -
IVE(p)ll
Luego, por el Teorema 3.2.1, se sigue que S es orientable. &

Una pregunta que puede surgirnos ahora es jexisten superficies no orientables? pues
de no ser asi el concepto de orientabilidad no es necesario, en el siguiente ejemplo se
discute la existencia de superficies no orientables.

Ejemplo 3.2.2. Mébius y su banda

Consideremos el rectangulo Q = (0,27 x [—1,1]. Si identificamos los puntos de la
forma (0,t) con los puntos (27, —t), como se observa en la Figura 3.4, al resultado de
la identificacion le llamamos banda de Mébius y la denotaremos por M?.

Figura 3.4: Identificacién de los lados de un rectangulo.

Desde un punto de vista intuitivo, M? se obtiene de pegar las orillas de la banda Q
torciendo una vez este conjunto, una visualizacion de la superficie se puede observar en
la Figura 3.5.



40 CAPITULO 3. TEORIA DE SUPERFICIES

Figura 3.5: Banda de Mobius.

Consideremos ahora la circunferencia I dada por los puntos con coordenadas (¢,0) en
M? y un punto p € I'. Supongamos que para cada punto p tenemos un vector normal
N(p) a S en p y que deslizamos este a lo largo de T', esto es construimos un campo
normal en I iniciando en N(p). Es fdcil darse cuenta que cuando se cierra el circuito
en I el vector de retorno a p es —N(p). De esta forma no es posible definir en todo M?
un campo diferenciable N que no se anule. Daremos ahora una prueba rigurosa de la
no orientabilidad de la banda de Mobius.

Una parametrizacion para M? estd dada por

@(u,v) = ((2 —vsen (%)) sen(u), (2 — vsen (%)) cos(u), cos (%)) .

Observemos que esta parametrizacion omite los puntos del intervalo abierto u = 0.
Entonces consideremos la siguiente parametrizacion

P11, 7) = ((2 — Jsen <% + g)) cos(i), — (2 — Jsen <Z + g)) sen(a), 0 cos G + %))

la cual omite al abierto w = 3. Estas dos parametrizaciones cubren a la banda de Mobius

(véase [8], pdg. 239).

Notemos que la interseccion de los dominios de las parametrizaciones son los siguientes
dos conjuntos coneros

Wy = {go(u,v)% <u< 27r},

Wy = {go(u,v)|0 <u< g}

Por lo tanto el cambio de coordenadas entre Wy y Wy esta dado por
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De aqui tenemos que en Wy se tiene

D(a, )
—1
Do) 7Y
y en Wy
D(a,v)
Dlaw) =1 <0

Para mostrar que la banda de Mobius no es orientable, supongamos que es posible definir
una aplicacion de Gauss sobre toda la banda, podemos asumir que para cada p en Wi

Pu X Py

N(p) = 57— ),

P = T gl @)
y para cada p en Wy 5 .
a X P

N(p) = = F0(p).

 [I@a x @l
Observemos que el jacobiano del cambio de coordenadas debe ser —1 en Wi o Wy, por
lo tanto, si p es un punto de la interseccion tenemos que N(p) = —N(p) lo cual es una

contradiccion, por tanto M? no es orientable.

Notemos que hasta ahora no hemos dicho nada sobre la “forma” de las superficies,
asi veamos un poco sobre lo que es y como medirla.

3.3. Curvatura de las superficies

Hasta este punto lo inico que sabemos sobre la “forma” de una superficie es que es
localmente parecida a un abierto del plano, pero este hecho no nos proporciona infor-
macion global de la “forma” de la superficie.

Sabemos que en cada punto existe un espacio que mejor aproxima a la superficie S,
el cual es el espacio tangente, también sabemos que todo plano se determina por un
vector normal N, consideremos un plano P que contenga a NN, asi, al intersecar P con
N obtenemos una curva 7 sobre S, este hecho se ilustra en la Figura 3.6. Sabemos que
v tiene una curvatura, veremos como es que la curvatura de estas curvas 7y nos ayudan
a saber como es la forma de S.

Consideremos una superficie S con parametrizacién ¢: 2 — S y una curva suave
B: (a,b) — € que pasa por el punto ¢, luego tenemos que v = ¢ o [ es una curva
diferenciable contenida en S que pasa por p = ¢(q). De aqui que derivando con respecto
al parametro t tenemos que

V() = ot (t) + o0’ (t)
por lo tanto al derivar nuevamente con respecto a t tenemos que

v'(t) = ‘Puuu,(t)2 + Qutt ()0 (t) + uu” (t) + put’ (E)V'(t) + @vvv,(t)z + 0" (1)
= ‘Puuu,(t)2 + 20w’ (E)V'(t) + @vvvl(t>2 + @ u”(t) + 0" (t).
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Figura 3.6: Interseccién de una superficie con un plano perpendiculares.

Luego, calculando el producto interior entre 4" y N, tenemos que

(V",N) = (@uatd (t)? + 200t ()0 (1) + ©uut’ (1)* + @uu” () + 0" (t), N)
= (Puw N/ ()% + 2(puw, N)u/ ()0 () + (poo, N)'(1)?
(0w, N)U" () + (o, N)"(t)

Recordemos que por la definicién de N, ¢, v ¢, son ortogonales a N, por lo tanto

(', N) = {@uu, MU' (8)* + 2(puv, N)u'()0'(8) + (000, N)v'(£)°
= eu/(t)? + 2fu (t)v'(t) + gv'(t)?

donde
e = (Puu, N),
f = {Puw N),
9= (Puw, N).

Observemos que si
e f
B = ,
(f 9)
entonces podemos escribir (", N) como
<€7 €>B = gtha
donde £ = +/(0).

Definicién 3.3.1.
Dada una superficie S y una parametrizacion o de S al rededor de un punto p, definimos
la forma cuadrdtica {, )p como (£,&)p = £'BE donde

e f
B = ,
(f 9)
£ € T,(9) y los coeficientes de la matriz B estan dados por

e = {ouu, N),
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.f = <90uv> N>,
g = (Pvu, N).
A esta forma cuadrdtica la llamaremos la seqgunda forma fundamental de la su-

perficie S en el punto p.

A continuacién veremos una forma diferente de calcular los coeficientes de la segunda
forma fundamental.

Lema 3.3.1.
Consideremos una superficie S y una parametrizacion @ de S, entonces se verifican las
siguientes 1gualdades:

= —(Nu, 0u), (3.12)
f==(Ny,0u), (3.13)
f=—=(Nu, ¢u), (3.14)

= —(N,, p,). (3.15)

Demostracion.
Consideremos una superficie S, y una parametrizacién ¢ de S, con regla de correspon-
dencia p(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)). Asi, el vector normal N estd dado por

N = (xuyv — TyYu Toly — Tylys Yulo — Zuyv)-
De aqui que
Nu = (Nu,lu Nu,27 Nu,3)
donde las funciones coordenadas satisfacen
Nu,l = YuuZo T Yuluww — YuwwZu — Yoluus

Nu,2 = Typly + ToZuy — Tuulo — Tuluv,
Nu,3 = xuuyv + LylYuv — xuvyu - xvyuu-

Por otra parte, tenemos que

_<90u7 Nu> = —TuulYuiv — TulYuRuv + LuulYv2u + ToulYuwvRu — TuvYuiu — TolYuuiu
= TuYv2uu + TuulYuv + ToYuuiu — TulYuuo — TolYuluu — TuwlYviu
= (Puu, N)
Las identidades (3.13), (3.14) y (3.15) se comprueban de manera analoga. &

Observemos que como el campo normal es ortogonal a la superficie S entonces N, y N,
pertenecen a T,(.S), asi tenemos que

Ny = a1y + a12¢y, (3.16)

Nv = 21Pu + G229y. (317>
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Busquemos los coeficientes de la matriz A = (a;;). Notemos que con (3.16) y (3.17)
podemos calcular los coeficientes de la segunda forma fundamental como lo especifica
el Lema 3.3.1, es decir

—e= (Ny,u)

= CL11E + CL12F (318)
' f= (N
-] = Nu,@v

— 4 F +apG (3.19)

Sustituyendo N, por N, en (3.18) y (3.19) tenemos que
— [ =ank + ankF (3.20)

—g=ankF +anG. (3.21)
Por lo tanto, de las relaciones (3.18), (3.19), (3.20) y (3.21) resulta que

a1 Q12 E F\_ (e f
a1 Q22 FG__fg'

A— 11 Aaiz2\ -1 € f G —F
“\aar an) EG-F2\f g)\-F E )’

Asi tenemos determinada a la matriz A, y es tal que cumple con la relacién
N, _ (%11 a12 Pu
N, a1 A2 V)

Por otra parte, recordemos que toda matriz tiene asociados un par de invariantes alge-
braicos, los valores propios, los cuales denotaremos por A; y Ay vy a su vez estos tienen
asociados un vector digamos V; y Va, observemos que si A\; # Ag entonces V; y V, forman
una base para 7,(S). Asi tenemos que los valores pripios juegan un papel importante
para las superficies.

De aqui que

Definicién 3.3.2.
A los valores propios de la matriz A los llamaremos las curvaturas principales de
S en el punto p.

Recordemos que a partir de los valores propios podemos calcular dos invariantes al-
gebraicos de A, el determinante y la mitad de la traza, a estos invariantes los llamaremos,
curvatura gaussiana o curvatura de Gauss y curvatura media respectivamente,
las cuales se denotaremos por K y H.

Un calculo directo muestra que la curvatura gaussiana y media de una superficie se
pueden calcular como
2
eg—f

K=t (3.22)
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Eg—2fF +eG
2(EG — F?)
Por otra parte, observemos que los coeficientes de la segunda forma fundamental de-

penden unicamente de la parametrizacién, por este motivo daremos una definicién que
nos ayudara a simplificar la notacion.

Definicién 3.3.3.
Dados a,b,c € R3, definimos y denotamos el triple producto escalar como

la,b,c] = {a,b x c).

H= (3.23)

Se puede ver facilmente que el triple producto escalar se puede calcular como

ay G2 as
[CL, b, C] = bl b2 bg
Ci Cy C3

Por otra parte, de la Definicién 3.3.1 tenemos que

Ou X Py [y Ous O]
e = U/UJN - ’Uﬂldi - 77
(Pu N) <3” Tow %H> VEG - F?

SOU X SO'U SOUU7S0'U47 SO'U
f = <S0uv>N> = <(puv> 7> = g

lou X @yl VEG —F?’

Pu X Py [Sovva ‘Pw@ov]

= vvaN = [p) = .
1= (oo ¥) = (o o ey ) = ey

Lema 3.3.2.
Dada una superficie S parametrizada por . Entonces los coeficientes de la sequnda
forma fundamental se calculan como

[Puus Pu, P
VEG — F?’
f = [P w0l
VEG — F?’
g = P P £
VEG — F?
Asi podemos escribir la curvatura gaussiana sélo en términos de la parametrizacién ¢
como

€g — f2 [Qomu Pus Sov] [‘vaa Pu 4,0@] - [Qouva Pus Sov]

T EG-F? (EG — F?2)?2 ‘ (324)
Un céalculo directo muestra que
xuu yuu ZUU x’l}’l} yUU Z’U’U
[Spuua Puy 901)] [(pvva Pus 901)] - Ly Yu Zu L, Yu Zuy
[L’U yv ZU x’l) yv Z’U
(3.25)

(Purs Pov)  {Pus Pu)  (Pus Po)
= | {Pu Pw)  (PuPu)  (Pu> P0) |
(o Pov)  (Pus o) {Pos Pw)
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Por otra parte, tenemos que

(Puvs Puv)  {Puvs Pu) {(Puvs o)
[Cuvs Pur o) =| {Pus Puv)  (Pus Pu)  {Pur o) | (3.26)
(o Puv)  (Por Pu)  {Pos Pu)

Por lo tanto, de (3.24), (3.25) y (3.26) se sigue que la curvatura gaussiana se puede
calcular como

(Pus o) {Puus Pu)  {Puns o) (Ouvs Puv)  {(Puvs Pu) {(Puvs o)
<Q0ua vav> <Q0u> Q0u> <Q0ua 901)> - <90u> quv> <Q0ua ¢u> <90u> Q0v>
(Qos Pow) {Pus o) (P, o) (Qos Qu)  (Por Pu)  (Pos Pu)

K= (EG — F2)?2

Antes de continuar veamos un resultado técnico que nos permitirda encontrar una forma
de calcular la curvatura gaussiana sélo en funcién de los coeficientes de la primera forma
fundamental.

Lema 3.3.3.
Consideremos una superficie S y parametricion ¢ de S. Entonces se cumple la identidad
1 1
<90uua (pvv> - <(puva (puv> = _§Evv _I' Fuv - §Guu
Demostracion.

Observemos que por la regla de Leibnitz tenemos que

<<)0uu7 Sovv> - <<)0uu7 ¢uv> = (<80u7 @UU>)u - < U @UUU) 1
= ((<30u7 @U))u - <80uva ¢U>)u - 5((901“ qu>)vv
1 1
= ({Qu, P0)Juv — 5((‘:0@7 Do) Juu — §(<90u7 ©u) Jov
1 1
- _§Evv+Fuv_ §Guu
lo que termina la prueba. &

Con todo lo anterior podemos demostrar el siguiente resultado, el cual nos da una
manera de calcular la curvatura gaussiana de una superficie en funcion sélo de la primera
forma fundamental.

Formula de Brioschi.
Consideremos una superficie S y una parametrizacion ¢ de S. Entonces la curvatura
gaussiana de S estd dada por

1 1 1 1 1 1
__EUU Fuv - _Guu _Eu Fu - _Ev 0 _Ev _Gu
1 2 1 + 2 2 2 1 2 2
K=— - _z B
(BG_ Py f SGu E F E, E F
§GU F G -G, F G
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Demostracion.
Observemos que

(Puws Pov) {Puws Pu) (Pun, Po) (Puv, Puv)  (Puvs Pu) (P, Po)

<‘Pu7 Sovv> <‘Puu <PU> <90u7 901)) - <90u7 ‘Puv> <90u7 SOu> <90u7 ‘Pv>
K — <‘Pva Sovv> <‘Puu ‘Pv> <90v7 901)) <90v7 ‘Puv> <90v7 SOu> <90v7 ‘Pv>
(EG — F2)?
1
R B B SIS0l R S
v — ] Puus Pov EG - F __Eu +Fu@
(EG — F?)? 2 %GU a
1 1
1 F, — iGu F ) 1 -F, 1
_§Ev 1 - <S0uv> Spuz))(EG - F ) + §Ev % - §Gu 0
-G, G -G, G
2 2
B 1 1 1 9 1 1
1
+ i(Ev - Gu)@} .
1 1
F,--G, FE B,
Donde © = 1 2 y o= % . Por lo tanto tenemos que
-G, F -G, F
2 2
1 1 1 1 1 1
__EUU Fuv - _Guu _Eu Fu - _Ev 0 _Ev _Gu
1 2 1 + 2 2 2 1 2 2
K— - _ = 2
(EG — F2) f;v 2Gu FE F E, FE F
§GU F G -G, F G
lo que termina la prueba. L]

Observemos que gracias a la férmula de Brioschi sabemos que siempre es posible encon-
trar la curvatura gaussiana de una superficie conociendo uinicamente la primer forma
fundamental, asi tenemos que la curvatura gaussiana depende tinicamente de las pro-
piedades métricas de la superficie. Asi mismo tenemos que con ayuda de la féormula
de Brioschi se puede ver que la curvatura gaussiana se puede calcular para superficies
inmersas en espacios de mayores dimensiones.
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Por otra parte observemos que en el caso particular de que F' =0
1 1 1 1 1 1

__Evv — SVYuu _Eu __EU _EU au
1 % QG 2 2 2 2 QG
K= — 2| _Z S
(EGP )|, 2 G E 0 B, B 0 (3.27)
§GU 0 G §G“ 0 G

1 1 1 1 1 1
— _— _l(-ip, -~ _E, SE.GLE+ SE, E
(EG)2{< S B = 56 )EG G.G + ~E,G,E+ -E,G+ G }

de aqui que, al simplificar la expresién (3.27) tenemos que

Evv E?, Eva Guu Gz EuGu
2EG ~ 4FE?G  4EG?* 2EG 4FEG? ARG
Por otra parte, un calculo directo muestra que

1 a<1 (‘%/E)__GUEU By | By

VEGow \ VG v AG?E  4F?G ' 2EG

1 < 1 af)__EuGu Gy, Gu

K=-—

ou \ VE Ou AF?G  4EG? ' 2EG’

Asi tenemos que la curvatura gaussiana cumple

VEG \ou\VEG/) o \VEG)/’
Un caso particular que podemos considerar es cuando la superficie estd dada en coor-
denadas isotermas. En este caso se tiene que la curvatura gaussiana es

o _L[O9 (LoA 0 (10A
N A2 | Ou \ )\ ou ov \ \ Ov

= —3 {%ln()\) + %ln(k)}
~Aln(})

2
Con lo cual hemos probado el siguiente resultado.

Teorema 3.3.1.

Dada una superficie S y una parametrizacion por coordenadas isotermas @, la curvatura
gaussiana de S estd dada por

Aln()\)

A2
En el siguiente capitulo daremos solucién al problema central de esta tesis, el cual es
encontrar la superficie S parametrizada sobre un dominio €2 tal que su area sea minima.

K=-—



Capitulo 4

Superficies minimas

En este capitulo se aborda el problema de encontrar superficies parametrizadas que
minimizan el 4rea sobre una regién 0 C R2. El primer caso que se trata es el de las
superficies de revolucion, seguido de las superficies dadas como graficas de funciones y
por ultimo se aborda el caso de superficies parametrizadas. Ademads, se estudian algunos
elementos de la teoria de funciones de variable compleja para caracterizar este tipo de
superficies.

4.1. Superficies minimas de revolucion

El problema de encontrar una superficie parametrizada sobre un subconjunto abier-
to y conexo  de R? que minimice el drea, se logré resolver por vez primera en el afo
de 1760 a manos del gran matematico Leonhard Euler, quien publica su resultado en el
articulo “Recherches sur la courbure des surfaces” (véase [6]). Dos anos después, otro
gran matematico llamado Joseph Louis Lagrange, publica otra soluciéon de este proble-
ma en su articulo “FEssai d’une nouvelle methode pour determiner les maxima et les
minima des formules integrales indefinies” (véase [9]).

A continuaciéon veremos cémo se resuelve este problema, el método que seguiremos
es el propuesto por Lagrange. Comenzaremos resolviendo el caso de las superficies de
revolucién. Este caso lo podemos formular de la siguiente manera, dados dos puntos
p1 = (a,ad’) y po = (b,b') ambos en el semiplano zy superior, de todas las curvas suaves
v dadas como la grafica de una funcién, que cumplen que su imagen pasa por los pun-
tos p1 y pe, icual o cuales son las curvas que al revolucionarlas con respecto al eje z la
superficie obtenida tienen la menor area?

Observemos que nuestro problema es encontrar v: [a,b] — R, que cumpla las condicio-
nes y(a) = a’ y y(b) =V, y que ademds cumpla que para toda curva suave : [a,b] — R
que cumpla las condiciones J(a) = a’ y F(b) = ¥’ se verifique

A(S) — A(S) <0,

donde A(S) es el area de la superficie de revolucién generada por v y A(S) es el drea
de la superficie de revolucién generada por 7. En la Seccién 2.3 vimos que el drea de la

49
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superficie de revoluciéon esta dada por

A(S) = 27r/ Y(x)v/ 1+ (x)d.

A la funcién A(S) le llamaremos el funcional de drea de las superficies de revo-
lucién.

Veremos a continuacién una manera de encontrar condiciones que nos permitan hallar
de manera explicita a la curva . Antes de esto daremos un concepto que nos ayudara a
resolver el problema.

Definicién 4.1.1.
Consideremos una curva v € C®[a,b] tal que y(a) = a’ y y(b) = b
de v determinada por h estd dada por

', una variacion

V' =~+th
donde h € H = {h € C*®|a,b]|h(a) = 0,h(b) =0} yt € (—¢,¢).

Figura 4.1: Curva (negro) y una variacién (rojo).

Al conjunto H le llamaremos espacio de variaciones admisibles.

En la Figura 4.1 podemos visualizar lo que es una variaciéon de una curva, a la superficie
de revoluvién generada por la variacién de la curva 7 la denotaremos por S*. Por otra
parte, observemos que el area de la superficie generada por la variacién de la
curva v esta dada por

A(SY) = 27r/ (v + th)(z)\/1 + (7 + th')(z)dz.

Como queremos minimizar A(S*), podriamos realizar algo parecido a lo que hacemos
cuando queremos minimizar funciones reales de variable real, para esto podemos con-
siderar el funcional de area como una funcién de la variable ¢ y asi encontrar la curva
~ que genera a la superficie con menor area.
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Definicién 4.1.2.
La primera variacion de A(S") estd dada por

d
Alh] = —A(S?
5[] = SA(8")],
En nuestro caso, la primera variacion esta dada por
sAm = Lagsy|
dt 0

= 2 or [+t TE T T

Luego, por el Teorema de la convergencia dominada (véase [7], pag. 62), tenemos

b
SA[] = 27r/ %{(7+th)(:):)\/1+(7’+th’)(:)s)2}}0dx

_ o [ e o @)+ ) @)k () |
_ / {h( WIF GG + T T }\Od

= 27 /b {h(x) 1 +79(x) + V(@) (@) (z) }dx

1
(1+~/(x)?)z
En conclusion, la primera variacién del funcional de area para superficies de revolucion
esta dada por

SA[R] =27 /b {h(x) 1++'(z)?+ CORKCILACY }d:v

(1+7(2)2)
Como veremos en el siguiente resultado, es valido realizar un proceso analogo a lo que

hacemos para encontrar los candidatos a méximos y minimos de funciones reales de
variable real.

Teorema 4.1.1.
Sty es un minimo del funcional de drea entonces

AR =0
para toda h € H.

La demostracién de este resultado se puede consultar en [17] pag. 54.

Observemos que por el Teorema 4.1.1 tenemos que los minimos del funcional de area

satisfacen
b o e @)
27T/a {h(m) 1+9/(x)? + (Lt} }d = 0. (4.1)
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Denotando a / /1 —~/(t)2dt por ®(zx) y aplicando la regla de integracién por partes

tenemos que

)/ 14+ 7(x)? = h(z ‘ —/ h'(z)dz. (4.2)

Del hecho de que h( ) =0y h(b) = 0 tenemos que la expresién (4.2) toma la forma

/ ()T 7 () = — / (o) (2)d, (43)

sustituyendo (4.3) en (4.1) tenemos

o / ’ {h(:c) 1+~ (2)2 + 7((1:’177(2;’2@ }da; S / "o W (z)dx

Por lo tanto tenemos que

bh/x M—@x}dxzo. 4.4
J (){(1+(7’(93)2)2 o .

Veremos a contuacién que la expresién (4.4) se puede simplificar, pero antes veamos
primero un Lema técnico.

Lema de Dubois-Reymond.
b

Consideremos M € C*[a,b] tal que / M ()l (x)dz = 0 para toda h € H. Entonces

existe una constante ¢, tal que M(x) = ¢ para toda x en [a,b).

1 b
- a/a M (z)dzx.

b
/ [c — M (x)]dz = 0. (4.5)

Definimos la funcién h: [a,b] — R con regla de correspondencia dada por

Demostracion.
Elegimos la constante

CcC =

Asi, tenemos que

notemos que h(a) =0y h(b) =0, de aqui que h € H, por tanto

/ M (@)l (2)dz — / M(x)[e — M(x)|dz = 0. (4.6)
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Luego, de (4.5) y (4.6) tenemos que

c/ [c — M(z)]dx — / M (x)[c — M(z)]dz = 0, (4.7)

simplificando la expresién (4.7) tenemos

/a b[c — M{(x)]2dz =0,

como [c — M(x)]*> > 0, resulta que M(z) = ¢ para toda x en [a,b]. Con lo cual termi-
namos la demostracion. &

Volviendo al problema de reducir la expresiéon (4.4), tenemos que si consideramos

IO

(L+7'(x)?)>
entonces M (x) € C*|a, b], luego por el Lema de Dubois-Reymond

/
V(@)Y () o) =
(1+7(x)?)2
Por lo tanto tenemos la siguiente ecuacion, la cual es llamada ecuacion de Euler-
Lagrange en forma integral

% — [ ViEd (4.8)

Observemos que ya tenemos una forma de identificar a nuestra v, pues es tal que sa-
tisface la ecuacién de Euler- Lagrange, pero al ser una ecuacion integrodiferencial no
se ve una solucién evidente y es bastante complicado empezar a probar con todas las
funciones que cumplan las condiciones, busquemos una manera de resolver la ecuacion.

Derivando la ecuacién (4.8) y expandiendo sus términos algebraicos tenemos que

(NI

V1It+y(@)? = (7' (@) + v(2)y" (@) V1 + 7' (2)* = v (@) (2)*7"(2) (1 + 7' (2)*)~

L++/(2)?

3
2

multiplicando en ambos lados de la ecuacién anterior por (1+1/(2)?)2 y reduciendo los

términos tenemos que

L+9/(2)* = y(2)7" (). (4.9)

De la ecuacion (4.9) tenemos la ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden

v (x)? 41

@ (4.10)

V() =
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Realizando el cambio de variable

la ecuacién (4.10) se reduce a la siguiente ecuacién diferencial

v’(az)@ _ v(z)* + 17
dry gl
la cual tiene por solucién
v(r)? + 1 =~(z)>

Asi, obtenemos la ecuacion diferencial ordinaria de primer orden

V(z) = VAP — 1. (4.11)
Al resolver la ecuacién (4.11) obtenemos

~(x) = cosh(z + ¢)
donde la constante ¢ se determina con las condiciones v(a) = v, y v(b) = 7.

A la superficie de revolucién generada por la curva (z) = cosh(z + ¢), cuya pa-
rametrizacion estd dada por ¢: [0,27] X [a,0] — R3 con regla de correspondencia
o(u,v) = (cos(u) cosh(v+c), sen(u) cosh(v+c), v), la llamaremos catenoide y se puede
obsevar en la Figura 4.2.

Figura 4.2: Superficie catenoide.

Por lo tanto, la curva que pasa por los puntos p; y po, vy que minimiza el area de su
perficie de revolucién, es tnica y esta dada por un coseno hiperbédlico. Veremos que
el método de variaciones se puede generalizar para resolver el problema en el caso de
superficies dadas como la grafica de una funcién f: Q@ C R? — R3, donde Q2 es un
dominio del plano.
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4.2. Superficies minimas dadas como graficas de una
funcion
Consideremos una superficie S dada como la gréfica de una funcién suave f: Q — R,

donde €2 es un subconjunto abierto y conexo de R?. Sabemos que el drea de la superficie
S, esta dada por

A(S) = / /Q JIF P+ 72 dudv.

Lo primero que debemos de notar es que podemos definir una variacién de manera
analoga a la Definicion 4.1.1.

Definicién 4.2.1.
Consideremos f: Q C R? = R, una variacion de f es una funcién f' tal que

fr=f+th,

donde h € H = {h: Q@ — R|h € C®(Q,R)yh(q) = 0paratodoqendQ} y para todo
t € (—e,¢) (véase la Figura 4.3).

Figura 4.3: Gréfica de una funcién (gris) y una variacién (colores).

Notemos que el area de la superficie generada por una variacion de f, la cual denota-
remos por S*, estd dada por

A(St) = / /Q VTF o T tha) + (f, + thePdudy

= // VAL, fu+ tha, fo+thy), (1, fu + thy, f, + th,))dudv.
Q

Por lo tanto la primer variacién de A(S?) estd dada por
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SA[h] = %//Q\/«l, fu+ the, fu +thy), (L, fu + th, fo + thy)) dudv|,

_ // ((0, s ho), (1, fu + tha, fo + thy)) dudy |
VA, fut tha, fo +thy), (1, fu =+ tha, fu + thy)) 0

_ / / hafuthofo
21+ |V/f] |2
En conclusion, la primer variacion de f estd dada por

(Vf,Vh)
= || o (1.12)

Usando la identidad

v/ : Vf . hV f
Vh,———— ) =hdiv| ——mnor— | —div | ——= |, 4.13
< 1+||Vf||2> < 1+||Vf||2> < 1+||Vf||2> ( )

se tiene que la expresion (4.12), se puede escribir como

e, { ( 1+||fo||2>_diV (#%)}d“d (14

Por el Teorema de la divergencia en dimensién dos (véase [2], pag. 473), tenemos que

J ( 1+||Vf||2> dudv = A<¢%N>d

Vf
= h{ ————— N )d
/aQ <«/1_+||Vf||2’ >8

donde N es el vector normal unitario a la curva que es la frontera de €).

Como h € H

Vi o
/mh <—1 - HV—fHQ’N> ds = 0.

Lo que reduce la expresién (4.14)

= Jf < VITIVITE ||Vf||2> e

Por otra parte, observemos que 0 A[h] = 0 es equivalente a

[[ ra ( Hw)dudvza
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Por el Teorema 4.1.1

V<—Vf ) =0
V1I+([VII?

Por otra parte, notemos que

( o ) fm\/—1+||V_f||_2—fx<M>
_l_

VIHIVIIP
VIV

L+ IV £

Jofay + fylyy
w1+ IVIE - f, | L vl
f IV f( %lJrIIVfII?)

i e
L+ Vf]2)2
_fy(fwfwy_'_fyfyy)
1+ V£f]?)?
_ SO D+ f (L4 ) = 2fafufon
(L+ || VfI2)?

Por lo tanto tenemos que, si S es una superficie dada como la grafica de una funcion
suave f, entonces f es un minimo del funcional del area, si y solo si, satisface

L+ fD) foo + U+ fD) fuuw = 2fufofuw = 0. (4.15)

A la ecuacién en derivadas parciales de segundo orden (4.15) se le llama ecuacién de
las superficies minimas.

Observemos que de la ecuacién (4.15), cualquier polinomio de dos variables de grado
uno es una superficie minima, es decir, cualquier plano es una superficie minima,
pues sus segundas derivadas parciales son cero.

Ejemplo 4.2.1.
Busquemos soluciones para la ecuacion de las superficies minimas, comencemos supo-
niendo que f(u,v) = h(u) 4+ g(v). Asi la ecuacion (4.15) toma la forma

(14 1'(w)?)g"(v) + (1 + ¢'(v))h" (u) = 0,
la cual podemos escribir como

HON
LW~ Ty
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ya que u y v son variables independientes, podemos proponer una variable de separacion
a, luego tenemos

h//(u) B
TR (4.16)

Realizando el cambio de variable
b (u) = s(u),
la ecuacion (4.16) toma la forma de una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden
8/
W _,.
1+ s(u)?
la cual tiene por solucion
arctan(s(u)) = au + ¢4,
luego
s(u) = tan(au + ¢1),
por lo tanto, tenemos
B (u) = tan(au + ¢;),
ast, podemos concluir

1
h(u) = aln [cos(au + ¢1)] + k.
De manera similar ]
g(v) = aln [cos(av + c2)] + ko.
Observemos que i

2 -2 2 -2
0= U <—7Tj;acl +2n7r,7r 2a01 +2n7r) X <—7Tj;a62 +2n7r,7r 2@02 +2n7r)

nez

entonces la funcion que buscamos estd dada por f: Q — R y su regla de correspondencia

estd dada por
1 cos(au + ¢)
= g (TN g
fu,v) a (cos(cw + 02)) i

A la grdfica de esta funcion se le llama superficie minima de Scherk o simplemente
superficie de Scherk. En la Figura 4.4 podemos ver la grdfica de f en el caso de que

a=1ycy, ¢y, c3 yk son cero, ademds nos restringimos al conjunto (—%, %) X (=5, 5).

Por otra parte, notemos que hasta este punto sélo tenemos tres ejemplos de superficies
minimas, las cuales son la catenoide, la superficie de Scherk y el plano, y como
se ilustra con la superficie de Scherk, es posible que la superficie no esté parametrizada
sobre todo el plano, asi una pregunta valida es ;existe alguna superficie minima .S tal
que su dominio de parametrizacion sea todo el plano, pero que su grafica no sea un
plano?

Antes de poder decidir algo sobre la respuesta a la pregunta anterior, enunciaremos un
resultado técnico que nos resultard util para resolver nuestra interrogante.
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Figura 4.4: Superficie de Scherk.

Lema 4.2.1.
Consideremos una funcion f: R?> — R tal que es solucion de la ecuacion

fuufvv - 311 = ]-7 (417)
sujeto a la condicion f,, > 0. Entonces f es un polinomio de grado dos.

Demostracion.
Consideremos (ug, vg), (u1,v;) puntos fijos en R? definimos la funcién h: R — R con
regla de correspondencia

h(t) = f (UO + t(u1 — Uo), Vo + t(’Ul — ’Uo)) s
asi, al derivar con respecto a la variable ¢

h'(t) = (w1 — wo) fu + (v1 — o) fo (4.18)

R (1) = (ur — 1) fuu + 2(u1 — o) (V1 — Vo) fuw + (V1 — V9)? fo = 0 (4.19)

donde las funciones estan evaluadas en (ug+t(u; —ug), vo+1t(v1 —vyp)). De la desigualdad
(4.19) tenemos que
(1) > K'(0),

o de manera equivalente
(1 — 20)(p1 — po) + (y1 — vo)(@1 — @) >0, (4.20)

donde
pi = fu(u’iavi)’ qi = f’u(u’ivvi)-
Consideremos la transformacién dada por

E(u,v) =u+ fulu,v) n(u,v) =v+ f,(u,v).

Denotando
Giu, v) = E(usvi) nlu, v) =nlu;,v;).
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tenemos que por (4.20) se cumple

(61— &)+ (m —m0)* = (ur — ug)? + (v1 — ), (4.21)

por lo tanto la aplicaciéon que manda las coordenas (u,v) en (£,7n) incrementa la dis-
tancia euclideana.

Por otra parte, tenemos que el jacobiano de la transformacién estda dado por

o,m) _
o(u,v)

1+ fuu + fvv + fuu.fvv - Juv* (422)

Como f es solucién de la ecuacion (4.17), tenemos que (4.22) se escribe como

o(&;n)
O(u,v)

y por lo tanto la aplicacién de cambio de coordenadas es localmente inyectiva, con lo
que concluimos que el cambio de coordenadas es un difeomorfismo.

:2+fuu+fvv22a

Asi, podemos pensar a la funciéon f como una funciéon que depende de las variables £ y
7. Considerando ¢ = £ + i definimos

F(Q) = F(&n) =u—iv—(fu—if).

A continuacién veremos que F' es holomorfa, notemos que agrupando parte real e ima-
ginaria de F' tenemos F(&,n) = u — f, + i(f, — v). Si denotamos a u — f, por Ay a
fo —v por B tenemos (por la regla de la cadena)

0A  Ou
% =56 e g 429
0A Ou ou ov
= — & uu_ — Juvy 4.24
n o = b (4.24)
8 ov 01}
= uv vv e 4.25
8B ov  Ov
uv vv A - 426
~ fuge + g = 5 (1.26)
Observemos que por el Teorema de la fun(non inversa
ou 14 foo
—_—= 4.27
OE 2% funt T’ (4.27)
ou fuw
o Jw 4.28
on 2+ fuut foo (4.28)
ov Juw (4.29)

9 24 fuut S
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I 1+ fuu
— = 4.30

Por lo tanto, sustituyendo (4.27), (4.28),(4.29) y (4.30) en (4.23), (4.24), (4.25) y (4.26),

tenemos 94 f f
e Joww o Juw 4.31
06 24 fuu+ foo (4.31)
DA 2 o
- TJw 4.32
a/r/ 2 _l_ fuu + fUU’ ( )
0B 2 fuw
_—— 4.33
0 = 2% fuu i fo (4.33)

a—n_2+fuu+fvv.

De aqui que A y B cumplen con las ecuaciones de Cauchy-Riemman y por lo tanto
tenemos que F' es holomorfa y entera, ademas tenemos

fvv - fuu + 27'qu
2+fuu+fvv .

F(¢) =

Observemos que se cumple la relacién

4

o / 2 _
L= IF O = 557 >

0,

luego, por el Teorema de Liouville (véase [10], pag. 173), F'({) es constante.

Por otra parte, tenemos que

i(F' — F')
L—[[F7]2’

_ 1= FP
L[l

_ 1+ FP

fuu fuv: fvv_w

de aqui que fuu, fuw ¥ foo son constantes, con lo cual se tiene el resultado deseado. o

Asi, utilizando el Lema 4.2.1 podemos demostrar el siguiente resultado, el cual nos da
una respuesta directa a la pregunta de cuantas superficies minimas expresadas como la
grafica de una funcién estan definidas en todo el plano.

Teorema de Bernstein.

Consideremos una superficie minima dada como la grdfica de una funcién f: R* — R.
Entonces la superficie es un plano. En otras palabras, la unica solucion de la ecuacion
de las superficies minimas definida sobre todo el plano es un polinomio de a lo mds
grado uno.

Demostracion.
Denotemos

W =1+ f2+ f2.
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Observemos que la ecuacién (4.15), puede escribirse como

0 fufs 01+ f2

ou W ov W 0

01+ 13 0 fufo
ou W ov W

De aqui que existe una funcién f tal que

=0.

- 1+ f2
fuu_7>
r _fufv
fuv— W’
s 1+ f?
fuw = — 2%

Notemos que estas derivadas parciales cumplen la condicion
;o7 72
f uUf vw — Juw = 1

y ademas fuu > (. Asi por el Lema 4.2.1 tenemos que fuu, fm,, fuu son constantes, por

lo tanto f, y f, son constantes. Por lo tanto tenemos que f(u,v) es un polinomio de
grado 1. &

A continuacién veremos que existe una modificacién del método variacional que se
puede utilizar en el caso de superficies parametrizadas.

4.3. Superficies minimas parametrizadas

La idea de esta seccién es encontrar condiciones necearias y suficientes para que una
superficie parametrizada sea minima, esto lo realizaremos utilizando el método de las
variaciones. Para esto definamos lo que es una variaciéon de una parametrizacion.

Definicién 4.3.1.

Consideremos una superficie S parametrizada por p: Q — S, el vector normal unitario
a S denotado por N, una funcion suave h: Q0 — R y un numero real ¢ > 0. Una
variacion normal de S determinada por h es una funcién o' tal que

@' =@+ thN.

Observemos que una variacién normal es la parametrizaciéon de una superficie, a la
cual denotaremos por S* (véase la Figura 4.5). Por otra parte tenemos que los vectores
tangentes a la variacién estan dados por

ol = o, + thyN + thN,,

ol =, + thyN + thN,.
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Figura 4.5: Superficie (gris) y una variacién normal de una superficie (colores).

Los coeficientes de la primer forma fundamental estan dados por

E(t) = E — 2the + O(t?), (4.35)
F(t) = F — 2thf + O(t?), (4.36)
G(t) = G — 2thg + O(t?), (4.37)

donde por O(#?) denotamos a un término cuadritico en la variable ¢.

Observemos que por (4.35), (4.36) y (4.37) tenemos
Et)G(t) — F(t)* = (E —2the + O(t?))(F — 2thf + O(t%))
—(G = 2thg + O(t%))?
= GE — F*-2th(Eg —2F f + Ge) + O(t?)
= (GE — F%)(1 —4thH) + O(t?).

Por lo tanto tenemos

VE®)G(Et) — F(t)2= /(GE — F?)(1 — 4thH) + O(t2)
= VEG—F?2\/1—4thH + O(t?).

(4.38)

Completando cuadrados en la segunda raiz de (4.38) tenemos

VE@{)G(t) — F(t)2 = VEG — F2(1 — 2thH) + O(t%),

asi, el drea de una variacién normal esta dada por
A(SY) = / / {\/EG — F2(1 —2thH) + O(t2)} dudv. (4.39)
Q

A la expresion (4.39) se le conoce como el funcional de drea para una superficie
parametrizada. Observemos que su primer variaciéon esta dada por

SA[h) = %//Q {ma — 2thH) +0(t2)}dudv}0

_ _2//Q {hﬂm+0(t)}{odudv.
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Por lo tanto, la primer variacién del funcional de area para una superficie parametrizada,
esta dada por

SA[h] = —2 / / hHVEG — F2dudv. (4.40)

Definicién 4.3.2.
Una superficie se dice superficte minima si su primer variacion es cero para toda
variacion normal.

Observemos que la definicién no es muy ttil para determinar si una superficie es o no
minima. Veremos a continuacién un resultado que nos permita decidir si una superficie
es minima o no.

Teorema 4.3.1.
Consideremos una superficie S con curvatura media H. Entonces S es minima st y solo
st la curvatura media es idénticamente cero.

Demostracion.
Supongamos que H = 0, luego, de la formula de la primer variacién tenemos que
dA[h] = 0 para toda funcién h: Q@ — R.

Por otra parte, supongamos que 0 A[h] = 0 y ademds que existe g € € tal que H(q) # 0,
definimos h : 2 — R con regla de correspondencia h(q) = H(q) y h = 0 fuera de una
pequena vecindad de ¢g. Observemos que

SA[R] = -2 / / h*VEG — F2dudv < 0
Q

en la vecindad de ¢, luego S no es minima, lo que contradice nuestros supuestos, por lo
tanto H(q) = 0 para todo g en . )

Sabemos por el Lema 2.1.1 que las superficies dadas como graficas de una funcién
son un caso particular de las superficies parametrizadas, asi veamos a qué se traduce la
condicion de que la curvatura media sea idénticamente cero para este tipo de superficies.

Consideremos una superficie minima S dada como la grafica de una funcién suave
f:Q — S, sabemos, por la relacién (3.23) que la curvatura media de una superficie S

esta dada por
_ Ge+ Eg—-2Ff

i = 2(EG — F?)

yva que S esta dada como la grafica de una funcién, tenemos

(1 + fz?)fuu + (1 + fg)fvv _ qufvfuv

por lo tanto tenemos que al ser S minima se cumple que

L+ ) foo + U+ fD) fuw — 2fufofuw = 0
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la cual, es la ecuacién de las superfices minimas.

Por otra parte, sabemos que toda superficie se puede ver como la imagen de una funcién
0: Q — R3 de clase C*®, es decir, la podemos ver como una tripleta de funciones
V1,2, 03: 8 — R | jcomo es que la condiciéon de ser minima se ve reflejada en las
funciones ¢1, @2, @37

4.4. La representacion de Weierstrass-Enneper

Consideremos una superficie S y una parametrizacion de S que denotaremos por ¢,
sin pérdida de generalidad podemos suponer que ¢ estd dada en coordenadas isotermas,
asi, se cumplen las siguientes relaciones

(Pus u) = (v, u), (4.41)
(Pus pu) = 0. (4.42)
Derivando las expresiones (4.41) y (4.42) tenemos
(Puus Pv) + (Pu; Puv) =0, (4.43)
{buvs Pu) + (Pu, Puo) =0, (4.44)
{Purss Pu) = (Puws Po), (4.45)
(Povs Pu) = (Puvs Pu)- (4.46)
Al combinar las expresiones (4.43) y (4.46) tenemos
{fuus Pv) + (Pov; pu) = 0.
Por lo tanto, se sigue
(Ap, ) =0, (4.47)

donde Ay = @y + ©oo-

De manera andloga, al combinar las expresiones (4.44) y (4.45) concluimos que
(Ap,pu) =0. (4.48)

Notemos que de las relaciones (4.47) y (4.48) obtenemos que Ay es ortogonal al plano
tangente a la superficie en cada punto, por lo tanto

[Apll = £(Ap, N) = £(e + g).
Recordemos que la curvatura media H estda dada por
_g*te
2327
por lo tanto, tenemos que la curvatura media puede escribirse como
H = 2)\2 —(Ap, N). (4.49)

Observemos que a partir de la condicién (4.49), obtenemos el siguiente resultado.



66 CAPITULO 4. SUPERFICIES MINIMAS

Lema 4.4.1.
Consideremos una superficie S parametrizadas por coordenadas isotermas, luego S es
minima st y solo si su paramaterizacion es armonica.

Demostracion.
Consideremos una superficie minima S, de aqui que H = 0, luego por (4.49), tenemos
que (Ap, N) =0y como N # 0 para todo punto en S, entonces Ap = 0.

Supongamos que Ay = 0, luego por (4.49) tenemos que H = 0, por lo tanto S es
minima. &

Antes de continuar analizaremos un ejemplo que ilustra el hecho de que una superficie
armonica no siempre es minima.

Ejemplo 4.4.1.
Consideremos una superficie S parametrizada por la funcion o : R? — R con regla de
correspondencia

o(u,v) = (u® — 0% u, w).

Una visualizacion de esta superficie se puede observar en la Figura 4.6. Observemos
que las funciones coordenadas son armonicas y ademds

Pu = (2U, 1,’U),
Py = (—QU,O,U);

ast, los coeficientes de su primera forma fundamental estdn dados por

E =4 +v* +1,
F = —3uv,
G = 4?4+ u?,

con lo cual tenemos que S no estd dada en coordenadas isotermas, veamos que tampoco
es minima, para esto primero calculemos el vector normal a S':

Pu X Pu 1 , )
N = _ .
low X ool 4u* 4+ 4v* — 8u?v? +4(Ua v u,2)

Por lo tanto, los coeficientes de la sequnda forma fundamental estdn dados por

2u
6 o
4ut + 40t S Su2v? + 4’
f= Ayt 4+ 4ot — Su2v? + 4’
—2u
g

T At + At — Sut? + 4
Ast, la curvatura media de S estd dada por

6uv? — 6u’ + 12uv — 2
2(4u* 4 4v* — 8uPv? + 4)[(4u? + v? + 1)(4v? 4+ u?) — uv?]’

La cual, claramente no es idénticamente cero, por lo tanto tenemos que S no es minima.
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Figura 4.6: Superficie armoénica no minima.

Consideremos una superficie S paramétrizada por ¢ = ($1,P2,$3) v w = u + iv.
Definimos las funciones

_y 0p; _ 0p; 2.3953'

— = 4.
i ow  Ou v (4.50)
donde 5 = 1,2, 3.
Notemos que al elevar ¢; al cuadrado, tenemos que
oo (99080 (05,0605 (95
J ou ov ou ou v ov )~
Por lo tanto, se tiene
3 3 - 3 . Lo
3= 2(5%0])2_2(%) i\ 08508
j
P = ou = ov ou Ov (4.51)
= EF—-G-2iF
Por otra parte, de (4.50)
05 2 05 2
12 = [ 222 7
et = (52) + (%) -
asi, tenemos que se verifica
3
> llgil> =E+G. (4.52)
j=1

Observemos que en el caso particular de que la parametrizacién esté dada por coordenas
isotermas, se tiene

3

Z 0i(w)? =0, (4.53)

3
> llesl® > 0. (4.54)
j=1
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Si S es una superficie minima, sabemos que las coordenadas ¢; son arménicas y ¢,
son analiticas. Asi a cada superficie minima le corresponden una tripleta de funciones
analiticas ¢; con las propiedades (4.53) y (4.54), veamos si el reciproco también es
valido.

Notemos que

dp; 1

8’(1] - 2()0]a
con j = 1,2,3. Asi, por hipétesis y las relaciones (4.51) y (4.52) tenemos que F' = 0,
E =Gy E > 0en todo (, por lo tanto tenemos que la parametrizacion de la superficie
estd dada en coordenadas isotermas.

Las funciones coordenadas son armonicas pues

10 0

A= S pwom”

0,
y cada ¢; es analitica.

Asi, como las coordenadas son isotermas y ademas arménicas, por el Teorema 4.49 te-
nemos que la superficie parametrizada por ¢ es minima.

Lo anterior lo podemos resumir en el siguiente enunciado.

Teorema 4.4.1.

Consideremos una superficie diferenciable S paramétrizada en coordenadas isotermas
por p: ) — S yw=u-+1iv. Entonces las funciones
_ 5095 _ 99 .09,

ow ou v
para j = 1,2,3, son analiticas y tienen las propiedades (4.53) y (4.54).

Pj

Reciprocamente, consideremos una tripleta de funciones {¢1, p2, @3} analiticas en una
region simplemente conexa ) tal que satisfacen (4.53) y (4.54), entonces las funciones

5= {re | swia ),

con j=1,2,3, donde por/ w;(w)dw denotamos la integral sobre cualquier curva que
20

una zo con z, son una parametrizacion isoterma de una superficie minima.

Observemos que el Teorema 4.4.1 se pide que la regién sea simplemente conexa para

que la integral no dependa del camino. Por otra parte notemos que el Teorema 4.4.1 nos

da una manera de construir superficies minimas a partir de una tripleta de funciones

analiticas que cumplen algunas condiciones especificas. Veremos a continuacion un Lema

técnico que nos permitira reducir el nimero de funciones que se necesitan en el Teorema
4.4.1.
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Lema 4.4.2.

Consideremos una funcion analitica f y una funcion meromorfa g ambas definidas en
un dominio Q) C C. Supongamos que f tiene un cero de drden al menos 2m en todos
los puntos en donde g tiene un polo de orden m, entonces

] (4.5)
o2 = 3 f(L+g7), (4.56)
w3 = f9, (4.57)

son analiticas y tienen la propiedad
@1+ 3+ 95 =0, (4.58)

Conversamente, dada una tripleta ordenada de funciones analiticas 1, 2, w3 definidas
en un dominio Q C C con la propiedad (4.58), entonces existe una funcidn analitica
f y una funcion meromorfa g tales que se verifican las identidades (4.55), (4.56 ) y
(4.57) excepto si o1 = ips y la representacion es unica.

Demostracién.

Consideremos una funcién analitica f y una funcion meromorfa g. Supongamos que f
tiene un cero de orden al menos 2m en todos los puntos donde g tiene un polo de orden
m. Definimos las funciones @1, ¢, 3 como en (4.55), (4.56), (4.57). Tenemos que

1
¢ = Zf%1—292+95,
2 1 2 2 4
5 = —Zf(1+29-+9%

pi= [fg%
por lo tanto tenemos que
1+ 93+ 93 =0.

Notemos que la condicién de los ceros de f y los polos de g, garantizan que las funciones
¢; son analiticas, pues tenemos que f se puede escribir como f(z) = (z — p)* f(z) con
k > 2m, donde la funcién f es analitica y cumple con f(p) # 0; por otra parte, g se
%, donde g(z) es analitica y cumple g(p) # 0, de
zZ—=p)m
g(2)?

aqui que, g(2)? = CEED por lo tanto tenemos que f¢2(z) = (z — p)* 2" f(2)§(2)?,

puede escribir como g(z) =

la cual claramente es analitica, asi las funciones ¢;, con j = 1,2,3, al ser suma de
funciones analiticas son analiticas.

Consideremos 1, 9, 3 funciones analiticas, tales que ¢ + 3 + 3 = 0. Definimos las
funciones

=01 —ips (4.59)
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¥3

g=— (4.60)
P1 — P2

Observemos que, como @1 v (o son analiticas, entonces tambien f es analitica. Por otra

parte, tenemos que g es meromorfa pues es el cociente de funciones analiticas.

Ya que se satisface la igualdad

(1 + dp2) (g1 — ip2) = — 3,

entonces tenemos

2
1 +ipy = ——B— — _fg”. (4.61)
P1 — 12

Observemos que de la relacién (4.61) la primera funcién coordenada satisface

o1 = —fg% —ipa,

y de la relacién (4.59)
—ips = [ — 1.

Por otra parte, de la relacién (4.61), la segunda funcién coordenada satisface
P2 =ifg* +ipn, (4.62)
y de las identidades (4.61) y (4.62)
1
1= §f(1 - 9.

Sustituyendo ¢ en (4.62) y despejando ¢

1
P2 =5 f(1+9°).
De las relaciones (4.59) y (4.60) se verifica que

03 = fg.

Observemos que la tnica forma de que esta representacion falle es que en (4.60) ocurra
que 1 = ips, en cuyo caso tenemos que w3 = 0. )

Por lo tanto, combinando los Lemas 4.4.1 y 4.4.2 tenemos el siguiente resultado

Teorema de representaciéon de Weierstrass-Enneper.
Dada una superficie minima, existe una parametrizacion isoterma de la forma

o) = gRe{ [ - gtw?)an}. (4.63)
wae) = gred [ist)a+ gwan). (4.60)

20

= ref | :f(w)g(w)dw}, (4.65)
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en un dominio Q) C C, simplemente conexo, donde f es analitica y g es meromorfa en
Q, con f nula en los polos de g, si es que estos existen, con un cero de orden 2m donde
g tiene un polo de orden m.

Reciprocamente, dada una funcion analitica f y una funcion meromorfa g, ambas defi-
nidas en un dominio simplemente conezo ), entonces las funciones definidas por (4.63),
(4.64) y (4.65) generan una parametrizacion isoterma de una superficie minima.

Asi, a partir de este Teorema somos capaces de encontrar superficies minimas de una
nueva manera. Ahora veremos un ejemplo de como utilizar el Teorema para construir
una superficie minima.

Ejemplo 4.4.2.

Consideremos las funcidnes analiticas f: C — C con regla de correspondencia f(z) = 1
y g: C — C con regla de correspondencia g(z) = z. Luego las funciones coordenadas de
la superficie que inducen f y g estan dadas por

B “1 ) 1 23 1 u? )
01 = Re{/z 5(1—w)dw}—iRe{z—g—kc}—i(u—?—l—uv + kq,

0

z 5 1 3 1 3
P = Re{/z()%(l—kuﬂ)dw}:§Re{z+%+c}:—§ (—U+%—u2v)+k2,

u? — v?

z 1
03 = Re{/ wdw}ziRe{f—l—c}: + k.
20
Observemos que asi hemos encontrado nuestra primer superficie minima generada a

partir de la representacion de Weierstrass-Enneper, la cual lleva por nombre superficie
de Enneper, la cual puede verse en la Figura 4.7.

Figura 4.7: Superficie de Enneper.

Al par de funciones (f, g) se les llama datos de Weierstrass, notemos que los datos de
Weierstras (Af, g), con A real, generan la misma superficie que (f, g) con la diferencia
que es una dilataciéon con factor \.
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Por otra parte, notemos que de la definicién de las ¢; tenemos (ya que la superficie esta
parametrizada por coordenas isotermas)

2 <g:j g:j>: <890 8so> Z‘ (If\ 1-2H9| ))

Observemos que hasta este punto tenemos caracterizadas a las superficies minimas de
distintas formas, todas equivalentes, asi surge ahora la cuestién de analizar algunos
aspectos de las superficies minimas, como la aplicacion de Gauss, por mencionar al-
guno. En el siguiente capitulo veremos un pequeno andlisis del comportamiento de las
superficies minimas.



Capitulo 5

Algunas propiedades de las
superficies minimas

En este capitulo analizaremos algunos aspectos generales de las superficies minimas,
como son, por ejemplo, el comportamiento de su aplicacién de Gauss, la curvatura
gaussiana y la desigualdad isoperimétrica para las superficies minimas.

5.1. La aplicacién de (GGauss de una superficie mini-
ma

Consideremos una superfice S cuya parametrizacion es , supongamos que  esta da-

da como lo indica la representacién de Weierstrass-Enneper. Calculemos la regla de
correspondencia de la aplicacién de Gauss, sabemos que

0o 0
N =22 x 22 = (a5, 941, ¢170).

Sustituyendo los valores de las ¢; tenemos

V=t (ra+Fa syt -2 [yra - |-57as ] )} 6

simplificando la expresién (5.1) tenemos que el vector normal se expresa como

w = W19 5 Reg), 21m(a). 12 ~ ).
La norma del vector normal, se puede calcular en funcién de f y g como
I+ llgl®)]
v = | I

Observemos que de lo anterior, la aplicacién de Gauss queda definida por N: S — S?,
con regla de correspondencia

9o x %o <2Re(9) 21m(g) Hg||2—1).

N(p) = 5 = : :
152 x 22| lgll?+ 17 |lgl[2+1" ||g||*+ 1
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Notemos que
N=ny'og, (5.2)

donde 7@1 es la inversa de la proyeccion estereografica desde el polo norte. De aqui,

como 7y es analitica y g es meromorfa tenemos que N es una funcién analitica definida
de Q en S2. Podemos resumir lo anterior en el siguiente resultado.

Teorema 5.1.1.
Si S es una superficie minima con datos de Weierstrass (f,g), entonces la aplicacion
de Gauss de la superficie es analitica.

Con esto podemos ver que la representacién de Weierstrass-Enneper nos da mucha in-
formacion de las superficies, pues nos dice como es la métrica y nos ayuda a calcular la
aplicacion de Gauss, la cual como ya se vio solo depende de la funcién g.

Observemos que por la relacién (5.2) tenemos que si g omite ciertos valores entonces
N también omitira algunos valores, de aqui que el problema de evitar puntos en la
aplicacion de Gauss se reduce a encontrar condiciones para g, asi una pregunta que nos
surge es ;cuantos puntos de S? puede omitir la aplicacién de Gauss de una superficie?
Antes de avanzar un poco més en la teorfa veremos un concepto que nos ayudara a
tratar con el problema.

Definicién 5.1.1.
Consideremos una superficie S, definimos un camino a la frontera de una region
como la imagen de una funcion continua

v:[0,00) = S,

tal que para todo subconjunto compacto K de la region existe un to tal que ~y(to, 00)
queda fuera de K. Diremos que la superficie es completa si todo camino a la frontera
tiene longitud infinita.

Veremos a continuacién un resultado técnico que nos permitira avanzar con el estudio
de la aplicacién de Gauss.

Lema 5.1.1.
Consideremos una funcion analitica f definida en el disco unitario D tal que no se
anula en . Existe un camino v a la frontera de D tal que

1l < oc

Demostracion.
Definimos

w=F(z) = /0 o).

Consideremos z = G(w) una rama de la funcién inversa tal que G(0) = 0, como
|G(w)|| < 1 entonces existe un R maximo con [|w|| < R < oo, tal que G(w) se puede
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definir en Dy. Asi, existe un punto wy € Sk tal que G(w) no se puede extender en una
vecindad de wy.

Denotemos por 7/ al segmento que une 0 con wy y consideremos 7 la imagen de 7/
bajo G(w). Observemos que v es un camino a la frontera de D, pues en caso contrario
existiria una sucesién w,, con w, — wy tal que z, = G(w,) — 2 con ||z < 1; de
aqui que F'(zg) = wp, y como F'(z9) = f(z) # 0, entonces F'(z) aplica una vecindad
de z en una vecindad de wy de forma inyectiva, de aqui que g(w) es extendible a una
vecindad de wy, por lo tanto v es un camino que va a la frontera y

[ = [ jaul =7 <o

Con lo que damos por terminada la demostracion. )

Veamos ahora un resultado que nos muestra la relacion entre los datos de Weierstrass
y el comportamiento de la aplicacién de Gauss.

Lema 5.1.2.
Consideremos E un conjunto de al menos tres puntos de S? tal que el polo norte N es
elemento de E, entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

I. Una superficie minima cuya aplicacion de Gauss omite los puntos de E debe ser
un plano.

II. Si f, g son funciones analiticas en D tales que f no se anula en D y g no toma los
valores de E bajo la proyeccion estereogrifica desde N, entonces existe un camino
v que va a la frontera del disco para el cual

S50+ gl < oc.

Demostracion.
Supongamos que para un punto dado en E el inciso I es falso, entonces existen fun-
ciones analiticas con f(z) # 0, tal que

/IlfH(l +lgll*)ldz| = oo, (5.3)

para todos los caminos que van a la frontera. Observemos que f y g son los datos
de Weierstrass de una superficie S que por la ecuacién (5.3) es completa, luego como
N = 7' 0 g tenemos que si g omite los puntos de E entonces N también los omite.
Finalmente, por el Lema 5.1.2 tenemos que g no es constante pues en caso contrario
tendriamos que la relacién (5.3) no seria vélida para todo camino v, de aqui que la
superficie S no es un plano y es una superficie completa cuya aplicacion de Gauss omite
al conjunto E. Por tanto tenemos que si ocurre I entonces ocurre 1.

Supongamos que I[ es verdad para un F en particular. Sea S una superficie minima
simplemente conexa tal que N omite al conjunto E, veremos que S es un plano o no es
completa. Observe que para esto tenemos dos casos
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Caso 1. D = C. Como E contiene al menos tres puntos, por (5.2) tenemos que g es una
funciéon meromorfa en todo el plano que omite mas de dos puntos, de aqui que g
es constante, por lo tanto N es constante y de aqui que S es un plano.

Caso 2. D =1D. Como f y g satisfacen I entonces existe un camino v a la frontera de D
tal que

/IlfH(l +1lgl*)ldz| = o,
N
luego S no es completa.

Con esto damos por terminada la demostracion. &

Observemos que podemos combinar los Lemas 5.1.1 y 5.1.2 para obtener el siguiente
resultado:

Teorema 5.1.2.
Si la aplicacion de Gauss de una superficie minima completa y simplemente conexa
omite una vecindad de un punto, entonces S es un plano.

Demostracion.
Podemos suponer sin pérdida de generalidad que la vecindad que omite N es una
vecindad del polo norte N, luego por el Lema 5.1.2 debemos demostrar que

[0+ 1911zl < .

para algtin camino +, pero en este caso f # 0y ||g|| < M < oo, lo cual es cierto por el
Lema 5.1.1. &

Sabemos que el vector normal nos ayuda a determinar cudl es la forma de la superficie,
pues nos ayuda a encontrar las curvaturas media y gaussiana de una superficie. Como
nos interesan las superficies minimas tenemos que la curvatura media es identicamente
cero, por tanto buscamos ahora saber como se comporta la curvatura gaussiana de una
superficie minima.

5.2. Curvatura gaussiana de las superficies minimas

Calcularemos la curvatura gaussiana de la catenoide, sabemos que esta superficie
tiene por parametrizacién

o(u,v) = (cos(u) cosh(v + ¢), sen(u) cosh(v + ¢), v),

de donde
vy = (—sen(u) cosh(v + ¢), cos(u) cosh(v + ¢), 0),

©y = (cos(u) senh(v + ¢), sen(u) senh(v + ¢), 1),
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de aqui, su primer forma fundamental esta dada por

E = cosh®(v + ¢)
F=0
G = cosh®(v + ¢)

Asi, esta es una parametrizacion por coordenadas isotermas, de aqui que la curvatura
gaussiana estd dada por

Aln(cosh(v +¢)) 1

K=— S
cosh?(v + ¢) cosh®(v + ¢)

Observemos que ya encontramos cémo es la curvatura gaussiana de una superficie mini-
ma en particular, pero el cdlculo de la curvatura de la superficie es, en general, compli-
cado.

Recordemos que toda superficie minima acepta una representaciéon de Weierstrass-
Enneper. Asi, podemos calcular de forma exacta la curvatura gaussiana de las su-
perficies minimas. Un calculo directo muestra que el factor de conformidad A de la
parametrizacién esta dado por

_ A+ gl
A=

Asi, por el Teorema 3.3.1 tenemos que la curvatura gaussiana de una superficie minima
S parametrizada por coordenadas isotermas esta dada por

Aln(\)

K=-=

(5.4)

Comencemos primero por calcular Aln(\). Observemos que por las propiedades del

logaritmo
o (W) (“f”) +1n (1+[|g]?) - (5.5)

El primer término de (5.5) se puede calcular como

[l 1] 09 _of _
A1<2> 482’021(2) {1 }_02]0_0'

Por otra parte para el segundo sumando de (5.4) tenemos que

o o 3¢  4lgJ?
4 In(1 2y = 4— = .
o 29I =4 e = A e

Aln(1+ [lg[*) =

Por lo tanto

P Allg? :_( 4lg/| )
TFEC+ a2 (a2~ A+ 91?2
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Teorema 5.2.1.
Consideremos una superficie minima S con datos de Weierstrass (f,g). Entonces su
curvatura gaussiana no es positiva en ningun punto y estd dada por

VAR TR
h= QUW1+MWP>’

Notemos que el caso en que K = 0 implica que ¢’ es identicamente cero, por tanto g
es constante, asi tenemos que la aplicacion de Gauss es una funcién constante, luego
existe un unico vector normal unitario para todo punto de .S, por lo tanto tenemos que
S es un plano.

Por otra parte, observemos que con este tltimo resultado tenemos completo un anélisis
basico sobre las suerficies minimas, las cuales, por la condicién de cumplir H = 0
tenemos que son, localmente muy parecidas al plano, asi vale la pena preguntarnos si
es que la desigualdad isoperimétrica también es valida para las superficies minimas.

5.3. La desigualdad isoperimétrica para superficies
minimas

Como ya hemos visto, una superficie minima se caracteriza por tener curvatura
media igual a cero, es decir, localmente es plana, asi vale la pena preguntarse que
tan plana es una superficie minima, ;jacaso una superficie minima es tan plana que se
cumplira la desigualdad isoperimética?

Desigualdad isoperimétrica para superficies minimas.
Consideremos una superficie simplemente conexa y minima S, denotemos la frontera
de S pory. Si A es el drea de la superficie y L la longitud de v entonces

AT A < L2

Demostracion.

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad que ~ esta parametrizada por longitud de
arco, luego la parametrizacién estd dada como v(s) = (71(s),72(s),73(s)).

Podemos trasladar v de manera que satisfaga

[ ues=o

El area de una superficie la podemos calcular mediante la férmula

1

A= A (0, NYds. (5.6)

El lector interesado en la deduccién de la férmula (5.6) puede consultar una demostra-
cién en [3], pag. 79.
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Consideremos el siguiente campo vectorial a lo largo de ~

L

Notemos que

2 2
0< i/||W||2ds
Y

L
272 _/ L L?
= 2| eteas - £ [t mas+ 1 [ vieas
L [/, T/, 472 J,
2m? [ 5 2L L3
_ ds— Za4+ |
| [eteas -2 + 5]

Por lo tanto, tenemos que

2

272 L
0< %/H(p”zds —arA+ (5.7)
v

7.
Por otra parte, considerando las funciones ; definidas sobre el intervalo [0, 27| con
regla de correspondencia

. L

Vi = <§t) :

Observemos que 7; es una reparametrizacién de v, en el intervalo [0, 27]. Por otra parte
por el Lema de Wirtinger tenemos que

L > [t ran\?
2
< — —_— .
/0 vkds_47r2/0 (ds) ds

De aqui que al calcular

L L
[eras< & [ @ fas- L. 55)
Asi de las desigualdades (5.7) y (5.8) tenemos que
2 13 2
0< 2%% —4mA+ %
de donde concluimos que
ArA < L?
y con lo cual damos terminada la demostracion. &

Con esto tenemos que las superficies minimas cumplen con la desigualdad isoperimétrica
al igual que el plano y con esto podemos decir la condicion de que la curvatura media
de una superficie sea cero se traduce a que la superficie es “mas parecida” que las otras
superficies al plano.
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Conclusiones.

En este trabajo de tesis se estudiaron algunos temas relacionados con la teoria de
las superficies minimas. Se comenzo6 con el estudio de la desigualdad isoperimétrica en
el plano para después plantear el problema de minimizacién del darea como una genera-
lizacion.

El primer caso de estudio de las superficies minimas se da en las superficies de revo-
lucion, en esta seccion se encuentra que la tnica superficie minima de este tipo es la
catenoide.

Después, se continua el anélisis con el caso de superficies dadas como graficas de fun-
ciones suaves de R? en R. En esta seccién se obtiene que la condicién de ser minima es
equivalente a que la funcién cumpla con la ecuacién de las superficies minimas

L+ D) foo + L+ FD) fuu = 2fufofuo =0

. Encontramos ademés que la tnica solucién de la ecuacién de las superficies minimas
definida sobre todo el plano es un polinomio de grado uno, de aqui que la superficie es
un plano.

El estudio se continua con el caso de superficies parametrizadas y se llega al resultado de
que la minimalidad es equivalente a que la curvatura media sea identicamente cero. Mas
adelante se encuentra que en el caso de que la parametrizacion esté dada en coordenadas
isotermas la condicién de minimalidad es equivalente a que las funciones coordenadas
sean armoénicas. Asi, con ayuda de esta condicién, se encuentra que existe una relacién
entre la teoria de funciones de variable compleja y las superficies minimas, relacion
que desemboca en la representacién de Weierstrass-Enneper. Podemos resumir
las condiciones para encontrar superficies minimas en el siguiente resultado.

Teorema de las superficies minimas.
Consideremos una superficie S. Entonces los siguientes son equivalentes

= S es minima.
n La curvatura media de S es identicamente cero.

= S0 S estd dada como la grifica de una funcion f, entonces f satisface la ecuacion
en derivadas parciales (1 + f2) foo + (1 + f2) fuu = 2fufofuw = 0.

81
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= S1 @ es una parametrizacion de S en términos de cordenadas isotermas entonces
las funciones coordenadas son armonicas.

» FEriste una parametrizacion isoterma o = (¢1, P2, @3) de la forma
“1
o) = red [ 1w - gy}
20
1
va(z) = Re { §f(w)(1 + g(w)z)dw}

20

wl)=  ref | ;f(w)g(w)dw} |

en un dominio Q2 C C, simplemente conexo, donde f es analitica y g es meromorfa
en €2, con [ nula en los polos de g, si es que estos existen, con un cero de orden
2m donde g tiene un polo de orden m.

Por otra parte analizamos la curvatura media de las superficies minimas y con-
cluimos que la curvatura gaussiana es menor o igual que cero, asi mismo analizamos el
comportamiento de la aplicacion de Gauss y por ultimo encontramos que la desigualdad
isoperimétrica es valida para las superficies minimas.



Apéndice A

Elementos de la teoria de funciones
de variable compleja

En este apéndice se enlistaran los resultados de la variable compleja que son ne-
cesarios para la lectura y comprension de este trabajo de tésis. Para mas detalles al
respecto se sugiere al lector consultar [10].

A.1. Funciones holomorfas

Consideramos §2 un abierto de C, una funcién f: Q € C — C, la funcién f se puede
escribir de la manera siguiente f(w) = u(w) + iv(w) donde las funciones u,v son tales
que u,v: 2 — R, veamos que se puede definir la derivada de una funciéon de variable
compleja de manera analoga a como se hace con funciones de variable real.

Definicién A.1.1.
Consideremos f: Q2 — C, donde 2 C C es abierto. Entonces se dice que f es diferen-
ciable (en el sentido complejo) en wy € Q si

iy (@) = f(wo)
wowo W — W

existe. Este limite se denota por f'(wg). Asi, f'(wo) es un nimero complejo. Se dice
que f es analitica en ) st f es diferenciable en el sentido complejo en cada wy € Q2. La
frase f es analitica en wqy significa que f es analitica en una vecindad de wy.

No es dificil ver que las reglas de derivacién para funciones de variable compleja son

Teorema A.1.1.
Supongamos que f y g son analiticas en un dominio 2, donde € es abierto. Entonces
se verifican las siguientes igualdades

» af + Bg es analitica en Q y (af + Bg) (w) = af'(w) + Bg'(w) para cualesquiera
numeros complejos a, (3.

= fg es analitica en Q y (fg)'(w) = f(w)g'(w) + f(w)g(w).

83
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» Sig(w) # 0 para toda w € Q, entonces / es analitica en Q y
g

AN Pw)glw) - Fw)g(w)
(5) (w) = #w) |

= Cualquier polinomio ag + aqw + ... + a,w™ es analitico en todo C con derivada
a; + ...+ aynwh

» FEn el caso de que f() C Q) tenemos que f o g es analitica y ademds
(fog)(w) = f(g(w))g'(w).

ag + aw + ...+ a,w"

bo + biw + ...+ byw™
abierto que consiste de toda w aquellos puntos en los cuales el denominador es

Cero.

s Cualquier funcion racional es analitica en el conjunto

Para una demostracién véase [11], pag. 75.

Por otra parte, observemos que podemos ver a f como una funcién de R? en si mismo,
asi serd interesante saber cual es la relacién entre la diferenciabilidad en el sentido
complejo y la diferenciabilidad en el sentido real.

Ecuaciones de Cauchy-Riemman.
Consideremos f : Q0 — C con Q) abierto. Entonces [’ existe si y solo si f es diferenciable
en el sentido real y en (xg,y0) = wo, u y v satisfacen

du Ov
r oy (A1)
/ 0 0
u v
a_y — _%. (A.Q)

A las ecuaciones (A.1) y (A.2) se les llama ecuaciones de Cauchy-Riemman.

Para una demostracién vease [11], pag. 80.

A partir de las ecuaciones de Cauchy-Riemman, podemos demostrar la siguiente pro-
piedad sobre las funciones coordenadas de una funcién analitica

Lema A.1.1.
Consideremos una funcion analitica f : Q@ — C, f = u + iv. Entonces u y v son
armonicas.

Demostracion.
Como f es analitica entonces sabemos que u y v satisfacen las ecuaciones de Cauchy-
Riemann, derivando (A.1) con respecto a =y (A.2) con respecto a y tenemos

Pu_ o
0x2  0xdy

(A.3)
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Yy
0? 0?
S (A.4)
dy Oyox
luego al sumar (A.3) con (A.4) tenemos que
0%u N Pu 0
ox2 oy
La ecuacién para v se deduce con un razonamiento analogo. )

Si u y v son funciones con valores reales definidas en un subconjunto 2 C C tal que
la funcién con valores complejos f = u + v es analitica en €2, decimos que v y v son
armonicas conjugadas.

Principio de maximo para funciones armonicas.
Consideremos €2 C C abierto, conexo y acotado. Si u : 2 — R es continua y armonica
en Q. Sea M el mdrimo de u en 0(Q2). Entonces

» se satisface u(z,y) < M para toda (x,y) en €.

» St u(x,y) = M para algin (x,y) en S entonces u es constante en ().

Para una demostracién véase [11], pag. 193.

A.2. Integral de funciones holomorfas

En esta parte veremos como integrar funciones de variable compleja, para esto
comencemos por considerar una funcién h: [a,b] — C con regla de correspondencia
h(t) = u(t) + iv(t), donde u,v € C*, definimos

l%@ﬁ:é%@ﬁﬂl%@w

Queremos extender esta definicién a integrales de funciones a lo largo de curvas v en
C. Asi tenemos la siguiente definicion.

Definicién A.2.1.

Consideremos una funcion continua f: € — C, donde 2 en un subconjunto abierto de
C, y una curva suave 7y: [a,b] — C tal que v([a,b]) C Q. Definimos la integral de f
a lo largo de v como

/y Fluydu = [ F)

Observemos que de la Definicién A.2.1 se podria pensar que la integral depende de la
parametrizacién de la curva, se demuestra que la integral no depende de la parame-

trizacion, el lector interesado en la demostracién de este resultado la puede consultar
en [10], pag. 112.

Observemos que la integral de una funcion a lo largo de una curva satisface las siguientes
propiedades.
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Teorema A.2.1.
Consideremos funciones continuas f,g: Q@ — C |, a, 5 € C y curvas suaves v,v1 y vo.
Luego se verifica

e [(ar)+ so)n = o [ fwidw+ s [ gyt
v v v

. / fw)dw = — / f(w)dw, donde —v es la curva +y recorrida de manera inversa.
— v

. / fw)dw = (w)dw+ [ f(w)dw, donde pory,®vs entendemos recorrer
71072 gl 72

primero v, e inmediatamente después .

La demostracién se puede consultar en [11], pag. 112.

Veremos ahora una forma de saber si es 0 no posible que la integral no dependa de la
curva y sélo dependa de los extremos de los mismos.

Teorema de independencia con respecto a la trayectoria.
Consideremos una funcion continua f: Q — C, donde Q es abierto y conexo. Las
siguientes proposiciones son equivalentes

= Las integrales son independientes de las trayectoria. Es decir, si wy y wy son
dos puntos distintos en €2 y 9,71 son trayectorias en €2 de wy a wy, entonces

L fldw = / Fwde

» Las integrales a lo largo de curvas cerradas son iguales a 0. Es decir si I' es una

curva cerrada contenida en Q entonces | f(w)dw = 0.
r

= Fxiste una antiderivada global de f en todo ). Es decir existe una funcion F,
F: Q — C, analitica en todo Q tal que F'(w) = f(w).

La demostracién se puede consultar en [11], pag. 118.

A.3. Singularidades de funciones

Recordando un poco la teoria de funciones de una variable real, existen un tipo
particular de funciones que se puden expresar como una serie de potencias, también es
posible en el caso de las funciones de variable compleja.

Teorema A.3.1.
Consideremos ry > 0 y ro > 11 y wy € C, tomando la region

Q={weClr, < ||lwyg—w| <ra}.
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Si f es una funcion analitica en la region (). Entonces podemos escribir

(e}

f(w) = Zan(w - wo)" + Z (w—binwo)rﬂ

n=0

donde ambas series convergen absolutamente en  y uniformemente en cualquier con-
gunto de la forma By, ,, = {w € C|p; < ||w — wp|| < p2} donde r1 < p1 < ps < 19. Si 7y
es un circulo alrededor de wqy con radio r, r1 < r < 19, entonces los coeficientes estdn

dados por ©
_ 1 [
=5 ) T

1
2T

b / F(O)(C = wo)™ e

La serie para f es llamada serie de Laurent o expansion de Laurent alrededor de
wo en el anillo ). Ademas la serie de Laurent es unica.

Para una demostracién puede consultarse [11], pag. 243.

A partir de esto podemos definir los siguiente conceptos.

Definicién A.3.1.
Consideremos una funcion analitica f en una region que contiene una vecindad de wq
pero no a wy, entonces wy es llamada una singularidad aislada.

Asi tenemos que, si wy es una singularidad aislada de f entonces:

= Si todos los b,, excepto un ntumero finito, en la expanciéon de Laurent son cero,
entonces wy es llamado un polo de f.

= Si k es el mayor entero tal que by # 0 entonces wy es llamado un polo de orden

k.

= Si un ntmero infinito de by es distinto de cero, wy es llamada una singularidad
esencial.

= Si todos los b, son cero, decimos que wy es una singularidad removible.

Una funciéon que es analitica en una regién () excepto para los polos en €, es llamada
meromorfa en ().
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Apéndice B
Graficas del trabajo

A lo largo del presente trabajo utilizamos diferentes figuras para ilustrar algunos
conceptos y ejemplos, en esta seccién nos concentraremos explicar como fueron genera-
das las figuras de las superficies.

Comenzaremos por ver como se genera una superficie dada como la grafica de una fun-
cién. Veremos como se genera la grafica de este tipo de superficies en KTEX, para esto
debemos de utilizar los paquetes tikz, pgfplots y graphicz.

Recordemos que las superficies dadas como graficas de funciones tienen por parametriza-
cién p(u,v) = (u, v, f(u,v)), asi, tenemos que el cdédigo para generar a estas superficies
esta dada por

\begin{tikzpicture}

\begin{axis}[hide axis]

\addplot3 [domain=-2:2,y domain=-2:2,surf,colormap/jet]
(x,y,{exp(x"2-y"2)});

\end{axis}

\end{tikzpicture}

A continuacién se muestra el resultado del cédigo anterior.

Veremos ahora el caso general para superficies parametrizadas, utilizaremos la superficie
de Enneper para ilustrar el proceso de construccion de la superficie. Recordemos que

89
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una parametrizacion de esta superficie esta dada por

1 u? -1 v? u? — v?
o(u,v) = (5 <u—§+u02)-l-kl,?(—v-l-g—u%)-l-kg, —l—krg).

El cédigo BTEX de la superficie estd dado por

\begin{figure} [h]

\begin{center}

\begin{tikzpicture}

\begin{axis}[view={20}{55}, hide axis]

\addplot3 [domain=-3:3,y domain=-3:3,samples=30,z buffer=sort,surf]
({(x-x7"3%0.3+x*xy"2)*0.5},{(-y+y~3*0.3-x"2*y)*0.5},{(x"2-y"2)*0.53}) ;
\end{axis}

\end{tikzpicture}

\end{center}

\end{figure}

El cédigo anterior genera la figura siguiente

Como podemos observar, las parametrizaciones de las superfcies son muy impor-
tantes tanto para el estudio téorico de las superficies, como se vio en los diferentes
capitulos de este trabajo, como para la visualizacion de las mismas a partir de sistemas
computacionales.
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