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Introduccion

El estudio del operador de Schrodinger ha sido de gran relevancia debido al
papel que desempena en mécanica cuantica. De este operador se deriva la ecuacion
de Schrodinger que describe las energias y los estados estacionarios que caracterizan
una particula en un campo de fuerzas que deriva del potencial ¢ = ¢(z) [15] 4],
considerando dependencia e independencia del tiempo, el caso que trabajaremos es
unidimensional, independiente del tiempo.

El operador de Schrodinger es un operador de tipo Sturm-Lioville. Estos ope-
radores han sido trabajados ampliamente, tanto en intervalos [16], [10], como en
graficas métricas [25, 26 20]. En este proyecto de tesis estudiamos el operador de
Schrodinger debido a que todo operador de tipo Sturm-Liouville puede llevarse a
la forma del operador de Schrodinger mediante algunas manipulaciones algebraicas.
Estudiaremos algunas propiedades que se derivan de la eleccién del dominio del ope-
rador de Schrodinger. Cabe resaltar que el dominio que definimos se da de la forma
mas general, englobando consigo diversas condiciones de contorno. El operador de
Schrodinger se define como sigue

Ly=—y"+qy

considerando que la funcién y puede estar definida sobre el intervalo [0, 1] o sobre
una grafica métrica pensando y como un vector de funciones definidas en las aristas.

Regularmente, se hacen estudios del operador de Schrodinger considerando fun-
ciones en C?([a, b]) y tomando ¢ una funcién continua, cuyos resultados son cldsicos
y en su mayoria ampliamente conocidos (véase [14]). En este proyecto de tesis se
aborda el operador de Schrodinger considerando espacios més generales contenidos
en Ls([a,b]) y ¢ una funcién Lebesgue integrable, en estos casos las pruebas de
los resultados clasicos se complican. El estudio de espacios més generales resulta
de gran utilidad puesto que al modelar problemas reales las funciones no siem-
pre son continuas, esto hace que las funciones Lebesgue integrable sean mas factibles.

En el capitulo 1, trabajamos funciones absolutamente continuas, pues se
requieren para definir el dominio del operador. También, mostramos resultados para

XI



INTRODUCCION

operadores lineales y operadores no acotados, pues el operador £ es un operador
lineal no acotado.

En el capitulo 2, se estudian las transformaciones integrales debido a que el
inverso del operador de Schrodinger es un operador de este tipo. Se muestra que este
tipo de operadores son compactos y ello nos permite conocer algunas propiedades
espectrales del operador inverso de £ y por tanto de L.

En el capitulo 3, definimos el dominio €2,, del operador en el invervalo a
partir de funciones v,w fijas, si consideramos v, w especificas podemos generar
diversas condiciones de contorno a través del Wronskiano para el operador L, las
funciones en este conjunto ademas son absolutamente continuas cuya derivada es
absolutamente continua, y cumplen que el operador £ aplicado a estas funciones
estd en Ly(]0,1]). Las pruebas que realizamos se hicieron en forma general, es decir,
no especificamos como son las funciones v y w. Mostramos que el operador de
Schrodinger con este dominio es un operador lineal autoadjunto, para ello vemos la
densidad del dominio sobre el espacio de funciones Ly ([0, 1]), mostramos que el ope-
rador con este dominio es simétrico y que el dominio de su adjunto coincide con €2,,,.

También mostramos algunas propiedades espectrales del operador. Se demuestra
que los valores propios del operador de Schrodinger son reales, que las funciones
propias de valores propios distintos son ortogonales, ademés mostramos que existe
una sucesion de valores propios de L.

En el capitulo 4, al igual que en el intervalo definimos el dominio & del operador
de Schrodinger para una grafica métrica, como mencionamos anteriormente las fun-
ciones definidas en la grafica pueden verse como vectores de funciones, cada una de
las cuales junto con su derivada son absolutamente continuas y el operador aplicado
a estas funciones estd en Ly([a, b)), estas ademds satisfacen condiciones en su nodos
como las de continuidad, Kirchhoff y Dirichlet. Mostramos que este dominio hace
que el operador sea autoadjunto, cuyas pruebas se ralizaron con ideas propias. Antes
de ello hacemos una pequena revision de la teoria de graficas a fin de construir un
arbol con raiz que es la grafica que trabajamos en el proyecto. Las graficas métricas
por definicién son graficas en las que cada arista e tiene una longitud finita posi-
tiva [, este tipo de estructuras junto con el operador de Schrédinger autoadjunto
nos llevan a formar graficas cuanticas, que han sido objeto de estudio recientemente
debido a sus aplicaciones, [12 13, B, 2]. Mostramos también algunas propiedades
espectrales del operador sobre la grafica. Cabe mencionar que una de las primeras
aplicaciones de las graficas cudnticas se dio en fisica, en el contexto de modelos de
electrones libres para moléculas organicas hace unos sesenta anos por Paulling [19],
un enfoque que se ha desarrollado en anos siguientes. También se han aplicado a la
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INTRODUCCION

superconductividad en materiales granulares y artificiales, en redes actsticas y elec-
tromagnéticas, e incluso las graficas cudnticas se han simulado experimentalmente
[21], 111, [8, 18].
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Capitulo 1

Preliminares

Antes de trabajar con el operador de Schrédinger, es necesario dar algunos con-
ceptos y resultados de las funciones de variacion acotada y de las funciones absolu-
tamente continuas, dado que seran de utilidad al plantear el dominio del operador.
Ademas daremos resultados para operadores lineales acotados y no acotados, pues
el operador de Schrédinger es un operador lineal no acotado y su inverso si existe es
acotado.

1.1. Funciones de variacion acotada

Definicién 1.1 Sea f una funcién definida en [a,b] vy sea P([a,b]) el conjunto de
particiones de [a, b]. Definimos y denotamos la variacién de f en [a, b] por

Vab(f) = sup Z ‘f(xz) - f(%—l)“
{zitioeP((ad]) =1
Las funciones que verifican que V?(f) < oo se conocen como funciones de va-

riacion acotada. Al conjunto de estas funciones lo denotamos como BY([a, b]).

Teorema 1.2 Sea f : [a,b] — R una funcién. Luego

(a) Si f[e lb?]V([a, b)), entonces | f(x) — f(a)|+]f(b) — f(x)| < V2(f) para cualquier
T € |a,0|.

(b) Si f € BV([a,b]), entonces f es acotada en [a, b].

(c) Sea c € (a,b). Luego f € BV([a,b]) siy sélosi f € BV([a,c])y fe€ BV(cb]).
Ademads se cumple V2(f) = Ve(f) + Va(f).

(d) Las funciones V' y D definidas como: V(z) = V*(f),a <x <b, V(a) =0y
D(x) =V(z) — f(z), x € [a,b] son funciones crecientes en [a, b].

1



Capitulo 1. Preliminares

(e) f se puede expresar como diferencia de dos funciones crecientes.

Demostracion.

(a)Resulta de inmediato al considerar la particién {a, z, b}.

O)[f(@)| = [f(a)] < [f(x) = fl@)] < [f(z) = fl@)]+[f(0) = f(x)] < V7(f). Luego
(@) < V2() +1f(a)l.

(¢) =] Sea P una particién de [a,c| y P* una particién de [c,b]. Luego P U P* es
una particién de [a, b] y

D 1) = flan-)l + ) 1 (@) = flar-1)] < V2(S).

zp€P TR EP*

Fijando P* y variando P obtenemos que

V ( < Vb Z ‘f xk xk_1)|.

Maés aun, puesto que P* arbitrario, tenemos que

VI(f) S VR = Vi)

De esta manera, f es de variacién acotada en [a, c] y [c, b] y ademas VE(f)+ V2 (f) <

Vo (f).

«| Sea @ = {z;}", una particién de [a, b]. Sin pérdida de generalidad supongamos

que existe i € {1,2,--- ;m} tal que z;,_1 < ¢ < x;. Luego
m i—1
Z|f($k) — flzrpa)| = Z|f($k) — flar—)| + | f(2:) = f(zi-1)]
k=1 k=1

+ Z |f(z) = flae-1)

k=i+1

< Z|f zx) = flze-1)| + [f(c) = f(zio)]
+|f(zi) = flo)] + Z |f(zn) = flae-1)
k=i+1

< Vi) + V2

Asi, f es de variacién acotada en [a,b] y V2(f) < VE(f) + VA(f).

(d) V claramente es creciente. Veamos que D también lo es. Sean a < x < y < b.
Luego f(y) — f(z) < VI(f) =V(y) — V(z), esto implica que V(z) — f(z) < V(y) —
f(y). Asi, D(x) < D(y). u




Capitulo 1. Preliminares

1.2. Funciones absolutamente continuas

Definicién 1.3 Una funcién f es absolutamente continua en [a,b] si para cada
e > 0, existe un 0 > 0 tal que para cualquier familia finita de intervalos ajenos
I; = (a;,b;) C [a,b] se tiene que si

n

Z(bz — CLZ‘) < 5,

i=1
entonces
n
Z |f(0i) = fas)] <e.
i=1
El conjunto de las funciones que son absolutamente continuas sobre [a, b] se denota
por AC([a, b]).
Daremos algunos resultados sobre funciones absolutamente continuas, pues pos-

teriormente nos seran de utilidad para definir el dominio del operador de Schrodinger.

Teorema 1.4 Sea f una funcién absolutamente continua, entonces f es de variacion
acotada.

Demostracion. Sea f una funciéon absolutamente continua. Consideremos € = 1,
asi existe § > 0 tal que para cualquier familia finita I; = (a;,b;) de subintervalos
ajenos de [a, b], se tiene que si

n

Z(bz — CLZ‘) < 5,

i=1
entonces

Z }f(bi) - f(ai)‘ <L

En particular, consideramos dos puntos x,y en [a, b] tales que z < y y }x — y} <0,
tomamos una particion P, = {x;}!', del intervalo [z,y] y agregamos los puntos a, b
a Py, se tiene una particién para el intervalo [a, b], luego para esta particién

‘f(xo) - f(a)‘ +Z ‘f(xz> - f(%-ﬁ‘ + ‘f(b) - f(xn)‘ <1,

asi

Y

Z (@) = flzim)| < 1= |f(@0) = fla)] = | £(b) = f(n)

3



Capitulo 1. Preliminares

esto implica que

V() <1,
Sea {z;}I", una particién de [a, b] tal que ||z; — z;_1|| = . Entonces por la aditividad
de la variaciéon
n—1
VI =Y Vi (f) < oo,
i=0
Por tanto f es de variaciéon acotada. [ |

Enunciaremos el siguiente teorema.

Teorema 1.5 Si f es una funciéon monodtona, entonces f es diferenciable casi don-
dequiera.

Una prueba del teorema anterior la encontramos en [23].

Teorema 1.6 Toda funcién absolutamente continua sobre un intervalo [a, b] es di-
ferenciable casi dondequiera.

Demostracion. Sea f una funcién absolutamente continua, luego por el teorema
[[.4 la funcién f es de variacién acotada, asi por el teorema se obtiene

f:fl_f27

donde fi, fo son funciones mondtonas crecientes, y dado que toda funcién creciente
es diferenciable casi en todo punto de [a, b], concluimos que f es diferenciable casi
en todo punto de [a, b]. |

Teorema 1.7 (Vitali) Si f es una funcién absolutamente continua definida en [a, b]
y f' = 0 casi dondequiera, entonces f es constante en [a, b].

Una prueba del teorema de Vitali la encontramos en [24]. Consideremos el espacio
L([a,b]) que consiste de funciones Lebesgue integrables en el intervalo [a, b].

Lema 1.8 Si f es creciente en [a, b], entonces [’ es Lebesgue integrable en [a,b] y
Jo f'@)dz < f(b) = f(a).

Demostracion. Sean f una funcién creciente en [a, b] y h,, una sucesién de valores
decreciente que tiende a 0. Definimos la funcién ¢ como sigue

f(x) xelab],
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Luego
(o) — 4, (@)
ha, ’
tiende a f’(x) casi dondequiera. Por otro lado, dado que v, (x) > 0, para todo z y
h,, aplicamos el lema de Fatou y obtenemos que

U, (z)

b b
[ @i < [0, @

pero
b 1 b
[ on@ae = ([ Cntas ) - o )
a X ab :
= i ( ¥y, (z+ hy,)dz whn(x)dx)
1 bthn b
- (L, = [ontore)
1 b+hnp a+hny
- ([ @ [ @)
1 a+hn
= o (has®) = [ poae),

y como

a+hn

[ e = hafta)
se cumple
a+hn
timo= [ (e > (o),
asi .
liw [0y, (2)do < F(2) - f(a).

Por lo tanto, f" es Lebesgue integrable en [a, b] y ff f(z)dx < f(b) — f(a). [ |

Lema 1.9 Si F se define sobre [a, b] como F(z) = F(a)+ [ f(t)dt entonces F' = f
casi dondequiera.

Demostracién. Sea F(z) = F(a) + [ f(t)dt, luego dado que f = fi — f,
donde f, y f_ son la parte positiva y negativa de f, se tiene que F' es diferencia
de dos funciones crecientes, asi F’(x) existe casi dondequiera, resta probar que

5



Capitulo 1. Preliminares

F'(x) = f(x) casi dondequiera.
Supongamos que f es una funcién acotada, esto es, | f(x)| < K. Sea h,, una sucesién

de valores decreciente que tiende a 0. Entonces

1
B

F(z + hy) —F(x))

z+hn
. / f(t)dt‘ <K

F(x+ h,) — F(x)
hn
casi dondequiera. Por el teorema de la convergencia dominada, para ¢ € [a,b], se
tiene que

— F'(x)

/ F'(z)dx = lim Flo+ ) = Flz) dx

n—so0 h,

1 ct+hn c
= nh_{goh—n (/a+hn F(z)dz —/a F(x)dx)

JAGERVITI:

para todo ¢ € [a,b]. Por lo que F'(z) = f(x) casi dondequiera.

Ahora, supongamos que f no es acotada, dado que f = f, — f_, es suficiente hacer
la prueba para f positiva. Sean {f,}, n € N, una sucesién de funciones tales que

flx) flx) <n,
n f(z)>n

Entonces, N
| ) = s

es una funciéon positiva y creciente respecto a x. Luego, su derivada existe casi
dondequiera y es no negativa. Por otra parte, dado que f,, es acotada, se tiene que

[ =g

6



Capitulo 1. Preliminares

casi dondequiera. Asi, F” existe casi dondequiera y
Fi(z) = fu(2),

cuando n — oo,
Fl(z) = f(z)

casi dondequiera. De esto se tiene que

/a P > /  Ha)de = F(b) — F(a).

La otra desigualdad se tiene por el lema [I.8] lo que implica que

b
[ 1F@ - rde =0,
por tanto, F'(x) = f(x) casi donde quiera. |

Teorema 1.10 Sea f una funcién definida sobre [a,b]. Luego f es absolutamente
continua sobre [a,b] si y s6lo si f es derivable casi dondequiera y f(z) = f(a) +
[Z f(t)dt.

Demostracion.
=]
Sea f una funcién absolutamente continua, entonces f es de variacién acotada,
asi f = fi — fo, donde fi, fo son funciones crecientes. Dado que, por el lemal[l§ f] y
f5 son Lebesgue integrables, f’ es Lebesgue integrable. Por lo que podemos definir
F(z) = f(c)+ [7 f'(t)dt. Sea h = f — F, luego h es diferenciable casi dondequiera.
Diferenciando h se tiene que

W(x) = f'(x) = F'(z) = f'(z) = f'(z) =0
casi dondequiera. Por el teorema [[.7], h es constante, y
h(x) = h(c) = f(c) = f(c) =0,

para todo x € [a, b]. Por tanto
f=F

<]
Consideremos la funcién F'(x)
ajenos I; = (a;, b;) de [a,b], 1

S1F6) - Fla) <3 [ I = [ 17wl

7

= f(¢e)+ [ f'(t)dt y una familia finita de subintervalos
<1 < n, tales que ‘bi — ai‘ < £, entonces
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donde A = U}, ;. Dado que los subintervalos I; son ajenos
& €
m(A) =Y m(l;) <n— =g,
(4)= 3o m(r) <=«

luego por la continuidad absoluta de la integral

.Aﬁﬁﬂ<@

por tanto F' es una funcién absolutamente continua. [ |

Teorema 1.11 Sea f una funcién definida sobre [a,b] y ¢ € [a,b]. Luego f €
AC(la, b)) siy solosi f(x) = fle)+ [ f/(t)dt.

Teorema 1.12 (Férmula de integracién por partes) Si f,g € AC([a,b]) en-
tonces

[ 1@ s = 10)90) - @g(a) - [ £ @t

Teorema 1.13 Sean [a,b] un intervalo y ¢ una funcién mondtona en [a,b]. Con-
sideremos f una funcién definida en g¢([a,b]) y supongamos que existe la inte-
gral de Lebesgue fg([a o) f(z)dz. Entonces existe también la integral de Lebesgue

f[a,b} f(g(t)g'(t)dt y se tiene que

[ gwe= [ g
9([a,b]) [a,b]

El teorema anterior nos sera de utilidad en la demostracién de un resultado que
damos mas adelante.

Varios de los resultados presentados en esta seccién se pueden generalizar a
funciones de valores en C, como por ejemplo, la definicién [T la definicién [I.3] el
teorema [L.4], el teorema [LT1], el teorema [L12]y el teorema [L.I3]

1.3. Operadores lineales no acotados

Definicién 1.14 Sea H un espacio de Hilbert y D(A) un subespacio lineal de H.
Un operador lineal A es una aplicacién lineal

A:D(A) — H
donde D(A) se llama dominio de A.
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En las definiciones siguientes consideraremos a H como un espacio de Hilbert y
a D(A) como un subespacio lineal de H.

Definicién 1.15 Se dice que un operador lineal A es stmétrico si
(Au,v) = (u, Av)
para todo u,v € D(A).

Definicién 1.16 Sean V' un espacio vectorial con producto interno y sea X C V. El
complemento ortogonal de X se define como el conjunto de todos los vectores
en V' que son ortogonales a X:

Xt ={veV:Vuc X, (v,u) =0}

Definicién 1.17 El operador adjunto A* de un operador lineal A con dominio
D(A) denso en H, se define como sigue:

A'u =,

donde
ue DA*)={ue H:3Jue H,(Av,u) = (v,0),Vv € D(A)}

Observacién 1.18 El operador A* esta bien definido.

Demostracion. Debemos probar que u es tnico. Sean 1, Uy € H tales que
(u, Av) = (i1, v)
<u7 AU> - <ﬁ27 U>
para todo v € D(A). Asi
<1AL1 — ﬁg, U> =0
Entonces, se tiene que i, — @, € D(A)*. Por otro lado, tenemos que D(A) es denso
en H, lo cual implica que

D(AY: =D(A)

= Ht
= {0}
asi
fbl - fLQ - 0
y con ello
U = g

Por lo tanto, concluimos que A* esta bien definido.
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Definicién 1.19 Un operador A : D(A) — H con dominio denso en H es auto-
adjunto si A* = A.

Teorema 1.20 Sea A : D(A) — H un operador simétrico con dominio denso en

H.Si D(A*) C D(A), entonces A es autoadjunto.

Demostracion. Sean A un operador simétrico, A* su operador adjunto y u € D(A).
Como A es simétrico cumple que < Au,v >=< u, Av > para cada v € D(A), luego
u € D(A*). Asi D(A) C D(A*) C D(A), por lo que

D(A) = D(A%).

Ahora, por la observacién [[LI8
A*u = Au.

Por lo tanto, podemos concluir que A es un operador autoadjunto.
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Capitulo 2

Transformaciones integrales sobre
LQ([CL, b])

El estudio de las transformaciones integrales es de nuestro interés debido a que
cuando existe el inverso del operador de Schrodinger, este es una transformacion
integral.

Sea GG una funcién continua de valores complejos definida sobre [a, b] X [a, b]. Se
define la transformacién integral T': Lso([a, b]) — Lo([a, b]) como

I(f)(x) = / Gl ) (1)t 2.1)

|G, 1 + £ (D)

Puesto que G(,-), f € La([a,0]) y [G(z,) f(t)] <
que G(z,-)f estd en L([a,b]), asi T'(f)(z) existe para cada = € [a,b]. La funcién
['(f) es continua. En efecto, si z,,z € [a,b], n € N son tales que x,, — z entonces

M2+ |f(B)]
G(zn,t) — G(x,t) para cada t € [a,b]. Puesto que |G(z,,t)f(t)] < -5

para alguna constante M > 0, y esta funcién es Lebesgue integrable sobre [a, b],
entonces por el teorema de la convergencia dominada,

, se tiene

/ ’ G, ()t — / Gl ) f (.
es decir I'(f)(z,) — I'(f)(x).

Proposicién 2.1 T': L?([a,b]) — L?([a, b]) es acotado.

11



Capitulo 2. Transformaciones integrales sobre Ly([a, b])

Demostracion. Sea f € La([a, b]) luego

2

IR = / T(f) ()P = / / G, t)f ()| da

= [l Dl
< [1ct R = | [ 166k 113

Lema 2.2 Sea F = {I'(f) | f € L2([a,b]) y || f|l2 < 1}. Este conjunto de funciones
tiene las siguientes propiedades:

1. F es uniformemente acotada, es decir, existe M > 0 tal que |I'(f)(z)] < M
para todo z € [a,b] y toda T'(f) € F.

2. F es equicontinua, es decir, para cada € > 0 existe § > 0 tal que para cuales-
quiera z,y € [a,b], si |x —y| < § entonces |I'(f)(x) —'(f)(y)| < € para toda
T(f) e F.

Demostracion. 1.) Sea I'(f) € F; puesto que G es continua sobre el compacto [a, b] X
[a, b], existe M* > 0 tal que |G(x,t)|] < M* para toda (z,t) € [a,b] X [a,b].
b
rel = | [ cwosoar
(G(,-), f

= ‘ >)>f>}
< NG, )l 1f]]2

b
\// Gz, )Pdt < M*Vb—a=M.

IA

2.) Sea € > 0, dado que G es continua sobre el compacto [a,b] X [a,b], ésta es
uniformemente continua sobre [a, b] X [a, b], asi existe § > 0 tal que para cualesquiera
(z,y), (2, y) € [a,b] x [a,b] con [|(z,y) — (2",¢/)]| < 9, se tiene

€

b—

G(z,) — G(a/, )] <

@ .

12



Capitulo 2. Transformaciones integrales sobre Ly([a, b])

Sean z,y € [a,b] con |z —y| < 0, luego

T - = | [ 6t - Gla.o) f(t)dt’

= ‘<G($, ) - G(?/? )77>‘
< (G, ) = Gy, )l | f ]2

\// |G (z,t) — G(y, t)]2dt
< \/be_za(b—a):e.

Teorema 2.3 (Arzela-Ascoli) Sean X un espacio métrico compacto y Y un espa-

cio métrico completo. Considere el espacio C'(X,Y") de las funciones continuas de X

en Y, con la métrica do(f, g) = sup d(f(x), g(x)). Sea F C C(X,Y) luego F es com-
reX

IA

pacto en C(X,Y) si y sélo si F es equicontinua y para cada z € X, {f(x) | f € F}
es compacto en Y.

Teorema 2.4 Si {f,},en €s una sucesién en Ls([a,b]) con ||fa]l2 < 1 para toda
n € N, entonces existe una subsucesion {f,, tren de {fu}nen v 9 € Lo([a,b]) tales
que

L(fay) = 9.

Demostracion. Sea {f,}nen una sucesién en Lo([a,b]), con ||f,|| < 1y sea F =
{I'(fn) | n € N}. Note que F es un subconjunto de C(]a, b], C), ademds, por el Lema
2.2l F es equicontinua y es uniformemente acotada. Esta tltima propiedad hace que
para cada = € [a,b], {I'(f,)(z)} sea un conjunto acotado y por tanto compacto para
todo n € N. Asf por el Teorema de Arzela-Ascoli, F es un subconjunto compacto
de C([a,b],C), de modo que, F es secuencialmente compacto. Luego existe una
subsucesion { fp, }ken de {fnlnen y g € F tal que I'(f,,,) — ¢ con la métrica du.

Sea ¢ > 0. Existe k. € N tal que para cada k > ke, doo(I'(fn,),9) < €. Esto
implica que, para cada k > k.,

IP(fn)(@) = g(@)| < sup [T(fn,)(2) = g(2)] = doo(T'(fnr), 9) < €

z€[a,b]

para toda x € [a, b]. |

Definicién 2.5 Sea T : X — Y un operador lineal. Decimos que 1" es un operador
compacto si para cada sucesion acotada {x,} en X, existe una subsucesién {z,, } y
un elemento y € Y tales que

T(xp,) = y.

13



Capitulo 2. Transformaciones integrales sobre Ly([a, b])

Teorema 2.6 I' es un operador compacto.

Demostracion. En el teorema [24], I'(f,,,) no solamente converge hacia g uniforme-
mente, también lo hace en la norma || - ||2. En efecto, dado que

L(fur) = 9,

se tiene que ‘F(fnk) — g‘2 40, ast

b
/ ‘F(fnk) - 9‘2 i> 07

luego
IT(fai) = gll3 = 0.

Lema 2.7 Si el operador I' definido en (2]) es simétrico, entonces

IT|| = sup ‘(Fu,u)}
u € Ly([a, b))
Jull <1

Demostracion. Sea u € Ly([a, b]) tal que ||u|l2 = 1, luego
|[(Tu, u)| < [[Tullz|lullz < [TIl{full2]lullz = [T

Asi
sip ()| < T
u € Ly([a, b))
lullz <1

Demostremos la desigualdad contraria. Sea u € Lo([a, b]) tal que |Julls = 1. Notemos
que

T3 l'u
[Tull2 = = (l'u, )-
[ITuf| [ITuf|
Siv= ||1“Fzﬁ|2> se tiene que (I'u,v) € R. Asf

(T(u+v),u+v) = Tu,u)+ Tu,v)+ (Tv,u) + (Tv,v)
= (l'u,u) + (Tu,v) + (v, Tu) + (I'v, v)
= (I'u,u) + (T'u,v) + (F'u, v) + (T'v, v)

= (Tu, u) + 2(T'u, v) + (I'v, v)

14



Capitulo 2. Transformaciones integrales sobre Ly([a, b])

y
(T(u—v),u—v) = Tu,u)— (Tu,v) — (Tv,u) + (T'v,v)
= (Tu,u) — (Tu,v) — (v, Tu) + (Tv,v)
= (Tu,u) — (Tu,v) — (Tu,v) + (Tv,v)
= (Tu, u) — 2(T'u,v) + (Tv,v).
Por otra parte, poniendo N = sup }(Fu, u) },
u e LQ([CL, b])
ulz <1
Mu+v) u+w N
}<Hu+v||2’ Hu+v[|2>} =
' Mu =)
u—v) uU—v
N
‘<Hu—v[|2’ ||u—v||2>‘ =

esto implica que
(C(u+v),u+v) < N|(u+o0)3

—(C(u —v),u = v(< Nl|(u+v)|3:
En consecuencia,

(Tu, u) + 2(T'u,v) + (T'v,v) — ((Tu, u) — 2(Tu, v) + (Tv,v))

< N(lJw+ ol + [lu = v[l3)

por lo que
4(Tu,v) < N(Jlu+0l3+[Ju—v]3)
= 2N([ull3 + [[v]3)
=2N(1+1)=4N.
Asi,
T'u
ITullo(Tu, 7=—m) < N
[ITul]
y por tanto
1T < sup [(Tu, )|
u € Lo([a, b))
Jull <1

15



Capitulo 2. Transformaciones integrales sobre Ly([a, b])

Teorema 2.8 Sea I' el operador definido en (2.1]) y suponga que I' es simétrico. Si
A = ||T'|| entonces A o —A es un valor propio de .

Demostracion. Sea n € N, dado que

1
1T — s 17| = sup |(Tu, u)],
u € Ly([a, b))
Jullz <1

existe u, € Lo([a,b]) con |lu,lle =1 tal que
| (P, )| < [IT]|-

Luego
lim (Tup, u,) = ||T]| = A,
n—oo

de esta forma, existe {u,, } subsucesién de {u,} tal que

lm (T, U, ) = A
k—o0

]}LIEO<FUHM unk) = -\

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que ocurre lo primero y denotamos de
nuevo a la subsucesién como {u, }nen. Como I' es compacto existe {u,, } subsucesion
de {u,} y ¢ € Ly([a, b)) tal que I'(u,,) — ¢. Esto implica que

lm |[[Cun, [l = |19]lo] < lim ([T, — o[ls =0
k—o0 k—o00

asi
lm |[Tup, |2 = [|#]2.
k—o0

Demostremos que ¢ # 0y que I'¢p = A\¢. Observemos que
0 < I Tun, = Aun [l = 21T, |13 + 2[ A, |13 = 20T, + At [I3

= 2| Tun, I3 + 2|A| = (Tny, + Atny, Dt + A, )
= 2||Tuy, |5 + 2})\} — (Tup,, Ty, ) — (T, Mg, )
— (Mup,,, Tup, ) — (N, Aup, )
— 2Tt I3 + 2| — [Tt I3 — 20Tt )
— N Uy, U,

16



Capitulo 2. Transformaciones integrales sobre Ly([a, b])

Por lo tanto,
0 < [|o]]3 + A% —2X?

esto es
0< A < |ol5.

Observe también que
Tty = Nty |13 < TN ([, 13 + A = 2X(Ctty, 1y )

asi
My o0 [T, — Mip, |3 < |ITJ2 4+ A% — 200

=M+ A7 -222=0.
Luego

0<T¢=Adllz < [IT¢ = T(Tun, )2 + IT(Tun,) = Altn, [l2 + [[ATwn, — Adll2
<T@ = T [l2 + [TTtn, — A [l2 + AlTun, — oll2

— 0,

cuando k£ — oo. Por lo tanto

Tp = \o.
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Capitulo 3

El operador de Schrodinger sobre
un intervalo

En este capitulo hablaremos del operador de Schrodinger, que es un caso
particular de un operador de tipo Sturm-Liouville. Trabajaremos el operador de
Schrodinger en un intervalo y en una grafica.

Se dice que un operador L es de tipo Sturm-Liouville si satisface:

Lu = 4 iu +qu
AT 7

donde p es una funcién diferenciable de valores reales tal que p # 0 en [a,b] vy ¢ es
una funcién integrable en [a, b].

Al operador de tipo Sturm-Liouville con p = 1 se le conoce como operador de
Schrodinger, v satisface la ecuacion:

Lu=—u"+ qu,

donde ¢ es una funcién de valores reales y Lebesgue integrable en [a, b]. La funcién
q se conoce como funcion potencial.

Denotaremos por W, (+,-) al Wronskiano de dos funciones en el punto z.

Observacién 3.1 Siy,y, z, 2" € AC([a,b]) entonces
< Ly,z>=Wu(z,y) = Wi(Z,y)+ <y, Lz >,
Demostracion. Sean y,y/, z, 2 € AC([a,b]), luego

< Ly.z>= [ Ly@zis = [ -y@) + o)yt 2o
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Capitulo 3. El operador de Schrodinger sobre un intervalo

b b

= —/y”(x)i(x)dx+/q(m)y(x)2(x)d$. (3.1)

a a

Ahora, dado que y',Z € AC([a,b]), aplicamos integracion por partes a la primera
integral de (B.1):

- / y'(@)z(x)de = —=(2)y ()], + / Y (2)7 (x)dz. (3.2)

Ademas, puesto que Z', 3y’ € AC(|0, 1]) aplicamos nuevamente integracién por partes
a la segunda integral de la igualdad de (B.2]), asi

luego, se tiene

<Lyz>= —Z(2)y (@), + 7 (@)y(2)l, - fqy(fﬁ)i"(fﬁ)dfﬁ + qu(fﬁ)y(l’)z(l’)dl’

= —Z(2)y(2)], + Z(x)y()l, + f y(z)[-Z"(x) + q(v)Z(x)] dv
= WLz, y) —Wy(Z,y)+ <y,Lz >

|

En este proyecto de tesis trabajaremos con funciones absolutamente continuas

y por simplicidad para el siguiente capitulo, las funciones estaran definidas sobre el
intervalo [0, 1].

Un operador puede ser autoadjunto en cierto espacio de funciones mientras
que en otros no serlo, por ejemplo el operador de Schrodinger es un operador
autoadjunto en el espacio C°([a,b]) de funciones infinitamente diferenciable
con soporte en (a,b), y no es autoadjunto en el espacio C*°([a,b]) de funciones
infinitamente diferenciables, por tal motivo es necesario definir un dominio para
que el operador de Schrodinger sea autoadjunto.

Antes de definir el dominio del operador de Schrédinger y probar que L es
un operador autoadjunto requerimos de algunos resultados que se demostraran a
continuacion.
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Capitulo 3. El operador de Schrodinger sobre un intervalo

Primero probaremos que la ecuaciéon Ly — Ay = g tiene solucion y ademas esta
solucién es unica.

Sea 2* el siguiente conjunto:
0" = {f € L(0,1]) : f, f' € AC([0,1]) v £f € Ly([0, 1])}.

Lema 3.2 Sean c € [0,1], \,a,8 € C, g € Ly([0,1]) y A = ( qg)\ (1)), donde ¢

es la funcién potencial.
Definamos K : C([0, 1], C?*) — C(]0, 1], C?) como

K(u)(z) = / " A(s)u(s)ds

vy w: [0,1] — C? como

w@=(5) [ (ot )

Luego, existe una solucion unica f € Q* del siguiente problema con valor inicial

(L—=XN)y=g cd
y(c) =« (3.3)
y'(c) =7
si y sélo si existe una solucién tnica u € C([0, 1], C?) para la ecuacién
z=K(z)+w. (3.4)

Demostracion. Supongamos que existe una solucién f € Q* del problema con
valor inicial




Capitulo 3. El operador de Schrodinger sobre un intervalo

Definamos u = ( ]{, ), luego u € C([0, 1], C?) y para cada z € [0, 1],

lo cual implica que u = K (u) + w.

Sea u = < Zl ) € C([0,1],C?) solucién de la ecuaciéon z = K(z) + w, luego para
2

cada z € [0, 1] se cumple que

u(@) = o+ / " un(s)ds

umw:5+/7@@—wmxg—a$wa

Como uy(c) = oy uz(c) = B se tiene que uy, uy € AC([0,1]). Més atin, dado que us
es continua,
uy(x) = ug(x), Va € [0,1]. (3.5)

De aqui, u} € AC([0,1]). Luego por el teorema [[LTI], para cada = € [0, 1],

wa) = (o) + [ (sl




Capitulo 3. El operador de Schrodinger sobre un intervalo

y con ello

/ (—uf(s) + q(s)ui(s) — Aui(s) — g(s)) ds = 0, Vo € [0, 1].
Por lo tanto, por el teorema [L.TT],
—uf +quy — My —g =0 cd.

de modo que
(L—=MN)u; =y c.d.

luego u; € * y satisface el problema con valor inicial (33).

Veamos ahora la unicidad de las soluciones. Supongamos que fi, fo € 2* son
soluciones del problema con valor inicial (8:3) y que la ecuacién (3.4]) tiene solucién

s . 1 2 . . .
tnica, luego u; = ( f, ) Y Uy = ( / ; ), como ya vimos, satisfacen la ecuacién
fi 2
o D fi f2
B4), pero como esta ecuacién tiene solucién tnica, L = u = uy = S
1 2
yast fi = fo.
Ahora, supongamos que el problema con valor inicial ([3.3) tiene solucién tnica.
U1 V1 . . . .
Sean u = < ) y U= < ) soluciones de la ecuacién ([B.4]), esto implica, como
U2 V2
vimos anteriormente que uy, v, son soluciones de la ecuacién (3,3)), asi
U1 = U1
y dado que uy = u} y vy = v} (vea ([BH)), se tiene que uy = vq, por tanto
u=v.

Teorema 3.3 Si g € Ly([0,1]) entonces existe una unica solucién f € Q* de la
ecuacion diferencial

(L—=A)y =g, A e G
que satisface la condicion inicial
y(c) = o, y'(c) = 5; a,8€C, cel0,1].

Demostracion. Sean K y w como en el lema 3.2
Veamos que para cada h € C([0,1],C?), n € Ny x € [0,1] se cumple que
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Capitulo 3. El operador de Schrodinger sobre un intervalo

K" (h)(@)l|oe < L1, donde ar(x) = [T |AW)lldy v [A®)I, I denota

la norma matri(nal

Paran =1,

< / AR W) aedy
luego como ()l = maz{[ha(y)],|ha(y)]} < mazscoay{lha(@)], [ha@)]} = 7]l

se tiene que
K (h) ()]s < a1(z)[[h]o-

Si suponemos que [|K™(h)(2)|sw < THhHoo se cumple, veamos que pasa para
n+1,

K™ (B @) e = | / (4)dy 1

< /x Al 1K () ()l oy

por hipdtesis de induccién

I @l < [ 1AL by

Tomando el cambio de variable z = a;(y), se tiene que

ai(z)
0

n!

_ hllee (2N 2@ (aa ()"
ol \n+1/)l  (n+1)

1K @)@l < X e, v e N o)

1] co-

Ahora, como

>l = ol - I < ol 3 <o

n=0 ’ n=0 ’ n=0

AW = méxi<icn D7y |aij]
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Capitulo 3. El operador de Schrodinger sobre un intervalo

para algin M > 0, entonces la serie Y ° , K" (w)(x) converge uniformemente so-
bre [0,1]. Para cada = € [0,1], sea u(z) = Y~  K"(w)(x). De esta manera,
u € C([0,1],C?). Luego, para z € [0, 1],

meﬂ+w®)=/mﬂw§:wa@M%HM@

[

=Y [ AWK @)+ ()

[e.e]

= 3" K (w)() - w(z) + w(z) = u(@).

n=0

Hemos asi probado que la ecuacién (B.4) tiene solucién. Ahora, probemos que la
solucién es tnica.

Supongamos que @ es otra solucién en C([0,1],C?) de la ecuacién (3.4)), entonces
u — U es continua y

u—tu=Ku)+w-K({)—w=Ku)—Ka) =Ku-—ua),
esto implica que v — @ = K™(u — @), para todo n € N U {0}, luego

Ju(e) = 5 o = K70~ ) oo < 2D < 2L

aplicando limite cuando n — oo, para todo x € [0, 1] se tiene que

[u(z) = @(z)[lee = 0,

asi u —u = 0, y con ello se tiene que u = .

Luego, dado que u es solucién unica de la ecuacion ([3.4), por el lema [3.2] se tiene
que existe una unica solucién de la ecuacién (£ — )y = g que satisface la condicién
inicial
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Capitulo 3. El operador de Schrodinger sobre un intervalo

|

El teorema 3.3 nos garantiza la existencia de la solucion a la ecuacion —y” +qy =

Ay. En este caso estamos tomando g = 0 y s6lo requerimos que la funcién ¢(z) sea
una funciéon Lebesgue integrable.

Ejemplo 3.4 Consideremos la funcién potencial ¢ € L(]0, 1]), % € R y la ecuacién
2

B
5—M+qy—Ay=o (3.6)
m

La ecuacion de este ejemplo podemos verla como

redefiniendo se tiene
-y +qy — My =0,

donde ¢; = 2,,1—’;%1 v A= in—@)\.

La ecuacion (B6) es fundamental en mecdnica cuantica ya que describe las
energias y los estados estacionarios que caracterizan una particula en un campo
de fuerzas que deriva del potencial ¢ = ¢(z), independientemente del tiempo, [15].

o

El Wronskiano de dos soluciones de la ecuacién Ly = Ay es constante, lo cual se

prueba en el siguiente teorema.

Teorema 3.5 Sean ¢(z,\) y #(x,\) dos soluciones de la ecuacién Ly = Ay. El
Wronskiano de la funciones ¢ y 6 es una funcién que no depende de x.

Demostracion. Recordemos que el Wronskiano de ¢ y 0 se define como

W(¢($, )‘)7 Q(I, A)) = ¢($, )‘)el(xv )‘> - ¢/(x> )‘)‘9(‘7;7 )‘)

Para ver que el Wronskiano no depende de z, calculemos su derivada
%W(Qb, 9) = % (¢(x> )‘)9,(377 )‘) - ¢/($, )\)9(.23, )‘))
= ¢(x, \)0"(x,\) — " (z, \)0(z, \).
Dado que ¢ y 6 son soluciones de la ecuacién Ly = Ay, se tiene que

%W(Qba ‘9) = [Q(x) - A]Qb(x? )\)9(1’, )‘) - [Q(x) - A]Qb(x? )\)9(1’, )‘) - 07
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Capitulo 3. El operador de Schrodinger sobre un intervalo

sin importar el valor que tome x, por lo cual, efectivamente el Wronskiano de ¢ y 6
no depende de .
|

Por otro lado, hay una férmula explicita para el Wronskiano de dos soluciones de
la ecuacion y” +a(z)y’ +b(z)y = 0, la cual se conoce como férmula de Abel-Liouville.

Teorema 3.6 (Formula de Abel-Lioville para el Wronskiano) Si yi,y0 : I — R
son soluciones de la ecuaciéon y” + a(x)y’ + b(z)y = 0, donde a,b € L([0,1]), el
Wronskiano de ambas soluciones verifica que

W (ys,ys) = CeJ 2@,

Demostracion. Sean yi, yo soluciones de la ecuacion y” + a(x)y’ + b(x)y = 0, por
tanto

Yl + a(z)yy +b(x)y, =0 (3.7)
Yy + a(z)yy + b(z)ye = 0. (3.8)

Si multiplicamos la ecuacién (B.7) por yo y la ecuacién (B.8) por y; se tiene lo
siguiente

Y1y + a(x)yry2 + b(x)y1y2 = 0 (3.9)

Yay1 + a(@)yay1 + b(x)yayn = 0 (3.10)
igualando la ecuacién ([B9) y la ecuacién ([BI0) se tiene que
(1195 — Y1v2) + al)(y19s — Yiy2) = 0

lo cual es equivalente a

W (,02) + )W (3, 2) = 0 .11

La ecuacién (B.I0)) es una ecuacién diferencial de primer orden que podemos resolver
facilmente por el método de factor integrante, obteniendo como solucién

W(y1,y2) _ Ce—fa(t)dt
Por lo que hemos probado la férmula de Abel-Liouville. [ |

Dado que nosotros trabajamos con la ecuacién Ly = Ay, a(z) = 0. Esto implica
que en la férmula de Abel-Lioville el término de la exponencial desaparece, reafir-
mando con ello que el Wronskiano de dos soluciones de la ecuacion Ly = Ay es
constante, es decir no depende de x.
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Capitulo 3. El operador de Schrodinger sobre un intervalo

Lema 3.7 Sean g € C([0,1]) y uy, ug, v}, uf, € AC([0,1]) que satisfacen la ecuacién
(L—=A)u=0y W(uy,ug) = 1. Consideremos ¢ € [0,1], si f:[0,1] — R se define
por

f(z) = wi(x) (a + /z uz(y)g(y)dy) + ua() (5 - /x ul(y)g(y)dy) , a,B€eC,

(3. 12)
entonces

r) =) (a+ [Cutewar) +ww (5 [ uwema)  6)

para toda = € [0, 1], ademds f pertenece a Q* y satisface la ecuacién (L — M) f =g
c.d.

Demostracion. Sean hy(z) = o+ [T us(y)g(y)dy v ho(z) = 8 — [ ui(y)g(y)dy,
como u1g y uzg son continuas, diferenciando la ecuacion (23] se tiene que

)=o) (a+ [uaatiy) + i (5= [Cuwoma).

Luego como u), uy € AC([0,1]), existe un conjunto N de medida nula tal que f’ es
diferenciable sobre [0, 1] \ N. Considerando a = € [0, 1] \ N, se tiene

f'(@) = (@) (a+ []ua(y)g(y)dy) + v (2)us(z)g(2)
+ug(x) (8= [ w(y)g(y)dy) — uh(z)ui (x)g(x)
= uj(z) (a+ [ ua(y)g(y)dy) +us(x) (8~ [ wi(y)g(y)dy)
W (1, up)g () (3.14)
= (q(@) = Nur(@) (o + [ ua(y)g(y)dy)
+(g(2) = Nua(2) (6 = [ wi(y)g(y)dy) — g()

= (q(x) =N f(z) — g(x)

y con ello

Lf(x) = Af(z) =—f"(x)+q(x)f(z) = Af(z)
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Por lo anterior vemos que f satisface la ecuaciéon (£ — \I)f = g casi en todo punto.
Notemos ademds que Lf € Ls(]0,1]) y por las ecuaciones ([23) y (B13) se tiene
que f € Q*. Por tanto, hemos probado el lema.

|

Observacién 3.8 De (B.14) se observa que f” € L([0,1]), dado que ) y uf) son
absolutamente continuas, y por tanto uf, u} son Lebesgue integrables.

Lema 3.9 Sean «, 3,7, d € C, entonces existe una funcién f € Q* tal que f(0) = «,

fO) =8, f() =~y f(1)=0

Demostracion. Consideremos «, 3,7, € C. Sean uy, uq, vy, vy € £2* soluciones no
triviales de la ecuacién (£ — AI)u = 0 con condiciones iniciales u1(0) = u4(0) = 1 =
v1(1) = v4(1), u)(0) = ug(0) =0 =vi(1) = va(1) y g € C([0,1]). Por el lema B.7,

e =) (a+ [ wetr) +ut) (5= [“utisa)

fo(x) = vi(2) (7 + /1 ) vz(y)g(y)dy) + v2(2) (5 - /1 mvl (y)g(y)dy)

son soluciones de la ecuacién (£ — AM)u = ¢ c.d., ademds satisfacen que

f1(0) =, f1(0) = By fo(1) =, f2(1) =

Al definir la funcién f como sigue

F) = ( I u2<y>2vz<y>2dy)2 ful@) + ( | u2<y>2vz<y>2dy)2 fala),

se tiene
2( / dy) 2 (2)? z(x)2f1(x)+( /fm(y)%%(y)dy)zf{(x)

+z( [ s dy) o (2)? 2(x)2fz(x)+< /lmw(y)QW(y)zdy)Qfé(x),

y por tanto
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2

£(0) = (/10 uz(y)%z(yfdy) B,

Dado que

< /1 0 uQ(.y)21)2(@J)20l.y)2 = (— /0 11L2(@/)21)2(.y)20l.y)2 = < /0 1uQ(.y)2?fz(@/)26i@/)2

2
y como m = (fol ua (1) vy (y)2dy> # 0, pues uy, us € 2* y son soluciones no triviales
de la ecuacion (£ — Al )u = 0, se tiene que la funcién

:

f=2
m
satisface que f(O) = a, f(l) =7, f’(O) =08y f’(l) — 4. Note que f, f' € AC([0,1])

y ademds es facil verificar que Lf € Ly([0, 1]), basta con obtener f” y asociar unos
términos de Lf. Asi f € Q*. [ |

Lema 3.10 Supongamos que V es un espacio de vectores sobre el campo C. Si
I,1q,...,l, son funcionales lineales definidos en todo V' tal que [y,...,[, son lineal-
mente independientes y (\;_, Ker(l;) C Ker(l), entonces [ = > " a;l; para algunas
constantes o € C.

Demostracion. Sean lq, . . ., [, funcionales lineales linealmente independientes. Se
define la aplicacién
H:V —C"
fr= (), () -
Esta aplicacién es sobreyectiva, pues si = (21 ...,2,) € Ran(H)* entonces

> zili(f) =0,
j=1

para toda f € V, asf dado que [y, . . ., l,, son linealmente independientes, Ran(H)* =

{0}. Por lo cual existen vectores fi, fo,..., fn € V tales que
i(fs) =0 paraj#k
Li(f;) =1
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Para f € V,
F= YOS € () Kerlh)
v asi B B
1)~ YL =0
Por tanto, basta tomar a; = I(f;). . m

Proposicion 3.11 Sea H un espacio con producto interior y £ un subespacio de
H tal que E = H. Si h € H es tal que para cada e € E, < e,h >= 0, entonces
h =0.

Consideremos los siguientes conjuntos

O ={fe:f(0)=0,f(1)=0y f(0)=0,f(1) =0},
V={veQ :Wyv,v)=0AWy(7, f)#0 para algin f € Q*} (3.15)

W={weQ : W (w,w)=0AW,(w, ) # 0 para algiun f € Q*}, (3.16)

donde Wy(-,-) y Wi(-,+) denotan al Wronskiano de dos funciones evaluadas en 0 y
1, respectivamente. Sean v € V y w € W fijos, definimos el siguiente conjunto

Quw ={f € Q" :Wy(v, f) =0 A Wy(w, f) = 0}.

Consideremos al conjunto €, como dominio del operador de Schédinger.

Para que el operador de Schrodinger sea un operador autoadjunto se requiere
que su dominio consista de funciones en 2%, las cuales cumplan ciertas condiciones
de frontera, estas condiciones se conocen como condiciones de contorno separadas,
entre ellas se encuentran las condiciones de Dirichlet, de Neumann y de Nicoletti.

= Condicién de Dirichlet
f(0) =0,
f(1) =0.
Para este tipo de condiciones basta tomar v € V de tal manera que v(0) = 0
y v'(0) = 1, de esta manera se tiene que f(0) = 0. Considerando w € W tal
que w(l) =0y w'(1) =1 se tiene que f(1) = 0. Asi, el dominio del operador
de Schrodinger es el conjunto

Qo ={f €Q7: f(0) =0y f(1) = 0}.
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= Condicién de Neumann

f(0) =0,
(1) = 0.

Similarmente, consideramos v € V tal que v(0) = 1y v/(0) = 0, w € W tal
que w(l) =1y w'(1) =0, de aqui f'(0) =0y f'(1) = 0. Por tanto

Quu={feQ :f(0)=0y f(1) =0}

= Condicién de Nicoletti

{ f(0) =0, . { f'(0) =0,
f'(1) =05 f(1)=0.

@)

En este caso tomamos v € Vy w € W tales que v(0) =0y ¢'(0) = 1, w(l) =1
y w'(1) =0,0bienv eV yweW tales que v(0) =1y v/(0) =", w(l) =0y
w'(1) =1, asi

Quy ={f€Q": f(0) =0y f'(1) =0},

Q= {f €2 : f(0) =0y f(1) = 0}.

Las condiciones anteriores hacen que con el dominio 2,,,, para cualesquiera v € V
vy w € W, el operador de Schrodinger sea un operador autoadjunto. Este hecho lo
probaremos mas adelante.

Teorema 3.12 Si v € V entonces para f,g € Q% se cumple:

Wo(v, f) =0 = Wo(v, f) =0 (3.17)

WO(,Umf) = WO(,Umg) =0 - WO(?? f) =0. (318)
El resultado también es valido para dos funciones evaluadas en 1.

Demostracién. Sea v € V, luego Wo(v,v) = 0 y existe f € Q* tal que Wy (T, f) # 0.
Probemos ([B.I7). Supongamos que Wy (v, f) = 0, entonces

~

Wo(@, /)Wo(v, f) =0,

esto es
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— — —/

Al sumar - '(0)f(0)5(0)f(0) — v'(0)f(Q)(0)F(0) ¥ T(O)F(0)u(0)f (0) —

7(0) £(0)u(0)f (0) a la expresién anterior y asociando términos, se tiene

e = = e

0="0(0)f(O)[0)f (0) = FO)'(0)] +v'(0) F(0)[(0) £(0) = v(0)f (0)]

= —/ = —/

+0(0)"(0)[£(0)£(0) = f (0)F(0)] = 7' (0)u(0)[f(0)£'(0) = f (0)£(0)]

—[v(0)v'(0) = v'(0)v(0)] [?l(o)f(o) — f(0)1(0)],
luego, como Wy(7,v) =0,

e =

asi
/

[(0)f'(0) = £(0)7 (0))[v(0)F (0) — +'(0)F(0)] =0 = 0.
Dado que W (v, f ) # 0 se cumple que

Wo(U,T) = 0

Ahora supongamos que Wy(v, f) = 0, esto implica que
WO(”?T)WO(@a f) =0.

Si hacemos un procedimiento similar al anterior, desarrollamos, sumamos y restamos

~ —

los términos T(0) f (0)v/(0)£(0) y (0)F(0)v(0)f (0), obtenemos que

Asi
[0(0).£'(0) = v'(0) £(0)][0(0) £(0) — 7'(0) f(0)] = 0 = 0;

pero como Wy (7, f) =0, se tiene que
WO(Ua f) = 0.

Para probar que (3.I8) se cumple, supongamos que Wy (v, f) =0y Wo(v,g) = 0.
Por (B.17) Wy(v, f) = 0, entonces

— ~

Wo(v, /)Wo(f.9) =0,
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desarrollando, sumando y restando los términos v'(0)f(0)g(0)f (0) 'y

v(0)f (0)¢'(0)F(0), se obtiene

=/ = — =

[—v(0)f (0) +v'(0)£(0)][g(0) f

luego
esto es

lo cual implica que

Lema 3.13 Paracadav e Vyw e W, L es simétrico en (,,.

Demostracion. Sean y, z € §y, luego y,v/, 2,2 € AC([0,1]), asi por la observacion
B se cumple que

(Ly, 2) = Wo(Z,y) = Wi(Z,y) + (v, L2).
Luego por [BI8) se tiene Wy(Z,y) =0y Wi(Z,y) = 0, por tanto

(Ly, z) = (y, L2).

Observacién 3.14 El operador £ es simétrico en 2y, pues 27 C Q.

Lema 3.15 Sean uy, ug, uj, uy € AC([0,1]) tales que satisfacen la ecuaciéon Lu = 0,
y W (uy,uz) = 1. Considere h € Lo([0,1]), si k € Lo([0,1]) es tal que (Lf, h) = (f, k),

para todo f € {1, entonces existen h € QO v constantes aq, as tales que Lh =k y
h=nh + U1 + QaUa.

Demostracion. Sean h, k € Ly([0, 1]) tales que (Lf, h) = (f, k) para cada f € (2.
Por el teorema [3.3], existe h € Q* tal que Lh = k.

Se definen los funcionales [ : C([0,1]) — C y [; : C.([0,1]) — C, i = 1,2.

o) = [ -

>

)9,
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Los funcionales [ y Il son linealmente independientes, en efecto, sean aq, oy € C,
supongamos que a1l + asly = 0, esto es, para cada g € C([0,1])

1 1
aa/uw+a{/uw=0
0 0

1
/ (Oélﬂl + Oégﬁg)g = 0, Vg € C([O, 1]),
0

luego

Asi, por la proposicién B.11]
a_1u1 + Oé_QUQ = 0,

pero como W (uq,uz) = 1, ug, ug son linealmente independientes, se tiene que oy = 0
y ap = 0 y por lo tanto [; y s son linealmente independientes.

Veamos que Ker(ly) N Ker(ly) C Ker(l). Sea g € Ker(ly) N Ker(ly), luego

1
/ g =14(g)=0
0

1
/ U9 = la(g) = 0.
0

) )
f= Ul/ U29+U2/ urg
0 0

cumple que f(0) =0 = f(1). Ademas por el lema 31 f € QF,

A ) B B ¢) B
= Ul/ U29+U2/ uirg
0 0

f0)=0=f(1).

Por lo tanto la funcién

y Lf =g cd., asi

Luego f € 4, en consecuencia
Jo(h=h)g = [{(h=h)Lf = [} (RLf — L)
= (Lf.h) = (Lf.h) = (f.k) = (Lf.h)
= (f.k) = ([, £h) (3.19)
= (f,k) = (f,k) = 0.
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La ecuacién (3I9) se debe a la observacion Bl y a que f(0) = f'(0) = f(1) =
/(1) =0, por lo cual g € Ker(l). Por el lema B0, | = a;l; + asly, asi para cada
z € C([0,1])

1(2) = aili(z) + asla(2),

1 1 1
/ (h—h)z:ozl/ a1z+a2/ UZ.
0 0 0

1 _
/ (h —h — aqiiy — aplin)z =0 Yz € C([0,1])
0

esto es

Asi

esto implica, por la proposicion B.11] que

h—h—aqu; — agus =0
y por tanto ~
h = h + aqu; + agus.

Teorema 3.16 El operador £ con dominio §2; es densamente definido, esto es,
Q= Ly([0,1]).

Demostracion. Supongamos que € # Ly([0,1]), luego Qf # {0}, asf existe
k € Qf tal que k # 0.
Tomemos uy, us, uy, ufy € AC([0,1]) tales que satisfacen la ecuaciéon Lu = 0 y el
Wronskiano (uy,us) = 1. Por la observacién B podemos tomar h € Ly([0,1]) tal
que (Lf, h) = (f, Lh), para toda f € Q. Sea ky = Lh y ko = ki + k, luego ky # ky
y para cada f € €1y,

(fik2) = {fi kv + k)= (f. k) + ([ F)
:<f7k1> = <‘Cfah>

es decir

(LI h) = ([ k2) Vfe.

Entonces por el lema [3.15] existen l~11, l~12 € OQ* y escalares a1, (19, a1, (ipg tales que
Lhy = ki, Lhy = k2,

h = iLl + 11Uy + QpoUs

h= hg + Qo1Uq + 9o U9,
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esto implica que
hi 4+ a11uy 4 gt = hg 4 a1y + g,

asi
hy — hy = (21 — oq1)ug + (e — aq2)us,

luego . .
E(hl — hg) = (a21 — all)ﬁul + (agg — Oém)ﬁ’dg = O,

de aqui se tiene que
Lhy = Lhs,

esto es
kl = k27

lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto hemos probado que £ es un operador
densamente definido.
|

Teorema 3.17 Para cada v € V y w € W, el operador £ con dominio €2,, es un
operador autoadjunto.

Demostracion. Por el lema [3.13 sabemos que £ es un operador simétrico y como
Q C Quu, por el teorema 310 se tiene que €2, = Lo([0,1]), por tanto nos resta
probar que D(L*) C €.

Sea h € D(L*), entonces existe k € Ly([0, 1]) tal que
(Lf,h) = (f.Fk) V€ Quu; (3.20)

luego, por el lema .15 existen h e QF y constantes ag, oy tales que Lh =k y
h = h + aju; + asus, lo que implica que h € Q*.

Por otra parte

<£f7 h> = WO(E7 f) - WI(E7 f) + <f7/:’h>
= Wo(h, f) — Wi(h, f) + (f, Lh)

= Wo(h, f) = Wi(h, f) + (f, k),

asi, para cada f € Quu, Wo(h, f) — Wi(h, f) = 0. Sea f € Qu, por el lema B9,
existe g € 2* de tal forma que
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Notemos que

Wo(v,g) = v(0)g'(0) — v'(0)g(0) = v(0)f(0) — v"(0)£(0) = W (v, f) = 0

asi g € Q.

Ahora

de aqui se tiene que B
V€ Quw, Wo(h, f) = 0. (3.21)

Por el lema existe g1 € 2" tal que
91(0) =v(0), 4¢1(0) =2'(0), :(1)=0, gy(1)=0;
luego
Wo(v, g1) = v(0)g1(0) — v'(0)g1(0) = 0

y
Wi(v, g1) = v(1)gy(1) —v'(0)g1 (1) = 0,

ast, g1 € Q.

Finalmente, observemos que

Wo(h,v) = h(0)v'(0) — h (0)v(0)
= 1(0)g}(0) — (0)g1(0)
= WO(E> 91) =0,

asft Wy (v, h) = 0. Luego por el teorema 312
Wo(U, h) =0.

De igual manera se prueba que Wi(w, h) = 0. Por lo tanto h € €.

Con todo hemos probado que £ es un opeador autoadjunto en €2,,,. [ |
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3.1. Propiedades espectrales

En esta seccion veremos algunas propiedades que cumple el espectro del operador
de Schrodinger L, es decir el conjunto de valores propios de £. Consideraremos como
dominio de £ al conjunto €2,,,.

Definicién 3.18 Sea A : D(A) — H un operador lineal y A € C. Decimos que A
es valor propio de A si existe y # 0 € D(A) que satisface la ecuacién

Ay = A\y.

A y se le conoce como funcidn propia y el conjunto de valores propios o(A) se conoce
como espectro de A.

Lema 3.19 Todos los valores propios de £ son reales.

Demostracion. Sea A un valor propio y y € €2,,, su funcién propia correspondien-
te, luego

Alyl? = (A\y.y)
= (Ly,y) = (y, Ly)
= (y, \y) = Allyll*,
esto implica que A = \. Asi \ es real. [ |

Lema 3.20 Sean y(x, \1), z(z, A2) € €, funciones propias correspondientes a los
valores propios A\; y As respectivamente de la ecuacién Ly = Ay. Si A\; # Ay entonces,
las funciones y y z son ortogonales, es decir

<ya Z> = 0.

Demostracion. Sean A\, Ay valores propios de Ly y, z € (), sus correspondientes
funciones propias. Supongamos que A; # A, luego como L es simétrico, se tiene que

(Ly,z) = (y, L),

esto es
<>\1y7 Z> = <y7 )‘2Z>‘

Por el teorema anterior A\; y Ay son reales, asi

MY, 2) = Aoy, 2),

luego
(M = A2)(y, 2) =0,
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y dado que \; # Ag se tiene que

(y,2) = 0;

por tanto y y z son ortogonales.
|

Teorema 3.21 Los valores propios de £ son simples, es decir, la multiplidad
geométrica es 1.

Demostracion. Supongamos que A es un valor propio de multiplicidad geométrica
mayor que 1. Luego existen dos funciones propias yq,y2 € L, correspondientes al
valor propio A, tales que

WO(U7y1) = 07 WO(U7 92) - 07

Wl(w7 yl) - 07 Wl(w7 92) = 07

asi por ([B.I7) del teorema 312 se tiene que Wy(v,7,) = 0y Wi(w,7,) = 0, luego
por ([B.I8) del teorema 312

0 = Wo(T1,y2) = Wo(y1, v2),

0 =Wi(7y, y2) = Wi(y1,y2)-

Por otro lado, por el teorema sabemos que en cualquier punto el Wronskiano
debe ser constante, en este caso la constante es igual a cero, de aqui se tiene que ¥
y Y2 son linealmente dependientes, esto es

Y1 = ayo,
por tanto A\ debe ser un valor propio simple. W

Lema 3.22 Supongamos que A € p(L). Entonces existen soluciones ug(z, \) y
u1(s,\) de la ecuacién (L — AI)f = 0, las cuales pertenecen a §2,,. Ademéds el
resolvente de L esta dado por

(L—A)""g(x) :/o G\ z,y)g9(y)dy

donde ( w )
_ Uy )\,%UQ )‘7?/7 xzya
G 2,y) = { uo(A, D)\, y), =<y,
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Demostracion. Por el teorema B3] existen vy, vy soluciones de la ecuacién (£ —
M)y = 0, tales que W (v, vo) = 1. Consideremos la funcién f = (£ — AI)"1g € Quu,
por el teorema [3.7,

T 1
)=o) (ot [ i)+ (5+ [ o).
0 T
Tomando vy, v9 de tal forma que
v1(0) =1 = vy(0), v (1) = 0 = v(1),
se tiene que a = f(0) y 5 = f'(0) — fol v1(y)g(y)dy, por otro lado si tomamos a vy, vy

como sigue
vi(1) =1 =wy(1), (1) = 0 = (1),

o= f(1) = [y v2(y)g(y)dy y B = f(1). Si suponemos que f(0) = f(1) = f'(0) =
f'(1) = 0, entonces

0 = v1(0)a + v2(0) (5 + /01 vy (y)g(y)dy) ;

ozvxma+vxm(ﬁ+[fm@mwm4y

0=uv(1) (a + /Olvg(y)g(y)dy) + v2(1) 3,

0= 340 (a+ [ gt ) + o505
De aqui, « = 3 + fol v1(y)g(y)dy = a + fol v2(y)g(y)dy = 8 = 0, esto implica
| sty = [ vatgtn=o.

Si suponemos que f(1) # 0, existe uy tal que (£L—A)u; =0y

ur(1) = f(1), uy(1) = f'(1),

y ademaés satisface que Wi (w,u1) = 0. Sea h tal que (L —A)h =0y

h(1) =0,
iy L
"= 50
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luego
Wi(ur, h) = un (1A' (1) = vy (1)A(1)

= f(OA (1) = f(1)h(1)

_ 1 _
=/ =1
Asi, por el teorema 3.7

F() = (o) (a* n / z h(y)g(y)dy) wa) (54 [ wwaay).

Tomemos a* =1 — fo y * = 0, entonces

F1) = u(1)
y

luego, por el teorema [3.3]

Por tanto

F(2) = () (a* -/ ' h(y)g(y)dy) +hia) [ u(w)a(w)dy.
Por otro lado, existe us tal que (£ — Al)us = 0 y
1s(0) = £(0),
u4(0) = £(0),

ademds cumple que Wy (v, us)

Wo(ur, ug) = u1(0)us(0) — 13 (0)uz(0)

u1(0)f'(0) = u1(0) £(0)

Oy
/
Ug

= )[4 0)a" 4 10) [ ws(s)ot0)s]

— (0 [1x00" +10) [ 1)
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Pongamos 3 = fol u1(y)g(y)dy, de aqui se tiene

Wo(uy, %) = 1.
Luego
)=o) (a+ [ Dg0par) + 2D (54 [t
Como f(0) = uy(0), a =0, 3 =8 — fol u1(y)g(y)dy =0,y si ug = %, entonces
)=o) ([ watotoiin) + o) ([ )
Por tanto .
(L—A)""g(x) :/o G(X z,y)g(y)dy
donde

(N 2)ue(Ny) x>y,
G()\,$,y) - { uo()\,x)ul()\ay) Z S Y-

Proposiciéon 3.23 Sea z € p(£) y A € C\{0}. Luego A es valor propio de (L—z1)~!
respecto al vector propio ¢ si y s6lo si + es valor propio de £ — zI respecto al vector

i )
propio ¢.

Demostracién. Consideremos el valor propio de A € C\ {0} de (£ — 2I)~!, luego

(E - ZI)_1¢ = )\Qsa

asi
o =(L—=2D)\o
=ANL—-zl)¢
esto implica
6= (L= =00,
Por tanto, % es valor propio de £ — zI, de la misma manera se prueba el reciproco.

Proposicion 3.24 Sea z € C, luego A € C es una valor propio de L respecto al
vector propio ¢ siy sélo si z+ A es un valor propio de L respecto al vector propio ¢.
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Demostracion. Consideremos z € C, luego
(L—zDp=X o <= Lo—zp= X
< LP =20+ \p

= Lo = (24 N\)o.

|
Proposicién 3.25 Para cada z € p(L£) con z € R, se tiene que
1) L — 21 :Qyy —> Lo([0,1]) es simétrico.
2) (L —2zI)71: Ly([0,1]) — Qyy es simétrico.
Demostracion.
1) Sean f, g € Q, luego
(L=zD)f,9) =(Lf—2zf9)=(Lfg)—=(]9)
= (. Lg) — ([, 29) = ([, Lg — zg)
= (,(£L—=2zD)g).
2) Sean g, h € Ly([0,1]) y sean h = (L — zI)"'h, j = (L — zI)~'g. Luego
(L—2z0)"tg,n)y ={((L—20)"'g,(L—2D)(L—=zI)"'h)
= (3, (L — zD)h) = (L — 21), )
= (g, (L —zI)""h).
|

Una de las propiedades espectrales importantes del inverso del operador de
Schrodiger se enuncia en el siguiente teorema. Este teorema nos da la existencia
de una sucesién infinita de valores propios del operador inverso de L. Existe una
relacién entre los valores propios del operador inverso y los valores propios del ope-
rador £, la cual se muestra en resultados posteriores, esta relacién nos va a permitir
resolver la ecuacion (£ — zI)y = f.

Teorema 3.26 Si z € p(£) con z € R entonces
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Capitulo 3. El operador de Schrodinger sobre un intervalo

a) El operador (£ —2I)"1: Ly([0,1]) — Q4 tiene una sucesién infinita de valores
propios reales tales que

Xo| = M| = [Ae] == || = M| = -

lfm |Ax| = 0.

k—o0

b) Para cada conjunto {1y, y,...} de manera que ||¢,|ls = 1y 'Y, = A\, se
tiene que {1y, 1y, ...} es un conjunto ortonormal completo en Ly(]0, 1]).

Demostracidén. Por la proposicién B.28], (£ — 2I)~! es simétrico. Ademds por el
lema [3.22]

(£==D" ) = | Glangar

donde
_J w@)u(y) = >y,
o) = { wo(@)us(y) @< y.

Seal = (L—2zI)~'. Dado que G es continua sobre [0,1] x [0, 1], T : Ly([0, 1]) — Quy

es un operador compacto simétrico y, por tanto, por el teorema 28 si A = ||['|
entonces A o —\ es valor propio de I'. Denotemos a este valor propio por Ay y por
¢, su respectivo vector propio normalizado, es decir ||¢,|| = 1.

Como )\ es real, sin pérdida de generalidad podemos suponer que ¢, es una funcién
de valores reales. Consideremos la funcion

Gi(z,t) = G(x,1) = Modo(x) (1)
Dado que ¢, € 2, G; verifica las mismas propiedades de regularidad que G, mas

aun, como G(z,t) = G(t,x) para toda (x,t) € [0,1] x [0, 1], entonces G; también
satiface esta propiedad. Si se define

Fl : LQ[O, 1]) — va
CcOmo

Iy(g) = / Gy (2, D)g 1),

entonces I'1(g) = T'(g) —X\o@Po () fol ¢o(t)dt y por tanto, I'y (g) € . Asi Iy estd bien
definida. Ahora como (| es continua, se tiene que I'; es compacto. Probemos que
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Capitulo 3. El operador de Schrodinger sobre un intervalo

I'; es simétrico.

(Tig, f) = [, Thg(a)f(z)dz
= [} [ G t)g(t) T () dudt
=y Jy Grlw g () F (x)dtdz
= Jo Jy Gilw, O)F (w)dwg(t)dt

= [ [ G, ) f(a)dag(t)dt
= [T f(t)g(t)dt = (g, Tf).

Por el teorema 28, tomemos A; valor propio de I'y tal que [A;] = [|T'1]|. Sea ¢, su
respectivo vector propio normalizado, suponemos sin pérdida de generalidad que ¢,
es una funcién de valores reales. Demostremos que ¢, es vector propio de I' respecto
al valor propio A\;. Observemos que, para cada f € Ly([0, 1]), se tiene que

(Difyd0) = Jo Tuf (2)g()da
= Jy Jo Grlw0)f (0)dt(y(w))da
=hha (H)po(x)dtdr — [, [ Mot (2)(t) f (t) () dtdx
= [ [} Gt 2)¢o(x)da f(t)dt — N [ Ga(x)dz [ do(t)dt
= Jo T () F(£)dt — No [y b () f(t)dlt

— [INGo(0) F (1) — [ Ao (1) £ (2) = 0.
Es decir, ¢, € I'1(L2([0, 1]))*. En particular

0= <F1¢7¢0> == )\l <¢1a ¢0>

Si suponemos que ||F1|| # 0, entonces ¢, es ortogonal a ¢,. Asi

Téi(x) = Jy Gla,)éu(t)
= [y 1G1(,1) + Mo ()60 (1)] @y (t)dt
= Jo G, 0)0,(£)dt + Modo(@) fy do(t)d, ()dt
= Jo Gi(@, ) (H)dt = T, (x) = Ay ().
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Capitulo 3. El operador de Schrodinger sobre un intervalo

Resumiendo lo anterior se tiene:

n Ay = [0

¢, es una funcion de valores reales.
o, = Moy

[f1]l2 = 1.

¢ € (T1(La([0, 1))

= Si[[I'y]] # 0 entonces (¢, ¢p) = 0y I'dy = Aighy.

Similarmente a lo anterior, definimos

Go(z,t) = Gi(x,t) — Mgy ()9 (2)

Ty(g)(x) = / Gala Dg(t)dt.

Luego Go(z,t) = Gy(t, z) para cada = € [0, 1] x [0, 1], por tanto, 'y es un operador
compacto simétrico. Sea A valor propio de Iy tal que |X2| = [T y ¢, una funcién
de valores reales con ||@y|la = 1 tal que Tagy = Aady. Luego ¢; € To(Lo([0,1]))4,

por tanto 0 = (I'yd,, 1) = (Aathy, ¢1) = Ay, ¢1). Supongamos que ||I'y]| # 0, luego
(¢g, d;) = 0. Asf T'1¢y = Xahy. Por otra parte, como ¢, € (Ly([0, 1]))*, se tiene que

0= <F1¢2, ¢0> == <)\2¢2a ¢0> = )\2<¢27 ¢0>7

y por tanto
Loy = Aoy

Siguiendo con este procedimiento construimos un sucesién infinita {\,} de valores
propios de I" siempre y cuando cada ||I',,|| # 0. Observemos que si para algin n € N,
|IT.|| = 0 entonces I',, = 0, asi para cada f € Ly(]0, 1]),

0=T,(f)=0T(f) — z_:qubj(f? ;)

lo cual implica que
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es decir

—_

n—

f: )\J<f>¢]>([’_21)(¢])7

<.
I
o

esto es una contradiccion cuando f no es continua.

De acuerdo a la construccién de los valores propios, se observa que

1T = [I0(@0) |2 = 1A ll2 = [M] = IT1l] = [IT1(2)]l2 = IA2all2 = [Aa| = [ITaf = - -

es decir
Aol = [Au] > [ M| = [Arga| = -

Si para cada n € N, se define ¢, (z,t) = ¢, ()¢, (t), la sucesion {¢,, }nen €s un
conjunto ortonormal en Lo([0, 1] x [0, 1]). Los coeficientes de Fourier de la funcién
G se calculan como sigue:

(G,p,) = /01 /01 G(z,t)p, (x, t)dxdt

_ /01 (/01 G(x,t)qbn(t)dt) ¢ (2)dx

- / P(6,) ()6 (x)dz

0

1
— / @2 (z)dx = \,.

0

Utilizando la desigualdad de Bessel, obtenemos

o0 1 1
ZAig/ / G, ) Pdadt < oo.
n=0 0 Jo

Por lo tanto,
lim |A,| = 0.
n—oo
Sea {1y,1,,- -} un conjunto en Ly([0,1]) tal que [[¢,]ls = 1y ', = A1),
probemos que es un conjunto ortonormal completo en Lo ([0, 1]). Por el lema B.20],
{1g, 1y, -} es un conjunto ortonormal. Mostremos primero que para cada y € €2,

se tiene que
[e.e]

y=> .0, (3.22)

n=0
en la norma de Ly([0, 1]). Sea y € Q,,,. Pongamos f = (L — 21 )y, luego y = I'f. Por
lo tanto,
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Asi,

Jv- St w30

n=0

2

m—1

D IPRTESIA
n=0

= [Tl

< IPallfl:
)

lo cual implica que la igualdad (3:22)) es valida en Lo ([0, 1]).

Sean f € Ly([0,1]) y € > 0. Como Q,, = Lo([0,1]), existe y € Q,, tal que
If = yllz < §. Por la igualdad (8.22)), existe Ny € N tal que para cada N > Ny,

€

N
Hy—zw,%)% , < 3

n=0

Para N > N, se tiene que

N N
1Al < IF =D () alla+ 1D (F )8l
n=0 n=0

= [IF =D _(F) bl + <Z<f,wn>wn,z<f,wn>wn>

N N
n=0

n=0

También, por la desigualdad de Bessel,

N
S THEUIP < Sl

n=0
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Asi
N
n=0
N
< N =ylla+ by =D )l
N n=0
I =y )l
n=0 N
< N =ylla+ lly =D ea)alla
n=0
N
[ DK =y )
n=0
N
< N =wle+lly =D W) Callz+ 1f =yl
"
< 2f =yl + ly =D, vl
n=0
< 22 + % =€
Por lo tanto,
1115 = [KF ),
n=0
lo cual implica que
F=Y (f)y
n=0
en la norma del espacio Ls([0, 1]). |

Observacion 3.27 Los valores propios de I' son exactamente los obtenidos en el
teorema [3.20

En efecto, supéngase {\,} como en el teorema y sea {t¢,} un conjunto en
Ly(]0,1]), tal que ||[¢,]l2 = 1y T'Y,, = A1), Si existiese un valor propio A de I' que
cumpla que A # A, para cada n € N, y fuese ¢ # 0 el vector propio correspon-
diente, se tendria por el lema[3.20, que v es ortogonal a todos los vectores propios ,,.
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Luego por la completitud de {1, 1y, -} se tiene que

el =) 1. vn)* =
n=0

lo cual es una contradiccién por el hecho de ser v continua y diferente de 0.

Observaciéon 3.28 Sean z € p(L£) con z real, {\,} todos los valores propios de £ —
zI diferentes de 0 y {¢,,} un conjunto de Ls([0, 1]) tal que ||¢, |2 =1y (L—21)¢, =
An®,,. Luego por la proposicion para cada n € N se tiene que I'¢, = iaﬁn,
asi por la observacién anterior {ﬁ} son los valores propios generados en el teorema
B.26] luego {¢y, ¢s, ...} es un conjunto ortonormal completo en Ly([0,1]). De esta
forma si f € Ly(]0, 1]),

f= {f0.)0
n=0

Afirmamos que

Tf(x) = (f,6,)T(8,)(x)
n=0
uniformemente sobre [0, 1]. En efecto, para N € N,

(@) - Su 6,)T(6,)(@)|

n=0

:)/Gxt tdt -y f, /Gxt dt‘

:/Gxt Z(f¢> dt’

= [(G(@,), f =D _{f. 600
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<G @ I =D (s D) onll

n=0

N

< M| f=> (f,d.)¢.l  paraalgin M >0

n=0

N
= M||f =D (f,0,)0.] — 0.

n=0

De esta forma si y = I'(f), entonces y es solucién del problema
(L—zly=f

Y € Quu.-
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El operador de Schrodinger sobre
una grafica

Trabajar con el operador de Schrédinger sobre gréaficas métricas ha causado mu-
cho interés debido a sus diversas aplicaciones. Por ejemplo, hay una relaciéon entre
las graficas métricas y la resistividad elétrica de redes elétricas, la cual se establece
en el teorema de Foster (1949), este teorema considera la resistecia a lo largo de la
aristas como la longitud que hay entre los vértices que la componen, una prueba del
teorema de Foster la encontramos en [IJ.

4.1. Graficas

La teorfa de gréficas surge en el siglo XVIII con el famoso problema de los
puentes de Konigsberg, el cual fue resuelto por el matematico suizo Leonhard Euler
entre 1707 y 1786 (véase [17]).

La ciudad de Konigsberg tenia en el siglo XVIII siete puentes. El problema era
cruzar por todos los puentes exactamente una vez y volver al punto de partida.
Este es considerado como el primer resultado de la teoria de gréaficas. En la
solucion se utiliza la topologia de la grafica que se asocia a los puentes, pues
solo importan las conexiones entre las islas y no las distancias que existe entre
ellas. Euler prueba que no se puede cruzar por todos los puentes exactamente una
vez y volver al punto de partida, en [6] podemos encontrar una prueba de este hecho.

Definicién 4.1 Una grdfica T'(V, E) estd compuesta por un conjunto finito de
vértices (nodos) V' = {vg,v1,...,v,} y un conjunto de aristas F = {ej, eq,...,¢€5},
donde cada arista e € F une dos vértices v;, v; € V. En este caso, diremos que v; y
v; son adyacentes.
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Identificaremos cada arista como una pareja de vértices [v;, v;]. En las figuras d.1]
y mostramos dos ejemplos de graficas.

Figura 4.1: Ejemplo de grafica conexa.

Figura 4.2: Ejemplo de grafica no conexa.

Una grafica es un objeto que nos indica cémo se conectan los vértices, sin darles
un sentido geométrico, por lo cual, podemos decir que una grafica posee informacion
topoldgica (nos referimos a la forma de la grafica). Por ejemplo, en una gréfica
no es necesario conocer en dénde se encuentran los vértices o a qué distancia se
encuentran unos de otros. La figura muestra dos representaciones de la misma
grafica, pues se conserva la manera en que se conectan los vértices.

Figura 4.3: Dos representaciones de la misma grafica

Definicién 4.2 Dada un grafica I'(V, E). Decimos que I''(V’, E') es una subgrdfica
del'siV'CVyFE CE.
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Definicién 4.3 Un camino es una sucesion de vértices P = v,,Vq, - . - Ua, donde
Vo, €s adyacente a v,,, . Ademds, diremos que vo, y Vo, son los extremos del
camino y que P une a v,, con v,,. La longitud del camino es el nimero de aristas
que forman los vértices de la sucesion.

Definiciéon 4.4 Sea P = v, Uy, -..V,, un camino, si los vértices v,,, con i =
0,...,n, son diferentes entre si, diremos que P es un camino simple.

En particular, trabajaremos con caminos simples, por lo que, al referirnos a un
camino, éste sera un camino simple. Notemos que cuando se tiene un camino formado
por n vértices la longitud del camino serd n — 1. Para la gréfica de la figura [£.4] un
camino del vértice vy al vértice v; esta dado por la siguiente sucesion:

P = VoU1V2V3V7

y la longitud del camino es 4.

Definiciéon 4.5 Un ciclo es una sucesion C' = v, Uy, - - - Un, Voo dOnde U404, - . - Vg
€s Ul camino y vy, ¥ Vs, son adyacentes.

n

Figura 4.4: Ejemplo de grafica con un ciclo.
En la figura L4l encontramos el ciclo:

C = V2U3V4V2

Con estas definiciones ahora podemos decir cuando una grafica es conexa.

Definicién 4.6 Decimos que una grdfica I'(V, E) es conexa si para todo par de
vértices u,v € V existe un camino que une a u y v.

Si una grafica no es conexa, se dice que la grafica es disconexa. La figura [4.1]
muestra una grafica conexa mientras que la figurad.2 es un grafica que no es conexa.

Definicién 4.7 Un drbol es una grifica T'(V, E) conexa en la cual no hay ciclos.
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Definicién 4.8 Un subdrbol T'(V', E') es una subgrafica de una grafica I'(V, E)
que ademaés es un arbol.

Como hemos mencionado antes podemos ver una grafica indistintamente como
un objeto topoldgico. Si consideramos que los vértices de la grafica se encuentran
en un espacio determinado, la teoria de topologia algebraica nos brinda algunas
estructuras que consideramos como graficas. Para ello, haremos una revisién de
algunos conceptos de la topologia algebraica.

Definicién 4.9 Si tenemos k + 1 puntos en R", k < n, el k-stmplex, simplice o
stmplex de dimension k generado por estos puntos es la interseccion de todos los

conjuntos convexos que contienen a {v, ..., vx}.
0-simplex 1-stmplex 2-simplex

Figura 4.5: Ejemplos de simplex o simplices.

La figura nos muestra algunos ejemplos de simplices.

Observacién. Los simplices o simplex de dimension 1 son desde el enfoque de la
teoria de graficas, dos vértices unidos por una arista. En general, reprentaremos los
simplices o simplex de la misma forma que las graficas.

Definicién 4.10 Si S es un simplex de dimension k generado por A = {vy, ..., %},
y S” es generado por B C A, entonces decimos que S’ es una cara de S y se denota
por S’ < 5. Si ademéds B # A, entonces diremos que S’ es una cara propia de S.

Para aclarar un poco mas la idea de la definicién de cara de un simplex, las
figuras y 7 muestran las caras del 1-simplex y del 2-simplex respectivamente.

O 0 00

Figura 4.6: Caras del 1-simplex.

Definicién 4.11 Un complejo simplicial K es una coleccion de simplex en algin
R™ establecido que satisfacen las siguientes condiciones.

26



Capitulo 4. El operador de Schrodinger sobre una gréafica

O o0 o
00 00 O

Figura 4.7: Caras del 2-simplex.

1. SiSe KyS =S entonces §' € K
2. 8151,52EKySlﬁSg%Q)entoncesSlﬁ&jSlySlﬂSQng

La dimension de un complejo simplicial K es la mayor dimensién de los simplex de

K.

Definicién 4.12 Dado un complejo simplicial K, se define el poliedro |K| como
la unién de todos los simplices de K. La dimension del poliedro | K| es la misma que
la del complejo simplicial K.

Para la grafica de la figura [A.8 el complejo simplicial K estd dado como el
siguiente conjunto:

K - {U()? V1, U2, U3, U4, Vs, [U07 Ul]? [U17 U2]7 [U27 U3]7 [U27 U5]7 [U37 U4]7 [U47 UQ]}

y el poliedro | K| corresponde a la figura dada.

Definicién 4.13 Una grafica es un poliedro |K| de manera que la dimensién del
complejo simplicial K es 1.

A continuacién daremos la definicion de arbol desde el punto de vista de la topologia
algebraica.

Definicién 4.14 Un poliedro |T'| en R es un drbol si es simplemente conexo y su
dimensién es 1.
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Figura 4.8: Complejo simplicial.

Hasta el momento hemos considerado graficas en las que no importa en qué sen-
tido se recorren las aristas, pero para lo fines de este trabajo, serd necesario consi-
derar en qué sentido se recorren las aristas de nuestra grafica, es decir cada arista
debera tener asociada una direcciéon. Cuando se tiene la arista [v;, v;], la direccién
estd definida por cémo se recorren los vértices, en este caso, el vértice inicial es v; y
el vértice final es v;.

Definicién 4.15 Se dice que I'(V, E) es una grdfica dirigida, si cada arista
[vi, v;] tiene asociada una direccién, esto es, posee un vértice inicial v; y un vértice
final v;.

Cuando no se especifica la direccién, cada arista [v;,v;] puede recorrerse en
ambos sentidos, en este caso [v;, v;] = [v;, v;]. Mientras que, cuando se especifica la
direccién las aristas [v;,v;] v [vj,v;] son diferentes, pues aunque unen los mismos
vértices tienen direcciones opuestas. Ahora, cada arista puede representarse como
una flecha, donde la punta indica en qué direccién se recorren los puntos, asi una
grafica dirigida puede verse como en la figura [4.9]

R—0 ©

Figura 4.9: Ejemplo de una gréfica dirigida.
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Definicién 4.16 El grado de entrada de un vértice v, es el nimero de aristas
para las cuales v es vértice final.

Definicién 4.17 El grado de salida de un vértice v, es el nimero de aristas
para las cuales v es vértice inicial.

Definicién 4.18 El grado de un vértice v, es la suma del grado de entrada y el
grado de salida del vértice v.

Denotaremos el grado de un vértice v por d,. Consideraremos un tipo de grafica
especifico, el cual se conoce como arbol con raiz, cuya definicién puede ser dada
desde dos enfoques: desde la teoria de graficas o bien desde la topologia algebraica,
aunque en ambos casos, como hemos mencionado antes, nos referimos a la misma
grafica.

Definicién 4.19 Sea T'(V, E) un arbol. T se llama drbol con raiz, si T es una
grafica dirigida y ademds hay un tnico vértice vy, al cual llamamos raiz de T', que
cumple que su grado de entrada es igual a 0, y cada vértice v € V,v # vy, tiene
grado de entrada 1.

ONOENG
OQORONO
()

Figura 4.10: Ejemplo de arbol con raiz vy.

Teniendo un arbol con raiz podemos definir un orden, para lo cual establecemos
los siguientes casos:

Sean a y b dos puntos en T

= Si b es vértice, decimos que a < b si a pertenece a alguna arista que se forma
con dos vértices del camino que conecta a la raiz vy con b.

= Sibno es vértice, b € e; = [v;,v;], decimos que a < b, si a < v; 0 si d(a,v;) >
d(b,v;), donde d es la métrica usual de R™.

Conociendo estos conceptos sélo nos resta dar la definicién de una grafica métrica.
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Definicién 4.20 Una gréfica I' se llama grdfica métrica si a cada arista e de I’
se le asigna una longitud positiva ..

Hasta el momento no hemos mencionado cémo sera el operador de Schrodinger
en una grafica. Antes de dar esta definicién, daremos unas especificaciones del arbol
con raiz T(V, E) que trabajaremos en los problemas inversos que se mencionaron
brevemente en la introduccion y posteriormente daremos la definicién de funcion
en la grafica.

Como hemos mencionado trabajaremos con un érbol con raiz T(V, E) € R™,
donde V' = {wg,vq,...,0.} y E = {ey,..., e}, sin pérdida de generalidad conside-
raremos a vy como la raiz de nuestro arbol.

Definicién 4.21 Un vértice v € V se llama vértice frontera si es extremo de una
sola arista. Esta a su vez se llama arista frontera.

Definicién 4.22 Si un vértice v € V no es vértice frontera, se dice que es un
vértice interno y la arista a la que pertenece la llamamos arista interna.

El conjunto de vértices V', puede dividirse en dos conjuntos ajenos, V; y Vg que
son conjuntos formados por los vértices internos y los vértices frontera, respectiva-
mente. A partir de estos podemos distinguir los siguientes conjuntos:

Para cada vértice v € V7, definimos el conjunto

R(v)={e€ E:e=[v,w],weV}
esto es, R(v) es el conjunto de todas las aristas para las cuales v es vértice inicial.

La longitud del camino de vy a cada vértice v € V', nos permite clasificar al
conjunto de vértices V', en subconjuntos que contienen a los vértices que estan a
longitud s de la rafz, los cuales denotaremos por V(*),

Denotaremos por long(v) a la longitud del camino de vy a v. Para el arbol T', sea
o = maz—, _.long(v;), la cual llamaremos altura del drbol. Asi los conjuntos v (n)
de T son los siguientes:

VW = {v eV :longv) =pu}

y para las aristas de 1" se tienen el conjuntos
EW ={eecFE:e=[v,w],vec V¥V wev®y

con y=1,...,0.
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En este trabajo se considerara que la raiz vy de T es un vértice frontera, y que
hay p vértices frontera ademés de la raiz. Es decir, tenemos p 4+ 1 vértices frontera,
asi el conjunto de vértices frontera Vr de T' es como sigue:

VF:{Uo,...,’l}p}

El resto de los vértices, pertenecen al conjunto V; = {v,41,...,v,} que contiene a
los vértices internos, donde vp1 € vy vj, J > p+ 1, son enumerados conforme
long(v;) crece. Para referirnos a las aristas de 7', las enumeraremos con respecto a
su vértice final, es decir, e; = [v;, v;].

Observacién: Una caracteristica de los arboles es que si su conjunto de vértices
tiene n + 1 elementos entonces, su conjunto de aristas tiene n elementos.

La gréfica con la que trabajaremos es un arbol con raiz T'(V, E) en R", que
cumple:

s V={vp,v1,...,0.}

- VF:{U07U17"‘?UP}y‘/I:{Up+1,...,’UT}

E:{617627"'76r}

La raiz del arbol es el vértice vy.

El grado del vértice vy es 1.

Sie; = [v;,v;] € E, la distancia entre los vértices v; y v; estd dada por la
métrica usual de R™ y es igual a 1.

Los vértices vy, ..., v, estdn a la misma distancia de la raiz vy.

En adelante todas las graficas que cosideraremos seran arboles con raiz,
refiriéndonos a ellos como arbol o arbol con raiz de manera indistinta.

Para ejemplificar el d&rbol con raiz que trabajaremos y la numeracion de vértices
y aristas que expusimos anteriormente, mostramos la figura [Z.TTl

Retomando la grafica T'(V, E) que hemos trabajado, una arista e; = [v;,v;] € T es
un segmento de recta que une los puntos v;, v; € R™, asi que podemos parametrizarla

por el pardmetro x € [0, 1]. Sean g; : [0, 1] — e;, tal que

gj(x) = zv; + (1 — x)v;
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ONONO

€5

€6
()

Figura 4.11: Numeracion de los vértices de T

para cada j = 1,...,7. Definimos el espacio Ly(e;) como
Ly(ej) ={u € Lo([0,1]) : u = fjog; fj: e; — R}
Observacion: Ls(e;) es un subespacio vectorial de Lo(T).

Definicién 4.23 El espacio de funciones definidas sobre la grafica I' cuyo cuadrado
es Lebesgue integrable se define como:

Ly(T') = @ L (e ).

De esta manera una funcién Y € Ly(I") es de la forma
donde y;(z) = (fi 0 g:)(z).

En la siguiente seccién veremos qué condiciones deben cumplir los vértices de la
grafica que trabajaremos, condiciones que seran de gran utilidad en el planteamiento
de nuestros problemos inversos.

4.2. Condiciones en los vértices de la grafica

Mencionaremos algunas condiciones en los vértices de una grafica, las cuales se
imponen a nuestra grafica T, cabe aclarar que se pueden agregar otras condiciones,
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Capitulo 4. El operador de Schrodinger sobre una gréafica

las cuales usualmente dependen del problema que se esté tratando (véase, por
ejemplo [7, [5]).

De las condiciones mas generales se encuentran las denominadas condiciones
estandar que consisten de la condicién de continuidad y de la condicién de Kirchhoff
que planteamos a continuacién, cabe mencionar que estas condiciones se aplican a
cada vértice interno de una grafica. Enfocaremos las definiciones a la gréafica T" que
hemos construido, para ello consideramos una funciéon Y = (yy, . .., y,) definidaen T.

Recordemos que cada funcién y; esta definida del intervalo [0, 1] a R, por lo que,
las condiciones en los vértices se reducen a considerar el comportamiento de cada vy;
en los extremos del intervalo [0, 1].

= Condicion de continuidad
Para cada vértice interno v; se cumple

yi(1) = yx(0)
para cada arista e; € R(vy).

s Condicion de Kirchhoff

Para cada vértice interno v; se cumple

Y. yi(1) =y(0).

ej€R(vy)

Nota 4.24 Las condiciones estandar estdan dadas considerando la numeracion de
los vértices que planteamos previamente.

Mostraremos mas claramente esta condicion y la condicién de Kirchhoff con el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.25 Consideraremos el arbol con raiz T(V,E) de la Figura EI2]
donde V' = {wg,v1,v9,v3} v E = {e1,eq,e3}. Para esta grafica el conjunto de
vértices internos y e conjunto de vértice frontera son respectivamente V; = {vs}
y Ve = {vg,v1,v2}. Las condiciones de continuidad y de Kirchhoff se establecen
unicamente en los vértices internos, en este caso el vértice vs. Mostraremos ambas
condiciones para este vértice.

R(vs) || Condicion de continuidad || Condicién de Kirchhoff

et 2wl 1)+ 35(1) = 44(0)
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€1 €2

€3

Figura 4.12: Ejemplo de arbol con raiz.

<o

Ademas de las condiciones de continuidad y de Kirchhoff, también considerare-
mos las Condiciones en los vértices de Dirichlet que se conocen como condiciones
de desacoplamiento que esencialmente “desconectan las aristas” de la grafica, es
decir, podemos tomar aristas que comparten un vértice de forma independiente.
Aunque sélo consideraremos las condiciones de Dirichlet, cabe mencionar que éstas
no son las tnicas condiciones de desacoplamiento, podemos mencionar, por ejemplo
la condicién de Neumann (véase [9]). A continuacién mostramos estas condiciones.

» Condiciones en los vértices de Dirichlet:

Y|, =0 parav; € Vp.

» Condiciones en los vértices de Neumann:

Y'l,, =0 parav; € Vp.

Las condiciones de Dirichlet pueden aplicarse a todo el conjunto de vértices V
o a un subconjuto de él. En este trabajo aplicaremos la condicién de Dirichlet a
los vértices frontera de la grafica. Cuando ocurre esto las condiciones de Dirichlet
también se conocen como condiciones de frontera o contorno.

Ejemplo 4.26 Retomamos el drbol con raiz T(V,E) de la figura E12] donde
V = {U07U17U27v3}7 E = {61762763} y la‘ funCién Y(I') = [yl(x)7y2(x)7y3(x)]
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Mostraremos la condiciéon de Dirichlet para los vértices de T'.

Vértice H Condicion de Dirichlet

Vo y3(1) = (fz093)(1) = f(vo) =0
vi | 91(0) = (fiog1)(0) = f(v1) =0

U2 Y2(0) = (f2092)(0) = f(v2) =0

o

Las condiciones de Dirichlet también se conocen como condiciones tipo  exten-
didas. Las condiciones tipo ¢ se definen como sigue

Yp41(0) = @ Yp11(0)

Estas condiciones reciben su nombre porque son analogas a las condiciones en la
semirecta, es decir considerando el intervalo [0, 00), que se obtienen para el operador
de Schrédinger con un potencial 0 (véase [22]). Decimos que las condiciones de
Dirichlet son condiciones tipo 0 extendidas porque se obtienen considerando el
limite cuando «,, — oo.

Uno de los puntos principales de este capitulo es construir la grafica cuantica.

Definicién 4.27 Una grdfica cudntica es un grafica métrica en la cual un opera-
dor diferencial autoadjunto esta definido sobre las funciones en la gréafica, ademéds de
condiciones en sus vértices, como la condicién de Dirichlet, Kirchhoff y continuidad.

Para construir nuestra grafica cuantica es necesario un operador diferencial auto-
adjunto, en particular trabajaremos con un operador de tipo Sturm-Liouville, el cual
se define en la siguiente seccion y se prueba también que es un operador autoadjunto.

4.3. El operador de Sturm-Liouville en la grafica

Definicién 4.28 Sean Y = (y1,...,4.) vy ¢ = (q1,---,¢.) € Lao(T), donde T es el
arbol con raiz que definimos anteriormente. El operador de Schrodinger sobre
una grdfica métrica se define como

£Y - (Elyly ... 7£7"y7‘>
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donde L;y; = —y/ + q;y; es el operador de Schrodinger.

La funcién ¢ se conoce como funcion potencial. En este trabajo consideraremos
que cada ¢;, i = 1,...,r, cample que ¢; € L([0, 1]).

Para que el arbol T sea una gréafica cudntica, es necesario que el operador de
Schrodinger £ de la definicién [4.28] sea un operador lineal autoadjunto. De acuerdo
al teorema [[.20] debemos verificar tres condiciones: que £ es un operador simétrico,
que D(L*) C D(L) y que D(L) es denso en Lyo(T).

Consideremos los conjuntos

o ={y € Lo(T) 1y = (fi095), f5 : ¢ — R,y;,y; € AC([0,1])}

92 = {ye o : Lye Ly(T),y satisface las condiciones de continuidad,
de Kirchhoff y Dirichlet}

El dominio que consideramos para el operador de Schrodinger £ es el conjunto 2.

Teorema 4.29 El operador de Schrédinger £ : & — Lo(T) es un operador lineal
simétrico.

Demostracion. Veamos L es un operador lineal. Sean u,v € 4 y « un escalar.

Lu+av) =—(u"+av”)+ q(u+ av)

= —u" 4+ qu+ a(—v" + qv) = Lu+ aLv.

Ahora, probemos que L es simétrico. Sean y, z € ¥

1
<£yvz>L2(T) = Z<£yivzi>[/2(ei) = Z/Qﬁ(@%(@dﬂ

i=1 =17
1

Donde, para cada i = 1...,r, la integral [ Ly;(z)z;(x)dx estd bien definida, pues
0

Ly;, z; € Ly(]0,1]). Ademds por la observaciéon B, para cada i =1,...,r

(Lyi, zi) = yilx)2i(@)|, — yi(x)z(@) |y + (vir L2,

asi
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T

(L0, 2) 1) = 3 (@)@ ~i@)z @) + (v L))

Por otro lado

(4.2)
= (wi(1)2i(1) = %:(0)2(0) — yi(1)z(1) + 4;(0)2:(0)) .
Esta suma contempla cada una de las aristas de T', por lo que la podemos estruc-

turar de tal forma que recorramos las aristas de T" partiendo de las aristas frontera
e, ..., e, hasta concluir con la raiz. Asi, tenemos lo siguiente

> [Zj —1;(0)25(0) — y/5(1)2;(1) + 35(0)z;(0))

v €VI=1)  e;eR(v)

+%m%®—%@%@—%®%®+%@%@]

y como estamos considerando las aristas frontera, por la condicién de Dirichlet se
tiene que

> X ) - gmz)

veeV (=1 e;eR(vy)

+%m%®—%@%@—%®%®+%@%@]

luego por la condicién de continuidad f;(1) = f,(0) para e; € R(vy), con esto se
tiene

’UkGV(‘T_l) €j€R(”Uk)

+2(0) | oo (1) + 4(0)] + mi(D24(1) — g (D)D)

Por otro lado la condicién de Kirchhoff nos dice que Zeje R 15 (1) = [;(0), por
tanto la suma se reduce a lo siguiente

Y l(D)z(1) = g(1)z(1)

vV (e-1)
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La condicién anterior puede ser reescrita considerando a los vértices v; € yio=2),
pues cada v corresponde al vértice final de la arista [v,,,v;], donde v, € V(=2
Notemos que vy € R(v,,), y que el nimero de elementos R(v,,) puede ser mayor a
1. Asi, reescribimos la suma de la siguiente forma

> oY G -gzm)

vm€V(e=2)  e;E€R(vm)

+ym(1) 2, (1) = Ym(0)2,(0) = 7, (1) zm (1) + y;@(o)zm(o)] :

considerando nuevamente la condicién de continuidad y la de Kirchhoff para los
vértices v, € V7?2 la suma anterior se reduce a lo siguiente

Y vz (1) =y (Dza(D)],

vmEV(6—2)

este resultado se puede reescribir como lo hicimos anteriormente considerando los
vértices v, € V(=3 continuando con este proceso llegamos al vértice Upt1, que es
el tinico vértice en V D por lo que de la ecuacién (@2) queda

yp-i-l(l)zzlu-i-l(l) - y;/a+1(1)zp+1(1)>

lo cual es igual a cero dada la condicién de Dirichlet en la raiz del arbol.

Del procedimiento anterior tenemos que

T

Z (yz(x)z;(x)hl) —y;(x)zz(x)\(l)) =0,

i=1

de aqui se tiene que

< Ly,z>=<y,Lz>.

Por lo cual, £ es un operador lineal simétrico.
|
Probaremos que el operador de Schrodinger £ sobre una grafica métrica es un
operador lineal autoadjunto. Para ello mencionaremos un resultado del analisis ma-
temaético.

Teorema 4.30 Sean H un espacio de Hilbert y M un subespacio cerrado de H.
Para u en H existe un tnico my € M tal que

lu = mollrr = min flu—m|.
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Maés atn, ng = u — mg € M+ asi

U = mg + Ng
donde mg € M y nyg € M*. Finalmente, tal representacion a través de M @ M+ es
Unica.

Teorema 4.31 El operador de Schrodinger £ : 2 — Ly(I") es un operador lineal
autoadjunto.

Demostracion. Para ver que el operador £ en una grafica métrica con dominio
2 es un autojunto, por el teorema [[.20 debemos probar que £ es simétrico, que su
dominio es denso en Lo(T") y que 2 C D(L*).

Por el teorema .29 sabemos que el operador £ es un operador lineal simétrico.
Veamos que 2 = Ly(I).

Supongamos lo contrario, esto es, existe Z € Ly(T) de tal manera que Z ¢ 9.
Entonces por el teorema [4.30 existe H € & tal que

Z-HeT,
por tanto o
1Z - H|| =d(Z,2).
Sea i =1,...,r fijo, veamos que z; — h; = 0. Para ello demostremos que para todo

y € Ly([0,1]) se cumple que (z; — h;,y) = 0.

Como O = Ly([0,1]), entonces exite una sucesién de funciones y, € Q; tal que
Yn —> Y, por lo cual
(zi = hiyyn) — (20 — hiyy).
Sea n € N, se define
Y, = (0,0,...,Yn,...,0,0)

donde ¥, ocupa la i-ésima posicién, notemos que Y, € ¥, asi

(Z — H,Y,) =0
esto es
<Zl_h170>++<Zz_hl7yn>++<z7“_hr70> =0
por tanto
<Zi — hi, yn> =0
para todo n € N. Asi
<Zz' — hy, y) =0
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lo cual implica que
Zi — hz = 0

y dado que ¢ es arbitrario, Z — H = 0 y con ello se tiene que
1Z - H|| =0,
y por tanto Z € 9, pero esto contradice nuestro supuesto. Por lo que concluimos

que Z = Ly(T).

Nos resta probar que 2 C D(L*). Sea z € D(L*), entonces existe k € Ly(T') tal
que
(Ly,2) = (y, k) Yy € 2.

Sea g = (0,0,...,7,...,0,0), con g; € €y, entonces y € Z luego

(Lg, z) = (y, k),

esto es
T T

Z<£Q172i> = Z@z, ki),

i=1 =1

pero como el 7-ésimo término de g es el unico diferente de cero, se tiene que
(L, i) = (G, 21)-

Asi, por el lema [B.17] existen Z € Q* y constantes aq, as tales que LZ =k y z; =
Z 4+ ajuianus, esto implica que z; € Q* y

Wo(Zz',?Qz') - Wl(ziu Qz) =0,

haciendo lo mismo para i =1,...,r, obtenemos que para cada y € ¥
XT: Wo(2i, 9:) — Wiz, 9:) = 0. (4.3)
i=1
Consideremos la funcién y = (y1,¥2,...,Yp,0,...,0,,), como en la prueba del teo-
rema .29, dado que yp+1 = Ypio = - -+ = y,—1 = 0 reescribimos (A3]) como
Y [5(1)Z5(0) = 4;(0)25(0) = 5(1)z;(1) + y;(0)z(0)]
e;€R(vm)

+yr(1)2.(1) = -(0)2,(0) — (1) z(1) + ,.(0)2(0).

Por el lema [3.9] existe g, tal que

yr(0) =0, w%(1)=0, 4(0)=0, y((1)=0
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para cada e,, € r(v,) fijo, por el lema 3.9,
Ym(0) =0,  ym(1) =0, 9, (0) =1, y,(1)=0
y para e; # e, se tiene que
y;(0) =0, y;(1)=0, w;(0)=0, wi(1)=0,

con esto se tiene que

Haciendo lo mismo para cada e; € R(v,)
Zj (0) =0.
Ahora, por el lema tomamos ¥, de tal manera que

de aqui

e;E€R(vr)

Hasta el momento z, satisface la condicién de Dirichlet en v;, para e; € R(v,) y la
condicién de Kirchhoff en el vértice v,. Nuevamente por el lema tomamos ¥, tal
que

y(0) =1, 5(1)=0, »(0)=1 (1) =0

y para e; # e, € R(v,)

luego
z2m(0) = 2,.(0)

haciendo lo mismo para cada e; € R(v,) se tiene

z;(1) = 2.(0), Ve; € R(v,).
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De manera similar para cada v € V=1 consideramos y =
(Y1, Y2, Yps 0, oo Yky Ykt1, - - -, Yr) ¥ realizamos el procedimiento anterior,
con lo que se obtiene

y que para cada v, € Vo1

(4.4)

e;ER(vk)

Ahora, asumimos que (4] se cumple. Sea v,, € V(=2 tal que vy, € Vo1, si
la funcién y = (y1- -+, Yp, 0, - - Y, Ymt1, - - - » Yr), entonces [3)) es igual a

> et [Wi(DZ5(1) — y5(1)z(1)]

+ym (1) 25,(1) = 9 (0)2,(0) = 97, (1) 2 (1) + 7, (0) 2 (0).
Por el lema [3.9, podemos consider y,, tal que
ym(0) =1, ym(1) =0, 9,(0)=0, y,(1)=0,
y para cada e; € R(v,,)
y;(0)=0, (1) =1, y;(0)=0, y;(1)=0,

de aqui se tiene

ejER(vm

para obtener la condicién de continuidad, por el lema tomamos

Fijamos e; € R(vy,) y consideramos

y para e; # e; € R(vy,)

asi

2;(1) = 2,(0) Ve; € R(vm,).
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El procedimiento que realizamos para v,,, hacemos para v; € V72, similarmente
continuamos con los vértices en V(=3 y asf sucesivamente hasta llegar al vértice
V11 que es el tnico vértice en VD asf [3) es igual

Desenue) W12 (1) —y5(1)z(1)]

Fpr1(D)zp + (1) = 4p11(0)2,11(0) = 951 (D 2p11 (1) + 9541(0)2p41.(0).

Del mismo modo que hicimos con los demas vértices obtenemos que

(1) = 201 (0)
> Z(1) =2,,(0).
e;€R(vp41)

Finalmente, por el lema tomamos y,41 tal que

Upr1(0) =0, ypea(1) =0, 4,1(0)=0, y,,(1)=1,

y para cada e; € R(vpy1)

yj(o) = Oa y](l) = 07 y;(O) = 07 y;-q—l(l) - 07

asi
zp1(1) = 0.

Por tanto z satisface la condiciéon de Dirichlet, la condicién de continuidad y la
condicion de Kirchhoff, entonces z € 2.

Con todo hemos probado que el operador £ en una grafica métrica es un
operador lineal autoadjunto.
|

Del teorema [4.3T] tenemos que el operador £ es un operador autoadjunto, por lo
que, el drbol T'(V, E) que construimos anteriormente junto con el operador £ y las
condiciones de Dirichlet, de Kirchhoff y de continuidad forman una grafica cuantica.

4.4. Propiedades espectrales

En esta seccion mostraremos algunos resultados sobre el comportamiento es-
pectral del operador de Schrodinger sobre la grafica que trabajamos: un arbol con
raiz.

Las condiciones de Dirichlet que mencionamos anteriormente hacen que el
espectro de un operador sobre la gréafica tenga ciertas caracteristicas, en particular
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para un arbol se cumple que si A € o(T') entonces A es un valor propio simple. Esto
se debe a las condiciones que se establecen en los vértices de T

Existen condiciones en los vértices de la gréafica conocidas como condiciones tipo
0, entre las que se encuentran la condicion de Kirchhoff y de continuidad, por otro
lado se encuentran las que son de la forma

S Fw) = af(w),

donde E, denota el conjunto de aristas e; a las que pertenece v. Si tomamos el limite
cuando o — oo se tiene la condicién de Dirichlet.

Teorema 4.32 Sea I', la grafica que se obtiene al intercambiar el escalar o/ por «
de la condicién tipo ¢ de la gréafica I'y/. Si —00 < a < o < 00, entonces

A(Ta) € An(Tar) < Mgt (Ta).

Si el valor propio A\(I'y/) es simple y su funcién propia f(v) o > f'(v) es diferente
de cero, se cumple que la desigualdad es estricta

A(Ta) < An(Tar) < A (D).

El teorema anterior nos permite probar el siguiente corolario, el cual nos da un
criterio para caracterizar el espectro de nuestra grafica 7.

Corolario 4.33 Sea T'(V, E) un arbol con condiciones tipo d en sus vértices internos
y condiciones tipo ¢ extendidas definidas en sus vértices frontera. Si al valor propio
A le corresponde una funcién propia que cumple que es diferente de cero en todos
los vértices internos de T', entonces A es un valor propio simple.

Demostracion. Haremos la demostracion por induccion sobre el ntmero de
vértices internos.
Si un arbol no tiene vértices internos, se cuenta con una arista, asi en este caso se
tiene un intervalo, lo cual ya probamos en el teorema [3.21]

Supongamos que se cumple para cualquier natural menor a n y probemos que
también se cumple para n.

Supongamos que el valor propio A y su correspondiente funcién propia f, satis-
facen que f es diferente de cero en todos los vértices internos y que A no es simple.
Dado que A no es simple existe otra funcién propia g linealmente independiente a
f correspondiente a A\. Tomemos un vértice arbitrario v € V, si cortamos el arbol
en este vértice, es decir separamos el arbol en d, sub-arboles que tienen en comun
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el vértice v. Luego en al menos uno de los sub-arboles g no es idénticamente cero
en todos sus vértices internos. Sea 7" dicho sub-arbol. Para T, A y f existe a < oo
para la condicién tipo § extendida, similarmente existe o/ < oo para 7', A y g.
Denotareamos por 7. y 17, a los sub-arboles correspondientes a o y o'. Asi, A es
simple para T, y por hipétesis de induccién A es simple en 7}, por el teorema
esto implica que

ATG) < MT%) < MT3),

lo cual no es posible pues en todos los casos es el mismo valor A. Por tanto A debe
ser un valor propio simple de T
|

Consideremos el darbol con raiz T que definimos anteriormente, las condiciones
de Dirichlet, de Kirchhoff, de continuidad y la ecuacién

—y" +qy=M\y y e 9. (4.5)

Los lemas que damos a continuacién son generalizaciones de los lemas que apli-
camos al intervalo.

Lema 4.34 Todos los valores propios de la ecuacién (4.5]) con las condiciones de
Dirichlet, de Kirchhoff y de continuidad son reales.

Lema 4.35 Sean y(z, A1) y z(x, \) funciones propias correspondientes a los valores
propios A1 y Ay respectivamente de la ecuacién (LH). Si A\; # Ao entonces, las
funciones y y z son ortogonales, es decir

(y,z) =0.
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Conclusiones

El objetivo de este proyecto de tesis fue hacer una revision de la teoria espectral
del operador de Schrodinger, que a su vez es un operador de tipo Sturm-Liouville.

Se hizo un anélisis del operador de Schrodinger sobre graficas métricas, el cual
nos llevé a hacer una revisién de esta teorfa sobre el intervalo [0, 1], ya que toda
arista es homeomorfa a este conjunto, y en general todo intervalo [a,b] se lleva al
[0, 1] mediante un cambio de variable.

Trabajamos con dos conjuntos como dominios del operador de Schrodinger £

O ={f e : f(0) = f(0) = f(1) = f'(1) = 0}

Qup ={f€Q": Wo(v, f) =0 A W(w, f) =0},

mostrando que el primero no hace que el operador de Schrodiger sea autoadjunto,
no obstante el operador es simétrico en este conjunto y también cumple que es
denso en Ly(]0,1]), ésta fue una observacién que se requirié demostrar para probar
que el dominio del operador de Schrodinger, en la gréafica, es densamente definido.
Cabe destacar que en la literatura que se revisé este hecho no se prueba.

Se probé que para cualesquiera v € V,w € W (vea ([B.15), (8.16)), el conjunto
Q. hace que el operador de Schrodinger sea autoadjunto, para ello adaptamos
resultados de otros operadores no acotados enfocandolos al operador de Schrodinger
y al intervalo [0,1]. Se observé que tomando v y w especificas se establecen
condiciones de contorno en el intervalo. En este trabajo se dieron algunos ejemplos.

Lo anterior permitié ver el comportamiento espectral del operador. Se prob6 que
existe una sucesion infinita de valores propios reales para el operador de Schrédinger
y que sus respectivos vectores propios forman una conjunto ortonormal completo

para Lo([0, 1]).

Se hizo una revision de la teoria de graficas a fin de construir un arbol con
raiz. Se consideraron condiciones en los vértices de la grafica de continuidad,
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Kirchhoff y Dirichlet para hacer que el operador de Schrodiger sea un operador
autoadjunto. Con estas condiciones se define el dominio del operador de Schrodinger
2 y se muestra que este dominio hace del operador de Schrédinger un operador
simétrico, que este conjunto es denso en Lo(7T") y que el dominio de su operador
adjunto conincide con & . Cuando se trabaja con problemas espectrales inversos
sobre graficas métricas, los especialistas en el tema asumen que el dominio del
operador hace que éste sea autoadjunto, sin hacer las pruebas correspondientes.
La bibliografia referente a esto es muy escasa y en la mayoria de articulos y libros
no existen pruebas de este hecho. En este trabajo se realizaron las demostraciones
suficientes para probar que el operador de Schrodinger es autoadjunto conside-
rando un arbol con raiz. Cabe destacar que todas estas pruebas fueron ideas propias.

Mostrar que el operador de Schrodinger sobre una grafica métrica es autoadjun-
to, resulté complicado debido a la nula bibliografia, estas pruebas fueron realizadas
de forma constructiva sin la necesidad de resultados de teoria especializada, de
esta forma se da una aportacién a literatura de este tema. Ademads, en este trabajo
se conjuntaron diversas teorias, por ejemplo operadores integrales, operadores
compactos, junto con el andlisis de la teoria de Schrodinger, a fin de analizar ciertas
propiedades espectrales para el operador de Schrodinger.

Finalmente queda plantear las lineas futuras de investigacion. Como continuacién
natural es la de profundizar un poco mas el estudio de las graficas cuanticas, revisar
a detalle las funciones de Weyl en el caso del intervalo y el vector de Weyl en el caso
de la gréfica para posteriormente trabajar problemas inversos en el intervalo y en
un arbol con raiz.
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