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Prefacio

El manejo de informacién contradictoria es uno de los problemas mas complejos e importantes
cuando se tiene la necesidad de razonar bajo incertidumbre. Para manejar este tipo de informa-
cioén se necesita una légica que permita contradicciones pero que no conduzca a teorias triviales,
por lo que la légica clasica no es una opcién para tales situaciones. De manera precisa, que no
existan teorias triviales en el caso mas simple, es decir, en una légica proposicional, significa
que deben existir letras proposicionales p y ¢ en el lenguaje de la légica tales que p, —p ¥ ¢,
equivalentemente el d4tomo p junto con su negaciéon no deducen al atomo ¢, a las logicas que

satisfacen esto se les llama ldgicas paraconsistentes [15] [16].

Existen diferentes tipos de razonamiento, por mencionar algunos, el cldsico, el modal y el
paraconsistente. En cualquiera de estos tipos de razonamiento el objetivo consiste en determinar
si una conclusién se puede deducir a partir de un conjunto de hipotesis. Para ello el razonamiento
clasico trabaja tinicamente con dos valores de verdad y no admite posibilidades o creencias como
lo hace el modal, y en ambos casos ante hipdtesis contradictorias cualquier conclusién es valida,

no asi es el caso del razonamiento paraconsistente.

La necesidad de utilizar razonamiento paraconsistente se ha vuelto evidente en los ultimos
anos. Por ejemplo muchos sistemas de informacién son frecuentemente contradictorios debido a
su tamano y diversidad, asi que la manera en que tales sistemas responden a preguntas que hacen

los usuarios es utilizando una légica paraconsistente, de lo contrario estos sistemas serian inttiles.

En la actualidad hay una gran cantidad de l6gicas paraconsistentes y de igual forma estudios
sobre éstas (véase e.g. [, [10} [I1], [13]). El problema es saber cudles de éstas utilizar. De aqui la
necesidad de establecer criterios para decidir qué légicas son las adecuadas o las ideales para

enfrentar este tipo de situaciones.

La intuicién nos dice que una légica paraconsistente ideal debe preservar todo lo posible de
la légica clésica, pero también permitir teorias inconsistentes no triviales (véase e.g. [14} [15]),
esto nos conduce a la pregunta: ;Qué significa que una légica preserve todo lo posible de la légica

clasica? Se ha visto que esta peticién involucra fundamentalmente tres aspectos:

v



VI

I. Contencién en logica clésica.
II. Paraconsistencia maximal.
ITI. Un lenguaje razonable.

Enseguida presentamos de manera intuitiva el significado de estas propiedades y en capitulos

posteriores los analizaremos con detalle.

El punto [l nos dice que las légicas paraconsistentes que son adecuadas deben demostrar a
lo més lo que demuestra légica cldsica. La parte [[T, paraconsistencia maximal, nos pide que las
légicas tengan la mayor cantidad de teoremas de légica clasica. Esto se puede realizar de dos
maneras: una es pensar que si la ldgica paraconsistente se extiende entonces pierde la paracon-
sistencia la otra es que al extenderse se vuelva ldgica clésica. Serfa deseable que [I| y [T fueran

satisfechos.

Aunque lo anterior no es suficiente pues en [4] se demuestra que la légica trivaluada cuyo
unico conectivo es la negacién de Sette [20] es maximalmente paraconsistente y estd contenida
en logica clasica, pero esta légica no seria aceptada como una légica paraconsistente ideal pues
su lenguaje no es lo suficientemente expresivo. Por lo tanto las légicas que queremos llamar
paraconsistentes ideales deben tener un lenguaje que nos permita expresar lo que necesitamos,

es decir un lenguaje razonable.

Finalmente deseamos que tenga una légica paraconsistente ideal es la de poseer un lenguaje
razonable, con esto queremos decir que en su lenguaje debe existir un conectivo de negacién
que le haga honor a su nombre, en el sentido de comportarse tanto como sea posible como la

negacién en légica clasica.

Las propiedades mencionadas previamente se han establecido de forma intuitiva, tanto que
son un poco ambigiias. A partir del capitulo 2, daremos definiciones formales de estos conceptos
y veremos si estdn relacionados, y con ello estableceremos una definiciéon precisa de lo que
llamaremos légica paraconsistente ideal. Posteriormente identificaremos si algunas de las logicas
paraconsistentes que se han estudiado son ideales, y finalmente veremos cémo construir légicas

paraconsistentes ideales de una manera sistematica.
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Capitulo 1
Preliminares

Para formalizar una logica es necesario definir primero el lenguaje, su sintaxis y su semantica.
FEn la siguiente seccion se presentan algunas proposiciones, las cuales nos muestran que ciertos
conectivos légicos pueden ser escritos a partir de otros. Esto es relevante al definir el lenguaje

de una légica puesto que el conjunto de conectivos basicos se reduce.

1.1. Sintaxis y Semantica

La sintaxis se refiere a la forma de construccién de las formulas y la semdantica es la inter-

pretacion que se les da. Algunos conceptos indispensables son los siguientes.

Definicion 1.1. Una proposicién logica es una afirmacion que tiene sélo un valor de verdad,

verdadero o falso, estos valores se representan generalmente port y f (1 y 0) respectivamente.

Definicién 1.2. Un lenguaje proposicional L es una tripleta (P,C, A) donde P es un con-
Junto no vacio formado por proposiciones ldgicas representadas por p,q,r, ... (a estos elementos
se les denomina letras proposicionales o formulas atémicas), C denota un conjunto de conecti-
vos logicos tales como —, \,V, =, & E] A es un conjunto de simbolos de puntuacion tales como

paréntesis y comas que facilitan la redaccion y comprension de formulas.
Definicion 1.3. Una féormula bien formada se define recursivamente como:
1. Cualquier formula atomica es una formula bien formada.
2. Ay donde ¢ es una formula bien formada y A es un conectivo unario.
3. @ ¢ donde ¢ y ¢ son formulas bien formadas y * es un conectivo binario.

Con W, denotamos al conjunto de formulas bien formadas de L y a sus elementos con letras

griegas @, ¢, o posiblemente inderadas.

'En l6gica cldsica y en algunos otros casos se puede considerar solamente a {— , A}, {=, V} 6 {= , =} como
conjunto de conectivos, a los elementos de cada pareja se les llama conectivos primitivos ya que basdndose sélo
en estos se pueden definir los demas.
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Definicion 1.4. Cualquier funcion n-aria f : V* — V con V un conjunto no vacio de valores

de verdad recibe el nombre de funcion de verdad.

Para los siguientes tres resultados consideremos que V = {0,1} y que las tablas de los

conectivos son como en légica clasica [2|

Proposicion 1.1. Cada funcion de verdad estd gemerada por una formula bien formada en

términos unicamente de V, A, .

Corolario 1.1. Cada funcion de verdad puede ser generada por una formula bien formada que

solamente tenga conectivos de alguno de los conjuntos {V , =} 6 {A, =} ¢ {=, =}

Proposicién 1.2. Los conectivos binarios | y | E] son los unicos que por si solos son adecuados

para la construccion de cualquier funcion de verdad.

Definicién 1.5. Sea ¢ una férmula proposicional, con Atoms(p) denotamos al conjunto definido

como:

{¢} Si ¢ es una letra proposicional.
Atoms(p) =< Atoms(v)) Sip = .
Atoms(ip) U Atoms(¢p)  Sip = * ¢.

Después de los resultados anteriores, veamos ahora algunas definiciones bésicas, que nos
ayudaran a comprender el concepto de ldgica proposicional a partir de relaciones de consecuencia,

para asi después definir lo que es una légica paraconsistente.

1.2. Relaciones de Consecuencia

Definicién 1.6. Dado un conectivo unario & en Ly o € Wy, definimos la aplicacion del

operador unario i veces de forma recursiva como:

Vo =p; Ol =00 )i € {1,...,n}.

Definicion 1.7. Cualquier subconjunto de Wy recibe el nombre de teoria y se denota por T o
S. Ademds, si la teoria es un conjunto finito diremos que es una teoria finita y la denotaremos
con A oI,

2Las interpretaciones cldsicas son:

- | vI]o 1 AL s
011 010 1 0|0 O
110 111 1 110 1
3Las tablas de verdad de los operadores NOR y NAND, | y | respectivamente son las siguientes:

L]0 1 | [ f ¢
0[1 0 01 1
1{0 0 11 0
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Definicion 1.8. Sea L un lenguaje proposicional, una relacién de consecuencia tarskiana
=, TCR por sus siglas en inglés, es una relacion binaria entre teorias de Wy y formulas en Wy,

que satisface las siguientes tres condiciones:

Reflexividad  Siy €T entonces T ).
Monotonia SiTEYyT CT', entonces T' + 1.
Transitividad Si T yT',¢F ¢ entonces T, T+ ¢.

Que una TCR sea reflexiva se puede interpretar diciendo que cualquier teoria debe concluir
al menos las hipdtesis que la conforman. La propiedad de monotonia indica que si con un con-
junto de hipdtesis podemos obtener alguna conclusion, entonces al agregarle més informacién
seguiremos obteniendo la misma conclusién. La transitividad de TCRE| hace evidente su nombre

si hacemos T’ = (), la teoria vacia. Esta propiedad también se conoce como corte.

A continuacién presentamos ejemplos de relaciones que satisfacen algunas de las propiedades, con
la finalidad de exhibir que son independientes. Para esto consideremos un lenguaje proposicional

L con un conectivo —.

Ejemplo 1.1. Sea = {(7,v) € POWV,) x W | T = {¢}}. Veamos qué propiedades de las

antes mencionadas cumple esta relacién de consecuencia. Para 1, ¢ € Wp:
1. No cumple reflexividad pues tenemos que ¢ € T = {1, ¢} pero T ¥ 1.

2. No es monétona pues, se tiene que ¢ F ¢ y que {¢p} C T = {1, ¢} pero T' ¥ ¢ a
consecuencia de que T’ # {¢}.

3. Supongamos que T F ¢y T’ 1 F ¢. Es decir, se satisfacen las hipdtesis de transitividad,

la primera fuerza a que 7 = {¢} mientras que la segunda tiene dos casos:
a) p=9¢yT =0
b) v=0¢y T ={v}

dada cualquier combinacién de estos dos casos se satisface 7,7’ + ¢. Por lo tanto - es

transitiva.
Ejemplo 1.2. Sea k= {(T,v) € PWe) xWe | €T o T =We\{¢, )} }.

1. Es claro que la propiedad de reflexividad se cumple por como esta definida la relacion de

consecuencia.

2. Considerando a las teorfas T = W, \{¢, -9} y T" = W,\{¢} se prueba que la relacién de

consecuencia no es mondtona.

3. Esta relacién de consecuencia no cumple transitividad ya que al tomar las teorias 7 =
{,=¢} y T =We\{9, ~¢}, con ¥ # ¢, se demuestra que no satisface esta condicién.

“La unién de teorfas, ¢ U1, se denotara como ¢, 1.
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Los ejemplos anteriores muestran relaciones que soélo satisfacen transitividad y reflexividad

respectivamente. Veamos ahora una relacion que satisface monotonia y transitividad inicamente.

Ejemplo 1.3. Sea = {(T,¢) € PWg) x W |, € T}.

1.

2.

No cumple reflexividad puesto que si se toma a T = {1} se tiene que » € T pero T ¥ 1.

Supongamos que 7 F ¢y T C T, luego 1, ) € T a consecuencia de nuestra primera
hipdtesis, més atin ¢, ) € T, esto por la contencién de las teorias, con lo cual 7' F v y

por lo tanto es monotona.

. Sise cumple 7 = ¢y T',¢ F ¢, de esta tltima tenemos que ¢,~¢ € T' U {4} luego

¢,~¢ € T'UT y como consecuencia T, T’ ¢, por lo tanto es transitiva.

A continuacién se presenta una relacién que cumple ninguna de las propiedades.

Ejemplo 1.4. Sea = {(T,v) € POWg) x W | =) ¢ T }.

1.

2.

Tomando a la teoria T = {1, 70} se muestra que la relacién de consecuencia no es reflexiva.

Consideremos T = {¢} y T' = {4, )} para probar que la propiedad de monotonia no se

cumple.

. Esta relacién no es transitiva ya que basta tomar a T = {1, ¢} y T’ = {¢} para ver que

no cumple la propiedad.

El siguiente ejemplo muestra una TCR.

Ejemplo 1.5. Sea = {(7,v) € POV,) x W | € T}.

1.

2.

La reflexividad se cumple por como esta definida la relacién de consecuencia.

SiTrF1vyyT C T entonces se tiene que ¢ € T y ¢ € T’ con lo cual T’ - 9 por lo tanto

cumple con la propiedad de monotonia.

. Supongamos que T F 1y T',¢ F ¢ esto implica que ¢ € T U {¢} asi ¢ € T"UT con lo

que 7', T I ¢, por lo tanto la relacién de consecuencia es transitiva.

Reflexividad | Monotonia | Transitividad
Ejemplo 1.1 v
Ejemplo 1.2 v
Ejemplo 1.3 v v
Ejemplo 1.4
Ejemplo 1.5 v v v

Tabla 1.1: Comparativo de las propiedades cumplidas por las tcr propuestas.
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Definicién 1.9. Definimos la sustitucion © de p; por en la formula ¢ denotado por O(p)[1\p;i)

del siguiente modo:

Si . 5
O(p)[¥\pi] = { z Sz 9090 it]o:mca y o#£p

Definicion 1.10. Sea - una TCR para L, entonces b es:

» estructural, si para cada L-sustitucion O, teoria T y formula ; si T F 1 entonces

O(T) - O(vy).
= no trivial, si existe alguna teoria no vacia T y alguna formula v tal que T ¥ 1.

= finitaria, si para cada teoria T y cada formula v donde T - 1 existe una teoria finita
I CT tal que T' = ).

El pedir estructuralidad a la relacién es con la intencién de que preserve deducciones bajo
sustituciones. Notemos que si no le exigimos la no trivialidad, entonces lo que tendriamos es
una légica en donde toda férmula puede ser deducida a partir de cualquier teoria. Por dltimo la
propiedad de ser finita nos habla de desechar de una teoria lo que no nos sirva y sélo quedarnos

con lo fundamental para la deduccion de la férmula.

Como podemos observar en la tabla sélo el ejemplo muestra una TCR y nos ser-

vird para ver las propiedades recién mencionadas, en efecto:

Ejemplo 1.6. Consideremos = {(7,v¢) € P(W,)xW, | ¢ € T}, verifiquemos las propiedades

antes mencionadas:

= Supongamos que 7 F 1 y realicemos una sustitucién © a T, en particular se esta aplicando
a 1, luego ©(¢) € O(T) pues ¢ € T y asi la deduccién se conserva.

» Basta tomar a 7 = {—%} y a la férmula v para verificar que no es trivial.

= Sea (7,v) €k arbitraria, luego sea I' = ({7’ € POW,) | T' F ¢} = {4}, asi I es una
teoria finita y ademas I' C 7. Por lo tanto I es finita.

En este punto ya podemos definir el concepto de légica proposicional, que es medular en el

desarrollo de este trabajo.

1.3. Logica Proposicional

Dado un lenguaje proposicional definiremos una légica proposicional basdndonos en la nocién
de relacién de consecuencia. Existen otras formas de definir una légica tales como calculo de
secuentes, de forma axiomadtica (tipo Hilbert), empleando deduccién natural o matrices, por

citar algunas.
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Definicién 1.11. Una légica proposicional es una dupla L=(L,\-), tal que L es un lenguaje

proposicional y = es una relacion de consecuencia tarskiana estructural, finita y no trivial, para

L.

Ahora que se ha definido el concepto de [dgica proposicional a partir de relaciones de conse-
cuencia podemos formar la légica proposicional Ly = (£, 1), donde ; esta definida como en el
ejemplo Como ya se mostro, en el ejemplo cumple las propiedades de la definicién [I.10

por tanto es una TCR estructural, finita y no trivial.

Definicién 1.12. Una ldgica L' = (L,F') es una extension de una légica L = (L,F) si = CFH.

Diremos que 1 es una extension propia de L si - CH'.
Notemos que el lenguaje £ de las légicas debe ser el mismo para poder hablar de extension.

Ejemplo 1.7. Consideremos las siguientes TCRs

» 1= {(T,¥) € POV) x W | € T}

n "2:{(7-,1/})EP(WL)XWL‘weT(’)_'wET}

Se puede verificar que la relacién de consecuencia -9 da a lugar a una légica proposicional y que

ademads F1Ck5, ya que si T b1 ¢ entonces T o 1, luego Lo es una extension de Lj.

Definicién 1.13. Una regla en un lenguaje L es una dupla (I';v), con T € P(Wg) y b € We,
donde T'U {4y} es una teoria finita. Denotaremos tal regla por T /1.

Notemos que I' debe ser finita, pues de lo contrario I' U {1} no podria ser una regla.

Definicién 1.14. Sea L = (L,F) una ldgica proposicional. La extension de L por un con-
junto de reglas S en L, es la extension L* = (L,F*) de L tal que A F* ¢ siempre y cuando
AFpoAlpeS.

Extender L por un conjunto de axiomas significa extenderla por reglas del tipo: (/1.

En reglas del tipo I' /1) se puede pensar que I" son las hipdtesis y 1 es la conclusién que que-
remos se cumpla, es decir, que cada vez que sepamos que se satisfacen las hipdtesis se satisface
la conclusién. Cuando extendemos una légica mediante reglas lo que estamos haciendo es anadir

casos que queremos que se validen.

Si al extender una ldgica usamos reglas I'/¢ donde I' es una teoria vacia, estarfamos agre-
gando resultados que queremos que se satisfagan sin hipdtesis es por eso que estas reglas son

conocidas como esquemas de axioma.
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En este momento tenemos la nocién de lo que es una légica proposicional y cémo extenderla,
basandose en relaciones de consecuencia, ahora definimos el concepto de una légica paracon-
sistente y enseguida damos un ejemplo de ésta. Este concepto es de suma importancia en este

trabajo.

Definicién 1.15. Sea L un lenguaje proposicional con un conectivo unario —. Una légica (L,F)

es llamada —-paraconsistente, si existen dos formulas v, ¢ € We, tales que 1, —p ¥ ¢.

Ejemplo 1.8. Sea Ly = (£,F3) con

o= {(T,¥) € POW) xWe | €T 6 eT}.

Tomando a ¥, ¢ € W, con ¢ # ¢ se tiene que {1, =)} ¥y ¢.

Con lo cual Lg es —-paraconsistente.

1.4. Matrices Multivaluadas

Las matrices multivaluadas son otra herramienta que nos ayudara a definir 1égicas, ademas
las matrices que relacionan la sintaxis y la semantica nos brindan un instrumento adecuado para

analizar la paraconsistencia.

Definicién 1.16. Una matriz multivaluada para un lenguaje L es una tripleta M = (V, D, O),
donde:

= V es un conjunto no vacio de valores de verdad.

= D es un subconjunto no vacio propio de V, que recibe el nombre de conjunto de valores

designados de V.

» O incluye una funcion n-aria Haq 2 V' — V por cada conectivo n-ario  de £, a la cual

llamaremos la interpretacion del conectivo ©.
Notacién Por D denotaremos al conjunto V\D.

El conjunto D es usado para definir satisfactibilidad y validez.
Definicién 1.17. Sea M = (V, D, O) una matriz para L:

= Una M-valuacién para L es una funcion v : Wy — V tal que para cada conectivo n-ario

& de Ly cuales quiera i, ..., 0, € W,

VO, ) = SW(Wr),. .., v(ihn)).
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Al conjunto de todas las M-valuaciones lo denotaremos con Ap,.

= Una valuacion v € Ay es un M-modelo de una formula ¢ si pertenece al conjunto

modm(¥) = {v € A | v(¢) € D}

Los M-modelos de una teoria T son los elementos del conjunto

modm(T) = m moda (V).
s Diremos que una férmula ¢ es M-satisfacible si modpa(¢)) # 0. Una teoria T es M-
satisfacible si mod(T) # 0.

Definicion 1.18. La relacion de consecuencia inducida por una matriz M, denotada

como Fq, estd definida por
T Eam v si moda(T) C modag ().

Notacién Denotaremos por L a la dupla (£, ), donde M es una matriz para Ly Faq es

la relacién de consecuencia inducida por M.

Proposicion 1.3. Para cada lenguaje proposicional L y una matriz ﬁm’ta[ﬂ M para L, se tiene

que Lpg = (L,Fr) es una ldgica proposicional.

La prueba de esta proposicién se encuentra en [211, 22].

Definicion 1.19. Diremos que una matriz M es paraconsistente si y solo si la ldgica Lag lo

es.
A continuacién presentamos algunas matrices multivaluadas que inducen algunas logicas.

Ejemplo 1.9. La légica clésica estd inducida por la matriz My = ({1,0}, {1}, {V, A, =}).

Vil o0 All 0 =
171 1 111 0 110
011 0 0]0 O 0]1

®Una matriz finita es aquella donde su conjunto de valores de verdad sea finito.
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Ejemplo 1.10. La légica de Priest [I8][19] estd inducida por la matriz LP = ({1,0, T}, {1, T} {V, A, =}),

donde V, A y — tienen las siguientes interpretaciones:

vil 0 T A1l 0 T ij
1/1 1 1 111 0 T 110
0|1 0 T 0j]0 0 O 01
T(1 T T T(T 0 T T T

Ejemplo 1.11. Lalégica de Sette estd inducida por la matriz LS = ({1,0, T}, {1, T}, {V, A, =, =}),

donde V,A,— y — tienen las siguientes interpretaciones:

Vil o0 T All 0 T ij =11 0 T
171 1 1 171 0 1 110 111 0 1
0]1 0 1 0j]0 0 O 011 0|1 1 1
Tt t ¢t T|1 0 1 T1]1 T|1 0 1

Hasta aqui ya tenemos la herramienta necesaria para definir una légica proposicional por
dos vias. Teniendo un lenguaje proposicional y una relacién de consecuencia o teniendo una
matriz multivaluada del lenguaje proposicional, pero sobre todo lo més importante es que ya se
defini6é cuando una légica es paraconsistente. Ahora necesitaremos nuevos conceptos para poder

ir formando la definicién de légica paraconsistente ideal.






Capitulo 2

Contencion en Logica Clasica

La contencién en légica clésica, es un concepto ampliamente utilizado en la literatura cientifi-
ca relacionada con la légica. De manera intuitiva, podemos decir que una légica L estd contenida
en logica clasica si tiene el mismo lenguaje que la clasica y ademas que la légica clasica es una
extension de L. El problema con la definicién intuitiva, es que no queda claro qué quiere decir
que L tenga el mismo lenguaje que légica clasica. Con esto nos cuestionamos si el lenguaje es
diferente simplemente por cambiar el signo usual para la conjuncién por algin otro, aunque su
valuacion sea la misma o como vimos en el Corolario podemos utilizar diferentes parejas de
conectivos como primitivos y entonces definir los otros como abreviaciones. ;Con esto tenemos
un lenguaje diferente? o jcudl es el lenguaje que debemos tomar como el lenguaje de légica
clasica? La eleccion de tal lenguaje puede ser subjetiva, y entonces el problema es, que de esta
eleccion depende que podamos decir que una légica L esté o no contenida en légica clasica.

Veamos un ejemplo para esclarecer un poco lo que estamos diciendo.

Ejemplo 2.1. En [12] se da una prueba de que la légica de la inconsistencia formal, LFHEI es
maximalmente paraconsistente en relacién a légica clésica, si es que el lenguaje de clasica es
elegido como {A, V,—,—}. La légica LFI1 tiene también un conectivo unario cEI que no se puede
definir en términos de los otros conectivos del lenguaje, por lo que para poder hablar de que LFI1
esté contenida en clasica con el conectivo e, debemos enriquecer “el lenguaje de légica clésica”
agregando un correspondiente conectivo e y dar una interpretacién apropiada de él. Esta logica
que se obtiene al agregar @ a {A,V,=, -}, se llama logica clésica proposicional extendida o por
sus siglas en inglés ECPIEL es una extension conservativa de logica clasica, lo cual quiere decir
que las tautologias de ECPL y légica cldsica son exactamente las mismas, también en [12] se de-
muestra que si se agrega una tautologia 7 de ECPL a LFI1 que no sea demostrable en LFI1 puede
conducir a diferentes ldgicas, a saber a ECPL o a una légica trivial, dependiendo de la tautologia

T que sea seleccionada. En resumen, lo anterior quiere decir que decidir si LFI1 es o no maximal

'LF11 = ({t, f,m}, {t,m},{V,=,8}).
2u(eA):=1—| 20(A) — 1 |.
3Extended Classic Propositional Logic.

11



12 CAPITULO 2. CONTENCION EN LOGICA CLASICA

respecto a logica clasica no es sencillo siguiendo la definicién intuitiva pues el lenguaje de clasi-
ca y LFI1 no son los mismos. Mds atn si se hace una eleccién diferenteﬂ para la interpretacion

bivaluada de e esto podria implicar que la misma légica LFI1 no esté contenida en légica clasica.

Por lo tanto resulta evidente la necesidad de establecer una definicién precisa de lo que

significa que una légica esté contenida en logica clasica, lo cual veremos en la siguiente seccion.

2.1. —-Contencién en Logica Clasica

Definicién 2.1. Sea L = (L,F) una ldgica proposicional para un lenguaje L que contiene al

conectivo unario —.

1. Una —-interpretacion bivalente para L es una funcion F que asocia una tabla de verdad
de dos wvalores con cada conectivo de L, tal que la asignacién que hace la funcion F del
conectivo —, es decir F(—), es la tabla cldsica de la negacion E] Denotamos mediante Mg

la matriz bivaluada para L inducida por F.

2. L estd F-contenida en logica cldsica, si para cada ¢1,...,¢n, 0 € Wy se tiene que:
le, ¢2’ tt qbn l_L @ZJ Zmplzca que ¢1a ¢23 v 7¢n '_MF ¢

3. L estd —-contenida en logica cldsica, si existe alguna —-interpretacion bivalente F tal

que L estd F-contenida en légica cldsica.

En la definicién el punto uno habla de la restricciéon de la —-interpretacién bajo el opera-
dor unario — del lenguaje y asi a los demés operadores podemos darles una nueva interpretacion
o sélo restringir sus valores de verdad. En el siguiente punto se estd pidiendo que se conserve la
deducibilidad de la légica L bajo —-interpretaciones, ya que ¢1, ¢a,..., ¢, Fr, ¥ nos dice que a
partir de las hipdtesis ¢1, @2, ..., ¢, se puede concluir 1 y esta condicion ¢1, @2, ..., ¢n Fayp ¥
dice que las mismas premisas deduzcan a i pero ahora bajo las interpretaciones de los conectivos

de L bajo F, con lo que = CFqy,.

Veamos la definicién anterior pero ahora desde el punto de vista de matrices multivaluadas.
Definicion 2.2. Sea M una matriz de L, entonces:
s M estd F-contenida en légica cldsica si Lyq también lo estd.

s M estd —-contenida en légica cldsica si y solo si Ly lo estd.

“Esta eleccién es posible de acuerdo a la definicién presentada en [12]
p | P

o | f
f t
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Proposicién 2.1. Sea M = (V, D, O) una matriz para un lenguaje L con conectivo —, se tiene

que:

a) Si M estd —-contenida en ldgica cldsica, entonces eziste un elemento t € D tal que =t ¢ D.

b) M es paraconsistente si y sélo si existe un elemento T € D, tal que =T € D.
Demostracion.

a) Sea M una matriz para el lenguaje £ con conectivo = y que estd —-contenida en la légica
clésica, esto es que L estd —-contenida en légica clésica. Luego, por lo anterior se tiene que
existe alguna —-interpretacién bivalente F tal que F ¢ estd F-contenida en légica clésica. Asi,
por definicién de —-interpretacion la tabla de verdad de — es la misma que en légica clésica,

por lo tanto existe t € D tal que —t ¢ D.

b) Sea M una matriz paraconsistente, luego L también es paraconsistente, y por lo tanto
existen dtomos p,q € W tal que p,—p ¥ g, es decir mod(p, —p) € mod(q). Para que esto
sea valido debe existir al menos un elemento en mod(p, =p) = mod(p) N mod(—p). Por lo
tanto existe un elemento en V, que denotaremos por T, tal que T € Dy - T € D.
Supongamos que existe T € D, tal que =T € D. Tomemos la teoria formada por {p, —p},
con p € W, entonces modp(p, —p) # 0 pues existe una valuacién v tal que v(p) = T € D
y v(-p) = —wv(p) = =T € D y ademas si tomamos a ¢ € W, distinto de p v(q) ¢ D,

asi p, =p ¥ s q, por lo tanto, M es paraconsistente.

O]

Corolario 2.1. Cualquier matriz M que esté —-contenida en ldgica cldsica y sea paraconsistente

tiene al menos 3 valores de verdad.

Demostracion. Sea M = (V, D, O) una matriz —-contenida en légica clésica y paraconsistente,
luego se tiene que existe t € Dy que -t ¢ D, ademads existe T € Dy que =T € D, todo esto
por la proposicion Asi D tiene al menos dos valores de verdad, ahora recordemos que D es

subconjunto propio de V, con lo cual V tiene al menos tres valores de verdad. O

Notemos que si en el corolario anterior omitimos la hipétesis de que la matriz sea paraconsis-
tente entonces cambiara la cardinalidad de nuestro conjunto de valores de verdad a al menos dos
elementos. Por lo tanto una légica paraconsistente requiere tener como minimo dos elementos en
su conjunto de valores designados. Por lo que es interesante estudiar las matrices que tengan al
menos tres valores de verdad y si restringimos sus valores de verdad a los cldsicos sus operadores

se comporten de forma clasica. Formalizaremos este concepto en la siguiente seccién.

2.2. Matrices Proto-clasicas

Definicién 2.3. Una matriz M = (V,D,0) es proto-cldsica, si existe un unico elemento
a €V, tal quea € D y —a ¢ D.
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Para una mejor comprensién de la definicién anterior, chequemos los siguientes ejemplos y

determinemos quién es y quién no es proto-clésica.

Ejemplo 2.2.
Consideremos el lenguaje:
Ly =(P,C,A)
» P={a,b,c}
L] C = {ﬂl,*l} :‘1 | ;1 0 % % 1
. A:{(v)’ } 2 1 2
’ 01|35 010 5 35 1
Caracterizado por la matriz:
Ml == <V1,D1,0l> % 1 % % 0 % 1
= Vi ={0,5351} 2 2 |2 2
3|0 3|3 3 01
[ ] Dl = %, %’ 1}
-~ 1|0 1]11 1 1 0
» O1 = {71, %1}
Ejemplo 2.3.
Lo =(P,C, A
» P ={a,b,c}
= [0 21
= A={(),} 010 0Ol 3 1 0
My = <V2;D2;O2> 1 1 1 2 1 1 0
3 3 3 3 3
- VQ = {07%5%71}
2 |2 211 1 2 o
1 92 3 3 3 3
[ ] D2 = {g, 5’ 1}
1|0 1o 0 0 %

w Oy = {79, %2}

En los ejemplos anteriores lo resaltado en negritas muestra elementos designados cuya nega-
cién no es designada por lo que la tnica matriz que es proto-clasica es el ejemplo Ademsds

como podemos ver en el ejemplo 1.19 la matriz de la légica clésica es proto-clésica.

Notacién Dada una matriz M = (V, D, O) proto-cldsica, denotaremos por ¢ al elemento a de

Vtal quea € Dy —a ¢ Dy con f al elemento —t, asi en matrices proto-clasicas t € D, f ¢ D,
y f=-t
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A continuacién se presenta un resultado que da pie a que el conectivo unario que funge como
la negacion en la logica que se esté trabajando, se comporte como la negacién en légica clasica

con los valores f,t.

Proposicién 2.2. Sea M = (V,D,0) una matriz paraconsistente que estd —-contenida en

légica clasica. Si | D |= 2 entonces M es una matriz proto-cldsica donde —f = t.

Demostracion. Sabemos que M esta —-contenida en légica clésica por la proposicién existe
un elemento ¢t € D tal que —t ¢ D. Por hipétesis se tiene que M es paraconsistente asi que existe
un elemento T € D tal que =T € D, por tanto D = {¢, T} con -t ¢ D, asi M es proto-clasica.
Resta probar que —f = t, en efecto, como M estd —-contenida entonces L4 estd F-contenida
en légica clasica para alguna F, por esto tltimo se tiene que para p € W, si p, == p F o, 70p
entonces p, 7—p ¥ x4 7——p donde la primera deduccién obedece a la interpretaciéon de la negacion
en légica clasica, por consiguiente es vélido. Ahora como p, ~n—p ¥ a4 ~——p es porque existe un

modelo de {p,=—p} que no estd en mod((———p), asi ~—t = -f =t
]

2.3. Matrices Clasicamente Cerradas y Semi-clasicas

En la seccién anterior nos enfocamos en las matrices y que el comportamiento de su negacion
fuera como el de la negacién en logica clasica, pero esto no es suficiente para modelar de una forma
adecuada todos los teoremas de légica cldsica o la mayor cantidad posible de ellos. Necesitamos

por tanto establecer més condiciones para el resto de los conectivos.
Definicién 2.4. Sea M = (V, D, O) una matriz proto-cldsica de L:

» Un operador n-ario & de M es cldsicamente cerrado, si (ayq,...,a2) € {t, f} para cada

conectivo n-ario ¢ de L, y cada ay,...,a2 € {t, f}.
= M es cldsicamente cerrada, si todos sus operadores son cldsicamente cerrados.
= M es semi-cldsica si es cldsicamente cerrada y —f =1t.

Prestemos atencién a los siguientes ejemplos para poder comprender la definicién anterior.
Basta que observemos los valores 0 y 1 (recordemos que f y t) para poder identificar que ope-

radores de las siguientes matrices son cladsicamente cerrados y cudles son semi-clasicas.
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Ejemplo 2.4. £y = (P,C, A) n Oy = {59, %0} o L 2
» P={a,b,c} 2| L
0Ol 5 1 0
= C={2 %} 0|0
112 1 9
= A={(,),,} 1 1 313 3
3 |3 ) )
My =V, D,0,) /1 1 5 0
12 22
[ ] = = = 3 3
V=1{0,3,3,1} 10 0 0 %
= D={121} 1|0
Ejemplo 2.5. L3 = (P,C, A) » O3 = {53,%3} %310 % % 1
» P={a,b,c} 3 _
0jo LI 21
= C={3,%3} olo
L1 2 1 9
. A:{(,),,} 1 1 8 503
3 |3 5 | o
Ms = (V,D,03) 5135 1 00
12 2|3
n = E— 3 3
V={0.5351 1/1 0 0 o0
= D={321} 110
Ejemplo 2.6. £, = (P,C, A)
» P={a,b,c}
5 % L2
. = {_‘4’*4} 4 | *4 0 3 3
= A={(,),,} 0|1 0jo0 3 2 1
3 |3 313 3
= V=1{0,3%,31}
2 |2 212 1 0 0
3 |3 3|3
D= {120
.~ 1|0 171 0 0 O
» Oy = {74, %4}

Notemos que en el ejemplo tenemos una matriz que sélo es proto-cldsica, luego en el
ejemplo se muestra una matriz que es clasicamente cerrada pero no semi-clasica y por ultimo
en el ejemplo también se puede observar una matriz clasicamente cerrada que ademaés cumple

que —f = t, con lo que se vuelve una matriz semi-clasica.
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Definicién 2.5. Sea M = (V,D,0) una matriz semi-cldsica de L. La —-interpretacion bi-
valente Fq inducida por M estd definida por Fa(o) = Sap\{t, f} donde Sp\{t, f} es la
reduccion de Spyq a {t, f}.

Proposicion 2.3. Cualquier matriz semi-cldsica M de L estd —-contenida en ldgica cldsica.
Mds aun, Faq es la iunica —-interpretacion bivalente, tal que Liag estd F aq-contenida en l6gica

clasica.

Demostracion. Sea M una matriz semi-clasica de £, luego F o es la —-interpretacién bivalente
inducida por M. Tomemos @1, ..., pn, Y € W, tal que o1, ..., p, }‘MFM 1, es decir, existe una
My, -valuacién v tal que v(v)) = fy v(p;) =t con, i = 1,n; luego como M es semi-cldsica impli-
ca que sea cldsicamente cerrada. Asi v también es una M-valuacién, es decir, @1, ..., Yn ¥ A1 ¥,
con lo cual M esta F pq-contenida en légica clasica. Supongamos que existe una —-interpretacion
bivalente F tal que L4 estd F-contenida y ademés F # F 4, luego existe un conectivo n-
ario en L tal que F(¢) # Faq(e). Asi existen ay,...,a, € {t, f} tal que F(o)(ay,...,a,) #

Fam(o)(ar, ... an), sin pérdida de generalidad podemos suponer que F(o)(aj,...,a,) =ty
Fum(o)(aq,...,an) = f. Ahora, consideremos p,o(¢1,-..,¢n) Fa —p que es vélido por ser M
proto-clésica, como consecuencia de lo anterior se tiene que p,o(¢1,...,¢n) Fap —p, lo cual es

una contradiccién, puesto que en My el conjunto de valores de verdad estd dado por {t, f}. Por

lo tanto F o4 es la tinica —-interpretacién con la cual L4 esta —-contenida. ]

Nota: Es importante notar que la condicién de ser cldsicamente cerrada no puede ser omitida
de la definiciéon de una matriz semi-clasica aun cuando la matriz sea paraconsistente. Veamos
en el siguiente ejemplo £ = {—,*}, y la matriz M, = ({t, f, T},{t, T},O) para L, en donde
—t=f,of =t, 2T =Tyxt=xf=T,xT =t. En el articulo [3] se muestra que la matriz M,
es proto-clasica, que cumple la condiciéon de —f = ¢, es paraconsistente, que esta —-contenida en

logica clasica pero no es clasicamente cerrada.

Recordemos que el conjunto minimo de conectivos de la logica clasica que incluye a la ne-
gacién necesita otro conectivo que puede ser conjuncién, disyunciéon o implicacion, este ultimo
es el mas empleado por su forma de relacionar proposiciones del tipo: si se suponen ciertas
hipotesis se puede concluir o implicar un determinado resultado. Luego el comporta-
miento de la implicacion es de especial importancia en este trabajo ya que queremos modelar
légicas que aun cuando partan de hipétesis contradictorias se puedan deducir resultados no tri-
viales. Hasta este punto sélo se han establecido condiciones acerca de la negacion, en el capitulo

siguiente trataremos al conectivo implicacion.






Capitulo 3
Lenguaje Suficientemente Expresivo

Para que una légica sea 1til debe tener un lenguaje suficientemente expresivo, esto es, que
nos permita modelar el pensamiento humano, por ejemplo, la légica clasica. Sin embargo, la
paraconsistencia maximal por s misma no es suficiente para garantizar la expresividad. De hecho,
como se muestra en [4], existen l6gicas maximalmente paraconsistentes con muy poco poder de
expresividad, tal como la légica trivaluada que tiene unicamente como conectivo la negacion
de Sette. Con el propdsito de obtener la expresividad requerida, solicitamos que en la logica
exista un conectivo negacién, del cual se desprende la paraconsistencia, que sea clasicamente
cerrado, y un conectivo implicacién que permita convertir las implicaciones en deducciones y
viceversa, todo esto gracias al teorema de la deduccién [ﬂ Una consecuencia de las condiciones

que le exigimos a la negacién en el capitulo anterior se presenta en la siguiente proposicion.

Proposicién 3.1. Sea L = (L,F) una ldgica que estd —-contenida en légica cldsica. Entonces
para cada formula ¥: Y ¥ —p y - ¥ .

Demostracion. Dada cualquier ¥ € W, se cumple que ) ¥ rq, =%, por tener la misma interpre-
tacion de la negacién en légica clasica, por lo cual ¥ ¥ —). El otro caso se demuestra de manera

analoga. O

La importancia de esta ltima proposicién radica en el hecho de que si se supone verdadero
cierto resultado no podemos deducir su negacién lo cual es algo deseable en la modelacién
del razonamiento. Ademads de este comportamiento respecto a la negacién deseamos que la
implicacién cumpliera con el Teorema de la deduccién ya que es uno de los principales resultados

para facilitar la demostracién automatica de teoremas.

3.1. Loégicas Normales

Definicién 3.1. Un conectivo binario D es una implicacion propia para una légica L = (L,F),

st para cada teoria T en L:

'yvease e.g. E. Mendelson. Introduction to Mathematical Logic, Fourth Edition,1997

19
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T, F @ siysolosiThHypDye

Si contamos con una negacion cuyo comportamiento es cercano al de clasica y con una
implicacion propia tendremos una légica en la que se podra expresar la mayor parte del razona-
miento clasico. Entonces la nocién de lenguaje suficientemente expresivo lo podemos reducir a

la siguiente definicién.

Definicion 3.2. Una ldgica —-paraconsistente L es normal, si estd —-contenida en ldgica cldsica

y tiene una implicacion propia.

Proposicion 3.2. Sea L una ldgica que estd F-contenida en ldgica cldsica para alguna F. Si D

es una implicacion propia de L, entonces F(D) es la interpretacion cldsica de la implicacion.

Demostracion. Supongamos que L estd F-contenida en légica cldsica. Se tiene que p bk, p,
por la reflexividad de b, entonces k1, p D p, puesto que D es una implicacion propia de L,
luego Fappy p D p, ya que L estd F-contenida en logica clésica, asi en My se cumple que
tO>t=f D f=t. Después por ser TCR p,q Fr g, lo cual implica que p 1, ¢ D g, por tanto
Fr, p D (¢ D ¢), ya que D es una implicacién propia de L. Por lo anterior y como L estd F-
contenida en légica clésica se tiene que Faq, p O (¢ D q), asi My debe satisfacer f Dt =t.

Sabemos que p D ¢ k1, p D ¢, por ser D una implicacién propia se tiene que p D ¢, p F1, ¢ luego
por estar —-contenida se cumple que p D ¢, p Faq, ¢, ahora supongamos que t O f = ¢, entonces
q¢ D qFmp p D q. Aplicando la propiedad de transitividad a esto dltimo con p D ¢,p Famy ¢ se
obtiene ¢ D ¢,p Famp ¢ pero si tomamos la valuacién v con v(p) =ty v(q) = f se tiene que
v(¢ D q,p) =t con lo que mody(q D ¢,p) € mody(q) lo cual es una contradiccién, por lo
tanto, t O f = f. O

No todas las légicas paraconsistentes tienen una implicacién propia, incluso si estan —-
contenidas en légica clasica. La siguiente proposicion muestra una famosa logica paraconsistente

que carece de una implicacion propia.

Lema 3.1. Los conectivos de la Ldgica de Priest (LP) son <j mondtonos, es decir si 1; es

una formula bien formada de LP para todo i € {1,...,n}, v y u son valuaciones tales que

(i) <g u(lﬁz)ﬂ entonces v(o(1, ..., ¥n)) <k p(o(1,...,1y,)) donde o es un conectivo n-ario
definido en términos de los conectivos =, V,\ de LP.

Demostracion. Sea ¢ cualquier conectivo m-ario, como este conectivo sélo tiene tres conectivos
primitivos —, V, A; entonces cualquier otro conectivo estard expresado en términos de ellos por

lo tanto es suficiente con verificar que los conectivos primarios son <; mondtonos. Luego:

i) El conectivo = es monétono, en efecto:

2El orden entre los valores de verdad de esta légica es {t, f, T}
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t<p Ty ~(t) <k ()
F<e Ty =(f) <e—(T)
t<pt 'y ~(t) <p ()
f<ef v =(f)<e~(f)
T<eT y ~(T)<x~(T)

ii) El conectivo V es mondétono, en efecto:

Supongamos que v(1) < u(v1) v v(ih2) < () entonces v (i1 V 1)) tiene tres posibles

valores:

1. v(¢1 Vihy) = t en cuyo caso v(¢1) =t o v(g) = t luego u(v1) € {t, T} o u(ihs) €
{t, T} y en cualquier caso pu(i1 V b2) € {t, T} luego v(v1 V ha) <p pu(vh1 V tha).

2. v(p1 Vo) = T de donde v(¢1) = T o v(tha) = T luego p(v1) o u(he) = Ty
ast (Y1 V aha) = T asi v(Y1 V ha) <p p(91 V 1h2).

3. v(P1Vpe) = fdedonde v(yn) = fyv(e) = fyasip(n) € {f, Ty u() e {f, T}
luego M(wl V 1/)2) € {f, T} asi V(l/)l V Tﬂ2> <k ,u(lﬁl V wg)

iii) El conectivo A es mondtono. Su prueba es andloga al caso anterior

Proposicién 3.3. La légica trivaluada de Priest no tiene una implicacion propia.

Demostracion. Supongamos que D es una implicaciéon propia para LP. Entonces D es <p-
mondétona. Como LP es semi-cldsica entonces por la proposicién [2.3|esta —-contenida para alguna
—-interpretacién bivalente F. Ahora por esto ultimo y por la proposicién tenemos que F(D)
es la implicacién cldsica asi se tiene que D(f, f) = t. Luego tenemos que f < Ty f <i f
as{ por la <g-monotonfa de D y el hecho de que D(f, f) =t se tiene que D(T, f) € D. Ahora
tenemos que p D ¢ Frp p D ¢ por ser D una implicacién propia se tiene que p O ¢q,p Frp g pero
si tomamos la valuacién v tal que v(p) = T y v(q) = f tenemos que p D ¢,p ¥rp ¢ lo cual es

una contradiccion. I

Hasta este momento ya tenemos una negaciéon y una implicacién que bajo una —-interpretacion
se comportan tal como la negacién e implicacién clasica. Gracias al conectivo implicaciéon D es
posible realizar de una manera directa todas las inferencias de premisas en la logica a teoremas
en esa légica.

En el proximo capitulo revisaremos el dltimo punto o la ultima propiedad que se le exige a las
l6gicas paraconsistentes para poder llamarlas ideales. Esto dard pie a una serie de teoremas que

nos iran dando los requisitos minimos para definir este tipo de légicas.






Capitulo 4

Paraconsistencia Maximal

En este capitulo veremos como extender una légica con el afin de que se pueda demostrar
tanto como sea posible en légica clésica, esto significa de alguna manera que sea maximal, pero

todo esto se tiene que lograr sin perder la paraconsistencia de nuestra logica.

El concepto de maximalidad en légicas paraconsistentes se puede plantear comparando la
logica paraconsistente que se suponemos maximal con otras légicas y pidiendo que satisfaga
alguna propiedad en especifico, en esta caso, estamos hablando del concepto conocido como
“maximalidad relativa”.

Por otro lado una logica paraconsistente puede ser maximal en el sentido absoluto si no es

comparando con otra légica, comenzaremos por definir este tltimo.

4.1. Tipos de Maximalidad

Definicién 4.1. Sean L un lenguaje proposicional y L = (L,F) una l6gica —-paraconsistente,
entonces diremos que L es maximalmente paraconsistente, en el sentido fuerte, si cual-

quier extension propia de L no es —-paraconsistente.

Definicién 4.2. Sea L un lenguaje proposicional y L = (L,t) una ldgica —-paraconsistente,
entonces diremos que L es maximalmente paraconsistente, en el sentido débil, si toda

extension de L cuyo conjunto de teoremas contenga propiamente al de L, no es —-paraconsistente.

Las definiciones anteriores tienen una gran diferencia pues la primera extiende a la légica
por medio de reglas mientras que la segunda la extiende sdlo por axiomas y la similitud de estas

definiciones es que buscan o desean que las extensiones de la légica L pierdan su paraconsistencia.

Ejemplo 4.1. Consideremos la légica de Sobociniski, dada por S = ({¢, f, T}, {¢t, T},{=,7})
donde =t = f,5f=t, 5T =Ty

23
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T sia=b=T.
a=b=qf sia>;b(dondet>; T > f).

t en otro caso.

El conjunto de proposiciones vélidas de S son axiomatizadas por un sistema tipo Hilbert Hg
con Modus Ponens como unica regla de inferencia. La 1égica correspondiente (L, ) tiene las

siguientes propiedades:

» Teorema de la completez débil: ¢ es demostrable en Fyq si y sélo si g v, es decir, 9 es

valida en S.

= Equivale al fragmento puramente multiplicativo de la logica semi-relevante RM . En par-

ticular, la siguiente version del teorema de la deduccion relevante se cumple en Hg.
Iy bpg @sibien ', p o I'pg ¥ — @

En el articulo [6] se muestra que (£,Hs) es maximalmente paraconsistente en el sentido
débil. De hecho, se muestra que esta légica es paraconsistente, pero cualquier otra extensién
del conjunto de teoremas de Hg, por un axioma no demostrable, resulta légica cldsica o bien
una ldgica trivial. Por otro lado, la légica (£, Fng) no es maximalmente —-paraconsistente en el

sentido fuerte, ya que Fg es una extensién propia de . En efecto, se cumple que =(p — ¢) Fg p

pero =(p — q) ¥ug p-

4.2. Maximalidad Relativa a Légica Clasica

Después de analizar la maximalidad paraconsistente es turno de ver ahora como tener tantos

axiomas de la légica clasica como sean posibles y por supuesto bajo qué condiciones.
Definicion 4.3. Sea F una —-interpretacion para un lenguaje £ con un conectivo unario —:

= Una formula ¥ es una F- tautologia cldsica, si cada valuacion bivalente, de cada conec-

tiwo © de L respecto a la tabla de verdad F (o), satisface 1.

» Una légica L = (L,F) es F-completa, si en su conjunto de teoremas estan incluidas todas

las F-tautologias cldsicas.

Definicién 4.4. Sea F una —-interpretacion. Una légica L = (L,F) es F-maximal relativa a

légica clasica st se cumple lo siguiente:
s L estd F-contenida en légica cldsica.

= Si 1 es una F-tautologia cldsica no demostrable en L, entonces al agregar v a L. como un

nuevo esquema de arioma, se obtiene una logica F-completa.



4.2. MAXIMALIDAD RELATIVA A LOGICA CLASICA 25

Definicién 4.5. Sean F una —-interpretacion y L = (L,F), entonces diremos que:

s L es F-maxzimalmente paraconsistente relativa a ldgica cldsica, si es —-paraconsistente

y F-mazimal relativa a l6gica cldsica.

= L es maximalmente paraconsistente relativa a ldgica cldsica si existe una —-
interpretacion bivalente F tal que L sea F-mazimalmente paraconsistente relativa a légica

cldsica.
Ejemplo 4.2.

= Definamos la logica Lg en algin lenguaje estandar Lo de logica clasica de la forma

siguiente:
T Frg ¥ siY €T o1 es una Lop-tautologia clasica

Se puede verificar que:

1. Lg es una logica.

2. Lg estd —-contenida en ldgica clasica.
3. Lg es —-paraconsistente.
4

. Es maximalmente relativa a légica clésica.

Asi que Lg es maximalmente paraconsistente relativa a logica clésica.

Definicién 4.6. Sea F una —-interpretacion. Una légica L. = (L,F) es fuertemente F-

maximal relativa a légica cldsica si se cumple lo siguiente:

s L estd F-contenida en l6gica cldsica.

» SiT ¥ ¢ yT baqy ¢, entonces la minima extension L' = (L,F1,) de L, que cumple
Ik, es Lp = (£, F )

Definicién 4.7. Sea L = (L), una légica paraconsistente para un lenguaje con un conectivo
unario —. L es fuertemente maximal relativa a logica cldsica si existe una —-interpretacion

bivalente ¥ tal que L es fuertemente F-mazimal relativa o légica cldsica.

Lema 4.1. Sean L = (L,F1) una ldgica paraconsistente, y F una —-interpretacion bivalente de

L. Si L es fuertemente F-mazimal relativa a l6gica cldsica entonces es F-completa.

Demostracion. Laregla {p, —p}/q es obviamente valida en Mp. Como L es paraconsistente, esta
regla no es vélida en L. Sea L’ la extensién de L por esta regla. Como L es F-maximal relativa
a l6gica clésica fuertemente, L' = L vy, por definicién y asi L es F-completa, por definicién
Falta demostrar que L’ tiene el mismo conjunto de teoremas que L. Para esto notemos que
como L estd —-contenida en légica clasica, no existe férmula v tal que tanto v y —) son vélidas
en L. Se sigue que la regla {p, ~p}/q es admisible en L. Esto nos lleva que su adicién a L no

cambia el conjunto de férmulas validas. O
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Proposicion 4.1. Ninguna logica paraconsistente normal es mazximalmente relativa a légica

clasica fuertemente.

Demostracion. Supongamos que existe una —-interpretacion bivalente F para el lenguaje de
una légica paraconsistente normal L, y que L es F-maximal relativa a légica cldsica fuertemente.
Notemos que L esta F-contenida en ldgica clasica y ademas posee una implicacién propia D, todo
esto por ser normal. Luego por la proposicién se tiene que F(D) es la implicacion clésica. De
esta forma Fxq, p O (mp D ¢) es un axioma bajo a4, con lo cual es una F-tautologfa asi se tiene
que Fr, p D (—p D q) ya que por el lema L es F-completa. Luego las siguientes equivalencias

son validas por ser D una implicacién propia:
FLpD(-pDyq) siysélosi phkp—pDgq equivalentemente p,—p by g

y esto ultimo contradice la paraconsistencia de L. O

El extender una logica y que no pierda su paraconsistencia, ademas de poder tener tantas
tautologias sean posibles como en ldgica clasica, fue el tema principal y meta de esta seccion.
Con lo cual quedan definidas las propiedades que mencionamos al principio del trabajo. Ahora
es tiempo de definir exactamente lo que es una logica paraconsistente ideal y revisar algunos
resultados que nos auxilien a llegar al objetivo del escrito, que es caracterizar a las ldgicas

paraconsistentes ideales.



Capitulo 5

Logicas Paraconsistentes Ideales

Recordemos que las logicas paraconsistentes son sistemas que nos auxilian a trabajar con
informacién contradictoria pero ;Cémo saber cial de estos sistemas es el adecuado o la mejor
opcién para lo que requerimos? A lo largo de estos capitulos hemos definido con exactitud
las propiedades de las que se hablaba al principio del trabajo, es momento de vincular estos
conceptos para poder definir lo que es una légica paraconsistente ideal y desarrollar resultados
que nos ayuden a estructurarlas, con lo cual daremos respuesta a la pregunta anterior. Veamos

la siguiente definicién.

Definicion 5.1. Una ldgica —-paraconsistente L es llamada ideal, si ésta es normal, mazimal

relativa a logica cldsica y mazximalmente paraconsistente.

Las matrices trivaluadas nos brindan el marco méas popular para razonar con datos con-
tradictorios, la principal razén de esto es que proporcionan la forma seméantica mas simple de

definir 16gicas paraconsistentes, recordemos el corolario [2.1

5.1. Légicas Trivaluadas Paraconsistentes Ideales

Veamos algunas consecuencias de las matrices trivaluadas —-paraconsistentes al restringirlas

a ciertas condiciones.

Proposicién 5.1. Sea M = (V, D, O) una matriz trivaluada —-paraconsistente y —-contenida en
légica cldsica. Entonces M es proto-cldsica, y es isomorfa a una matriz M' = ({t, f, T},{t, T}, O),
en donde ~t = f, ~f =t y—T € {t, T}.

Demostracidn. Este resultado es directo de las proposiciones [2.1] y O

Proposicion 5.2. Sea M una matriz trivaluada —-paraconsistente tal que Liaq es normal. En-

tonces M es semi-cldsica.

Demostracion. Como M es normal, entonces estd F-contenida en légica cldsica para alguna

—-interpretacién bivalente F. Como M estd —-contenida en légica clasica y ademds es una

27
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matriz trivaluada paraconsistente por la proposicion se tiene que M es proto-clasica y que
ademas -t = f y -f = ¢ con lo que resta probar que M es clasicamente cerrada. Definimos
Yxe = (1 D) D e, asi F(x) es la disyuncién cldsica, esto por la proposicién Debido al

comportamiento de la disyuncién clasica:
Thmevxe y Thmpy xe implica T Fagg . (5.1)
Ademads, como D es una implicacién propia para L se tiene:

VEmYxe y oFm g (5.2)

Para demostrar que M es clasicamente cerrada suponemos que existe un conectivo n-ario ©
que no es cldsicamente cerrado, es decir, que existen algunos aq,...,a, € {t, f} tales que
S(ay,...,an) ¢ {t, f}. Para todo 1 < i < n definimos:

p; sia; =t.
Yi = )
-p;  sia; = f.

Ahora sea ) = ¥1 % ... % 1, donde:

-p; Sl =pi
Y = ‘
pi Sl @Q; = 7p;.

Entonces todos los M-modelos de {¢1,...,¢n} son M-modelos de o(p1,...,pn) *x 9 y = o
(P1y-esDn) * . Ast o1,y on Far oLy s Dn) ¥V Y @1,y 0n Fag 20 (D1, -+ -, Pn) x Y. Sabe-

mos que L estd F-contenida en légica clasica por lo cual ¢1,...,¢n Fatp ©(P1,-..,0n) * 0y
©1,- oy Pn Frp 0 (p1, - .-, pn)*x 2 y ahora por la condicién (5.1)) se tiene que @1, ..., vn Fae ¥,
lo cual es una contradiccion pues los modelos de ¢y, ..., ¢, no son modelos de 1.

O

Lema 5.1. Sea M una matriz —-paraconsistente trivaluada tal que Lag es fuertemente maxi-
mal —-paraconsistente. Supongamos que existe alguna —-interpretacion bivalente ¥, tal que Ly
estd F-contenida en légica cldsica, pero Lipg no es F-mazimal relativa a légica cldsica. Entonces

M es clasicamente cerrada.

Demostracion. Supongamos que Ly estd F-contenida en légica clasica, pero no es F-maximal
relativa a légica cldsica, dado que existe una F-tautologia clasica g no demostrable en L tal
que anexandola como un axioma a L4 resulta una légica L* que no es F-completa. Sea ¢ alguna
F-tautologia clasica no demostrable en L*. Sea &* el conjunto de todas las sustituciones de .

Entonces para cada teoria 7 y formula ¢ tenemos que:

Thri¢ siysdlosi T,8 Fa ¢ (5.3)
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yva que recordemos que L* es una extension de L4 que resulté de agregarle a ésta tltima 1)y
como axioma. Como L, es fuertemente maximal —-paraconsistente, particularmente para cada

férmula @, ¢ se cumple que:
S*v ®, P l_M ¢ (54)

Como ¥1,» o entonces por (5.3) S* ¥ 0. De aqui concluimos que hay una valuacion v € Ay
que es modelo de §* pero v(o) = f.

Ahora, mostremos que para cada férmula ¢, v(¢) € {¢t, f}.

Hagdmoslo por contradiccién y supongamos que existe alguna 1 tal que v(¢) = T. Como v es
un modelo de §* también es un modelo de §* U {¢), =)} por y asi es un modelo de o, esto
por la condicién , con lo que v(o) € D pero esto es una contradiccién pues se sabe que
v(o) = f. Con lo que se concluye que v(v) € {t, f} para toda 1. Veamos que esto implica que
todas las operaciones de M son clasicamente cerradas.

Sea ¢ algun conectivo n-ario de £y sean ay,...,a, € {t, f}. Parai € {1,...,n}, definimos:

pi  siv(p) = a;.
Pi =
—p; en otro caso.

Entonces v(p;) = a; y (a1, ...,an) = 3w (p1),...,v(pn)) = v(o(p1,...,%n)) pero ya se de-
mostré que el valor de verdad de ésta dltima formula estd en {t, f}. O

La importancia del lema anterior se ve reflejada en la construccién de la prueba del siguiente

teorema.

Teorema 5.1. Sea M una matriz trivaluada que estd —-contenida en légica cldsica. Si Lag es
una logica maximalmente paraconsistente en el sentido fuerte, entonces también es maximal-

mente paraconsistente relativa a légica cldsica.

Demostracion. Sea M una matriz trivaluada que estd —-contenida en légica clasica, y tal que
Lt es fuertemente maximal —-paraconsistente. Entonces en particular Ly estd F-contenida en
logica clésica para alguna F interpretacion. Si L es F-maximal relativa a légica clasica entonces
habremos acabado. En otro caso, M es semi-clasica por el lema Luego, por la proposicién

[2.3] tenemos que F = F oy, y asf Ly estd Fq-contenida en 16gica clésica.

Ahora demostraremos que L es F y-maximal relativa a logica cldsica. Esta prueba serd similar

a la demostracién del lema [B.11

Sea 1)’ una F y(-tautologia no demostrable en L y sea S’* el conjunto de todas sus sustituciones.
Sea L™ la l6gica obtenida al agregarle ¢’ como un nuevo axioma a L . Entonces para toda teoria

T tenemos que:
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Throw ¢ siysblosi T,8* Fag o

En particular como M es fuertemente maximal, la condicién también se cumple para S’*.
Supongamos por contradiccién que existe una F -tautologia o no demostrable en L™*. Entonces

se tiene que K1« o y también se tiene que 8™ ¥ ¢ 0. Luego hay una valuacién v € A tal que:
v es modelo de §’* pero v(o) = f.

Si existiera una férmula 1 que v(¢)) = T, entonces como v es un modelo de §™, también lo es
para 8" U {1, )} y asi por la condicién éste es un modelo de o, y lo cual contradice el
hecho de que v(0) = f. Con lo cual v(¢)) € {t, f} para toda v, y asi v es una Mg, ,-valuaciéon
que asigna f a 0. Esto contradice el hecho de que F Mg, O Pues recordemos que es una o es

una F y-tautologia.

Con esto concluimos que toda F a-tautologia cldsica es demostrable en L', y por lo tanto Ly

es F p(-maximal relativa a logica clasica. O

Con ayuda de los resultados anteriores podemos formular el siguiente teorema, que es el mas

importante de esta seccidén ya que caracteriza las logicas paraconsistentes trivaluadas ideales.
Teorema 5.2. Toda logica trivaluada —-paraconsistente y normal es ideal.

Demostracion. Por el teorema [5.1] es suficiente mostrar que cada logica trivaluada normal pa-
raconsistente es fuertemente maximal. Sea M una matriz trivaluada —-paraconsistente para un

lenguaje £ con una implicacion propia, y que también estd —-contenida en légica clasica.

Sea (L,F) una extensién propia de Lpg por algin conjunto de reglas. Entonces existe una
teoria I' y una férmula ¢ en L, tal que I' F ¢ pero I' ¥4 ¥. En particular, existe una va-
luacién v € modp(T') tal que v(¢p) = f. Consideremos la sustitucién 6, definida para cada
p € Atoms(I" U {¢}) por:

g  Siv(p)=t.
0(p) =4 -q0 Siv(p)=/.
Do Siv(p)=T.

donde pg y qo son dos dtomos diferentes en £. Notemos que §(T") y 0(1)) contienen (a lo més) las
variables pg y qo, y que para cada valuacién p € Ay, tal que pu(pg) = T y p(qo) = t, se cumple
que p(6(¢)) = v(¢) para cada férmula ¢ tal que Atoms({¢}) C Atoms(I" U {¢}). Asi:

Cualquier p € Apg, tal que p(po) = T v u(qo) = t,

(5.5)
es un M-modelo de §(I") que no M-satisface a 0(v)).

Ahora consideremos los siguientes casos:
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Caso I Existe una férmula ¢(p, q) tal que para cada p € Anq, (@) # T si u(p) = u(q) = T.

Caso 11

En este caso, sea 8 = ¢(po,po) O ¢(po, po). Notemos que u(3) =t para cualquier p € Ay
tal que p(po) = T. Ahora como I es estructural, I' - ¢ implica que:

0(I)[B\qo] F () [5\qol- (5.6)

Por la definicién de 8 y por (5.5)), cualquier valuacién u € Apq en donde pu(pg) = T es un
modelo de 0(I")[5\qo] pero no M-satisface 0(1))[3\qo]. Por lo tanto:

po, —po Fam 0(7)[B8\qo] para cada v € T'. Como (L,F) es mas fuertdﬂ que Ly, esto
implica que:
po, o = 0(7)[B\qo] para toda y € T" (5.7)

El conjunto {po, —po, 0(1))[5\qo]} no es M-satisfacible. Esto implica:

Po, ~Po, 0(¥)[B\qo] Fam o

De nuevo, como (L,F) es més fuerte que Lo, tenemos que:

o, =po, 0(¢)[B\ao] - qo- (5.8)

De (5.6) y (5.7)) se tiene que:
po; —po F 0()[B\qo]- (5.9)

Ahora de (5.8)), (5.9) y por la transitividad tenemos que:
Po, ~Po F qo-
Asi (L£,F) no es —-paraconsistente.

Para cada férmula ¢(p,q) y para cada p € Ay, si pu(p) = p(g) = T entonces u(¢p) = T.
Hagamos un cambio de gg por ¢y D qo, luego como | es estructural, y se sabe que I' - %,

entonces

0(I')[g0 > 90\qo] = 0(¥)[90 D 90\qo]- (5.10)

Recordando el apartado (5.5) y con la nueva sustitucién entonces se tiene que cualquier
valuacion p € Ay tal que u(po) = Ty p(qo) € {t, f} es un modelo de 6(I')[go D go\qo] y no
es modelo de 0(1)[q0 D qo\qo]. Entonces el tinico M-modelo de {py, —po, 0(¥)[q0 D qo\qo]}

es aquel donde tanto pg y qo toman el valor de T. De lo anterior podemos concluir que

P0, o, 8(1)[q0 D 90\qo] Fm qo- Luego,

Po, ~Po, 0(¥)[q0 D qo\qo] F qo- (5.11)

1L/

es mas fuerte que L si L es una extensién de L
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Utilizando de nuevo (j5.5)) (para u(qo) € {t, f}) y la condicién del caso II (para p(go) = T),

se tiene que:

po, —Po F 0(7)[q0 D qo\qo) para cada v € T. (5.12)

de las condiciones ([5.12)) y (5.10|) se obtiene que:

Po, ~po = 0(¥)[q0 D g0\ qo]-

Luego de ésta tultima y de la condicién (5.1]) tenemos que:

Po, ~Po = qo
y asi (£,F) no es —-paraconsistente.

Con esto concluimos que dada cualquier extensién propia (£, ) de Ly no es —-paraconsistente,

por consecuencia L, es fuertemente maximal y por lo tanto L es ideal. ]

FEl siguiente corolario presenta una caracterizaciéon sencilla de las légicas paraconsistente

ideales de tres valores.
Corolario 5.1. Una légica trivaluada —-paraconsistente es ideal si y sélo si es normal.

Demostracion. Supongamos que L es una légica trivaluada —-paraconsistente ideal, luego por la
definicién de logica paraconsistente ideal, L es normal. Ahora supongamos que L es una légica

trivaluada —-paraconsistente normal entonces por el teorema [5.2| se tiene que L es ideal. ]

El ntmero de légicas trivaluadas es finito pero no todas ellas son paraconsistentes y menos
aun ideales, por medio del corolario de las 7 (239+33 — 1) [| posibles légicas trivaluadas las

siguientes son paraconsistentes ideales.

Ejemplo 5.1. La légica de Sette P y todos sus fragmentos que contengan la negacién de Sette,
la l16gica PAC, J3 y las 220 16gicas trivaluadas consideradas en [4] incluyendo las 23 LFI de [14]

son légicas paraconsistentes ideales.

Atdn cuando todas las l6gicas descritas anteriormente son diferentes, comparten un ntcleo
comun que asegura su naturaleza ideal, este ntcleo puede capturarse usando la herramienta de
las Nmatriceﬂ matrices no deterministas, presentadas en [7] y que ya se han usado en [4] para

caracterizar el nicleo de la maximalidad fuerte de las légicas trivaluadas paraconsistentes.

2En las 16gicas trivaluadas hay 3 operadores unarios y 3° operadores binarios distintos. Si se consideran solo
este tipo de operadores entonces se tiene 98%+3% conjuntos de conectivos no vacios y distintos. Por cada
subconjunto de conectivos es necesario elegir el conjunto de valores designados el cual no puede ser vacio por lo
tanto hay (2%) — 1 opciones y asi tenemos 7(239*'33 — 1) posibles légicas trivaluadas.

3Las Nmatrices son una generalizacién de la seméntica estdndar de matrices, obtenida al relajar el principio
de la verdad funcional, cuando el valor de una férmula compuesta se selecciona de manera no determinada de
algin conjunto de opciones.
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Como hemos visto no es tan complicado formar una légica trivaluada paraconsistente ideal
pues requiere o se le exigen pocas condiciones. Después de analizar esta clase de logicas veamos

el caso general.

5.2. Una Construccion Sistematica de Loégicas Ideales

Una pregunta natural a responder en este punto es saber si existen légicas ideales de méas de
tres valores. En esta secciéon no solo daremos una respuesta positiva a esta interrogante, sino que
también mostraremos que para n > 3 existe una extensa familia de légicas ideales n-valuadas,

cada una de las cuales no es equivalente a cualquiera de las légicas k-valuadas con k < n.
Proposiciéon 5.3. Sea M una matriz —-paraconsistente y semi-cldsica para un lenguaje L con
un conectivo unario ¢ tal que para algin n > 2 se satisfacen las siguientes condiciones:

1. p,—pFpm <>”’Zp.

2. p,ﬁp,okpl—quamlngn—S.
3. p,ﬁp,ﬁokpl—quaralgkgn—B.

Entonces el conjunto de valores de verdad de M tiene al menos n elementos, incluyendo al

menos n — 2 elementos no designados.

Demostracion. Tenemos que M es semi-clasica luego por la proposicién se tiene que M
estd —-contenida en logica cldsica. Como ya tenemos que M estd —-contenida en légica clasica
entonces por la proposicion debe haber al menos un elemento t € D, tal que f =t ¢ Dy

al menos un elemento T € D, tal que =T € D, esto ultimo por ser M —-paraconsistente.

Denotemos L= 3*T para cada 1 < k < n—3. Supongamos que ademés existe un i € {1,...,n—

3} tal que L;€ D, luego consideremos la teorfa {p, —p,o'p} donde uno de sus M-modelos es

v(p) = T y v(q) = f pero v ¢ mod(q), ast:
b, _'paoip%,/\/l q

con lo que se contradice la condicién 2, por lo tanto, 1,€ D para 1 < k <n — 3.

Més aun, L1,...,L,_3 son todos diferentes entre si, en efecto pues si existieran 1 ;=1 con

1<j<k<n-—3 ademas para un 7 > n — 3 se tendria que:
I = 0% (FT) = o%(oI T).

Sis4+7 < n—3entonces o' T € D, de lo contrario aplicamos nuevamente la idea y esto contradice

n—2

la condicién p, =p Faq " “p.
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Supongamos que existe i € {1,...,n — 3} tal que L;= T, consideremos a la teoria 7 =
{p,—p,— o' p} donde v(p) = T y v(q) = f, asl v pertenece a los M-modelos de T pero
v & modaq(q) entonces p, —p, =o' p ¥ o4 q lo cual contradice la condicién 3, por lo tanto, T # L,
para 1 < k <n — 3, de manera andloga se demuestra que t #1 para 1 < k <n — 3.

En este momento supongamos que ¢ = T entonces =t = =T donde f = =T, por ser M proto-
clésica, pero esto es una contradiccién pues f ¢ D mientras que =T € D, con lo cual t # T.
Por otro lado, como M es semi-clasica, =f € D. De aqui que f es distinto de Lq,..., L, 3.

Obviamente, f es diferente a t y T. Se sigue que ¢, T, f, L1,..., L,_3 son diferentes entre si. [

Necesitamos tres lemas antes de poder enunciar el resultado principal de esta tesis, la carac-
terizacién de las légicas paraconsistentes ideales n-valuadas. Para el resto del trabajo:

Sea M® = (V, D, O) una matriz n-valuada para un lenguaje que tiene lo siguiente:
1) un conectivo unario —.
11) un conectivo unario ©.
11I) un conectivo binario D.
1v) dos constantes proposicionales fyi
Suponga que n > 3, y que se cumplen las siguientes condiciones en M?:
LV={t,f,T,L1,....,Ln 3t yD={t, T}
2. La interpretacién de la constante f es el elemento .
3. La interpretacién de la constante f es el elemento t.
4. 5t = f,5f =t,y Sx = x en otro caso.
5. 3%t = f,of =t,0T =11,0 Ly=1l;p1parai<n—3,yo Ly, 3=T.
6. aDb=tsia¢ Dy adb="ben otro caso.
7. Para cualquier conectivo n-ario x de £, x es cldsicamente cerrada.
Lema 5.2. L’M es una logica —-paraconsistente normal.

Demostracion. Como T € Dy =T € D entonces por la proposici(’)n M es —-paraconsistente,
luego por como se definieron los conectivos y por = f = t entonces se tiene que M" es semi-clasica.

Ahora por esto tltimo y por la proposicién se tiene que Li\/i esta —-contenida en légica clésica.

Enseguida demostraremos que D es una implicacién propia.

Supongamos T, ¢ '_3\/1 Py que 'TWM © D 1, es decir, existe una valuacion v tal que:

“Esta condicién no se presenta en el articulo [3] pero si en [f].
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v(T)eEDyuv(pDyY)eED

luego esto dltimo implica que:

v(p) € Dy v(y) €D,
esto debido a como se definié D.

Asi tenemos que:

v(T)eD,v(p) e Dyv(y) €D,

con lo cual T, ¢ }‘3\4 ,lo que contradice la hipdtesis. Por consiguiente, si T, ¢ '_3\/1 1) entonces
T '_3\/1 © D .

Ahora supongamos que 7 iy, ¢ D ¢y que T, ¢ ¥ 1, es decir, existe una valuacién v tal
que v(T,p) € Dy v(p) €D asi v(T) €D, v(p) € Dy v() €D luego aplicando el operador a

@ vy ¥, y utilizando v se tiene que:

v(e D¢) = v(p)dv(¥) € D

por lo tanto v J?"M @ D 1, lo cual es una contradiccion. Asi, si T '_3\/1 @ D 1 entonces T, ¢ '_3\/1 Y.

Por lo tanto, D es una implicacién propia y como L', estd —-contenida en ldgica clasica

entonces L', es normal. O

Lema 5.3. M! es fuertemente mazimal.

Demostracion. Primero notemos que para cualquier a € V\{¢, f} existe un 0 < j, < n — 2, tal
que una valuacién g es un M*modelo de {o/ap, = oJa p} si y sélo si u(p) = a.

Por ejemplo para:
a=T,5a=0 o ja=n—2yulp =T,
tenemos que g es un M-modelo de {o7ep, = oJa p} pues °T = T € Dy 23T = T € D, luego

para los demds valores de verdad, excluyendo a t y f, se tiene que j, =n —2 — 1.

Sea L = (£, 1) cualquier extensién propia de L’ ,. Entonces existen algunas 1, ..., %5 y ¢,
tal que wla" . 7¢k FL ¥, Pero ¢17---,¢k1’“M P©.

De esto tltimo se sigue que existe una valuacién pu, tal que p(v;) € D para todo 1 < i < k,

v u(p) € D. Sean p1, ..., pm los dtomos que aparecen en {11, ..., Yk, p}.

Dado un atomo p;, tal que pu(pi,) = f sustituydmoslo por f y dado un &tomo Di, tal que

u(pi,) = t sustituydmoslo por £, de tal modo que después de la sustitucién cualquier otro dtomo
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p que aparezca satisface que u(p) € V\{t, f}. Ahora sea j; = j,(,) para 1 < i < m. Por

observaciones hechas anteriormente, p es el inico modelo del conjunto

m
U= {olpy, =M pr} UL U{oImpp, = oI pr} = | J{ips, = o7 pi}
i=1
Se sigue que ¥ F’M ; esto porque p(1);) € D para todo 1 < i < ky tomando a g como un nuevo
atomo se tiene que VU {p} I—iw qy que VU {p} Fr, ¢, esto dltimo porque L es una extensién de

Li\/l' Luego se tiene ¥ U {¢1,..., ¢} 1 ¢, pero recordemos que ¥ Fr, v; para todo 1 < i < k,
) m

asi U k1, ¢. Ahora sustituyendo p; por o"~J~2p tendremos que ¥ = |J {¢"2p, =" 2 p} con lo
i=1

cual ¥ = {o"2p, 0" 2 p}. Este tltimo conjunto en LY tiene la forma de {p, —p}. Por lo tanto

p,—p 1, q, v asi L no es paraconsistente. O

Lema 5.4. M"® es maximalmente —-paraconsistente relativa a légica cldsica.

Demostracién. Sean ¢ una férmula que no es M‘-vélida, y S el conjunto de las instancias de ¢.
Supongamos por contradiccién que existe una tautologia clasica 6 tal que S 1’43\/1 0. Sea T una
teoria maximal que extiende a S, tal que TWM 0. Entonces para cada férmula 1, o se cumple
que Yy € T 6T, }_3\4 0 se tiene que T '_3\/1 1 D 0. Podemos notar,

T I—’M Y siysblosi ¢eT. (5.13)

Ahora, para cualquier valor de verdad a € V y férmula ¢ € W,, definimos las férmulas ¢{(¢) y

¢5(¢) como sigue:

¢1 (V) =1 $h(¢) = o9

o1 () = v 03 (1) = ov

¢l (V) =4 3 (V) =~

G (Y) =" 2 ¢yt (Y) = -1y parai=1....,n—3

Se puede checar que se puede checar que para cualquier a € V, 9 € Wy, y una M-valuacién

v se cumple lo siguiente:

v(y) = a siy solo si v satisface ¢7 () y ¢5(¢). (5.14)

Ahora definimos una valuacién v como: v(¢) = a si ¢$(v) € T y ¢5(¢) € T. Mostraremos

los siguientes hechos:

1. v esta bien definida:

Esto se deriva de los siguientes hechos:

a) Debe haber una a € V tal que u(¢) = a.
En efecto, sea ¢5(¢) = ¢$(¢) D (¢5(¢)) D 6). Por cada M‘-valuacién satisface
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%) y ¢%(1) para alguna a € V. Por lo tanto:

{#5(¥) [a eV} 0

Ahora, si p(y) # a para algin a € V, entonces ¢§(¢) ¢ T o ¢5(¢) ¢ T, asi T U
{6%(1), #3(1)} es una extensién propia de 7. Por consiguiente, TU{¢$(v), #3 (1)} Fiy
9, y asi T i, ¢%(1) por el teorema de la deduccién. En consecuencia, si p() # a
para cada a € V obtenemos que T i, ¢4(1) para cada a € V, y asi T i, 0 lo cual

es una contradiccién pues recordemos que T ¥ i O.

b) Si suponemos que a # b, no es posible que u(¢) = a'y pu(y)) = b. Si este fuera el caso,

3 (Y), p3 (1), 94 (1), ¢ (2) estarian en T. Pero por (5.14)), en el caso de que a # b el
conjunto {¢%(1), p%(1), 4 (1), #5 (1)} no serfa M-satisfacible y entonces tendriamos

que ¢%(1), 9%(¥), ¢8 (1), $5(¥) Fi 0, lo cual contradice las hipétesis.

2. v es una valuacién legalﬁ:
Sea 1) = o(91,...,1y). Supongamos que v(v);) = a; parai =1,...,ny d(ai,...,a,) = b.
Entonces para cada i se tiene que ¢7'(¢;) € T y ¢53°(¢i) € T. Ahora por (5.13)), para
j=1,2:

U{cb (W), &5 (i)} Fiyg @2().

Resulta que ¢?(¢) € T para j = 1,2. Por tanto, por la definicién de v, v(¢) = b, que es,
V(O(¢17 B %Z)n)) =

3. v es un modelo de 7 que no es un modelo de 6:
Sea ¢ € T. Si =) € T entonces ¢{ (V) € Ty ¢g () € T, asi v(¢)) = T € D. En el caso
contrario si =) ¢ T entonces T ¥ i — con lo cual T,—1) F ) 0 y por el teorema de

S(ai,...,ay), segun sea necesario.

la deduccién se tiene T i —p D 0y asi =p D 0 € T. Ademds se puede verificar que
v, =y DO, oy DO l—ﬁ\/l 6 lo cual implica que = o 1 D 0 ¢ T por lo tanto = o € T.
Resulta que en este caso ¢! (¢) € T y ¢(v) € T, asf otra vez v(¢)) =t € D.

Claramente, v no puede ser un modelo de 6, pues si v(6) € {t, T}, entonces en particular
¢4 (0) =0 o ¢] () = 6. En ambos casos 6 € T, lo cual es una contradiccién a la hipéStesis
T ¥y 0.

4. v es una valuacién clasica:
Mostraremos que v estd en {t, f}. Asumamos por contradiccién que existe a & {t, f} y ¥q
tal que v(1¢,) = a. Esto implica que para cada b existe una férmula 1 tal que v (i) = b
(En efecto, ya que v(0) ¢ D,v(@ D 6) =t yv(—(@ D 0) = f,asi ¢y =6 DOy
Yr=-(0D0). Para b ¢ {t, f}, ¥ puede ser tomada como una férmula de la forma o1,
donde k es tal que 3*a = b). Como ¢ no es vélida en M?, existe una Mi-valuacién p tal

que p(p) ¢ D. Asumamos que Atoms(p) = {q1,...,qx} y que u(q;) =b; parai=1,... k.

5Una valuacién sera legal si preservas las interpretaciones.
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Sea 1 = @{ty, /4, }- Entonces v(1) = u(p) ¢ D. Por otro lado, » € S C T y como v es un

modelo de T se tiene que v(¢)) € D, lo cual es una contradiccién.

Ahora, como 6 es una tautologia clésica y v es una valuacion clésica, necesariamente v () = t,
pero esto contradice el hecho que v no es un modelo de 6. Esto concluye la prueba del lema
5.4. O

Teorema 5.3. Bajo las hipdtesis mencionadas, Li\/l = (L, |—3\4> es una logica —-paraconsistente

tdeal n-valuada que no es equivalente a cualquier logica k-valuada con k < n.

Demostracion. Se sigue de la definicién de légica paraconsistente ideal y de los tultimos tres

lemas. O

Ejemplo 5.2. Sea la matriz My = ({¢, f, T L},{¢t, T}, O) para el lenguaje que consiste de los

siguientes conectivos:

1. Un conectivo implicacién D, definido como:
adb=tsiae{f,L}yadb=bsiac {t, T},
2. El conectivo negacién — definido por:
St=f,af=t, 2T =Ty>1l=1.
3. El conectivo —, definido por:
—t=t, =Zf=f =T=Ly = 1=T.

Se puede verificar que definiendo ¢y = - — 1, la matriz M, satisface todas las condiciones
necesarias para aplicar el teorema Por lo tanto L a4, es una légica tetra-valuada paraconsis-

tente ideal, que no es equivalente a alguna logica tri-valuada.
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Conclusiones

La presente tesis tuvo como objetivo definir y caracterizar las logicas paraconsistentes ideales,
recordemos que desde el principio se habia mencionado que éstas serian las que conserven tanto
principios del razonamiento clasico como sea posible, pero que en situaciones contradictorias no

conduzcan a teorias triviales.

Para llegar a este resultado, primero se tuvo que identificar el conjunto de condiciones mini-
mas que debe satisfacer una logica para considerarse paraconsistente ideal, se llegd a la conclusion
de que ademds de conservar tanto como sea posible de la légica cldsica también era importante
que una légica paraconsistente ideal tuviera la propiedad de contencién en légica cldsica con la
finalidad de asegurarse de que lo que fuese valido en las légicas que se estaban construyendo

también fuera valido en légica clasica.

Después se necesitaba un método de deduccion, por lo que se les pidié tener un conectivo
implicacién que bajo una F-interpretacién cumpliera la caracteristica arriba mencionada enton-
ces ésta se comportaria como una implicacién propia, es decir, muy parecida a una implicacién

propia. Es decir muy parecida a la implicacién clasica que ya conocemos.

Cumplir las dos condiciones anteriores no era suficiente asi que se tuvo que exigir una propie-
dad mas, que su paraconsistencia fuese maximal, es decir, que su paraconsistencia no se perdiera

al extenderla.

El resultado de estas tres condiciones fue una légica paraconsistente ideal, pero aqui no habia
acabado el trabajo pues buscdbamos una metodologia para crear estas légicas o poder identificar

a partir de su estructura si es o no ideal.

Se comenzo por analizar a las 1égicas trivaluadas paraconsistentes y resulté que estas forman
un grupo especial dentro de este tipo de légicas pues las exigencias son minimas para poder

saber si estamos tratando con una légica ideal mdas ain se sabe con exactitud el niimero de

39
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logicas trivaluadas paraconsistentes ideales.

Por ultimo se checaron resultados para poder generalizar esta caracterizacion para légicas
con n valores de verdad, con n > 3. Aqui lo que se tuvo que hacer es una demostracién seccio-

nada en lemas los cuales por separado son resultados interesantes.

Con esto ultimo logramos el objetivo que nos habiamos propuesto desde el principio que era

caracterizar a las légicas paraconsistentes ideales, que fue lo que se hizo en el teorema [5.3
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