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Introduccion

Las opciones son instrumentos financieros que nos ofrecen la oportunidad de cubrir ries-
gos 0 aprovechar cambios en el precio de un activo subyacente. En los tltimos anos, la teoria
de valuacién de opciones ha cobrado una gran importancia en el mundo de las finanzas y la
inversién.

La valuacion de opciones se remonta al ano 1900 con la tesis doctoral de Louis Bachelier,
“The Théorie Spéculation”, donde propone un modelo matematico que intenta representar
conceptos financieros. En este modelo, Bachelier propuso modelar el precio de una accién
como un movimiento Browniano. Sin embargo, en ese tiempo nadie le dio importancia, hasta
1960; en ese ano, Paul Samuelson descubre la tesis de Bachelier, la cual toma de base para
su investigacion futura. Samuelson nota que proponer el movimiento Browniano como el
comportamiento de el precio de una accion tiene el inconveniente de tomar valores negativos
y en lugar de eso propuso el movimiento Browniano geométrico.

Anos después y retomando el trabajo de Bachelier y Samuelson, Fischer Black y Myron
Scholes publican su articulo “The Pricing of Options and Corporate Liabilities”, en 1973 [2].
En este articulo desarrollaron un modelo para valuar una opcién europea sobre una accién.
Después de una serie de articulos, Robert Merton formaliz6 y extendié la metodologia de
Black-Scholes. En 1997 fue entregado el premio Nobel de economia a Scholes y Merton por
sus trabajos en esta materia.

Histéricamente, la valuacién de opciones ha tenido como herramienta principal la famosa
férmula de Black-Scholes, hasta la caida de la bolsa en 1987 (Lunes negro), donde el mode-
lo de Black-Scholes pasé a ser cuestionado. El hecho de considerar la volatilidad como un
parametro fijo implicaba que el modelo no representaba caracteristicas criticas de la volati-
lidad para ayudar a prevenir situaciones criticas como la caida de la bolsa en 1987.

Han surgido distintos modelos de valuacién de opciones que abandonan el supuesto de
volatilidad constante del modelo de Black-Scholes y que tratan de capturar las caracteristi-
cas de la volatilidad observada en los mercados financieros. Entre estos se encuentran los
modelos de volatilidad estocastica, los cuales proponen que la volatilidad sea guiada por un
movimiento Browniano como el precio del activo subyacente.

En 1993, Steven L. Heston en su articulo “A Closed-Form Solution Options with Sto-
chastic Volatility” [7], propone un modelo de volatilidad estocéstica para valuar una opcién
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de compra de una accion, donde supone que la volatilidad sigue un movimiento Browniano
correlacionado con el movimiento Browniano para el precio de la acciéon. Este modelo es una
generalizacién del modelo de Black-Scholes, en el se obtienen funciones caracteristicas de
las probabilidades neutrales al riesgo como una solucién de una ecuacion diferencial parcial
(EDP) de segundo orden. A través de estas probabilidades se obtiene una fémula similar a
la de Black-Scholes para valuar opciones.

Por otro lado, J. F. Harper (1994) en su articulo “Reducing Parabolic Partial Differential
Equations to Canonical Form”[6], bajo la aplicacién en tres ecuaciones particulares, explica
un método para resolver EDP’s de segundo orden del tipo parabdlico. Entre una de estas
aplicaciones se encontraba la ecuacién de Black-Scholes, donde el modelo de Black-Scholes
era asociado a un problema de condiciones iniciales y de contorno.

Actualmente, la valuacion de opciones utilizando modelos de volatilidad estocéstica estan
basados en el planteamiento de problemas de condiciones iniciales y de contorno. El proble-
ma de contorno asociado al modelo de volatilidad estocastica de Heston ha sido resuelto por
métodos como, la transformada de Fourier, la transformada de Laplace, la transformada de
Mellin , entre otros.

El objetivo principal de este trabajo de tesis es generalizar el método de Harper para
resolver una EDP de segundo orden general de tipo parabdlico y eliptico, de tal manera que
nos permita aplicar dicho método a la EDP asociada al modelo de Heston.

El trabajo de tesis se presentara en siete capitulos distribuidos de la siguiente manera.

En el capitulo 1 se introducen conceptos matematicos de probabilidad, calculo estocasti-
co y ecuaciones diferenciales estocéasticas, necesarios para la compresién de los modelos que
describen el comportamiento de los mercados financieros. Ademas, se presenta la férmula
fundamental del cdlculo estocdstico; es decir, el lema de It6 [16, pag. 112].

En el capitulo 2 se da una breve introducién de la teoria en opciones, su clasificacion y
algunas caracteristicas necesarias para entender los modelos de valuacion de opciones. Pos-
teriormente, se realiza la descripcién de modelo de Black-Scholes, realizando la deducién y
solucion de la EDP asociada a este modelo.

En el capitulo 3 analizamos el concepto de volatilidad, principalmente el concepto de
volatilidad implicita y se estudian tres modelos de volatilidad estocastica, modelo de Hull-
White, modelo de Stein-Stein y modelo de Heston, y se mencionan las ventajas y desventajas
de estos modelos.

En el capitulo 4 se da la forma general de las EDP’s de segundo orden, y su clasificacién.
Ademas, se mencionan los tipos de condiciones iniciales y de contorno que existen. Por tlti-
mo, se transformara la EDP asociada al modelo de Heston bajo un cambio de variable para
representarla como un problema con condiciones iniciales y de contorno.
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En el capitulo 5 se desarrolla el método propuesto por J. F. Harper, el cual nos permite
encontrar nuevas soluciones a las EDP’s en términos de una funcién que es solucién de la
EDP de calor homogénea. Posteriormente realizaremos una generalizacion del método de
Harper para resolver EDP’s de segundo orden general.

El capitulo 6 realizamos la aplicacion del método de J. F. Harper a la ecuacién de Black-
Scholes, después se hace la aplicaciéon del método generalizado de Harper a la ecuacion
asociada al modelo propuesto por Steven L. Heston, el cudl reduce dicha ecuacién a una
EDP mas sencilla, donde aparecen menos términos.

Finalmente, en el capitulo 7 se presenta una aplicacion del método generalizado de Harper
al modelo de Steven L. Heston, para unos casos concretos de los parametros de dicho modelo.

Para terminar este trabajo de tesis se presentan las conclusiones.
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Capitulo 1

Introduccion al calculo estocastico

Una de las herramientas mas utilizadas por los analistas financieros es el cédlculo es-
tocéstico, ya que en el descansa practicamente toda la teoria financiera en tiempo continuo.
Observaciones de los precios de activos, tipos de cambio en divisas, y otros sistemas que
evolucionan a través del tiempo, frecuentemente son modelados con procesos estocasticos.

Este capitulo lo iniciaremos introduciendo los conceptos basicos correspondientes a la
teoria de probabilidad con la finalidad de que méas adelante se tenga una mejor comprensién
sobre los conceptos relacionados con el calculo estocastico. Posteriormente, se proporciona-
ran los conceptos mas importantes en la teoria del calculo estocastico tales como, proceso
estocastico, movimiento Browniano, integral de It6 y ecuacién diferencial estocéstica y se
desarrollaran algunas propiedades de los conceptos antes mencionados. Por 1ltimo, se enun-
ciard uno de los resultados mas conocidos en calculo estocéstico, el lema de It0, el cudl sera de
gran utilidad cuando se estudien los modelos para la valuacion de opciones.

1.1. Probabilidad

El concepto basico sobre el que se basa toda la teoria de probabilidad es el concepto de
experimento aleatorio.

Definicién 1.1. Un experimento aleatorio es un experimento que cumple con las si-
quientes tres condiciones

a) Tiene al menos dos posibles resultados.
b) El conjunto de posibles resultados se conoce antes de que el experimento se realice.
c¢) Puede repetirse bajo las mismas condiciones.

Ejemplo 1.1. El lanzamiento de una moneda dos veces.

Otra definiciéon de gran importancia es el conjunto de todos los posibles resultados.
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Definicién 1.2. El conjunto de todos los posibles resultados de un experimento aleatorio es
llamado espacio muestral vy se denota por ).

Ejemplo 1.2. El espacio muestral de el experimento aleatorio del ejemplo 1.1 estd dado por:
QO={HH,HT,TH,TT}.

Se denotara por F a la coleccién de los subconjuntos del espacio muestral. Nuevos ele-
mentos de F son generados por las operaciones usuales de conjuntos, union, interseccion y
complemento. Si F es cerrado bajo las operaciones finitas de F, se dice que la coleccion es
una dlgebra de €.

Si €2 es un conjunto finito, toda la informacion relevante del experimento aleatorio perte-
nece al algebra F = P (). Sin embargo, cuando el conjunto es infinito se necesita extender
las operaciones a una colecciéon numerable de elementos en F. Para cubrir ambos casos, se
pide que la coleccion sea cerrada bajo operaciones numerables, a esta nueva coleccion se le
conoce como o-dlgebra [1, pag. 169].

Definicién 1.3. Sea Q un espacio muestral no vacio y F C P (). La coleccion F es
llamada una o-algebra si cumple las siguientes condiciones

a) Qe F.
b) Si A€ F, entonces A° € F.

c) Si (Ay) es una sucesion numerable de conjuntos en F, entonces

4. er
n=1
Ejemplo 1.3. Algunos ejemplos de o-dlgebra de subconjuntos del espacio muestral del ejem-
plo 1.2 son:
~F-O - {Q)u Q} .
F = {0,{HH,HT},{TH,TT},Q}.
Fy = P(Q).

Ejemplo 1.4. Otro ejemplo de o-dlgebra es el que contiene a todos los intervalos abiertos,
cerrados, semiabiertos de R es la o-dlgebra de Borel definida como

B(R) = {(a,b) CR:a < b} = {(—00,b],b € R} = {(~00,b),b € R}.

A los elementos de B(R) se les llama conjuntos de Borel, Borelianos o conjuntos de Borel
medibles.
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A la pareja (2, F) se define como espacio medible [14, pag. 23] y a los elementos de F se
les llama eventos. El conjunto () es llamado evento imposible, el conjunto {w} que contiene
un solo resultado posible w € €2 es conocido como evento elemental, y ) es el evento sequro.
A la pareja (€2, F) se le llama espacio medible debido a que se puede definir una medida de
probabilidad para dicho espacio.

Definicién 1.4. Una medida de probabilidad en un espacio medible (€2, F) es una fun-
cion P : F — [0,1] que satisface las siguientes condiciones

a) P(Q2) = 1.

b) Para cada sucesion (A,) de elementos de F, disjuntos a pares (es decir, A, N A, =0

sin #m) se cumple que
P <U An> =Y P(A,).
n=1 n=1

Ejemplo 1.5. Supongamos que en el lanzamiento de una moneda hay una probabilidad de %
que salga H y una probabilidad de % que salga T, obtenemos las probabilidades de cada uno
de los elementos del conjunto w de el ejemplo 1.2

v - (. won-(3)(3)
o - ()@2): wan- (3’

en donde las probabilidades de los subconjuntos de ) estan definidos de la forma

P(A) = Pw).

wEA

por ejemplo
P({HH, HTY) = P(HH) + P(HT) g
La terna (2, F,P) es llamada espacio de probabilidad y a P(A) se le llama proba-

bilidad de A.

La medida P(A) cuantifica la creencia acerca de la ocurrencia del evento A € F. Si
P(A) = 1, se dice que “A ocurre con probabilidad 1”7 o ¢ A ocurre casi seguramente (c.s.)”.

El modelado de fénomenos aleatorios en lugar del espacio de probabilidad, son funciones
del espacio de probabilidad sobre otro espacio medible. Estas funciones son llamadas varia-

bles aleatorias, las cuales van de un espacio de probabilidad al espacio medible (R, B(R))
[14, pag. 25].
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Definicién 1.5. Una variable aleatoria (v.a.) X es una funcion del espacio medible Q a

R, esto es
X:Q—-R,

y que cumple que la tmagen inversa de cualquier conjunto de Borel pertenece F, i.e.,
X HA) ={w: X(w) € A} € F, para cada A € B(R).

Ejemplo 1.6. Podemos definir una variable aleatoria X = X(w) € {0,1}, en donde w
pertenece al espacio muestral generado por el lanzamiento de una moneda, Q = {H,T}
como: X(H) =0y X(T)=1.

Ejemplo 1.7. El precio de una activo por si solo representa un numero aleatorio.

Toda variable aleatoria tiene asociada una funcién, llamada funcion de distribucion. La
descripcién de una variable aleatoria requiere analizar su funcién de distribucién.

Definicién 1.6. Sea X una v.a., se define a la funciéon de distribucion de X como una
funcion F : R — [0, 1] tal que

Flz)=P(X <z)=P{w: X(w) <z}), zeR.

A la funcién F(z) también se le conoce como funcion de distribucion acumulada. Las
funciones de distribucién contienen toda la informacion de las variables aleatorias, incluyen-
do su correspondiente medida de probabilidad [1, pdg. 198].

Teorema 1.1. Sea F(x) la funcion de distribucion de una v. a.. Entonces, se tiene que
a) lim, 100 F(x) =1, lim, , o F(z) =0.
b) Six <y, entonces F(z) < F(y).

c) F(x) es continua por la derecha; es decir, F(x+) = F(x).

Las v.a.’s se clasifican en varios tipos, dependiendo de las caracteristicas de su respectiva
funcién de distribucién. Al menos existen tres tipos, discretas, continuas y mixtas (combi-
nacion de las dos anteriores) [1, pag. 201].

Definicién 1.7. Sea X una v.a. con funcion de distribucion F(x). Entonces, se tiene que

a) Si F(x) es constante a trozos en un conjunto a lo mds numerable de intervalos, entonces
se dice que X es una v.a. discreta. En este caso, se dice que la funcion F(x) es una
funcién de distribucion discreta.

b) Si F(x) es continua para todo x, entonces se dice que X es una v.a. continua y tam-
bién, en este caso, se dice que la funcion F(z) es una funcion de distribuccion continua
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Definicién 1.8. Sea X una v.a. discreta con funcion de distribucion F(x). Sixy,xs, ..., son
puntos de discontinuidad de F(z), se define la funcion f(x), llamada funcién de proba-
bilidad de X, como

[ PX=x)=F(x) - F(z—) >0 six=ux,2,..,
f(x)_{ 0 six%xll,xz,....

Las distribuciones continuas se clasifican a su vez en distribuciones absolutamente conti-
nuas y distribuciones singulares [14, pag. 80].

Definicién 1.9. Sea X un v.a. continua con funcion de distribucion F(x). Si existe una
funcion Lebesgue integrable f(x) no negativa, tal que

F(b) — F(a) = /bf(x)dx, para todo a < b,

entonces se dice que la v.a. X es absolutamente continua. Y a la funcion f(z) se le llama
funcién de densidad de X.

Algunos ejemplos de funciones discretas de probabilidad son: distribucién uniforme dis-
creta, distribucion binomial, distribucién geométrica. Las distribuciones continuas mas co-
munes son: distribucién uniforme continua, distribucién exponencial y distribucién normal,
entre otras.

Consideremos ahora situaciones que involucren mas de una v.a. asociada con el mismo
experimento aleatorio. Recordemos que se ha considerado como elemento base un espacio de
probabilidad (2, F,P) cuando solo hay una v.a., para este caso, la o-dlgebra de Borel esta

dada por
B(Rn) = J{(&l,bl) X (ag,bg) X - X (an,bn) - Rn}, a; < bl .

Definicién 1.10. Un vector aleatorio n-dimensional X = (Xi,...,X,) es una funcion
medible del espacio muestral 2 a R™; es decir,

X:Q—->R",

tal que,
X HA) ={w: X(w) € A} € F para cada A € B(R").

Se dice que el vector X es un vector aleatorio discreto si cada una de sus coordenadas
es una v.a. discreta, y se dice que es un vector aleatorio continuo si todas sus coordenadas
son v.a.’s continuas [16, pag. 14]. Un vector aleatorio X genera un espacio de probabilidad
(R™, B(R™),P), donde B(R") es la o-dlgebra de Borel de R™.

En forma analoga al caso unidimensional, un vector aleatorio puede ser estudiado me-
diante su funcién de distribucién conjunta.
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Definicién 1.11. La funcién de distribucién (o distribucion multivariada) del vector
aleatorio X es una funcion Fx : R" — [0, 1] definida por

Fx(z) = Fx, . . x,(x1,...;x,) =P(X; <2y,..,X,, <z,) =P(X < z2).
También como en el caso unidimensional, los vectores tienen asociado una funcion de
probabilidad o de densidad segtin sea el caso.
Definicién 1.12. Sea X un vector aleatorio. Entonces, se cumple que

a) Si X es un vector aleatorio discreto, su funcién de probabilidad es la funcion

fx : R" — [0, 1] definida por

b) Si X es un vector aleatorio continuo, con funcion de distribucion Fyx, se dice que
X es absolutamente continua si existe una funcion no negativa y Lebesque integrable
fx :R™ = [0, 00] tal que,

Fx(z) = / . / fx (U, ..., up)duy...du, , para todo x € R".

La distribucion normal es una distribucién de probabilidad muy importante para este
trabajo de tesis.

Definicién 1.13. Consideremos X un v.a. continua. Se dice que X tiene distribucion
normal (o gaussiana) si su funcion de densidad esta dada por

o) = e (B0,

en donde p € R y o > 0. En este caso se escribe, X ~ N(u,0).

Se puede demostrar que p es la esperanza y o la varianza de la v.a. X (véase [14, Pag.
85]). En particular, si 4 =0y o = 1, entonces se dice que X tiene una distribucién normal
estdndar [1, pag. 272], en este caso la funcién de densidad se reduce a

) = e (—%) |
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1.2. Procesos estocasticos

El concepto de proceso estocastico es fundamental para el desarrollo de la teoria finan-
ciera en tiempo continuo y en ambientes de riesgos(véase [15]). Los procesos estocésticos son
utiles para describir el comportamiento aleatorio de las variables aleatorias en el tiempo: los
precios de los activos, las tasas de interés, los tipos de cambio, los indices bursatiles, etc..

Un proceso estocastico es un objeto matemaéatico que nos ayuda a modelar la evolucién
de un fenémeno aleatorio a lo largo del tiempo. La aleatoriedad se captura a través de un
espacio medible (€2, F). A continuacién se presentard la definicién formal de un proceso es-
tocdstico [16, pag. 23].

Definicién 1.14. Un proceso estocastico X es una coleccion de variables aleatorias
(Xp,teT)=(X(w),teT,weN), (1.1)
definida para algun espacio €.

Los procesos estocasticos pueden ser clasificados de acuerdo a la cardinalidad del con-
junto T'; si T" es finito o infinito numerable diremos que se trata de un proceso estocéstico a
tiempo discreto, en caso contrario, si 1" es no numerable entonces sera un proceso estocastico
en tiempo continuo [16, pag. 23].

Puesto que uno de nuestros objetivos es aplicar esta herramienta matematica en el area
de finanzas y ya que toda actividad econémica se lleva a cabo en un intervalo de tiempo
acotado, a partir de ahora vamos a tomar a 7' como: T' = [0,7], el cual representard un
intervalo de tiempo cerrado. Asi, nosotros trabajaremos solo con procesos estocasticos en
tiempo continuo.

A veces es mas conveniente escribir X (w,t) en lugar de X;(w), pues esta notacién nos
permite visualizar a los procesos estocasticos como una funcién de dos variables

(w,t) = X(w, 1),
con dominio €2 x T"y codominio R.

Obsérvemos que si se fija algin tiempo ¢, el proceso estocastico se convierte en una
variable aleatoria, mientras tanto, fijando w € €2, el proceso estocastico se convierte en una
funcién que depende del tiempo

t—>Xt((JJ), tET,

a esta funcién se le conoce como: trayectoria, realizacion o ruta muestral del proceso (X;)
16, pag. 23].
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En los procesos financieros, para poder hacer prondsticos es necesario conocer los precios
presentes y pasados de los activos y conforme transcurra el tiempo la informacion pasada no
se olvide. Esta idea se formaliza en el concepto filtracién.

Definicién 1.15. Sea (2, F) un espacio medible. Una filtracién en (2, F) es una coleccion
(Ft)@u>0) de o-algebras de Q, tal que Fy C Fy C F para cualquier 0 < s <.

Una filtracién puede ser considerada como una estructura de informacién dindmica y con-
forme ésta aumenta, significa que se conoce mas y mas informacion, y la pasada no se olvida.
Mientras que la terna (€, F,P) se conoce como espacio de probabilidad, a (Q, F, (Ft)i>0, P)
se le llama un espacio de probabilidad filtrado [14, pag. 131].

Ejemplo 1.8. Consideremos el esperimento aleatorio de tirar una moneda n veces. Donde
un elemento del espacio muestral 2 es de la forma w = wiwsy - - - wy,, una sucesion finita de
H's yT's. Podemos definir una filtracion como un conjunto de o-algebras F,,, donde cada
o-dalgebras F,, denotard la informacion que tenemos en los m primeros lanzamientos. Nues-
tro primer elemento de la filtracion es Fo = {0, w}.

Ahora, consideremos los conjuntos

Ay = Los elementos deS) que empiezan con H = {w € Q 1wy = H},

Ar = Los elementos de€) que empiezan con T ={w € Q:w; =T},

en base a estos conjuntos contruimos nuestra sequnda o-dlgebra, Fy = {0, Ay, Ar, Q}.

Para poder definir Fo tomamos los siguientes conjuntos

AyH = Los elementos deS) que empiezan con HH = {w € Q :w; = Hywy, = H},
AyT = Los elementos de§) que empiezan con HT = {w € Q:wy = Hywy =T},
ArH = Los elementos deS) que empiezan con TH = {w € Q:w) =T,wy = H},
ArT = Los elementos deS) que empiezan con TT = {w € Q:wy =T, ws =T},

con lo anterior, definimos a F3 como F3 = {0, Ay, Ar, Agu, Aur, Aru, Arr, AS 1, Ay Asprs
AGr, Ang U Agr, Apn U Arg, Ag U Ape, Agr U Ay, Apr U App, Apg U App, Q1.

En general, F,, se va a ir construendo con los conjuntos de §2,, los cuales son escritos
con los primeros m lanzamientos.

Como a un proceso estocastico a tiempo continuo se le visualiza como un conjunto in-
finito de variables aleatorias, entonces describir su distribucion es complicado; para esto es
necesario conocer las distribuciones en dimension finita.
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Definicién 1.16. Sea (X;) un proceso estocdstico, n € N, y una coleccion finita ty,ts, .., t, €
T de tiempos distintos. Las distribuciones

{(P((X,,,...,X,,) €B), BCBR),0<t, <ty<---<t,},

son llamadas distribuciones en dimensién finita (fidis) de (X;).

Se puede conceptualizar las fidis mucho més facilmente que la complicada distribucién
de un proceso estocastico, pues esta tiene infinitas variables aleatorias; ademas se puede de-
mostrar que las fidis determinan la distribucién del proceso estocéastico X;. En este sentido,
nos referiremos a la coleccién de las fidis como la distribucién de los procesos estocasticos.
El resultado que demuestra la existencia de un proceso asociado a una familia de fidis se le
conoce como el teorema de extension de Kolmogorov.

Definicién 1.17. Sea (X;) un proceso estocdstico, n € N, y una coleccion finita ty,ts, ... t,
de valores con indice distintos.

a) Se dice que (X;) es estrictamente estacionario, si las fidis son invariantes bajo
cambios de los indices t

d
(Xt17Xt27 e ,th) — (Xt1+h7 Xt2+h7 ce 7th+h) y (12)
para todas las posibles elecciones de indices t1,ts,...,t, € T'n >0, y h tal que
tianstorhy .- tnen € T es decir,

P(( X, Xiyy oo, Xy,) € A) =P((Xo, 0 Xiyos - Xtp) €A)
para todo A € B(R").
b) Un proceso (X;) es H-similar si las fidis de (X;) satisfacen la siguiente condicion
(T X, T X, THX, ) L Xy, X7t oo X1, s (1.3)
para cada H > 0; es decir,
P(T"X;,, T"Xy,,...,T"X,,) € A) = P(X74ty, X113, - - - X10,,) € A)
para todo A € B(R™).

En el analisis de la teoria estocastica, el concepto de medida permite introducir otros
conceptos.

Definicién 1.18. Sea (X;) un proceso estocdstico. Entonces se cumple lo siguiente,
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a) Se dice que (X;) es medible si para B € B(R) el conjunto {(w,t) : X;(w) € B}
pertenece a la o-algebra F @ B(R); es decir, la aplicacion

(w,t) = Xy(w) : (x T, F@BR)) = (R,B(R)),
es medible.

b) Sipara todot € T, X; es una v.a. Fi-medible, entonces se dice que (X;) es adaptado
a la filtracién (F).

Adaptar un proceso estocastico (X;) significa que X; no tiene méas informacién que (F).
Es decir, que el valor que tome X; depende solamente de la informacion disponible al tiempo
t. Como puede observarse, la adaptabilidad es una propiedad muy importante y afortuna-
damente la mayoria de los procesos estocasticos que se utilizan en finanzas la tienen.

Los procesos estocasticos predecibles en un tiempo continuo son conceptos dificiles de
visualizar. La definicién exacta involucra o-algebras generadas por {2 x R. Para nuestro ob-
jetivo, es suficiente describir sélo una subclase de procesos predecibles.

Definicién 1.19. Un proceso estocdstico (X;) es predecible si cumple una de las siguientes
caracteristicas,

a) Es un proceso adaptado por la izquierda. En particular, los procesos continuos adapta-
dos.

b) Es un limite (casi sequramente, en probabilidad) que da una sucesion de procesos adap-
tados continuos por la izquierda.

c) Es una funcion Borel medible de un proceso predecible.

Los procesos estocasticos continuos por la izquierda son predecibles, en el sentido de que

X, =Ilm X, = X_4.
sTt

1.3. Movimiento Browniano

En 1827 el botanico Robert Brown (1773-1858) observaba bajo el microscopio particulas
de polen, con gran sorpresa observd que cuando dichas particulas estaban suspendidas en el
agua y en otros liquidos, estas se movian sin cesar y se desplazaban en forma erratica, lo que
hoy se conoce como movimiento Browniano [15]. Desde entonces ha cautivado la atencién de
un sin nimero de importantes cientificos en muchas y diversas disciplinas. Sin duda, el mo-
vimiento Browniano se encuentra implicita o explicitamente en casi toda la teoria financiera
y econdmica en tiempo continuo.
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Definicién 1.20. Un proceso (W;) es un movimiento Browniano de pardmetro o* si

cumple las siguientes propiedades,
a) Wo=0, P—c.s.

b) Incrementos independientes, fijados n instantes 0 < t1 < ty < --- < t,, los incrementos
Wy, — Wi ... Wy, — Wy, son variables independientes.

c¢) Incrementos normales, para 0 < s < t, W; — Wy ~ N(0,0%(t — s)).

d) Trayectorias continuas, las trayectorias t — W, son continuas P — c.s.

El movimiento Browniano es un proceso gaussiano, ya que sus componentes son indepen-
dientes y normales. Si 0% = 1, se dice que (W;) es un movimiento Browniano estdndar; sin
embargo cualquier movimiento Browniano no estandar se puede convertir en uno estandar
a través de un cambio de variable 7 = 0%t o al considerar un nuevo proceso definido por %
(véase [3, pdg. 151]).

A partir de ahora por movimiento Browniano se entenderd como un movimiento Brow-
niano estandar. Notemos que si en la propiedad ¢) de la definicién anterior se considera s = 0,
entonces se tiene que W; ~ N(0,t). Ademés, esta propiedad nos asegura que los incrementos
son estacionarios.

La condicién de trayectorias continuas es en el sentido de que dado un proceso Browniano
(W,), siempre existe una versiéon continua de (W;). Esto se puede deducir de la normalidad
de los incrementos y utilizando el teorema de continuidad de Kolmogorov.

Un movimiento Browniano es 0.5-autosimilar. Es decir, para 7 > 0 y cualquier eleccién
det; >0,72=1,...,n se cumple:

(\/7_—th7 \/FWtw sty \/;th> - (WTt17 WTt27 R WTtn) . (14)
Maés aun, se cumple la propiedad

(VW) = (W), (1.5)

para cualquier 7 > 0, a esta propiedad se le conoce como propiedad de escalamiento.

El siguiente resultado es un resumen de algunas propiedades del movimiento Browniano.

Teorema 1.2. Sea (W;) un movimiento Browniano, entonces se cumplen las siguientes
propiedades

a) Tiene una funcion covarianza y(t,s) = cov(Wy, Wy) = min{t, s} .

b) La variacion cuadrdtica de las trayectorias sobre [0,T] es T P — c.s.
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¢) La variacion de las trayectorias sobre [0,T] es finita P — c.s.

d) Las trayectorias no son diferenciables en t, P — c.s. para cualquier t > 0.
A continuacién presentaremos algunos ejemplos de procesos Brownianos

Ejemplo 1.9. Puente Browniano.

Sea (W) un movimiento Browniano. El proceso (Z;) definido por
Zy =W, —tW;, 0<t<1.
Claramente se tiene que,
Zo=Wo—-0W1 =0 y Z=W,—-1W; =0.

Por esta simple razon, el proceso Z; lleva por nombre puente Browniano o movimiento
Browniano sujeto (para mds detalle véase [14, pdg. 203]).

Ejemplo 1.10. Movimiento Browniano con deriva.

Sea Wy un movimiento Browniano. El proceso (X;) definido por

Xe=oWi+put, pneR,0>0,

2

se le conoce como movimiento Browniano con deriva jv. La constante o se le conoce como

coeficiente de difusion.

Ndétese que para cadat € T, E[X;] = pt. Esta funcion determinista influye esencialmente
en las formas de las trayectorias del proceso, de aqui que a este proceso se le conoce como
Movimiento Browniano con deriva (véase [16, pdg. 41]).

Atn cuando el movimiento Browniano es una base en la construccion de los modelos finan-
cieros, este no puede, por si solo representar el movimiento de todas las variables financieras.
Los precios de los activos, por ejemplo, no son descritos apropiadamente por un movimien-
to Browniano, ni siquiera por un movimiento Browniano con deriva, ya que los precios no
pueden ser negativos. Asi, en 1973 Black, Scholes y Merton sugirieron otro proceso como
modelo para la especulacién de precios (véase [15, pag. 39]), el cudl es nuestro tercer ejemplo.

Ejemplo 1.11. Movimiento Browniano Geométrico.

Sea Wy un movimiento Browniano. El proceso Y; definido por

Y, = exp(cW; + ut) (1.6)
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se llama movimiento Browniano geométrico.

El movimiento Browniano geométrico se obtiene por una transformacion exponencial del
movimiento Browniano con deriva. Para unt fijo, la v.a. Y; tiene una distribucion lognormal
con media put y varianza o*t. Es decir,

In(Y;) ~ N(ut,ot).
Se puede generalizar el movimiento Browniano geométrico (Yy;) al definir

Y = Yoexp(Xy), (1.7)

donde Yy puede ser una variable aleatoria.

1.4. Integral estocastica

Nuestro primer objetivo en esta seccion, es darle un sentido a la siguiente expresion,

T
/ XedWy .
0

Esta integral con respecto a W; es llamada la integral estocastica de Ito, Integral
de Ito o simplemente la integral estocastica.

El concepto de integral estocdstica, donde el integrador es un movimiento Browniano
y el integrando es un conjunto de funciones aleatorias con determinadas propiedades, fue
desarrollado por K. It6 en 1994 en el articulo Stochastic Integral [12]. Aunque, como el
mismo [t lo reconoce, el primero en definir la integral estocéstica fue N. Wiener en 1934,
pero para integrandos no aleatorios, suaves y con cuadrado integrable. Debido a que It6 fue
quien trabajo en el caso mas general, por lo regular se le atribuye a él, la teoria de calculo
estocastico.

Durante las ultimas seis décadas, la teoria de calculo estocastico se ha estudiado extensa-
mente y también aplicado a un amplio rango de campos cientificos que involucran el estudio
de comportamientos irregulares. Una de las aplicaciones mas notables es la teoria de Black-
Scholes en finanzas, por la cual Merton y Scholes ganaron el premio Nobel en Economia en

1997 [2].

El método que utilizo Ito para definir la integral estocastica es una combinacién de las
técnicas usadas en la integral de Riemman y la integral de Lebesgue.

Asi que comencemos por construir la integral de Riemman (Para una construccién més
detallada véase [16, pag. 88]).
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Sea f :[0,7] — R una funcién y una particién 0 = t; < ty < --- < ¢, = t del intervalo
0, ¢], entonces

Zf(sj)(tj —tj-1),

donde s; € [tj_1,t;] es un punto arbitrario para j, son las sumas de Riemann que aproximan
a la integral de f; es decir, la integral de f se obtiene tomando el limite de esta suma cuando
n tiende a infinito.

Para el caso estocastico, las sumas son de la forma
n
Z f(sj)(Vth - Vth—1) )
j=1

donde W; es un movimiento Browniano y s; € [t;_1,;].

La primera diferencia que existe entre la integral de Riemman y la de It6 consiste en que
el valor de la integral de Riemman no depende de la eleccién de los puntos s; € [t;_1,1;], en
cambio el limite de aproximacion para el caso estocastico si. Otra diferencia entre la integral
de Ito y la integral de Riemman es el tipo de convergencia, pues las aproximaciones en la
integral de Riemann convergen en R, mientras que en la integral de Ito6 se aproxima por
sucesiones de v.a.’s en L?.

Ejemplos de Integral estocastica son

T n
/O (dW,)? = JLIEOZM ~ W,y =T, en L. (1.8)
1=0
r 1
i W, dW, = §(Wt2 —1T), en L*. (1.9)
T 1 |
/O Wt2th == §(Wt) — §(Wt2 - T), e1n L2. (110)

Observacion 1.1. El valor de las integrales (1.8), (1.9) y (1.10) se obtuvo cuando el integran-
do es evaluado en el extremo izquierdo de cada intervalo de la particién de [0,T]. En caso de
que sea evaluado en el centro o en el extremo derecho del intervalo el valor de la integral es
diferente [15].

Extendamos la definicién de integral estocastica. Primero, definiremos la integral de Ito
para un proceso estocastico simple; es decir, aquellos procesos cuyas trayectorias toman un
nimero finito de valores.
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Definicién 1.21. Sea 0 = t; < ty < --- < t, = T, una particion finita del intervalo [0, T].
Un proceso estocdstico simple es un proceso (Cy;) definido por,

Zzt it (t), O = Zy,

en donde E[Z?] < oo para todo i, y la sucesion de v.a.’s (Z;) es adaptado a FV  es decir,
(Z;) es una funcion de (W), s < t;_1.

Observemos que un proceso estocastico simple es un proceso constante por pedazos, con
trayectorias continuas, y con limite por la izquierda. Las condiciones dadas en la definicién
(1.21) garantizan que (C}) sea cuadrado integrable para cada t y adaptado a la filtracion F;.

La integral estocdastica para un proceso simple se define de la siguiente manera.

Definicién 1.22. La integral estocéstica de un proceso simple (C;) en T € [0,T] con
respecto del movimiento Browniano Wy, denotada por I7(C),esta dada por

=0

Ademas, sit,_1 <t <t, entonces

t t

L(C) = / CydW, = / Ciljo.q(s)dWs, (1.12)
0 0
k—1

= Y ZAW + Zo(W, = Wy ,) | (1.13)

i=1

donde Z?:o Z;\N;W = 0.

Definicién 1.23. Se define el conjunto v, como el conjunto de las funciones
f:Qx[0,7T] - R,

tales que f es medible y adaptado a la filtracion (FYY), y ademds cumplen

E UOTf(w,t)st] <00,

donde E[X] representa la esperanza o el valor esperado de X .

La definicién de la integral de Ito de una funcién f € v, se dard a través de aproxima-
ciones de esta funcién con procesos simples.
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Teorema 1.3. Sea f € v arbitraria. Entonces existe una sucesion de procesos simples (Ct("))
tal que

t
/0 E [(f — Cg"))ﬂ ds = 0, cuandon — oco.

En el procedimiento de aproximacién, primero se aproximan funciones acotadas y conti-
nuas por procesos simples. Posteriormente, las funciones f € v se aproximan por funciones
f™ € v continuas y acotadas. Por dltimo, una funcién f € v arbitraria se aproxima por
funciones f € v acotadas.

Teorema 1.4 (Integral de Itd). Sea f € v. Entonces, para cada t € [0,T], la integral de Ito
de f esta definida por

/fwde lim OS(”)dWS, (1.14)

n—oo

donde C’t(n) es una sucesion de procesos simples tal que
! 2
/ E [(f—C’g”)) } ds — 0, cuando n — 0.
0

La integral de It6 cumple con las siguientes propiedades [16].

Teorema 1.5. Sea f,g € v. Entonces las integrales estocdsticas (I;(f)) y (It(g)) cumplen
las siguientes propiedades

a) Isometria de Ito
t
B(0(0)7] = [ Elfw.sP)ds, te .1,
0
b) Si f, € v, para todon €N, y E[fot(f — fn)?ds] — 0, cuando n — oo, entonces

/ fdW, = lim fndW en L*.

n—oo

¢) Media cero

E[L(f)] = 0.

d) Linealidad
L(ef +g) =cli(f)+ It(g). para todoc € R.

¢)
t u t
/deS:/ des+/des,O§u<t.
0 0 U
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1.5. Lema de Ito

Hablando estrictamente, el objetivo del cédlculo estocastico es la integral y no la dife-
rencial. Cuando se escribe una ecuacion diferencial estocastica, realmente se estd pensando
en una integral estocastica. Asi pues, una ecuacién diferencial estocédstica es una notacién
simplificada de una integral estocéstica.

Las reglas basicas de diferenciaciéon estocastica estan determinadas por la siguiente tabla
de multiplicacion

| dt aw,
dt [0 0
aw, | o dt .

A partir de estas reglas se definen otras reglas mas complicadas. Por ejemplo, las reglas
de diferenciacién estocdstica de sumas, productos y cocientes (por ejemplo, véase [15, pag.
80] para otro tipo de diferenciacién estocdstica).

Muchas veces la integral de Riemann es calculada con ayuda del teorema fundamental
del célculo y la regla de la cadena [18, pag. 26]. Sin embargo, en el contexto estocdstico no
existe una teoria de diferenciacion, sélo una teoria de integracion, entonces no es posible
utilizar la regla de la cadena.

No obstante, es posible establecer una nueva definiciéon de la regla de la cadena para las
integrales estocasticas, conocida como férmula de It6, cambio de variable o Lema de Ito,

siendo ésta la herramienta fundamental del calculo estocéstico. Para definir la formula de
[t6 se necesita defi nir una nueva clase de procesos.

Definicién 1.24 (Proceso de Itd). Un proceso de Itdé unidimensional es un proceso
estocastico (X;) definido por

t t
X = Xo +/ p(w, s)ds +/ o(w,s)dWy, 0<t<T, (1.15)
0 0
donde p(w,s) y o(w,s) son procesos predecibles, tales que
t t
/ w(w, s)ds +/ lo(w, s)|?ds < co, P —c.s. para todot > 0.
0 0

En el calculo de variables reales la regla de la cadena es obtenida considerando los térmi-
nos de primer orden en una expansion en la serie de Taylor, y se consideran solo los términos
de primer orden, ya que (dt)? es una cantidad despreciable y se escribe

(dt)*=0.
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La regla central del calculo estocéstico que hace la distincion con el cdlculo de las variables
reales, es que el nimero cuadrado de una cantidad infinitesimal normal es significativa.
Especificamente, se tiene que si W, es un movimiento Browniano estandarizado, entonces

(dW,)* = dt .

Considere una funcién y = f(X;,t). Debido a que (dW;)? = dt, es conveniente calcular
la diferencial de y considerando los términos de segundo orden en una expansion en la serie
de Taylor y asi obtener la férmula de It6 (para una demostracién de el lema de 1t6, (véase
13, pag. 196]).

Teorema 1.6 (Lema de 1t6). Sea (X;) un proceso de Ité dado por
dXy = pdt +o0dWy, 0<t<T,
y una funcion f(z,t) € C*1(R x RT). Entonces Y; = f(X;,1) es un nuevo proceso de Ité y

dYy = th (Xtu t)dXt + ft(Xt7 t)dt + 1/2thXt(Xt7 t) ’ (dVVt)2
- (ft(Xt7 t) + /’Lth (Xtu t) + 1/202thXt(Xt7 t)) dt + Uth (Xt7 t)th ) (116)

donde (dX;)? = (dW,) - (dW;) se calcula de acuerdo a las siguientes reglas
dt -dt =dt -dW, =dW,-dt =0 y dW,;-dW,=dt.

El siguiente resultado es un caso particular del teorema anterior.

Teorema 1.7. Sea (W;) un movimiento Browniano y f(x) € C*(R). Entonces

¢ 1t
JWy) = f(0) + /0 ' (We)dW, + 3 /0 f"(Wy)ds, para 0 <t <T. (1.17)

Generalizamos el lema de It6 (teorema 1.6) para dos procesos de Ito.

Teorema 1.8. Sea f(x,y) € C**(R x R). (X;) y (V3) dos procesos de Ité dados por
Xy = pxdt +oxdWx; Y, = pydt + oydWyy,

con Cov(dWxy, dWyy) = p. Entonces

1
df (X, Yr) = (fi(Xe,Y)) + px fx,(Xe, Yy) + py fri (Xe, V) + §0§<fxt,xt(Xt, Y;)

1
+§0’52ffn,m (X1, Xi) + poxoy fx,v, (Xe, Yi))dt
+UXth (Xt; Xt)dWXt + O'nyt (Xtu Xt)dWYt .
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1.6. Ecuaciones diferenciales estocasticas

El concepto de ecuaciéon diferencial estocastica esta muy relacionado con el concepto de la
integral estocastica. Este nuevo concepto forma una nueva herramienta para la construccion
y analisis de modelos estocasticos.

Consideremos una funcién z(t) diferenciable, definida para t > 0y g(z(t),t) una funcién
que cumple con el siguiente problema de condiciones iniciales.

dx(t)
dt

Para todo 0 < ¢t < T, entonces z(t) es una solucién de la ecuacién diferencial ordinaria
(EDO) 2'(t) — g(t) = 0, con la condicién inicial x.

=g(z(t),t), =(0)=xg.

La ecuacion anterior, puede escribirse en términos diferenciales
dx(t) = g(x(t),t)dt, x(0) =z,

o de forma equivalente en una ecuacion integral

Si en la condicién inicial de una EDO se considera una v.a. o si en los coeficientes hay
funciones aleatorias, o en una combinaciéon de ambos casos, se dice que es una ecuacion
diferencial aleatoria y se resuelve como una EDO trayectoria por trayectoria [16, pag. 134].

El proceso de ruido blanco (&) se define formalmente como la derivada del movimiento
Browniano,

dW;
dt
Puesto que W, no es diferenciable, entonces no existe como una funcién de ¢ en el sentido
usual.

ft: :Wt/‘

Cuando en una EDO se introducen ruidos aleatorios, tal como el proceso de ruido blanco,
entonces a la nueva ecuacién se le conoce como ecuacién diferencial estocastica (EDE).

Definicién 1.25. Sea (W;) un movimiento Browniano. Una ecuacién diferencial es-
tocastica (EDE) dirigida por el movimiento Browniano es una ecuacion escrita de la forma

dX, = p(Xp, t)dt + o(Xp, )dW,, Xo =0, (1.18)

en donde las funciones p(z,t) y o(x,t) se conocen como coeficiente de deriva y coeficiente
de difusion, respectivamente; Xqo es la variable inicial y X; define al proceso desconocido.
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La EDE del proceso desconocido (X;) frecuentemente es llamada la dindmica de (X3).
El coeficiente de difusién o(X;,t) funciona como una escala de aleatoriedad generada por el
movimiento Browniano.

Se dard por hecho la existencia de un espacio de probabilidad filtrado (2, F, F;, P). Tam-
bién se supondra que p,o : R x [0,7] — R son funciones dadas, X, es una v.a. continua
Fo-medible y (W;) es adaptado a la filtracion (F;).

A continuacion se mostrara como resolver algunas EDE’s clésicas.

Ejemplo 1.12. Planteamiento de una EDFE para el precio de un activo con tasa de interés r.

Se sabe que un activo sin volatilidad; es decir, un activo que su precio no sufre fluctua-
ciones (libre de riesgos) a través del tiempo, el crecimiento que representa es exponencial y
esta dado por

Xi = X exp(rt),

donde Xy representa el precio actual del activo y X; serd el precio futuro de este activo al
tiempo t. Derivando esta ecuacion obtenemos

dX,

AR
x,

la cual representa el incremento relativo en el precio del activo.

Para obtener un modelo mas realista, se generaliza la EDO, al sumarle una componente
estocastica o, la cual nos representard las alteraciones que el precio del activo puede sufrir.

dX
—L =rdt +odW;, Xo=m.
Xi
Luego, el modelo para el precio de un activo con volatilidad estd representado por la
siguiente EDE

dXt = ’I"Xtdt + O'Xtth s

donde, nuestro coeficiente de deriva es rX; y el coeficiente de difusion esta dado por o X; y
Xy estara representando el precio inicial del activo, o la volatilidad del activo.

Una vez obtenida la EDE, veamos como resolverla. Consideresé la funcion definida f(x) =
Inz, entonces, f'(x) = % y f"(z) = —$—12. Si hacemos Yy = f(X;), entonces aplicamos el lema
de Ito,

dY; = d(In(x))
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De aqui obtenemos que nuestro nuevo proceso de Ito esta dado por:

t 1 t
Y, = YO+/ (r——a2)ds+/adWS
0 2 0

1
= %+(T—502)t+0-wt,

Puesto que Y; = In(X,), entonces
X, 1
In (YZ) = (r — 502> + oWy,

1
Xt = X() exp |:(7” — 50'2) +O'Wt:| s

finalmente, concluimos que

es la solucion buscada.

Nota 1.1. La ecuacion dada en el ejemplo anterior representa un movimiento Browniano
geométrico, este proceso es el modelo tradicional para los precios de las acciones y este
supone que sigue una distribucién log-normal (para més detalles véase [15, pag. 149]).

Ejemplo 1.13. Considérese la siguiente EDE
dXt = —ILLXtdt + O'XthVt .

Para resolver esta EDE, consideremos f(x,t) = wexp(ut), luego, f.(x,t) = exp(ut),
foz(x,t) =0y fi(z,t) = xp exp(ut), entonces hacemos

Y, = X;exp(ut),

aplicando el lema de Ito, obtenemos que

dY, = Xuu exp(ut)dt+ exp(ut)dX;
= —exp(ut) Xidt + o exp(ut)dW; + Xppexp(ut)dt
= o exp(ut)dW;.

Luego,

t
Y=Y, +/ o exp(ps)dWs.
0

Por tanto, la solucion de la EDE estd dada por

t
X = exp(—put) (Xo +/ o exp(,us)dWs) )
0
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Capitulo 2

Introduccion a las matematicas
financieras

Sin perder de vista sus aplicaciones en los mercados financieros, la teoria en finanzas se
ha convertido en una nueva linea de investigacion dentro de las matematicas. Muchos desa-
rrollos tedricos en finanzas han encontrado inmediata aplicacién en los derivados financieros.
Una de las aplicaciones mas importantes es la desarrollada por Black, Scholes y Merton, la
cual expone una féormula para valuacién de opciones financieras.

En la primera parte de este capitulo presentaremos una breve introducciéon a los deriva-
dos financieros, con énfasis en la teoria de opciones financieras; es decir, proporcionaremos
la deficiéon de opcién, sus caracteristicas, los tipos de opciones que existen y los factores que
son necesarios para determinar el precio de estas.

En la segunda parte de este capitulo, se realizard la descripcion del modelo de valuacion
de opciones propuesto por Black y Scholes en 1973, y exponemos la deduccién de la EDP,
donde la solucién a dicha ecuacion representa el precio de una opcién. En la tercera parte,
resolveremos la EDP de Black-Scholes y se obtendra la famosa férmula de Black-Scholes.

Finalmente se hara una aplicacién de la formula de Black-Scholes sobre una accion de la
empresa FEMSA | la cudl se cotiza en la Bolsa Mexicana de Valores.

2.1. Introduccién a la teoria de opciones

Los mercados financieros han jugado un papel muy importante y transcendental, con
gran influencia en la calidad de las decisiones de inversién y por tanto, en econémia, estos
ofrecen una gama de instrumentos con diversas relaciones de rentabilidad. Histéricamente,
los mercados financieros estaban formados por dos tipos de instituciones, bolsas (acciones,
bonos y otros tipos de titulos) y bancos. Recientemente han surgido los mercados de deriva-
dos (derivados financieros).
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Los derivados financieros son muy ttiles para la administracion de riegos, pueden reducir
los costos y mejorar rendimientos. Para entender mejor el funcionamiento de los derivados,
veamos primero a que nos referimos cuando decimos riesgo. El riesgo de mercado se puede
entender como, el peligro que se corre por cambios adversos en el precio de un activo (divisas,
materias primas, bonos, etc.). Se definird primero la ausencia de riesgo.

Definicién 2.1. Un activo sin riesgo es un activo que tiene un valor futuro predecible.

. Existe este tipo de Activos?. La respuesta es si. Un ejemplo es un bono cupdn cero, se
puede comprar un bono hoy por 100 pesos, con una tasa de interés del 6 por ciento, hasta
un tiempo determinado, cuando se obtendran 106 pesos de regreso.

Definicién 2.2. Un activo con riesgo es un activo que no estd sequro de tener un valor
fijo en el futuro.

El ejemplo béasico es una accién. Otro ejemplo de activo con riesgo son las monedas
extranjeras (dolares, yenes, etc.) ya que estd expuesto a que la tasa de interés baje adver-
samente o que la moneda se devaliie. Esto significa que puede incrementar o disminuir su
valor; es decir, ganancias o pérdidas.

Los derivados financieros, como su nombre lo indica, son instrumentos cuyo valor se deri-
va de la evolucién de precios de otros activos llamados activos subyacentes [11]. Los activos
subyacentes utilizados pueden ser muy variados: acciones, valores de renta fija, divisas, tipos
de interés, materias primas y productos mas sofisticados. En términos mas practicos, pode-
mos entender al derivado como un pacto cuyos términos se fijan hoy pero la transaccion se
hace en una fecha futura establecida [8].

Los derivados pueden subdividirse en contratos adelantados (forwards, futuros), swaps y
opciones.

Definicién 2.3. Un contrato adelantado es un acuerdo para comprar (o vender) un activo
en una fecha futura especifica, T', por un precio especifico, K.

Un contrato adelantado puede ser un forward o un futuro. Un contrato forward es un
acuerdo entre dos partes que obliga a una de las partes a vender y a la otra a comprar el
activo a un precio establecido en una fecha futura. Usualmente este tipo de acuerdo se lleva
a cabo entre dos instituciones financieras o entre una institucion financiera y alguno de sus
clientes coorporativos. Los contratos forward son hechos segin las necesidades especificas
de las dos partes: tipo de subyacente, tamano del contrato, fecha de vencimiento, lugar y
condiciones de entrega. El problema de la valuacién del forward es determinar el valor K
que debe ser escrito en el contrato [11].

Un futuro, al igual que un contrato forward, son acuerdos que obligan a ambas partes a
cumplir dicho acuerdo. A diferencia que un forward, los futuros son negociados en un mer-
cado organizado. Este tipo de contratos tiene caracteristicas establecidas, principalmente en
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tamano y fecha de vencimiento. Los futuros son impersonalizados; es decir, las dos partes
involucradas no se conocen. En ambos contratos (forward y futuros), se dice que la parte
compradora del contrato toma una posicion larga y la vendedora una posicién corta.

Por otro lado, un swap es un acuerdo entre dos partes para intercambiar flujos de efecti-
vo en varias fechas futuras en base a una férmula predeterminada [15]. Un contrato forward
puede ser visto como el ejemplo mas simple de un swap, en donde el intercambio de flujos en
efectivo se realiza en una sola fecha futura, reciprocamente, un swap puede ser visto como
una suma finita de forwards.

Una opcidn es un acuerdo entre dos personas para vender o comprar un activo en una
fecha futura a un precio establecido. La persona que compra la opcién tiene derecho a com-
prar o vender el activo subyacente, mientras el emisor de la opcion tiene la obligacién de
cumplir el contrato, independientemente si le conviene o no; es decir, cuando llega la fecha
de vencimiento el comprador de la opcién decide si el trato se lleva acabo o no [11].

A simple vista, el acuerdo puede ser desventajoso para el que emite la opcién, para com-
pensar esto, el que adquiere la opcién debe pagar una cantidad llamada prima al vendedor,
con el pago de la prima el comprador adquiere derechos y ninguna obligacién. El principal
problema en las opciones es jcudl es el pago “justo”por este derecho? o en otras palabras,
icudl es el valor de la opcion?.

Al momento que se realiza un contrato de una opcion se especifican algunas caracteristicas
del activo subyacente y los siguientes datos:

a) Fecha de vencimiento (fecha de ejercicio): Fecha de expiracion del derecho del contenido
de la opcion.

b) Precio de ejercicio: Precio acordado al cual va ser comprado (o vendido) el activo.

¢) Prima o precio de la opcién: Monto que el tenedor paga al emisor por adquirir el
derecho de comprar (o vender).

d) Derecho que se adquiere: derecho de compra o derecho de venta.

2.1.1. Tipos de opciones

Las opciones pueden ser clasificadas de acuerdo al derecho que otorgan o en funcion del
momento en que pueden ejercerse.

Cuando las opciones son clasificadas dependiendo el tiempo en que pueden ser cobradas,
resaltan dos tipos de opciones:

= Opcion europea: so6lo puede ser ejercida en la fecha de vencimiento.

= Opcion americana: puede ejercerse en cualquier momento, a partir de la fecha en que
se realiza el acuerdo hasta la fecha del vencimiento.
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Existen otro tipo de opciones, las opciones exodticas, estas opciones son mas complejas
que las opciones europeas y americanas, ya que se pueden ejercer de acuerdo a especifica-
ciones particulares del comprador, asi que incorporan bastantes variantes que puede llegar a
complicar el cédlculo de la valuacion de las opciones. Algunos ejemplos de opciones exdticas
son:

» Opcion Bermuda: sblo se ejerce en momentos especificos (determinados previamente),
entre la fecha de compra de la opcién y la fecha de vencimiento.

s Opcion digitales: su rentabilidad de esta opcién es o bien, una cierta cantidad fija o
nada.

= Opcion barrera: la opcién deja de existir o comienza a existir cuando el activo subya-
cente alcanza un determinado valor.

s Opcion asiatica: son aquellas que su valor depende de la media del valor del activo
subyacente en un periodo determinado.

Por otra parte, si se clasifican de acuerdo al derecho que otorgan, existen dos tipos: opcion
de compra y opcién de venta.

Definicién 2.4. Una opcién de compra (option call) otorga al propietario el derecho,
mas no la obligacion de comprar un activo a un precio K determinado, en una fecha futura
T determinada.

La prima de una opcion de compra se denotara por C'y el precio del activo en el tiempo
de vencimiento T por St. De la misma manera que en un forward o futuro, quién compra la
opcion se dice que toma un posicion larga y quién vende toma una posiciéon corta.

Cuando un inversor compra una opciéon de compra espera que el precio de subyacente
suba en los mercados; es decir, tiene expectativas alcistas. Si en la fecha de vencimiento, las
sospechas del inversor son ciertas, y el precio del subyacente es mayor al precio de ejercicio
fijado en el acuerdo, entonces el inversor ejercera la opciéon ya que puede comprar el activo
subyacente a un menor precio que en el mercado. Por lo contrario, si el precio del subyacente
es mayor al precio de ejercicio entonces el inversor no ejercera la opcion, y perdera la inver-
sion, es decir, el precio de la prima [11].

El beneficio al comprar una opciéon de compra puede ser obtenido por la siguiente formula
be = max{0,Sr — K} — C.

Por otra parte, el vendedor de la opcion recibiria la prima y a cambio de este ingreso,
cuando llegue la fecha de vencimiento, tendra la obligacién de vender el activo subyacente
al precio de ejercicio, a medida que el precio del subyacente sea mayor en el momento del
vencimiento, menos ventajosa serd el acuerdo para el vendedor, ya que tiene la obligacion de
entregar al precio de ejercicio un activo que en ese momento puede tener un precio superior,
y debe asumir las pérdidas; si por el contrario el precio del subyacente es menor que el precio
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de ejercicio, el que compré la opcidn no ejercera su derecho y la ganancia del vendedor seré la
prima.

El beneficio de vender una opcién de compra se calcula con la siguiente férmula
by = C — max{0,Sr — K} .

La venta de una opcién de compra, supone ganancias limitadas y posibles pérdidas ili-
mitadas. Y viceversa, la compra supone pérdidas limitadas y posibles ganancias ilimitadas.
Véase la figura (2.1)

beneficio
A
. venta de call
prim
»Sr
K
-prima
compra de call

Figura 2.1: Grafica de beneficio de una opcién de compra.

Ejemplo 2.1. Supongamos que las acciones de una compania llamada KAQO se cotizan en 15
pesos. Eristen expectativas alcistas y se espera que en seis meses valgan 16 pesos, entonces se
compra una opcion de compra para 100 acciones que le da el derecho de comprar a 15.5 pesos
cada accion, a una fecha de vencimiento de seis meses. Para esto se debe pagar una prima
de 0.5 pesos por cada accion. Supongamos que dentro de seis meses puede pasar cualquiera
de las siguientes opciones:

a) La accion cuesta menos que el precio de ejercicio. Supongamos que cuestan 15 pesos,
entonces no se ejercerd el derecho, pues no se va a comprar a 15.5 pesos las acciones
que en el mercado se pueden comprar a 15 pesos, en este caso se perderia el costo de
la prima, es decir, su pérdida es de: 100 x 0.5 = 50 pesos.

b) Si en la fecha de vencimiento las acciones de KAO se cotizan en 16 pesos, entonces
se ejerceria la opcion, pero al momento de realizar los calculos, observamos que se
estd pagando 0.5 pesos por cada opcion, entonces su beneficio seria (16 —15.5) x 100 =
50 pesos, al cual le quitamos el costo de la prima, de 50 pesos, por tanto, no habrad ni
pérdidas, ni ganancias.




32 Introduccion a las matematicas financieras

c) Ahora supongamos que las acciones se cotizan a 16.5 pesos, se ejercerd la opcion y
se tendrd como beneficio 1 peso por cada opcion, entonces en total la ganancia seria
(16.5 — 15.5) x 100 = 100 pesos, menos el valor de la opcion 50 pesos, la ganancia es:
50 pesos.

El problema en la valuacion de opciones es determinar el valor de la prima; es decir,
calcular la cantidad justo que se debe pagar al que vende la opcién para obtener el derecho
de elegir mas adelante si el contrato se lleva a cabo o no.

Definicién 2.5. Una opcién de venta (option put) otorga al propietario el derecho, mds
no la obligacion de vender un activo a un precio K determinado, en un tiempo T futuro
también determinado.

La prima de un contrato de venta se denotara por P. La compra de una opcion de venta
u opcién put se realiza cuando el inversor tiene expectativas bajistas, esto es cuando el in-
versor piensa que el precio del activo subyacente va a disminuir. Al contrario de una opcién
de compra, si al momento de la fecha de vencimiento, el precio del activo es menor que el
precio de ejercicio entonces al inversor le interesard ejercer la opcién. Por otro lado, si el
precio del activo es mayor, entonces el inversor no ejerce la opcién y pierde la prima.

El beneficio al comprar una opciéon de venta se obtiene mediante la siguiente férmula
b, = max{0, K — Sr} — P.

El vendedor de la opcion de venta, a cambio de la prima recibida en el momento de la
formalizacion del acuerdo, estard obligado a comprar el activo al precio de ejercicio K, en el
caso que el comprador ejerce la opcion, aunque en el mercado se encuentre mas barato.

El vendedor asume mas riesgo que el comprador, ya que sus posibilidades de pérdida son
ilimitadas y de ganancias limitadas, para el comprador sus posibilidades de ganancias son
ilimitadas y sus pérdidas limitadas. Véase la figura (2.2).

El beneficio obtenido al vender una opcién de venta se determina mediante la siguiente
férmula:

b, = P — max{0, K — Sr}.

Ejemplo 2.2. Retomando el ejemplo (2.1), donde las acciones de una compania llamada
KAO se cotizan en 15 pesos. Fxisten expectativas bajistas, esperan que en seis meses valgan
14.5 pesos, entonces se compra una opcion de venta para 100 acciones que le da el derecho
de venderlas a 15 pesos, a una fecha de vencimiento de seis meses. Para esto debe pagar
una prima de 0.5 pesos por cada accion. Supongamos que dentro de seis meses puede pasar
cualquiera de las siguientes opciones:

a) La accion cuesta menos que el precio de ejercicio. Supongamos que cuestan 14 pesos,
entonces se ejercerd el derecho y su ganancia serd: 100(15 — 14) — 50 = 50 pesos.
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beneficio
orimal venta de put
K >
-primal
compra de put

Figura 2.2: Grafica de beneficio de una opciéon de venta.

b) Si en la fecha de vencimiento las acciones de KAQ se cotizan en 14.5 pesos, entonces
se ejercerd la opcion, pero al momento de realizar los cdalculos vemos que no tendrd ni
pérdidas, ni ganancias.

c) Ahora supongamos que las acciones se cotizan a 15 pesos, no se ejercerd el derecho y
su pérdida serd el valor de la prima, 50 pesos.

2.1.2. Valor de la prima

Uno de los principales objetivos en la teoria de opciones es el calculo de la prima. El precio
de la prima de una opcion tiene dos componentes, el valor intrinseco y el valor extrinseco
(valor temporal):

Prima= wvalor intrinseco + valor extrinseco.

El valor intrinseco lo podemos ver como el valor que tendria la opcién si se ejerce la
opcién en la fecha de vencimiento (véase [18, pag. 34]). El precio de una opcién de compra
esta dado por

call = max{0,Sp — K},

y para una opcién de venta se expresa como
put = max{0, K — Sr},
donde St es el precio del activo al llegar a la fecha de vencimiento T'y K el precio de ejercicio.
La parte extrinseca del valor de la opcién es el valor que agrega el vendedor para cubrirse

de una alteracion en los precios que le pueda ocasionar una pérdida mayor cuando el com-
prador la ejerza (véase [11, pag. 206]).
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De las expresiones para call y put vemos que un aumento en el precio del subyacente S,
significa que aumenta el valor intrinseco para las opciones de compra y disminuye para las de
venta; es decir, el precio de la prima de una opcién es afectada por el precio del subyacente.
La prima de una opcién esta en funcién de otras cuatro variables:

a) La wvolatilidad del activo subyacente, es uno de los parametros que afectan el valor de
las opciones, especificamente el valor extrinseco. Cuando mayor es la volatilidad mayor
va a ser el costo de la prima, tanto para las opciones de compra, como para las opciones
de venta.

b) El precio de ejercicio influye de manera obvia (basta ver como se modifica el valor
intrinseco) en el valor de la opcidn, si el precio de ejercicio sube, entonces disminuye
la call y aumenta la put.

c¢) El tiempo, cuando mas lejano sea la fecha de ejercicio, mayor sera el valor del derecho,
sin importar que sea opcién de compra o de venta. Entre mas se aproxima el tiempo a
la fecha de ejercicio, menos es el valor de la opcion.

d) El tipo de interés (al mismo plazo que el vencimiento de la opcién), puesto que los
movimientos del tipo de interés afectan el costo de financiacion. Una subida de éstos
disminuyen el valor actual del precio de ejercicio, por lo que el valor de la prima de una
opcion de compra aumentara, mientras el valor de una opcién de venta disminuira.

2.1.3. Opciones como cobertura y como inversion

La cubertura es una estrategia con la que se intenta reducir el riesgo de el precio de un
determinado portafolio; es decir, la posible pérdida producida por movimientos desfavorables
de los precios [11]. Para realizar una cobertura debe tomarse una posicién contraria a la que
se desea cubrir de manera que ambas se compensen mutuamente, manteniendo al conjunto
sin cambios a los movimientos de precios del mercado. Basicamente se trata de que la posi-
ble pérdida que puede sufrir un portafolio, sea compensada con la ganancia obtenida en los
derivados.

Cubrir un portafolio con opciones puede asimilarse a la compra de un seguro. Para eli-
minar el riesgo de que el portafolio baje, se paga una prima en opciones que proporcionen
suficientes ganancias para compensar estas pérdidas. Hay dos posibilidades de cubrir el ries-
go, con una opcion de venta o con una opciéon de compra.

Supongamos que tenemos un portafolio de 100 acciones de la empresa KAO y se requiere
construir una cubertura en opciones de venta, se comprard una opcion de venta cuyo precio
de ejercicio este mas cercano al precio actual de la accion. La posicion resultante es una
curva con beneficios ilimitados y pérdidas limitadas (el pago de la prima).

Por otro lado, si deseamos construir una cubertura del mismo portafolio pero esta vez
con opciones de compra, entonces se supone la venta de un niimero equivalente de opciones
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de compra al niimero de acciones que se tiene en el portafolio, con la cual deberia vender un
contrato por el cual recibira la prima correspondiente. Esta estrategia limita las pérdidas por
bajas en el precio de la accién, ademas de que puede proporcionar una rentabilidad extra si
las acciones se mantienen estables (para mas detalles, véase [11, pag. 229]).

Un inversor puede utilizar las opciones para intentar obtener beneficios sobre los movi-
mientos en los precios de los activos en el mercado, cuando existen expectativas de evolucién
sobre los precios. En general y sin entrar en muchos detalles, algunas estrategias que se
pueden llevar acabo con estos instrumentos, como inversién son:

a) Si las expectativas sobre un determinado subyacente son alcistas, podria comprarse
una opcién de compra.

b) Silas expectativas sobre el subyacente son bajistas, la estrategia seria comprar opciones
de venta.

c) Si se espera que el subyacente apenas fluctte, la alternativa a seguir podria ser vender
opciones e ingresar la prima correspondiente.

2.2. Modelo de Black-Scholes

En 1973, Fisher Black y Myrons Scholes en su articulo “The Pricing of Options and
Corporate Liabilities”, bajo el supuesto de equilibro general, desarrollaron un modelo para
valuar una opcién europea de compra sobre una accién que no paga dividendos, cuyo precio
es conducido como movimiento Browniano geométrico [2]. Es importante también destacar
el trabajo de Robert Merton, quien formalizé y extendié la metodologia de Black y Scholes
en una serie de articulos. Estas contribuciones establecieron los fundamentos de lo que hoy
se conoce como matematicas financieras modernas, por esta razon, Myrons Scholes y Ro-
bert Merton recibieron el premio novel de economia en 1997, desafortunadamente para ese
entonces Fisher Black ya habia fallecido [15].

2.2.1. Ecuacion de Black-Scholes

En esta seccién exponemos una derivacién intuitiva de la ecuacién en derivadas parcia-
les estocasticas conocida como el modelo de Black-Scholes. Deduciremos la EDP de Black-
Scholes cuando el precio del activo subyacente, una accién, es guiado por un movimiento
Browniano geométrico. Dicha EDP es de segundo orden del tipo parabdlico y su solucion
determina el precio de una opcion europea de compra cuando la condicién final es el valor
intrinseco del instrumento. Esta ecuacion es muy popular y representa la base para valuar
muchos y muy diversos productos derivados, ya que para diferentes condiciones de frontera
sus soluciones representan los precios de los distintos derivados financieros que se encuentran
disponibles en el mercado.

Los supuestos bésicos del modelo de Black- Scholes son [18]:
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a) El activo subyacente es una accién que no paga dividendos durante la vida del contrato.

b) El precio del activo subyacente es guiado por un movimiento Browniano geométrico;
es decir, el precio es log-normal y los rendimientos son normales.

c) La volatilidad del precio del activo subyacente se mantiene constante a través del
tiempo.

d) Las ventas en corto del subyacente en cuestion son permitidas; podemos vender el
activo subyacentes aunque aun no lo tengamos.

e) El mercado del subyacente es liquido y divisible; es decir, podemos vender o comprar
el subyacente en cualquier fracciéon de unidad.

f) No hay costos de transaccion, esto es, que no existen comisiones e impuestos.
g) El mercado opera en forma continua (no hay fines de semana, ni dias festivos).

h) Los mercados estan en equilibrio; es decir, no existen oportunidades de arbitraje. En
otras palabras, todos portafolios construidos libres de riesgo nos deben dar el mismo
rendimiento.

i) Existe un mercado de crédito, un sistema bancario en el que los agentes podemos
prestar o pedir prestado a una tasa de interés constante a todos los plazos y libre de
riesgo de incumplimiento.

Ahora, para obtener la ecuacién de Black-Scholes consideramos un movimiento Brow-
niano (W;).ep0,q definido sobre un espacio fijo de probabilidad con su filtracién (Q, F, FV, P).
Se supone que el cambio en el precio del activo subyacente S; al tiempo ¢, es determinado
por el movimiento Browniano

En este caso, i € R, representa el rendimiento medio esperado y o > 0 es la volatilidad
instantanea por unidad de tiempo. El proceso dW; modela las fluctuaciones propias del mer-

cado del subyacente y como bien se sabe, por definicién de movimiento Browniano, satisface,
dW; ~ N(0,dt), E[dW;] = 0 y var[dW;] = E[(dW;)?] = dt. En el ejemplo 1.4, obtuvimos que
la solucién de (2.1) es

1
Sy = Spexp [(,u — 502) dt + Uth] )
Observemos que el proceso (St),5, es adaptado a la filtracion (F),-

Es importante recordar que (2.1) es una expresiéon simplificada de la siguiente expresién

t t
St:50+u/ Sudqua/ S.dW,, tel0,T].
0 0
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El valor o precio de una opcién europea de compra esta claramente en funcion de los
distintos parametros que intervienen en los términos o clausulas del contrato, tales como, el
precio de ejercicio K, la vida del contrato 7' — ¢, donde T es la fecha de vencimiento y t es
la fecha de inicio del contrato. Por supuesto, el valor también dependera de las propiedades
del activo subyacente, tales como, su precio S;, el rendimiento esperado pu, volatilidad o,
asi como la tasa de interés r que prevalece en el mercado de crédito. Por lo anterior, se puede
escribir el valor de una opcién como

c=c(S,t; K,T,o,pu,r).

Observemos que S; y t son las variables mas importantes del contrato. Por estd razon,
en lo que sigue, no se harda mencion explicita de los parametros, T, K, r, 0 v u, excepto cuan-
do sea necesario. Es decir, que el valor de la opcién se denotara simplemente como ¢ = ¢(Sy, t).

Durante el intervalo de tiempo [t,t + dt], el precio del activo subyacente cambia de S; a
S; + dS;, en consecuencia, el precio de la opcién cambia de ¢ a ¢ + dc. El cambio marginal
en el precio de la opcion se obtiene mediante el lema de It6, como

de dc Pc dc
de = S + ~0*Sy° dt + oSy =—dW;. 2.2
(8t Hotas, t asﬂ) a5, (22)

Por otra parte, consideremos un portafoho con wy unidades del activo subyacente de precio
S; v wy unidades de una opcién de compra sobre el activo subyacente de precio ¢(S;,t). Si
II; representa el valor actual del portafolio, entonces

Ht = wlst -+ WQC(St, t) . (23)

El cambio en el valor del portafolio, durante el instante dt, debido a fluctuaciones propias
del mercado esta dado por

dHt = wldSt + CUQdC . (24)

Después de sustituir (2.1) y (2.2) en (2.4), se obtiene la siguiente expresién para el cambio
de valor en el portafolio

dc dc dec 1 0%
ClHt = <w1 -+ WQaSt) ,uStdt + (w1 + (JJga—St) Jtth + wa (a + 5@025,52) dt . (25)

La ecuacién (2.5) contiene dos tipos de términos. Los términos de tendencia multiplicados
por dt y el término aleatorio, multiplicado por dW,. Este tltimo modela el riesgo de mercado
del portafolio, el cual se puede eliminar si se eligen, adecuadamente a las cantidades w; y wo
en la construccién del portafolio (véase [15, pag. 43]).

Con el fin de eliminar el riesgo de mercado del portafolio se debe elegir w; y wo de tal
manera que se anule el término estocdstico de la ecuacién (2.5); es decir, supongamos que

se cumple la siguiente ecuacion

dc
w1 + Wo= =0.

0S;




38 Introduccion a las matematicas financieras

Claramente, existen infinitas posibilidades para lograr tal objetivo. Si por ejemplo, se

toman we =1y wy = —aa—é = —A, se tiene que
de 1 0%
dI1,») = (— + =——08 2) dt . (2.6)
! at 2082

Es usual referirse a esta eleccién particular como cobertura Delta [15, pag. 43|. Esta estra-
tegia de cobertura es dindmica, ya que durante el periodo [t,t + dt], la cantidad aa_sct cambia
con S; y t. La cobertura Delta es aplicable sélo durante el instante dt, de otra manera, al
transcurrir el tiempo, la cubertura se deteriora paulatinamente perdiendo su efectividad.

Si se emplea esta cubertura en (2.3), se obtiene

I,% = ¢~ AS;,
lo cual significa que se esta cubriendo una venta en corto de A unidades del activo subyacente

con una opciéon de compra.

También se supone que existe un mercado de crédito libre de riesgo de incumplimiento;
es decir, un sistema bancario en el que los agentes pueden prestar o pedir prestado a una
tasa constante compuesta continuamente r, a todos los plazos, y en consecuencia, libre de
riesgo de incumplimiento. Por ejemplo, si un agente deposita By pesos, entonces el saldo en
la cuanta bancaria al tiempo ¢, esta dado por

Bt = Boert .
De esta manera, el rendimiento en su cuenta es de

dBt = T'Btdt s

junto con la condicién inicial By.

Bajo la eleccién wy = —A y wy = 1, el valor del portafolio resultante es, IL,») = ¢ — AS,.
Si esta cantidad se deposita en un banco que paga una tasa de interés r, entonces el cambio
en el valor del portafolio, durante dt es

dHt(T) — Ht(A)rdt = (c— AS))rdt, (2.7)

en este caso, dt es el tiempo en el que se aplica r.

Otra caracteristica en el modelo de Black-Scholes es que, “no existen oportunidades de
arbitrajes” (para una mejor comprensién de como se utiliza este supuesto véase [8, pag. 13]).
Por lo tanto, bajo este supuesto de equilibrio general en los mercados, se tiene

dHt(A) — dHt(r) . (28)
Sustituyendo (2.6) y (2.7) en (2.8), obtenemos
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2
@+1025t2862 dt = —&SH—C rdt .
0S;

O de forma equivalente, esta ecuacion se escribe como

de 1 , ., 0% Oc
at 27 "t oas2 TN as, (2.9)

la cual es conocida como la ecuacion diferencial parcial de Black-Scholes. Las condiciones de

frontera y final para determinar una tnica solucion estan dadas, respectivamente, por

c(0,t) =0 y c(S,t) = max(S; — K,0) . (2.10)

La ecuacién (2.9) es una EDP lineal del tipo parabdlico. La linealidad significa que si
tiene dos soluciones, entonces la suma de ellas también es una solucién. En otras palabras, si
todos los activos de un portafolio satisfacen la ecuacién (2.9), entonces el portafolio también
lo satisface.

Por tltimo, el hecho de que la EDP sea parabdlica, significa que se puede relacionar con
la ecuacién de calor [15, pag. 105].

2.2.2. Solucién de la ecuacion diferencial parcial de Black-Scholes.

En esta seccién se transformard la EDP de Black-Scholes (2.9) en la ecuacién de difusién
de calor mediante unos cambios sucesivos de variables. La ecuacion de calor tiene soluciones
analiticas explicitas que son sencillas de tratar. Estas soluciones describen como se propaga
el calor de una varilla de longitud infinita al transcurrir el tiempo, después de que se ha
calentado en un tiempo inicial. Una vez que se obtiene la solucién de la ecuacion de calor, se
invierten los cambios de variable, con el fin de determinar el precio de una opcién de compra.

Es conveniente para el desarrollo de esta seccion tener en mente la EDP de Black-Scholes,
la ecuacién del precio de una opcién de compra (2.9) , ¢(Sy, t), esta dada por

aC(St,t) 1 2 282C(St,t)
ot + 20' St

junto con las condiciones de frontera,

aC(St,t)
95,2 5 g,

—rc(Si,t) =0,

c(0,t) = 0, ¢(St)~ S, cuando S; — oo
c(S;, T) = max(S; — K,0),.

Las condiciones de frontera son muy intuitivas. En efecto, si todo el mundo tuviera acceso
al subyacente en cualquier fecha y sin costo alguno, entonces el costo para comprarlo en el
futuro seria gratuito. Por otro lado, si el precio del activo subyacente es muy costoso, la op-
cién de comprarla en el futuro también es muy costosa (para mas detalle véase [18, pag. 46]).
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Como se menciono al principio de esta seccién, para transformar la EDP de Black-Scholes
en la ecuacion de difusion de calor se requiere de varios cambios de variables. Considere
primero los siguientes cambios de variables y la definicién de un paramétro adimensional

T r

Las nuevas variables, x; y 7, representan, el rendimiento del activo ajustado por el pre-
cio de ejercicio, suponiendo que Sy = 1 y el tiempo invertido, desde la fecha de ejercicio
hacia atras, salvo el factor constante 502. El precio de la opcion mediante estos cambios se
denotara como

c(Si,t) = Kv(xy, 7). (2.12)

Podemos ver que el valor intrinseco de la opcién de compra satisface (2.10), la cual se
escribe como

c(S;, T) = Kmax(e™ —1,0)
= Kuv(z,0), (2.13)

donde

v(xy,0) = max(e™ — 1,0). (2.14)

Ahora, se calculan las derivadas de ¢(S;,t) con respecto de ¢ y S;, en términos de las
derivadas parciales de v con respecto a 7 y x;, utilizando el cambio de variable propuesto en
(2.11). Despejando z; y 7 en (2.11) obtenemos

1
xt:ln(%) y 7':502(T—t).

Asi, se sigue que

aC(St,t) o 0 N 0 St 1 2
e atKV(ZEt,T) = 8tKV (ln( ),20 (T —1t)

- K22 (2.15)

La derivada parcial de ¢(Sy, t) con respecto a S; esta dada por

30(5},1&) 0
geont) _ 9 g
a3, 55, V()

0 S\ 1,
= aStKV(ln(K),QU (T t))
_ Kov
N St @:L’t
_ n (2.16)

Oy
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Por tltimo, la segunda derivada parcial de ¢(S;, t) con respecto de Sy esta dada por

82¢(Si, 1) ) (Mt v )

95,2 a5, o,
_ 1 —xy v _ *It@
- Kem ¢ 0x,2 ¢ or;
L, Py, O

Sustituyendo las ecuaciones (2.15), (2.16) y (2.17) en la EDP de Black-Scholes (2.9), se
obtiene

1 ovr 1 0*v ov ov
K 277 K 20t 2 —2x¢ 2y 7 Ke¥t—— 7% _ p Ky = 0
5 o o + 5 eto (e —8xt2 e 0, +ree 3xt€ v ,

Usando (2.11), esta tltima ecuacién se escribe como

o v ov

Ahora, hacemos un segundo cambio de variable, para simplificar aun mas la ecuacion
(2.18). Para esto definimos la nueva funcién v(x, 7), como

v(xy, 7) = e Py (xy, T) . (2.19)

Las derivadas parciales de v con respecto a x; y 7 son

v s [Ou
9y — ¢ (37 + BU) , (2.20)
v s [ Ou
o e (—8xt + au) . (2.21)

Derivando parcialmente una vez mas con respecto a x;, se sigue que

v _ 0 (o
3xt2 N c%vt c%vt
0u ou
— axi+PBT o 2
e (—3xt2 + 2a3xt +a u) . (2.22)

Sustituyendo las ecuaciones (2.20), (2.21) y (2.22) en (2.18), obtenemos

2
a—u+6u—a2u—2aa—u—%—(l€—1) (%%—au)—kku:o.

or 3xt 8art2 8xt
Esta ecuacién se escribe como
ou 5 ou 0*u
— - — (k-1 kl = —(2 k—1 —_— 2.2
Srulf == (k= Da+k = 75 (at+k—1)+ 55 (223)
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Ahora, elegimos las constantes a y (3, de tal manera que cumplan con el siguiente sistema
de ecuaciones

2+ k-1 = 0,
B—a*—(k—1a+k = 0.

La solucion de este sistema esta dada por

o = —5k-1), (2.24)
p = —i(k+1)2. (2.25)

Después de sustituir (2.24) y (2.25) en (2.23), se obtiene la ecuacién de calor

0 0?
a_z:aTZ’ —o0 <@y < 400, T3>0, (2.26)
t
junto con la condicién
u(zs,0) = up(;) = max <e%(k+1)“ — ezt 0) : (2.27)

Pero de la ecuacién (2.14) se sigue que
v(xy, 7) = ey (zy, 7) = e_%(k_l)‘“_%(kﬂ)%u(xt, 7).
Asi, haciendo 7 = 0, en esta tltima ecuacién, obtenemos que
v(x,0) = e’%(kfl)xtu(xt, 0),
luego, la ecuacién (2.27) se escribe como
u(z, 0) = e%(kfl)xtl/(a:t,())

= max <e%(k+1)“ — e%(k_l)“, O) :

La solucién de la ecuacion de calor (2.26), junto con la condicién (2.27) [véase Apéndice
Al, esta dada por

1 o0 S*ItQ
u(xy, 7) = 2\/7F/ up(s)e”  ds. (2.28)

Ahora, consideremos el siguiente cambio de variable

S — Tt

En este caso, se cumple que

ds = \2rdy.
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Por lo tanto, se sigue que

szt

u(wy, 7)

1
:2—%/_0()“0( ds = ,—/ g ( xt‘i‘\/?y)@ 3 dy.

Por otro lado, de (2.27) se tiene que

uo(s) = max{e? (k4+1)(ze+V27y) _ %(k_1)(wt+\/§y)7 0}

)

entonces, usando esta tltima ecuacién se tenemos

U(I't, 7') = % (k+1)(ze+V2ry) _ eé(k_l)(“—i—ﬁy)}e_%?ﬁdy

m/

62(kJrl Y@e+v27Y) o3 (k=1)(ze+v27y) o= 547 dy

e 23’2dy —

27r \/%/
= U(k+ 1) \I/(k; —-1). (2.29)

En la segunda igualdad se ha utilizado el hecho de que

e D@ HVETY) _ Ak D)mtv2m) 5

implica que
Ty

Yo

Las cantidades W(k + 1) y ¥(k — 1), se calculardn en forma separada de la siguiente
manera

y>-

U(k+1) = o3 (kD) (@ +v2Ty) Qdey

27r

o3k D)ae — %y2+%(k+1)\/27'ydy

m/

= 27T €Q(k+1 :Bie %[yQ_(k"'l)\/Ey}dy
— o3 (bt Dz et 3 (k+1)*7 =5 [y° — (k+ 1)V 2ry+ 5 (k+1)* T]dy
27r
v e2<k+1 zit f ) T =3 =3 RtV g
k+1)zi+ L (k+1
— 62( o 4( L e —3ly— (k+1)\/§] dy . (2‘30)
V2T oz

Vv2r

Consideremos el siguiente cambio de variable

1
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en este caso

de =dy.

Si tomamos a

y_\/ga

entonces,

v (k+1D)V2r w4 (k+ D7

€ = — —_ =

V2r 2 V2r

Sustituimos € en la integral (2.29), luego se sigue que

1 Lkt 1)2r oo
U(k+1) = exFHzraltry —Sly—3(k+1)v2r)” g
(k+1) Nors . € Y

Vv2r

— eé(k+1)a:t+i(k+1)gf/ 1 e3¢ de
{e>—mr0lny v2m

6é(k+1)xt+i(k+l)27/ 1 675620[6
{—oo<e<7zt+\(/];_jl)f} 2

_ ehrnr g (),

donde kit 1)
e+ (K + 1)1
di = , 2.31
= (2:31)
y
L B
B(dy) = / L s, (2.32)
Coo V2T

es la funcién acumulada de una variable normal estdandar. El calculo de ¥(k — 1) es analogo
al calculo de U(k + 1), sélo que en lugar del argumento k + 1 en su lugar se sustituye k — 1.
Es decir,

1 1 2 1 1.2
U(k—1) = ezlk-Datzk-1) T/ e 2 de
( ) {,oo<€<w\/%1)f} V 27T

e e YERY

donde
dy = —————— (2.33)

O(dy) = /d2 ——e 2% de. (2.34)

Dado que x; = In (%) , T=3(T-1), k= To3, a partir de (2.31) y (2.33), se tiene
que ’
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= oV —1t 7
Y Sy 1.9
g, — In (3t) + (r—10%) (T —1)
oVT —1
Por tltimo, dado que
c=Kv(z,T),
con

67%(k71)xt7i(k+1)27

vz, ) = u(xy, T)

e 2B Dm = DR (g (e 1) — W (k — 1)),
entonces, la solucion de la ecuacién de Black-Scholes resulta estar dada por
c = K <e—%<k—l>$t—i<k+l>2f) (T(k+1) — Uk — 1))
- K <e—%(k—1)a:t—i(k+1)2r) <e%(k+1)u+§(k+1)%¢(dl) _ e%(k_1)xt+§(k—1)%¢(d2)>

= K (e"®(dy) — " P(dy))
= 5,®(dy) — Ke "I Dd(dy). (2.35)

2.2.3. Valuacién de opciones por la féormula de Black-Scholes

El objetivo de esta seccién es presentar una aplicacion de la féormula de Black-Scholes
(2.35) en datos reales, tomando el precio de alguna accién, con datos recopilados en la Bolsa
Mexicana de Valores (BMV).

Para hacer la aplicacién de la formula de Black-Scholes en una situacién real, se obtu-
vieron los precios de la accién y los valores de los CETES a 28 dias, durante el periodo del 1
enero al 31 de diciembre del 2013. Esta recopilacién nos permitio establecer los pardmetros
0,7y So, ( Ky T se pueden establecer de manera libre), y asi poder calcular el precio de
una opcion.

Para este trabajo, el activo subyacente que se eligié fue la accién de FEMSA, que se
cotiza en la BMV. En la recopilacion de datos, se obtuvieron un total de 261 observaciones
del precio de cierre de la accién estudiada. Estos datos que se obtuvieron son de los dias
hébiles de la BMV. En la tabla (2.1) se presentan los datos obtenidos del 1 de enero al 31
de diciembre del 2013. De igual forma se representa su gréafica correspondiente, donde el eje
horizontal son los dias habiles consecutivos y el eje vertical el valor de la accién correspon-
diente a cada dia.

Ahora, se construird la opcién de compra europea que dependera del precio de la accion
de FEMSA. Para esta construccion se tienen que determinar los valores de los parametros
de los que depende la féormula de Black-Scholes (2.35).
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Precios de las acciones de Femsa Enero-Diciembre 2013

Dias| Ene. | Feb. | Mar. | Abr. | May. | Jun. ‘ Jul. | Ago. | Sep. ‘ Oct. | Nov. | Dic.

1 188.22| 198.04| 210.54| 196.77| 194.36 182.17| 183.44 169.46| 157.50

2 191.36 204.63| 197.45 181.67| 184.85| 164.57| 167.91 156.15
3 190.86 203.51| 199.91| 183.12| 185.08 162.47| 165.30 154.42
4 191.15| 198.04| 205.76| 204.58 183.06| 184.26 162.31] 164.59| 157.15| 153.45
5 198.58| 199.72| 202.52 178.78| 179.62| 187.62| 165.68 152.04| 154.01
6 197.79| 202.15 193.60| 182.45 184.88| 167.79 151.57| 152.76
7 189.20( 196.08| 200.76 195.48| 182.67 185.24 162.77| 150.08

8 188.68| 196.86| 201.82| 203.48| 191.98 180.09| 185.22 161.77| 148.10

9 191.24 206.52| 191.53 178.25] 184.65| 168.01| 160.30 154.60
10 | 190.34 210.61| 191.50| 185.64| 176.63 169.97| 162.07 156.07
11 193.45] 194.59| 197.33| 207.51 183.71] 180.04 173.40| 164.22| 147.37| 158.03
12 194.59| 198.69| 207.56 181.56| 179.82| 182.80| 172.52 150.57| 158.03
13 196.44| 200.44 192.00| 182.66 179.94| 172.79 149.27| 154.03
14 | 193.87| 198.38| 198.82 193.93| 181.65 180.98 163.38| 148.52

15 | 194.02| 199.13| 195.63| 207.60| 197.75 176.13| 179.87 160.95| 150.58

16 | 195.19 210.82| 192.59 173.50( 179.11] 172.79| 158.84 155.22
17 | 194.26 211.25| 192.81| 182.13| 174.40 172.93| 157.49 154.07
18 | 196.68| 198.70| 195.63| 213.05 180.75| 174.43 175.79] 156.38| 150.58| 156.17
19 199.67| 195.54| 214.92 180.52| 170.80| 183.59| 177.16 146.90| 156.96
20 203.14| 196.09 191.04| 177.59 179.80| 173.76 149.89| 157.22
21 | 196.70| 204.29| 194.50 187.58| 169.42 178.76 157.46| 147.30

22 196.56| 203.84| 191.25| 215.33| 185.90 170.13| 174.67 163.40] 146.23

23 | 196.72 216.12| 190.19 177.27| 173.76] 172.32| 160.27 159.00
24 | 195.47 200.77| 187.57| 170.44| 176.70 171.75| 157.05 158.66
25 | 196.43| 204.02| 191.47| 193.72 168.84| 180.02 172.42] 156.42| 146.97| 158.66
26 205.32| 196.70( 195.57 172.80| 182.35| 172.35| 172.18 148.60| 157.77
27 207.35| 196.73 187.12| 174.50 170.53| 168.61 153.40| 158.28
28 | 199.70| 212.36| 196.73 189.95| 180.82 166.25 156.70| 155.97

29 | 201.84 196.73| 194.47| 184.41 177.34| 164.14 155.81| 159.84

30 | 199.34 194.36| 186.29 176.00| 157.74| 163.45| 159.64 159.45
31 | 197.92 185.13 178.79 159.02 157.92

Cuadro 2.1: Tabla de los precios de las acciones de la empresa FEMSA.
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a)

b)

c)

d)

e)

Figura 2.3: Grafica de los precios de las acciones de la empresa FEMSA.

So: El precio de la accién al tiempo 0 (tiempo inicial), se tomarda como el promedio
aritmético de los precios de las acciones de Femsa que se obtuvieron durante el tiempo
de observacion. En este caso, Sy = 180.42333333 pesos.

r: La tasa de interés libre de riesgo, se tomara como el promedio aritmético de la tasa de
interés de los CETES a 28 dias en el periodo observado. En este caso, r = 3.75461538.

o: La volatilidad del activo subyacente, se tomara como la desviacion estandar de la
utilidad logaritmica; es decir, la desviacion estandar de In <§—é), cont=0,1,2,...,250,
o = 0.10029559 pesos.

T': Fecha de vencimiento de la opcion, es un parametro libre, se tomard a un ano, 7' =1
ano.

K: El precio de ejercicio, al igual que el tiempo, es un paramétro libre (o casi libre) y
se tomard K = Sy 4 3 pesos. Para diferentes ejemplos.

Nota 2.1. El precio de las acciones sigue una distribucién log-normal, puesto que asi se puede
descartar que tome valores negativos. Por esta razon se considera la utilidad logaritmica para
obtener la volatilidad.

Ejemplo 2.3. Suponga que se quiere realizar un contrato de opcion de compra tipo europea,
con los siguientes datos

a) So = 180.423333 pesos.

b) K = 183.423333 pesos.

c) t =1 ano.

d) r=0.037546.
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e) o = 0.100295 pesos.

¢ Cual es el valor de esta opcion?

Para responder a esta prequnta, se utilizard la formula de Black-Scholes obtenida en la
seccion anterior. De (2.31) y (2.533), tenemos

d, = EEDT 6 a60080,
\/Z
Y
dy= T 1sg7sa
Vor
Evaluamos dy y dy en (2.32) y (2.34) respectivamente, se sigue que
0.26008041  { L,
$(0.26008041) = /OO \/%6_56 de = 0.602599 ,
Y

0.15978482 1 L

$(0.15978482) = / e 2 de = 0.563475 .
o V2T

Ahora, sustituimos los valores anteriores en la formula de Black-Scholes (2.35), obtene-
mos

c = Sy®(dy) — Ke " Md(dy)
= 180.423333(0.602599) — (183.423333)(0.963149)(0.563475)
= 9.177174 pesos.

En otras palabras, con el precio del activo subyacente a 180.423333 pesos, con un precio
de ejercicio establecido como 183.423333 pesos, con una fecha de vencimiento de 1 ano, el
comprador de la opcion deberd pagar 9.177174 pesos como prima, para realizar dicho contrato.

Ejemplo 2.4. Ahora, supongamos que el precio de ejercicio es K = 177.423333 pesos y los
demds parametros son iguales que en el ejemplo anterior. ;Cudl es el valor de la opcion con
esta nueva modificacion?

Primero obtenemos el valor de dy y ds

k41
g = T EEDT 01689
V2T
! e
1
dy = v+ (k17 _ ) 491386,

V2T
Fvaluando dy y dy en (2.32) y (2.34) respectivamente,
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0.591682 1 Lo
$(0.591682) = e 2 de = 0.722968
( ) / =
Yy
0.491386 1

$(0.491386) = e 2% de = 0.688423,

S 2T

sustituyendo en la formula de Black-Scholes (2.35), obtenemos

c = S()(I)(dl) - KG_T(T)(I)(CZQ)
= 180.423333(0.722968) — (177.423333)(0.963149)(0.688423)
12.799059 pesos.

Para un precio de ejercicio k = 177.423333 pesos, el precio a pagar es de 12.799059 pesos,
para realizar dicho contrato.

Observacion 2.1. El precio de la opciéon de compra europea que es calculado es solo para
una accion, si el contrato es para un niumero fijo de acciones n, entonces el precio total se
obtiene multiplicando n por el precio de la opcién de compra europea que se calculd para el
caso de una accion.

Ejemplo 2.5. ;Cudl es el precio de una opcion de compra tipo europea, si los pardmetros
tienen los siquientes valores ¢

a) So = 180.423333 pesos.

b) K = 183.423333 pesos.

¢c) t=0.5,1,1.5,2,2.5,3,3.5,4,4.5,5 afios.
d) r=0.037546.

e) o =0.100295 pesos.

En este ejemplo, se esta variando el parametro T, y los otros cuatro pardmetros se dejan
fijos, con el objetivo de ver como afecta el pardmetro del tiempo a el valor de la opcion. Se
puede observar en la tabla y grifica (2.4) que el precio de la opcidn incrementa cuando T
aumenta; es decir, el precio de la opcion europea es una funcion creciente con respecto al
tiempo.
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T

C

0.5

6.975855

1.0

9.177174

1.5

10.653436

2.0

11.750670

2.5

12.601408

3.0

13.273658

3.5

13.809532

4.0

14.237170

4.5

14.576340

2.0

14.841659

14+

12

10

Figura 2.4: Tabla y Grafica de los precios de las opciones con respecto al tiempo.




Capitulo 3

Analisis de los modelos de volatilidad
estocastica

Uno de los principales problemas en finanzas, consiste en que se tiene que tomar riesgos
para obtener beneficios, pero tanto los riesgo como los beneficios pertenecen al futuro. Es
asi como se busca minimizar los riesgos de las pérdidas a través del tiempo, y a la vez ma-
ximizar los rendimientos esperados. Black-Scholes (1973) y Merton (1974) desarrollaron un
modelo para valuar el precio de las opciones, en donde las opciones pueden ser consideradas
como un seguro, en el que el precio de este seguro depende de los riesgos y los riesgos se
miden apartir de la volatilidad .

Histoéricamente la valuacion de opciones, ya sea de una opcién de compra, o de venta, ha
tenido como herramienta principal a la famosa férmula de Black-Scholes, la cudal se basa en
el supuesto que la volatilidad es constante. Sin embargo, estudios recientes han demostrado
que la volatilidad no es un pardmetro constante, si no un parametro aleatorio [19].

El caracter aleatorio de esta variable a dado paso a otros modelos llamados modelos de
volatilidad estocastica, entre ellos estan los modelos de Hull-White, Stein-Stein y Heston.
Los cuales dejan que la volatilidad sea guiada por un movimiento Browniano.

El objetivo de este capitulo es analizar el concepto de volatilidad y el efecto que tiene
esta variable en los modelos para valuacion de opciones. En la segunda parte del capitulo
se estudiara los tres modelos de volatilidad estocastica antes mencionados, se mencionaran
ventajas y desventajas de cada uno de ellos. El estudié se profundiza més con el modelo
propuesto por Heston, debido a que es uno de los principales objetivos de este trabajo de
tesis.

3.1. Volatilidad

En este trabajo de tesis, el estudio de la volatilidad se asocia a la rentabilidad de los
activos subyacentes, por lo que entenderemos a la volatilidad como una medida de riesgo
que se deriva de los cambios de la rentabilidad de los activos, la causa de estos cambios se
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encuentran en las variaciones de los precios.

En la estructura del mercado se presentan los precios de los activos como un proceso que
evoluciona a lo largo del tiempo, de igual manera, la rentabilidad derivada de estos cambios
posee una estructura temporal intimamente relacionada con los precios. Por lo que se puede
considerar la volatilidad como una serie temporal, y no como un parametro que esta fijo a
lo largo del tiempo (como se considera en el modelo de Black-Scholes). Por lo que se define
a la volatilidad de la siguiente manera.

Definicién 3.1. La volatilidad es una medida de la intensidad de los cambios aleatorios en
la rentabilidad de los activos; la representacion grafica de una serie historica de rendimientos
se asocia a la volatilidad con la amplitud de las fluctuaciones de los rendimientos.

En los fenémenos financieros la volatilidad se caracteriza por:

a) Exceso de curtosis en la mayoria de las series temporales.

b) Existencia de periodos de alta y baja volatilidad denominados conglomerados de vola-
tilidad. Esto es, si la volatilidad es alta (o baja) en un periodo, tiende a seguir siéndola
para el siguiente periodo.

¢) De manera ocasional se puede producir periodos de alta volatilidad en momentos con-
cretos. A este comportamiento se le conoce como discontinuidades de salto en los
Precios.

d) Los periodos de alta o baja volatilidad acostumbran a venir acompanados de periodos
en los que la volatilidad es mas moderada a largo plazo.

e) Movimientos conjuntos de la volatilidad. Cuando se estudian en diferentes mercados
las series para el mismo activo, se observa que los movimientos importantes en un
mercado estan relacionados con los movimientos importantes en otro mercado.

Las caracteristicas anteriores muestran las existencias de regularidades en el comporta-
miento que permite la modelacién de la volatilidad. Conocer la volatilidad actual y predecir
la volatilidad futura es necesaria para tener una mejor medida de riesgo [9)].

3.1.1. Volatilidad implicita

En la negociacion de opciones se utiliza como estimador de volatilidad la llamada volati-
lidad implicita. En la férmula de Black-Scholes hay cinco parametros que debemos conocer
antes de poder encontrar el valor de una opcién; K y T, son parametros que se especifican
en el contrato, Sy y r, son dos parametros que pueden ser observados en los mercados, y
por ultimo la volatilidad o (véase la ecuacién 2.2.1). La volatilidad es la desviacién estandar
anualizada de los rendimientos del activo subyacente, correspondiente del tiempo ¢ al tiempo
T, el valor de este parametro, es un valor futuro, que no conocemos y no puede ser observado
(véase [8, pag. 131]).
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Sin embargo, es posible encontrar este parametro tomando en cuenta los valores de las
opciones que se encuentran en el mercado; es decir, resolver el problema inverso, dado el
precio de la opcién del mercado, se encuentra la volatilidad con ayuda de la férmula de
Black-Scholes. Ademas, este valor es tnico, esto es posible pues la funcién para calcular el
valor de la opcidén es creciente con respecto a la volatilidad, a esta volatilidad que correspon-
de al precio de la opcion se le llama volatilidad implicita (véase [8, 131]).

El principal problema que representa el calculo de la volatilidad implicita es que no es
posible invertir la férmula de Black-Scholes para despejar la volatilidad en funcién del pre-
cio y del resto de las variables, pero se puede encontrar su valor si resolvemos el problema
numéricamente. Entre los métodos numéricos mas utilizados para determinar la volatilidad
implicita estan, el método de biseccion y el método de Newton-Raphson. Una vez obtenida la
volatilidad implicita con el precio del mercado de una opcién, puede emplearse para negociar
otras opciones posteriormente.

A pesar de la gran popularidad de la formula de Black-Scholes, en los tltimos anos han
aparecido muchos estudios poniendo en manifiesto el comportamiento empirico de dicha
férmula, entre ellos, Rubintein (1985), Skeikh(1991), Fung y Hsieh (1991), entre otros. Estos
estudios aseguran que cuando se invierte la formula de Black-Scholes para encontrar la vola-
tilidad implicita en el precio del mercado de las opciones, se encuentra que las volatilidades
implicitas tiende a estar relacionadas con el precio de ejercicio . Esta caracteristica empiri-
ca contradice el supuesto en el modelo de Black-Scholes, que nos dice que la volatilidad es
constante.

La relaciéon empirica que se observa entre la volatilidad implicita y el precio de ejercicio
se le llama curva sonrisa (véase [23, pag. 17]).

Ejemplo 3.1. En la volatilidad implicita en el precio de las acciones es frecuente observar
que la volatilidad del precio de las acciones tiende a aumentar cuando los precios disminuyen,
analogamente, la volatilidad del precio de las acciones tiende a disminuir cuando los precios
aumentan [véase la grdfica 3.1].

Dada la evidencia empirica existente en contra del supuesto de volatilidad constante de
la féormula de Black-Scholes, los investigadores en matematicas financieras han tratado de
proponer modelos alternativos que traten de incorporar el efecto de la curva sonrisa.

3.2. Modelos con volatilidad estocastica

Como se menciond en la seccion anterior, la volatilidad de un activo no es constante, ni es
observable. Por lo tanto, se requiere un tratamiento adecuado en la valuacién de opciones, ya
que justamente en el mercado de opciones ésta es la variable que se negocia. La alternativa
idénea es modelarla como un proceso estocdstico (véase [23]).
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4 Volatilidad
implicita

Precio de ejercicio

Figura 3.1: Curva de volatilidad para opciones sobre acciones.
Los modelos de volatilidad estocastica para valuar opciones se caracterizan por describir
la dindamica del precio del subyacente por el siguiente proceso estocastico
dSt = ,U/Stdt + UtStth s

donde W; es un movimiento Browniano geométrico y o; es un proceso de volatilidad, donde
este proceso debe cumplir ciertas condiciones para que S; tenga solucién. Por ejemplo, el
proceso de volatilidad debe permanecer positivo todo el tiempo, para que esto suceda se
cambia o; por un funcién positiva f(Y;), donde Y; es un proceso estocéstico especifico.

En la literatura los procesos estocasticos mas comunes para Y; son:

a) Log-Normal (LN)
dY; = pY;dit + £Y;dU, .

b) Ornstein-Uhlenbeck (OU)
dY; = a(m — Y;)dt + BdU; .
c¢) Cox-Ingersoll-Ross (CIR)

dY, = k(0 — Y,)dt + n\/Y,dU, .

Donde U; es un movimiento Browniano geométrico; que en general esté correlacionado
con el movimiento Browniano W;; es decir, Cov(W;, Uy) = pdt, donde p € [—1,1].
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‘ Modelos con volatilidad estocastica ‘

Modelo p Y; - Proceso f(Y2)
Hull-White | p=10 Log-Normal f
Stein-Stein | p = 0 | Ornstein-Uhlenbeck | f(Y;) = |V}

Heston p # 0 | Cox-Ingersoll-Ross | f

Cuadro 3.1: Caracteristicas generales de los modelos de volatilidad estocastica

Durante los tltimos anos han surgido niimerosos modelos de volatilidad estocastica, en
este trabajo de tesis solo vamos a mencionar a tres de ellos, Hull-White (1987), Stein-Stein
(1991) y Heston (1993), en el cuadro (3.1) se muestran caracteristicas generales de dichos
modelos.

Nota 3.1. El proceso Ornstein-Uhlenbeck es caracterizado por presentar reversiéon a la media.

Proposicion 3.1. Si la volatilidad del activo subyacente es conducida por un proceso del tipo

Ornstein-Uhlenbeck, entonces la varianza es conducida por un proceso del tipo Cox, Ingersoll
y Ross(1985).

En efecto, supongamos que la volatilidad estocastica, oy, del precio de la accién sigue un
proceso del tipo Orntein-Unlenbeck; es decir,

doy = —puwdt + 6dU; .
Aplicando el lema de 1t6 a Y; = o7 se obtiene,
do? = (6% — 2B07)dt + 250}7dU; (3.1)
el cual puede ser escrito de manera similar el proceso de Cox, Ingersoll y Ross como
do? = a(b— o})dt + yo,dU; (3.2)

donde los nuevos parametros estan dados por

a=28, b=— y y=20. .

3.2.1. Modelo de Hull-White

El modelo propuesto por Hull y White en 1987 es su articulo “The Pricing of Options
on Assets with Stochastic Volatilities” para valuar opciones se basa en que la volatilidad del
activo subyacente es guiada por un movimiento Browniano geométrico [10], la férmula resul-
tante es una aproximacion que considera una serie de Taylor hasta términos de tercer orden.
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En este modelo el precio de activo subyacente sigue una distribucion Log-Normal, y esta
dado por la siguiente ecuacion,

dS, = rS,dt + \/V,S,dW, , (3.3)

donde el pardametro r representa la tasa de interés libre de riesgo y se le agrega el supuesto
que la varianza del activo subyacente sigue un movimiento Browniano, similar a un proceso
Log-Normal

dVy = pVidt + EVidUy (3.4)

donde el proceso (Wi)iejo,q v €l proceso (Up)iejo,g son movimientos Brownianos geométricos

definidos en un espacio de probabilidad con filtracién aumentada <QW, FWAFVY o0’ mathbbPW) ,
<QU FU, {‘FU}»o’ ) respectivamente.
Ademads, supongamos que
CO’U(Wt, Ut) = 0,
es decir, la varianza no esta correlacionado con el precio del activo [4].
La EDP planteada en el modelo de Hull-White es
oc 1 0?c 8 oc oc
— 4+ ViSSP == Vie— Si=—+ uVim— = 0. 3.5

Para encontrar la solucién de esta EDP, definimos la varianza estocastica promedio

1 T
Vir = T—1) Vidu, (3.6)
donde V,, es la solucién de la ecuacién (3.4). El valor de una opcién europea esta dado
por la féormula de valuacion de Black-Scholes, cuando se integra sobre la distribucion de
probabilidad de la varianza estocdstica promedio; es decir, la solucién de la EDP (3.5) es

(S0, Vint) = / e (S, t: Vir)A(Vig Vi) dVar (3.7)
0

donde h es una funcién de densidad de V; r, condicional en V; y cpg es el valor de la férmula
de Black-Scholes con varianza V; r, tomando en cuenta que V,r = afT, entonces

cps (S t;077) = Si®(dy) — Ke " T d(dy) (3.8)
con g
i = In (3¢) + (r+3077) (T —t)
O-t,TVT_
y
L)+ (r =l (T 1)
2 — .

GiVT — 1




3.2 Modelos con volatilidad estocastica 57

Estos resultados se obtuvieron del trabajo de tesis [4].

Una de las desventajas de este modelo radica en que la dindamica de la volatilidad no
representa reversion a la media, esto significa que la volatilidad no tiende a tomar el valor
de la media al pasar el tiempo (véase [19]). Uno de los modelos que soluciona este problema
es el modelo de Stein-Stein.

3.2.2. Modelo de Stein-Stein

El método propuesto por Elias M. Stein y Jemery C. Stein en 1991 en su articulo “Stock
Price Distributions with Stochastic Volatility: An Analytic Approach”, deriva una solucion
en forma cerrada para la valuacién de opciones. La idea principal de este modelo consiste
en que la volatilidad es modelada por un proceso de Ornstein-Uhlenbeck [22]. El modelo de
Stein-Stein esta definido por los siguientes procesos

dSt = ,LLStdt + UtStth s
dO't = a(m — O't)dt + ﬂdUt s

donde el proceso (Wy)iejo,q v €l proceso (Up)iejo,g son movimientos Brownianos geométricos
definidos en un espacio de probabilidad con filtracién aumentada (QW, FWAFY IP’W)

y <QU,.7:U, {ftU}t>O,IP’U>, respectivamente.

t>0’

Con «, 8 y m constantes, ademas los procesos W, y U, son independientes; es decir,
CO’U(Wt, Ut) =0.

El parametro « es la tasa de reversion a la media a largo plazo, a 8 se le conoce como
volatilidad de la volatilidad, y m es la media a largo plazo del proceso de volatilidad (véase
(19, pag. 19]).

Para el precio de una opcién europea a través de la expectativa neutral al riesgo des-
contada a la distribucién terminal del precio de la accién tiene que ser conocido. Si no hay
deriva y el precio de la accién inicial es Sy = 1, entonces Stein y Stein utilizando métodos
de inversién de Fourier (véase [19, pag. 23]) muestran que la solucién en forma cerrada para
la distribucién del precio de las acciones es

_ 1 > 2 1 E inlogSt
fo(Si,t) = zwsﬁ (/_wl((n +4) 2)) eMgSt (3.9)

Cuando la deriva es o > 0 y Sy > 0, entonces

efrt Stefrt
f(St7t>_ SO fO( SO 7t)

Los parametros de la ecuacién (3.9) estan dados por
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L 2
]zexp(%%—MUo%—N).

Las siguientes definiciones de las variables L, M y N, determinan a I, como funcién de
todas las variables primitivas en el modelo.

Senh(af%*t) + bCosh(a5%t)

L= A = e (e F) + tSenh(a21)
(B )
N = %ngf—AB?—B%w?r+BzAx_a <2jjz+_ffgggzﬁ>
S e s (S ) 5 (1-5) ]
A = i?,_B:%g, czé%, a=VA2 20, b:—%.

3.2.3. Modelo de Heston

En 1993, Steven I. Heston en su articulo “ A Closed-Form Solution Options with Stochas-
tic Volatility”, valua una opciéon sobre una accién con volatilidad estocastica. Un aspecto
importante en este articulo es que se obtienen las funciones caracteristicas de las probabili-
dades neutrales al riesgo como soluciones de una EDP de segundo orden lineal. A través de
estas probabilidades se obtiene una férmula similar a la de Black-Scholes para valuar una
opcién de compra [7].

El modelo propuesto por Heston es el mas popular entre los modelos de volatilidad es-
tocastica, pues el proceso para la volatilidad es no negativa y representa reversion a la media
[5]. Ademés, fue uno de los primeros modelos que pudo explicar el fenémeno de la curva son-
risa. Una caracteristica notable en el modelo de Heston es que presenta una féormula cerrada
para el precio de una opcién con el supuesto de correlacion entre el precio del activo y su
volatilidad.

A continuacién, daremos la dindamica estocdastica que conduce a la volatilidad en el modelo
Heston. Supongase que el precio de una accién Sy, sigue un proceso de la forma

dS, = pSydt + \/V,.S:dW, , (3.10)

donde ;o € R, y representa el retorno esperado del precio del activo subyacente. {W;},., es
un movimiento Browniano sobre un espacio de probabilidad con una filtracion aumentada

<QW, FYWAFY} 10 IP’W>. Se supone ademads, que la volatilidad instantédnea o, del precio de
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la accion sigue un proceso del tipo Ornstein-Uhlenbeck, entonces se tiene que la varianza, V;
sigue un proceso del tipo Cox, Ingresoll y Ross (por la proposicion 3.1); es decir,

AV, = K(0 — V,)dt + n\/V,dU, , (3.11)

donde 0 es la volatilidad esperada a largo plazo, K es la velocidad a la cual la volatili-
dad tiende hacia su media de largo plazo y n es la volatilidad en la volatilidad. {Ut}tzo
es un movimiento Browniano sobre el espacio de probabilidad con filtracion aumentada

<QU,f U AFY t>O,IP’U>. Ademds, se supone que los procesos dW, y dU, se encuentran co-

rrelacionados entre si, de tal manera que
Cov(dWy, dUy) = pdt ,
con p € [—1,1].
Sea ¢ = ¢(Sy, Vi, t) el valor de una opcién de compra. Utilizando el Lema de Itd para dos

procesos estocésticos (Teorema 1.8), encontramos que la dindmica del valor de ¢(S;, V;, 1)
esta dada por

ot L 0S? ast ov;? oV, 050V,

3Vt
Esta tltima ecuacién se puede escribir como

1 2 2 2
de = (‘%+ vtSQ‘9 +us 2 nQVta B0V 2 4 Sl )dt

8St

dc = (S, Vi, t)edt + oo(Sy, Vi, t)cdWy + £.(St, Vi, t)edUy (3.13)

donde
1 [ 0c 0%c Oc d%c Oc d%c
(S Vi t) = — V52 S, 2y, + k(0 -V, V.S,
He(S0: Vi t) = 2 (at Wiggz THogs T 3 vz HRO Vi) p i tastav)
o \/VtSt 80
O-C(St7‘/t7t) - ( c a—syt7

y

Vi) Oc
oV,

c

fc(Sta ‘/fa t) = (
Ahora, consideremos el portafolio
Il = 705t + M1 + 722,

con o unidades de una accién, v; y v2 unidades de dos opciones sobre la accion con diferente
fecha de vencimiento.
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El cambio en el valor del portafolio esta dado por
dHt = %dSt + ’YldCl + ’YQdCQ .
Asi, obtenemos la siguiente ecuacion:

dil; = (yopSt + y1pcs + Yapace)dt
+(Yop/ Vi + mo1c1 + y209¢2)dW,
+(11&1c1 + 12€aca)dUy

donde
Hi = [, 03 = Og¢; flzgcl

Elegimos a las constantes vy, v2 v 7o tales que

_ &2
n 01(5102 - 5201) 7

_ &
2= 02(5102 - 5201) 7

- 0281 0182 1
Yo =

\/Vtst(§1(72 - 5201) N \/Vtst(€102 - 5201) N \/Vtst 7

con el objetivo de eliminar los coeficientes de los factores de riesgo dW; y dU;.

Asi, obtenemos que

_ I Safta - ST
dll, = <\/Vt + (§102 — &01) (G102 — 5201)) it

La ecuacion anterior se iguala con el rendimiento libre de riesgo que se obtiene con un
deposito en una cuenta bancaria,

(1 &2 _ &
[Tyrdt = (\/Vt + (&109 — &01)  (§102 — 5201)) -

Entonces, se sigue que

(&) (=) = (2) ()

lo que implica, que la cantidad anterior, es independiente de tiempo de vencimiento. Por lo

tanto, se puede escribir,
Oc fle —T  p—T
= - = S ) Vat >
(&) (- 27) =misivin

para alguna funciéon m(Sy, Vi, t).
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De la ecuacién anterior, se tiene que

w—r
S,V,t c— He =T —0c | — 75 |-
m(t t )5 % r g (\/Vt)

Sustituyendo las definiciones de ., 0. v &, junto con la ecuacién (3.13), obtenemos

dc O d*c dc 5., 0% de dDc
AR +rSi=——=+=-n"Vi=—=+k(0—V,) = v +mViSimm—=——rc.

m(Se, Vit Vi 952 "tge T a2 95,0V,

2145?

Despejando obtenemos la EDP del modelo de Heston,

80 1 28 c de 1 82 e
e T O —V]) — A
v, =2e ~0 (3.14)
PNV tastavt re=yu, .

donde A(Sy, Vit) = m(S, Vi, t)ny/Vi. Esta funcién A se le conoce como el premio al riesgo
por la volatilidad (véase [19]).

Ademas, suponemos que \(Sy, V;, t) es proporcional a V;; es decir,
A(Sy, Vi, t) = AV;,
donde \ es una constante.
Asi, bajo el supuesto de que la funcién A\(Sy, Vi, t), el precio de una opcién europea de

compra con precio de ejercicio K y fecha de vencimiento 7', con volatilidad estocastica,
satisface la EDP (3.14) junto con la siguientes condiciones auxiliares (véase [7]),

(S, Vi, T) = max(Sr — K,0),

c(0,V,t) = 0,
dc
86(6}, 0, t) 30(5}, 0, t) 30(5}, 0, t)
0 kO - t) =
BT + 7S a5, + v re(Sy, 0,t) 0,

C(St,OO,t) = St.

La primera condicién auxiliar, representa el valor intrinseco del valor de una opcién, la
segunda, tercera y quinta condicion auxiliar se puede justificar con la férmula de valuaciéon
de una opcién de compra de Black-Scholes, la cuarta condicién auxiliar se obtiene al sustituir
Vi = 0 en la ecuacién (3.14).

En forma andloga a como se obtuvo la férmula de Black-Scholes, proponemos la siguiente
solucién para la EDP del modelo de Heston
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(S, Vi, t) = S,Py — e "TOK P, (3.16)

donde Pl - Pl(Sw‘/tvt) y P2 - P2(5t7‘/157t)'

Se escribe la ecuacién (3.14) en términos del logaritmo del precio actual del activo sub-
yacente; es decir

Ty = In (St) s (317)
de donde obtenemos

Jdc Oc Oxy 1 Oc

35S, or,0S, S, 0x;’

Pec 9 [(0c\Or, 1 (e Oc
75 = o (o5) 05 =% (o~ n)
d%c 0 (0c\ox, 1 %
d5,0V, Eﬂi(Ei)

dS, S, 0z, 0V,

Sustituyendo los resultados anteriores en la ecuacién de Heston (3.14), llegamos a la
siguiente EDP

30 d*c ?c 1, 0% 1 dc
o ma2+pnvtataw+”vta—vf+(r_§m)a_@
< 4 Oc
+ [k(6 = V}) = AV] ay; ~re=0. (3.18)

Ahora, en base a (3.16) y (3.17), tenemos

Oc = ot (@ + pl) — Ke—r(T—t)@

3@ 3@ axt 7
820 82]31 0131 82P2
B 21 4 P | — ke (T
0x? ¢ (axt i Oy 1) or?
Jdc 8P1 _ _ aPQ
et e re r(T—t)¥* 2
o, — "oy " v’
LR N
v, oV, oV,
Fe w80 0PN _ vy OB

0 oP oP.
a—j = 6“8—; + ke T T2 _ pKe " (T-0p,
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Sustituyendo las ecuaciones anteriores en (3.18) se obtiene

pnVi e "I aij;@ 1772% v ?j‘? ;77 VKT 2‘522 + (7‘ + %Vt) e“g—i —
(7‘ - %Vt) Ke_r(T_t)g—if + [k(6 = V) + AV, — pnVy)] € 2_112 -
[k(0 —V;) — AV;] Ke’"(Tt)g—‘};j =0.

La ecuacion anterior se puede escribir como
X —r(T—t
X f(P) —e " TIVKF(P) =0.
Una solucion para esta ecuacion es

f(P)=0y f(R)=0,
lo que implica,
0P, 0? P1 *P, 1 0P

py = & Ly dh oy
f(P) +sVimgs tatavt+ —n? 3‘42

apl . P,

L+ k(6 - A L=
+(r+ vt) as, T RO =)+ AV + mW)] e =0,
op, | 1,.0°P, PP, 1, 2P

P) =
f(P) s Vta Vg St ththQ

8132 OP,

+< Vt) axt [k(@ Vt)“')\vt)} avt =0.

Con esto, tenemos que las funciones P, = Py(x, Vi, 1) v Po = Po(Xy, Vi, t) satisface la
siguiente EDP

OP; 0°P 82P 1 0?P:

—V % 2,2

5 T2V e TPV T a7 Vg
oP; | oP; _

con 7 =1,2; donde ulzé, u2:—%, a=k0, by=k+X—np, bo=k—\.

Las funciones P;(zy, Vi, t) y Pa(xy, Vi, t) son conocidas como probabilidades ajustadas o
probabilidades neutrales al riesgo (véase [19]). Desafortunadamente, no existe una expresion
analitica para estas probabilidades. Por otro lado, se puede demostrar que las funciones carac-
teristicas, fj(x¢, Vi, T; @), de las probabilidades neutrales al riesgo, satisfacen las ecuaciones
(3.19), junto con la condicién final

fi(wy, Vi, T;®) = €™ | con j=1,2. (3.20)
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Las funciones caracteristicas que resuelven dicha EDP tienen la forma

)

fj :eC—l—DV}—I—i@u

De (3.20) se sigue que

of; , 0*f
T
t
of. o2 f.
]
t
’f of, (0C 0D
amov, 2Pl E—(a”ﬁ) /i

Se evalia f; en (3.19) y se sustituyen las anteriores derivadas parciales,

1 1
—5 Vi@ + pVii®D [ + S0 ViD® fi + (r + wVi)i®

oC 9D
1 1 D
<—§q>2 + pni®D + §n2D2 + ui® — b;D + aa_t) Vi + (m'cp +aD + %_f) - 0.

De aqui, obtenemos un sistema de ecuaciones con dos variables

1 : 1 : oD
—5@2 + pni®D + 5772D2 +uji® — 0;D + T 0,
oC
AN D+ — = 0.
rm® +al) + o

La solucién de este sistema esta dada por:

a 1 — g@d(Tft)
CT 1) = rid(T 1)+ [(bj — pni® + d)(T — t) — 2In (17)} ,
n -9

pr—w) - bl [1en )
n 1 — ged™=1)
donde,
g = bj — pnuji +d
bj — pnuji —d’

d = \/(pm'CID —0;)? — n?(2u;i® — 92).
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Utilizando las siguientes identidades

F(a:):%—%/oooRe {#} 4o

IP’[X>x]:1—F(x):%+%/0mRe[%]d®.

Tenemos que las funciones P; y P estan dadas por

1 1 [ —iolnk - P
Pj fy —+_/ Re € f]y t,‘/t,t( ) d®7
2w

- (3.21)

con j =1,2.

Una vez obtenidas las funciones P; las sustituimos en la ecuacion (3.16) para obtener la
solucién de la EDP para el modelo de Heston.

Observemos que en general las integrales dadas por (3.21) no se pueden calcular por
métodos analiticos. Sin embargo, estas se pueden resolver utilizando métodos ntimericos.
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Capitulo 4

Analisis de los problemas de contorno
para valuacion de opciones

La teoria de las ecuaciones diferenciales parciales es un area de estudio de gran impor-
tancia en matematicas debido a su relacién con los fendmenos naturales. Estos fenémenos
implican cambios que se pueden describir por medio de la construccién de modelos ma-
tematicos. Frecuentemente estos modelos involucran una ecuacién en la que una funcién y
sus derivadas parciales representan un papel importante.

Una EDP que modelan un sistema fisico por lo general tiene un nimero infinito de solu-
ciones. Para poder seleccionar la funcion que representan la solucion de un problema fisico,
se necesita imponer condiciones auxiliares que caracterizan al sistema que se modela. Estas
condiciones se les conoce como condiciones iniciales y de frontera.

El objetivo de este capitulo es analizar una EDP de segundo orden en su forma general
y su clasificacion. Posteriormente, analizar las condiciones de frontera que existen junto con
las condiciones iniciales. En la ultima seccion de capitulo, se tomara la EDP propuesta en el
modelo estocastico de Heston junto con sus condiciones adicionales, para representarlo como
un problema de EDP de segundo orden con condiciones iniciales y de frontera.

4.1. Introduccion a la EDP de segundo orden

La forma general de la EDP de segundo orden lineal en dos variables esta dada por la
siguiente ecuacion

Az, y)ugy + B2, y) Uy + C(2, y)uyy + D(x, y)u, + E(x,y)uy, + Fx,y)u = G(z,y). (4.1)

Si G(x,y) = 0 se dice que la ecuacién (4.1) es homogénea, y si G(x,y) # 0 entonces se dice
que es una ecuacion no homogénea.

Estas ecuaciones se clasifican en tres tipos, hiperbdlico, parabdlico y eliptico. En la clasi-
ficacion solo intervienen los coeficientes A(z,y), B(z,y) v C(x,y) de la EDP y se clasifican
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de acuerdo al valor del discriminante B(z,y)? — 4A(x,y)C(z,y). Acontinuacién, proporcio-
namos la clasificacion y varios ejemplos sencillos de los diferentes tipos de EDP’s que existen.

a)

4.2.

Hiperbdlica. Si el discriminante es mayor que cero, B(x,y)* — 4A(z,y)C(x,y) > 0,
entonces se dice que la EDP es de tipo hiperbdlico. Este tipo de ecuaciones surgen en
problemas fisicos en los que aparece el fenémeno de la propagacién de ondas.

Ejemplo 4.1. La ecuacion que describe la propogacion de ondas esta dada por la
ecuacion de onda; la cual se expresa como

2
U = C Ugy
donde c es una constante llamada velocidad de propagacion de las ondas.

Parabdlica. La EDP (4.1) es de tipo parabdlico si el discriminante es igual a cero;
es decir, B(z,y)? — 4A(x,y)C(x,y) = 0. Este tipo de ecuaciones en general surgen en
problemas fisicos, en donde aparece el fenémeno de la difusion de calor.

Ejemplo 4.2. La ecuacion que describe la propagacion de calor a lo largo de una
varilla unidimensional de longitud L, esta dada por

Uy = ku:c:c ’
donde k es una constante, la cual es llamada coeficiente de difusividad.

Eliptica. La EDP (4.1) es de tipo eliptico si B(z,y)*> — 4A(x,y)C(z,y) < 0. En
general, este tipo de ecuaciones surgen en el estudio de los fenémenos estacionarios
(independientes del tiempo).

Ejemplo 4.3. La ecuacion de Laplace en el plano se expresa mediante la siguiente
ecuacion
Ugg + Uyy = 0.

Introduccion a las ecuaciones con condiciones ini-
ciales y de contorno

En la mayor parte, los sistemas fisicos que se estudian son finitos; es decir, estan limita-
dos por una frontera, como por ejemplo, el problema de la propagacién de calor a lo largo
de una varilla de longitud L. Ademas, usualmente se ejerce cierto control sobre el sistema
actuando sobre la frontera del mismo. Este tipo de condiciones adicionales técnicamente se
llaman condiciones de frontera o contorno y debe complementar a la EDP cuando el
sistema tiene frontera; es decir, cuando el sistema es finito.
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Existe una infinidad de posibilidades en que podemos efectuar el control de contorno
de frontera de un sistema. Sin embargo, en la practica hay tres tipos fundamentales de
condiciones de frontera. A continuacién enumeramos los tres casos y damos un ejemplo
sencillo de estos (al lector interesado de sugiere consultar [13]).

a) Condiciones de Dirichlet. En general este problema describe el valor de la funcién
incognita, u, en toda la frontera de la region de interés, por ejemplo laregiéon 0 < z < L,
(También son conocidas como condiciones de primer orden).

Ejemplo 4.4. Consideremos una varilla de longitud L, sus extremos estin a la tem-
peratura T y Ts, entonces, para este caso las condiciones de Dirichlet estan dadas
por

w(0,t) =T, u(L,t)=T,, t>0.

b) Condiciones de Neumann. Este problema describe el valor de la derivada normal
de la funcion incégnita, g—z, en toda la frontera de la regién de interés (también se le
conoce como condiciones de segundo orden).

Ejemplo 4.5. Consideremos la misma varilla del ejemplo (4.4) con sus extremos ais-
lados. Para este caso las condiciones de Neumann que satisfacen este fenomeno de

propagacion estan dada por

uy(0,8) =0, u,(L,t)=0, t>0.

c) Condiciones de Robin o Mixtas. Este caso generaliza a los dos anteriores. El
problema describe el valor de una combinacion lineal de la funciéon incégnita, u, y su

derivada normal, %, en cada punto de la region de frontera.

Ejemplo 4.6. Estas condiciones de frontera en los fenomenos de propagacion se utili-

zan cuando en dichos fenomenos existe el fenomeno de convexion. Para este caso, las
condiciones de Robin se expresan como

u(0,t) + au,(0,8) =0, w(L,t)+ fu,(L,t) =0,con t>0.
donde o y B son constantes.

Por otro lado, es bastante frecuente que una de las variables del sistema modelado repre-
sente al tiempo, podemos interpretar que la EDP nos dice como evoluciona con el tiempo la
magnitud que representa la funcién u. Para poder calcular la magnitud de la funcion u, se
necesita conocerla en el tiempo ¢t = 0.

Dependiendo del orden de la ecuacién respecto a la variable temporal, puede que sea
necesario conocer también otras caracteristicas de u en t = 0, como por ejemplo, el valor
de su derivada temporal. A esta conjunto de condiciones se le conoce como condiciones
iniciales, y al igual que las condiciones de frontera, estas condiciones deben complementar
a la EDP (véase [13, pag. 3]). Una vez definidas las condiciones iniciales y de frontera ya se
esta en condiciones de plantear los problemas de condiciones iniciales y de frontera.
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Ejemplo 4.7. Para la ecuacion de onda, consideremos el siguiente problema de contorno.

Uty = 4“9:9:7 OS.ZUSW, t207
u(z,0) = sen(x), u(z,0)= cos(zx),
u(0,t) = 0, u(m,t) =1

4.3. Analisis de las condiciones de frontera para el mo-
delo de Heston

Para iniciar esta seccion se volvera a escribir la EDP propuesta en el modelo de Heston
en el capitulo 3, junto con sus condiciones adicionales.

De la ecuacion (3.14), la ecuacién del modelo de Heston estd dada por

ac , 0c dc 1 dDc dc
— + k(0 — —A
at ‘/tSt aSQ Tstast + TI ‘/ta‘/t [ ( ‘/t) (St7‘/157 )] a‘/t
+pnViS, e —rc=0 (4.2)
PNV t@SﬁVt =V, .
y sus condiciones adicionales son
(S, Vi, T) = max(Sr — K,0),
c(0,V,t) = 0,
oc
_ Vit) = 1 4.3
85} (007 s ) ) ( )
aC(St, 0, t) aC(St, 0, t) aC(St, 0, t)
k———= — t) =
BT + 7S, a3, + v, re(Sy, 0,t) 0,

C(St,OO,t) = St.

Expresamos la ecuacién (4.2) como una EDP de segundo orden que solo dependa de las
variables S; y V;, la cual se expresara de la siguiente manera:

A(St, Vt)CStSt + B(St, Vt)CStVt + C(St, W)Cw\/t +
D(St7 ‘/t)cst + E(St7 ‘/t)CVt + F(St7 W)C - Q(St7 ‘/t) . (44)

Para lograr este objetivo, proponemos una soluciéon de la forma

c(Sy, Vi, t) = o(t)u(S, Vi) - (4.5)
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Las derivadas parciales de solucién ¢(Sy, V;,t) dada por (4.4), resultan ser

cs, (S, Vi, t) = o(t)us,(Si, Vi),
v, (S, Viy t) = o(t)uy, (S, Vi)
css,(St, Vi t) = o(t)us,s, (S, Vi),
csvi(Se, Vi t) = ¢(t)us,v, (56, Vi)
v, (Si Vi, 1) = o) un; (S, Vi),
(St Vi, t) = ¢ (H)u(S, Vi)

Sustituyendo estas derivadas parciales en la ecuacion de Heston (4.2), obtenemos la si-
guiente EDP

1 0? O? 1 92 9
5 Vi (¢( )851;) + VS, (d)( )55 gv) STV (d)(t)a—l/;) +rS, (d)(t)a—gt)

k(0 — Vi) — A(S1, Vi) (as(t)%) —ré(t)ut & (Hu= 0.

Luego,

o0) [3Vis o

0*u Pu 82 Ou Ju
L0S?

2 + k(6 — - A

donde el punto sobre la funcién significa derivada con respecto de t.

Supongamos que la funcién ¢(¢) cumple con la siguiente ecuacién diferencial ordinaria

¢ (1) —ro(t) =0, (4.6)

cuya solucién en el intervalo 0 <t < T esta dada por

o) = e @Y (4.7)

Por lo tanto, la EDP propuesta para el modelo de Heston se expresa de la siguiente
manera
0*u 0*u 1 0*u ou ou

+onViSimaa + +rSiog Hk(0 = Vi) = A5, Vi )] - = 0. (4.8)

2
VtS as,0v, " 2" Vam a3, av,

L 9S?

Ahora, analicemos las condiciones adicionales para el modelo propuesto por Heston, para
poder determinar cuales de estas condiciones adicionales se pueden considerar como condi-
ciones iniciales y de frontera.
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2)

La primera condicién adicional esta dada por
c(Sy, Vi, T) = max(Sr — K,0) .
Esta condicién se puede escribir de la siguiente forma
(S, Vi, T) = (Sr — K)H(Sr — K),

donde H(X) es la funcién de Heaviside (véase Apéndice B). Para este caso se tiene
que
0 st ST S 0,

H(ST_K):{ 1 siSp>0.

Luego
O(T)u(Si, Vi) = u(Sy, Vi) = (57 — K)H(Sr — K).

Por lo tanto, la primera condicién adicional también puede escribirse de la siguiente
manera

u(Sy, Vi) = (S — K)H (St — K). (4.9)
Para la segunda condicion adicional, dada por la siguiente ecuacién
c(0,V;,t) =0,
utilizamos la ecuacién (4.5). Luego, obtenemos que
c(0, Vi, 1) = o(t)u(0,V;) = 0.

Asi, se sigue que
u(0,V;) =0. (4.10)

Ahora, consideremos la condicion adicional

oc
— Vi,t)=1.
ast(oo7 tsy )
De esta ecuacion se sigue que
Oc . 0c(S, Vi, t) . Ou(S, V)
g5, o Vot) = lim =55 =) Jim —5e—=1.
Por lo tanto, obtenemos que
I 200 V) L (4.11)

si—woo 05, o(t)’

du (oo, V) — (Tt

05 (4.12)
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d) La cuarta condicién adicional

30(5}, O, t) 86(6}, O, t) 86(6}, O, t)
e k6 — t) =
BT + 1S, a5, + v, re(Sy, 0,t) =0,
la sustituimos en la ecuacién (4.5) y obtenemos
(5,0 50002820 1 ko 22— roiu(si0) = 0
ou(.Sy, ou (S, 0
u(St, 0) (re‘r(T_t)) + eI (T‘S (&Sft 0) + ko (3‘2 ) TU(StaO)) =0
(T ou(Sy,0) ou(Sy, 0)
r(T—t) t _
e (rSt a5, + kO v, 0.

como e "T=Y =£ ( para todo ¢, tenemos que la cuarta condicién adicional se escribe
como

3u(5t, 0) i keaU(St, 0)

T av,

=0. (4.13)

e) Finalmente, tomamos la tltima condicién adicional, dada por la siguiente ecuacién
(S, 00,t) = St
De esta ecuacion, obtenemos que

c(St,00,t) = lm (S, Vi, t)

Vi—o0

= 6(t) lin_u(S, V)

Luego, se tiene
(4.14)

Por lo tanto, la quinta condicién adicional se escribe como

u(S;, 00) = Se" ™Y (4.15)

Por otro lado, en la mayoria de los problemas de aplicacién del modelo de Heston se toma
la ecuacién (4.7) como condicién inicial y a la ecuacién (4.8) como condicién de frontera.

En ese sentido obtenemos el siguiente problema de frontera para el modelo de Heston:

1 82'& 82'& 1 2 82 a au
vst852+pnvtstastavt+ Vavt ”Stast k(8 = Vi) = A5 Ve D)l 5 = 0,

u(0,V;) = 0.
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Para este caso, definimos las siguientes condiciones auxiliares dadas por las ecuaciones

du (oo, V;) or(T=1)

0S; ’
8U(St, O) 8U(St, 0)
kO
TSt aSt + a‘/t 0 s
u(Sy,00) = Se" T (4.16)

Para terminar este capitulo, observemos que las condiones auxiliares dadas por la ecuacion
(4.16) no pueden ser consideradas como condiciones de frontera o como condiciones iniciales
asociadas a la EDP del modelo propuesto por Heston. Sin embargo, pueden ser utilizadas
para determinar las funciones \(Sy, Vi, t) (véase [21]).




Capitulo 5

Generalizacion del método de Harper

Ultimamente, en la teoria de las Ecuaciones Diferenciales Parciales de segundo orden no
han surgido nuevos métodos para encontrar soluciones de dichas ecuaciones. El método mas
comun para resolver una EDP de segundo orden consiste en convertir dicha ecuacion en una
mas sencilla, llamada cominmente forma candnica, éste es el método que se utilizo para
resolver la ecuacién de Black-Scholes en el capitulo 2.

En 1994, J. F. Harper en su articualo “Reducing Parabolic Partial Differential Equations
to Canonical Form”desarroll6 un método para resolver la ecuacién de Black- Scholes. Este
método fue aplicado para resolver una EDP de segundo orden del tipo parabdlico [6]. El cual
consiste en encontrar las soluciones de la ecuacién original en términos de las soluciones de
la ecuacién de calor. Este método ha resultado ser efectivo para resolver algunos problemas
con condiciones iniciales y de contorno.

En la primera seccion de este capitulo mostraremos el método de Harper para resolver
una EDP de segundo orden de tipo parabdlico, este método nos permitira encontrar nuevas
soluciones a las ecuaciones en términos de una funcion, la cual resulta ser solucion de la
ecuacion de calor homogénea. En la segunda seccion del capitulo, siguiendo las mismas ideas
del método de Harper, se exprondra una generalizacion de dicho método; este nuevo método
resolverda una EDP de segundo orden del tipo parabdlico y eliptico.

5.1. Introduccién al método modificado Harper

En esta seccion se mostrara el método de Harper para resolver una EDP de segundo
orden con coeficientes variables no homogéneas del tipo parabdlico (véase [21]), las cuales
son de la forma

A, 9)te + Dl y)u, + B, y)u, + Flo, y)u = Q(r,y). (5.1)

Los casos cuando D(z,y) =0 o E(z,y) = 0 serdn analizados en [20]. En este trabajo de
tesis solo se va a desarrollar el caso cuando los coeficientes D(z,y) y E(z,y) de la ecuacion
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(5.1) son ambos distintos de cero, entonces se tiene que la EDP (5.1) es de la forma
Az, y)uge + D(x, y)u, + E(x,y)uy + Fz,y)u = Q(z,y) . (5.2)

Ahora, apliquemos el método de Harper a la EDP (5.2); es decir, se ignora el término de
la segunda derivada, por lo que se considera que la ecuacién (5.2) tiene la siguiente EDP
auxiliar de primer orden

D(x,y)vs + E(x,y)v, = Q) - Flz.y)o, (5.3)

donde las ecuaciones caracteristicas de esta EDP de primer orden [véase el Apéndice C],

estan dadas por
dx d dv
- _ : (5.4)
D(.Z’,y) E(;an) Q(x7y) —F(.T,y)’l)
Para obtener la primera curva caracteristica, tomamos el primer par de ecuaciones, el
cual puede ser escrito como

d d
R A—— (5.5)
D(z,y) E(x,y)
La solucién de esta ecuacién define la primera curva caracteristica asociada a la ecuacion
(5.3) la cual estda dada por

wo(z,y) = ag = const., (5.6)

donde aq es una constante de integracion. Ademas, esta curva caracteristica cumple con la
siguiente EDP de primer orden

D(z,y)po.(r,y) + E(x,y)poy(T,y) = 0. (5.7)

Supongamos ahora, que se pueden obtener las variables independientes x y y de la ecua-
cién (5.6) y se expresan de la siguiente manera

r = ¢1(ao,y),

y =n(z,ao). (5.8)

Por otro lado, para obtener la segunda curva caracteristica, se toma el otro par de ecua-
ciones caractristicas:

dy dv
E(ZL‘,y) a Q(xvy) - F(‘I?y>v ‘ (59)

Esta ecuacién puede ser escrita como una ecuacién diferencial ordinaria en la variable
independiente y, dada por
dv  Flz,y)  Qz,y)

— v = )
dy  E(z,y)  E(z,y)

Utilizando la ecuacién (5.8), se puede eliminar la dependencia de la variable x en la ecuacién

anterior; es decir, se tiene que

dv(d)l(aO?y)?y) + F(d)l(aO?y)?y)

dy E(¢1(ao, y),v)

ot = JAD. o
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El factor integrante de esta ecuacién esta dado por

— ex F(¢1(&0ay)ay)
wly) = p(/ E(¢1<ao,y>,y>dy)' (511

Introducimos una nueva variable w(z,y), definida mediante la siguiente ecuacion.

w(z,y) = exp (/ E EZZ‘Z; ;dy) v(z,y) = py)o(z,y) .

Luego, la solucién de la ecuacién (5.10) y a la vez de la EDP auxiliar (5.3) se pueden
expresar como

— ex o F(¢1(&0ay)ay) wlz _ -1 wlx
) =exp (= [ EEROLIay ) wie ) =i puten). (512

Ahora, determinamos la funcién v(z,y) que aparece en esta ultima ecuacién. Para esto,
encontramos las derivadas parciales de la funcién v(z,y):

Vp = exp(/idy)w

xT E T

exp (—/Edy)w —Eexp (—/Edy)w
E Y B E

Y sustituimos estas derivadas en la EDP auxiliar (5.3), se obtiene entonces la siguiente
ecuacion

Uy

D(z,y)w, + E(z,y)w, = exp (/ gdy) Qz,y).

De la ecuacion (5.11), se tiene que la ecuacién anterior se puede escribir como

D(z,y)w, + E(x, y)w, = u(y)Q(z,y) . (5.13)

Ahora, resolvemos esta EDP de primer orden. Las ecuaciones caracterisicas asociadas a
esta EDP de primer orden son

de—  dy dw
D(z,y) E(z,y) p)Qz.y) (5.14)

Para obtener la primera curva caracteristica, tomamos el primer par de ecuaciones, el
cual se puede escribir como

dx dy
D(z,y) E(z,y)
Se puede observar en esta ultima ecuacién que la primera curva caracteristica coincide
con la que se obtuvo de la ecuacién (5.6) y estd dada por

=0.

wo(z,y) = agp.
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Para obtener la segunda curva caracteristica, tomamos el segundo par de las ecuaciones
caracteristicas

dx dw

D(z,y)  nly)Qz,y)’
la cual puede ser escrita como la siguiente ecuacion diferencial de primer orden

Ahora, eliminamos la dependencia de la variable y en esta tultima ecuacién, usando la
ecuacion (5.8), obtenemos que:

dw(xv ’71(%‘, aO)) o Q(‘I? Vl(xv aO))
dx D(z,v1(z, ag

Integrando esta ecuacién, se sigue que

Qx’h ap))
D(x,y(x )

w = p(y1(z, ag))dx + by ,

donde by es una constante de integracion, la cual cumple

bo = Yo(ao) = Yo(wo(z,y)) -

Asi, obtenemos que
w = Qo(x, Clo) + ¢0(900(x7 y)) )

con

Qo(z, ap) :/gg’ :Qg’ Zziiu(ﬁyl(x,ao))dx.

Luego, definimos la funcién
ay) ="' (y),

sustituyendo las ultimas dos ecuaciones en (5.12), se tiene que la solucién de la ecuacién
diferencial ordinaria (5.10) es

v(@,y) = o(y)Qo(z, a0) + o (y)vo(po(z,y)) -

Ahora, utilizamos la ecuacién (5.8) para quitar le dependencia de la variable y, en el
primer término de esta ultima ecuacion, asi se obtiene

v(z,y) = o(n(x,a0))Qo(, ao) + o (y)o(po(z,y)) - (5.16)

Finalmente, en forma andloga a la ecuacién (5.16), proponemos una soluciéon para la
ecuacion (5.2) de la siguiente forma

u(z,y) = N)U(X(z,y),Y(y) + M(z), (5.17)
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donde las nuevas variables X (z,y) y Y (y) estan definidas por las siguientes ecuaciones
X([L’, y) = 900('77’ y) )
Y = Y(). (5.18)

La variable X (z,y) cumple con la EDP de primer orden dada por la ecuacién (5.10);
esto es por como se definié esta nueva variable. Es decir la variable X (x,y) cumple con la
ecuacion

D(z,y) Xa(z,y) + E(z,y) X,y (7,y) = 0. (5.19)

Ahora, introducimos la siguiente convecién. La funcién M (z) se introduce para eliminar
el término no homogéneo en la ecuacién (5.2), lo que implica que:

si Q(z,y) =0, entonces M(z) =0.

Mientras que la funcién N(y) se introduce para eliminar el término que contiene a la variable
incégnita u(x,y), en consecuencia se tiene que:

si F(z,y) =0, entonces N(y) =1.

Para determinar la EDP que cumple la nueva funcién U(X (z,y), Y (y)), encontramos las
derivadas parciales de la nueva solucién u(z,y), derivando parcialmente la ecuacién (5.17),
se sigue que:

u, = NX,Ux+ M,
u, = NX,Ux+NY,Uy+ NU,
Ugpre — NXQZ:Uxx+NXIIUx+M//

Donde la prima denota la derivada con respecto a la variable x y el punto con respecto
de la variable y.
Sustituimos estas derivadas parciales en la EDP (5.2) y agrupando términos, obtenemos

ANX2Uxx + N(AX,, + DX, + EX,)Ux + NEY, Uy + (5.20)
(E N 4+FN)U + AM" + DM’ + FM = Q.

Ahora, supongamos que las funciones M (z) y N(y) cumplen con las siguientes ecuaciones
diferenciales ordinarias

AM" + DM+ FM = Q(x,y),
EN+FN = 0, (5.21)

respectivamente. Con estas tltimas ecuaciones y tomando en cuenta que la variable X (x,y)
cumple con la EDP (5.19), la EDP (5.21) se reduce a

AX2UXX—FAX$$U)(+EYUY:0. 5.22
T Yy

Finalmente, para poder simplificar aun mas la ecuaciéon anterior y con el objetivo de
obtener la ecuacién de calor homogénea, supondremos que la nueva variable X (z,y) cumple
con uno de los siguientes casos
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a) Xy =0,
b) Xyw #0.

Primero analizaremos el caso cuando X,, = 0. Para este caso, la EDP (5.22) se reduce a
la siguiente ecuacion:

AXIQUXX -+ EYyUy - O,

la cual se puede escribir como,

E
(‘ﬁ) Hly =Uxx.

Ahora, supongamos que la nueva variable Y (y) cumple con la siguiente ecuacion

A
Y, = —EXj (5.23)

Entonces, la ecuacién (5.22) se reduce a la ecuacién de calor homogénea
Uy =Uxx . (5.24)

Asi, la solucion de la ecuacién (5.2), estd dado por la siguiente ecuacion
u(z,y) = N)U(X(z,y), Y (y)) + M(z), (5.25)

donde U(X,Y) es la solucién de la ecuacién de calor homogénea (5.24) y las funciones M (z)
y N(y) cumplen las ecuaciones diferenciales

Az, (2, a0)) M () + D(x, yi (2, a0))M'(x) + F(z, 1z, a0))M(z) = Qz,7m(x,a)),

E(QSl(CLOa y)’ y) N (y) + F(¢1(a0>y)>y)N(y) = 0, (526)

respectivamente. Ademds, integrando la ecuacion (5.23) tenemos que la nueva variable Y'(y),
esta dada por

_ [ Al(00,9).Y) a0 (0
Y(y) - / E(¢1(a0, y)’ y)Xg;(QSl( 0>y)>y)dy' (527)

Ahora, analizaremos el caso cuando X, # 0. Entonces, escribimos la ecuacién (5.22) de
la siguiente manera

Ai(z,y)Uxx + Di(z,y)Ux + Ei(z,y)Uy = 0, (5.28)
donde

Al(x> y) = AXJ%(xa y) 9
Dl(x7y) - AXa:a:(xvy)a
Ey(x,y) = El,y).
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Ademads, supongamos que la nueva la variable Y (y) cumple con la siguiente ecuacién
diferencial

Yy(y)=1.

Por lo tanto, de esta ecuacion y de la ecuacion (5.18) se sigue que

Tr = ¢2(X7Y)7
Y.

Esto implica, que podemos escribir la ecuacién (5.28) en términos de las nuevas variables
X(z,y) y Y(y) como

AV(X, YV Uxx + Di(X,Y)Ux + By (X, Y)Uy =0. (5.29)

Observemos que esta nueva EDP es andloga a la ecuacién original (5.2), a diferencia que
ahora la nueva EDP es homogénea y ya no tiene el coeficiente que acompana al término U.
Aplicamos nuevamente el método de Harper a la nueva EDP (5.29) y obtenemos que para
este caso, la EDP auxiliar estda dada por

Dl(X, Y)UX + El(X, Y)Uy =0.

Sus ecuaciones caracteristicas son

dX dY dv
= =, 5.30
DI(X7Y) EI(X7Y) 0 ( )

Tomamos el primer par de ecuaciones para obtener la primera curva caracteristica, la
cual se puede escribir como

dX ay

Di(XY) EXYy)

Observemos que esta ecuacién tiene una forma similar a la que se obtuvo cuando se busco
la primera curva caracteristica de la EDP auxiliar (5.3). Asi, que suponemos que la primera
curva caracteristica asociada a la EDP (5.30) estd dada por

©1(X,Y) = a; = const.,

donde a; es una constante de integracién. También, esta primera curva caracteristica cumple
con la siguiente EDP

Dl(X, Y)QDL)((X, Y) + El(X, Y)(,Oly(X, Y) = 0

En forma analoga, a como se realizo en la primera parte de la aplicacion del método de
Harper, se va a suponer que se pueden obtener las variables independientes X (x,y) vy Y (y)
de la ecuacion anterior

X = ¢2(Gl, Y) )
Y =y(X,a1). (5.31)
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Tomamos el segundo par de ecuaciones para encontrar la segunda curva caracteristica

dX dv

Dl (ZE, y) 0 '
Integrando esta ecuacién, obtenemos la segunda curva caracteristica
v=v(X,Y)=by,

donde by es una constante de integracion.

Haciendo
by = i(ar1),
se obtiene,
v=1(p1(X,Y)). (5.32)

Siguiendo el método de Harper, y en forma andloga a esta ecuacion, proponemos la
solucién para la EDP (5.29) de la forma

UX,Y)=V(Z(X,Y),W()). (5.33)

Para este caso, se tiene que M (X) =0y N(Y) = 1. Ademas, las nuevas variables Z(X,Y)
y W(Y), se definen como

Z(X,)Y) = @u(X,)Y), (5.34)
W = W(Y). (5.35)

La nueva variable Z(X,Y’) cumple con la siguiente ecuacién
Di(X,Y)Zx(X,Y)+ E\(X,Y)Zy(X,Y) =0, (5.36)

esto debido a la forma en como se definié la nueva variable Z(X,Y'). Derivando parcialmente
la nueva solucion, se sigue que

Ux = Vx=12xVyz,
Uy = Vy=2ZyVy+WyViy,
Uxx = Z)Q(VZZ +ZxxVyz.

Sustituyendo estas derivadas parciales en la EDP (5.29), obtenemos la siguiente EDP
A1 Z5 Vg + (MZxx + D1 Zx + B\ Zy)Vy + ExWy Viy = 0.

Dado que la variable Z(X,Y) cumple con la ecuacién (5.36), entonces la EDP anterior
se reduce a

A2V + M ZxxVy + ExWy Viy = 0. (5.37)

Para poder continuar con la aplicacion del método de Harper suponemos que la nueva
variable Z(X,Y’) cumple con uno de los dos siguientes casos
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a) ZXXZO,
b) ZX)(%O.

En forma analdga al caso cuando X,, = 0, si se cumple la condicién Zxx = 0, entonces
el método de Harper termina y la solucién de la ecuacién (5.37) estd en términos de las
soluciones de la ecuacién de calor

Vw =Vzz,

donde W(Y') se define de la siguiente manera

B Ar(ga(ar,Y),Y)
wey=- | By (onlar, v),v) X

Finalmente, la solucién de la ecuacién (5.2) estd dada por

u(z,y) = N)V(Z2(X(2,y),Y(y), WY (y))) + M(z), (5.38)

donde la funcién V(Z, W) es la solucién de la ecuaciéon de calor homogénea Viy = V7 y
ademads las funciones M (z) y N(y) cumple con las ecuaciones (5.21), respectivamente.

Si por el contrario, la variable Z(X,Y) cumple que Zxx # 0. Entonces, la EDP (5.37)
se puede escribir como

A(X, YV +V+ Vi =0, (5.39)
donde 72 (X.V)
Ay(X,)Y) = X
2( ) ) ZXX(X;Y)7

y la variable W (Y) se elige de tal manera que cumpla la siguiente ecuacién

Ai(¢2(a1,Y),Y)
El (¢2(a1> Y)> Y)

Aplicamos por tercera y ultima vez el método de Harper, para este caso la EDP auxiliar
asociada a la EDP (5.39) esta dada por

Wy: ZX)(.

vz + vy = 0. (540)

Las ecuaciones caracteristicas asociadas a la EDP anterior son

dz _dw _ dv
1 1 0

Obtenemos la primer curva caracteristica con el primer par de ecuaciones caracteristica, la
cual estd dada por
o(Z, W) =Z —W = ay = const.,

con a, una constante de integracion.
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El segundo par de ecuaciones caracteristicas, se utilizara para encontrar la segunda curva
caractiristica, la cual resulta ser:

v=v(Z,W)=by,
donde by es una constante de integracion que cumple
by = 1(az) .

Por lo tanto, tenemos que la solucién de la EDP (5.40) estd dada por:

v=0v(Z, W) =3(p2(Z,W)).

Nuevamente, proponemos una solucién para la EDP (5.39) de la siguiente forma
V(Z,W)=P(S(Z,W), T(Z,W)), (5.41)

donde la nuevas variables S(Z, W) y T (W), se definen como:

S(ZW) = Z-W,
T = T(W).

Derivando parcialmente la nueva solucién dada por (5.41), se tiene que

VZ - PS7
Vw = —Pz+TwPr,
Vzz = Pss.

Sustituyendo estas derivadas parciales en la ecuacién (5.39), obtenemos la siguiente EDP

Ay(Z,W)Pss +TwPr=0.

Se define la nueva variable T'(W) de la siguiente manera
T(W)=—Ay(Z,W).
Asi, la EDP(5.39) se reduce a la ecuacién de calor homogénea
Pr = Pss.
Finalmente, la solucién de la ecuacién (5.2) estd dada por
u(z,y) = M(z) + N(y)P(S(Z(X(2,y), Y (y), W(Y(9)), T(W(Y(v)))), (5.42)

donde P(S,T) es la solucién de la ecuacion de calor homogénea, y las ecuaciones M(x) y
N(y) cumplen con las ecuaciones (5.21).
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Ejemplo 5.1. Encontrar la solucion de la siguiente ecuacion diferencial
Ugy + TUy — YUy +yu = 0.
Solucion. Para este caso se tiene que M(x) = 0. Ademds, se tiene que

Alz,y) =1, D(x,y) ==z, E(x,y)=—-y, Flz,y)=vy, Qz,y)=0.
La nueva variable X (x,y) estd dada por
d d
X(z,y) = / S - In(xy) = ap = const.,
z Yy
y sus derivadas parciales son
1 1 1
X$:_7Xy:_7X$$:__7AO'
T Yy T

Como tenemos que X, # 0, entonces la variable Y (y) se define como Y (y) = y.

Proponemos la solucion de la forma u(z,y) = N(y)U(X(x,y),Y (x,y)), donde la funcion
N(y) cumple con la siguiente ecuacion diferencial ordinaria

dN
— —N=0.
dy

Por lo tanto, la funcion N(y) esta dada por N(y) = Coe?. Encontramos Ay(x,y), Di(x,y)
y Ey(z,y), luego se sigue que

1

9
[E2

1
-
Observese que v = S-. Asi,

A(XY) = Y ¥,

Di(X,Y) = —Y?Z2e 72X,
E(X,)Y) = -Y.

Con estas nuevas variables y la solucion propuesta se tiene que la EDP dada se transforma
de la siguiente manera

V2 XUxx —Y?e XUy — YUy =0.
Repetimos el procedimiento y ahora se propone una solucion de la forma

UX,)Y)=V(Z(X,Y),W(Y)),
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donde la variable Z(X,Y) estd dada por

1 1
Z(va):/€2XdX—/YdY:562X—§Y2:a1’

y sus derivadas parciales son
ZX == 62X, Zy == —YV, ZXX = 262X 7& 0.

Para este caso, la nueva variable W (Y') esta definida por

Y2 —2X
wmq:/ fy(%ﬂmyz—w.

Luego, se tiene que

X = 27 -W,

Encontramos a As(X,Y),

Zx2 1
Ay(X,Y) = Z;):X _ §€2x7

entonces la EDP dada se reduce a la siguiente ecuacion

1
§(QZ—W)V22+V2+VW =0.

Realizamos el procedimiento por tercera y ultima vez, para esto proponemos una nueva
solucion de la forma

V(ZW) = P(S(Z2,W),T(Z,W)),
donde la nueva variable S(Z, W) estd dada por:

S(Z,W):/dZ—/dW:Z—W:aQ,
y la variable T(W) es

TMQ:/%@Z—WMW:%MHAMMC

se elige as = i, ast, la ecuacion se reduce una ecuacion de calor homogénea
Pr = Pss.
Por lo tanto la solucion de la EDP estda dada por
u(w,y) = Coe" P(S(Z,W), T(W)),

donde P(S,T) es la solucion de la ecuacion de calor, y las constantes Cy y ay se determinan
mediante las condiciones iniciales y de contorno asociadas a la EDP dada.




5.2 Analisis de la EDP de segundo orden general mediante el método de Harper 87

5.2. Analisis de la EDP de segundo orden general me-
diante el método de Harper

En esta seccion analizaremos la EDP de segundo orden con coeficientes variables no
homogéneas, cuya forma general esta dada como

Az, y)ugy + B(x,y)ugy + C(z,y)uyy + D(z,y)u, + E(z, y)u, + F(x,y)u = Q(x,y). (5.43)

En forma andloga al método de Harper, se reducira la EDP anterior en otra EDP mas
sencilla de resolver. Para empezar con el método, supongamos que A(zx,y) # 0, B(z,y) # 0
y C(z,y) # 0y ademas que estos coeficientes dependen simultdneamente de las variables
independientes x y .

Aplicando el método de Harper, se propone la solucién de la ecuacién (5.43) de la siguiente
forma

u(z,y) = N(y)U(X,Y) + M(x). (5.44)
De la misma manera que como se realizo en la seccién 5.1, se introducen las funciones

M (x) y N(y) para poder eliminar el término no homogéneo y el coeficiente que acompana a
u(z,y), respectivamente de la ecuacién (5.43).

La nueva variable X (z,y) queda definida como solucién de la EDP asociada, que para
este caso esta dada por

Si tomamos u, = v, entonces la ecuacién anterior se puede escribir como
Az, y)v, + B(z,y)v, =0,

donde las ecuaciones caracteristicas estan dadas por

dx dy dv

A(z,y)  B(x,y) 0

Luego, la nueva variable X (z,y) queda determinada por

B dx B dy o) = a
X_/A(:v,y) /B(x,y) Pol,9) = o, (546)

donde a( es una constante de integracién.
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Derivando parcialmente la solucién propuesta en (5.44); se sigue que
u, = NX,Ux+ NY,Uy + M,

u, = NX,Ux+ NY,Uy+ NU,
Upe = NX2Uxx +2NX,Y,Uxy + NY Uyy + NX,,Ux + NY,,Uy + M"

Uy = NX,X,Uxx + (NX,Y, + NY,X,)Uxy + NY,Y,Uyy + (NX,,+ N X,)Ux
+(NYy+ N Y;)Uy,
uy = NX2Uxx +2NX,Y,Uxy + NYUyy + (2 N X, + NX,,)Ux
+(2 N Y, + NY,)Uy+ NU.
Y sustituyendo estas derivadas parciales en la EDP (5.43), obtenemos la siguiente EDP
(ANX? + BNX,Y, + CNX2)Uxx + [2ANX,Y, + BN(X,Y, + X,Y,) + 20N X,Y,|Uxy
+(ANY?2 + BNY,Y, + CNY?)Uyy + [ANX,, + B(NXyy+ N X,) + C(NX,, +2 N X,)
+DNX, + ENX,JUx + [ANY,, + B(NY,,+ N Y;) + C(NY,, +2 N Y,) + DNY,
+ENY,)Uy + (C N +E N +FN)U + AM" + DM' + FM = Q.

Ahora, suponemos que las funciones M(z) y N(y) cumplen las siguientes ecuaciones
diferenciales ordinarias

AM" + DM' + FM = Q, (5.47)
CN+EN+FN = 0, (5.48)

respectivamente. Observemos que la ecuacion (5.48) con la ecuacion (5.21) son iguales, cuan-
do C' = 0. Entonces, esta ultima EDP se transforma en la siguiente EDP

N(AX?+ BX,Y, + CX])Uxx + N[2AX,Y, + B(X,Y, + X,Y,) + 2CX,Y,|Uxy
+N(AY] + BY,Y, + CY)Uyy + [AN X,y + B(NXyy+ N X,) + C(NXy, +2 N X,)

+DNX, + ENX,|Ux + [ANY,, + B(NY,,+ N Y,) + C(NY,, +2 N Y,) + DNY, +
ENY,]Uy =0.

Ademas, suponemos que la variable Y (z,y) cumple con la siguiente EDP no lineal
AY? + BY,Y, +CY} =0, (5.49)
entonces la EDP anterior se convierte en
N[X,(AX, + BY,) + CX;]UXX + N[2AX,Y, + B(X,Y, + X,)Y,) + 2CX,Y,|Uxy
+[N(AX,y + BX,, + CX,, + DX, + EX,)+ N (2CX, + BX,)|Ux
[N(AY,, + BY,, + CY,, + DY, + EY,)+ N (BY, + 2CY,)|Uy =0,
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recordemos que la variable X (z,y) cumple con la ecuacién (5.45). Por lo tanto, esta EDP se
reduce a la siguiente ecuacién:

NCX}Uxx + N[2AX,Y, + B(X,Y, + X,Y,) + 2CX,Y,|Uxy +
[IN(AX,, + BX,, +CX,, + DX, + EX,)+ N (20X, + BX,)|Ux +
[N(AY,, + BYy, + CY,, + DY, + EY,)+ N (BY, +20Y,)|Uy =0.  (5.50)

Introduciendo las siguientes funciones

Hy(f) = Cfy, (5.51)

Hi(f.9) = 2Afega+ B(fagy + fy9:) +2C fygy, (5.52)

H2(f) - Af$$+Bf$y+Ofyy+Dfa:+Efy7 (553)

y haciendo

Al(xvy) - HO(X) ) (554)

Bl(xv y) = HI(X7 Y) ) (555)

Di(w,y) = Ho(X)+ %(BX 1 20X,), (5.56)

Fuw,y) = Hy(Y)+1(BY, +20Y,), (5.57)

finalmente la ecuacién (5.50) se puede escribir como
Ai(z,y)Uxx + Bi(z,y)Uxy + Di(z,y)Ux + Ey(z,y)Uy = 0. (5.58)

Por otro lado, supongamos que de las ecuaciones (5.46) y de la solucién de la EDP no
lineal (5.49) se pueden obtener variables independientes = y y en términos de las nuevas
variables X y Y'; es decir,

r = »(X,Y),
= ’yl(X,Y)

Utilizando estas dos tultimas ecuaciones, obtenemos que la EDP (5.58) se transforma en
la siguiente EDP

A(X,Y)Uxx + Bi(X,Y)Uxy + D1(X,Y)Ux + E1(X,Y)Uy =0, (5.59)

donde los coeficientes de esta EDP estan dados por

A(X)Y) = A(¢n(X,Y), (X, Y)),
Bi(X,Y) = Bi(¢(X,Y),n(X,)Y)),
Di(X)Y) = Di(¢1(X,Y),n(X,Y)),
£y (X,Y) Ey(01(X,Y),m(X,Y)).
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Antes de continuar con el método de Harper, se encontrard el valor de la variable Y (z, y),
la cual cumple con la siguiente EDP no lineal,

AY? + BY,Y, + CY} =0. (5.60)

La ecuacion anterior es una EDP no lineal, por lo tanto, se utilizara el método de Charpit
para encontrar su solucién (véase el Apéndice D). Para esto consideremos la siguiente funcion

F(p,q) = Ap> + Bpq + Cq* = 0, (5.61)
dondep=Y,yq=Y,.

Las ecuaciones caracteristecas asociadas a esta ecuacion son

dx B dy _ay —dp B —dq
B, +2A, B,+2C, 0 Aup® + Bopg + Coq®  Ayp? + Bypg + Cyq?

Se observa que el tercer término de las ecuaciones caracteristicas puede ser eliminado.
Asi, el valor de la variable Y (z,y) es determinado solo por la ecuacién

dx B dy B —dp B —dq
B, + 24, N B, + 2C,  Ap?+ Bupg + Cog® Ayp* + Bypq + Cyq®’

Junto con la ecuacién:
dY (z,y) = p(x,y)dz + q(x, y)dy. (5.62)

Considerando que la ecuacién (5.61) solo es funcién de p y ¢, esta ecuacién puede consi-
derarse como un ecuacién cuadratica tanto de la variable p como de la variable q. Asi que,
primero consideramos a la ecuacién (5.61) como una ecuacién cuadratica en la variable .
Luego sus soluciones son

—B(l‘, y) + \/B(.I, y)2 - 4A(1‘, y)C(l‘, y)
20(x,y)

)‘j(x> y) =

, para j =1,2. (5.63)

Haciendo ¢q(z,y) = A\;j(z,y)p(z,y) en la ecuacién (5.62), obtenemos la solucién

Y(z,y) :/exp (—/%dw) dx—l—/)\j(a:,y)exp (—/%dw) dy. (5.64)

En el caso anterior obtuvimos la variable Y (z, y) resolviendo la ecuacién cuadratica para
la variable ¢(x,y). Sin embargo, la ecuacién cuadratica puede resolverse para la variable
p(z,y), para este caso se obtienen los siguiente resultados

/\j(x,y) _ —B(.T,y) + \/B;ZEQQ?J; 4A(a:,y)C(a:,y)  paraj=1,2.

p(r,y) = Nl@,y)q(z,y).
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Finalmente, se obtiene que la variable Y (z,y) también puede ser definida como

Y(z,y) = / M (2, y)exp (_ / %dy) de + / exp (_ / %dy) dy.  (5.65)

Para poder aplicar nuevamente el método de Harper a la EDP (5.59), se tiene que tomar
en cuenta los casos cuando la EDP de segundo orden no homogénea (5.43), es de tipo
hiperbdlico, parabdlico o eliptico, dependiendo del valor del siguiente discriminante

B*(x,y) + 4A(x, y)C(z,y) . (5.66)

Como en la mayoria de las ecuaciones diferenciales parciales que aparecen en matematicas
financieras son del tipo parabdlico y en algunos casos tienen soluciones complejas, como es
el caso de la ecuacién de Heston, en este trabajo de tesis solamente analizaremos los casos
cuando la ecuacién (5.43) es de tipo parabdlico y eliptico.

5.2.1. Ecuaciones del tipo parabdlico

Para el caso cuando la EDP de segundo orden dada por (5.43) sea del tipo parabdlico, se
tiene que sus coeficientes deben cumplir con la ecuacién (5.66), la cual para este caso esta
dada por

y de la ecuacién (5.63), se tendra entonces que las funciénes \;(z,y) son de la forma
B(z,y) :
y =——"— =1,2. 0.68
](‘I?y> 20($,y> 9 pa’ra ] ) ( )

Por otro lado, se tiene que la variable Y (z,y) es solucién de la EDP no lineal (5.60)
AY? + BY,Y, +CY} =0.
Usando la ecuacién (5.68), esta tltima ecuacion se escribe como
AY? + 2V ACY,Y, + CY} =0,
la cual puede factorizarse como
(VAY, +VCY,)* =0.

Por lo tanto, para el caso cuando la EDP (5.43) sea de tipo parabdlico, la variable Y (x, y)
también es solucién de la siguiente ecuacion

VAY, +VCY, = 0.

Ahora, utilizando la funcién H(f, g) definida por (5.52), evaluada en las nuevas variables
X(z,y) y Y(z,y), se obtiene que
H(X)Y) = 24X.Y, + B(X,Y, + X,Y,) + 20X, Y,
= 24X,Y, — 24X,Y, — 20X,Y, + 2CX,Y,
0.
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Por lo tanto, si la EDP (5.43) es de tipo parabdlico, entonces la funcién Hy(X,Y) =0y
la EDP (5.58) se reduce a la siguiente EDP

A(X,Y ) Uxx + Di(X,Y)Ux + E1(X,Y)Uy =0.
Ejemplo 5.2. Consideremos la siguiente ecuacion diferencial parcial
sen’riu,, — 2YSENT gy + y2uyy =0.

Transformaremos esta EDP a una EDP mdas sencilla. Para este caso en particular tene-
mos que M(z) =0, N(y) = 1. Ademds, se tiene que:

Az, y) = sen’v, B(x,y) = —2ysenz, C(x,y)=vy>, D(z,y) =0, E(x,y)=0.
Luego, se tiene que
B*(z,y) — 4A(z,y)C(x,y) = 4y*sen’s — 4(sen’r)(y?) = 0.
Entonces la EDP dada es de tipo parabdlico y las funciones \;(x,y) estin dadas por

2ysenr  senx
Ni(x,y) = = :

2senc  y
Proponemos la solucion de la forma

La primera curva caracteristica es esta ecuacion es la integral de la ecuacion caracteristica
d . ., .
de - La integral de esta ecuacion nos define la nueva variable X (x,y):

sen?(xz) — —2ySeNz”

X(x,y):/%—l—/%:ﬂn (tcm (%x)) +lny.

Y la nueva variable Y (z,y) estd dada por

Y(z,y) = /exp (—/cotxdx) dx + exp (senx) (—/cotxdx) dy,
Yy
1
= In (tcm (§x)) + Iny .

Con las dos ecuaciones anteriores obtenemos

9pX—Y 1 — 2(X-Y)

senxzm, COSI’ZW.

Por otro lado, las derivadas parciales de estas nuevas variables estan dadas por

Xx:ia Xy:la XCCCC:M

1
) XCC - 0 ) X - T
senx Yy sen’x Y v Yy

2 Y
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1 1 1
Y, = ——, Yy:_a szcosxa Yﬂﬁy:07 Yyy:__‘
senx Y sen?x y?
Ahora, encontramos las funciones Hy(X ), H1(X,Y), Ho(X) y Ha(Y'), las cuales resultan

estar dadas por

HO(X) = 17
HI(X7Y> - 07
1 — 3e2X-Y)
_262(X—Y)

T4 X7

Hy(X) = 2cosx—1 =
Hy(Y) = cosx—1 =

Finalmente, la EDP dada se escribe
(1 + eQ(X*Y)) Uxx + (1 — 362(X7Y)) Uy — 22X YUy = 0.

Observemos que para poder encontrar una solucion a esta ultima EDP podemos aplicar
el método de Harper una vez mas.

5.2.2. Ecuaciones del tipo eliptico

Para este caso, se tiene que los coeficientes de la EDP (5.43) cumplen con la condicién
dada por (5.66); es decir, se tiene que

B*(z,y) — 4A(x,y)C(x,y) < 0.

Por lo tanto, la ecuacién cuadratica asociada a la EDP (5.43) tendrd raices complejas, las
cuales son

—B(x,y) £iy/4A(z,y)C(x,y) — B(x,y)

A= 20(z,y) ’

para j=1,2.

Asi tenemos que la EDP (5.43) se transformé en una EDP de la forma
Ay (X, Y)Uxx + Bi(X,Y)Uxy + Dy(X,Y)Ux + E\(X,Y)Uy =0. (5.69)

Aplicando nuevamente el método de Harper a la EDP anterior. Proponemos la siguiente
solucién para esta ecuacion

U(X,Y) = V(Z(X,Y),W(X,Y), (5.70)
donde la nueva variable Z(X,Y) es la solucién de la EDP asociada a la ecuacién (5.69)
AL(X,Y)ux + Bi(X,Y)vy =0. (5.71)

Para este caso, obtenemos las siguientes ecuaciones caracteristicas

dX ay dv

AX)Y) B(XY) 0
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El primer par de ecuaciones caracteristicas nos define a la nueva variable Z(X,Y), la cual
esta dada por

Z(X’Y):/Al(d)?,}/) _/Bl(c?(/,Y) = p1(X,Y) = a; = const., (5.72)

con a; es una constante de integracién. Ademds, esta nueva variable Z(X,Y’) cumple con la
ecuacion,

AVX,Y)Zx + By(X,Y)Zy =0. (5.73)

Ahora, para obtener la nueva variable W (X, Y'), derivamos parcialmente la nueva solucién
dada por (5.70), luego se tiene que

Ux = ZxVz+WxVy,
Uy = ZyVz+WyVy,
Uxx = Zx*Vzz+2ZxZwVxy + Zyv*Viww + ZxxVx + WxxVir
Uxy = ZxZyVzz+ (ZxWy + ZyWx)Vaw + WxWyView + ZxyVz + Wxy Zw .

Sustituyendo estas derivadas en la EDP (5.69) y utilizando la ecuacién (5.71), se obtiene
que la ecuacién (5.69) se escribe como

Zx(AWx + BiWy)Vxy + Wx (A1 Wx + BiWy ) Vyy
+(A1Zxx + BiZxy + D1 Zx + E1Zy)Vy
+(A1Wxx + BiWxy + DiWx + EyWy )V = 0. (5.74)

Supongamos ahora que la variable W (X,Y") cumple con las siguientes condiciones

Wy (AWx + BiWy) = 0,
AWx + B Wy # 0, (575)

Entonces de la ecuacion (5.75) se sigue que
Wx =0. (5.76)
De esta misma ecuacién, es tiene que la ecuacién (5.74) se reduce a la siguiente EDP
ZxBiWyVxy + (A1Zxx + BiZxy + D1 Zx + ExZy)Vz + (ExWy)Viy = 0.

Para poder determinar la nueva variable W (Y') supongamos que su derivada con respecto
a la variable Y cumple con la siguiente condiciéon

LIxBiWy =1.

Luego, la nueva variable W (Y") queda definida de la siguiente manera

W(Y) = / leBl dy . (5.77)
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La EDP (5.59) se transforma en la siguiente EDP
Vaw + Do(Z W)V + Ex(Z, W)V =0, (5.78)
con

Dy(X,Y) = AZxx+BiZxy +D1Zx + E\Zy,
E(X,Y) = E\Wy. (5.79)

Por dltimo, supongamos que podemos obtener las nuevas variables independiente X y
Y en términos de las variables Z y W; es decir, de las ecuaciones (5.72) y (5.77) se pueden
obtener las siguientes relaciones.

X = ¢2(Z,W),
Y = n(Z,W),

Finalmente, tenemos que nuestra EDP original (5.59) se reduce a la siguiente EDP
VXY —|— DQ(Z, W)VZ —|— El(Z, W)VW — 0 5
donde Dy(Z, W) y Ey(Z, W) estén definidos como

D2(Z,Y) = D2(¢2(Z>W)>”Y2(Z>W)),
Ey(Z)Y) = Ey(¢pa(Z, W), v(Z,W)) .

Ejemplo 5.3. Consideremos la siguiente EDP
Y gy + 2TYUgy + 2x2uyy +yu, =0.
Para este caso en particular tenemos que N(y) =1 y M(x) = 0. Ademds
A=y* B=2xy, C=22>, D=0, E=y,
Luego, se tiene que
B(z,y) — 4A(z,y)O(x, y) = 42y* — 82%y* = —4a’y* < 0.

Entonces, se tiene que la ecuacion dada es de tipo eliptico, y las funciones \;(z,y) estdn
dadas por

(2. y) = —2xy + \/4x2y? — 4y?(272)  2ayE/—da?y? (—1Ed)y oy
Y= 2(222) B 422 T Yy
donde aj = _;i. Proponemos una solucion de la forma

u(z,y) =U(X(2,y),Y(2,y)),
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La ecuacion asociada de esta ecuacion es y*v, + 2xyv, = 0, donde la variable X (x,y) es
la solucion de esta ecuacion y estda dada por

1 1
X(a:,y):/xdx—ﬁ/ydy:xQ—ﬁyQ.

Por otro lado, la nueva variable Y (z,y) es

Y(z,y) = /exp (—/—%dx) dx+aj/%exp (—/—%dw) dy

I
—2x+2y.

Con las ecuaciones anteriores obtenemos los siguientes valores

20a: X +Y 22y — X 4(a; X +Y)(2Y — X
2= (o X + )’ y2: ( )’ x2y2: (; X +Y)( )

204]' + 1 20éj + 1 (20éj + 1)2
Encontramos la derivadas parciales de X (z,y) y Y (x,y)
X =2z, Xy=-y, Xo0=2, X;y=0, X, =1,

YYo=z, Y, =0y, Yyu=1, Y, =0, Y, =q;.
También obtenemos las funciones Ho(x), Hy(x,y), Ha(x) y Ha(y), dadas en la secion 5.2

Hy(X) = 2x2y?
H(X,Y) = 22%y°,
Hy(X) = y? — 227,
Hy(Y) = (14 )y + 202>,

La EDP dada se transforma en

2 _ 222 1+ o)y? + 2022
UXX+UXY+y 5 5 Ux-l-( J)y22 I~ Uy =0.
2x4y 2x4y
Por otro lado, tenemos que
y - 22 (20 +1)2X
2x2y? 4(o; X +Y)(2Y — X)’
(1+ o))y 4 2052° +(2ai +1)22Y + (a; — 1)X]
2222 B 4 a; X + Y)Y — X)
donde el término (2c; + 1) = —1 para todo j. Finalmente la EDP dada se reduce a la
siguiente EDP
X 2Y —1)X
Uxx +Uxy + Ux — 2V + (o )A] Uy =0.

L X +Y)2Y —X) ¥ 4 X +Y)(2Y — X)
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Ahora, aplicamos nuevamente el método de Harper, proponemos una solucion de la forma
UX,Y) =V(Z(X,Y) W(Y)),

donde la nueva variable Z(X,Y) es la solucidn de la ecuacion asociada vx + vy = 0, por lo
tanto Z(X,Y) estd dada por

Z(X,Y):/dX—/dY:X—Y:al:const.,

y la variable W(Y") estd dada por

1
IWW:/BJJY:K

Con estas ecuaciones obtenemos que

Y=W, X=Z+W,

luego
_ [Oﬁ){-— 2}1
P 4 X +Y)(2Y - X)
By(X,Y) = — (2Y 4 (a; — 1)X]

o, X +Y)(2Y — X)

Sustituimos X = Z +W yY =W, obtenemos

(o, Z + (24 a;)W]
4o, Z + W) (W — Z]

(2 + aj)Z + [Oé_]W]
Loy Z + W] [W = 2]

Dy(Z,W) = -

122(£Z,L¢/) - -

Por lo tanto, la ecuacion se reduce a la siguiente EDP

(o Z + (2 + a;)W] (2+ aj)Z + [a;WV]

Vow — — Vy —— Vw =0. 5.80
W A Z+aW W =2 7 Al Z+aW W —2] " (5.80)
Recordamos que la variable a; esta definida como o = _12ﬂ. Para j = 1 se tiene que

o) = % y la EDP resultante es

W= Z][(=1+)Z+ (1 + W] Vaw—[3+ )W + 2W] Vy—[(=3 + ) Z + (1 +)W] Viy = 0.

—1-—3
2

Para 7 =2 se tiene que ay = , obtenemos la EDP siguiente

W —=ZI(-1 =) Z 4+ (1 —i)W]|Vzw—[(3 =)W + 2W]|Vz—[(-3 —i)Z + (1 —i)W]| Vi = 0.
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Capitulo 6

Un nuevo método analitico para la
solucién del modelo de Heston

En el capitulo anterior se desarrollo detalladamente el método de Harper para una EDP
de segundo orden de tipo parabdlico. Posteriormente se generalizé dicho método para resol-
ver una EDP de segundo orden. El objetivo de este capitulo es aplicar este método a la EDP
de Black-Scholes y a la EDP de Heston.

Iniciaremos el capitulo con la aplicacién del método de Harper a la ecuacién de Black-
Scholes. En dicha aplicaciéon se encuentra una solucién a la ecuacién de Black-Scholes en
términos de la solucién de la ecuacion de calor.

En la segunda parte, se realiza la aplicacion del método de generalizado de Harper a la
ecuacion de Heston, dicha aplicaciéon se divide en dos casos los cuales dependen del valor que
tome el parametro p. En el primer caso, se realiza cuando p = £1, en este caso la ecuacién
de Heston es una ecuacién de tipo parabdlico. El segundo caso es cuando p € (—1, 1), donde
la ecuaciéon de Heston es de tipo eliptico.

6.1. Aplicacién del método de Harper a la EDP de
Black-Scholes

Para aplicar el método de Harper al modelo de Black-Scholes, recordemos que la ecuacién
de Black-Scholes se escribe como:

6264_5’&4_%
2 T "es T o

— —re=0. 6.1
25, re (6.1)

L 9qo
—o°S,
9 t
Introducimos los siguientes cambios de variables © = Sy, y =ty ¢(Si, t) = u(x,y). Asi,
tenemos que la ecuacion de Black-Scholes se escribe como

1, ,0% ou  Ou B
50 T 53 +rwax+ay ru=0. (6.2)
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De acuerdo a la convencion introducida en el capitulo 5, tenemos que la nueva funcion
M(x) es de la forma M(z) = 0. Ademds, para este caso se tiene que

1
A(x,y)=§02x2, B(z,y) =0, C(z,y) =0, D(z,y) =rz,

E(x>y):1? F(.T,y):—T, Q(.T,y):()

La ecuacion caracteristica asociada a la EDP (6.4) resulta ser

dr  dy
rT 1

Luego, obtenemos que la nueva variable X (z,y), la cual es solucién de la ecuacién anterior
y esta dada por

X(x,y) = —Inz — y = ag = const..
r
Las derivadas parciales de la variable X (x,y) son

1 1
7“$,7 Xy(xay):_la Xm(x,y):—@, Xxy:0> ny:O.

Xo(2,y) =

Como X, # 0, entonces se define a la nueva variable Y como Y (y) = y. Ahora, pro-
ponemos una solucién de la forma u(z,y) = N(y)U(X(x,y),Y (y)), donde la nueva funcién

N(y) cumple con la ecuacién diferencial ordinaria N (y) — rN(y) = 0, cuya solucién esta
dada por N(y) = cpe™.

Con esta nueva solucién y nuevas variables, la EDP (6.4) se transforma en una EDP de
la forma

A(X,Y ) Uxx + Di(X,Y)Ux + E1(X,Y)Uy =0,

donde
o2 1 o?
A(X)Y) = - -
1Y) 2 (r2x2) 212’
o2z’ 1 o?
D{(X,)Y) = ) = -
1(X,Y) 2 ( m:Q) 2r
E/(X)Y) = 1.

Asi, nuestra nueva ecuacion queda expresada de la siguiente manera

o? o?

—Uxx ——Ux+Uy =0.
T 2r

Aplicamos el procedimiento de Harper una vez mas y proponemos una nueva solucién de
la forma

UX,Y)=V(Z(X,Y),W()).
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Para este caso, la ecuacion caracteristica asociada esta dada por

2rdr  dy
o2 1

Ahora, definimos la nueva variable Z(X,Y") como la solucién de la ecuacién anterior; es
decir, tenemos que la nueva variable Z(X,Y") esta dada por

2
Z2(X,Y) = ——TX Y.

Las derivadas parciales de esta solucion estan dadas por

2r
o2’

Zx(X,)Y) = Zy(X,)Y)=—1, Zxx(X,)Y)=0, Zxy =0, Zyy=0.

Como la nueva variable Z(X,Y’) cumple con la condiciéon Zxx(X,Y) = 0, entonces la
variable W (Y') queda expresada como

AXY), / 2 2
Y)=— | ZE 22y = — | Sdy = -5V,
W) /El(X,Y) xd 52 o?

Con estas nuevas variables y la nueva solucién propuesta, la EDP (6.4) se reduce a la
ecuaciéon de calor homogénea
Viw = Vzz.

Por lo tanto, tenemos que la solucién de la ecuacion de Black-Scholes esta dada por

= NW\V(Z(X(z,y),Y(y), W(Y(y)))
= ceV(Z(X(z,y),Y(y), W (Y (y))),

donde la funcién V(Z, X) es la solucién de la ecuacién de calor homogénea y ¢y es una
constante de integracion, que se puede determinar mediante las condiciones de contorno
asociadas a la ecuacién de Black-Scholes.

6.2. Aplicacién del método generalizado de Harper a
la EDP de Heston

En esta seccién aplicaremos el método generalizado de Harper desarrollado en la seccién
5.2 a la ecuacion de Heston. Para esto, utilizamos la ecuacion para el modelo de Heston que
se encontrd en el capitulo 4 (Véase en la ecuacién 4.2), esta ecuacién solo depende de dos
términos, el precio de activo subyacente .S; y la volatilidad V;. Tenemos que la ecuacién de
Heston esta dada por

1 w%u 0%u 82 Ou Ou _

2 + k(0 — - A )
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Introducimos los siguientes cambios de variables Sy = x y V; =y y usando el hecho de
que la funcion A(Sy, Vi, t) es proporcional a Vi; es decir, (S, Vi, t) = AV; para un constante
A arbitraria, obtenemos la siguiente ecuaciéon

1, *u Pu 1, Pu ou du
— T Y + Y + =N Y= Fre— + k(0 — \y] — =0. 6.3
TR e R gy T FO—y) = Ay (6.3)

La EDP anterior esta escrita en la forma general de una EDP de segundo orden. Por lo
tanto, podemos aplicar el método generalizado de Harper. Notemos primero que para este
caso en particular, las funciones M(z) y N(y) definidas en el método generalizado de Harper
toman los valores M (z) =0y N(y) = 1 respectivamente. Ademds, para este caso tenemos
que

Alz,y) = %:ﬁy, B(x,y) = pnzy, Cly) = %7723/,
D(z)=rx,  Ely)=k0-y)—Ay=h(y). (6.4)

La EDP auxiliar cuadratica es

1 1
51723/)\? + pnryA; + 51’2@/ =0, (6.5)
cuyas raices estan dadas por
—B++vB?—4AC
Az, y) = : (6.6)

2C

Analicemos primero el valor del discriminante B? —4AC, para poder determinar de que
tipo es la ecuacién de Heston (6.3); es decir, tenemos que

1 1
—4AC = paty’ - 4(55623/) (57723/)

_ p2772x2y2 772552@/2

= 2ty (p* —1). (6.7)

Observemos que cuando p = #+1 el discriminante es cero, entonces la ecuacion de Heston
es de tipo parabdlico, y si p € (—1,1), entonces la ecuacién de Heston serd de tipo eliptico.
Notemos que para el caso en el que la ecuacién de Heston sea del tipo hiperbdlico es cuando
p € (—o0,—1) 6 p € (1,00). Sin embargo, este Ultimo caso no analizard, ya que una de las
hipétesis del modelo de Heston es que p € [0, 1].

Como hemos visto, la ecuacién de Heston puede ser pardbolica o eliptica, segin sea el
valor de p. Por lo tanto, la aplicacién del método de Harper se dividira en dos casos, cuando
la ecuacion sea de tipo parabolico; es decir, p = £1 y cuando la ecuacién sea de tipo eliptico;
es decir, p € (—1,1).
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6.2.1. Caso 1l

Supongamos primero, que la ecuacién de Heston (6.3) es una ecuacién del tipo parabélico;
es decir, p = &1 y para este caso B2—4AC = (. Entonces, las raices de la ecuacién cuadrética
asociada (6.5) estdn dadas por

N y) = —P1Y_ ey p,
’ 2 (In%y)  yn? n
Asi, obtenemos que
Ma,y) = —La. (6.8)
n

Ahora, proponemos una solucién de la forma u(z,y) = U(X(z,y),Y (z,y)), donde la
nueva variable X (x,y), es la solucién de la EDP asociada a la ecuacién de Heston, la cual

esta dada por

1
§xux + pnu, = 0.

Luego, tenemos que la nueva variable X (z,y) se define como

d d

X(x,y) = @[ 2In(x) — g ag = const..
I
1z pn pn

Estd nueva variable cumple con la condicion AX, + BX, =yr —yx =0.

Por otro lado, de la ecuacién (5.64), tenemos que la nueva variable Y (z,y) esta dada por
la siguiente ecuacion

—_P —_P
(1 ) (1)
Y(z,y) = /e < - dw+/—%e g dy
PY
= In(x) ——.
(z) p
Finalmente, obtenemos que
X(z,y) = 2in(@) - =,
P
Y(z,y) = ln(a:)—@. (6.9)
1

Las derivadas parciales de estas nuevas variables son
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Con estas derivadas parciales tenemos que las funciones H;(x) con i = 0, 1,2. Estan dadas

por
1 1\? 1
H X == — 2 _ = —
olX) (277 y)( pn) 22"

Hy(X) = 2r—y— [K(6—y) - M| (%) o —y— L),

P
1 - p 1 2p
HyY) = r——y—|K{@—y)— X -] = =|2r—y——h .
oY) = r—g5y—[K(—y) y](n) 2{7‘ y n(y)]
Para este caso, se tiene que N(y) = 1. Luego, se sigue que
1
Al(xay) - 2—p2y7
Bl(xay) - 07
Di(z,y) = 2r—y——h(y),
1 p ()
1 2
E\(z,y) = 5 [27‘—y—;ph(y)} (6.10)

De la definicién de las nuevas variables X (z,y) v Y (z,y) dadas por la ecuacién (6.9), obte-
nemos que

_mEY -X)

A1
sy (6.11)
Utilizando la ecuacién (6.11) se tiene que
Ui
AX)Y) = —R2Y-X
1( ) ) 2p( )7
1
Dl(X> Y) = 2r+ PU(QY - X) - ;fp(X> Y) 5
1
El(X> Y) = 5 [QT + P77(2Y - X) - 2pf,0(X> Y)] )
donde la nueva funcién f(X,Y’) se define como
K0 <
[L(X,Y) = 7+p(K+)\)(2Y—X). (6.12)

Asi, obtenemos que la ecuacion (6.3) se transforma a

1
—21(23/ — X)Uxx + |2r + pp(2Y — X) — ;fp(X, )| Uy +

P
% 2 + p(2Y — X) — 2pf,(X,Y)] Uy = 0.

Tomando en cuenta p = +£1, entonces, obtenemos dos ecuaciones dadas por
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a) Para p=1,
—g(zy — X)Uxx + [2r +9(2Y — X) — fi(X,Y)] Ux

by 24 n(2Y = X) — 24,(X, V)] Uy =0. (6.13)

b) Para p = —1,
22Y — X)Uxx +[2r = (2Y = X) + f1(X, V)] Ux

% 2r — n(2Y — X) + 2f1(X,Y)] Uy = 0. (6.14)

Finalmente, estas ecuaciones pueden ser resultas aplicando nuevamente el método de
Harper, solo que es necesario conocer los valores de las constantes p, n, r, K, 0y \.

6.2.2. Caso II

Supongamos ahora, que la ecuacién de Heston (6.3) es de tipo eliptico; es decir, para
este caso se tiene que p € (—1,1). Luego, las raices de la ecuacién cuadrética asociada (6.5)
estan dadas por

n

o = (2F),

Introduciendo las cantidades z; con j = 1,2, definidas por la ecuacién

i1 — o2

Tenemos que esta tltima ecuacion se escribe como

Ni(z,y) =z (6.16)

Ahora, proponemos la solucién de la forma u(z,y) = U(X (z,y), Y (z,y)), donde la nueva
variable X (x,y) es la solucién de la siguiente ecuacién asociada a la ecuacién de Heston

(6.3), la cual esta dada por

1
§x2yux + pnayu, = 0.

Luego, tenemos que la nueva variable X (z,y) se define como

d d

X(z,y) = G e A 2In(x) — g ag = const.,
1
PR P P

En forma andloga, esta variable cumple con la condiciéon AX, + BX, = 2y — 2y = 0.
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De la ecuacién (5.64), tenemos que la ecuacién Y esta dada por
Y(ey) = @)+ 2y,

Finalmente obtenemos que

X(e,y) = 2n(e) -0,
Y(z,y) = In(z)+ zy. (6.17)

Las derivadas parciales de estas nuevas variables son

2 1 2

Xa7:;7 Xy:_%7 Xa:a::_;a X;By 07 ny:Oa
1 1

Yg3:;, Yy:Zi7 y$$:__27 ny:O, }/yy:O

Con estas derivadas parciales, tenemos que las funciones H;(x) para i = 0, 1,2, estan
dadas por

1 1\° y
Ho(X) = 1%y (——) = 5.3

2 pn 2p
20202 — nz.
p P
KO —1vy)—\ 1
Hy(X) = 2r—y— G-y - _ 2r —y — —h(y),
np on

Hy(Y) = T—%er[K(@—y)—Ay] z = %[2r—y+22jh(y)],

donde la funcién h(y) esta definida por la ecuacién (6.4) y la funcién g(p) esta definida como

g(p) = 2p(1 = p*) £i(2p* = 1)3/1 — p*.

En este caso en particular, se tiene que la nueva funcién N(Y) es de la forma N(y) = 1,
luego se sigue que

Yy
Al(ajay) = 2—[)2’
g\p
Bl(xay) - (—)y7
P
1
Dy(z,y) = 2r—y——h(y),

on
1
Ey(z,y) = 5 [2r —y + 2z;h(y)].

De la nuevas variables X (x,y) y Y (z,y) dadas por la ecuacion (6.17), obtenemos

_ Y — X)
1+2pmz;
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Por lo tanto, podemos encontrar

2p(1 4 2pnz;)
n(2Y — X)
By(XY) = 122 2/
1(X,Y) 1+ 202, q(p),

L+2pmz;  pp
1 2V — X

E(X,)Y) = = 2r—pn(—)+2zjf(X,Y) :
2 1+ 2pnz;

Di(X,Y) = 2r—

donde la funcién f(X,Y) estd definida de la siguiente manera

p(K + \)

X,Y) = KO-
f( ) 14+ 2pmz;

2y — X). (6.18)
Finalmente, la EDP de Heston cuando p € (—1,1) se reduce a la siguiente EDP

n(2Y — X) I n(2Y — X)

pn(2Y —X) 1
a /1 0 a4 ZYXX + - . 4
2p(1 + 2pnz;) L+ 2pnz;

- —f( XU
14 2pnz; /mf( )} *

pn(2Y — X)
— =+ 2z f(X,Y)| Uy =0.

9(p)Uxy + {27‘ —

—i—l 2
f— ’r‘_
2

Dividimos la ecuacién entre 2Y — X y multiplicamos por 2npz;+1 y obtenemos la siguiente
ecuacion

;—pUxx +19(p)Uxy + K%) 2pnr — f(X,Y)) - pn} Ux
+% {(%) (2r + 22, f(X,Y)) — pn] Uy = 0. (6.19)

Ahora, aplicamos nuevamente el método de Harper a la ecuacién (6.19). Asi que para esto,
proponemos una nueva solucién de siguiente la forma U(X,Y) = V(Z(X,Y), W(Y)), donde
esta nueva variable Z(X,Y") es la solucién de la ecuacién auxiliar asociada a la ecuacién
(6.19), la cual esta dada por

EUX +ng(p)vy =0.

2p
Luego, tenemos que la nueva variable Z(X,Y") se define como
1
Z(X,Y):/deX / _opX — Ly
9(p)

y la variable W(Y) esta definida por la ecuacion (5.77), para este caso resulta ser

1 1
wY)= / mdy N 2png(/))y
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Por lo, tanto la nuevas variables Z(X,Y) y W(Y") estdan definidas por la siguiente ecuacién
1
Z(X,)Y) = 20X — —Y
9(p)
1

W) = Y (6.20)

Con esta nuevas variables la EDP (6.19) se puede escribir de la siguiente forma

VZW —|— DQ(Z, W)VZ —|— EQ(Z, W)VW — 0 5

Y

donde los coeficientes Dy(Z, W)y Eqo(Z, W) estéan definidos por la ecuacién (5.79), los cuales
resultan estar dados por:

Dr = g { (cor s ) Bratios(s) = 1) = 2(X.Y)(20(6) + 129)] = pulapa(s) ~ ).
1 1+2 ;
~ 4png(p) { ( 2; —m;?) 2 25 /(X)) - pn} '
Por otro lado, de las ecuaciones (6.20) se sigue que
2pn(4pg(p) =W = Z
2p ‘

Finalmente, la ecuacién (6.3) se transforma en una EDP de la forma

2Y - X =

Vow + Do(Z, W)V, + Ex(Z, W)Vy =0,
donde los coeficientes Do(Z, W) v Eo(Z, W) estan dados por

1 2p(1 + 2pnz;)
D2 ) = 5 (5 ) Eritangto) 1)~ 20a(Z.W) 2000 + 1)

2g9(p) (4pg(p) = W — Z]
+/m(4pg(/)) — 1)
29(p)
B 1 2(1+ 2pnz) . B
B(2,W) = 4ng(p) {(2/)77(499(/)) - W — Z) 2r 225022, W) n}.

Finalmente la EDP (6.3) se transforma en la siguiente EDP
29(p)Vaw +

2p(1 + 2pnz;)

1 2(1+ 2pnz) . B _
3 {<77[2m7(4pg(p) - )W - Z]) 2r - 225ha( 2, W) 1} =0,

donde la funcién ho(Z, W) esta dada por

(K + N [2pm(4pg(p) — )W — Z]
2(1 + 2pnz;)

ho(Z, W) = K0 —




Capitulo 7

Soluciones especificas para el modelo
de Heston

Como se menciond en los capitulos 3 y 4, para poder determinar las soluciones del modelo
de Heston es necesario conocer el valor de los pardmetros p, 1, r, K, A y 6. Dado que la ma-
yoria de los casos que se analizan en matematicas financieras, los valores de estas constantes
se proponen dependiendo del problema que se esté analizando.

Por lo tanto, en este capitulo obtendremos algunas soluciones para el modelo de Heston
con algunos valores especificos de estas constantes.

7.1. Casol

_ El primer caso que analizaremos en este capitulo corresponde cuando p = +1, con K = 0,
A =0y r~0. Para esto, analizaremos la ecuacién de Heston en dos partes, cuando p =1y
posteriormente cuando p = —1.

7.1.1. Caso a

Empezaremos analizando cuando p = 1. Para esto, tomamos la ecuacién (6.13), la cual
esta dada por

_g(zy — X)Uxx + [2r +n(2Y — X) — f1i(X,Y)] Ux

% 2 + (2 — X) — 2/1(X, V)] Uy = 0. (7.1)

donde la funcién f;(X,Y) esta dada por (6.12)

AXY) = KTQ LK+ N)@Y — X).
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Tomando en cuanta que para el caso cuando K = 0, A = 0, la funcién f,(X,Y) toma el
valor f1(X,Y) = 0, y ademds, que el paramétro r ~ 0, obtenemos que la ecuacién (7.1) se

reduce a

—g(ZY—X)UXXJrn(ZY—X)UX + g(QY—X)Uy ~0. (7.2)

Aplicamos el método de Harper a esta tultima ecuacién. Para este caso en particular,
tenemos que las funciones M (X) y N(Y) toman los valores M (X) =0y N(Y) = 1. Ademés,

Al(X,Y):—g(ZY—X), Dy(X,Y) = n(2Y — X), El(X,Y):g(ZY—X). (7.3)

Ahora, proponemos una solucién de la forma U(X,Y) = V(Z(X,Y),W(Y)), donde la
nueva variable Z(X,Y') es la solucién de la ecuacién asociada a la ecuacién (7.2), la cual
esta dada por

n(2Y — X)vy + g(QY — X)vy =0.

Luego, tenemos que la nueva variable Z(X,Y") esta definida como
Z(X,Y) :/dX—Q/dY:X—QY:al = const..

Las derivadas parciales de la nueva variable Z(X,Y") son
ZX:L ZY:—Q, ZXXZO, ZXYZO7 ZYYZO.

Como la nueva variable Z(X,Y’) cumple con la condicién Zxx(X,Y) = 0, entonces la
variable W (Y') queda expresado como

W(Y):-/%Z%dyz/dyzy.

Con estas nuevas variables y la solucién propuesta, la ecuacién (7.2) se reduce a la
ecuacion de calor homogénea

VW:VZZ-

Por lo tanto, tenemos que la solucién de la ecuacién de Heston esta dada por

C(Stu ‘/tu t) - 006_

donde la funcién V(Z, W) es la solucién de la ecuacion de calor homogénea, Cjy es una
constante de integracion, que se puede determinar mediante las condiciones de frontera




7.1 Caso | 111

asociadas a la ecuacién de Heston. Y las variables z, y, X, Y, Z yv W, estan dadas por

x(St) = St y
y(Vo) = Vi,
X(wy) = 2n(z) =,
Y(ey) = In() -7,
U]
Z(X,)Y) = X =2V,
wy) = Y.
7.1.2. Caso b
Analizaremos el caso cuando p = —1. Para esto, tomamos la ecuacién (6.14), la cual esta
dada por
2(2Y = X)Uxx +[2r = 9(2Y = X) + fa(X, V)] Ux
1
+3 2r —n(2Y — X)+2f1(X,Y)|]Uy =0. (7.4)

donde la funcién f_1(X,Y) esta dada por (6.12)

Ko -
fa(X)Y) = U (K +A)(2Y - X).
Tomando en cuenta que para el caso cuando K = 0, A = 0, la funcién f_;(X, Y) toma el
valor f_1(X,Y) =0, y ademads, que el paramétro r =~ 0, obtenemos que la ecuacién (7.4) se

reduce a

el
2

Aplicamos el método de Harper a esta tultima ecuacién. Para este caso en particular,

tenemos que las funciones M(X) y N(Y) toman los valores M(X) =0y N(Y) = 1. Ademas,

A(X,Y) = 3(23/ —X), Dy(X,Y)=—n(2Y - X), E(X,Y)= —g(zy ~X). (7.6)

2V — X)Uxx — n(2Y — X)Uyx — g(ZY—X)Uy = 0. (7.5)

Ahora, proponemos una solucién de la forma U(X,Y) = V(Z(X,Y),W(Y)), donde la
nueva variable Z(X,Y') es la solucién de la ecuacién asociada a la ecuacion (7.5), la cual
esta dada por

—n(2Y — X)vy — g(QY — X)vy = 0.
Luego, tenemos que la nueva variable Z(X,Y") esta definida como
Z(X,Y) :/dX—Z/dY:X—ZY:a1 = const..

Las derivadas parciales de la nueva variable Z(X,Y") son

Ix =1, Zy=-=-2, Zxx=0, Zxy=0, Zyy=0.
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Como la nueva variable Z(X,Y’) cumple con la condiciéon Zxx(X,Y) = 0, entonces la
variable W (Y') queda expresada como

W(Y):—/%Zﬁdyz/dyzy.

Con estas nuevas variables y la solucién propuesta, la ecuacién (7.2) se reduce a la

ecuacion de calor homogénea
VW = VZZ .

Por lo tanto tenemos que la solucién de la ecuacién de Heston estd dada por
(S, Vi, t) = Coe” T (S, V)
= Coe T Du(z(Sy),y(Vs))
= Coe” T IU(X (2(Sh), y(Vi)), Y (2(S), y(Va))
= Coem T IV(Z(X (2(S0), y(V&)), Y (2(Se), y(Vi))), W (Y (2(Sh), y (V) -
donde la funcién V(Z, W) es la solucién de la ecuacién de calor homogénea, Cy es una

constante de integracion, que se puede determinar mediante las condiciones de frontera
asociadas a la ecuacién de Heston. Y las variables x, y, X, Y, Z y W, estan dadas por

ZE(St) = St,
y(Vo) = Vi,
= n(x g
X(I‘,y) - 21()+7]7
= )+
Y(z,y) = 1()+n,

7.2. Caso 11

El segundo caso que se analizard en este capitulo es cuando el pardmetro p de la EDP
de Heston pertenece al intervalo (-1,1). En la primera parte se resolverd la EDP cuando p €
(—1,1) y algunos pardmetros con valor fijo. Mientras que en la segunda parte, se resolverd la
EDP donde todos los parametro toman valores especificos.

7.2.1. Caso a

Para este caso tenemos que p € (—1, 1), ademads, las variables K, A y r, toman los valores
K =0, A=0y r~ 0. Para analizar este caso consideramos la siguiente ecuacién

29(p)Voaw +

2p(1 + 2pnz;)

1 2(1+ 2pnz) . . B _
3 {<77[2m7(4pg(p) - )W - Z]) 2r o 225ha( 2, W) 1} =0




7.2 Caso ll 113

Para el caso cuando K = 0 y A = 0, entonces la funcién hy(Z, W) = 0. Con esto y
tomando el valor de r & 0, se tiene que esta ecuacién se escribe como

1
29(p)Vzw + pn(dpg(p) — 1)Vz + 5V =0. (7.7)

Esta ecuacion es la ecuacion de Euler-Darboux con coeficientes constantes. Cuya solucion
puede ser encontrada por el método de separacion de variables, dependiendo del valor de la
funcion g(p) y de n (véase [17, pag. 24]).

7.2.2. Casob

Para este tltimo ejemplo, tomemos nuevamente la ecuacién
29(p)Vaw +

2p(1 + 2pnz;) o B
(77[2p77(4pg(p) W — Z]) 2rn(dpg(p) = 1) = 2ha(Z, W)(29(p) + n2)] Vz
+pn(4pg(p) = )Vz + % { (77[2077(2;();(;)25”12;1)4/ - Z]) 2 + 22;h9(Z, W)] — 1} Vir = 0.

(7.8)

Esta ecuacion es de la forma
AQ(Z, W)VZW —|— DQ(Z, W)VZ —|— EQ(Z, W)VW - 0 .

donde los coeficientes Ao(Z, W), Do(Z, W) vy Es(Z, W) son ntmeros complejos. En este
trabajo de tesis solo necesitamos la parte real de esto coeficientes, asi que vamos a obtener
la parte real de cada uno de esto coeficientes. Empezamos por Ay(Z, W).

Re(A5(Z,1W)) = 4p(1 — p?).

Tenemos que el coeficiente Dy(Z, W) esta dado por
DQ(Z, W) -

( 2p(1 4 2pmz;)
n2en(4pg(p) — YW — Z]

Luego, lo podemos escribir de la siguiente manera

) 2 (4pg(p) — 1) — 2ha(Z, W)(29(p) + )] + pn(dpg(p) — 1).

(m £ in)[(r £is) — (¢ £ it)] + p +io,

donde
2p(1 + 2pm2;) .
m =+ in,
nl2pn(4pg(p) — YW — Z]
2rn(4dpg(p) — 1) = r+is,
2ho(Z, W) (29(p) +12;) = q=it,
pn(4pg(p) —1) = p=xio.
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Se tiene que la parte real del coeficiente Dy(Z, W) es
m(r—q)—n(s—t)+p.

Ahora, encontramos los valores m,n,r,s,q,t y p. Recordando que la funcién g(p) esta
dado por g(p) = 2p(1 — p?) £i(2p* — 1)/1 — p?, entonces tenemos que 4pg(p) — 1 esta dado

or
' dpg(p) =1 =[8p°(1 = p*) = 1] £ idp(2p® = 1)\/1 = p* =a£ib.

Asi,

2p(1 + 2p12))

n2en(4pg(p) — W — 2]
2p(1 — 2p%) +i4p* /1 — p?

n2pn(a £ i)W - 2] 7

c+id n2pnaW — Z| F i2pn*0W
n2enaW — Z| £+ i2pn*bW (77[2/)77@W —Z]F i2p772bW) ’
(nc[2pnaW — Z| + 2pn*bdW] + i[nd[2pnaW — Z] — 2pn*bcW ]
n?[2pnaW — Z2 + 4p*n*0?>W?2

m+in =

De aqui tenemos que

[nel2onaW — Z] + 2pn*bdW ]
n2[2pmaW — Z|2 + 4p°n*b2W2’
[nd[2pnaW — Z] — 2pn*bcW]
n?2pmaW — Z|? + 4p?n* b2 W2~

Ahora, encontremos el valor de r y s.

r+is = 2rm(4pg(p) — 1)

= 2rn(a £ 1b)

= 2rna £12rnb.
obtenemos que

r = 2rna,

s = 2rnb.

Por 1ltimo, encontremos q y t.

gEit = 2ha(Z,W)(29(p) +n2) i
n(K + ) [2pn(4pg(p) — W — Z]
= 2(29(p) +n2) <K9 - 201+ 202 )

B , k[2pnaW — Z| +i2pnkbW (¢ Fid
= (e®if) [KG ctid cTid
kc[2pnaW — Z| + 2pnkbdW 2pnkbcW — kd[2pnaW — Z]
= e| KO- —f
2+ d? 2+ d?
kc[2pnaW — Z] + 2pnkbdW 2pnkbcW — kd[2pnaW — Z]
te :
2+ d? 2+ d?

i1 (Ko~
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Luego, tenemos que

N ke2pnaW — Z] + 2pnkbdW'\ s 2omkbcW — kd[2pnaW — Z]
= 2+ d? 2+ d? ’
2 —Z|+2 2 — kd[2 -7
i = (Ko kc[2pnaW — Z| + 2pnkbdW e pnkbeW — kd[2pnaW — Z| .
2+ d? 2+ d?
Finalmente, se tiene que
p=pna.
Ahora, analizamos el coeficiente Ey(Z, W) el cual esta dado por
1 2(1+2pnz)) ) }
Es(Z, W) = = 2r + 2z;ho(Z, W) —15.
AW =3 {(n[2pn(4pg(p) - HW - 7] | a2 W)

De manera andloga, a como se obtuvo la parte real de coeficiente de Dy(Z, W), observemos

que
Ey(Z,W) = % (my + in))[2r + (qn £ it1)] = 1),

donde la parte real de esta complejo esta dada por
1
Re(EQ(Z, W)) = 5 [(m1(27‘ -+ ql) — nltl) — 1] .

Ademas, mq, n1, ¢1 y t1 estan dados por
[nc[2pmaW — Z] + 2pn*bdW ]

pn?[2pmaW — Z]2 + 4p*n*b? W2’
[nd[2pnaW — Z] — 2pn*bcW]

pP2pnaW — ZJ2 + 4p*n* > W2’

my =

ny

2p kc[2pmaW — Z| + 2pnkbdW 2/ 1= p% [ 2pmkbcW — kd[2pnaWV — Z|
o = (Ko- .
n 2+ d? n 2+ d?

tp, =

2¢/1— p? kc[2pnaW — Z| + 2pnkbdW 2p (2pmkbeW — kd[2pnaWV — Z|
— | K6 — 5 + —
n 2+ d? n 2+ d?
Luego, la parte real de la ecuacién esta dada por
1
4p(1 — pYWWoyw + [m(r — q) —n(s —t) +p| Vy + 3 [(m1(2r +q1) —nity) — 1] Vi =0.
Obtengamos la ecuacion para los siguientes valores de los parametros p = 0.1, K = 1,
n=02r=03y6=0.01.
= 8p*(1 —p®) —1=-0.9208,
4p(2p* —1)\/1 — p? = —0.392/.99
= 2p(1 - p*) = .198,

4p*\/1 = p? = 0.04v/.99 ,
= 592,

= 1.92/.99,

on(K + ) =0.02.

E e S T = T oI T
|

)
).
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Luego, se tiene que

—0.007914W — 0.198Z

T T 0:2(—0.036832W — Z)2 — 0.000048W2 ’
:99(—0.004579W — 0.042)
" T 0.2(—0.036832W — Z)2 — 0.000048W2 ’
s = —0.04704/.99,
r o= —0.110496,
2 — 000592+ 0.0002675/2 ; ;)é003865Z |

0.000356W + 0.008077Z
t = .09 (0.0192+ - )

0.04078
p = —0.018416,
B —0.007914W — 0.198%
T 0.02(—0.036832W — Z)2 — 0.0000041W2
B 99(—0.004579W — 0.042)
"7 0.02(—0.036832IW — Z)% — 0.000004WW2
0.000121W + .0.001584Z
@ = 001+ 0.00815 ’
VT {0. o 0.0001607'?(/);;50.004042] |

Finalmente, la ecuacién (7.8) queda dada como

0.396Vzw +
{ —0.007914W — 0.198~Z

0.2(—0.036832W — Z)?
(.99)(—0.004579W — 0.042)
0.2(—0.036832W — Z)?

{ —0.007914W — 0.1982 0.001584Z} - 1}
0.02(—0.036832W — Z)? 0.00815

(.99)(—0.004579W — 0.042) { 001 . 0004047
0.02(—0.036832W — 2)2 | 0.00815

0.0038652

0.04078

0.008077Z
0.04078 ) g

{—0.116416 — } — 0.018416} Vz

(—0.06624 —

[0.59 +

v =0.

Eliminando términos de cuarto orden, obtenemos que la ecuacién anterior se reduce a la
siguiente ecuacion
0.128372

0306V + ——~Vz =0, (7.9)

cuya solucién esta dada por

V(Z,W) = /exp {—%} By(Z)dZ + U\ (V). (7.10)
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De las ecuaciones (6.20) tenemos que

0.128372Y
U(X,Y):/exp{— . }CDQ(X,Y)CZX—HIIQ(Y).
(0.001552 £ i0.0077621/99) X + 0.0396Y
(7.11)
Considerando el cambio de variable (6.17)
0.256744Inx 4 (0.04186 + i0.128372+/.99)y
u(z,y) = [ exp{ — ; : D3(7,y)dx
(0.041152 +i0.0077621/99)Inz — (0.057816 =+ 70.233454+/.99)y
_|_\113 (.CE, y) .
Regresando a las variables originales, obtenemos la siguiente solucion
0.2567441nS; + (0.04186 + i0.128372+/.99)V;
u(Sy, V) = [ exp{ — . .
(0.041152 £ i0.007762+/99)In.S; — (0.057816 + i0.233454+/.99)v,

Dy (Se, Vi)dSy + Wy (S, Vi)

Finalmente de la solucién propuesta (4.5), tenemos que la solucién a la ecuacién de
Heston para este caso particular esta dado por

_041111575 + Vi
asInSy — BV,
+exp(—r(T — 1))V (S, Vi), (7.12)

c(Sy, Vi, t) = exp(—r(T — t)) /eXp { } O(S,, V;)dS,

con

ap = 0.256744,

B, = 0.04186 % i0.128372v/.99
ay = 0.041152 £ i0.007762v/99 ,
By = 0.057816 % i0.233454v/.99

donde las funciones ®(S;, Vi) y ¥(S;, Vi) pueden ser determinadas con las condiciones de
frontera e iniciales.
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Conclusiones

En este trabajo de tesis presentamos de manera detallada el método de Harper, el cual fue
desarrollado para resolver la EDP de segundo orden de Black-Scholes. Ademaés, este método
fue generalizado (modificado) para resolver EDP de segundo orden de tipo parabdlico lineal.
Esto nos permitié desarrollar una nueva herramienta matematica para encontrar soluciones
de EDP’s de tipo parabdlico en términos de soluciones de EDP mas sencillas.

Posteriormente en este trabajo de tesis realizamos una generalizacién del método de Har-
per para resolver EDP de segundo orden en forma general para los casos parabdlico y eliptico;
Ya que este tipo de ecuaciones son muy comunes en los problemas de contorno e iniciales
que aparecen en matematicas financieras, al mismo tiempo esta generalizaciéon también nos
permitié proporcionar una nueva herramienta para resolver dichas EDP’s.

Finalmente aplicamos la generalizacién del método de Harper a la ecuacion de Heston,
esto nos premitié resolver los siguiente problemas:

a) Logramos transformar la EDP de Heston de siete términos y tres variables a una EDP
de tres términos y dos variables.

b) En algunos casos particulares en este trabajo de tesis se logré trasformar la EDP del
modelo de Heston a una ecuacién de Calor. Esta transformacién sera reportada en un
articulo de investigacion, ya que hasta el momento no existe evidencia de que la EDP
de Heston se puede reducir a una ecuacién calor

¢) También logramos transformar la EDP del modelo de Heston a una ecuacién del tipo
eliptico con coeficientes complejos. Para unos valores particulares de los parametros
del modelo de Heston esta EDP eliptica se logro transformar a la conocida EDP de
Darboux [17].

Sin embargo, en este trabajo de tesis no reportamos las soluciones de la ecuacion de
Darboux, ya que la solucién de esta ecuacion utiliza el método de separacién de variables
y el método de Riemman [17]. Ademds, debemos hacer notar que dicha solucién no es tan
sencilla de expresarse analiticamente debido a la complejidad de los coeficientes de la EDP
del modelo de Heston; pero podemos obtener soluciones analiticas para algunos casos par-
ticulares de los paramétros del modelo de Heston (Véase la ecuacion 7.7 y 7.9 de la seccion 7).




120 Soluciones especificas para el modelo de Heston

Como trabajo futuro, se pueden emplear las condiciones iniciales y de contorno para
encontrar soluciones especificas del modelo de Heston. Ademas, podemos aplicar el método
generalizado de Harper a otros modelos de volatilidad estocastica como los modelos de Hull-
White y Stein-Stein.




Apéndice A
Ecuacion de Calor

El problema de contorno y de valores iniciales para la ecuacion de calor se expresa de la
siguiente manera

2
% = %, —co<zr<oo, T>0, (A1)

u(z,0) = wup(z).

Para resolver este problema de contorno, consideremos la siguiente ecuacion diferencial
estocastica
dY; = V2dW,

lo cual conduce a
YT:)/t‘i‘\/i(WT_VVt) =Y, +V2Wr_,.

La funcién de densidad condicional de Y7 dado el valor de Y; esta dado por

1 1 ,
fyrvi(s|St) = me){p {—m(s -Y) } .

Si se definen las variables hacia atras x =Y, y 7 =T — t, se tiene la siguiente funcion,

Pz, 75s) = %exp {_%(S _ I)2} .

Luego, se sigue que

o 1 1 5 (s — x)? 1 )
or 47\/ﬁeXp{ 47(8 7) }+ 872\/ﬁeXp 47(8 7)

De la misma manera,
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&p 1 op 1
s
02 27

Considérese ahora la funcion

o 1 & _(s—m)?
U(IL’,T) :/_OOUO(S)])(.T,T; s)ds: 2\/F _OOUQ(S)G i ds.

En particular, si 7 = 0, se cumple que
p(:E, Oa S) - 5(8 - .Z') )

donde 0(s — ) es una funcién de Dirac y es tal que su valor es cero para s # z e infinito

para s = x, con
/ d(s—x)ds=1.
—00

u(z,0) = /OO uo(s)d(s — x)ds = up(s) .

—0o0

En este caso se cumple que

Por lo tanto, la soluciéon a la ecuacion de calor con una condicién inicial resulta ser la
siguiente




Apéndice B
Funcion de Heaviside

Definicién B.1. La funcién de Heaviside H(z) es una funcion discontinua cuyo valor
es 1 si el argumento es positivo y 0 para el resto

0 st x<0,
H(x)_{ 1 siz>0.

Teorema B.1. Sea H(x) una funcion de Heaviside. Entonces, se tiene que la funcion H(x)
cumple con las siguientes propiedades

a) El cambio de signo del argumento
H(—z)=1—H(z).

b) La derivada en el sentido de las distribuciones delta de Dirac

H'(x—a)=06(x—a).

¢) La transformada de Laplace

—as

(&

L{H(x—a)}(s) =

S

d) Es la integral de la funcion delta de Dirac
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Apéndice C
Método de las caracteristicas

El método de las caracteristicas se utiliza para encontrar las soluciones de las ecuaciones
casi-lineales, las cuales se expresan de la forma

Az, y)uz + B(x,y)u, = R(z,y), (C.1)
donde la solucion esta dada por

flo,¢) =0,

con f una funcién arbitraria y ¢(x,y), ¥(x,y) son funciones constantes que son soluciones
del sistema de ecuaciones caracteristicas asociadas:
de dy du
A(r,y)  Bla,y)  R(z,y)’
Ademas, las soluciones de las ecuaciones caracteristicas
¢ = a, (C.2)
Vo= cg=c(c1). (C.3)

son llamadas curvas caracteristicas asociadas a la ecuacién (C.1)[13].

Para aplicar el método de las caracteristicas a las ecuaciones lineas de primer orden, las
cuales se expresan de la siguiente forma

Az, y)u, + B(z,y)uy + C(z,y)u = R(x,y), (C4)
primero se realiza un cambio de variable
u(z,y) = v(z,y)e @Y |
donde £(x,y), satisface la ecuacién
A(z,y)& + B(z,y)§y = R(z,y) .
Luego, la ecuacién (C.4) se reduce a una ecuacién de la forma
Az, y)v, + B(z,y)v, = R(z,y) ,

cuya solucién esta dada por

f(¢, ) =0.
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Apéndice D
Método de Charpit

Consideremos la EDP de primer orden no lineal de dos variables independientes = y y

dada por
F(;anauap7q) - 07

donde p = u, y ¢ = u,. Y sea u = u(z, y) la superficie integral de la ecuacién (D.1).

Derivando la igualdad (D.1) con respecto a z y a y, obtenemos

Fl,—l—pFu%—Fp%%—Fq% = 0,
Fy+pFu+Fpg—§+Fqg—Z = 0.
Y como % = g—g, entonces se sigue que
Fx+pFu+Fp%+Fqg—§ = 0,
Fy+pFu+Fp%+Fqg—Z = 0.

Las ecuaciones caracteristicas [13] para el sistema de ecuaciones anterior son

de _dy ___dp dg

—— - — — dt.
F, F, F,+pF, F,+qF,

Por otro lado, como u esté relacionada con p y ¢ mediante la ecuacién
du = pdx + qdy ,

entonces, se sigue que

du dx dy
= 4 g2 = pF F

a P T TPt
o bien,

du

— = dt,
pE, + qfy

(D.1)
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lo cual nos da la posibilidad de aumentar el sistema (D.2) con una ecuacién més.

De esta manera y bajo la hipétesis de que u = u(x,y) es solucién de la ecuacion (D.1),
llegamos al sistema de ecuaciones que junto con la ecuacién (D.3) nos da la posibilidad de
hallar las integrales solucién o ecuaciones caracteristicas de la ecuacién (D.1)

d d d d d
. (D.5)
F, I F, 4+ pF, F,+qF, pF,+qF,

Por otro lado, las ecuaciones paramétricas asociadas al sistema (D.2), estdn dadas por

dx dy dp
dr Prdr T dr ( rk)

dq du
%:_(Fy‘i_un)a E:_(pr‘*‘qu)‘

de aqui, se obtiene las funciones x = z(7), y = y(7) que son la solucién de la ecuacion (D.1).
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