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PREFACIO

Todo camino, por mds largo que sea. Comienza por

Un pequeno paso.

Anénimo

La temética de este trabajo se encuentra dentro de las ramas de la matematica conocidas
como Andlisis y Topologia. La redaccién de este trabajo de Tesis tiene como propdsito presentar
los elementos basicos que permitan comprender el Teorema de Tychonoff y mostrar su utilidad en
espacios LP. Hablar del Teorema de Tychonoff es hablar de uno de los conceptos mas importantes
dentro de la Topologia como lo es la compacidad. La compacidad tuvo sus primeras apariciones
alrededor del anio 1900. Pero, ;que es la compacidad? La compacidad es una propiedad meramente
topoldgica que poseen determinados conjuntos y que los hace “parecerse” a los subconjuntos
finitos. No obstante, la compacidad puede ser estudiada en conjuntos dotados de diversas
estructuras matematicas que dan lugar a los espacios métricos, espacios topoldgicos y espacios
normados, cada uno de estos espacios goza de importantes propiedades y relaciones que motivan
v hacen interesante el estudio de los subconjuntos compactos en dichos espacios. Por esta razén,
durante este trabajo estudiamos la compacidad en cada uno de los espacios anteriormente

mencionados. El trabajo se estructura de la siguiente manera:

En el Capitulo 1, se proporcionan los elementos bésicos de la Teoria de Conjuntos para el
desarrollo de nuestro trabajo como lo son: los conjuntos parcialmente ordenados, el Axioma de

Eleccién, los Principios de Induccién y el producto cartesiano de conjuntos.

El Capitulo 2, esta dedicado al estudio de los subconjuntos compactos en un espacio métrico.
Presentamos una introduccién a los espacios métricos, suficiente para nuestros fines. Se destacan
los elementos mas notables entre los que figuran: los subconjuntos abiertos, la bola cerrada,
el n-cubo y el w-cubo. También, algunos de los resultados mas importantes relacionados con
la compacidad de los subconjuntos de un espacio métrico, se presentan diversas formas de
determinar si un subconjunto de un espacio métrico es compacto, véase, por ejemplo el Teorema
2.62. En este capitulo estudiaremos la compacidad de la bola cerrada unitaria en los espacios

métricos Fuclideanos, lo cual resulta ser relativamente sencillo gracias al Teorema de Heine-Borel

XI
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2.68. Al final de este capitulo presentamos una serie de interrogantes, consecuencia de intentar
generalizar la idea de la demostracién del Teorema de Heine-Borel. Podemos adelantar algunas
de éstas: jEs el w-cubo un subconjunto compacto de R“? ;La bola cerrada unitaria es un

subconjunto compacto de R¥?

En el Capitulo 3, se estudia la compacidad del w-cubo y para ello es necesario generalizar
la idea de subconjunto abierto presente de manera muy natural en un espacio métrico lo
que motiva el concepto de espacio topoldgico. Bajo el mismo objetivo, se estudia la topologia
de Tychonoff sobre el producto cartesiano de espacios topoldgicos, pues es con esta topo-
logia que se asegura la compacidad del w-cubo. Algunos autores afirman que el Teorema de
Tychonoff es el resultado més importante de la Topologia General. Cierto o no, lo que no se

discute es el lugar que ocupa dentro del Anélisis y la Topologia, debido a sus diversas aplicaciones.

En el Capitulo 4 se pretende responder la pregunta: ;La bola cerrada unitaria es un
subconjunto compacto de R¥? Para lo cual, es necesario estudiar a los espacios normados. Como
todo espacio normado es también un espacio métrico con la métrica inducida por la norma,
todos los conceptos y resultados obtenidos en el Capitulo 2 para espacios métricos son aplicables
a espacios normados. Otra propiedad realmente interesante que poseen los espacios normados
es que es posible hablar de la dimension de un espacio normado. Veremos entonces, que los
espacios normados de dimension finita son muy parecidos a los espacios métricos euclideanos,
resulta que en un espacio normado de dimension finita el Teorema de Heine-Borel sigue siendo
valido. Sin embargo, en un espacio normado de dimensién infinita las cosas cambian, la bola
cerrada unitaria ya no es un subconjunto compacto. De esta manera, la compacidad, en espacios
normados de dimension infinita, no se puede caracterizar mediante las nociones de subconjunto
cerrado y acotado. Entonces, surge la siguiente pregunta ;Qué condicién o condiciones debemos
de agregar a un subconjunto de un espacio normado de dimensién infinita, para que se tenga la
compacidad? Esta pregunta, motiva nuestro iltimo capitulo y a la vez nos permite cumplir con

el objetivo principal de nuestro trabajo de Tesis.

En el Capitulo 5, se estudia la compacidad en dos espacios de funciones diferentes: El espacio
de las funciones continuas y el espacios de las funciones Lebesgue integrables. Para ambos
espacios se presentan criterios que permiten caracterizar a los subconjuntos compactos. En el
espacio de las funciones continuas este criterio se conoce como el Teorema de Arzeld-Ascoli.
Mientras que en el espacio de las funciones Lebesgue integrables se le conoce como el Teorema de
Frechet-Kolmogorov y en la demostraciéon del mismo se utiliza el Teorema de Tychonoff. En las
areas de andlisis, ecuaciones en derivadas parciales, espacios de funciones entre otros el Teorema

de Frechet-Kolmogorov representa un papel muy importante.

Algunas consideraciones que hay que tomar en cuenta acerca de la estructura de este trabajo
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son las siguientes:
= Al principio de cada capitulo hemos presentado un breve resumen de lo que se abordara.
» Con el simbolo ¥+ denotamos la culminacién de una demostracin.

= Al final del trabajo hemos incluido un Glosario de simbolos que contiene los simbolos mas

relevantes del trabajo y su respectivo significado.

= También, hemos incorporado un indice alfabético y un indice de figuras para facilitar y

agilizar la lectura de los capitulos.

= Hemos incluido un apéndice, con la finalidad de motivar la medida e integral de Lebesgue

en R y que el lector no encuentre problemas con la lectura del Capitulo 5.

Cabe destacar, que la redaccion y estructura de este trabajo se ha llevado acabo pensando
siempre en los alumnos como los préximos lectores, por lo que nos propusimos realizar un trabajo
de Tesis lo més autocontenido posible con la finalidad de que el joven lector tenga que consultar

el menor nimero de material bibliografico posible.

Espero que este trabajo les resulte 1til, cautivador y motivador.

Pablo Jorge Herndandez Herndndez
Huajuapan de Ledn, Oazaca
12 de diciembre de 201/






CapiTULO 1

ELEMENTOS DE LA TEORIA DE
CONJUNTOS

En todo proceso de eleccion para el cual se cumplan
dos hechos: que el numero de elecciones a realizar es
infinito y que no se pueda definir de modo general
como se efectian esa infinidad de elecciones: El

Azioma de FEleccion es necesario.

José Alfredo Amor Montano

Muchos conjuntos presentan un orden natural entre sus elementos, como es el caso de los
numeros naturales y enteros. En este capitulo se generaliza esta nocién de orden a un conjunto
arbitrario. Asi también, se presenta un axioma fundamental en Matematicas; el Azxioma de
Eleccion. Se hace hincapié en su importancia y se presentan algunas de sus equivalencias mas

importantes.

1.1 Conjunto parcialmente ordenado

Un orden para un conjunto es definido como una relacién que permite comparar elementos del

conjunto. A continuacién presentamos un primer “tipo” de orden sobre un conjunto.

Definicién 1.1. Sea X un conjunto. Una relacién binaria < sobre X es un orden parcial para

X, si cumple las siguientes propiedades:
(1) Para todo = € X, se satisface x < =.
(2) Siz <2yyy=x, entonces x =y, para cada z,y € X.

(3) Siz Zyyy=z entonces x < z, para cada x,y, z € X.
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Las propiedades (1), (2) y (3) se conocen como propiedad reflexiva, antisimétrica y transitiva,
respectivamente; al par (X, <) se le llama conjunto parcialmente ordenado y x < y se lee

como: “x precede a y” o “y sigue a x”.

Un conjunto parcialmente ordenado X, seréd indicado por (X, <), siempre que sea necesario
indicar explicitamente el orden parcial. Ademaés, si X es un conjunto parcialmente ordenado y
B C X, la relacién inducida sobre B es un orden parcial para B. Esto es, (B, <) es también un

conjunto parcialmente ordenado.

Notacién 1.2. En un conjunto parcialmente ordenado (X, <), escribiremos x < y si z <Xy y

Enseguida se muestran algunos ejemplos de conjuntos parcialmente ordenados:

Ejemplo 1.3. En P(X), la coleccién de todos los subconjuntos de un conjunto X, la relacién
A = B definida por A < B si y s6lo si A C B, es un orden parcial para P(X) .

Ejemplo 1.4. Dado un conjunto X no vacio. Es posible verificar que la relacién < definida como

x =y siysoélosi z =y, es un orden parcial para X.

Sin embargo, existen conjuntos sobre los cuales podemos definir una relacion que no sea un
orden parcial, esto es, dicha relacién puede no ser: reflexiva, simétrica o transitiva. Como se

muestra en los siguientes casos:

Ejemplo 1.5. En R, la relacién =< definida como = < y si y sélo si x < y, donde < es el orden
“menor estricto” en R, no es un orden parcial. Esta no es reflexiva, pues r £ x para cualquier

x € R. Sin embargo, si cambiamos < por <, la relacién =< es un orden parcial para R.

Ejemplo 1.6. En C, definamos la relacién =< de la siguiente manera, z1 < 29 siy sélo si |z1] < |22].
Dicha relacion en C, no es un orden parcial, ya que ésta no es antisimétrica. En efecto para z; = 1
y zo = —1 se tiene que |z1| < |z2] v |22] < |21| sin embargo z; # z3. Por lo tanto < no es un orden

parcial para C.

Los ejemplos anteriores muestran que una relacién por més natural que parezca, no necesaria-
mente es un orden parcial.
Un concepto que aparece en un conjunto parcialmente ordenado, como en el conjunto de los

numeros reales, con el orden usual <, es el de cota superior e inferior.

Definicién 1.7. Sean (X, <) un conjunto parcialmente ordenado y A, B C X.
(1) Un elemento ag € X se llama cota superior de A, si para todo a € A se cumple, a < ag.
(2) Un elemento by € X es una cota inferior de B, si para cada b € B se satisface, by < b.

A continuacién presentamos un ejemplo de los conceptos anteriores.
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Ejemplo 1.8. Dado el conjunto X = {1,3,5}, consideremos el conjunto parcialmente ordena-
do (P(X),C), como en el Ejemplo 1.3. Sea A = {{1},{1,5}}. Puesto que el conjunto vacio es
subconjunto de cualquier conjunto y ) € P(X), de acuerdo con la parte (2) de la Definicién
1.7, se tiene que () es una cota inferior de A. Sin embargo, el conjunto vacio no es la tni-
ca cota inferior de A. Notemos que el subconjunto {1} también lo es. Por otro lado, como
P(X) = {0,{1},{3},{5},{1,3},{1,5},{3,5},{1,3,5}}, se observa que cualquier elemento de A
es un subconjunto del elemento {1,3,5}. Luego de la parte (1) de la Definicién 1.7, se sigue que
{1,3,5} es una cota superior de A. No obstante, notemos que el subconjunto {1,5} es también

una cota superior de A.

Dado un conjunto parcialmente ordenado (X, <), y considerando a X como subconjunto de si

mismo, la Definiciéon 1.7 motiva los siguientes conceptos.
Definicién 1.9. Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado.
(1) Un elemento M € X se llama mazimal, si para todo x € X, M < x implica M = z.
(2) Un elemento m € X se llama minimal, si para cada x € X, x < m implica m = z.
Ahora, ilustremos los conceptos de elemento maximal y minimal con algunos ejemplos.

Ejemplo 1.10. Sea X = {D, A, O} Consideremos a X con el orden parcial determinado por la
inclusion de conjuntos como en el Ejemplo 1.3. Dado que, cualesquiera dos objetos diferentes no

estan relacionados, todo elemento de X es maximal y minimal a la vez.

Cabe mencionar, no siempre existe un elemento maximal como se observa en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 1.11. Consideremos el conjunto parcialmente ordenado (R, <) definido como en el
Ejemplo 1.5. Aqui, no existe elemento maximal, ya que no existe un nimero real x tal que para

todo y € R se cumpla que: y < x o y no esté relacionado con =x.

Un conjunto parcialmente ordenado en el que cualesquiera dos de sus elementos estan relacio-

nados recibe un nombre especial.

Definicién 1.12. Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado. Decimos que (X, =) es un
conjunto totalmente ordenado si cualesquiera dos de sus elementos son comparables. En otras

palabras: si x,y € X, entonces x <y oy <X .

La certeza de la existencia de un elemento “més pequeno” en cualquier subconjunto no vacio

de un conjunto parcialmente ordenado, da lugar a la siguiente definicién.

Definicién 1.13. Un conjunto parcialmente ordenado (X, <) se llama conjunto bien ordenado,
si todo subconjunto no vacio de X tiene un primer elemento. Es decir, para cada A C X existe
ag € A tal que ag < a, para cada a € A. En éste caso, decimos que = es un buen orden sobre
X.
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Es importante observar que todo conjunto bien ordenado X es también totalmente ordenado,

pues todo subconjunto {a,b} C X tiene un primer elemento, y asi a y b son comparables.

Ejemplo 1.14. El conjunto de los niimeros naturales es un conjunto bien ordenado con la relacion

de orden usual.

Ejemplo 1.15. El orden parcial inducido por la relacién de contenciéon de subconjuntos, no es
un buen orden sobre P(X), si X es un conjunto que tiene més de un elemento. Por ejemplo, si
X = {a, b} entonces P(X) = {0, {a}, {b}, {a,b}} y en la subcoleccién {{a}, {b}} de P(X) ninguno

de ambos conjuntos esta contenido en el otro.

1.2 Axioma de Eleccién

Dada una coleccién infinita de conjuntos no vacios, jes posible definir un conjunto de tal ma-
nera que éste contenga un nico elemento de cada uno de los conjuntos? A manera de comprender

mejor la situacién veamos dos ejemplos:

(1) Dada una coleccién infinita de conjuntos no vacios donde cada conjunto no vacio consta de
un par de zapatos, el izquierdo y el derecho. ;Se puede elegir un elemento de cada uno de
los conjuntos? La respuesta es clara, si se puede; incluso se puede dar una regla: de cada

conjunto (que es, un par de zapatos), elijase digamos, el zapato derecho.

(2) Dado ahora una coleccién infinita de conjuntos no vacios donde cada conjunto consta de
un par de calcetines. ;Se puede elegir un elemento de cada uno de los conjuntos? Es claro,
que si es posible realizar dicha eleccién. Sin embargo, lo haremos sin dar explicitamente una
regla de cémo realizarla, ya que dado un par de calcetines dificilmente se logra diferenciar
el calcetin derecho del calcetin izquierdo. Estaremos respondiendo simplemente que existe

una eleccién, sin definirla.

Axioma de Eleccién 1.16. Si I es un conjunto no vacio de indices y {X,: a € I'} una familia
de conjuntos no vacios, entonces existe un conjunto S consistente de exactamente un elemento de
cada X,.

Observacion 1.17. El Axioma de Eleccién también se puede expresar como sigue:
Si {Xo: a € I} es una familia no vacfa de conjuntos no vacios, entonces existe una funcién
f:I— U X, tal que f(a) € X4, para cada o € I. A la funcién f con las propiedades descritas
acl
anteriormente se le llama funcion de eleccion para U Xa.
ael

De este modo el Axioma de Eleccién dice que toda coleccién no vacia de conjuntos no vacios

tiene una funcién de eleccién. Notemos que el Axioma de Elecciéon garantiza la existencia de

dicha funcién, pero no la exhibe, es decir, no muestra explicitamente la regla de correspondencia
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para esta funcién.

Resulta sorprendente que el Axioma de Eleccién, con su enunciado tan sencillo, sea equivalente
a proposiciones que aparentemente nada tienen que ver con él. Por ejemplo, las proposiciones que

enunciaremos enseguida.

Lema de Zorn 1.18. Todo conjunto parcialmente ordenado no vacio, en el que todo subconjunto

totalmente ordenado tiene una cota superior, contiene al menos un elemento maximal.

Principio del buen orden 1.19. Todo conjunto puede ser bien ordenado, es decir: si X es
cualquier conjunto, entonces existe un orden parcial < de tal forma que (X, <) es un conjunto

bien ordenado.

De esta manera, dada la importancia del Axioma de Eleccién, resulta sustancial tener en
cuenta el siguiente resultado, donde se presentan algunas de sus equivalencias mas importantes

para nuestro trabajo.
Teorema 1.20. Son equivalentes:
(1) Axioma de Eleccién.
(2) Lema de Zorn.
(3) Principio del Buen Orden.
La demostracién escapa a nuestros propositos. Sin embargo, puede consultar el libro Topology de

Dugundji [9, pag. 31].

Es importante hacer hincapié sobre la existencia de muchas otras equivalencias del Axioma
de Eleccién, algunas de las cuales pueden ser consultadas en el libro Teoria de conjuntos para

estudiantes de ciencias de José A. Amor [1, pag. 95].

1.3 Principios de Induccion

El Principio de Induccion Matemdtica es, sin lugar a dudas, una de las herramientas mas

poderosas de las que dispone un matemaéatico para demostrar resultados.

Principio de Induccién Matematica 1.21. Dada una proposicién matemética P(n) formulada

para todo n € N, que satisface:
(1) P(1) es cierto,

(2) Sila validez de P(k) para todo k < n implica la validez de P(n), entonces P(n) es cierta
para todo n € N.



6  Capitulo 1. Elementos de la teoria de conjuntos

No es dificil comprender cémo trabaja este principio. Pensemos las proposiciones P(n) como
fichas de dominé: la condicién (2) nos dice que si la ficha P(n) cae, entonces tira la siguiente
ficha P(n + 1). Sin embargo, la condicién (1) nos dice que la primera ficha P(1) ha caido. Luego,
el Principio de Induccién Matematica simplemente afirma que todas las fichas acaban cayendo

una tras otra.

Es posible probar que el Principio de Induccién Matematica es equivalente a el principio del buen
orden para los nimeros naturales: Cualquier subconjunto no vacio de niimeros naturales tiene un
elemento minimo. Esta equivalencia nos permite generalizar el Principio de Induccién Matematica

a cualquier conjunto bien ordenado, obteniendo asi, el Principio de Induccion Transfinita.

Principio de Induccién Transfinita 1.22. Consideremos (/, <) un conjunto bien ordenado y

sea P(a) una proposicién matemética formulada para cada o € I. Supongamos que se cumplen:
(1) Si Bo es el primer elemento de I, entonces P(f3p) es verdadera,

(2) La validez de P(3) para cada 8 < « implica la validez de P(«), entonces P(«) es verdadera

para cada « € I.

Demostracion. Supongamos que P(a) no es verdadera para todo o € I. Entonces existe o € I
tal que P(ag) no es verdadera. Sea I’ = {a € I: P(a) es falso}. Luego, de la condicién (1) se
sigue que I’ es un subconjunto no vacio de I tal que Sy ¢ I. Como I es un conjunto bien ordenado,
existe ag € I tal que para todo elemento o € T " se tiene que ag = a. Notemos, que todo elemento
B eI con B < o satisface que 8 & I'. De esta manera se tiene que, P(3) es verdadera para
todo B < «p, pero no para «g, lo que contradice la condicién (2). Esta contradiccién demuestra
lo deseado. <>

Posteriormente, en la Seccién 3.4 veremos una importante aplicacion del Principio de Induccion

Transfinita.

1.4 Producto Cartesiano

En esta seccion se define el producto cartesiano de conjuntos, partimos definiendo este con-
cepto para una coleccion finita de conjuntos, seguidamente lo hacemos para una coleccién infinita
numerable y culminamos la seccién definiendo el producto cartesiano de una coleccion arbitraria

de conjuntos.

Producto cartesiano de una coleccién finita de conjuntos

Se define y denota el producto cartesiano de una colecciéon finita de conjuntos

X1,..., X} como:
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k
HX” = {(ml,...,azk): x; € X;, para cada i € {1,...,k}}.
n=1

Usualmente, el producto cartesiano de los conjuntos Xji,..., X también se denota por
X1 X --+ x Xg. El producto cartesiano de una coleccién finita de conjuntos no vacios es un

conjunto no vacio. En efecto, puesto que para cada n € {1,...,k}, existe z, € X,, basta
k

considerar el elemento (z1 ..., zy). Por otro lado, notemos que los elementos del conjunto H Xn

n=1
k
pueden ser considerados como funciones f: {1, el k} — U X, tales que, f(n) € X,, para cada

n=1

ne{l,... k}

Generalizando la nocion del producto cartesiano de una coleccion finita de conjuntos, se define

enseguida el producto cartesiano de una coleccion infinita numerable de conjuntos.

Producto cartesiano de una coleccién infinita numerable de conjuntos

Consideremos la coleccién de conjuntos no vacios {Xn: neN }, el producto cartesiano de

la familia infinita numerable de conjuntos {Xn: n e N} se denota y define como:

HX = {(:cl,...,xn,...): T, € Xp, para cadaneN}.
n=1

o0
Para facilitar la referencia de los elementos del conjunto HX”’ denotamos un elemento

n=1
o
(X1, s Tpy...) € H X, mediante, (z,)pen. También, aludimos al producto cartesiano de la
n=1
familia de conjuntos {X,,: n € N}, mediante la notacién H X,. Observemos que el producto
neN

[o¢]
cartesiano H X, puede ser considerado como la familia de todas la funciones f: N — U X,

neN n=1
tales que, a cada nimero k € N asocian un elemento f(k) en Xj. En este caso, convencerse que el

oo
conjunto H X, no es vacio ya no resulta tan simple y se requiere del Axioma de Eleccion 1.16.

n=1
Posterguemos la justificacién para unos parrafos posteriores.

Manteniendo una idea similar a los casos anteriores, enseguida, definimos el producto cartesiano
de una familia arbitraria de conjuntos.
Producto cartesiano de una coleccién arbitraria de conjuntos

Definicién 1.23. Sean [ un conjunto no vacio y {X,: a € I'} una familia de conjuntos no vacios.

El producto cartesiano de la familia arbitraria de conjuntos {X,: o € I}, es el conjunto



8 Capitulo 1. Elementos de la teoria de conjuntos

que se denota y define como:

HX :{aj:l—> UXQ, |:U(oz)6Xaparacadaa€I}.

ael ael

Para 3 € I, el conjunto Xz se llama [3-ésimo factor del producto cartesiano H X,
acl
Para la coleccién de conjuntos {Xa: ael } como en la Definicién 1.23, el Axioma de Eleccion

1.16, garantiza la existencia de una funcién, f: I — U X, tal que f(a) € X, para cada « € I.
acl
De esta manera, el Axioma de Eleccién 1.16 asegura que el producto cartesiano H X4, no es

acel
vacio.

Notacion 1.24. De la Observacién 1.17, para x € H Xay a € 1, se tiene que z(a) € X, . Luego,
acl
el elemento z(«) € X, se denotard por z,. De esta manera, para aludir a un elemento de H X

ael
usamos la notacion (zq)aer-

Observemos que no hay nada en las definiciones del producto cartesiano de conjuntos pre-
sentadas anteriormente que requiera que los conjuntos sean distintos entre si. De hecho, podrian
ser todos iguales a un conjunto no vacio X. En ese caso, el producto cartesiano X; X -+ x Xj
lo denotaremos por X* y es simplemente el conjunto de todas los elementos de la forma

o0
(z1,...,2) con x, € X, para cada n € {1,...,k}. Andlogamente, el producto H X, se denota

n=1
por X“ y es el conjunto de todos los elementos (z1, ..., Z,,...) tales que, z, € X, para todon € N.

El siguiente ejemplo se sigue como consecuencia de las observaciones anteriores.

Ejemplo 1.25. Si R es el conjunto de niimeros reales y k£ un niimero entero positivo fijo, entonces
R* representa el conjunto de todos los elementos (z1,...,x;) donde z, € R para cada n €
{1,...,k}. De manera similar, se tiene que R“ es el conjunto de todos los elementos (z1, ..., zk, .. .)

tales que x, € R para todo n € N.

Los subconjuntos de un producto cartesiano de conjuntos reciben un nombre especial, como

se muestra en la proxima definicion.

Definiciéon 1.26. Sean I un conjunto no vacio y {Xa o€ I} una familia de conjuntos no vacios.
Si A, C X, para cada « € I, el subconjunto H A, de H X, se llama subproducto.
acl acl
Enseguida, presentamos una funcion que establece una estrecha relacién entre el producto

cartesiano de una familia de conjuntos y un conjunto en particular en la coleccién.
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Definicién 1.27. Sean I un conjunto no vacio, {Xa: ael } una familia de conjuntos no vacios

y B € I. La funcién mg: HXO‘ — X3 definida por la regla, Wﬁ((l‘a)ael) = x3, para cada
ael
(Ta)aerl € H Xq, se le llama proyeccion sobre la $-ésima coordenada.

acl
Observaciéon 1.28. Como consecuencia de la Definiciéon 1.27, para a € [ fijoy Ay, C X,, se

tiene que 7, '(A,) es un subconjunto del producto cartesiano H X
acl

Enseguida se presenta una lista de afirmaciones acerca de la relacién entre subproductos e

imégenes inversas de conjuntos bajo la funcién proyeccion presentada en la Definicién 1.27.

Proposicion 1.29. Sean I un conjunto no vacio y {Xa: a el } una familia de conjuntos no

vacios. Se cumplen las siguientes condiciones:

a) Para cada a € I,sea Ay, C X,. Si F = {a el: A, # Xa}, entonces H A, = ﬂ ﬂ;l(Aa).

acl acF
Ademads, para cada J C I tal que F C J, se tiene que ﬂ 1 (Ay) = ﬂ 7 (Ag).
acJ acF

b) Un subconjunto A de H X4 es un subproducto de H Xq siysélosi A= H ma(A).
ael acl ael

¢) Sean A un subproducto de H Xo ¥V {xatacr € H Xqo. Entonces {xq}acr € A siy sélo si

acl acl
existen {zq}acr € Ay J C I tales que x, = z,, paracada a € J, y 24 € mo(A) sia € T\ J.

Demostracion. Probemos a). Para ello verifiquemos que H Ay C ﬂ 7 (Ay) y viceversa. Sea

acl acF
T € H Aq. Luego, © = (x4)aer con x4 € A,, para cada a € I. Esto es, para todo « € I, se tiene
acl
que, z € 7,1 (Ay) v asi, x € ﬂ 721 (Ay). Sin embargo, observemos que:
acl
ﬂ 71'ojl(Aa) = (ﬂ 7Ta1<Aa)> N ﬂ ng(Aa) . (1.1)
acl a€F agF

Dado que F = {a el: A, # Xa}, para todo o € F', se tiene que A, = X,. Lo que implica que,

HAL) = H Xa, si a no es un elemento de F'. Asi,

ﬂ-CM
ael

() 7o' (4a) = [ Xo (1.2)

agF acl

Luego, de la igualdad (1.2) y la Observacién 1.28 se tiene que,

it = () 't ) T = () ' 13

acl acF a€cl aEF
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Por lo tanto, x € ﬂ 7 (A).
acF
Ahora veamos que ﬂ 1o (Ay) C H Ay. Sea = (Ta)acr € ﬂ 7, (Ay), entonces para cada

acF acl acF
a € F ocurre que x, € A,. Puesto que, para todo a € F' se satisface que A, = X4, es claro que,

To € A, para todo a € F. Por lo tanto, z € H A

ael
Bajo, las mismas condiciones de la parte a) del Teorema 1.29. Consideremos un subconjunto de

indices J C I tal que F' C J. De la ecuacién (1.3), haciendo I = J no es dificil ver que se cumple,
[ 72t (4a) = () 72! (4a),
acJ a€EF

lo que completa la prueba de a).

Verifiquemos que b) se cumple. Probemos primero que la condicién es suficiente. Sea A un sub-

producto de H X,. Entonces, existen A, C X, tales que A = H A,. Como, Ay, = T, (H Aa>

ael ael ael
para cada o € I, se tiene que, A = H mo(A). Verifiquemos enseguida que la condicién es ne-
acl
cesaria. Supongamos que A = H To(A). Para cada a € I, de la Definicién 1.27 se sigue que,
acl

Ta(A) C X, . Luego, de acuerdo con la Definicién 1.26, el subconjunto A es un subproducto de
H Xo. Asi, se prueba b).

a€el

Resta probar c¢). Sean A un subproducto de H Xoyzxe H X4. Probemos que la condicién es

a€el acl
necesaria. Supongamos que r € A. Veamos que existen z € Ay J C [ tales que, x, = z, para

cadaa € Jy xq € mo(A) si a g J. Como x € A, basta tomar z = x y J = I. Justifiquemos ahora
que la condicion es suficiente. Supongamos que existen z € Ay J C [ tales que, x, = 2z, para
cada o € J y x4 € mo(A) si a € J. Comprobemos que x € A. Dado que A es un subproducto

de H Xa, por la parte b) del Teorema 1.29 sabemos que A = H To(A). De esta manera, es

aecl acl
suficiente probar que para cada « € I se satisface que, x, € mo(A). Pero, esto es cierto, pues por

hipétesis sabemos que si a € J, x, = z, lo que implica que, x, € T4(A) y para cada o & J se
tiene que, x, € m4(A). Por lo tanto, z € A. <+



CAPITULO 2

COMPACIDAD EN ESPACIOS METRICOS

Encontrar lo sencillo dentro de lo complejo, lo finito
dentro de lo infinito no es una mala descripcion del

objetivo y la esencia de las matemdticas.

Jacob Schwartz

Algunos de los objetivos de este capitulo son: presentar el concepto de subconjunto com-
pacto en un espacio métrico y mostrar algunas maneras para caracterizar dichos subconjuntos.
Particularmente, estamos interesados en los subconjuntos compactos de un espacio métrico
euclideano, ya que nuestro objetivo principal en este capitulo es estudiar la compacidad de la
bola cerrada en un espacio métrico euclideano. Con la finalidad de cumplir nuestros objeti-
vos, presentamos en primer lugar algunos conceptos y resultados fundamentales en espacios

métricos en general.

2.1 Espacios métricos

La nocién de qué tan “cerca” o “lejos” estamos de un determinado objeto estd intimamente
ligado al concepto de distancia. Para formalizar el concepto de distancia entre dos entidades,
convenimos inicialmente que la distancia es una funcién la cual, a cada par de objetos en un
conjunto determinado le asigna un ndmero real positivo (su “separacién”). Sin embargo, esta

funcién no puede ser arbitraria como se ve en la siguiente definicién.

Definicién 2.1. Sea X un conjunto no vacio. Una funcién d: X x X — R es una métrica o

distancia en X si cumple:
(1) Para cualesquiera =,y € X, se tiene que d(z,y) > 0y d(z,y) =0siy sélosi z =y.
(2) Para todo z,y € X, se cumple que d(z,y) = d(y, ).
(3) Para cualesquiera z,y, z € X, se satisface d(z,y) < d(z, z) + d(z,y).

11
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A la propiedad (3) se le conoce como desigualdad del triangulo. Mientras que al par (X, d) se

le llama espacio métrico.

Dado un espacio métrico (X, d), si la métrica estd implicita o no hay peligro de confusién nos

referimos a (X, d) simplemente como el espacio métrico X.

Es importante, destacar que en un mismo conjunto, es posible definir diferentes métricas, que

dan lugar a diferentes espacios métricos. Més adelante, se presentaran algunos ejemplos.

En un espacio métrico (X,d), dado cualquier subconjunto A de X, de la Definicién 2.1, se
cumple que para cualesquiera dos elementos z,y € A, la distancia d(z,y) entre ellos, estd bien

definida. Esto motiva el siguiente concepto.

Definicién 2.2. Sea (X, d) un espacio métrico. Si A es un subconjunto no vacio de X, entonces
la funcién d4: A x A — R definida por d4(x,y) = d(x,y) (la funcién d restringida al subproducto

A x A) es una métrica en A y al par (A,d4) se le llama subespacio métrico de (X,d).

Notacion 2.3. Para la métrica de un subespacio se mantiene la misma notacién que para la

métrica en el espacio métrico, a menos que sea necesario, se especificara lo contrario.

El siguiente ejemplo muestra una métrica que aunque carece de complejidad, nos indica que

todo conjunto no vacio puede ser dotado de una métrica.

Ejemplo 2.4. Dado cualquier conjunto no vacio X, la funcién d: X x X — R definida como:

= L, si z#vy;
d(m,y):{o si x=uy

es una métrica en X. A esta métrica se le llama métrica discreta en X y se dice que (X, d) es

un espacio métrico discreto. De esta manera, todo conjunto X # () admite una métrica.

Enseguida, definimos en R™ la métrica Fuclideana, que da origen a un espacio métrico bastante

famoso por los cursos de calculo de varias variables, el espacio métrico euclideano.

Ejemplo 2.5. Para algin n € N fijo, sea R" como en el Ejemplo 1.25. Si z = (x1,...,2,) €
y=(y1,-..,yn) son elementos de R™, la funcién dy: R™ x R™ — R definida por la regla,

dg(ZE,y) = \/(1'1 - y1)2 +-o-t (:En - yn)2

es una métrica en R". Esta métrica se llama métrica Euclideana y a (R", dy) se le llama espacio
métrico euclideano. Es comun referirse a la métrica Euclideana en R", como la métrica usual
en R™.

Cuando n = 1, se tiene el conjunto de nimeros reales R, donde la métrica usual se define y
denota de la siguiente manera, di(z,y) = |xr — y|, para cualesquiera x,y en R y | - | denota la

funcién valor absoluto.
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Notacién 2.6. De ahora en adelante, nos referimos al elemento (0, ...,0) € R"™ como el origen
——

n-veces
en R" v lo denotamos con 0. A excepcion, del caso n = 1, que seguira siendo denotado iinicamente
bl bl

por 0.

De los Ejemplos 2.4 y 2.5 sabemos que en R™ es posible definir la métrica discreta d, que origina
el espacio métrico discreto, y la métrica Euclideana que da lugar al espacio métrico euclideano.
Sin embargo, no son las Unicas métricas que pueden ser definidas en R”. Una tercer métrica en

R"™ se exhibe en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.7. Sean z = (z1,...,2,) € y = (y1,...,yn) en R™, para algin n € N fijo. La funcién
di: R" x R® — R, descrita por la regla,

di(w,y) = |v1 —y1| + - + |20 — Ynl
es una métrica en R™, a la que nos referiremos como la métrica del taxista.

En el Ejemplo 2.7 se manifiesta una cuestion bastante importante que ya habia sido anticipada
en el parrafo que le sucede a la Definicién 2.1. En un mismo conjunto se pueden definir distancias
distintas. La elecciéon de una u otra dependerd de nuestros intereses y de su conveniencia para

resolver problemas.

No es dificil interpretar cémo actian las métricas d; v do en R? a la hora de calcular la
distancia entre dos elementos (x1,y1), (r2,y2) en R2. Utilizando la métrica del taxista, hallamos
primero la distancia horizontal entre x1 y 3, luego, le agregamos la distancia vertical entre y;
e yo. Mientras que, con la métrica FEuclideana, lo hacemos aplicando el Teorema de Pitigoras
para hallar la longitud de la hipotenusa del tridngulo definido por los puntos (x1,y1), (z2,y2) ¥

(z2,1). En la Figura 2.1 se ilustra el andlisis anterior para los puntos (1,1) y (3,4) en R

R R
5 F 5 F
4 + 4 +
3 r 3 F
2 F 13 —1] 2 F
1 F 1+
[4 —1]
R R
| | | | | | | | | | | | | |
-2 -1 1 2 3 4 5 -2 -1 1 2 3 4 5
—1 k —1
—2 L —2 L
(a) Métrica dq (b) Métrica dsy

Figura 2.1: Un par de métricas en R?.
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Continuando con la comparacién de las métricas del taxista y Euclideana sobre el conjunto
R2, no es dificil plantear situaciones en las que una métrica sea mas conveniente que la otra.
Imaginemos que nos encontramos en una gran ciudad con todas sus calles dispuestas en sentido
horizontal y vertical y etiquetadas con los ntimeros enteros, asi, es posible trazar sobre la gran
ciudad un gran plano cartesiano imaginario, localizando el centro de la ciudad en punto con
coordenadas (0,0). Un taxista que recoge un pasaje en la esquina con coordenadas (1,1) con
destino en la esquina con coordenadas (4, 3), ird primero sobre la calle 1-horizontal en direccién
de la calle 3-vertical hasta llegar a la esquina (1,3) y luego girard en direccién de la calle 3-
horizontal hasta llegar a su destino, la esquina (4, 3). Es claro, que si deseamos medir la distancia
que recorrio el taxista, es més natural usar la métrica del taxista que la métrica Euclideana. De

aqui, por que la denominacién métrica del taxista.

2.2 Subconjuntos abiertos

Es momento de exhibir una primera clase de subconjuntos presente en un espacio métrico
en general, los subconjuntos abiertos. No obstante, mostremos primeramente el concepto de bola

abierta, elemento fundamental para definir a los subconjuntos abiertos.

Definicién 2.8. Sea (X,d) un espacio métrico. Si zp es un punto de X y r un numero real
positivo, la bola abierta con centro en xy y radio r, es el subconjunto de X que se denota y
define como:

B(zo,r) = {z € X: d(z,z0) <1}.

Es decir, es el conjunto de puntos en X cuya distancia a x( es estrictamente menor que el nimero

real positivo r.

El ejemplo siguiente ilustra geométricamente las bolas abiertas con la métrica do centradas en
0 y radio 1 en los espacios métricos euclideanos méas esenciales.
Ejemplo 2.9. La Figura 2.2 ilustra en los espacios métricos euclideanos R, R? y R las respectivas
bolas abiertas con centro en el origen y radio 1 bajo la métrica dy. En la figura 2.2-(a), se observa
que en el espacio métrico euclideano (R, |- ), la bola abierta con centro en 0 y radio 1, es el
intervalo abierto (—1,1). De la figura 2.2-(b), se aprecia que la bola abierta con centro en 0y
radio 1 en (RQ, dg) es un disco centrado en el origen y radio 1 sin el borde que le rodea. Finalmente,
en la figura 2.2-(c) se contempla la bola abierta con centro en 0 y radio 1 en (R3, dg) la cual se

visualiza como una esfera sélida centrada en el origen de radio 1 sin el borde que la cubre.
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| B(O’Vl) Ii& | |
-2 —‘l 0 ,1 2 -2 F ‘
(a) Bola abierta en R. (b) Bola abierta R2. (c) Bola abierta en R3.

Figura 2.2: Ilustracién geométrica de bolas abiertas en espacios métricos euclideanos.

Observacién 2.10. En general, en el espacio métrico euclideano (R, | - |), de la Definicién 2.16,
la bola abierta con centro en 0 y radio r > 0, es el subconjunto, B(0,r) = (—r,r). Esto es, B(0,r)

es el intervalo abierto, (—r,7).

En un subconjunto arbitrario no vacio de un espacio métrico, la nocién de bola abierta, nos

lleva al siguiente concepto.

Definicién 2.11. Sean (X,d) un espacio métrico y F C X. Un punto x € E es un punto
interior de E si existe un numero real positivo r, tal que B(z,r) C E. En otras palabras, un
punto interior de E es un punto de F que es el centro de alguna bola abierta contenida en E.
Al conjunto de todos los puntos interiores de un subconjunto E se le llama interior de E y se

denota por int(E).

Es importante observar que el conjunto int (F) puede ser vacio sin que lo sea E. Por ejemplo en
el espacio métrico euclideano R, si consideramos el subconjunto finito £ = {1, 3,5}, es claro que
ninguna bola abierta con centro en algtin punto del conjunto esta contenida en E. Mas atn, dado
un subconjunto E de un espacio métrico, se sigue de la Definicién 2.11 que el conjunto formado
por todos los puntos interiores de E es un subconjunto de E. Es decir, se tiene que int (F) C E.
Asi, un subconjunto F con la propiedad de que cada uno de sus puntos sean puntos interiores

amerita un nombre especial.

Definicién 2.12. Sea (X,d) un espacio métrico. Un subconjunto E de X se dice que es un

subconjunto abierto de X si todos sus puntos son puntos interiores. Esto es, int(F) = E.

Dados un espacio métrico (X, d), un punto g € X y r un nimero real positivo, surgen pregun-
tas muy naturales respecto al conjunto B(zg,r). jPor que se le llama bola abierta?, ;Serd acaso
que tiene alguna relacion con la Definicién 2.127 Las respuestas a estas interrogantes se encuentran

en el siguiente resultado.

Proposicién 2.13. En un espacio métrico (X, d) para cada z € X y r > 0, la bola abierta con

centro en x y radio 7 es un conjunto abierto de X.
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Demostracion. Sea y € B(x,r). Veamos que existe r1 > 0 tal que B(y,r1) C B(x,r). Definamos
r1 =r —d(z,y). Es claro que 71 > 0. Para cada z € B(y,r1), de la desigualdad del tridngulo se
sigue que:

d(z,z) <d(z,y) +d(y,2z) <d(z,y)+ri=r

Asi, z € B(x,r) y por lo tanto B(y,r1) C B(z,r). <

Para finalizar esta seccién, se exhiben enseguida algunas propiedades de los subconjuntos
abiertos de un espacio métrico en general. Estas propiedades, caracterizan a los subconjuntos

abiertos.
Teorema 2.14. Sea (X, d) un espacio métrico. Las propiedades siguientes se cumplen:

a) Los conjuntos X y ) son subconjuntos abiertos de X.

b) Si {E4},c; s una coleccién de subconjuntos abiertos de X, entonces U E, es un subcon-

ael
junto abierto de X.

n
c) Sean Ei, Es, ..., E, subconjuntos abiertos de X, entonces ﬂ FE; es un subconjunto abierto
i=1
de X.
Demostracion. La demostracién de a) no es complicada. El conjunto vacio es abierto por vacuidad,
de la Definicion 2.12 se tiene que int(()) = () pues no existen elementos en el conjunto () que sean
puntos interiores del mismo, asi que () es un subconjunto abierto de X. Sea x¢g € X. Veamos que
existe r > 0 tal que B(zp,r) C X. Basta tomar » = 1 (o cualquier otro nimero real positivo) ya
que de la definicién de B(zg, 1) (todos los puntos de X cuya distancia a zp es menor que 1) se
sigue que B(zp,1) C X, luego X es un subconjunto abierto.

Para demostrar b), sea = € U E,. Entonces x € E,,, para algin a9 € I. Como E,, es un
ael
subconjunto abierto de X, existe r > 0 tal que B(z,r) C E,,, pero E,, C U FE,. Por lo tanto,
acl
U FE,, es un subconjunto abierto de X.
acl

n
Para probar c), sea x € ﬂEz Para cada i € {1,...,n}, existe ; > 0 tal que B(z,r;) C E;.

i=1
Luego, para r = min{ry,...,r,}, se tiene que B(x,r) C B(z,r;) para todo i € {1,...,n}. En
n n
consecuencia B(z,r) C ﬂ F; y, por lo tanto ﬂ FE; es un subconjunto abierto de X. <
i=1 i=1

Observacion 2.15. La interseccién arbitraria de subconjuntos abiertos de un espacio métrico X

no necesariamente es un subconjunto abierto de X. En efecto, consideremos el espacio métrico

euclideano (R,ds). Para cada n € N, definamos E,, = (—%, %) Es claro que cada E,, es un

oo
subconjunto abierto de R, pero ﬂ E, = {0} no lo es.

n=1



Seccion 2.3 Subconjuntos cerrados 17

Enseguida se presenta otra interesante clase de subconjuntos en un espacio métrico que guarda

intima relacién con los subconjuntos abiertos del mismo espacio métrico.

2.3 Subconjuntos cerrados

En esta seccién presentamos otra clase bastante importante de subconjuntos en un espacio
métrico en general, los subconjuntos cerrados. Pero primero, presentemos un elemento més dentro
de los espacios métricos cuya definicion refleja bastante similitud con la Definicién 2.8. Este nuevo

elemento es la bola cerrada.

Definiciéon 2.16. Sea (X,d) un espacio métrico. La bola cerrada con centro en o € X y

radio r > 0, es el subconjunto de X que se denota y define como sigue:
Blz,r]| ={z € X: d(x,z9) <T}.

Es de importancia observar que las Definiciones 2.8 y 2.16 dependen en su totalidad de cémo
esté definida la métrica d. Por esta razon, cabe mencionar que durante este trabajo siempre que
se trate del conjunto R" la métrica en cuestion serd la métrica Euclideana do, a menos que se

indique lo contrario.

Por otro lado, de la Definicién 2.16 se deduce que en R, la bola cerrada con centro en 0 € R
y radio 7 > 0 con la métrica Euclideana es el intervalo cerrado [—r,r| que se denota por I,. Por
esta razoén, denotamos a la bola cerrada con centro en 0 y radio 7 en R con la métrica Euclideana

ya sea por B[0,r]| o mediante I,.

En la Figura 2.3 se ilustran para los espacios métricos euclideanos R, R? y R3 las bolas cerradas
centradas en el origen y radio 1. En relacién con las bolas abiertas ilustradas en la Figura 2.2 se
observa que, en los respectivos espacios métricos euclideanos, las bolas cerradas no son mas que

las bolas abiertas incluyendo el borde que les rodea.

R R
2 |
B[(0,0),1] |
I f (GALcaY | R ‘ B[(O7()7())71]
! ]
-2 =\ /1 2 ( )
B[0,1] R
2 -1 0 1 2 “Ir
(a) Bola cerrada en R. (b) Bola cerrada R2. (c) Bola cerrada en R3.

Figura 2.3: Ilustracién geométrica de bolas cerradas en espacios métricos euclideanos.
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Observacion 2.17. Como consecuencia inmediata de las definiciones de bola abierta y bola
cerrada en un espacio métrico (X, d), para cualquier g € X y r > 0 se cumple que, B(xp,r) C
B [.’L’O, 7“] .

Presentamos ahora el concepto de subconjunto cerrado de un espacio métrico.

Definicién 2.18. Sea (X,d) un espacio métrico. Un subconjunto F' de X es un subconjunto

cerrado de X si su complemento X \ F' es un subconjunto abierto de X.

Ejemplo 2.19. En un espacio métrico discreto (X, d) todo subconjunto F' C X es un subconjunto
cerrado de X.

En efecto, X \ F' es un subconjunto abierto ya que para cada x € X \ F' al tomar r = % se tiene
que B (a:, %) = {z}. Por lo tanto, B (a:, %) C X\ Fyasi F es un subconjunto cerrado de X.

Una pregunta natural que surge respecto a las Definiciones 2.16 y 2.18 es la siguiente: ;Que
relacion tiene la bola cerrada con los subconjuntos cerrados de un espacio métrico? El siguiente

resultado presenta una respuesta a la pregunta anterior.

Proposicién 2.20. En un espacio métrico (X, d), la bola cerrada B[z, 7] es un conjunto cerrado

de X, paracadaz € X yr > 0.

Demostracion. Veamos que X \ B[z,r] es un subconjunto abierto de X. Sea y € X \ Bz, ]
entonces d(z,y) > r, tomando 7’ = d(x,y) —r > 0 se tiene que B(y,r’) C X \ Bz, r], ya que si
z € B(y,r") entonces d(y, z) < r’ y de la desigualdad del tridngulo se tiene que,

d(z,2) > d(z,y) — d(y, z) > d(z,y) —r' =,
de aqui z € X \ Blx,r]. Por lo tanto, B(y,r') C X \ Blx,r], lo que demuestra la proposicién. <

En la Seccién 2.2 dado un espacio métrico (X, d) y un subconjunto A de X. Un punto zy € A
con la propiedad que para todo ntimero positivo r;, la bola abierta con centro en xy y radio
ry, satisface, B(zg,r;) C A, recibié un nombre especial, se le denominé punto interior de A. Sin
embargo, no son los tinicos puntos que ameritan un nombre especial, ya que existen puntos yg € X
con la caracteristica que, para todo nimero r, > 0, la bola abierta con centro en yy y radio ry
contiene puntos de A, estos puntos son llamados puntos de clausura de A. La importancia de los
puntos clausura de un conjunto, radica en la estrecha relacién que mantienen con la Definicién
2.18, y es que, como veremos mas adelante con sélo estudiar el conjunto de puntos clausura de un
subconjunto en un espacio métrico es posible probar que dicho subconjunto es cerrado de X. En

seguida se presenta la definicién formal de un punto clausura.

Definicién 2.21. Sea (X, d) un espacio métrico. Un punto x € X es un punto clausura de
F C X si para cada r > 0, la bola abierta con centro en x y radio r tiene puntos de F', es decir,
FnB(x,r) # (. Al conjunto de todos los puntos clausura de F se le llama cerradura o clausura

de F y se denota por F.
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Ejemplo 2.22. En (R, ds), si I = (a,b) C R, entonces I = [a, b].

Los subconjuntos cerrados de un espacio métrico al igual que los subconjuntos abiertos satis-
facen algunas propiedades que los caracterizan. Estas propiedades son enunciadas en el siguiente

resultado que es consecuencia del Teorema 2.14 y las leyes de De Morgan.
Proposicion 2.23. Sea X un espacio métrico. Las siguientes propiedades se cumplen:
a) Los conjuntos X y ) son subconjuntos cerrados de X.

b) Si{F;}ier es una coleccién de subconjuntos cerrados de X, entonces ﬂ F; es un subconjunto
el
cerrado de X.

n
c) Si F,...,F, son subconjuntos cerrados de X, entonces U F; es un subconjunto cerrado de
i=1

X.

El siguiente ejemplo muestra que la unién arbitraria de conjuntos cerrados no necesariamente

es un conjunto cerrado.

(o)
Ejemplo 2.24. En (R, ds) definamos F,, = [O, 1— %] . No es dificil ver que U F,=1[0,1) y este
n=1
no es un subconjunto cerrado de (R, ds).
En un espacio métrico (X,d), dado F' C X, de la definicién de punto clausura se tiene que,
F C F. Sin embargo, cuando ocurre que F estd contenido en F resulta que F es un subconjunto
cerrado de X como lo muestra el siguiente resultado, el cual es bastante tutil para caracterizar

subconjuntos cerrados de un espacio métrico al examinar iinicamente la cerradura del conjunto F.

Teorema 2.25. Sea (X, d) un espacio métrico y F' C X. Entonces, F' es un subconjunto cerrado
de X siysélosi F=F.

Demostracion. Para la necesidad del teorema, tinicamente resta probar que F C F, pues de la
Definicién 2.21 se tiene que F' C F. De manera equivalente probemos que X \ FF C X \ F. Sea
x € X\ F. Como F es un subconjunto cerrado de X, por Definicién 2.18 se tiene que X \ F
es un subconjunto abierto de X. Por lo tanto, existe r > 0 tal que B(z,r) C X \ F. Es decir,
B(z,r) N F = (). Luego, de la Definicién 2.21 podemos concluir que z € X \ F. Por lo tanto,
X\FCX\F.

Para probar la suficiencia del teorema veamos que X \ F' es un subconjunto abierto de X. Sea
r € X\F,como F = F,x € X\F. Luego por la Definicién 2.21 existe r > 0 tal que B(z,r) C X\F.

Por lo tanto, X es un subconjunto cerrado de X. e

Otro concepto inherente a un subconjunto de un espacio métrico es el de punto de acumulacion.
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Definicién 2.26. Sea (X, d) un espacio métrico. Un punto = € X es un punto de acumulacion
de F' C X si para cada r > 0,

(B(z,r)\{z}) N F #0.

Al conjunto de todos los puntos de acumulacién de un subconjunto F' se le llama conjunto
derivado de F y se denota como F’. Notemos que todo punto de acumulacién de F' es también

un punto cerradura de F.

Observacion 2.27. En la Definicion 2.26 de las propiedades de conjuntos se tiene que la condicién
(B(z,7) \ {z}) N F # 0 es equivalente a B(z,r) N (F\ {z}) # 0.

Veamos enseguida otra manera 1til de caracterizar a los subconjuntos cerrados de un espacio

métrico, estudiando tinicamente los puntos de acumulacién del subconjunto en cuestion.
Teorema 2.28. Sean (X, d) un espacio métrico y F' C X. Se cumplen:

a) F=FUF'

b) F es un subconjunto cerrado de X siy sélo si F' C F.

Demostracién. Probemos a). Sea z € F. Como F C X, si x € F no hay més que hacer. Suponga-
mos que x ¢ F. Veamos que z € F’. Sea r > 0. Por hipétesis, B(z,r) N F # (), no obstante, dado
que z ¢ F, ocurre que F'\ {x} = F y es por esto tltimo que B(z,r)N (F\{a:}) # (). De modo que
F C FUF'. Ahora, tomemos z € F U F' y veamos que z € F. Si € F, no hay que probar. Por
otro lado, si x € F’, entonces para cada r > 0, se tiene que B(z,7) N (F\ {z}) # 0. Sin embargo,
como (F \ {z}) C F se tiene que B(x,r)NF # () y asf € F. Por lo tanto, F U F" C F. Lo que
completa la prueba de a).

Enseguida, justifiquemos b). Supongamos que F' es un subconjunto cerrado de X. Por el Teorema
2.25, se cumple que F' = F, pero, del inciso anterior sabemos que F = F U F’, lo que implica
que F’ C F. Reciprocamente, supongamos que F’ C F. Luego, del inciso a) de este teorema se

concluye que F = F. Y del Teorema 2.25, se sigue que F es un subconjunto cerrado de X. <

Otra importante propiedad que caracteriza a los puntos clausura de un subconjunto en un
espacio métrico es, la de estar muy cerca, digamos “pegados”, al subconjunto en cuestién. Esta

caracterizacién se describe formalmente en la siguiente proposicién.

Proposicién 2.29. Sean (X, d) un espacio métrico, A C X y zp € X. Se satisface lo siguiente:
xo € A siy sélo si inf{d(zg,a): a € A} = 0.

Demostracién. Sea xg € A. Veamos que inf{d(zg,a): a € A} = 0. Es claro que 0 es una cota
inferior del conjunto {d(zp,a): a € A}. Resta probar que 0 es la mayor de las cotas inferiores.
Sea € > 0 una cota inferior del conjunto {d(zg,a): a € A}. Luego, para cada a € A, se tiene que
€ < d(z0,a). Sin embargo, como g € A, existe a € A tal que d(zg,a) < e. Luego, ningiin niimero

mayor que 0 es cota superior de {d(xp,a): a € A}. Por lo tanto, inf{d(xg,a): a € A} = 0.
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Ahora, supongamos que inf{d(xg,a): a € A} = 0. Probemos que, zg € A. Por propiedad de
infimo," para cada e > 0 existe ap € A tal que 0 < d(zp,ap) < €. Es decir, para todo € > 0 se tiene
que, B(x,¢) N A # (). Por lo tanto, 7o € A. <

Las propiedades de los subconjuntos abiertos y cerrados de un espacio métrico (X, d) se resu-

men en la Figura 2.4.
(X, d) espacio métrico.

Subconjuntos abiertos de X. Subconjuntos cerrados de X.

Figura 2.4: Propiedades de los subconjuntos abiertos y cerrados de un espacio métrico.

2.4 Sucesiones

Definicién 2.30. Sea X un conjunto no vacio. Una sucesion en X es una funcién f: N — X.

Se denota a la imagen de n € N bajo f como z,,.

Pudiendo sustituir la & por cualquier otra letra, los elementos x,,, se llaman términos de la
sucesion y suelen escribirse en forma de “lista” ordenada en sentido creciente del subindice como

{z1,...,xp,...} expresién que serd abreviada de aqui en adelante como {x,}.

Definicién 2.31. Sean (X, d) un espacio métrico y {z,} un sucesién en X. Se dice que un elemento
x en X es el limite de la sucesion {x,}, si para cada € > 0, existe N € N tal que d(z,,x) < €
siempre que n > N. Esto dltimo también se expresa diciendo que {z,} converge a x en X y se

denota por x, — x.

"Proposicién: Sean A un subconjunto no vacio de R y z¢p € R tal que o = inf A. Se cumple que: para todo

€ > 0 existe ap € A tal que: o < ag < To + €.
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Observaciéon 2.32. En un espacio métrico, una sucesiéon {x,} converge a x si y sélo si para
cualquier niimero positivo €, la bola abierta con centro en = y radio € contiene a todos los términos
Ty de la sucesién excepto un nimero finito de ellos. Equivalentemente, el conjunto formado por los
elementos de la sucesién que no estan en la bola abierta con centro en z y radio € es un conjunto

finito.
La siguiente proposicién exhibe una consecuencia interesante de la desigualdad del tridangulo
respecto a la convergencia de una sucesion en un espacio métrico.

Proposicion 2.33. El limite de una sucesién convergente en un espacio métrico es tnico.

Demostracion. Sean z,y € X tales que z, - x y =, — y. Luego, para cada ¢ > 0 existen
Nz, Ny € N tales que:
Sin > N,, entonces d(z,,x) <

NN RO OR e

Sin > N, entonces d(zp,y) <

Tomando N = méx{N,, Ny}, si n > N, por la desigualdad del tridngulo, se tiene que:
d(l‘,y) S d(!L‘,.’L‘n) + d(l‘n,y) < % —+ % =g,

luego, la propiedad (1) de la Definicién 2.1 y desigualdades anteriores implican que 0 < d(z,y) < e,
para todo € > 0. Lo que significa que d(x,y) = 0 y por lo tanto z = y. <

Definicién 2.34. Sea (X, d) un espacio métrico y {x, } una sucesién en X. Se dice que la sucesién
{Yn,} es una subsucesion de la sucesion {z,}, si existe una funcién inyectiva y creciente

g: N = N, tal que para todo k en N se cumple que yn, = Tg)-

Teorema 2.35. Si {z,,} es una sucesién convergente en un espacio métrico X, entonces toda

subsucesiéon de ella converge al mismo limite.

Demostracion. Sean {x,} una sucesién en X tal que x, — = y {yn,} una subsucesién de {z,}.
Luego, existe una funcién inyectiva y creciente g: N — N, tal que y,, = zy) para cada k € N.
Usemos la Observacién 2.32 para probar que x,, — z. Sea € > 0, por la Observacién 2.32, el

conjunto: {n € N: z, € B(x, e)} es finito. Por otro lado, notemos que:

g_l({n eN:x, & B(:L’,E)}) ={keN:ayy & B(x,e)} = {ny € N: yp, & B(w,¢)}.

Luego, como ¢ es una funcioén inyectiva la coleccion, {nk € Ny, & B(a:,e)} es finita, ya que
contiene a lo més, igual nimero de elementos que el conjunto {n e N: z, € B(x, e)} Por lo tanto,

de la Observacién 2.32, se sigue que y,, — =. Lo que completa la prueba del teorema. <>

Enseguida exponemos algunos resultados donde se exhiben relaciones que existen entre los

puntos clausura, la cerradura de un subconjunto y las sucesiones en un espacio métrico.
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Lema 2.36. Sean (X, d) un espacio métrico y A C X. Si x € A, entonces existe una sucesién

{z,} en A tal que z,, — x.

Demostracién. Sea v € A'. Para cada n € N existe x,, € (B (x, %) \ {x}) N A, en otras palabras,

existe x,, € A tal que:
1
0 <d(zn,z) < e (2.1)

De esta manera, es posible definir una sucesién {z,,} en A, de modo que todos sus términos sean
distintos. En efecto, si para ni,ns € N con ny < ns los elementos x1,z5 € A que satisfacen la
ecuacién (2.1) son tales que z,, = x,,. Por la propiedad Arquimediana aplicada a %, donde

r = d(zn,, ), existe m € N tal que % < r. De la desigualdad (2.1), se tiene que:

1 1
— < d(zn,, —. 2.2
< () < (2.2

Sin embargo, dado que x es un punto de acumulacién de A, existe z € A tal que d(z,x) < %

Luego, de la desigualdad (2.2), se satisface lo siguiente:

1 1 1
d(z,z) < < d(xp,,z) = d(Tp,,x) < - < -
Asi, z £z y d(z,z) < n% Lo que implica que es factible elegir a o distinto de z1. Por lo tanto,
es posible definir una sucesién {z,} en A con la propiedad de que todos sus elementos z, son
distintos y para cada x,, se cumple que d(zy,z) < %
Para concluir, veamos que x, — . Sea € > 0. Por la Propiedad Arquimediana aplicada a % existe

N € N tal que % < €. Luego, para cada n > N se cumple lo siguiente:

— €.
N

S|

d(xn, ) <

Por lo tanto, x,, — x, lo que termina la demostracion. <

Fl siguiente teorema es una herramienta bastante 1til, ya que proporciona una manera de

caracterizar a los subconjuntos cerrados, en términos de sucesiones.
Teorema 2.37. Sea A un subconjunto no vacio de un espacio métrico (X, d). Se sigue que:
a) x € A siy sblo si existe una sucesién {z,} en A tal que =, — x.

b) A es un subconjunto cerrado de X siy sélo si para toda sucesién {z,} en A tal que z,, — z,

para algin x € X, se cumple que z € A.

Demostracion. Veamos la prueba de a). Para la necesidad, sea z € A. Del Teorema 2.28 sabemos
que A = AU A’. Entonces si x € A, basta tomar la sucesién constante {x,} donde x, = z para

cada n € N. De otra forma, si © € A’, por el Lema 2.36, existe una sucesiéon {z,} en A tal que

"Propiedad Arquimediana: Si z € R, existe N € N tal que x < N.
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xn, — x. Respecto a la suficiencia, sea {x,} una sucesién en A tal que z,, converge a x. Veamos
que x € A. Sea € > 0. Como z,, — z, existe N € N tal que: Si n > N, entonces d(z,,z) < . Esto
es, para cualquier € > 0, existe z,, € A tal que x,, € B(x,¢). Equivalentemente, para cada € > 0
se tiene que B(x,¢) N A # ). Por lo tanto, de la Definicién 2.21 se sigue que x € A.

Probemos que b) es cierto. Sean A un subconjunto cerrado de X y {z,} una sucesién en A tal
que T, — x, para algin x € X. Por Teorema 2.25, se tiene que A = A. Luego, de la parte a) del
Teorema 2.37 se sigue que x € A. Lo que prueba la necesidad de la parte b) del Teorema 2.37.
Ahora, supongamos que para toda sucesién {z,} en A tal que z,, — = se cumple que =z € A.
Probemos que A es un subconjunto cerrado de X. Por la parte b) del Teorema 2.28 basta probar
que A’ C A. Sea x € A, por el Lema 2.36 existe una sucesién {x,} en A tal que x,, — x. Luego,
por hipétesis se tiene que x € A. Lo que implica que A C A. Por lo tanto, A es subconjunto
cerrado de X. Asi, se tiene la prueba de b). <>

Entre todas las sucesiones en un espacio métrico, existen aquellas que poseen la propiedad que
para indices suficientemente grandes los términos se van acercando unos a otros tanto como se

desee.

Definicién 2.38. Sea (X, d) un espacio métrico. Una sucesién {x,,} es una sucesion de Cauchy

si para cada € > 0, existe un N € N, tal que:
d(zp, xm) < €, para todo n,m > N.

El siguiente resultado expone una importante relacién entre las sucesiones convergentes y las

sucesiones de Cauchy.

Teorema 2.39. Si {z,,} es una sucesién convergente en un espacio métrico (X, d), entonces {x, }

es una sucesion de Cauchy.

Demostracion. Sea € > 0. Veamos que existe N € N tal que:
d(xpn, Tm) < €, siempre que n,m > N.

Como {z,} es una sucesién convergente, existe z € X tal que x,, — z. Para 5 existe Np € N tal

que si n > Ny, entonces d(z,,z) < §. Luego, basta tomar N = Ny ya que si n,m > Ny entonces:

A, ) < d(n,2) + d, 7m) < £+ 5 <.

y asi la prueba esta completa. <

El reciproco del Teorema 2.39 no es en general cierto, pues existen sucesiones de Cauchy
en algunos espacios métricos que no son sucesiones convergentes. Para muestra vea el siguiente

ejemplo.
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Ejemplo 2.40. Consideremos el conjunto de los nimeros racionales con la métrica usual y la
sucesion en QQ definida como, {(1 + %)n} En el libro Introduccién al Cdlculo y al andlisis ma-
tematico de Courant y John [8, pag. 102] se presenta una demostracién sobre la convergencia de
esta sucesién en R al nimero de Fuler. Por el Teorema 2.39, la sucesion definida anteriormente es
una sucesién de Cauchy en Q. Sin embargo, su limite no es un nimero racional. Por lo tanto, la

., n 3
sucesion {(1 + %) } no es una sucesion convergente en Q.

El Ejemplo 2.40 motiva la importancia de identificar con un nombre especial a los espacios
métricos en los que cualquier sucesion de Cauchy es convergente. De esta manera, las sucesiones
de Cauchy promueven una clasificacion dentro de los espacios métricos, como lo refleja el siguiente

concepto.

Definicién 2.41. Un espacio métrico X es completo si toda sucesion de Cauchy en X es con-
vergente en X. Se dice que A C X es un subconjunto completo, si como subespacio métrico de
X lo es.

Ejemplo 2.42. El conjunto de los ntimeros reales es un espacio métrico completo con la métrica
Euclideana, para una demostracion vease el libro Topologia de espacios métricos de 1. Irribarren
[13, pag. 119]. De la completez de (R, ds) se sigue que R™ es un conjunto completo visto como
espacio métrico euclideano, una demostracién de esta tltima afirmacién puede ser consultada en

el libro Real analysis de Kolmogorov y Fomin [15, pag. 57].

De los Ejemplos 2.40 y 2.42 se observa que la completez es una propiedad fundamental que

distingue a los ntimeros reales de los nimeros racionales.

Por el Teorema 2.35, sabemos que si una sucesion tiene limite x, entonces cualquier subsucesion
converge al mismo limite. Sin embargo, el reciproco no es en general cierto. La sucesion {(—1)”},
tiene dos subsucesiones constantes y por tanto convergentes, {1} y {— 1} pero la sucesion {( —1)"}
carece de limite. No obstante, al imponer la hipétesis de que la sucesién sea de Cauchy es suficiente
para garantizar su convergencia cuando alguna subsucesion tenga limite. En el siguiente resultado

se muestra que el reciproco del Teorema 2.35 es cierto siempre que la sucesién sea de Cauchy.

Teorema 2.43. Si una sucesién de Cauchy {z,} en un espacio métrico (X, d) admite una subsu-

cesi6n convergente {y,, }, entonces {x,} converge y converge al mismo limite que {y,, }.

Demostracion. Sean {z,} una sucesién de Cauchy en X y {y,, } una subsucesién de {z,}. Luego,
existe una funcién inyectiva g: N — N tal que para cada k € N se satisface que yn, = Ty
Supongamos que y,, converge a x. Veamos que {x,} converge a z. Sea € > 0. Se tienen las
siguientes propiedades:

Por ser {z,} una sucesién de Cauchy en X, existe N; € N tal que:

si n,m > Ny, entonces d(zp, Tpm) <

N ™
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Por otro lado, como y,, — x existe No € N tal que:

Si k > N3, entonces d(yn,,z) < (2.4)

DO

Como g es inyectiva, el conjunto M = g_l({L oo, Ny — 1}) es finito, ya que si ni,ny € My
ni # ng entonces g(ny) # g(na), por lo tanto M tiene a lo més N — 1 elementos. Sea U = max M

y consideremos N > méx {U, N2 }. Por la ecuacién (2.4), se tiene que:

A(Yny»T) < (2.5)

N ™

Como N > U, se cumple que m ¢ M. Por lo tanto, necesariamente g(m) > Nj. Luego, dado que,

Yny = Tg(n) POT la conclusion (2.3), se tiene que:

sin > Ny, entonces d(xn, Yny) < (2.6)

N ™

De esta manera, si n > N, de la desigualdad del tridngulo y las ecuaciones (2.5) y (2.6) se deduce
que:
d(zp,x) < d(zp,zy) +d(zy,z) < % + % =€

Por lo tanto, z,, — . <>

Proposicién 2.44. Sean (X, d) un espacio métrico completo y A un subconjunto de X. Se sigue

que A es un espacio métrico completo si y s6lo si A es un subconjunto cerrado de X.

Demostracion. Primero, supongamos que A es completo como subespacio métrico de X y utili-
zando la parte b) del Teorema 2.28, veamos que A es una subconjunto cerrado de X. Sea z € A'.
Por Lema 2.36, existe una sucesién {z,} en A tal que z,, converge a algin elemento x en X. Del
Teorema 2.39, se tiene que {z,} es una sucesién de Cauchy en A. Sin embargo, dado que A es
completo, {z,} converge a un elemento de A. Por la Proposicién 2.33, se satisface que = € A. Asi,
A" C A. Por la parte b) del Teorema 2.28, se sigue que A es un subconjunto cerrado de X.

Ahora, supongamos que A es un subconjunto cerrado de X y probemos que A es completo como
subespacio métrico de X. Sea {x,} una sucesién de Cauchy en A, asi también es una sucesién de
Cauchy en X. Como X es completo, la sucesién {z,,} converge a x en X. Por hipétesis, A es un
subconjunto cerrado y por la parte b) del Teorema 2.37, se tiene que = € A. Por lo tanto, A es un

espacio métrico completo. <>

2.5 Subconjuntos compactos

En esta seccion presentamos los elementos mas importantes para nuestro trabajo y que por
el momento se definen dentro de los espacios métricos. Se trata de los subconjuntos compactos.
El concepto de subconjunto compacto generaliza la nocién de subconjunto finito. En efecto, de la

definicion que presentamos se ve inmediatamente que todo subconjunto finito es un subconjunto
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compacto, y a pesar de que existen subconjuntos infinitos compactos veremos que sus propiedades
los hacen muy semejantes a los subconjuntos finitos. Histéricamente la idea de subconjunto com-
pacto tuvo su origen en el conocido Teorema de Heine-Borel, en un espacio métrico euclideano R”,
el cual establece que los subconjuntos compactos en un espacio métrico euclideano son aquellos

subconjuntos cerrados y acotados de R".

Definicion 2.45. Sea (X,d) un espacio métrico. Un subconjunto A de X es acotado si existe
un nimero M > 0 tal que, para cualesquiera dos elementos z,y € A, se tiene que d(x,y) < M.
Ademads, dada una sucesién {z,} de elementos en X, diremos que {z,} es una sucesion acotada

si Im({z,})™ es un subconjunto acotado de X.
Veamos la siguiente caracterizacion para subconjuntos acotados en un espacio métrico.

Proposicién 2.46. Sean (X,d) un espacio métrico y A C X. Luego, A es acotado si y sélo si

para cualquier xg € X, existe r > 0 tal que A C B(:co, M)

Demostracion. Supongamos que A es acotado. Sea zg € X. Como A es acotado existe My > 0 tal
que, para cualesquiera z,y € A, se tiene que, d(z,y) < M;. Consideremos un elemento a € A fijo
y definamos M = M; + 2d(a, z¢). Probemos que A C B(xo, M). Sea x € A. Luego, como A es

acotado y a,z € A, por desigualdad del tridngulo, se tiene que:
d(z,zo) < d(x,a) +d(a,xg) < My + d(a,zg) < M.

Por lo tanto, A C B(zg, M), lo que prueba la necesidad de la proposicién.

Reciprocamente, supongamos que para todo x € X, existe M, > 0 tal que A C B(m, Mx) Veamos
que existe M > 0 tal que para cualesquiera z,y € A, se tiene que, d(z,y) < M. Sea xy € X fijo.
Por hipétesis existe % >0talque AC B (:co, %) En otras palabras, para todo = € A, se cumple
d(x,z0) < % Luego, por la desigualdad del tridngulo, para cualesquiera x,y € A, se satisface la

siguiente desigualdad:

M, M
d(z,y) < d(z,x0) + d(xo,y) < 70 + 70 = M.
Por lo tanto, tomando M = M, se prueba la suficiencia de la proposicién. <&

Fl siguiente lema no sol6 es herramienta indispensable para probar un posterior resultado al
mismo, si no que mas adelante hacemos uso de ella para verificar un caso muy particular del

Teorema de Heine-Borel.

Lema 2.47. Para cada n € N, sea [, = [an,b,] un intervalo cerrado en el espacio métrico
euclideano (R, |- ), con a, < by,. Si los intervalos cerrados I, estdn anidados, esto es, si Iy 2O I D

-+ DI, D---, entonces existe un numero z € R tal que z € I,, para todon € N

""Definicién: Sea f: X — Y una funcién de X con valores en Y. Se define y denota la imagen de la funcién

f como: Im(f) = {f(x): x € X}
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Demostracion. Dado que para cada n € N, se satisface que I,, C I, se sigue que a,, < by, para
todo n € N. De esta manera, el conjunto {an eR:n € N} # () y estd acotado superiormente.
Hagamos z = sup {an eR:n € N}. De la definicién de z, para cada n € N, se satisface que
a, < z. Probemos que el niimero que buscados es z, para ello, sélo resta probar que que z < b,
para todo n € N. Como z = sup {an eR:ne€ N} es suficiente probar que para cada k € N, se
cumple que b; es una cota superior del conjunto {an eR:neN } Consideremos los siguientes

casos:
(1) Sin <k, entonces I, C I, por tanto a,, < b, < by,
(2) Sin <k, entonces I, C I, por tanto a,, < by < by,

de ambos casos se tiene para k € N fijo, a,, < b, para todo n € N. Por lo tanto b; es una cota
superior del conjunto {an: n e N}. Luego, puesto que para cada n € N se tiene que a, < z < by,

se sigue que z € I,,, para todo n € N. <>

A continuacién presentamos una interesante consecuencia del Lema 2.47, cuya demostracion
puede ser consultada en el libro Introduccion al andlisis matemdtico de una variable de Bartle y

Sherbert [4, pag. 98].

Teorema de Bolzano-Weirstrass 2.48. Para toda sucesién acotada {x,} de nimeros reales,

el conjunto Im({x, }) tiene al menos un punto de acumulacion.

Sea A un subconjunto no vacio de un espacio métrico (X, d). De la Definicién 2.45, que el
subconjunto A sea acotado equivale a que el conjunto de nimeros reales: {d(x,y): T,y € A}

esté acotado superiormente. Esto, motiva el siguiente concepto.

Definicién 2.49. Sea A un subconjunto acotado de un espacio métrico. El didmetro del con-

junto A es el nimero que se define y denota por:
didm(A) = sup {d(z,y): z,y € A}.

Para la definicién de subconjunto compacto que presentamos en este trabajo es necesario el

siguiente concepto.
Definicién 2.50. Sean (X, d) un espacio métricoy A C X.

a) Una familia {O;};er de subconjuntos de X es una cubierta para A, si A C U O;.
el
b) Si para algtin subconjunto J C I se satisface que A C U O, se dice que {O;};cs es una

jeJ
subcubierta para A.

¢) Una cubierta {O; }icr para A se llama cubierta abierta para A, si O; es un subconjunto
abierto de X, para todo i € I.
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Es momento de presentar en un espacio métrico, el concepto que sera el actor principal en el

resto de nuestro trabajo, nos referimos al concepto de subconjunto compacto.

Definicién 2.51. Sea (X, d) un espacio métrico. Un subconjunto K de X se llama subconjunto

compacto de X, si toda cubierta abierta para K admite por lo menos una subcubierta finita.

Esto es, si {O; }ier es una cubierta abierta para K, entonces existen indices i1, 9, ..., i en I tales
que:
k
K C U 0,
n=1

Se dice que un espacio métrico (X, d) es compacto, si considerado como un subconjunto de X lo

es.
Veamos que todo subconjunto finito de un espacio métrico es compacto.

Ejemplo 2.52. Sea (X, d) un espacio métrico y K un subconjunto finito de X. Probemos que K
es un subconjunto compacto de X. Como K es un subconjunto finito, sin pérdida de generalidad

supongamos que K = {z1,...,x;}. Sea O una cubierta abierta para K. Asi, para cada x; € K,
k

existe O; € O con z; € O;, lo que implica que K C U O;. De esta manera, la coleccion {OZ-: 1€
i=1
{1,..., k}} es una subcubierta finita para A. Por lo tanto, K es un subconjunto compacto de X.

Veamos ahora un resultado que sera de utilidad a la hora de probar el Teorema de Heine-Borel.

Teorema 2.53. Sean (X, d) un espacio métrico compacto y K un subconjunto de X. Si K es un

subconjunto cerrado de X, entonces K es un subconjunto compacto de X.

Demostracion. Sea {O;}icr una cubierta abierta para K, veamos que {O; };c; admite subcubiertas
finitas para K. Como K es un subconjunto cerrado de X, se tiene que X \ K es un subconjunto
abierto de X y la coleccién {X \ K } U {O;}icr es una cubierta abierta para X. En efecto, sea
x € X. Six € K, como {O;}icr es una cubierta para K, existe algin O;, en {O;}icr tal que

x € O;,. De otra forma = € X \ K. La compacidad de X implica que existen i1,...,i, en I tales

que X C U O; | U (X \ K). Sin embargo, dado que K C X y KN (X \ K) = 0, se tiene
j=1

n
que K C U Oj. De esta manera dada una cubierta abierta arbitraria para K hemos hallado una
j=1
subcubierta finita para K. Por lo tanto, K es un subconjunto compacto de X. <

A continuacién se presenta un par de resultados en los que se aprecian algunas de las propie-
dades que poseen los subconjuntos compactos en un espacio métrico en general. Por ejemplo, todo

subconjunto compacto es un subconjunto cerrado y acotado del espacio métrico en cuestién.

Proposicién 2.54. Sea (X, d) un espacio métrico y K C X. Si K es un subconjunto compacto

de X entonces K es un subconjunto cerrado de X.
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Demostracion. Si K = X, por la Proposicién 2.14, no hay mas que hacer. De otra forma, probemos
que (X \ K)NK = (). Supongamos que K es un subconjunto propio de X con K compacto. Luego,
existe rg € X, tal que x¢g ¢ K y asi, para cada = € K, se tiene que xg # x. Esto implica que

@. Por la Proposicion 2.13, para cada x € K los

d(x,z0) > 0. Para cada z € K, definamos r, =
conjuntos B(z,ry) y B(zg,r;) son subconjuntos abiertos de X tales que B(x,r;) N B(xo,74) = 0.
En efecto, para algin x € K, sea z € B(x,r,). Veamos que z ¢ B(xg,r,). De la desigualdad del

tridngulo se tiene que:
2ry = d(x,x0) < d(z, z) + d(zo,2) < 1z + d(z, x0). (2.7)

Asi, d(z,x9) > ry. Por lo tanto B(z,r;) N B(xg,7;) = 0, para cada © € K. Notemos que,
{B (x,rg):x € K } es una coleccién de subconjuntos abiertos de X que cubre a K. En efecto,
por la Proposicién 2.13, para cada z € K el conjunto B(x,r,) es un subconjunto abierto de X
y todo punto de K es el centro de alguna bola abierta en la coleccién. Como K es compacto, es
n
posible hallar x1,...,x, € K tales que K C U B(z;,ry,). Definamos,
i=1

n

n
T= U B(zi,rgy,) y S = ﬂ B(xo,1g,).
i=1 i=1
De la Proposicion 2.14, se tiene que S y 1" son subconjuntos abiertos de X talesque K CT,xz € S
yTNS = 0. Sea z € T. Veamos que z ¢ S. Por definicién de T, existe z; € K tal que z € B(z;,74,).
Sin embargo, por la conclusién de la ecuacién (2.7) se tiene que B(z4,74;) N B(xo, 7%,) = 0, lo cual
implica que z € B(xg, ry,). Luego, de la definicién de S se sigue que z € S. Por lo tanto, TN S = (.
De esta manera, hemos verificado la existencia de un subconjunto abierto S de X tal que zy € S
y un subconjunto abierto T' de X con K C T tales que SNT = (), luego, K NT = (). Como S
es un conjunto abierto de X por Definicién 2.12, existe r > 0 tal que B(zg,r) C S. Por lo tanto
B(zg,r)NT = 0, lo que implica que, xo € K. Como el punto zy fue tomado en (X \ K). Hemos
probado que (X \ K) N K = (. Luego, de las propiedades de conjuntos se tiene que, K C K,
consecuentemente se cumple que, K = K. Por lo tanto, de la Proposicién 2.25, se sigue que K es

un subconjunto cerrado de X. <>

Proposicién 2.55. Sea (X, d) un espacio métrico y K C X. Si K es un subconjunto compacto

de X entonces A es un subconjunto acotado de X.

Demostracion. Supongamos que K es un subconjunto compacto de X. Para € = 1, la coleccién

{B(CL’, 1):x € K} es una cubierta abierta para K. Como K es compacto, existen x1,...,x, € K
tales que:
n
K C | JB(:,1). (2.8)
i=1
Sea L = mix {d(aci,:vj): i,j€{1,... ,n}} Consideremos cualesquiera x,y € K. En virtud de la

ecuacion (2.8), existen x;,z; € K tales que z € B(z;,1) y y € B(xj,1). Luego, de la desigualdad
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del tridngulo se tiene que:
d(x,y) < d(z,2;) + d(xs,2;) +d(w;,y) <1+ 1+ L=2+L. (2.9)

Definiendo M = 2 + L, se tiene que para cualesquiera z,y € K, d(z,y) < 2+ L. Por lo tanto K

es un subconjunto acotado de X. <+

Existen maneras de caracterizar subconjuntos compactos en un espacio métrico arbitrario.
En esta seccion se abordan las caracterizaciones més importantes para nuestro trabajo. Primero

presentemos algunos conceptos que seran utilizados en dichas caracterizaciones.

Definicién 2.56. Un subconjunto K de un espacio métrico (X, d) cumple con la propiedad de

Bolzano- Weirstrass si todo subconjunto infinito de K tiene un punto de acumulacién en K.

Definicién 2.57. Un subconjunto K de un espacio métrico (X,d) es secuencialmente com-

pacto si toda sucesion en K tiene una subsucesion que converge a un punto en K.
Definicién 2.58. Sea (X, d) un espacio métrico. Un subconjunto K de X es totalmente acotado

n

si para cada € > 0, existe un subconjunto finito {z1,...,2,} de K tal que K C U B(x;,€). Se
i=1

dice que el conjunto {z1,...,x,} forma una e-cubierta de K.

Lema 2.59. Todo espacio métrico secuencialmente compacto es totalmente acotado.

Demostracion. Sea (X,d) un espacio métrico secuencialmente compacto, veamos que X es to-
talmente acotado. Sea € > 0. Elijjamos =1 € X de forma arbitraria y consideremos B(z1,¢€). Si
esta bola abierta contiene todo punto de X, entonces {x;} forma una e-cubierta para X y por
tanto X es totalmente acotado. Sin embargo, si existe xo € X \ B(x1, €), consideremos el conjunto
B(x1,€) U B(xg,€). Si esta unién contiene cada punto de X, entonces el conjunto {z1,z2} forma

una e-cubierta para X y por lo tanto X resulta ser totalmente acotado. Continuando de manera
n

inductiva con este razonamiento, alguna unién finita de bolas U B(x;,€), debe contener cada
i=1
punto de X. De no ser asi, este proceso continua de forma indefinida obteniendo una sucesién

de puntos {z,} en X, tal que, cualesquiera dos elementos de ésta se encuentran a una distancia
mayor que €. De esta manera la sucesién {z,} no admite subsucesiones convergentes en K. Con-
tradiciendo el supuesto de que K es secuencialmente compacto. Por lo tanto, algin subconjunto
de X dela forma {z1,...,z,} debe ser una e-cubierta para X, lo que implica que X es totalmente
acotado. <

Definicién 2.60. Sea {O;};c; una cubierta abierta para un espacio métrico X. Un numero real
a > 0 se llama nuimero de Lebesgue de la cubierta abierta {O;};cs si todo subconjunto de

X cuyo didmetro es menor que a estd contenido en al menos un O; de {O; }ier.

El siguiente resultado lo presentamos sin demostracién. Para mas detalles, consulte el libro

Introducction to topology and modern analysis de G. Simmons [22, pag. 122].
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Lema 2.61. En un espacio métrico secuencialmente compacto toda cubierta abierta tiene un

ntmero de Lebesgue.

En el siguiente resultado, se presentan las caracterizaciones para subconjuntos compactos en
espacios métricos arbitrarios més primordiales para nuestro trabajo, éstas, a su vez resaltan la

importancia de los subconjuntos compactos en otras areas de la matematica.
Teorema 2.62. Sea K un subconjunto de un espacio métrico (X, d). Son equivalentes:
(1) K es un subconjunto compacto de X.
(2) K cumple la propiedad de Bolzano-Weirstrass.
(3) K es secuencialmente compacto.
(4) K es completo y totalmente acotado.

Demostracion. El esquema de la demostracién se indica en el siguiente diagrama:

K es compacto. K cumple la propiedad de
Bolzano-Weirstrass.
K es completo y K es secuencialmente compacto.

totalmente acotado.

Figura 2.5: Esquema de la demostracién del Teorema 2.62

Veamos que (1) implica (2). La demostracién la realizamos por contradiccién. Sea T' un subcon-
junto infinito de K tal que T no tiene puntos de acumulacién en K. Es decir, T' N K = 0. Asi,

para cada x en K existe r, > 0 tal que,

0, siz &T;

2.10
x,sixeT. ( )

B(x,r,)NT = {

Luego, la coleccion O = {B (x,r3):x € K } es una cubierta abierta para K. Sin embargo, como

K es compacto, existe 01 = {B(a;,-,rxi): x; € K,i € {1,...,n}} subcoleccién finita de O tal que,

n
K C U B(xi,rg,).
i=1
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Entonces por (2.10), K tiene a lo més n elementos, lo cual es una contradiccién pues T' es un
subconjunto infinito de K, y asi, K no es finito.

Veamos que (2) implica (3). Supongamos que todo subconjunto infinito de K tiene un punto de
acumulacién en K y veamos que toda sucesiéon en K tiene una subsucesion convergente en K.
Sea {z,} una sucesién en X. Supongamos que T' = Im({xn}) es un conjunto infinito, pues de
lo contrario existe un término de la sucesiéon que se repite un ntmero infinito de veces. Como
consecuencia {z,} admite una subsucesién constante y por tanto convergente. Como K tiene la
propiedad de Bolzano-Weirstrass, T tiene un punto de acumulacién x € K. Luego, por Lema 2.36
existe una sucesién {z,, } en T tal que z,, — x. Asi, {z,} tiene una subsucesién convergente
en K. Por lo tanto, K es secuencialmente compacto. De esta manera, hemos probado que (3) se
deduce de (2).

Ahora veamos que la afirmacién (3) implica (1). Supongamos que toda sucesién en K tiene una
subsucesién que converge a un punto de K y probemos que K es un subconjunto compacto de X.
Sea {O;} una cubierta abierta para K. Por Lema 2.61, esta cubierta tiene un nimero de Lebesgue
a. Definamos € = £. Luego, por Lema 2.59, existe una e-cubierta {z1,...,z,} para K, donde para
cada j =1,...,n, se tiene que didm(B(z;,€)) < 2e = 27“ < a. Luego, por la definicién de niimero
de Lebesgue, para cada j = 1,...,n, existe O;; tal que B(zj,€) C O;;. Ademés, dado que cada
punto de K pertenece a B(xj,,€), para algiun jo € {1,...,n}, la coleccién {O;,,...,0;,} es una
subcubierta finita para {O;}. Por lo tanto, X es compacto. Asi, hemos probado que (1) se deduce
de (3)

Para completar la demostracién resta probar que (3) es necesario y suficiente para (4). Primero,
supongamos que K es completo y totalmente acotado. Veamos que toda sucesion en K tiene una
subsucesién convergente en K. Como K es completo, es suficiente mostrar que toda sucesion en K
tiene una subsucesién de Cauchy en K. Sea {z,} una sucesién arbitraria de elementos en K, sin
pérdida de generalidad podemos suponer que la sucesién {z,,} consiste s6lo de términos diferentes,
pues si tuviera un término repetido un nimero infinito de veces, tendria una subsucesién constante
y por lo tanto convergente. Ademads, sin problema alguno las repeticiones finitas de términos
pueden omitirse (sélo es cuestion de etiquetas). Como K es totalmente acotado, para r = 1 existe

un subconjunto finito {z1,... ,x}tl} en K tal que,

ni
K =|JB(z},1).
i=1

Por el principio de las casillas' una de las bolas, digamos B € {B (zh,1):i=1,..., nl}, contiene
un numero infinito de puntos x, de la sucesiéon. Sea N; € N tal que xn, € Bi, luego dado que

K es totalmente acotado es facil ver que cualquier subconjunto de K también lo es, en particular

"V Principio de las casillas. Si se dispone de n casillas para colocar m objetos y m > n, entonces en alguna

casilla deberan colocar por lo menos dos objetos



34  Capitulo 2. Compacidad en espacios métricos

B1 N K es totalmente acotado. Asf, para r = § existe {27,...,22 } en Bi N K tal que
" 1
2
BINK = UB(a:Z-,2>.
=1
Luego, por el principio de las casillas, existe By € {B(a:?, 1):1=1,... ,nQ}, la cual contiene

un numero infinito de términos de la sucesion. Elijamos, Ny € N tal que xn, € Ba y No > Nj.
Notemos que es posible elegir a No mayor que N ya que de no ser posible se tendria que Bs
tiene a lo mas un ntmero finito de términos de la sucesién, hecho que por la eleccién de By no es
cierto. Continuando de manera inductiva con este procedimiento, se tiene una sucesién de bolas
anidadas,

Bi2By2B32By2D---2B; 2D

donde, B,, es una bola de radio r = % y una sucesién creciente de enteros {NV,,} tal que xy, € B,.
Asi, {zn, } es una subsucesién de {z,}. Resta probar que {xy, } es una sucesién de Cauchy en K.
Sea ¢ > 0, por la propiedad Arquimediana aplicada a %, existe N € N tal que % < 5. Luego, si
n >m > N, se tiene que, B, C By, C By. Asi, para z,,z,, € By y z € K tal que By = B(z, %)
se sigue que:

1

1 € €
< _— _— —_ _——=
d(xn, Tm) < d(xn, 2) + d(Tm, 2) < N + ~ <53 + 5 =€

Asi, {xnn} es una subsucesién de {x,} tal que {zn,} es de Cauchy en K y que converge en
K, pues por hipétesis K es un espacio métrico completo. De esta manera, K es secuencialmente
compacto.

Finalmente, supongamos que K es secuencialmente compacto y veamos que K es completo y
totalmente acotado. Probemos primero que K es completo, sea {x,} una sucesién de Cauchy en
K. Es suficiente probar que {z,} es una sucesién convergente en K. Como K es secuencialmente
compacto, {x,} tiene una subsucesién convergente {z,, }. Luego por Teorema 2.43, la sucesién
{zy} converge al mismo limite que la subsucesién {x, }. Asi, {z,} es una sucesién convergente en
K. Por lo tanto, K es un espacio métrico completo. Del Lema 2.59 se sigue que K es totalmente
acotado. <

El Teorema 2.62 puede ser considerado como uno de los teoremas mas relevantes en este traba-
jo, puesto que presenta una valiosa variedad de caracterizaciones para subconjuntos compactos en
un espacio métrico en general. Entre estas caracterizaciones, encontramos aquellas que involucran
sucesiones, puntos de acumulaciéon y la nocién de completez junto con el concepto de conjunto

totalmente acotado.

2.6 Compacidad en espacios métricos euclideanos

En un espacio métrico euclideano R es posible dar una caracterizacién bastante sencilla para
subconjuntos compactos. Resulta, que en un espacio métrico euclideano los subconjuntos compac-

tos son aquellos que son cerrados y acotados. Esta caracterizacion, se expresa en el Teorema de
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Heine-Borel, que es el “plato fuerte” de esta seccién. No obstante, antes de pasar al “plato fuerte”,
comencemos con un “aperitivo”, elpequeno Teorema de Heine-Borel que tiene como consecuencia,
casi inmediata que en el conjunto de los niimeros reales con la métrica Euclideana, los intervalos
cerrados son subconjuntos compactos. A diferencia del Teorema de Heine-Borel, este es sélo un
caso particular, por ello el nombre, pequenio Teorema de Heine-Borel. La idea de su demostracién,
no puede ser generalizada a un espacio métrico euclideano R", para n > 2, como es el caso de la

demostracién del Teorema de Heine-Borel presentada mas adelante.

El pequenio Teorema de Heine-Borel 2.63. Consideremos el espacio métrico euclideano (R, |-
|) v K ¢ R. Se sigue que K es un subconjunto compacto de R si y sélo si K es un subconjunto

cerrado y acotado de R.

Demostracion. Probemos la necesidad. Sea K es un subconjunto compacto de R. Demostremos

primero que K es un subconjunto acotado de R. Para cada n € N, definamos O,, = (—n,n). De

oo
la propiedad Arquimediana se tiene que, R C U Op. Y asi, K C U O,,. Dado que para cada

neN n=1
n € N se tiene que O, es un subconjunto abierto de R, la coleccién {O,}nen es una cubierta

abierta para K. Como K es un subconjunto compacto en R, existen ni,...,n; € N tales que

k

K C U Op,. Tomando M = méx{ni,...,n;} se tiene que, K C Oy = (—M, M), esto significa
que pza_rla cualesquiera dos elementos z,y € K se satisface que |z — y| < 2M. Por lo tanto, de
acuerdo con la Definicién 2.45, K es un subconjunto acotado de R.

Ahora, usando la Definicién 2.18 verifiquemos que K es un subconjunto cerrado de R. Comprobe-
mos que R\ K es un subconjunto abierto de R. Sea xy € R\ K, veamos que existe un nimero real
positivo r tal que B(zp,r) C R\ K. Para cada n € N, definamos F,, = R\ B[:UO, %] Para todo
n € N por la Proposicién 2.20, tenemos que B [wo, %] es un subconjunto cerrado de R. Luego, de

la Definicién 2.18, se tiene que E,, es un subconjunto abierto de R. Se cumple,

R\ {20} = G E,. (2.11)

En efecto, para cada n € N de la definicién de F, se verifica que z¢g € F,, lo que implica que

[e.e]
{zo}N <U En> = (). Posteriormente, como consecuencia de las propiedades de conjuntos se tiene
n=1

(o] o0
que U E, C R\ {x0}. Ahora, veamos que R\ {zo} C U E,. Tomemos z € R\ {zp}. Luego,
n=1 n=1
|z — x| > 0, y por la propiedad Arquimediana aplicada a % donde r = |z — z| existe ng € N
tal que nio < |xg — 2|, esto es, z & B[wo, n—lo], o equivalentemente z € R\ Blzg,ng]. Esto ultimo
significa que, z € Ey,,. Por lo tanto, dada la arbitrariedad con la que fue elegido z en R\ {zo} se

o0
tiene que, R\ {zo} C U E, . Lo que prueba la igualdad (2.11). Es claro, que K C R, sin embargo,

n=1
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e}
puesto que zg ¢ K, por la ecuacién (2.11) se deduce que K C U FE,,. Se observa también, de
n=1
la igualdad (2.11) que la coleccién {En: n € N} es una cubierta abierta para K. Puesto que
k

K es un subconjunto compacto de R existen ny,...,nir € N tales que: K C U E,,,. Haciendo,
i=1
m = méx{nq,...,n;} se tiene que, K C E,,. Dado que, E,, =R\ B[:I:o, %} se sigue que:

KNB (xo, ;) =0, (2.12)

como consecuencia de la ecuacién (2.12) y de las propiedades de conjuntos tenemos que:
1
B<m0,> CR\ K. (2.13)
m

De esta manera, para 29 € R\ K hemos hallado un nimero real positivo r = %, tal que B(xzg,r) C
R\ K. Pero, como x( fue tomado de manera arbitraria en R\ K tenemos que R\ K es un subconjunto
abierto de R. Asi, hemos probado la necesidad del teorema.

Para probar el reciproco procedamos por contradiccién, supongamos que K es un subconjunto
cerrado y acotado de R pero K no es un subconjunto compacto en R. Entonces, existe una
subcubierta abierta para K que no admite subcubiertas finitas para K. Sea O = {O, }qes dicha
cubierta tal que, K no esta contenida en la unién de alguna subcoleccion finita de elementos de

O. Esto es, para O como arriba, la siguiente proposicién es verdadera para K,
P(X): X no esta contenido en la unién de ningin ndmero finito de elementos de O.

Puesto que K es un subconjunto acotado en R, por la Proposicion 2.46, para 0 € R existe M > 0
tal que K C B(0,M). Sin embargo, dado que B(0, M) C B[0, M] y que en el espacio métrico

euclideano R se cumple que, B[0, M] no es més que el intervalo cerrado [—M, M| se sigue que,

K C [-M, M). (2.14)
Haciendo, I; = [-M, M], se tiene que, K NI} = K N[-M,M] = K. Luego, por hipétesis,
P(KNI,) es verdadero. Posteriormente, bisecamos el intervalo I; en dos subintervalos I; = [—M, 0]

e I} = [0, M]. Se cumple que al menos uno de los dos subconjuntos KNI, KNI, debe ser no vacio
y hacer verdadera la proposicién P, ya que si ambos subconjuntos K NI i y KNI f estan contenidos
en la unién de algin nimero finito de elementos en O, el conjunto [—M, M] = [-M,0] U [0, M]
también lo serd. Luego, de la ecuacién (2.14) se sigue que K estard contenido en la unién de un
numero finito de elementos en O contradiciendo el supuesto inicial de que P(K) es verdadero.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que P (K N Ii) es verdadera, es decir, que el conjunto
Kn Ii no esta contenido en la unién de algin numero finito de elementos de O, y definamos
I = Ii. Se sigue que P(K N I) es verdadera. A continuacién, bisecamos el intervalo Is en dos

. / 7 . . , . . / ”
subintervalos I, e I, , de realizar un razonamiento analogo al aplicado con los subintervalos I; e I,
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supongamos sin pérdida de generalidad que el subconjunto K N Ié es no vacio y hace verdadera la
proposiciéon P, seguidamente, haciendo I3 = Ié, notemos que de manera similar a I, Is se cumple
que, P(K N I3) es verdadera y se procede aplicando un razonamiento similar al aplicado a los
subintervalos I; e Is. Continuando inductivamente con este razonamiento, podemos construir una
coleccién de intervalos cerrados {1}, de tal manera que, P(K N I,) es cierto para cada n € N
y entre los intervalos se cumple la siguiente propiedad, Iy D I, O --- D I, D --.. Diremos,
que dicha colecciéon de intervalos cerrados es una sucesién de intervalos cerrados anidados. Por
el Lema 2.47 existe z € R tal que tal que z € I, para todo n € N. Notemos que cada intervalo
I, tiene un numero infinito de puntos en K, pues de no ser asi el subconjunto K N I,, tendria
s6lo un numero finito de puntos y podria ser cubierto por un nimero finito de elementos en O,
contradiciendo el supuesto de que P(K N I,,) es verdadera. Se deduce de esta observacién, que
z es un punto de acumulacién de K. En efecto, sea € > 0, veamos que (B(z,¢€) \ {z}) N K # 0.
Como cada intervalo I, contiene un niimero infinito de elementos en K, basta verificar que para
algin ng € N, se cumple que, I,,, C B(z,¢€). Puesto que, cada uno de los intervalos I,, fueron
obtenidos por bisecciones repetidas del intervalo I} = [—M, M], no es dificil ver que para n € N
fijo, la longitud del intervalo I,, es znl—? Luego, para ng suficientemente grande se puede conseguir
que, %L_Q < €. Puesto que para todo n € N sabemos que z € I, si x € I, se cumple que,
|z — 2| < 2,10% < €, desigualdad que resulta en, I,,, C B(z,€). Por lo tanto, z es un punto de
acumulacién de K. Como K es un subconjunto cerrado en R por la parte (b) de la Proposicién
2.28, tenemos que z € K por lo que existe Oy, € O tal que z € O,,. Puesto que O, es un
subconjunto abierto de R que contiene a z, existe 7 > 0 tal que B(z,7) C Oq,. Luego, es posible

tomar k € N, lo suficientemente grande de tal manera que,
I, € B(z,7r) C Og,- (2.15)

Sin embargo, observemos que K N I C I, y por la ecuacién (2.15), se tiene que K N I} esta con-
tenido en la uniéon de un numero finito de elementos de O, particularmente estd contenido en el
subconjunto { Oo} € O. Lo que contradice el hecho que, para todo intervalo cerrado I, se satis-
face que P(I,, N K) es verdadero. Esta contradiccién se originé de haber supuesto que existia una
cubierta abierta para K que no admitia subcubiertas finitas para K, en otras palabras de haber
supuesto que K no es compacto. Por lo tanto, se concluye que K es un subconjunto compacto en

R. Lo que completa la demostracién. <+

De esta manera, considerando al conjunto de los niimeros reales como un espacio métrico con
la métrica Euclideana y con la ayuda del pequeno Teorema de Heine-Borel 2.63 nos encontramos
en las mejores condiciones para probar que un subconjunto de niimeros reales es un subconjunto
compacto, sin necesidad de utilizar la Definiciéon 2.51, ya que usualmente es mucho mas dificil
probar que toda cubierta abierta admite una subcubierta finita a mostrar que el subconjunto en
cuestién es cerrado y acotado. Para una muestra de la utilidad del pequefio Teorema de Heine-

Borel veamos el siguiente par de ejemplos.
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Ejemplo 2.64. Consideremos el siguiente subconjunto de niimeros reales,

K:{ n :nEZ+}U[1,2].
n+1

En la Figura 2.6 hemos pintado algunos puntos del conjunto K. Observemos que, para M = 2, si

x,y € K se tiene que, d(x,y) < M, luego, de acuerdo con la Definicién 2.45, se sigue que K es un
subconjunto acotado en R. También, no es dificil ver que el conjunto de puntos de acumulacién de
Kes K = [1,2] y claramente [1,2] C K. Esto es, K contiene a todos sus puntos de acumulacién.
Por la Proposicién 2.28, podemos concluir que K es un subconjunto cerrado de R. Asi, hemos
probado que, K es un subconjunto cerrado y acotado de R. Luego, por el pequeno Teorema de

Heine-Borel 2.63, se tiene que K es un subconjunto compacto de R.

I Ay Ay A
—2 -1 0

O S S N A
t 1

él 2

5

Figura 2.6: Aplicacion del pequeno Teorema de Heine-Borel 2.63.

Ejemplo 2.65. El subconjunto K7 = [0, 00) de nimeros reales, no es acotado en R, ya que para
todo nimero real positivo M por la propiedad Arquimediana existe ng € N y por lo tanto en K7,
tal que, |0 — ng| = ng > M. Entonces, por el pequenio Teorema de Heine-Borel 2.63, se tiene que

K1 no es un subconjunto compacto de R.

Figura 2.7: Otra aplicacién del pequeno Teorema de Heine-Borel 2.63.

Presentemos ahora un elemento dentro de los espacios métricos que es a la vez un ingrediente

mas de nuestro plato fuerte. Se trata del n-cubo, y a continuacién lo definimos con formalidad.

Definicién 2.66. Sean n € N y r € R fijos. En el espacio métrico euclideano (R, | - |), para cada
i1=1,...,n, sea J; la bola cerrada con centro en z; € R y radio . Se define y denota el n-cubo

de lado 2r con centro en (z1,...,z,) € R" como el subconjunto de R",

I'=Jp x - X Jy.
Andlogamente, para cada i € N sea z; un numero real. Se define el w-cubo de lado 2r con
centro en (z1,...,2p,...) € R¥ como el producto cartesiano de la familia infinita numerable,
{Ji: i €N, J; = Blzi,r]y z € R} y se denota por:

=17

ieN
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Observemos, que para n = 1, el 1-cubo de lado 2r no es méas que el ya conocido intervalo

cerrado [—r,r] C R. Por esta razén, se denota el 1-cubo de lado 27 tinicamente como I,..

Proposicién 2.67. Sea n € N fijo. Consideremos el espacio métrico euclideano (R",ds). Para

cada nimero real positivo r el n-cubo de lado 2r es un subconjunto compacto de R".

Demostracion. Supongamos que I’ no es un subconjunto compacto en R"™. Entonces, existe una
cubierta abierta O para I tal que para toda subcoleccién finita O; de O se cumple que I)* Z |J O;.
Consecuentemente, si dividimos a I' en 2" n-cubos de lado 7, se cumple que al menos uno de
ellos, digamos, (01, no estd contenido en la unién de un numero finito de elementos de O, ya

que de lo contrario, se tendria que O admite una subcubierta finita para I, contradiciendo el

r
27
de los m-cubos, digamos @2, no estd contenido en la uniéon de un nimero finito de elementos

supuesto inicial. Si ahora, subdividimos @)1 en 2" n—cubos de lado I, se tiene que al menos uno

de O. Aplicando reiteradamente este mismo razonamiento, se obtiene una sucesiéon de n-cubos

{Ql, e Qpy e } con la siguiente propiedad:
IP2Q12Q22QK2 -,

y que para cada k € N el conjunto @y es un n-cubo de lado 5= que no estd contenido en la unién

de ninguna subcoleccién finita O de O.

Para k € N, sea 2* = (zf, .. ,zfi) el centro del n-cubo Q. Se deduce, que si (z1,...,2,) € Q%
entonces para cada i € {1,...,n}, se cumple:
k r
|z — @il < 5 (2.16)

particularmente, para todo j > k el centro 2/ del n-cubo Q; pertenece a Qj y en consecuencia

para todo i € {1,...,n} se satisface:

k j r
|27 — 2] < oF"
k

Luego, de la desigualdad (2.17) para cada ¢ = 1,...,n se sigue que, la sucesién {zZ

(2.17)

} es una
keN

sucesion de Cauchy en R y en consecuencia, como R es una espacio métrico completo, existe z; € R
tal que ¥ — 2. Por lo tanto, de la desigualdad (2.17) para cada i = {1,...,n} se satisface la

siguiente desigualdad,
r
27 .

Observemos que para cada i € {1,...,n} la sucesién {zF

]zk zi| <

P

(2.18)

}k oy €8 una sucesiéon de elementos en I,..
Sin embargo, por la Proposicién 2.20, se tiene que I, es un subconjunto cerrado de R. Luego, la
Proposicién 2.37 implica que z; € I,.. Asi, z = (21,...,2,) € I'. Como O es una cubierta abierta
para I, existe Og € O tal que z € Oy. Dado que Og es un subconjunto abierto de R", existe € > 0
tal que B(z,€) C Op. Ahora bien, si x € Qy, para algin k € N, de la desigualdad del tridngulo y
las desigualdades (2.16) y (2.18) se tiene que,

rvn o ryno ryn
da(z,2) < do(x,25) + da(2F, 2) < ok T oE = gho1- (2.19)
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Luego, por la propiedad Arquimediana existe kg € N tal que 27;0—\@ <e. Y asi, Qr, C B(z,¢). De
esta manera, para la subcoleccion O] = {Og} de O se tiene que Q C |JO; = Og. No obstante,
esto es una contradiccion ya que recordemos que Oy, habia sido elegido de tal forma que, no podia
ser cubierto por un numero finito de elementos de O al suponer que I’ no era un subconjunto

compacto. Por lo tanto, I es un subconjunto compacto de R". <>

Posteriormente en el Capitulo 3, se alude a este resultado como una consecuencia casi inmediata
de una variacién del teorema que puede ser considerado como el “actor principal” de esta tesis, el

Teorema de Tychonoff.

2.6.1 El Teorema de Heine-Borel

En un espacio métrico euclideano existe una condicién necesaria y suficiente para caracterizar

subconjuntos compactos que se conoce como el Teorema de Heine-Borel.

Teorema de Heine-Borel 2.68. Sean n € N y (R",dy) el espacio métrico euclideano y K un
subconjunto propio de R™. Luego, K es un subconjunto compacto de R" si y sélo si K es un

subconjunto cerrado y acotado de R".

Antes de proceder con la demostracién del Teorema de Heine-Borel, ilustremos la prueba
de la suficiencia del Teorema de Heine-Borel para el caso del espacio métrico euclideano R2.

Consideremos el subconjunto K cerrado y acotado de R?, como se muestra en la Figura 2.8.

—3 L

Figura 2.8: Esquema de la demostracién del Teorema de Heine-Borel 2.68 en (R, dy).

Como K es acotado, por la Proposicién 2.46, para 0 € R? existe un ntimero real positivo r
tal que, K C B(ﬁ, r). Sin embargo, para el 2-cubo de lado 2r, como se ve en la Figura 2.8, no es

dificil comprobar que B [6, r] C I? y asi también se verifica que, K C I2. Luego, de la Proposicién
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2.67 sabemos que I? es un subconjunto compacto de R2. De esta manera tenemos que K es un
subconjunto cerrado que se encuentra contenido en el subconjunto compacto I2 de R2. Por lo

tanto, del Teorema 2.53 se tiene que K es un subconjunto compacto de R?.

Una vez ilustrada la idea de la demostracién del Teorema de Heine-Borel, continuemos con su

demostracion.

Demostracion. Sea K un subconjunto compacto de R™. En virtud de las Proposiciones 2.54 y
2.55, K es un subconjunto cerrado y acotado de R". Reciprocamente, supongamos que K es un
subconjunto cerrado y acotado de R". Veamos que K es un subconjunto compacto de R™. De
la Proposicién 2.46, para 0 € R™, existe r > 0 tal que K C B(ﬁ, r). Luego, para cualesquiera
xz,y € K se tiene que:

d(z,y) < d(z,0) + d(0,y) < 2r.

Notemos, que K C B(0,r) C I". Luego, K C I". Por la Proposicién 2.67, sabemos que I” es un
subconjunto compacto de R™. Asi, dado que K C I y K es un subconjunto cerrado de R", el

Teorema 2.53 implica que K es compacto. De esta manera, la prueba esta completa. <+

2.6.2 La bola cerrada en espacios métricos euclideanos

Consideremos ahora, la bola cerrada en un espacio métrico euclideano. De la Definicién 2.18,
sabemos que dado un punto zg € R™ y un nimero r > 0, la bola cerrrada con centro en xg y
radio r es el subconjunto de R™, que se denota y define como: Bz,r] = {z € X: d(x,z9) < r}.
En el caso, del espacio métrico euclideano R?, la bola cerrada con centro en 0= (0,0) y radio 1

se visualiza como en la Figura 2.9.

B[(0,0),1] 1

I
SO

_o2 L

Figura 2.9: Bola cerrada con centro en (0,0) y radio 1 en el espacio métrico (R?, ds).

De la Proposiciéon 2.20, sabemos que B[@, 1] es un subconjunto cerrado de R?, ademés de

acuerdo con la Definiciéon 2.45 el subconjunto B [6, 1] es un subconjunto acotado de R2. Por lo
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tanto, del Teorema de Heine-Borel 2.68 se concluye que la bola cerrada con centro en (0, 0) y radio
1 en el espacio métrico euclideano es un subconjunto compacto de R?. Como el razonamiento
anterior puede ser aplicado a toda bola cerrada en un espacio métrico euclideano, podemos con-

cluir por el Teorema de Heine-Borel 2.68, que toda bola cerrada es un subconjunto compacto de R"™.

De esta manera, gracias al Teorema de Heine-Borel 2.68 resulta sencillo decidir cuando un
subconjunto de un espacio métrico euclideano R", es compacto. Sin embargo, ;Qué pasa en
R¥?, jSeguira siendo valido el Teorema de Heine-Borel 2.687, ; Bastard que un subconjunto de
R“ sea cerrado y acotado para decidir si éste es compacto? La incertidumbre aparece, ya que
realmente esto no es tan sencillo como en R" con la métrica Euclideana. Hay muchas cuestiones
con las que debemos de tener cuidado. Por ejemplo, en primer lugar, tenemos que saber céomo
son los subconjuntos abiertos de R¥. ;Seran acaso los mismos subconjuntos abiertos que en un
espacio métrico euclideano? o ;jqué relaciéon guardan con los subconjuntos abiertos de un espacio
métrico euclideano? Supongamos, que ya hemos identificado a los subconjuntos abiertos de R“.
Consideremos un subconjunto cerrado de R, del razonamiento ilustrado en el espacio métrico
euclideano R2, recordemos que fue necesario “colocar” al subconjunto cerrado en un subconjunto
compacto, particularmente en el 2-cubo de lado 2r, para algtin r > 0, ;serd siempre posible hacer
esto ultimo en R“? Luego, una cuestién m&s se hace presente: dado un nimero positivo r, el

w-cubo de longitud 2r de la Definicién 2.66, jes un subconjunto compacto de R“?

Para dar respuesta a muchas de las preguntas presentadas en el parrafo anterior, en los préximos
dos capitulos estudiamos conjuntos dotados de estructuras matematicas una de ellos que genera-
liza la de espacio métrico y otra que forma parte de ellos, nos referimos a: los espacios topoldgicos
y los espacios normados respectivamente. Es de importancia destacar que todo espacio métrico
es simultdneamente un espacio topolégico. En el siguiente capitulo abordamos los espacios to-
poldgicos, en estos espacios a diferencia de los espacios métricos no siempre es posible definir
una métrica. Esto es, en general no se cuenta con la nocién de distancia entre cualesquiera dos
elementos del conjunto en cuestion, sin embargo, la variedad de propiedades con los que cuenta

un espacio topolégico compensa la no existencia en general de una métrica.
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COMPACIDAD EN ESPACIOS TOPOLOGICOS

St una ciudad es compacta entonces esta puede ser
vigilada por un ndmero finito de policias

arbitrariamente miopes.

Hermann Weyl.

El objetivo principal de este capitulo es estudiar la compacidad del w-cubo. Para ello se
generaliza la idea de subconjunto abierto de un espacio métrico a conjuntos arbitrarios, lo
que motiva el concepto de topologia sobre un conjunto, dando origen al concepto de espacio
topoldgico. Bajo el mismo objetivo, estudiamos la topologia de Tychonoff sobre el producto
cartesiano de espacios topoldgicos, ya que con esta topologia, se asegura la compacidad del

w-cubo.

3.1 Espacios topolégicos

El concepto de espacio topoldgico surgié bajo la necesidad de generalizar la nocién de cercania
entre los elementos de un conjunto no vacio arbitrario. En el Capitulo 2 hemos visto que para
hablar de proximidad en un espacio métrico X es suficiente trabajar con la familia de subconjuntos

abiertos de X, cuyas principales propiedades son:
(1) El conjunto X y el conjunto vacio son subconjuntos abiertos.
(2) La unién arbitraria de subconjuntos abiertos es un subconjunto abierto.
(3) La interseccion finita de subconjuntos abiertos es un subconjunto abierto.

De esta manera, dado un conjunto no vacio arbitrario, los subconjuntos que ameritan ser llamados
subconguntos abiertos son aquellos que verifican las propiedades (1),(2) y (3). La intencién de
generalizar la nocién de subconjunto abierto a un conjunto no vacio arbitrario da origen a la

siguiente definicién.

43
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Definicién 3.1. Sea X un conjunto no vacio. Una familia de subconjuntos 7x de X es una

topologia sobre X si cumple:
(1) Los conjuntos @) y X pertenecen a Ty.

(2) Si U, € T, para cada « € I, entonces U Uy € Tx.
ael

k
(3) Si para cada i € {1,...,k} se tiene que U; € Tx, entonces ﬂ U; € Tx.
i=1
A los elementos de Tx se les llama subconjuntos abiertos de X y se dice que el par (X, Tx)
es un espacio topoldgico. Como en espacios métricos, si la topologia estd implicita o no hay

peligro de confusién nos referimos a (X, Tx) simplemente como el espacio topolégico X.

Asi como en espacios métricos, en espacios topolégicos, la idea de subconjunto abierto motiva el
concepto de subconjunto cerrado. De este modo, la siguiente definiciéon nos debe resultar bastante

familiar.

Definicién 3.2. Sea (X,7x) un espacio topolégico. Se dice que F' C X es un subconjunto
cerrado de X,si X \ F € Tx.

De la Definicién 3.1 se deduce que la interseccién arbitraria de subconjuntos cerrados y la uniéon
finita de subconjuntos cerrados de un espacio topolégico X son a la vez subconjuntos cerrados
de X. Presentamos a continuacién, algunos ejemplos de espacios topolégicos. De los primeros
ejemplos, podemos observar, que sobre cualquier conjunto no vacio siempre es posible definir al

menos dos topologias diferentes.

Ejemplo 3.3. Dado un conjunto no vacio X. La coleccién de todos los subconjuntos de X
es una topologia sobre X, a la que se le llama topologia discreta sobre X y se denota por
Tp. Observemos que en un espacio topoldgico discreto (X, Tp) todos los subconjuntos de X son

simultaneamente subconjuntos abiertos y cerrados de X.

Ejemplo 3.4. Sea X un conjunto arbitrario. Se llama topologia trivial sobre X a la familia
To = {(Z),X } Notemos que, en X tnicamente hay dos subconjuntos abiertos, los cuales a la vez

son subconjuntos cerrados de X.

La topologia discreta definida sobre un conjunto no vacio X, contiene a cualquier otra
topologia definida sobre X. En cambio, la topologia trivial, estd contenida en toda topologia
definida sobre X.

La topologia presentada en el siguiente ejemplo no debe sorprendernos. Recordemos, que uno
de nuestros propositos es generalizar la nocién de cercania con la que se cuenta en un espacio

métrico a un conjunto arbitrario, y una manera de hacerlo es mediante subconjuntos abiertos. Por
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esta razén, la Definicién 3.1 resulta imprescindible ya que en ésta, se presentan las propiedades
que deben caracterizar a los subconjuntos abiertos de un conjunto en general. Sin ser ninguna
casualidad estas propiedades son las mismas propiedades que satisfacen los subconjuntos abiertos
de un espacio métrico. En este sentido, el siguiente ejemplo muestra, que en un espacio métrico

es posible definir una topologia que coincida con la colecciéon de subconjuntos abiertos.

Ejemplo 3.5. Sean (X, d) un espacio métrico y Ty la coleccién de todos los subconjuntos abiertos
de X. Es decir,
T4 ={E C X: E es un subconjunto abierto en X }. (3.1)

Del Teorema 2.14 se deduce que 74 es una topologia sobre X y se le llama topologia sobre X

inducida por la métrica d. No es dificil ver que la topologia 7y satisface la siguiente igualdad,
Ta = {E C X : F es unién de bolas abiertas en X 6 £ = (Z)}. (3.2)

En efecto, sea E € 7. Si E = () no hay méds que hacer. Supongamos, que £ € Ty y E # (.
Luego, de acuerdo con la Definicién 2.12, todos los puntos de E son puntos interiores. Esto

es, para cada x € F existe r, > 0 tal que B(z,r;) C E. Luego, U B(z,r;) € E. Por otro
zeE
lado, es claro que E C U B(z,ry). Por lo tanto, £ = U B(z,r;). Ahora, supongamos que
el rel
E e {E C X: E es unién de bolas abiertas en X 6 E = @}. Del caso E = (), no hay mucho que

decir. Supongamos que E = U B(x;,r;). Para cada i € I, por la Proposicién 2.13, sabemos que
el
la bola abierta, B(x;, ;) es un subconjunto abierto en X. Luego, por el Teorema 2.14, se tiene

que E es un subconjunto abierto en X.

Ejemplo 3.6. Dado un conjunto no vacio X, no es dificil verificar que la métrica discreta sobre

X induce la topologia trivial sobre X.

En el Ejemplo 3.5 hemos visto que toda métrica d definida sobre un conjunto X induce una
topologia sobre X . Sin embargo, el reciproco no es en general cierto, existen topologias Tx definidas
sobre un conjunto X tales que para toda métrica d definida sobre X se tiene que Ty # Tx. Como
dicen por ahi, “para muestra basta un botén”. Sin embargo, antes de proceder con un ejemplo

formalicemos la idea de que dos topologias coincidan.

Definicién 3.7. Sean X un conjunto no vacio y 71, 72 topologias definidas sobre X. Se dice que
las topologias T1 y T2 coinciden, si 71 C To y T2 € T1. Donde 71 C 7> si y sélo si para todo
reXyUeTiconzeUexiste VeTytalquer € VyV CU y de manera similar se define
75 € T1. Denotamos que las topologias 71 v 7T coinciden como, 71 = Ts.

Aquellas topologias que son inducidas por alguna métrica ameritan un nombre especial y se

presentan formalmente en la siguiente definicién.



46  Capitulo 3. Compacidad en espacios topoldgicos

Definicién 3.8. Sea (X, Tx) un espacio topoldgico. Si existe una métrica d definida sobre X de
tal manera que, la topologia inducida por la métrica 7y coincide con la topologia Tx, es decir

Ta = Tx entonces, se dice que (X, 7x) es un espacio topolégico metrizable.

Ejemplo 3.9. Si X es un conjunto no vacio ni unitario, el espacio topoldgico trivial (X, 7p) no
es metrizable. Ya que si existiera una métrica d definida sobre X tal que T3 = 7, como el tnico
subconjunto abierto de X distinto del vacio en la topologia 7y es el mismo conjunto X, de la
ecuacién (3.1) se sigue que para todo z € X y todo € > 0, se cumple que, B(x,¢) = X. Luego,
dado un punto zy € X fijo y y € X tal que xy # y se tiene que y & B(xo, W) = X, lo cual es

una contradiccion.

En el Capitulo 2, vimos que es posible definir métricas diferentes sobre un mismo conjunto,
lo que da lugar a espacios métricos que al menos en principio, han de considerarse distintos.
Sin embargo, no siempre las topologias inducidas por tales métricas son diferentes; esto es, los
subconjuntos abiertos en una son subconjuntos abiertos en la otra y viceversa. En este sentido, es
factible considerar desde un punto de visto topoldgico, a ambos espacios como idénticos. Enseguida

estudiamos las condiciones bajo las cuales se satisface esta identidad.

Definicién 3.10. Sean X un conjunto no vacio, d y p dos métricas definidas sobre el conjunto
X. Se dice que d y p son métricas topolégicamente equivalentes si las topologias inducidas

por cada una de las métricas d y p coinciden.

La definicién anterior significa que si el subconjunto F es un subconjunto abierto en el espacio
métrico (X,d) también lo es en el espacio métrico (X, p). Ahora bien, usualmente no es facil
determinar mediante la Definicién 3.10 si dos métricas son topologicamente equivalentes. Por ello,

enseguida presentamos algunos criterios mas operativos.

Teorema 3.11. Sea X un conjunto no vacio. Dos métricas d y p definidas sobre un mismo

conjunto X son topolégicamente equivalentes si y sélo si, cumplen:

(1) Para cada bola abierta B(x, ) con la métrica d en el espacio métrico (X, d) existe una bola

abierta B(z, s) con la métrica p en el espacio métrico (X, p) tal que B(z,r) C B(z,s)

y

(2) Para cada bola abierta B(x, s) con la métrica p en el espacio métrico (X, p) existe una bola

abierta B(z,r) con la métrica d en el espacio métrico (X, d) tal que B(z,s) C B(z,r).

El hecho de que dos métricas d y p definidas sobre un mismo conjunto X sean topolégicamente
equivalentes significa, que las topologias 73 y 7, inducidas por las metricas d y p, respectivamente
coinciden y asi también, todas las propiedades topoldgicas. Sin embargo, no tiene por qué ocurrir
asi con las propiedades estrictamente métricas. Asi pues, para que tales propiedades métricas
coincidan en un espacio y en otro, necesitamos imponer condiciones mas fuertes sobre las métricas.
La siguiente definiciéon muestra las condiciones que deben satisfacer dos métricas para poder

considerarlas como métricamente equivalentes.
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Definicién 3.12. Sea X un conjunto no vacio. Dos métricas d y p definidas en el conjunto X son
métricas equivalentes si existen dos constantes reales positivas a y § tales que para cualesquiera

x,y € X se verifica:
ad(z,y) < p(z,y) < Bd(z,y).

En ocasiones, dadas dos topologias sobre un mismo conjunto X tunicamente se cumple, que
todos los subconjuntos abiertos de una topologia son subconjuntos abiertos de la otra. En este
caso, la topologia con maés abiertos distinguird mejor los puntos del conjunto X. Esto se puede
apreciar en el Ejemplo 3.4 donde se cuenta Unicamente con un subconjunto abierto diferente del
conjunto vacio, aqui intuitivamente todos los puntos “se comportan igual”. La formalizacion de

esta intuicién se presenta en la siguiente definicion.

Definicién 3.13. Sea X un conjunto no vacio. Dadas dos topologias T; y T2 definidas sobre X,

se dice que 71 es menos fina que T2 (o T2 més fina que 77) si se cumple, 71 C Ty

Asi, dado un conjunto no vacio X, la topologia discreta serd siempre la més fina de todas las
topologias posibles sobre X, y la topologia trivial la menos fina.

Dado un espacio topoldgico (X, Tx). Todo elemento de la topologia Tx siempre puede ser
escrito como unién de elementos de una colecciéon By de subconjuntos abiertos en X. Es decir,
siempre es posible hallar una coleccién Bx de Tx tal que Bx es capaz de “generar” a todos los
subconjuntos abiertos en X. En efecto, basta tomar Bx = Tx. Sin embargo, estas colecciones
“generadoras” donde Bx = Tx no son muy interesantes, al lado de aquellas, donde Bx & Tx.
Como en el Ejemplo 3.5 donde, por la igualdad (3.2) se tiene que no es necesario conocer a todos
los subconjuntos abiertos, basta identificar a todas las bolas abiertas, ya que los subconjuntos

abiertos serdn simplemente uniones de bolas abiertas.

Definicién 3.14. Sean (X, Tx) un espacio topolégico y Bx C Tx. Si todo elemento no vacio de
Tx se puede escribir como unién de elementos de By, se dice que Bx es una base para Tx. A

los elementos de Bx se les llama abiertos bdstcos.

Como cualquier subconjunto abierto se puede expresar como unién de basicos, en muchas oca-
siones convenientemente trabajamos iinicamente con estos ultimos, ya que simplifican los célculos.
La ecuacion (3.2) justifica el siguiente ejemplo, en el cual presentamos una base para la topo-

logia inducida por una métrica.

Ejemplo 3.15. Sea (X, d) un espacio métrico. La coleccién de todas las bolas abiertas forma una

base para 7.

Dado un espacio topoldgico (X, Tx) y Bx una base para Tx, observemos, que todo elemento
bésico es un subconjunto abierto. Sin embargo, el reciproco no es en general cierto. Consideremos
el Ejemplo 3.15 y sean Bj, Bo dos elementos béasicos diferentes méas no disjuntos en Bx. Esto es,
By, By son dos bolas abiertas en X tales que By # By y By N By # (). Luego, para By, By como
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antes se tiene que B; N By no necesariamente es una bola abierta en X.

A diferencia de un espacio métrico, un espacio topoldgico no cuenta con una nocién de distancia
entre sus elementos, por esta razon, la continuidad de una funcion entre dos espacios topoldgicos
ya no puede ser definida en términos de € y & como en nuestro curso de Calculo. Sin embargo, es
posible dar una definicién alterna en términos de subconjuntos abiertos que permite generalizar

el concepto a espacios topolédgicos.

Definicién 3.16. Sean (X, Tx), (Y, Ty) espacios topolégicos y f: X — Y una funcién de X con
valores en Y. Se dice que f es continua si para cada U € Ty, se tiene que f~1(U) € Tx. Esto

es, si la imagen inversa de un conjunto abierto en Y, es un conjunto abierto en X.

Cabe mencionar que la continuidad de una funcién f: (X, 7x) — (Y, Ty) depende no sélo
de la regla de correspondencia que define a la funciéon f si no también de las topologias sobre
X e Y. Por esta razon, el producto cartesiano de espacios topoldgicos serd considerado con una
topologia especial, la topologia de Tychonoff ya que ésta, es la topologia menos fina que hace, que

las funciones proyeccién sobre cada factor sean continuas.

3.2 Topologia de Tychonoff

En esta seccién presentamos, la topologia de Tychonoff sobre el producto cartesiano de
espacios topoldgicos. Esta topologia es de interés para nosotros pues, resulta que el producto
cartesiano arbitrario de espacios topoldgicos compactos considerado bajo esta topologia es un

espacio topolégico compacto.

Dados dos espacios topolégicos (X, Tx) y (Y,7Ty) si deseamos definir una topologia para el
conjunto X x Y, podemos pensar que lo méas natural es considerar a los subconjuntos abiertos
en X XY, como el producto cartesiano de subconjuntos abiertos en X e Y, respectivamente. Sin
embargo, la familia que hemos elegido no necesariamente es una topologia para X x Y, pues la
unién de dos de sus elementos no tiene por que pertenecer de nuevo a la familia como se observa en
la Figura 3.1, donde se ilustran graficamente en R? los subconjuntos (1,2) x (1,2) y (3,4) x (2, 3)
donde R ha sido considerado con la topologia inducida por la métrica Euclideana, 7;,. Notemos
que el subconjunto (1,2) x (1,2) U (3,4) x (2,3) no se puede escribir como el producto cartesiano

de abiertos en Tg,.
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1 L

Figura 3.1: Topologia de las cajas.

Aunque la familia {U xV:U € TxyV e Ty} de subconjuntos del producto cartesiano
X xX Y no defina una topologia sobre X x Y, la familia formada por uniones arbitrarias de
sus elementos si que lo hace. Esta nueva topologia serda definida formalmente enseguida bajo
el nombre de topologia de las cajas y es generalizada a cualquier producto cartesiano finito de
espacios topoldgicos. En este caso, existe una estrecha relacién con la topologia de Tychonoff, que
serd presentada maés adelante y es junto con la topologia inducida por la métrica las topologias

mas importantes para nuestro trabajo.

Definicién 3.17. Sean (X, 7Tx) e (Y, 7y) espacios topolégicos. La topologia sobre el producto
cartesiano X X Y que tiene como base a la coleccién: Bxxy = {U xV:UeTxyV e 7}} se
llama topologia de las cajas sobre X x Y y se denota por, Txxy.

La Definicién 3.17 puede ser generalizada sin ningtin problema para cualquier producto finito

de espacios topolégicos.

Definicién 3.18. Sean (X1, 7T1), ..., (X, Tx) espacios topoldgicos. La topologia sobre el producto
k

cartesiano H X, que tiene como base a la coleccién,

n=1

Br, ={Ui x -+ xUy: U; €T;, paracada i € {1,...,k}} (3.3)

k
se llama topologia de las cajas sobre H X, y se denota por, Tr, .
n=1
Para el caso en el que se tengan tres espacios topolégicos X, Y y Z, denotamos la topologia de
las cajas sobre el producto cartesiano X X Y X Z como, Txxyxz ¥y a la base para dicha topologia

como Bxxyxz-

Sin problemas, se extiende la definicién de topologia de las cajas al caso del producto arbitrario

de espacios topolégicos.
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Definicién 3.19. Sea I un conjunto no vacio y {(Xa,7;): a € I} una familia de espacios

topoldgicos. La topologia sobre el producto cartesiano H X, que tiene como base a la coleccion:
acl

B(;:{HUaanGTa, paracadaaé[},

ael

se le llama topologia de las cajas sobre H Xq.
ael

Ademids de la topologia de las cajas, sobre el producto arbitrario de espacios topoldgicos, es
posible definir una topologia que presume de importante ya que bajo ésta, el producto cartesiano
de una coleccion arbitraria de espacios topolégicos compactos es compacto. Este resultado es mejor

conocido como el Teorema de Tychonoff y serd el objeto de estudio en el capitulo siguiente.

Definicién 3.20. Sean [ un conjunto no vacio y {(Xa,7;): o€ I} una familia arbitraria de

espacios topologicos. La topologia sobre el producto cartesiano H X, que tiene como base la

acl
coleccion:

Br = { ﬂ wgl(Ua): F C [ finito y U, € T, para cada « € F}
acF

se llama topologia de Tychonoff sobre H X v se denota por 7.
ael

Enseguida, se destacan algunas de las principales caracteristicas que satisfacen los elementos
de la base B;.

Observacion 3.21. De la Definicién 3.20 sabemos que una base para la topologia de

Tychonoff, es la coleccion B, definida por:

B = { m 7o (Ua): F C I finito y U, € T, para cada a € F}
aclF

Sea B € B;. Entonces, existe F' C [ finito con U, € T, para cada « € F, de tal manera que:

B= ) (Ua) (3.4)

aeF

Sin embargo, notemos que el lado derecho de la ecuacién (3.4) satisface, ﬂ 7 U,) = H Ua

a€cF acl
con U, = X, para cada a € F. Por lo tanto, B se puede escribir como:

B=1]]Ua. (3.5)
acl

donde U, = X,, para cada o € I\ F. De esta manera, un elemento (z4)acs € B si y sélo si
Zo € Uy, para cada o € F. Supongamos, sin pérdida de generalidad que F' = {a1,...,ax} para

algun k € N. Luego, de la igualdad (3.5), se sigue que B se puede definir como sigue:
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k
B=]]UVa x [] Xo (3.6)
n=1

a€l\F

Supongamos que el conjunto de indices I es finito, digamos I = {aq,...,a}. Asi, la familia
de espacios topoldgicos estd dada por, {(Xan,Tan) n=1,..., k} Luego, dado que para cada
n € {1,...,k} se cumple que X,, € Ta,, por la ecuacién (3.5), se tiene que la base B, para
la topologia de Tychonoff sobre el producto cartesiano X; X - -+ x X queda determinada por la
coleccién: i

Bﬂ:{HUai:UiE’Ei, paracadaizl,...,k‘}. (3.7)

;=1

Por lo tanto, la base para la topologia de Tychonoff sobre el producto cartesiano de una coleccion
finita de espacios topoldgicos, coincide con la base para la topologia de las cajas como fue pre-
sentada en la Definicién 3.18. Asi, en el producto cartesiano de una coleccién finita de espacios
topolégicos, la topologia de Tychonoff no es mas que la topologia de las cajas. Este hecho, hace
aun mas importante la topologia de Tychonoff, pues de alguna manera, es una extensién de la

topologia de las cajas.

Enseguida presentamos un par de resultados acerca de espacios topolégicos metrizables. Ambos
de suma importancia para nuestro trabajo. Para una demostracion del Teorema 3.22 vea el libro
Topologia de J. Munkres [19, pag. 139].

Teorema 3.22. Sea R™ como en el Ejemplo 1.25. La topologia 74, sobre R" inducida por la
métrica Euclideana ds coincide con la topologia de Tychonoff T, sobre R™. Es decir, (R",7T;) es

un espacio topologico metrizable.

Un resultado similar al Teorema 3.22 puede ser formulado para R¥. La demostracién se puede

consultar en [19, pdg. 142]

Teorema 3.23. Si z,y son dos puntos de R¥, la funcién D: R¥ x R¥ — R determinada por la

regla:

- ) n n71
D(x,y):sup{mm“xn Yl }:nEN}, (3.8)

es una métrica sobre R“ que induce la topologia de Tychonoff sobre R*.

El siguiente resultado involucra el producto cartesiano de espacios topoldgicos, en el domi-
nio de la funcién proyecciéon sobre alguna de sus coordenadas. Resulta, que de acuerdo con la
Definicién 3.16, la funcién proyecciéon es una funcién continua sobre el producto cartesiano de

espacios topolégicos.

Proposiciéon 3.24. Sea {(Xa, To):ael } una familia no vacia de espacios topolégicos. Luego,

para cada 3 € I, la funcién proyeccion sobre la $-ésima coordenada mg: H Xo — Xj es continua.
acl

Demostracion. Sean 8 € I fijoy Ug € T3. Haciendo F' = {8} y por (3.4), se tiene que Ug € B.
Asi Ug € Tr y por lo tanto 7z es continua. <+
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3.3 Espacio topolégico compacto

Sea (X, Tx) un espacio topoldgico. De manera similar a la Definicién 2.50 a una colecciéon O
de subconjuntos de X se le llama cubierta de K si K C |JO. Si ademés, cada uno de los elementos
de O es un elemento de Ty, entonces a O se le llama cubierta abierta para K. Por otro lado, si O
es una cubierta de K y O; es una subcoleccién de O tal que K C |JO; diremos que O; es una
subcubierta de O para K. Una vez aclarados estos conceptos, enseguida extendemos la nocién de

subconjunto compacto presentada en la Definicién 2.51 a espacios topolégicos.

Definicién 3.25. Sea (X, Tx) un espacio topoldgico. Se dice que (X, Tx) es un espacio to-
pologico compacto, si toda cubierta abierta de X admite por lo menos una subcubierta finita
para X.

Dado un espacio topolégico compacto, para ser més escuetos, diremos simplemente que X es

compacto.

Probar que un espacio topoldgico es compacto usando la Definicién 3.25 usualmente se torna
bastante complicado. Sin embargo, cabe mencionar que existen diversas caracterizaciones que
facilitan la prueba. Particularmente, nosotros presentamos un caracterizaciéon que a simple vista
parece, que no existe diferencia alguna con la Definicién 3.25, no obstante si la hay. Esta diferencia,
serda mucho mas notable en la siguiente seccion ya que esta caracterizacién nos permitird simplificar

la demostracion del resultado més importante de este capitulo, el Teorema de Tychonoff.

Proposicién 3.26. Sea (X, 7x) un espacio topolégico. Se sigue que X es compacto si y sélo si
toda familia O C Tx de subconjuntos abiertos de X que no admite subcubiertas finitas para X,

no cubre a X.

Demostracion. Las afirmaciones son equivalentes, procedamos a mostrarlo explicitamente. Recor-
demos, que de acuerdo con la Definicién 3.25 un espacio topologico (X, Tx) es compacto si y sélo
si toda coleccion O de subconjuntos abiertos que cubre a X, admite subcubiertas finitas para X.

Definamos las siguientes proposiciones:
(1) P(O) = O cubre a X.
(2) Q(O) = O admite subcubiertas finitas para X.
(3) C(X) = X es un espacio topolégico compacto.
En términos de las proposiciones anteriores la Definicién 3.25 se puede expresar como:
C(X) & VO C Tx{P(0) = Q(0)} =VO C Tx{-Q(0) = -P(0)}.

Lo que se traduce de la siguiente manera: El espacio topolégico X es compacto si y sélo si toda
coleccién de conjuntos abiertos que no admite subcubiertas finitas para X no cubre a X. De esta

manera la prueba esta completa. <>
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Los siguientes resultados resaltan el buen comportamiento de los conjuntos compactos bajo

funciones continuas.

Teorema 3.27. La imagen de un espacio topoldgico compacto bajo una funciéon continua es

compacto.

Demostracion. Sean (X, Tx) v (Y, Ty) espacios tolopolégicos con X compactoy f: X — Y una
funcién continua. Consideremos una cubierta abierta O = {Oy: @ € I 'y O, € Ty } para f(X).
Mostremos que O admite subcubiertas finitas para f(X). Notemos que la coleccién { fHO0q): a €
I} es una cubierta abierta para X. En efecto, para cada x € X existe O, € O tal que f(z) € Oy y

por lo tanto x € f~1(0,). Entonces, como X es un espacio topolégico compacto, existen Oy, . .., Oy

k
en O tales que, X = U f _1(Oi). Luego, por las propiedades de la imagen inversa de una funcién
i:nl
se tiene que, f(X) C U O;. Por lo tanto, f(X) es compacto. <
i=1
Otro resultado que habla muy bien del comportamiento de los conjuntos compactos bajo fun-
ciones continuas es muy conocido por nuestros cursos de Calculo y es como sigue. Una demostracion

se puede ver en [19, pag. 198].

Teorema 3.28. Sea X un espacio topolégico compacto. Toda funcién continua f: X — R alcanza

un maximo y un minimo en X. Es decir, existen x1, x5 € X tales que para todo x € X se satisface

f(@1) < f(z) < f(z2).

La siguiente seccién puede ser considerada sin dudarlo como la més importante de este capitulo,
yva que en ella se presenta el resultado al cual se le debe la compacidad del w-cubo, estamos
hablando del Teorema de Tychonoff.

3.4 Los teoremas de Tychonoff

En esta seccién se presenta el Teorema de Tychonoff asi como una demostracion de éste, uti-
lizando el principio de induccién transfinita 1.22. Este teorema es sumamente importante para
nosotros pues recordemos que nuestro objetivo, es estudiar la compacidad del w-cubo y resulta
que una consecuencia importante del Teorema de Tychonoff es la compacidad del w-cubo. Por
otro lado, la Proposicién 3.26 junto con dos lemas que seran presentados segiin se necesiten nos
permitiran no sélo simplificar la demostracién del Teorema de Tychonoff si no también presentar
pruebas para dos casos particulares del Teorema de Tychonoff: el producto cartesiano finito e
infinito numerable de espacios topolégicos compactos a los que denominamos el pequerio teorema
de Tychonoff y el joven Teorema de Tychonoff, respectivamente. Lo realmente interesante, es que

para estas pruebas se utilizan argumentos muy similares y todas estan basadas en los principios
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de induccién presentados en la Seccién 1.3. Cabe mencionar que nuestro objetivo quedaria com-
pletamente realizado con sélo probar el joven Teorema de Tychonoff, sin embargo, nosotros vamos

por el “pez gordo”.

3.4.1 El pequeno Teorema de Tychonoff

Comenzamos presentando un primer lema que ademads de facilitar la escritura, nos permi-
tird utilizar la Proposicién 3.26 para probar el pequeno Teorema de Tychonoff que es un caso
particular del Teorema de Tychonoff donde la coleccién de espacios topoldgicos en cuestién es

finita.

Lema 3.29. Sean (Y, 7y) un espacio topolégico y (X, 7Tx) un espacio topolégico compacto. Si
O C Txxy, es una coleccién de conjuntos abiertos que no admite subcubiertas finitas para X x Y,
entonces existe xg € X tal que para cada U € Tx con xg € U y para cada subcoleccién finita Oy
de O, se tiene que U x Y Z |J O;.

Demostracion. Supongamos para cada x € X, existe U, € Tx conz € U, tal que U, XY C U Oy,

para alguna subcoleccién finita O, de O. Luego, la coleccion {Ux: reX } es una cubierta abierta
n
para X. Como X es compacto, existen x1,...,z, € X tales que X = U U,,. De esta manera, de

i=1
la propiedad del producto cartesiano, se sigue que:

n

XxY:(QUi>><Y:U(UixY).

=1

Luego, como consecuencia de suponer que la conclusion es falsa y por las propiedades de la unién

de conjuntos, se deduce lo siguiente:

XxYCiQ(UOm) oy (gox>

Dado que para cada ¢ = 1,...,n se cumple que O, es una subcolecciéon finita de O, se tiene
n

que U O, es una subcoleccién finita de O. De esta manera, la cubierta abierta O admite una
i=1

subcubierta finita para X x Y. <

Si a las hipdtesis del Lema 3.29 agregamos que el espacio topoldgico Y sea compacto, entonces

una consecuencia inmediata es el siguiente resultado.

Corolario 3.30. Sean (X, Tx) y (Y, Ty) espacios topolégicos compactos. Si O es una coleccién de
subconjuntos abiertos que no admite subcubiertas finitas para X x Y, entonces existe (xg,yo) €
X xY tal que para cualesquiera U € Tx y V € Ty con (z9,yo) € U XV se tiene que U xV Z | J Oy,

para cualquier subcoleccion finita 01 de O.
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Demostracion. Como X, Y son espacios topolégicos compactos y O una coleccién de abiertos que
no admite subcubiertas finitas para X x Y, del Lema 3.29 existe x¢ € X tal que para cada U € Tx
con xg € U se tiene que U x Y € Oy, para toda subcoleccién finita O de O. Supongamos que
no existe yp € Y tal que para cualesquiera U € Tx y V € Ty con zg € U y yo € V se cumple
que U x V ¢ |J Oy, para cualquier subcoleccién finita O; de O. Asi, para cada y € Y existen
Uy € TxyVy €Ty con (x0,y) € Uy x V, tales que U, x V, C |JO, para alguna subcoleccién
n
finita O, de O. Dado que Y es compacto existen y1,¥2,...,y, € Y tales que ¥ = U Vy,- Para
i=1

cada y; consideremos el respectivo Uy, y definamos U = ﬂ Uy,. Luego, U es elemento de Tx con
i=1
xo € U. De las propiedades del producto cartesiano y definiciéon de U, se tiene que:

UszUX(OVl):O UxVy)C OUszVyz
i=1 i=1

i=1

Luego, de haber supuesto la falsedad de la conclusion y propiedades de la unién de conjuntos,

UxYQQ(UO%.) < (goy>

n

Entonces, dado que O,, es una subcoleccién finita de O, se tiene que U Oy, es una subcoleccién

=1
finita de O lo que contradice al Lema 3.29. Por lo tanto, existe yp € Y de tal manera que para
(xo,90) € X XY ycadaU € Tx y V € Ty con (x0,y0) € U x V, se tiene que U x V € | JO; para

cualquier subcoleccién finita O de O. <+

Dado que, para demostrar el pequeno Teorema de Tychonoff serdn de gran utilidad el Prin-
cipio de Induccién Matematica 1.21 y el Corolario 3.30, enseguida presentamos un resultado que
serd fundamental a la hora de utilizar el Principio de Induccién Matemaética 1.21 para probar el

pequeno Teorema de Tychonoff.

Teorema 3.31. Sean (X, 7Tx) v (Y, Ty) espacios topoldgicos. Entonces, X x Y es compacto si y

solo si X y Y son compactos.

Demostracion. Supongamos que X X Y es compacto, veamos que X y Y son compactos. Por
Proposicion 3.24 sabemos que la funcién proyeccion sobre cada coordenada es continua. Luego,
del Teorema 3.27 se sigue que X y Y son compactos. Para el reciproco, utilicemos la Proposicién
3.26. Sea O C Txxy tal que ninguna subcoleccién finita de O cubre a X x Y. Por Corolario 3.30,
existe (zg, yo) tal que paracada U € Tx y V € Ty con (zo,yo) € U x V se tiene que U xV Z | Oy
para cualquier subcoleccién finita O de O. Ahora veamos que O no cubre a X x Y. Supongamos
lo contrario, X x Y C |JO. Entonces existe O € O tal que (z9,0) € O. Luego, de la Definicién
3.14, existe By € Bxxy tal que (xo,y0) € By C O. Asi, para O; = {O} se tiene que O C O, Oy es
una subcoleccién finita y By C | J O;. Esto contradice al Corolario 3.30. Por lo tanto, X xY Z O.
Aplicando la Proposicién 3.26, se deduce que X x Y es compacto. <+
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Ahora, sin méas predmbulos procedamos a la demostracién del ya muchas veces citado pequeno

Teorema de Tychonoff.

El pequeno Teorema de Tychonoff 3.32. Para k € N fijo, sean (X1, 71),. .., (Xg, Tx) espacios
k

topolégicos. Se sigue que el producto H X, es compacto si y sélo si Xi,..., X, son compactos.

n=1

k
Demostracion. Supongamos que H X, es compacto, veamos que X, es compacto para cada

n=1
n =1,...,k. Por la Proposiciéon 3.24 sabemos que la funcién proyeccién sobre cada coordenada

es continua, luego del Teorema 3.27 se sigue que X,, es compacto, para cadan =1, ..., k. Veamos
la suficiencia del teorema. Asi, apliquemos el Principio de Induccién Matematica para probar que

la siguiente proposicién matematica es verdadera,
k

P(k)=Si (X1,71),...,(Xk, Tk) son espacios topolégicos compactos, entonces el producto H X,

n=1
es un espacio topolégico compacto.

Base inductiva. De la suficiencia del Teorema 3.31 se tiene que P(2) es cierto.

Hipo6tesis inductiva. Supongamos que P(n) es verdadera para todo n € N menor que k. Esto es,
dado n € N més pequeno que k fijo, si (X1,71),...,(Xn,Tn) son espacios topolégicos compactos
n
entonces el producto cartesiano H X; es compacto.
i=1

Paso inductivo. Veamos que P(k) es verdadero. Sean (Xi,71),...,(X,7T) espacios topolégicos

k k
compactos. Probemos que H X, es compacto. Dado que H X, se puede escribir como,
n=1 n=1
k k—1
I % =] Xxn x X
n=1 n=1

Y por hipétesis X es un espacio topolégico compacto y se sigue de la hipdtesis inductiva que
k—1

el producto H X, es también un espacio topolégico compacto. Entonces de la base inductiva

n=1
k

se tiene que H X, es compacto. De esta manera, por el Principio de Induccion Matematica

n=1

1.21 podemos concluir que: para cada k € N, si X1,..., X} son espacios topolégicos compactos,
k
entonces el producto H X, es compacto. <>
n=1
En particular, si X; = X para cada i =1,...,n, donde X es un espacio topolégico compacto,

se tiene el siguiente resultado.
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Corolario 3.33. Sean X espacio topdlogico y k£ € N. Si X es un espacio topoldégico compacto
entonces X¥ = X x --- x X es compacto.
—_——

k-veces

El siguiente ejemplo, exhibe parte de la inmensa capacidad del pequenio Teorema de Tychonoff.

Ejemplo 3.34. Sean n € N y r un niimero real positivo fijos. Por la Proposicién 2.67 sabemos
que el n-cubo de lado 2r es un subconjunto compacto de R"™. Recordemos que la demostraciéon
presentada en esos momentos no fue realmente sencilla, debido a las pocas herramientas con las que
contdbamos. Sin embargo, ahora que nos hemos hecho de nuevos resultados mucho més complejos,

se observa que la Proposicion 2.67 se obtiene como consecuencia inmediata del Corolario 3.33.

3.4.2 El joven Teorema de Tychonoff

En esta seccién generalizamos el pequeno Teorema de Tychonoff para el producto infinito
numerable de espacios topoldgicos compactos. Llamamos a esta generalizacién el joven Teorema

de Tychonoff. Primero veamos un lema que serd de gran utilidad para probar dicha generalizacién.

Lema 3.35. Sean (X, Tx),(Y,Ty) v (Z,Tz) espacios topoldgicos con Y compacto, O C Txxyxz
y o € X. Si para cada U € Tx con zy € U, se tiene que U X Y x Z ¢ |JO; para cada
subcoleccién finita O; de O, entonces existe yg € Y tal que para cualesquiera U € Tx y V € Ty
con (xg,y0) € U x V y cada subcoleccién finita Q7 de O se tiene que U x V x Z € |J O;.

Demostracion. Supongamos que para caday € Y, existen U, € Tx y V}, € Ty con (zg,y) € Uy xVj,
tales que (Uy X Vy) x Z C |JOy, para alguna subcoleccién finita O, de O. Luego, la coleccién

{Vy ty € Y} es una cubierta abierta para Y. Dado que Y es compacto, existen yi,...,y, en

n n

Y tales que Y = U Vy;- Definiendo U = ﬂ Uy,, se tiene que U € Tx y xo € U. Luego, de las
i=1 i=1

propiedades del producto cartesiano:

UxY xZ=Ux (U‘@) x ZC|J Wy, xVy, x 2) €| (U, x V) x Z. (3.9)
=1 =1 =1

De (3.9) y de haber supuesto que la conclusién del Corolario 3.30 es falsa se tiene que,
vxyxzclJ(Uow) gU(UOyZ).
i=1 i=1

n

Como cada Oy, es una subcoleccién finita de O, se tiene que U O,, es una subcoleccién finita de
i=1

0. De esta manera, la prueba estd completa. <+

El joven Teorema de Tychonoff 3.36. Sea {(X,,7,): n € N} una familia de espacios to-

o
pologicos. Luego, H X, es compacto si y s6lo si X,, es compacto, para cada n € N.

n=1
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Demostracion. Mostremos la necesidad. Supongamos que H X, es compacto. Veamos que X,

ael
es compacto, para cada « € I. Por Proposicion 3.24 sabemos que la funcién proyeccién sobre

cada coordenada es continua. Luego del Teorema 3.27, se sigue que X, es compacto, para cada

a € I. Ahora probemos la suficiencia. Sea O C T, tal que X ¢ |JO;, para cada subcoleccién
o0

finita O1 de O. Probemos que existe al menos un punto x € H X, tal que x no pertenece a U 0.
n=1
Construyamos dicho punto coordenada a coordenada. Para ello utilicemos induccién matemaética

sobre k € N, y veamos que la siguiente proposicién es verdadera,

P(k) = Existe zj, € X}, tal que para cada U € T, con (z1,...,zx) € U, se tiene que, para toda

subcoleccién finita O de O, U x H X, Z Oy.
n=k+1

o0 (o]
Caso base. Veamos que P(1) es verdadera. Basta escribir H X,, como X7 X H X,,. Haciendo,

n=1 n=2

o
X=X,Y = H X, v dado que X; es compacto, por Lema 3.29, existe x1 € X; tal que para

n=2

oo
cualquier U; € 77 con x1 € X7 se tiene que: Uy X H X, Z U(91 para cualquier subcoleccién

n=1

finita O de O. Por lo tanto, P(1) es verdadera.

Hipétesis Inductiva. Supongamos que la proposicién P es verdadera para todo n € N con n < k,

esto es, para cada n € N més pequeno que k fijo, existe x,, en X,, tal que para cada U € T, con
(o]

(z1,...,2y) € U, se tiene que: U X H X; € Oq, para toda subcoleccién finita Oy de O.

i=n—+1
(o]
Paso inductivo. Veamos que P(k) es cierta. Como H X, se puede escribir como:
n=1
k—1 [e'S)
(HXn> x X ¥ ( 11 Xn>,
n=1 n=k+1
k—1 0
haciendo X = H XY =X3,Z= H X, v tomando en cuenta que por la hipétesis inductiva,
n=1 n=k+1
es posible construir un punto z = (z1,...,25_1) € X tal que para todo U € T, , con z € U se

tiene que U XY x Z & U 01, para cualquier subcoleccién finita Q1 de O. Por el Lema 3.35, existe
x € X}, tal que para cualesquiera Up_1 € Tp—1 y U € Tr, con (z, 1) € Uy_1 X Uy, se tiene que:

Up—1 x Uy, ( H Xn) ZUOL

n=k+1

para cada subcoleccion finita O de O.

Sin embargo, dado que (x,z)) se puede ver como (zy,...,xx_1,2k) y el producto de abiertos
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Uk—1 x Uy como un elemento de 7, , la conclusién, por el Lema 3.35, se expresa como sigue:

Existe x € X}, tal que para cualquier U € T, con (x1,...,2x_1,2k) € U se tiene que,

U x ﬁ XnZUOh

n=k+1

para cada O; C O finita. Por lo tanto, la proposicién P es verdadera para k. Luego el Principio
de Induccién Matematica implica, que la proposicion P es verdadera para todo n € N. De esta
manera, es posible construir un punto z = (x,)nen donde cada coordenada x,, es consecuencia de

que P(n) es verdadera para cada n € N. Veamos que x ¢ UO. Supongamos lo contrario, esto

es, que r € U 0. Luego, existe O € O tal que z € O. Més atn, por definicién de la topologia
[e.e]

de Tychonoff, existe By = Uy x Us x - -+ X Uy X H X,, para algin k € N, tal que x € By C O.

n=k+1
Tomando U = Uy x --- x Uy, se satisface que U € T, y (21,...,2%) € U, pero lo mas importante

oo
se cumple que U X H X, C U(’)l para 07 = {0}, lo cual contradice la construccién de la

n=k+1
coordenada zj ya que O; es una subcoleccion finita de O. Asi, X ¢ JO. Por lo tanto, de la
o0
Proposicion 3.26 se concluye que H X,, es compacto. <
n=1

Si X es un espacio topolégico compacto y X,, = X para todo n € N, el siguiente resultado se
tiene como consecuencia inmediata del pequeno Teorema de Tychonoff 3.36.

Corolario 3.37. Sea X espacio topélogico compacto. Si X,, = X para todo n € N entonces el
o

producto cartesiano H X"™ es compacto.
n=1
Del Corolario 3.37 se tiene cubierto el objetivo principal de este capitulo, el cual consistia en
estudiar la compacidad del w-cubo como subconjunto de R¥. Como consecuencia inmediata de
dicho corolario el dictamen resulta ser favorable, el w-cubo es un subconjunto compacto de R¥

donde los subconjuntos abiertos son los determinados por la topologia de Tychonoff sobre R“.

Sin embargo, aunque nuestro objetivo este cumplido, como ya se dijo anteriormente abordamos
también el Teorema de Tychonoff pues resulta realmente interesante que los argumentos utilizados
en las demostraciones de estos tres teoremas: el pequeno Teorema de Tychonoff, el joven Teorema

de Tychonoff y el Teorema de Tychonoff son iguales salvo generalizaciones.

3.4.3 El Teorema de Tychonoff

Ahora, probemos el “hecho y derecho” Teorema de Tychonoff. Cabe mencionar que existen
muchas demostraciones de dicho teorema que utilizan diversas técnicas para su propésito. Algunas

de las demostraciones méas importantes del Teorema de Tychonoff se pueden consultar en el articulo
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Demostraciones del Teorema de Tychonoff de F. Barragan, A. Romero y J.F. Tenorio [2, pdgs.103—
125]. La demostracién presentada a continuacién forma parte de dicho articulo y su herramienta

principal es el Principio de Induccion Transfinita 1.22. Recordemos que:

Principio de Induccién Transfinita. Consideremos (I, <) un conjunto bien ordenado y sea

P(a)) una proposicién mateméatica formulada para cada a € I. Si se cumplen:
(1) Si S es el primer elemento de I, entonces P(f3) es cierta,
(2) La validez de P(f3) para cada < « implica la validez de P(«),
entonces P(«) es verdadera, para cada « € I.

Antes de continuar con la demostraciéon del Teorema de Tychonoff, presentamos notacion
sumamente 1til a lo largo de la demostracién. Dado un conjunto de indices I, por el Principio del
buen orden 1.19 se tiene que I también puede ser considerado como un conjunto bien ordenado,
(I,=). Luego, para 8 € I fijo y para cada a < 3, tomemos x, € X,. Se definen y denotan las
subcolecciones B, . 5y Bizo). <5 de los productos cartesianos H Xay H X, respectivamente,

a=<p a=p
como sigue:
B(xa)aﬁ = H Uy: Uy € To con z, € Uy, para cada a <X 3 5, (3.10)
a=p
B(xa)a% = H Uy,:Uy €Ty con x, € U, para cada oo < 8 p . (3.11)
a<p

Teorema de Tychonoff 3.38. Sean I un conjunto no vacio y {(Xa,7): @ € I} una familia
de espacios topoldgicos. Se sigue que H X, es compacto si y sélo si X, es compacto, para cada

acl
a€l.

Demostracion. Utilicemos la Proposicién 3.26 para demostrar la suficiencia. Sea O una subco-

leccién de B, tal que O no admite subcubiertas finitas para H X4, veamos que O no cubre a

acl
H X4; es decir, probemos que existe al menos un punto x € H X, tal que  no pertenece a
ael acl

U 0. Construyamos dicho punto coordenada a coordenada. Para ello, utilicemos el Principio de
induccion transfinita 1.22. Veamos que para cada § € I, la siguiente proposicién matematica es

verdadera,

P(3) = Existe x5 € Xg tal que para cada Uta)azs € B(ra)axs S€ tiene que: U X

Ta)a=p

H Xo| € U O para cada subcoleccion finita O; de O.

ax-f3
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Sea S € I fijo, consideremos los casos siguientes:

Si 8 = min I, basta escribir H X, como Xg X H X. | va que para este caso, se tiene que

ael a>B3
U(xa)ajﬁ =Us,, € Tpydehacer X = X yY = H X.. Dado que X es compacto, por Lema
a>p

3.29, existe g € X3 tal que para cualquier Ug € T3 con zg € X3 se tiene que:

Usx [[ Xa 2| JOu
ax
para cualquier subcoleccién finita @1 de O. Asi, P(8) es verdadero.
Supongamos que 8 > min I. Por el Principio de Induccién Transfinita 1.22, supongamos que P(7)
es verdadera para cada v € I con v < 8 y probemos que P() es verdadero, es decir, veamos que
existe xg € Xg tal que para cualquier U(-Ta)ajﬂ € B(xa)ajﬁ y toda subcoleccion finita O; de O, se

tiene que:

Ulza)axs X H Xo | £ Uol'

a>f
Apliquemos el Lema 3.35 para probar la existencia de dicho punto xg € Xg. Pero primero,

comprobemos que realmente se cuentan con todas las hipotesis del Lema 3.35. Para nuestro caso,

hagamos: X = H Xa, Y =Xpgy Z = H Xo. Como Xg es compacto, resta hallar un punto
a<f axf3

(Za)a<p € Hoz<ﬁ X tal que para cada U € Bz, se cumpla lo siguiente:

xa)a<5 a=<p

Uwa)

a<p

X Xg X H Xo| € U 04, para cada subcoleccion finita O de O.

a>f

Consideremos el punto (zq)a<pg € [, <8 X, donde para cada o < 3, la respectiva coordenada
Zo €s obtenida de suponer que P(«) es verdadera. Veamos que dicho punto satisface la hipétesis
€ B(xa)

faltante del Lema 3.35. Supongamos lo contrario; esto es, que existe U _; tal que

$a)a<ﬁ e

Ulta)axs X Xx H Xo | € Oq, para alguna subcoleccién finita Oy de O. (3.12)
axpf

Digamos que O; = {01,03,...,0,} € O. Como O C By, para cada i = 1,...,n, el elemento O;

pertenece a B,. Por Observacién 3.21, existe un subconjunto finito F; de I tal que,

0; = [[ Ua: (3.13)

ael
donde para cada a € F; se tiene que U, € To y Uy = X4 si a € I\ F;. De esta tltima igualdad
se tiene que, 74(0;) = X, para cada o € I \ F;. Notemos ademds, que para cada i € {1,...,n}

existe o € F; para el cual 7m,(0;) # X,, de lo contrario de la ecuacién (3.13) se tiene que H Xa
ael
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estarfa cubierto por 01, lo cual no puede ser, pues O no admite subcubiertas finitas para H Xa.
acl

n
En consecuencia, U F; # 0. Ademés, por la parte a) de la Observacién 1.29, podemos suponer
i=1

n n
que, para « € U F; se tiene que 7, (0;) # X, y para o € I\ U F; ocurre que 7, (0;) = X,.
i=1 =1
Ahora veamos que existe al menos un indice a € I tal que o < By 7o (0;) # Xa, para algin

n
i€ {l,...,n}. Esto es, veamos que UFiﬂ{aGI:a<,8}7é@.

i=1
n

Supongamos lo contrario, a saber, que para cada a € U F; se cumple que a = . Luego, para
i=1
todoi € {1,2,...,n} y o € I con a < 3, se tiene que m,(0;) = Xqo. Sea y = (yo) € HXa y

a€el
definamos,

Zo = Ta, S a=<f;
z =
Za =Ya, S1 B a.
Notemos que para cada o < 3 se tiene que 7, (Of) = X4. Como la a-ésima proyeccién sobre Oy, es
el a-ésimo factor, X,, sin lugar a dudas se tiene que x, € m,(Oy). Ademds, de la ecuacién (3.13)

se observa que O es un subproducto de H X, luego de aplicar la parte c¢) de la Observacion
ael
1.29,a F = {a el:arx ﬁ}, Yy € H X y z definida como arriba, se concluye que y € Og. De esta
ael
manera para un elemento y arbitrario de H X, existe k € {1,...,n} tal que y € Ok. Asi, para
ael
Y€ H Xq se cumple que y € |JO;. Por lo tanto, H X. C U 041, lo cual es una contradiccion,

acl ael
n

pues O no admite subcubiertas finitas para [[,.; X«. Por lo tanto, (U FZ-> Nael:a=<p}#0.

i=1
n

Ahora, sea 7 el elemento maximal de (U E) N{a € I: @ < B}. De esta manera para cada a € I
i=1

n
con v < a < [ se tiene que a ¢ U F; por lo tanto, 7,(0;) = X,. Notemos que la existencia
i=1
del elemento maximal v € I ha sido consecuencia de suponer que existe U, ), 5 que satisface la
ecuacién (3.12), y hasta el momento, no hemos encontrado contradiccién alguna respecto a dicha

suposicién. Sin embargo, para este v € I se cumple que U(,,,), S Bza) <, Yy se satisface,

=

U, (H Xa) o,

a>y

o

lo cual es una contradiccion con la hipotesis de induccion. En efecto, sea y € U, 2y X (H Xa>
a7y
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y definimos z € H X4 como sigue:
ael

2a = Yoy SI <[
Z=19 Zoa=2=Ta, SI Y<a=<pf;

Za =Ya, S1 B =a.

En consecuencia, se tiene que z € U(xa)a% X Xg x H Xo | €Oy, donde esto tltimo se debe
a>f

a que se satisface la ecuacion (3.12). Luego, existe j € {1,2,...,n} tal que z € O;. Sin embargo,

notemos que para a € I tal que v < a < 3 se tiene que 7, 1(0;) = X,, por lo tanto z, € 7, 1(0;)

yparaa € F={a€l:a <o =< a} secumple que z, = y,. Entonces al aplicar la parte c)

de la Observacién 1.29 podemos concluir que y € O;. Por lo tanto, como y es arbitrario, se tiene

que Uz, <., X (H Xa> - U(’)l.

a7y
Lo cual, contradice la hipdtesis de induccion.

Por lo tanto, hemos mostrado que, para cada U, € Bz,

se tiene que:

Ia)a<5 a=<p’

Ulza) x Xg X H Xo | € Oy, para cada subcoleccion finita O de O.

ax-f3

a=<f

De esta manera, también podemos afirmar que el punto (z4)a<g € [[4< 5 Xa satisface la hipotesis
restante del Lema 3.35. Entonces, con todas las hipétesis completas, el Lema 3.35 garantiza la
= B($a)a

=<

existencia del punto x5 € X tal que, para cada U ;5 Se tiene que

Ta)a=p

U(xa)ajﬁ X H Xao | € Oq, para cada subcoleccion finita 01 de O.
a>f

Entonces, por el Principio de induccién transfinita, para cada 3 € I, existe x5 € Xz tal que para

cada U, € B 5 se tiene que

a=p a=x

U X H Xo| € U 01, para cada subcoleccion finita 01 de O.

axf

xa)ajﬁ

De esta manera, es posible construir un punto x = (z4)aecr, donde cada z, es obtenido como
consecuencia de que P(a) es cierto, para cada « € I.

Con la finalidad de aplicar la Proposicion 3.26, veamos que = & U 0. Supongamos lo contrario,
que x € U O. Luego, existe O € O tal que x € O. Sin embargo, como O € B, por Observacién

3.21, existe un subconjunto finito F' de I tal que, O = H U,, donde U, € T, para cada o en F
ael
y Us = X4 si a € I'\ F. De aqui, notemos que F # (), ya que de no ser asi, H Xq C UOl para
ael
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01 = {0}, lo cual es una contradiccién. Luego, como F' es un subconjunto finito, sea = méax F

y definimos,

B,=U,, si «a€ckF;
B(Jf'a)ajﬁ = _ .
By=X,, si a<pBya¢gkF.

Asi, B( € Bz

Entonces de la definicién de By, _ 5 Y O se sigue que,

Ta)a=p axB’

B x | T Xa | €{JO1, donde 01 = {0} C O.

a3

(xa)ajﬁ

Lo cual es una contradiccién, ya que por ser P(f3) verdadero, para cada Ulza)azs € Bizw)o< 5 S€

cumple que:

U(xa)a% X H Xo| € U O para cada subcoleccion finita O de O.
N axpf
Por lo tanto x ¢ |JO. Y por la Proposicién 3.26, se concluye que H X, es compacto. <>

acl

Lleg6 el momento de responder algunas de las preguntas planteadas al final del Capitulo 2.

Primero que nada, sabemos por el Ejemplo 3.5, que todo espacio métrico es también un espacio
topolodgico con la topologia inducida por la métrica. Particularmente, el conjunto R™ es un espacio
topolégico con la topologia inducida por la métrica Euclideana 7g,, como se describié en el
Ejemplo 3.5. Por otro lado, recordemos que el producto cartesiano infinito numerable de espacios
topolégicos se ha de considerar con la topologia de Tychonoff como en la Definicion 3.20. Se
observa que los subconjuntos abiertos de R“ ya no son los mismos subconjuntos abiertos de R",

si cambiaron.

Un motivo mas, por el que la topologia de Tychonoff es importante para nuestro trabajo,
se encuentra implicito en el Teorema de Tychonoff 3.38, el cual da respuesta a una de las
preguntas planteadas en el capitulo anterior. El Teorema de Tychonoff 3.38 asegura que el
producto cartesiano de una coleccién arbitraria de espacios topoldgicos compactos es un espacio
topoldgico compacto. Especialmente, si todos los elementos de la coleccién son el mismo conjunto,
el intervalo cerrado I, para algin r > 0, y tomando en cuenta que todo subconjunto no vacio de
un espacio topoldgico es también un espacio topoldgico se tiene como consecuencia del Teorema

de Tychonoff 3.38 que el w-cubo de lado 2r es un subconjunto compacto de R“.

Consideremos ahora, el conjunto R¥. Sea r un niimero real positivo. Sabemos, por la Definiciéon

2.66 que el w-cubo de lado 2r esta determinado por el conjunto:

19 ={(z1,.. ., 2p,...) ERY: |z, | <7} (3.14)
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Por otro lado, por el Teorema 3.23 sabemos que el espacio topoldgico (R“,7;) es un espacio
=Tx

topolégico metrizable donde la métrica D definida sobre R¥ tal que T5 , se define para

r= (21, - Tny-- ) YY=(Y1,---,Yn,-..) en RY mediante la regla,
_ min § |z, — ynl, 1
D(a;,y):sup{ {en — ] }:neN}. (3.15)
n

Luego, la bola cerrada unitaria B [6, 1] en el espacio métrico (Rw,ﬁ) queda determinado por el
conjunto:
B[0,1] = {x € R*: D(x,0) < 1},

de la ecuacién (3.15), se sigue que:

n

. { nls 1
B[0,1] = {(wl,...,xn,...): zn, € R,Vn e Ny sup{mmﬂx‘}: nEN} < 1}. (3.16)

Para r como antes, por la propiedad Arquimediana existe ng € N tal que a < ng. Consideremos

1 1 1 — "
el punto zg = (m),m,...,m),no,no,...> € R¥. Se verifica que D(xo,0) < 1, por lo tanto
—_——

ng — 1 - veces

g € B [6, 1]. Sin embargo, como la ng-ésima coordena de zg es ng > r, de acuerdo con la ecuacién
(3.14) se tiene que zo & I¥. Lo que significa que B[0,1] € I¥. Dada la arbitrariedad de r. Se
concluye que, la bola cerrada unitaria en R“ no puede ser colocada dentro de algin w-cubo,

respondiendo asi a una pregunta més planteada al final Capitulo 2.






CapiTULO 4

COMPACIDAD EN ESPACIOS NORMADOS

Y asi, del mucho leer y del poco dormir...

Don Quijote de la Mancha, Miguel de Cervantes S.

El objetivo de este capitulo es estudiar la compacidad de la bola cerrada en espacios do-
tados de una estructura algebraica, méas concretamente en R-espacios vectoriales. Para ello, es
necesario considerar métricas en R-espacios vectoriales que son inducidas por una norma en el
espacio vectorial. Dicho concepto de norma es el resultado de la unificacion de dos estructuras
matematicas de naturaleza un tanto distinta; una algebraica y la otra topoldgica como lo es la
de espacio métrico.

4.1 Espacios normados

Recordemos que un R-espacio vectorial consiste de un conjunto X cuyos elementos se llaman

vectores y satisfacen las siguientes propiedades:

(1) Para cada par de vectores z,y € X, existe un vector x +y € X que se llama la suma de

los vectores z y y, tal que:

a

b

) Para todo z,y € X, x+y=y+ .
) Existe un vector § € X tal que para cualquier x € X se cumple que,  +x = 2+ 6 = z.
c¢) Para cada vector z € X, existe un vector —x € X tal que z + (—z) = 6.
d) Para cualesquiera z,y, 2z € X se satisface, z + (y + z) = (z +y) + =.
(2) Para cada z € X y a € R, existe un vector ax € X al que se le llama multiplicacion de
x por el escalar oy satisface:
a) Para cualesquiera a, 8 € Ry = € X, se cumple que a(fz) = (af)zx.
b) Para todo z € X, 1z = z.

67
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c¢) Para cada = € X, se satisface 0z = 6.

(3) Ambos operaciones, la suma de vectores y la multiplicacién por escalar estan relacionadas
como sigue:
a) Para cualesquiera «, f € Ry x € X que se cumple, (a + )z = az + fz.
b) Para todo a € Ry x,y € X, se tiene que a(x + y) = ax + ay.
Cabe destacar que los vectores § y —x descritos en la propiedad 1-b) y 1-¢) respectivamente,
son unicos. Muchos de los conjuntos con los que ya hemos trabajado en capitulos anteriores pueden

ser considerados espacios vectoriales bajo operaciones especificas. A continuacion, presentamos los

espacios vectoriales mas destacables a lo largo de nuestro trabajo.

Ejemplo 4.1. El conjunto de los ntiimeros reales es un R-espacio vectorial con la suma y multi-

plicacién por escalar usuales.

Enseguida se generaliza el Ejemplo 4.1.

Ejemplo 4.2. Consideremos el conjunto R™ definido como en el Ejemplo 1.25. Si z = (z1,...,2y,)
vy = (y1,..-,yn) son elementos de R" la suma de los vectores x y y se define por:
r+y=(T1+Y,- - Tn+Yn) (4.1)
La multiplicacién de un escalar o € R y el elemento x = (z1,...,x,) € R™ se define por,
ar = (ax1,...,0Ty,). (4.2)

No es dificil ver, que la suma de elementos en R™ y la multiplicacién por escalar definidas como
en (4.1) y (4.2) satisfacen las propiedades (1), (2) y (3) que caracterizan a un espacio vectorial.
Por lo tanto, R™ es un R-espacio vectorial con la suma y multiplicacién por escalar expuestas

anteriormente.

Presentamos enseguida un R-espacio vectorial cuya participacién serd mas activa en el siguiente

capitulo.

Ejemplo 4.3. Sean K un subconjunto compacto de R”. El conjunto de todas las funciones

continuas de K en R se denota por C(K), esto es:
C(K)={f|f: K =Ry f es continua}

La suma de dos funciones f y g en C(K) es la funcién f+ g de K en R definida de manera puntual

para cada ¢ € K por:

(f +9)(x) = f(z) + g(). (4.3)
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Asi también, la multiplicacién del escalar & € R y la funcién f € C(K) queda determinado

puntualmente por:
(af)(z) = af (2). (4.4)

Con esta suma de funciones y multiplicacién por escalar no es dificil verificar que el conjunto C(K)

es un R-espacio vectorial.
En un R-espacio vectorial X son de particular importancia las métricas que verifican:
(1) Para cualesquiera z,y y z en X, d(z + z,y + 2) = d(z,y),
(2) Paratodo a e Ry z € X, d(azx,ay) = |a|d(z,y),

pues basta conocer d(x, ) para todo x € X para determinar por completo la distancia entre dos
elementos cualesquiera de X, ya que d(z,y) = d(z —y, 0). Al valor d(z, ) se le llama la norma del
vector x € X. Dada la relevancia que presenta este nuevo concepto en nuestro trabajo se presenta

enseguida una definicién formal.

Definicién 4.4. Sea X un R-espacio vectorial. Una norma en X es una funcién ||-||: X - R

con las siguientes propiedades:
(1) ||z|| > 0, para cada z € X.
(2) |lz|| =0 siy sélo si x =0, donde € es el elemento neutro de X.
(3) |IAz]| = |\|||lz]|, para cada x € X y X € R.
(4) llz+yll < ll2] + 1y, para cada z,y € X.

A las propiedades (3) y (4) se les conoce como propiedad homogenea y desigualdad del trian-

gulo, respectivamente. Y el par (X, | - ||) se llama espacio normado.

Asi como en espacios métricos, en un espacio normado (X, | - ||) se le llama subespacio
normado a todo subconjunto Y C X ya que sin dificultad se observa que la funcién | - ||

restringida a Y estd bien definida.

Presentamos ahora un serie de ejemplos donde se exponen algunas de las normas mas relevantes

para nuestro trabajo.
Ejemplo 4.5. En R” la funcién || - ||2: R” — R definida para cada x = (x1,...,zy,) € R” como,
lzllz = \fai + - +af,

es una norma sobre R" y se le llama la norma euclideana en R".
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Ejemplo 4.6. Sea K un subconjunto compacto de R™. Consideremos la funcién ||-||s: C(K) - R

determinada por la regla,
[ flloe = sup {|f(z)]: € K}. (4.5)

Como toda funcién continua sobre un conjunto compacto alcanza sus valores maximo y minimo,
ocurre que |f| alcanza su valor maximo en algin punto zg € K, esto es, ||f|lc = |f(z0)| < o0, lo
que significa que la funcién || - ||« esta bien definida.

Probemos enseguida que la funcién || - ||« define una norma sobre C(K). Para ello, comprobemos

que la funcién || - ||o satisface las cuatro propiedades que definen a una norma.
(1) Es claro que la funcién || - || es no negativa.

(2) Observemos que, ||f|lcc = 0 siy sélo si |f(x)| = 0 para cada z € K y esto equivale a que

f(x) = 0 para todo = € K, equivalentemente se tiene que f = 0.

(3) Para la homogeneidad,

laflloo =sup {|af(z)|: z € K}
= |alsup {|f(z)]: = € K}
= lall[fll

(4) Finalmente, la desigualdad del tridngulo es probada como sigue:

1 + glloe = sup {|(f + 9)(@)]: = € K}
— sup {|f(2) + g(a)|: @ € K}
< sup {|f()] + lg(2)]: = € K}
< sup {|f(@)]: = € K} +sup {|g(x)|: = € K}
= [1lloc + llgllc-

Por lo tanto, de (1),(2),(3) y (4) se tiene que, la funcién || - ||« es efectivamente una norma en

C(K) y nos referimos a ella como la norma uniforme en C(K).

En el siguiente ejemplo se presenta un caso particular del espacio de las funciones continuas
sobre un subconjunto compacto K, que se obtiene considerando K = [a,b] con a < b nimeros

reales.

Ejemplo 4.7. Sean a,b € R tales que a < by [a,b] el intervalo cerrado de R. Sabemos por el
pequeno Teorema de Heine-Borel 2.63, que el intervalo cerrado [a, b] es un subconjunto compacto
de R. Luego, como caso particular del Ejemplo 4.6, se denota el espacio normado de las funciones
continuas de valores reales sobre [a, b] por C[a, b]. En este caso, la norma uniforme en C[a, b] queda

COImao:

£l = sup {|f(z)|: 2 € [a,8]}.
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En el Capitulo 2 vimos que es posible definir dos métricas diferentes en un mismo conjunto,
en espacios normados podemos hacer algo similar. En el siguiente ejemplo se define una norma

diferente en C[a, b] a la norma uniforme definida en el Ejemplo 4.7.

Ejemplo 4.8. Sean a,b € R tales que a < by [a,b] el intervalo cerrado en R. Consideremos la

coleccién de todas las funciones continuas sobre [a,b] y la funcién || - ||: C[a,b] — R definida por:
1
b , o \?
1= ([ 1r@par)
se tiene que || - || es una norma en Cla, b].

El siguiente resultado exhibe la relacién entre los conceptos de norma y métrica. Explicitamen-
te, decreta que todo espacio normado es también un espacio métrico donde la métrica en cuestién

esta intimamente ligada a la norma.

Proposicién 4.9. Todo espacio normado (X, || - ||) es un espacio métrico (X, d) donde d es la

métrica inducida por la norma en X y se define de la siguiente manera,

d(z,y) = [lz -yl (4.6)

Demostracion. De las propiedades que caracterizan a un espacio vectorial y a una norma, no es
dificil ver que la funcién d descrita en la ecuacion (4.6), satisface las tres propiedades que definen

a una métrica. <>

Notemos que en el Ejemplo 4.5 la norma || - ||2 induce la métrica Euclidiana dy. Por otro lado,
para no hacer compleja y aburrida la lectura cuando estemos considerando un espacio normado
vy hagamos referencia a él como un espacio métrico acordaremos que la métrica considerada es la

métrica inducida por la norma. Cuando esto no sea asi, serd especificado.

El reciproco de la Proposicién 4.9 no es en general cierto. Basta considerar un espacio métrico
(X,d) donde el conjunto X no sea espacio vectorial. Por ejemplo, consideremos el conjunto
X = R\ {0} con la métrica discreta, pero X no es un espacio vectorial ya que no existe un
elemento # en X que cumple la propiedad 1-b) que define a un espacio vectorial. También,
de la Proposicién 4.9, se observa que todos los conceptos y resultados para espacios métricos
presentados en el Capitulo 2 son validos y aplicables a un espacio normado, visto como un espacio
métrico. Asimismo, es importante observar que es posible traducir muchos de estos conceptos y
resultados propios de los espacios métricos en términos unicamente de la norma, como se revela

a continuacién.

Sea (X, || - ||) un espacio normado. Recordemos que uno de los conceptos més importantes
en este trabajo, es el de bola cerrada. Ademds, la Proposicién 4.9 ha revelado la entranable

relacion que existe entre los conceptos de norma y espacio métrico. Por estas razones, resulta
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imprescindible describir la bola cerrada en términos de la norma.

Sea rg € X y r un numero real positivo. La bola cerrada con centro en xg y radio r es el

conjunto,
Blzg,r] ={z € X: ||z — x| <7} (4.7)

De la ecuacion (4.6) se observa que la bola cerrada descrita en (4.7) en términos de la norma y la

bola cerrada dada en la Definicién 2.16 en términos de la métrica son realmente el mismo conjunto.

En un espacio normado X, llamamos bola cerrada unitaria en X a la bola cerrada con
centro en # y radio 1. También, es importante observar que dado A C X la caracterizacién
para subconjuntos acotados proporcionada en la Proposicién 2.46 se puede transcribir en
términos de la norma sin dificultad alguna. De esta manera, diremos que A es un subconjunto

acotado de X si existe un nimero real positivo M tal que, para cada = € A, se satisface ||z| < M.

En un espacio normado la redaccién de algunos conceptos y resultados bésicos acerca de
sucesiones en espacios métricos, es mucho mas sencilla si se hacen en términos de la norma.
Sea {z,} una sucesién en X. La sucesién {z,,} converge a un elemento = € X si se satisface:
lim ||z, — x| = 0.
n—oo
Esto es, si para cada € > 0 existe N € N tal que:

lxn — y|| < €, para todo n > N.

Consideremos ahora una sucesién {z,} en el espacio normado (X, | - ||). El criterio presentado
en la Definicién 2.38 para determinar si la sucesién {z,} es una sucesién de Cauchy, puede ser
expresado en términos de la norma sin dificultad alguna. Diremos que {z,} es una sucesién de
Cauchy en X siy sélo si

lim ||zpy — x| = 0.
n,M—00

Equivalentemente, si y solo si para cada € > 0 existe N € N tal que:
|xn, — zm|| < €, siempre que n,m > N.

La trascripcion de sucesion de Cauchy de un espacio métrico a un espacio normado, motiva
la idea de completez de un espacio normado. Con la diferencia de que un espacio normado con
la propiedad que, toda sucesién de Cauchy converge a un punto del espacio, recibe un nombre

exclusivo:

Definicién 4.10. Un espacio normado (X, || - ||) es un espacio de Banach si es un espacio

métrico completo con la métrica inducida por la norma en X.
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Siempre que nos encontremos en un espacio normado y se haga referencia a un concepto
definido propiamente para espacios métricos, acordaremos que se estd considerando al espacio

normado como un espacio métrico.

4.2 Bola cerrada unitaria en espacios normados

Todo espacio vectorial X puede ser generado¥ por un subconjunto de vectores L de X, basta
considerar L. = X. Sin embargo, existen espacios vectoriales con la propiedad de ser generados
por un subconjunto finito de vectores, estos espacios vectoriales dotados de una norma, poseen
una basta variedad de propiedades interesantes, de las cuales presentamos en esta seccion las més

relevantes para nuestro trabajo.

Definicién 4.11. Diremos que X es un espacio normado de dimension finita si como espacio
vectorial lo es. Es decir, si existe un ntimero finito de vectores linealmente independientes ¥! en X

que generan a X. De no ser asi, diremos que el espacio normado es de dimension infinita.

Es posible probar que cualesquiera dos colecciones distintas de vectores linealmente indepen-
dientes que generen a un espacio normado de dimension finita tiene el mismo nimero de elementos,

esta afirmacion motiva la siguiente definicién.

Definiciéon 4.12. Sean X un espacio normado de dimensién finita y {z1,...,2,} € X una
coleccién de vectores linealmente independientes que genera a X. Al nimero n se le llama la
dimension del espacio normado X y se denota por dim X = n. Asi, que el espacio normado

sea de dimension finita se denota como, dim X < co y que no lo sea como dim X = oc.

Ejemplo 4.13. En el espacio normado (R", || - ||2) consideremos el conjunto de vectores en R"
definido por L = {(1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,...,1,0),(0,0,...,0,1)}. No es dificil ver que
todo elemento de R™ se puede escribir como una combinacién lineal de los elementos de L, lo que
implica que L genera a R". Luego, dado que L tiene exactamente n elementos se tiene R™ es un

espacio normado de dimension finita.

Antes de mostrar el primer resultado que involucra a los espacios normados de dimensién

finita, veamos un resultado previo.

VDefinicién. Sea L un subconjunto no vacio de un R-espacio vectorial X. Se dice que L genera a X si todo
vector en X se puede escribir como una combinacién lineal de elementos en L. Es decir, si para todo x € X, existen
al,...,an ERyx1,...,2, € L tales que x = a121 + - - - + an®yn. Se denota este hecho como X = gen(L).

Y'Definicién. Un subconjunto S de un espacio vectorial X, se dice que S es linealmente independiente si
las tnicas combinaciones lineales de elementos de S iguales a cero son las combinaciones lineales donde todos los

escalares son cero.
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Lema 4.14. Sea X un espacio normado. Si x1, ...,z son vectores linealmente independientes en
X, entonces existe un ntmero real positivo ¢ tal que para cualesquiera escalares ay,...,ar € R

se satisface la siguiente desigualdad,

k k
c E laj| < g ;x| (4.8)
=1 =1
La demostracién escapa a nuestros propdsitos, por tanto la omitiremos, para ver una prueba

se sugiere consultar [17, pag. 72].

El siguiente resultado, evidencia la relacion entre los espacios normados de dimensién finita y

las espacios de Banach.
Teorema 4.15. Todo subespacio de dimesién finita Y de un espacio normado X es completo.

Demostracion. Sea {y,} una sucesién de Cauchy en Y. Veamos que {y,} converge a un elemento
de Y. Supongamos que, dimY = k. Se sigue que existe un subconjunto linealmente independiente
L = {e1,...,ex} de Y tal que cualquier elemento de Y, puede ser representado de forma tinica
como una combinacion lineal de elementos de L. De esta manera, cada término y,, de la sucesién

tiene una representacién tnica de la forma:

UYn = agn)el + -+ a,(fn)ek.
Como {y,} es una sucesién de Cauchy, para ¢ > 0, existe N € N tal que, siempre que n,m > N
se tiene que ||y, — ym|| < €. Luego, como L genera a Y el elemento y,, — y,, en Y se puede escribir
como:
k
o —ym = (o = al™ ) er -+ (af” = af™) ex = (af — a) ¢ (4.9)
j=1

luego, del Lema 4.14, existe ¢ > 0 tal que para n,k > N, se satisface:

o =l < |37 (af” —al™) &5 = g =yl <. (4.10)
1 =

c

k k
j:

De (4.10), para cada j = 1,...,k, se sigue que:

k
(n) (m) (n) (m) €
‘O‘j — oy ’52’%‘ — oy ’<g’
=1

. . . n .7
lo que implica que cada una de las sucesiones {ag- )}, es una sucesién de Cauchy en R. Como

R es un espacio métrico completo con la métrica Euclideana, para cada j = 1,...,k, la sucesién

{agn)} converge a algin elemento de R. Para cada j € {1,...,k}, sea a; € R tal que agn) — Q.

Luego, tomando y = aje; + -+ + apeg se tiene que y es combinacion lineal de elementos de L
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lo que significa que y € Y. Veamos ahora que la sucesién de Cauchy {y,} converge a y. De las

propiedades (3) y (4) que definen a una norma, se sigue que:

k k
lym = oll = || (o = a5) 5| < D~ Jal™ = ay] Jlesl
j=1 i=1

)

Como para cada j € {1,...,k}, se cumple que a§-n — «ay se tiene que lim llyn — y|| = 0. Por lo
n o0
tanto y, — y. Asi, la sucesién {y,} converge en Y, lo que implica que Y es un espacio métrico

completo con la métrica inducida por la norma. Lo que completa la prueba. <+
El siguiente resultado se obtiene como consecuencia del Teorema 4.15 y de la Proposicién 2.44.

Teorema 4.16. Todo subespacio de dimensién finita Y de un espacio normado X es un subcon-

junto cerrado de X.

Particularmente, si en el Teorema 4.15, el espacio normado X es de dimension finita, entonces
X es un espacio métrico completo con la métrica inducida por la norma. Del Ejemplo 2.42, sabemos
que R™ es un espacio métrico completo, pero no esta de mas corroborar esto utilizando el Teorema
4.15, sirve que vemos céomo utilizar este teorema para determinar cudndo un espacio normado es

un espacio métrico completo.

Ejemplo 4.17. Por el Ejemplo 4.13, sabemos que (R, || ||2) es un espacio normado de dimensién
finita. Luego, del Teorema 4.15, se deduce que R” es un espacio métrico completo con la métrica
inducida por la norma que no es mas que la métrica Euclideana definida en el Ejemplo 2.5. Por

lo tanto, (R™, dy) es un espacio métrico completo.

Fl siguiente resultado serd sumamente importante en la siguiente seccién, cuando estudiemos

la compacidad de la bola cerrada en un espacio normado de dimensién infinita.

Lema de Riesz 4.18. Si Y y Z son subespacios de un espacio normado X tales que Y es un
subconjunto propio de Z y cerrado de X, entonces para cada nimero real t € (0, 1), existe z € Z

tal que ||z|| =1y ||z —y|| > ¢, para todo y € Y.

Demostracion. Como Y es un subconjunto propio de Z, existe zg en Z tal que zg € Y. Denotemos

con a la distancia de zg a Y. Asi,
a=inf{||zo—y|:yeY}.

Como Y es un subconjunto cerrado, Y = Y. Luego, de la Proposicién 2.29 se sigue que a > 0.
a
Ahora consideremos un nimero t € (0, 1) y definamos € = il No es dificil ver que € > 0. Luego

por definicién de infimo, existe yo € Y tal que,

a<llzo = ol Sa+e
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Por definicién de €, se deduce que,

a < [lzo0 — yoll < (4.11)

=+ 2

Definamos z = ¢(z9 — yo), donde ¢ = Notar que z € Z. Veamos que z es el elemento

120 = ol
en Z que se ha estado buscando. No es complicado verificar que ||z|| = 1. De esa manera resta

mostrar que ||z — y|| > ¢, para caday € Y. Seay € Y,
Iz = yll = lle(z0 — y0) — yll = ellzo = (yo + ¢ ),
haciendo y; = yo + ¢ 1y, se tiene que:
Iz = yll = cllzo — wl]-

Como Y es un espacio vectorial, se tiene que y; € Y. Por definicién de a, ||zo — y1]] > a. Por lo
tanto,
|z —y|| >ac, paratodoyeY. (4.12)

Luego, de las ecuaciones (4.11) y (4.12) podemos concluir que,

le—yll 2 ca=——0 >t
20 — wol

Con esta desigualdad la prueba esta completa. <>

El propdsito de la siguiente seccién es estudiar la compacidad de la bola cerrada unitaria en

un espacio normado.

4.3 La bola cerrada unitaria

Sea X un espacio vectorial y || - ||1 y || - |2 dos normas definidas en X, se dice que || - |1y || - ||2

son normas equivalentes si existen constantes «, 8 > 0 tales que:
afzly < =]z < Bz, (4.13)

para todo =z € X.

El siguiente resultado, presenta las condiciones bajo las cuales dado un espacio vectorial, cuales-
quiera dos normas son equivalentes. Para una demostracion consulte el libro Introductory functio-

nal analysis with applications de E. Kreyszig [17, pag. 75].

Teorema 4.19. En un espacio vectorial de dimensién finita cualesquiera dos normas son equiva-

lentes.
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Esta propiedad que poseen los espacios vectoriales de dimensién finita es bastante interesante
yva que todas las normas en X inducen la misma topologia. Esto es, los subconjuntos abiertos
de X son los mismos sin importan la eleccion de la norma. Ademaés, dado que R™ es un espacio
vectorial de dimension finita, se tiene como consecuencia inmediata del Teorema 4.19 que cua-

lesquiera dos métricas definidas sobre R™ y que sean inducidas por alguna norma son equivalentes.

De esta manera, para un espacio vectorial de dimension finita X se tiene la oportunidad de
elegir una norma que mejor se adapte a nuestras necesidades, y que facilite cumplir nuestros
objetivos con la certeza de que las afirmaciones obtenidas para dicha norma seguiran siendo

validas para cualquier otra norma definida en X, por més compleja que ésta sea.

Por otra lado, de acuerdo con la Definicién 4.11, un espacio normado X puede ser clasificado
respecto a su dimensién como un espacio normado de dimensién finita o infinita. Por esta razén,
para estudiar la compacidad de la bola cerrada unitaria en espacios normados se hace tomando

en cuenta esta clasificacion.

Independientemente de si el espacio normado es o no de dimension finita, la siguiente obser-

vacion exhibe una 1til opcién para probar si un subconjunto de un espacio normado es compacto.

Observaciéon 4.20. Por la Proposicién 4.9, sabemos que todo espacio normado es un espacio
métrico. Por lo tanto, las diferentes formas para caracterizar a un subconjunto compacto en un
espacio métrico presentadas en el Teorema 2.62, pueden ser usadas para probar que un subconjunto

es compacto en un espacio normado.

De la Seccién 2.6 sabemos que en un espacio métrico euclideano, el Teorema de Heine-Borel
2.68 proporciona un criterio bastante sencillo para determinar cuando un subconjunto de R™ es
compacto. El Teorema de Heine-Borel 2.68 asegura que un subconjunto de R" es compacto si
y sélo si éste es cerrado y acotado. En un espacio normado de dimension finita, el Teorema de

Heine-Borel 2.68 sigue siendo valido como se muestra enseguida.

Teorema 4.21. Sean X un espacio normado de dimensién finita y K C X. Se tiene que, K es

un subconjunto compacto de X si y sélo si K es un subconjunto cerrado y acotado de X.

Demostracion. Probemos la necesidad del teorema. Supongamos que K es un subconjunto com-
pacto de X. De las Proposiciones 2.54 y 2.55 se tiene que K es un subconjunto cerrado y acotado
de X. Verifiquemos ahora la necesidad del teorema. Supongamos que K es un subconjunto cerrado
y acotado de X. Sean k = dim(X) y {z1,..., 2t} C X tal que gen{z1,..., 2t} = X. Demostremos
que K es secuencialmente compacto. Sea {z,} una sucesién en K, entonces para cada n € N por

hipdtesis existen agn), cen a,(cn) tales que,

Ty = agn)zl +...4 oz,(fn)zk. (4.14)
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Luego, dado que K es un subconjunto acotado de X, existe M > 0 tal que para cada n € N se

cumple que,

lzn |l < M. (4.15)
Por otro lado, puesto que el conjunto de vectores {z1,..., 2z} es linealmente independiente, por
el Lema 4.14 existe ¢ > 0 tal que para cualesquiera escalares aq,...,a; en R se cumple que,

k k
CZ laj| < Zajxj . (4.16)
j=1 j=1

Luego, para cada n € N de las desigualdades (4.15) y (4.16) se tiene la siguiente cadena de

desigualdades:
k k
¢S < I3 alz|| < flal < M (4.17)
i=1 i=1
Para cada j € {1, ..., k} fijo, de la ecuacién (4.17) la sucesién de escalares {a§n)} es acotada y por

(n)

el Teorema de Bolzano-Weirstrass 2.48, la imagen de cada una de estas sucesiones {a 4 } tiene un

punto de acumulacién «;. Luego, por el Lema 2.36, es posible extraer para cada j € {1,...,k} una
k
subsucesion {ag-n)m} de {aén)} tal que oagn)m — ;. Definamos, gMm = Z ag.n)mzj. No es dificil
j=1

ver que {x(”)m} es una sucesion Cauchy en K. Como K es un subconjunto cerrado de un espacio
normado de dimensién finita, por el Teorema 4.15 se tiene que K es un subconjunto completo de

X. Por lo tanto, la sucesién {x(”)m} es convergente en K. Lo que completa la prueba. <>

Ahora, consideremos la bola cerrada unitaria en un espacio normado X de dimension finita.
De la Proposicién 2.20, se sigue que la bola cerrada unitaria es un subconjunto cerrado de X y por
la Proposicién 2.46, se tiene que la bola cerrada unitaria es un subconjunto acotado en X. Por lo
tanto, el Teorema 4.21 implica que la bola cerrada unitaria en un espacio normado de dimensién
finita es un subconjunto compacto.

El siguiente resultado exhibe el comportamiento de la bola cerrada unitaria en un espacio
normado de dimesién infinita. Resulta que aqui, la bola cerrada unitaria no se comporta como en

R™ o como en un espacio normado de dimensién finita.

Teorema 4.22. Si X es un espacio normado de dimensién infinita, entonces la bola cerrrada

unitaria no es un subconjunto compacto de X.

Demostracion. Sea x1 € X tal que ||z1]] < 1. Consideremos Y; = gen{z;}, como dimY; < oo,
por el Teorema 4.16, se tiene que Y7 es un subconjunto cerrado de X y dado que dim X = oo se
sigue que Y7 & X. Luego, para t = % por el Lema de Riesz 4.18, existe o € X tal que ||z2]| =1y
|z2 —y| > 1 para todo y € Y1, particularmente se tiene que |lzo — z1]| > 3. Ahora, consideremos
Ys = gen{z1, z2}. De manera andloga que Y7 se cumple que Y5 & X y es un subconjunto cerrado

de X. Luego, por el Lema de Riesz 4.18 existe x3 € X con ||z3] = 1 tal que |lz3 — 2| > 3, para
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todo z € Y3, en particular, ||z3 — 21| > § v [[23 — z2|| > 3. Continuando de manera inductiva con
este procedimiento, podemos definir una sucesién {z,} tal que, ||z,| = 1, para cada n € N y para
cualesquiera n,m € N se satisface que, ||z, — Tm| > % De esta manera, por la elecciéon de cada
elemento z,, se sigue que {x,} es una sucesion en la bola cerrada unitaria que no admite alguna
subsucesién convergente. Por lo tanto, el Teorema 2.62 implica que la bola cerrada unitaria no es

un subconjunto compacto en X. <

Por el Teorema 4.22, podemos notar que la compacidad, en espacios normados de dimensién
infinita, no se puede caracterizar mediante las nociones de subconjunto cerrrado y acotado. Asi,
surge de manera natural la siguiente pregunta: ;Qué condicién o condiciones debemos de agregar

a un subconjunto de un espacio normado de dimensién infinita, para que se tenga la compacidad?






CAPITULO 5

COMPACIDAD EN ESPACIOS DE
FUNCIONES

Es claro que se debe iniciar partiendo [f(a), f(b)] en

lugar de [a,b],...

Henri Lebesgue.

El objetivo principal de este capitulo es estudiar criterios para caracterizar a los subconjuntos
compactos en algunos espacios de funciones, tales como el espacio de las funciones continuas y
los espacios LP, para 1 < p < oo. En tales espacios es posible definir respectivamente una norma
lo que los hace sumamente interesantes ya que entonces estos espacios de funciones pueden ser
considerados simultaneamente como espacios normados, espacios métricos y consecuentemente

espacios topolégicos, donde cada uno de estos guardan una estrecha relacién.

5.1 El espacio de las funciones continuas

En la Seccién 2.5 fueron presentadas cuatro maneras diferentes de caracterizar a los sub-
conjuntos compactos de un espacio métrico. Sin embargo, en la Seccién 2.6 vimos que para
algunos espacios métricos especificos como el espacio métrico euclideano R™ es posible dar
una caracterizacién mas, denominada el Teorema de Heine-Borel 2.68. Posteriormente, en la
Seccién 4.3 observamos que este ultimo resultado seguia siendo valido para espacios normados
de dimensién finita. Ahora, en esta seccién daremos un resultado méas, uno que caracterice a
los subconjuntos compactos en el espacio de las funciones continuas sobre un espacio métrico
compacto. Dicho resultado es conocido como el Teorema de Arzela-Ascoli basado en la nocién de

equicontinuidad introducida por Ascoli en 1884.

En el Capitulo 2, frecuentemente se han presentado sucesiones de numeros reales. Fn este

capitulo consideramos sucesiones cuyos términos son funciones en lugar de numeros reales. A

81
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diferencia de una sucesién de nimeros reales, para una sucesién de funciones es posible definir al

menos dos nociones diferentes de convergencia: la convergencia puntual y la convergencia uniforme.

Sea (X, d) un espacio métrico. Si para cada n € N, existe una funcién f,: X — R diremos
que {f,} es una sucesion de funciones de X en R. Se observa, que para cada x € X dicha
sucesion da lugar a la sucesiéon de ntimeros reales { fn(x)}, donde cada término de la sucesion se

obtiene al evaluar cada una de las funciones f, en el punto x.

Ejemplo 5.1. Consideremos el espacio métrico ([a, b], dg). Para cada n € N, definamos la funcién
fn(z) = 2". Las funciones f, forman una sucesién de funciones definidas en [a, b] con valores en
R.

Usualmente, dada una sucesién de funciones {f,} de un espacio métrico X en R, la sucesién

{ fn(x)} converge sélo para algunos puntos de x € X, lo que motiva la siguiente definicién.

Definiciéon 5.2. Sea (X,d) un espacio métrico. Una sucesién de funciones {f,} de X en R
converge puntualmente a la funciéon f: X — R en X si para cada z € X, se satisface
fn(xz) — f(z). En otras palabras, {f,} converge puntualmente a f en X, si para cada z € X y
todo € > 0, existe N € N tal que si n > N, entonces |f,(z) — f(x)| < e. A la funcién f se le llama
el limite puntual de {f,}.

En el siguiente ejemplo ademas de ilustrar una sucesion de funciones puntualmente conver-
gente, muestra que el limite puntual de una sucesién de funciones continuas no necesariamente es

una funcién continua.

Ejemplo 5.3. Consideremos el espacio métrico ([O, 1], - \) Para cada n € N, definamos la funcién

fn:[0,1] = R como f,,(x) = ™. La sucesién de funciones { f,,} converge a la funcién f: [0,1] — R,

fla) = {O, si z€]0,1);

1, si x=1.

definida por :

Intuitivamente, dada una sucesién de funciones { f,,} que converge puntualmente a una funcién
f, la convergencia de las sucesiones { f,,(z)} es significativamente més rapida en unos puntos que
en otros. Sin embargo, algunas veces, para todo € > 0 al tomar N € N lo suficientemente grande,
se cumple que |f,(z) — f(z)| < € para todo los posibles valores de = € X. Esta sutil caracteristica
es la que distingue la nocién de convergencia puntual de una sucesién de funciones de la nocion de
convergencia uniforme. Esta segunda nocién de convergencia es muy importante, ya que ciertas
propiedades se “preservan” bajo esta convergencia, en el sentido de que si cada término de una
sucesion de funciones uniformemente convergente posee estas propiedades, entonces el limite de
la sucesion también posee dichas propiedades. En particular, si las funciones de la sucesién son

continuas o integrables.
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Definiciéon 5.4. Sean (X,d) un espacio métrico. Una sucesién de funciones {f,} de X en R
converge uniformemente a la funcion f: X — R en X sipara cada € > 0, existe N € N tal
que para cada z € X y todo n > N se cumple que |f,(x) — f(z)| < e. A la funcién f se le llama

el limite uniforme de {f,}.

De la Definicién 5.4 no es dificil ver que la nocién de convergencia uniforme es mucho mas
fuerte que la convergencia puntual, en el sentido de que si una sucesién de funciones {f,}
convergencia uniformemente a una funcién f sobre un espacio métrico X, entonces también lo

hace puntualmente.

Sea (X, d) un espacio métrico y xy € X. Recordemos que una funcién f: X — R es continua
en zp si dado € > 0, existe § > 0 tal que si x € X y d(x,z9) < 6, entonces |f(x) — f(xo)| < e. Si
f si es continua en todo punto x € X, diremos que f es continua en X. En general, la eleccion
de tal § en la definicién de continuidad en un punto zg depende de € y también de zg mismo.
Dado ¢ > 0, cuando existe un so6lo § > 0 que funciona para todos los puntos x € X, se dice
que la funcion es uniformente continua en X. Formalmente, se expresa como sigue. Una funcion
f: X - R es uniformente continua en X si dado € > 0 existe § > 0 tal que si z,y € X y
d(xz,y) < 0, entonces |f(z) — f(y)| < e. No es dificil ver, que toda funcién uniformemente continua

en X es continua en X.

En el Capitulo 3 hemos visto algunos resultados sumamente interesantes que cumplen las

funciones continuas sobre un conjunto compacto. Enseguida, presentamos uno maés.

Proposicién 5.5. Sea (K, d) un espacio métrico compacto. Si f: K — R es una funcién continua

en K, entonces f es uniformemente continua en K.

Demostracion. Sea € > (0. Supongamos que la funcién f: K — R es continua en todo punto
€

x € K. Entonces, para cada x € K y 3 > 0 existe 6, > 0 tal que si d(x,y) < 0, se satisface la

desigualdad:

€

F@) = )l < 5

1)
Observemos que la coleccién {B (x, ;) rrxe K } es una cubierta abierta para K. Dado que K

es un espacio métrico compacto, existen x1, ...,z € K tales que,

k
K C UB<x5;> (5.1)
=1

Sean z,y € K arbitrarios. Sin pérdida de generalidad, trabajaremos con x. Como consecuencia de
0. )
(5.1), para algin x¢ € {z1,...,x} se tiene que = € B (xo, ;0) Esto es, d(x,zp) < %. Luego,

por la continuidad de f en xg se sigue que,

(@) = flao) < 5. (5.2)
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0, On

)
Tomemos § = ml’n{2,..., 5 } Si d(x,y) <9, se sigue que d(x,y) < ? y puesto que

) 1)
d(xz,z0) < %, se tiene que d(zg,y) < d(xzo,z)+d(z,y) < % + % = 0g,. Asi, por la conti-

nuidad de f en zg se cumple la desigualdad,

£ (o) = F)| < 5. (53)
De esta manera, si d(z,y) < d, de las ecuaciones (5.2) y (5.3), se obtiene que:
@) = )| < 1F(@) = o) +|f(@0) = F@) < 5+ 5 =,
Por lo tanto, f: K — R es una funcién uniformemente continua en K. <>

El siguiente resultado justifica que una sucesion funciones continuas que convergen uniforme-

mente hereda la continuidad a su funcién limite.

Teorema 5.6. Sean (K, d) un espacio métrico y {f,} una sucesién de funciones continuas de K
en R. Si la sucesién {f,} converge uniformente a f: K — R, entonces f es una funcién continua
en K.

Demostracion. Veamos que la funcién f es continua en todo punto z € K. Sea xg € K fijo y
3
|fn(z) — f(x)] < §, para todo » € K. Ademds, por la continuidad de las funciones f, en o,

€ > 0. Como f, converge uniformente a f, para <, existe N € N tal que si n > N, entonces

€

para g, existe 6, > 0 tal que si d(zo,z) < dp, entonces |fy(z) — f(wo)| < §. Luego, sin > Ny
d(x,x0) < d,, se tiene que,

[f(z) = f(@o)l = |f (@) = fu(@) + fu(z) = fu(z0) + frlz0) — f(0)]
< |f(x) = fa(@)] + | fn(@) = ful@o)| + [fn(z0) — f(20)]
<gtgtg=c

Por lo tanto, f es continua en xzy. Puesto que zg fue tomado de forma arbitraria, se tiene que f

es continua en K. <>

En el siguiente resultado se hace uso de la norma uniforme para obtener una condicién necesaria

y suficiente para la convergencia uniforme de una sucesién de funciones en C(K).

Proposicién 5.7. Sean (K, d) un espacio métrico compacto y {f,,} una sucesién de funciones en

C(K). La sucesién {f,} converge uniformente a f: K — R en X siy sélo si lim | fn— flloo = 0.
n—oo

Demostracion. Probemos la necesidad de la proposicién. Sea {f,} una sucesiéon de funciones
continuas de K con valores en R que converge uniformente en K a la funcién f. Por el Teorema
5.6, se tiene que f es una funcién continua en K. Luego, de acuerdo con la Definicién 5.4, para

5 >0, existe N € N tal que para todo x € K y n > N se tiene que:

fala) = F@)| < 5. (5.4)
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De la desigualdad (5.4), se sigue que sup {|fn(z) — f(2)|: z € K} < ¢, siempre que n > N. Esto
es, si n > N, entonces || fp, — f|loo < €. Puesto que € > 0 fue un valor tomado arbitrariamente, lo
que significa que nhjﬁlo”fn — flleo = 0.

Ahora, probemos la suficiencia de la proposicién. Supongamos que nh_{rolo Il fn— flloo = 0. Asi, para
cada € > 0, existe V € N tal que sin > N, entonces || f, — f|loc < €. Se sigue que |fn(z)— f(z)| <,
siempre que n > N y x € K. Por lo tanto, de acuerdo con la Definicién 5.4, la sucesién de funciones

{fn} converge uniformente a la funcién f. <

Dado un espacio métrico compacto (K, d), como consecuencia del Teorema 5.6 y la Proposicién
5.7 resulta que una sucesién de funciones {f,} en C(K) converge a una funcién f € C(K) siy

sélo si la sucesion { f,} converge uniformente a la funcién f.

Ahora que hemos definido formalmente la idea de una sucesién en el espacio de las funciones
y una nocién de convergencia natural en el espacio C(K), es importante mencionar que el espacio

de las funciones continuas C(K) es un espacio normado de Banach.

Teorema 5.8. Si (K, d) es un espacio métrico compacto, entonces el espacio C(K) es un espacio

completo.

Demostracion. Sea € > 0y {f,} una sucesiéon de Cauchy en C(K). Entonces para § > 0 existe

N € N tal que, si n,m > N; entonces,

1= Fanlloe = sup {I(fa = f) @)|: @ € K} < 5. (5.5)

De esta manera, para cada z € K se satisface:
€

fa(@) = fn(@)] < [l fn = Frnlloo < 5

(5.6)

Luego, de la desigualdad (5.6) se tiene que para cada z € K, la sucesion { f,(z)} es una sucesién

de Cauchy en R. Sin embargo, como R es un espacio métrico completo dicha sucesiéon converge,
€

digamos a f(x) € R. Esto es, para cada z € K, dado 3 > 0, existe Ny € N tal que si n > No

entonces,

[fale) = F(@)] < 5. (5.7)

Tomando N = méx{Ny, No} para cada x € K, si n > N de las ecuaciones (5.6) y (5.7) se sigue
que:

[Fal@) = f@)] < fale) = fy(@)| + [fn(0) = f@)] < 5+ 5 =€ (5.8)

Asi, {f,} converge uniformemente a f y por el Teorema 5.6 se tiene que f € C(K). Por lo tanto,

C(K) es un espacio normado completo. <

Dado que el espacio de las funciones continuas sobre un espacio métrico compacto es un espacio

normado no es para sorprendernos que la idea de subconjunto acotado ain esta presente.
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Definicién 5.9. Sea (K, d) un espacio métrico compacto. Una familia de funciénes F C C(K) es
equiacotada en K si para cada z € K se tiene que { flz): feF } es un subconjunto acotado
de R. En otras palabras, F es equiacotada en K si para cada x € K, existe r(z) > 0 tal que
|f(z)| <r(z), para toda f € F.

Por otro lado, dado un espacio métrico (X, d), cuando deseamos probar la continuidad uniforme
de una funcién f: X — R, tomamos un ntimero ¢ > 0 y buscamos un nimero § > 0 tal que, si
d(xz,y) < 0, entonces |f(z) — f(y)| < e. Se requiere que dicho § > 0 dependa solamente de € y no
del punto z. Sin embargo, es de importancia observar, que el nimero § también depende de la

funcién f. Esta observacion, motiva los siguientes conceptos.

Definicién 5.10. Sean (X, d) un espacio métrico y zp € X. Una familia F de funciones de X en
R es equicontinua en X, si para cualquier € > 0, existe § > 0 tal que si d(z,y) < J, entonces
|f(z) — f(y)| < e, para cada f € F.

Como consecuencia casi inmediata de la Definicién 5.10, se tiene que si F es una familia de
funciones definidas en X con valores en R equicontinua en un punto xy de X, entonces cada una

de las funciones f € F es continua en xg.

5.1.1 El Teorema de Arzela-Ascoli

La importancia del concepto de equicontinuidad en el espacio de las funciones continuas es
perfectamente ilustrado por el Teorema de Arzela-Ascoli, el cual proporciona condiciones necesa-
rias y suficientes para que un subconjunto del espacio de las funciones continuas sobre un espacio
métrico compacto sea compacto. Cabe mencionar que un espacio topoldgico existe un equivalen-
te a las sucesiones en espacios métricos, se trata de las redes. Enseguida presentamos algunos

conceptos y resultados béasicos de redes en un espacio topolégico.

Definicién 5.11. Sean (X, Tx) un espacio topoldégico y D un conjunto dirigido. Una red en X

es una funcién f: D — X. El punto f(\) se denota por z y usualmente se denota a la red f por
{zA}rep-

Asi, como en las sucesiones para las redes también podemos hablar de convergencia.

Definicién 5.12. Sean (X, 7x) un espacio topoldgico y {z)}rep una red en X. Se dice que
{z)x}rep converge a x € X si para cada U € Ty con z € U existe \g € D tal que para cada
A > Ao, se cumple x) € U. Sila red {x)} ep converge a = se denota por =) — .

El siguiente resultado, exhibe una manera bastante 1til de determinar cuando una funcién
entre dos espacios topoldgicos es continua. Para una demostracion vease el libro Introduccion a la

topologia de G. Salicrup [21, pag. 120].

Proposicién 5.13. Sean f: (X,7x) — (Y,7y) una funcién entre dos espacios topolégicos y
x € X. Se sigue que, f es continua en X siy sélo si para toda red {z)}rep en X que converge a

un punto x € X se cumple que la red {f(xA en Y converge a f(z) enY.

)}/\ED
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En un espacio topoldgico, las redes son utilizadas para determinar cuando un subconjunto es

cerrado. Para una demostracién consulte el libro General topology de Kelley [14, péag. 66]

Teorema 5.14. Sea (X, Tx) un espacio topolégico. Una subconjunto F' de X es cerrado siy sélo

si para toda red {z)}rep en F que converge a un punto = de X se tiene que x € F.

FEl siguiente resultado presenta una forma para determinar la convergencia de redes en el
producto cartesiano de espacios topoldgicos. Para una demostracion consulte el libro General
topology de Willard [24, pag. 76].

Teorema 5.15. Sea {(Xa,Ta): a el } una familia no vacia de espacios topolégicos. Una red

(f’\))\eD en H X, converge a f € H X, siy solo si para cada 8 € I se satisface que (7r5(f)‘))
acl acl
converge a mg(f).

AeD

Teorema de Arzela-Ascoli 5.16. Sean (K, d) un espacio métrico compacto y F un subconjunto
cerrado de C(K). Entonces, F es un subconjunto compacto de C(K) si y sélo si F es una familia

equiacotada y equicontinua en K.

Demostracion. Justifiquemos la condicién necesaria del teorema. Supongamos que F es un sub-
conjunto compacto de C(K), probemos que F es un subconjunto equiacotado y equicontinuo en
K.

Veamos primeramente que F es equiacotado en K. Como F es un subconjunto compacto de C(K),
por la Proposicién 2.55, se tiene que F es un subconjunto acotado de C(K). Por lo tanto, existe
un nuimero real M > 0 tal que, para toda f € F, se satisface ||f||cc < M. Sin embargo, puesto
que para cada f € F se tiene que || f|lococ = sup {|f(3:)| T e K}, se sigue que F es un subconjunto
equiacotado en K.

Probemos ahora que F es un subconjunto equicontinuo en K. Sean x € K y € > 0. Dado que

F es un subconjunto compacto en C(K), por el Teorema 2.62, se tiene que F es un subconjunto

totalmente acotado de C(K). Por lo tanto, para % > 0, existen f1,..., fr en F tales que:
F €
Fcl| B ( . 7>. 5.9
= ]L_Jl f] 3 ( )

Por otro lado, de la Proposicién 5.5, se tiene que cada una de las funciones f; es uniformente
. . € . .
continua en K. Luego, para cada j = 1,...,k y 3 > 0 existe §; > 0 tal que, si d(z,y) < §;

entonces,

5@ = fw) < 5.

Sea f € F. Como consecuencia de (5.9) existe jo € {1,...,k} tal que || f — fj, [0 < % Puesto que
1f = fiolle =sup {|(f — fjo)(@)|: # € K} para toda x € K se deduce que,

(@) = Fip(@)] < 5. (5.10)
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Sea § = min{dy,...,dx}. Si d(z,y) <, entonces se satisfacen las siguientes desigualdades:

Dada la arbitrariedad con la que fueron elegidos x € K, ¢ > 0y f € F se concluye que F es un

subconjunto equicontinuo en K. Lo que prueba la necesidad del teorema.

Ahora, probemos la suficiencia del teorema. Supongamos que 7 C C(K) es una familia de funciones

equiacotada y equicontinua en K. Es decir, F satisface las siguientes propiedades:
(1) Para cada x € K, existe r(x) > 0 tal que para toda f € F se satisface |f(x)| < r(x).
(2) Dado € > 0 existe 6 > 0 tal que si d(z,y) <, entonces |f(x) — f(y)| < ¢, para toda f € F.

Para cada z € K, sea B[0,r(z)] la bola cerrada con centro en 0 € R y radio r(z), donde r(z)

es como en la propiedad (1). Consideremos el producto cartesiano H B|0,r(z)], que por la

zeK
Definicién 1.23, sabemos que se define como:

H B0, r(z)] = {f K — U B0,r(z)]: f(z) € B0, r(z)],Vz € K}

zeK zeK

En otras palabras, el producto cartesiano H B [O,T(x)] es el conjunto de todas las funciones f
TeK
definidas K con valores en U B|0,r(z)] tales que para cada z € K se satisface |f(z)| < r(z).

TeK
Como todas las funciones en F satisfacen la propiedad (1), se tiene que:

Fc [] Blo.r()). (5.11)
zeK
Luego, de la ecuacién (5.11) se tiene que F puede ser considerado como un espacio topolégico con

la topologia que hereda como subespacio del producto cartesiano H B [O, r(x)] Denotemos por
zeK
F1 al espacio topolédgico (]: , 7;) Por otro lado, como C(K) es un espacio normado y por lo tanto

un espacio métrico con la métrica d inducida por la norma uniforme || - ||, se sigue que C(K)
es también un espacio topoldgico con la topologia 7. inducida por la métrica d. Luego, puesto
que F C C(K) se sigue que F también puede ser considerado como un espacio topoldgico con la
topologia que hereda como subespacio del espacio topoldgico (C (K), Too). Denotemos por Fy al
espacio topolégico (F, 7).

Afirmacion 5.17. La funcién identidad ¢: F; — Fo es continua.
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Utilicemos redes para probar este hecho. Sean {f’\})\eD una red en Fy y f € Fj tal que f» — f.
Probemos que la red {i(f)‘)})\eD converge a i(f) en Fa, como para cada f € Fj se tiene que
i(f) = f, equivalentemente probemos que la red { f)‘} converge a f en Fo. Sea U € T, tal que
f € U. Veamos que existe \g € D tal que si A > Ao, entonces f* € U. Sin embargo, como T €s
un espacio topoldgico metrizable existe € > 0 tal que B(f,e) C U. Por lo tanto, basta verificar

que existe A\g € D tal que si A > Ag, se cumple que:

17 = flloo <€ (5.12)
Dado que {f/\}AeD es una red en F1 y Fi C H B[O,r(:v)], para cada z € K, se tiene que:
zeK
7o (f*) = 7 f). (5.13)
Como para cada A € D, las funciones f* y f son elementos del producto cartesiano H B [O, r(w)],
zeK

de acuerdo con la Notacién 1.24, se pueden escribir fA = (fa/r\)xeK vy f= (fx)meK. Para cada z €
K, las respectivas coordenadas se pueden expresar como f; = fx)y f, = f(z) respectivamente.
De esta manera para cada z € K, fijo de (5.13) se tiene que la red {f;\}/\eD en R converge a
fe € R denotamos esto por f*(z) — f(x). Como {fi‘}/\eD es una red en R que converge a un
elemento f; € R, se tiene que para todo v € K y ¢ > 0 existe A, € D tal que si A > A;, entonces:

€
- fl<t (5.14)
De la propiedad (2), existe 6 > 0 tal que si d(z,y) < 4, para todo f € F se cumple que:
€
\fz — fyl < 5 (5.15)
Por otro lado, como K es un espacio métrico compacto, del Teorema 2.62, se sigue que K es un
subconjunto totalmente acotado, asi existen x1,...,z, € K tales que
n
K = B(x;,9). (5.16)
j=1

Luego, de (5.14) para cada j € {1,...,n} existe \; € D tal que si A > \;, entonces
A €

6
Tomemos \g > max{\1,..., A\, }. Veamos que para todo A > g, se satisface || f2 — fz||. Sea A > A\g

(5.17)

y « € K. Se sigue que, existe jo € {1,...,n} tal que d(z,z;,) < 0. Notemos que: por (5.15) y
(5.17).

|f£‘ — fal = |f£‘ — fl)’fjo +fx>>.0 - ijo +facj0 — fal
A A A
§|fm7fmj0|+|fzj07ijo|+|ij07fx|

cELE €
6 6 6
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De donde ||f} — filloo < €. Asi, la red {f/\}AeD converge a f en C(K) con la topologia 7. Por lo

tanto, la funcién identidad de F; en JF3 es continua.

Afirmacion 5.18. F; es un subconjunto cerrado de H B[0, r(x)] con la topologia de Tychonoff
zeK

T

Utilicemos una caracterizaciéon por redes. Sea { A una red en JF] que converge en

})\GD
H B[0,7(z)] con la topologia de Tychonoff a f. Probemos que f € Fj. Para esto, verifiquemos
zeK

que f satisface las propiedades (1) y (2). Sin embargo, como f € H B[0,r(x)], para cada z € K

zeK
se satisface |f(z)| < r(x), lo que significa que f cumple la propiedad (1). Por lo tanto, sélo resta

comprobar que f satisface la propiedad (2). Esto es, veamos que para todo € > 0, existe § > 0 tal
que si d(z,y) < J, entonces |f(x) — f(y)| < e. Notemos que para cada A € D, f* y f son elementos

del producto cartesiano H B [0, r(:n)], de acuerdo con la Notacién 1.24, se pueden escribir como
rzeK
A= ( f;\)x cx Y f= ( fx)x ci- Para cada xz € K, las respectivas coordenadas se pueden expresar

como: f) = fMx) vy f. = f(x), respectivamente. De esta manera como f* — f, para cada = € K
fijo se tiene que la red {f}rep en R converge a f, € R. Denotamos esto por f*(z) — f(z). Como
{fﬂc)\})\eD es una red en R que converge a un elemento f, € R, se tiene que para todo z € K y
cada € > 0 existe A\, € D tal que si A > )., entonces:

€

A

(5.18)

Sea € > 0. Por la equicontinuidad de la familia F, para % > 0 existe § > 0 tal que si d(z,y) < 0
entonces, para toda A € D se satisface que:

€

3

Considerando 0 como antes. Sean z,y € K tales que d(x,y) < d. Se sigue que, existen Az, A\, € D

12 = fl <

tales que si A > méax{\;, \,}, entonces se satisfacen:
€
3

De esta manera, para cualesquiera z,y € K tales que d(x,y) < 0 tomando Ao = max{A;, Ay}, si

€
R-fl<s v 1R -P<

A > Ao, se satisface la siguiente cadena de desigualdades:

o= fyl = fe = 2+ 12 =)+ [0 = fy
<|fo— 2+ = £+ = 1]

L
373737 °¢

Dada la arbitrariedad con la que fueron elegidos x,y € X se satisface que f € Fi. Por lo tanto

Fi es un subconjunto cerrado del producto cartesiano H B[O, r(z)].
TeK
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Por la Afirmacién 5.18 sabemos que JF; es un subconjunto cerrado del producto cartesiano

H B[0,r(x)]. Sin embargo, para cada x € K, la bola cerrada B[O7 r(x)] es un espacio topologi-
zeK
co con la topologia que hereda como subespacio del espacio topoldgico (R,EQ). Luego, por el

Teorema de Heine-Borel 2.68, cada una de las bolas cerradas B[0,r(x)] es un espacio topolégico

compacto. Por el Teorema de Tychonoff 3.38 sabemos que el producto cartesiano H B [0, r(x)]

zeK
es un espacio topoldgico compacto con la topologia de Tychonoff T,. Asi, F; es un subconjunto

cerrado en un compacto, luego por el Teorema 2.53 se sigue que F; es un subconjunto compacto

del producto cartesiano H B[0,r(x)]. Por otro lado, de la Afirmacién 5.17 se tiene que la fun-

zeK
cién identidad ¢: F; — F3 es continua. Luego, por la Proposicién 3.27 se deduce que F3 es un

subconjunto compacto. Por lo tanto F es un subconjunto compacto de C(K), lo que completa la
prueba. g

Ahora, presentamos un segundo espacio de funciones, donde estudiamos algunos criterios para

caracterizar a los subconjuntos compactos de estos espacios.

5.2 Espacio de las funciones medibles

Para cada numero real 1 < p < oo, se denota con LP(R) al espacio de las funciones
f: R — R Lebesgue medibles tales que / |fIPdp < oo. En estos nuevos espacios se define la
R

funcién || - ||, : £LP(R) — R determinada por la regla:

1= ([ |f\pdu)‘l’. (5.19)

De esta manera, segin la igualdad (5.19) el espacio de las funciones medibles se puede expresar
como sigue,

LP(R) = {f: R — R |f es Lebesgue medible y || f|, < oo}. (5.20)

Luego, como consecuencia inmediata de la igualdad (5.20), se tiene la siguiente observacion.

Observacién 5.19. Dada una funcién f: R — R medible, se tiene que f € LP(R) si y sélo si
|[fIP € LY(R).

En el siguiente resultado se presentan dos propiedades sumamente importantes que se satisfa-
cen en los espacios LP(R), ya que a partir de éstas resulta sencillo verificar que los espacios LP(RR)

son R-espacios vectoriales.

Teorema 5.20. Sea 1 < p < o0. Si f,g € LP(R) y a € R, entonces af y f + g pertenecen a

LP(R). Més general, el espacio LP(R) es un R-espacio vectorial.
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Demostracion. Sean f,g € LP(R) y o € R. Probemos primeramente que af € LP(R). De acuerdo

con (5.20), basta probar que |laf||h < oo, lo que se consigue como enseguida:
laslg = [ lasPdu=laP [ |Pdu < oc.
R R
Y asi, af € LP(R). Por otro lado, de la siguiente cadena de desigualdades:

[f +glP < (1f1+ |gh? < 2P (max{[f],gI"}) < 2°(IfI +[gI”),

se tiene que / |f + g/Pdu < 2P </ |f|pd,u+/ |g|pd,u>. Sin embargo, dado que f,g € LP(R) se
R R R
sigue que || f + g||b < co. Por lo tanto, f + g € LP(R). <+

Ahora que sabemos que los espacios de funciones Lebesgue medibles £P(R) son R-espacios

vectoriales en los que es posible definir una funcién || - [|,: LP(R) — R, surge una pregunta muy
natural e inquietante al respecto: jes el espacio LP(R) junto con la funcién || - ||, un espacio
normado? La respuesta es, un rotundo no. La funcién || - ||, es a lo mas una semi-norma sobre

LP(R)¥'". Para conseguir un nuevo espacio normado es necesario definir una relacién ~ en LP(R)
como sigue: Dadas dos funciones f,g en £P(R), diremos que f ~ g siy sélo si ||f — g||, = 0. Los

siguientes resultados, permiten obtener una manera equivalente de expresar la relacién ~.
Lema 5.21. Sea f € LP(R). Si ||f||, = 0 entonces f =0 c.t.p.

Demostracion. Veamos que el conjunto {m € R: |f(x)| > 0} tiene medida cero. Notemos que,
(e 9]

{z eR: |f(z) >0} = U E, donde E, = {z € R: |f(z)| > L}. Luego, por la o-aditividad de la
n=1

medida de Lebesgue pu es suficiente probar que para cada n € N se cumple que p(E,) = 0. Por la

1\~
definicién de los subconjuntos E,, se tiene que |f|[Pxg, > <> XE, > 0. Como consecuencia de
n

la monotonia de la integral de Lebesgue se cumple la siguiente cadena de desigualdades:

o< ()< ([ |frpdu)’l’ < (/er\p)’l’ = [fllp =0 (5.21)

Por lo tanto, para todo n € N se tiene que p(E,) = 0, lo que completa la prueba del lema. <

Proposicién 5.22. Sean 1 < p < ooy f,g en LP(R). Luego, f = g c.t.p. si y s6lo si || f —g||, = 0.

Demostracion. Probemos la necesidad del teorema. Sean f, g dos funciones en LP(R) tales que
f =g c.t.p. Definiendo A = {z € R: f(x) # g(x)} se tiene que p(A) = 0y para todo x € R\ A se

"Definicién: Sea X un R-espacio vectorial. Una seminorma sobre X es una funcién p: X — R que cumple:
(1) Para todo z,y € X se tiene que, p(x +y) < p(z) + p(y).

(2) Para cada z € X y todo a € R se cumple, p(azx) = |a|p(z).
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cumple que f(x) = g(x). Esto es, f(x)—g(z) = 0 para cada x € R\ A, por lo que / |f—g|Pdu =
R\A

0. Luego, la siguiente cadena de igualdades es valida,

If — gl = /R f — glPdu = /A f — giPdu =0, (5.22)

Por lo tanto, ||f — ¢g||, = 0. La suficiencia del teorema se tiene como consecuencia del Lema

5.21. <>

De esta manera, contamos con una forma alternativa para decidir si dos funciones en L£P(R)
estan relacionadas segun la relacién ~. Posteriormente, en la Seccion 5.3 veremos que dicha relacién
es de equivalencia y la coleccién de todas clases de funciones resultante da origen a un nuevo espacio
normado. Sin embargo, veamos primeramente un par de desigualdades que se satisfacen en los

espacios de funciones LP(R) y que son fundamentales para el desarrollo de esta seccién.

Definicién 5.23. Sean p, ¢ niimeros reales tales que 1 < p, ¢ < co. Se dice que p y ¢ son nimeros

conjugados si cumplen:

11
S4- =1
P q

La siguiente desigualdad involucra este nuevo concepto y resulta fundamental para la desigualdad

posterior.

Desigualdad de Young 5.24. Sean p y ¢ numeros conjugados. Si z,y son numeros reales
positivos, entonces

ry < — + —.

p q

Demostracion. Sea y > 0 fijo. Para cada x > 0 definamos la funcién,

De aplicar a la funcién f el criterio de la primera derivada se tiene que un punto critico de la
1

funcién f es x¢p = yr-1. Luego, utilizando el criterio de la segunda derivada se deduce que en

el punto zg la funciéon f alcanza su minimo. Por lo tanto, para todo = > 0 se satisface que

f(zo) < f(x). No es dificil ver que f(xg) = 0. Lo que significa que,

f(x):—+y——:cy20.
p q
Por lo tanto, para cualesquiera x,y. nimeros reales positivos se satisface zy < — + = . <+

La desigualdad que probamos a continuacién, ademas de ser una generalizacién de la desigual-
dad de Cauchy-Schwarz, famosa por nuestros primeros cursos de la licenciatura, es central en el

desarrollo de las espacios LP(R).
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Desigualdad de Hélder 5.25. Sean 1 < p,q < oo numeros conjugados. Si f € LP(R) y g €
L9(R), entonces fg € LY(R) y [|fgll < [ fllp l9llq

Demostracion. Si ||f|l, = 0 o ||g|ll; = 0 la prueba resulta sencilla. Sin pérdida de generalidad
supongamos que, || f||, = 0. Entonces, se tiene que f = 0 c.t.p. lo que implica que fg = 0 c.t.p.
Luego, | fgll1 = 0. Por lo tanto, fg € L' y [ fgllx < || £l llgllq- En cambio, si || fll, # 0y [|gllg # O,

aplicando la Desigualdad de Young 5.24 a a = |‘J‘Cj(cﬁ)| yb= |‘“(‘](T)| , para todo x € R, se cumple la
P 9lla
siguiente desigualdad:
P q
@@ _ @ | g .
Ifllpllglle = plifllz — allglle
luego, de integrar ambos lados de la desigualdad (5.23) se tiene que:
[lr@g@lan |
R
< —4-, (5.24)
£ llpllgllq p g
de ser p y ¢ son conjugados se obtiene,
/le(w)g(:v)ldu < [ f1lpllgllq- (5.25)

Dado que, f € LP(R) y g € LP(R) se tiene que / |f(z)g(x)|du < oo. Por lo tanto, fg € LY(R).
R
Luego, como [ [(@)gla)ldn = [fgl, o designaldad [ gls < |7lpllolly se satisace. +
R

La siguiente desigualdad estd intimamente relacionada con la desigualdad del triangulo.

Desigualdad de Minkowski 5.26. Si 1 < p < ooy f,g € LP(R), entonces f + g € LP(R) y
1f+gllp < 11f1lp + lgllp-

Demostracion. Por el Teorema 5.20 se tiene que f + g € LP(R). Luego, si / |f + g/Pdu = 0,
R

entonces de la definicién de || - ||, se tiene la prueba. Por tanto, supongamos que [ |f+ g[Pdu # 0.

Pero antes, mostremos una observaciéon bastante tutil para probar la desigualdad de Minkowski.

Sea ¢ el conjugado de p, dado que pg — g = p, se tiene:

p—Nagq, — PaI—q., — Pq
Lr oty = [ 17+ gproau= [ 17 + g

se sigue la observacién antes mencionada; |f +g|P~t € LYy ||(f + )P, = I f + gHﬁ/q.

Ahora si, la desigualdad de Minkowski
I+l = [[1£+aPdu< [ (f1+1aDls + o d
=/R|f||f+g|”_1du+/R|g||f+g|”_1du

< I flpllf + gl + lgllpllf + gllf™
= (1fllp + llgllp) I + gll5®
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_bp
dividiendo entre || f + g[[2/9, se tiene || f +glp @ < Ifllp + llgllp- Pero, como p — P _ 1, se tiene la

demostracién. <>

5.3 El espacio normado L’(R).

Proposicién 5.27. Dado 1 < p < oo, sean LP(R) el espacio de funciones medibles correspondiente
y f,9 € LP(R). La relacién ~ en LP(R) definida por, f ~ g siy sélosi || f —g||, = 0 es una relacién

de equivalencia en LP(R).
Demostracion. Verifiquemos que ~ es reflexiva, simétrica y transitiva. Indudablemente, para cada

f € LP(R) se cumple que f ~ f, puesto que claramente ||f — f||, = /|f — fIPdu = 0. De

R
esta manera, la relacion ~ es reflexiva. De la misma forma, sin dificultad alguna se observa que
lf —9llp = llg — fllp, lo que significa que la relacién ~ es simétrica. Por tltimo de la Desigualdad
de Minkowski 5.26, se sigue que la relacién ~ es transitiva. Por lo tanto, ~ es una relacién de

equivalencia en LP(R). <

Recordemos, que toda relaciéon de equivalencia induce una particién natural sobre el espacio
en el cual estd definida. Por la Proposicion 5.27, sabemos que la relaciéon ~ definida en £P(R) es de
equivalencia por lo que el conjunto £P(R) queda naturalmente dividido en clases de equivalencia,

esta particién motiva el siguiente concepto.

Definicién 5.28. Para 1 < p < oo, sea LP(R) el espacio de las funciones medibles correspondiente.
A la coleccién de todas las clases de equivalencia determinas por la relacion ~ de equivalencia
definida para f,g € LP(R) como: f ~ g siy s6lo si f = g c.t.p. se le llama espacio LP(R). En

general, usamos f para denotar tanto a la funcion f como a su clase de equivalencia.

Teorema 5.29. Sea 1 < p < oo. La funcién, | - ||,: LP(R) — R, determinada por la regla,

1= ([ rf\pdu)’l’, (5.26)

es una norma sobre LP(R). A la que se llama la norma p sobre LP(R). Es decir, la funcién || - ||,

satisface las siguientes condiciones:
(1) Ifllp = 0, para cada f € LP(R).
(2) Ifllp=0siysélo f=0 c.t.p.
(3) llafllp = lelllfllp, paracada a€Ry fe€ LP(R).
(4) Il +gllp < I fllp + llgllp, para cualesquiera f,g € LP(R).

Observemos que la norma p sobre LP(R) estd bien definida pues para cada f € LP(R) se tiene que
f € LP(R) lo que significa por (5.20) que || f]|, < oo.
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Demostracion. Las condiciones (1) y (3) se tienen inmediatamente de la definicién de la funcién
| - |lp- La condicién (2) ya ha sido probada en el Lema 5.21 y la Proposicién 5.22, finalmente la

propiedad (4) no es mas que la Desigualdad Minkowski 5.26. <

Por lo tanto, de la Proposicién 4.9, se sigue que la norma || - ||, induce en forma natural una

métrica sobre el espacio LP(R) que se denota por d, y estd determinada por la regla:

dp(f,9) = I = gllp- (5.27)

Por lo tanto, de ahora en adelante el espacio LP(R) puede ser tratado sin alguna dificultad como
un espacio métrico. Puesto que dos funciones f,g € LP(R) que son iguales casi en todas partes
satisfacen que [|f — g||[, = 0 de acuerdo con la ecuacién (5.27) se tiene que la distancia entre
dichas funciones es igual a cero, por lo que de alguna manera representan el mismo punto en el
espacio LP(R). De este modo, para cada f € LP(R) tiene atin més sentido tratar por igual a la

funcién f como a su clase de equivalencia.

Dado 1 < p < oo, resulta que el espacios LP(R) como en la Definicién 5.28 tiene propiedades que

lo hacen todavia mas interesante de estudiar, el siguiente resultado exhibe una de tales propiedades.

Teorema de Riesz-Fisher 5.30. Si 1 < p < oo, entonces el espacio LP(R) es un espacio de

Banach.

Para una demostracion consulte el libro The elements of Integration and Lebesque measure de
R. Bartle [3, pag. 59]

5.3.1 El Teorema de Fréchet-Kolmogorov

En el Capitulo 2 vimos que un subconjunto compacto en un espacio métrico (X, d) es cerrado
y acotado de X. Sin embargo, el reciproco no es en general cierto. Las condiciones son también
suficientes sélo cuando se trata de un subconjunto de un espacio métrico euclideano (R, ds) o de
un subconjunto de un espacio normado de dimensién finita como se vio en el Capitulo 4. Por
lo tanto, la bola cerrada unitaria en un espacio métrico euclideano o en algin espacio normado
de dimension finita es un subconjunto compacto. En cambio, cuando el espacio normado es de
dimensién infinita, el Teorema 4.22 muestra que esto no sigue siendo véalido. Aqui, la bola cerrada
unitaria no es un subconjunto compacto. En la Seccién 5.1, dado un espacio métrico compacto
K se defini6 el espacio C(K) de todas las funciones continuas definidas en K con valores en R y
se probd que C(K) es un espacio normado. También, presentamos un criterio para caracterizar a
los subconjuntos compactos del espacio C(K) conocido como el Teorema de Arzela-Ascoli. Para
1 < p < ocoenelespacio LP, el Teorema de Frechet-Kolmogorov proporciona condiciones necesarias
y suficientes para que un subconjunto F de LP(R) sea compacto. A continuacién exponemos
algunos resultados preliminares que facilitaran la comprensién y el desarrollo de la demostracion

del Teorema de Frechet-Kolmogorov.
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Definicién 5.31. Sea f una funcién continua definida en R con valores en R. Se define y denota

el soporte de la funcion f como:

Sop(f) ={z € R: f(x) # 0}. (5.28)

Si Sop(f) es un subconjunto compacto, se dice que f es una funcién continua con soporte
compacto. Se denota por C.(R) a la coleccién de todas las funciones f: R — R continuas con

soporte compacto.

El siguiente resultado exhibe la estrecha relacién presente entre las funciones continuas con

soporte compacto y las funciones en LP(R) con 1 < p < oo.

Lema 5.32. Sea 1 < p < oo. El conjunto C.(R) es denso en LP(R). Es decir, dadas f € LP(R) y
e > 0 existe g € C(R) tal que,
If = gllp <e

Para una demostracién vea por ejemplo el libro Andlisis Funcional. Teoria y aplicaciones de
H. Brezis [5, pag. 61].

Teorema de Fréchet-Kolmogorov 5.33. Sea 1 < p < co. Un subconjunto cerrado F de LP(R)

es compacto si y sélo si cumple con las tres condiciones:

(1) F es un subconjunto acotado de LP(R);

(2) Para cada f € F, se cumple que %1’1%/ |f(z+1t) — f(2)P de = 0;
—0JR

(3) Para toda f € F, se tiene que lim |f(z)|Pdx = 0.

a—0o0 |I|>O¢

Demostracion. Probemos la necesidad del teorema. Supongamos que J es un subconjunto com-
pacto de LP(R). Veamos, que F satisface las propiedades (2) y (3) ya que la propiedad (1) se sigue

inmediatamente de la Proposicién 2.55. Puesto que F es un subconjunto compacto de LP(R), dado
k

€ > 0 existe un ndmero finito de funciones fi,..., fr en F tales que, F C U B(fn,¢€). Es decir,

n=1

para cada f € F, existe f; € {f1,..., fx} tal que:
1f = fillp <e (5.29)

Por otro lado, para cada i = 1,..., k, del Lema 5.32, existe g; € C.(R) tal que:

1fi = gillp < e (5.30)

Verifiquemos ahora que F satisface la propiedad (2). Sea f € F. Tomemos f; € {f1,..., frx} de

tal manera que || f — fil[, < e.
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([0 -s@pa) =1sc+0- 0,
=fC+t) = fit +8) + fit +1) —gi(- + 1) + gi(- +1) — gi(")
+9i(-) = fi(-) + fi(-) = FO)llp
< fC+1) = fil +Olp + 1l +1) — g +Dllp + lgi(- +1) — g:()lp
+11g:() = fiCOllp + £ () = FOllp
<etet|gi-+1)—gi()llp+ete

Sin embargo, como el valor de € no depende de t y dado que %ir% </ lgi(x +t) — gi($)|p) P 0,
- R

se tiene que,

Jim (/R fla+t) - f(x)|pdx>’l’ < de.

t—0

Luego, puesto que el valor de € puede ser tomado arbitrariamente pequetio, se sigue,
lfrn/ f(z+1) — f(2)]P dz = 0. (5.31)
t—0 R

Por lo tanto, la propiedad (2) es cierta.
Ahora probemos que la propiedad (3) es valida. Sea f € F. Existen funciones f; y g; que satisfacen

las ecuaciones (5.29) y (5.30). Como g; es una funcién continua con soporte compacto, el conjunto

{m eR: gi(x) # 0} es un subconjunto compacto de R y por la Proposicion 2.55, es un subconjunto
acotado de R. Luego, por la Proposicion 2.46, existe M > 0 tal que {:/c eR: gi(x) # 0} C B(0,M).
Observemos que, si x ¢ B(0, M) entonces g;(x) = 0. Ahora, tomando « lo suficientemente grande
de tal manera que o > M, para || > « se cumple que g;(x) = 0 y como consecuencia, se tiene

que:

</|x|>a) |f (@) dx) = </|x|>a’f_gi‘ dm) - (/x|>a(\gi(x)\) dx)
— Yillp i\ pdﬂ? ’
<|If = gillp + </x|>a(‘g( ) )

P
Sin embargo, como lim ( / (lgi(x)])P dx) = 0 de la desigualdad anterior se sigue que:
|z|>a

a—0o0

lm / F@Pdz | < |If - gillp = IIf = gillp-
a—00 |x\>a

Luego, por la desigualdad de Minkowski 5.26 se tiene que:

\f=aillp=Ilf = fi+ fi —gillp
<|f = fillp + I1fi = gillp
<e+e=2e.
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Esto prueba la propiedad (3), ya que el nimero € puede ser tomado arbitrariamente pequeno.

A continuacion probemos la suficiencia del teorema. Supongamos que F satisface las propiedades
(1), (2) y (3). Veamos que F es un subconjunto compacto de LP(R), para esto de acuerdo con
el Teorema 2.62, es suficiente probar que F es un subconjunto completo y totalmente acotado
de LP(R). Sin embargo, por el Teorema de Riesz-Fisher 5.30, sabemos que LP(R) es un espacio
métrico completo. Luego, como F es un subconjunto cerrado de LP(R), por la Proposicién 2.44
se tiene que F es un subconjunto completo de LP(R). Por lo tanto, inicamente resta probar que

F es un subconjunto totalmente acotado de LP(R).

k
Sea ¢ > 0. Veamos que existen fi,..., fr en F tales que F C U B(fi,€). Tomemos f € F

=1
arbitrariamente. Para cada t € R, definamos la funcién 7;f: R — R determinada por la regla:

Tif(x) = f(t + ).

Luego, de la condicién (2), para cada f € F se satisface que:

tim |72 — £, = 0. (5.32)
Ahora, para a un nimero real positivo definamos la funcién valor medio, como:
B(0,a)
M, = . 5.33
of(2) — (5.33)

La funcién valor medio como se defini6 en la ecuacién (5.33), satisface la siguiente serie de igual-

dades y desigualdades:

|Maf — fIE = /R M, f(2) — (o) Pde

y /B o, T /B o f ’
R

- dx
1
- /]R [2a]? /B(O,a) (Tif (@) = fa)de

2CL 2a
1 P
- [2af? /R </B(o,a) | Tef(z) = f(2)] dt) dx

Por la desigualdad de Holder 5.25, se cumple que:

p

</B(07a) Tef(z) — f(2)] dt) </R ([T f (%) — f(#)] XB0,0)(®)XB(0,a) (:n)\dt)
- <H [(th o f)XB(O,a)] XB(0,a) H1>p

< |[(Tf = H)xsowll | xBowll;,
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donde p, g son nimeros conjugados. Luego, dado que [|xp(,q)llf = |2a|§. De todo lo anterior

podemos concluir que,

P
2]

M.f — fIE <
IMof = fI < o

/ / Tof(x) — f(z)|? dide (5.34)
R J B(0,a)

Aplicando el Teorema de Fubini-Tonelli A.24 al lado derecho de la desigualdad (5.34) se tiene la

siguiente cadena de desigualdades e igualdades:

|Maf — £II2 < |2a]57 /B . /R T/ (x) — f(2)P de dt

1 o
ol Sy Jo T S0P

),
_ b Tof — f|P dt
12a| JB(0,q) I17: I>

De la ecuacién (5.32), dado € > 0 y tomando ¢ suficiente pequenio se tiene que:

1 €
= Tf — fIP dt < —— / dt | = .
12a] JB(0,0) 17 I> |24 ( B(0,a)

De esta manera, tomando ¢ suficientemente pequenio de tal manera que |t| < a se sigue que:

[Maf = fIl < e

Luego, h’r% M,(f) = f uniformemente en f € K y en consecuencia sup {HMtf—pr: fe K} =0.
a—r

Ahora para a un nimero real positivo fijo probemos que el conjunto M = {M,f: f € F} es un

subconjunto compacto. Sin embargo, equivalentemente probaremos que {Ma f:ferF } es una

familia de funciones equiacotada y equicontinua.

[ mpde [ T
B(0,a) _ JB(0,a)
|2a |2a

),
Si
2a| JB(0,q)

= @A’[J}f(m) = Tif (22)] XB0,w

| Mo f(x1) — Mo f(22)| =

Tif(w1) = Tif (ez) |t

dt

1
Puesto que ||xp(0,q)ll¢ = — - De la Desigualdad de Holder 5.25 se sigue la siguiente desigualdad,
|2af4

dt < [2a]5 | Tof (21) — Tof ()], (5.35)

|75 = Tise)] xmo
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Por lo tanto,

Mo (1) — Maf ()] < ',22‘1[‘|mf<x1> CTf ),
= L+t = Fan =)l
1207
- |21‘1 1 (e +8) — Fan) + Flan) — Flaz) + () — Flea + D),
= |21‘1 (Hf(xl +t) — f(z)|lp + | f(z1) = fl@2)|lp + || f(z2) — fla2 + t)||p)-

Ahora, verifiquemos que M es un subconjunto acotado.

/ T,f (x)dt
B(0,a)
|2al

).
< — Tif(x)| dt
|24l B(O,a)| /(@)

1
< ol f (@) lnllx 0.0 llq

‘Maf(m)‘ =

= Joa
= T @)~ @)+ £,
< |21|1 (11 @) = £@)lp + 17y

Sin embargo, como F es un subconjunto acotado, existe M > 0 tal que para cada f € F, se tiene

que ||f|l, < M. Por lo tanto, de las ecuaciones anteriores se tiene que:

Mo f (@) < —— (ITf — fllp + M). (5.36)

2a|»

De esta manera, por el Teorema de Arzela-Ascoli 5.16, el conjunto M es un subconjunto compacto

y por lo tanto totalmente acotado. Asi, para € > 0 y a un niimero real positivo existen f1,..., fx
en JF tales que
k
MC | B(Mgfn€). (5.37)
n=1

Sea f € F. En virtud de la ecuacién (5.37) existe ig € {1,...,k} tal que M,f € B(M,fi,,€). En

consecuencia,
Hf - inHP < Hf - Maf +Maf - Mafio + Mafio - inHP

<|If = Mafllp + |Maf — Mafigllp + [|Mafioc — fiollp
<e+ete
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Dada la arbitrariedad con la que fue tomado f € F, se tiene que el conjunto de funciones
{fi,..., fx} € F forma una e-cubierta para F. Por lo tanto, F es un subconjunto totalmente
acotado de LP(R). &

Asi, para 1 < p < 0o el Teorema de Fréchet-Kolmogorov 5.33 permite determinar cuando una

familia de funciones en el espacio LP(R) es un subconjunto compacto.



CONCLUSIONES

Si he podido ver mas alla, es porque he andado sobre

los hombros de gigantes...

Isacc Newton

La importancia de la compacidad en la Topologia y el Anélisis se ha remarcado durante todo el
desarrollo de la Tesis. Es de recalcar los resultados: Teorema 2.53, 1a Proposiciéon 2.54 y Proposicién
2.55, el Teorema 3.27 y 3.28 por mencionar algunas. En el Capitulo 2, se prob6 el Teorema 2.62

por el cual sabemos que en un espacio métrico (X, d) arbitrario dado K C X, son equivalentes:
= K es un subconjunto compacto de X.
= K cumple la propiedad de Bolzano-Weirstrass.
= K es secuencialmente compacto.
= K es completo y totalmente acotado.

En este mismo capitulo, se verificé que en todo espacio métrico un subconjunto compacto siempre
es cerrado y acotado (Proposicién 2.54 y Proposicién 2.55). Cuando el espacio métrico es eucli-
deano el reciproco es cierto, y este resultado es mejor conocido como el Teorema de Heine-Borel.
Lo realmente interesante, es la idea utilizada para demostrar que todo subconjunto K cerrado y
acotado de un espacio métrico euclideano R", es compacto. La demostracion utiliza el hecho de que
el n-cubo es compacto. Primero, como K es acotado, existe a > 0 tal que K se encuentra dentro
del n-cubo de lado 2a. De la Proposicién 2.67 sabemos que el n-cubo de lado 2a es un subconjunto
compacto de R". Luego, como K es un subconjunto cerrado dentro de un compacto, el Teorema
2.53 implica que K es un subconjunto compacto de R”. Hasta aqui, todo resulta agradable pues
todo es muy geométrico. Esta prueba nos motivé a pensar que la demostracién es generalizable a
R¥. Sin embargo, no todo resulté ser tan sencillo, fue necesario extender la idea de subconjuntos
abiertos, lo que nos llevé a estudiar en el Capitulo 3 a los espacios topoldgicos. Luego, en el Ejem-
plo 3.5 vimos que todo espacio métrico es también un espacio topolégico, lo que hacia aiin mas
factible la idea de extender la demostracién del Teorema de Heine-Borel. Sin embargo, empezaron

a surgir los obstaculos. En primer lugar, resulto que los subconjuntos abiertos de R¥ ya no son
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como los subconjuntos abiertos de R™. Los subconjuntos abiertos de R“ estan determinados por la
Topologia de Tychonoff para el producto cartesiano de espacios topoldgicos, como en la Definicién
3.20. Una propiedad interesante de la topologia de Tychonoff es la coincidencia con la Topologia
de las Cajas en el caso del producto cartesiano de un nimero finito de espacios topoldgicos. Uno
de los aportes més importantes de este trabajo se encuentra en el Capitulo 3, cuando se utilizo el
Principio de Inducciéon Matematica 1.21, la Proposicién 3.26 y los Lemas 3.29 y 3.35 para probar
bajo una misma idea el Pequenio Teorema de Tychonoff y el Joven Teorema de Tychonoff. Luego,
con la ayuda del Principio de Inducciéon Transfinita extendiendo la idea de la demostracién usada
para los casos anteriores se demostré el Teorema de Tychonoff 3.38. Lo interesante radica en que
la idea de la demostracion utilizada para demostrar el pequeno Teorema de Tychonoff puede ser
extendida para demostrar el Joven Teorema de Tychonoff y méas atin para probar el Teorema de
Tychonoff, cosa que no es posible hacer con otras demostraciones.

Continuando con la idea de extender la demostraciéon del Teorema de Heine-Borel, del Teorema
de Tychonoff se deduce que el w-cubo es un subconjunto compacto de R™. Sin embargo, al final
de este mismo capitulo se probd que no es posible colocar a la bola cerrada unitaria en R“ dentro
de algin w-cubo, lo que significaba que la idea de la demostracién del Teorema de Heine-Borel no
es generalizable. En el Capitulo 5 se verificé que el Teorema de Heine-Borel sigue siendo valido
en espacios normados de dimensién finita, lo que implica que la bola cerrada unitaria en un es-
pacio normado de dimension finita es un subconjunto compacto. Por otra parte se demostré con
ayuda del Lema de Riesz que la bola cerrada unitaria ya no es un subconjunto compacto, lo que
significé que la compacidad en espacios normados de dimensién infinita no puede ser caracteriza-
da mediante las nociones de subconjunto cerrado y acotado. Para mostrar que en el caso de un
espacio normado de dimension infinita es mas delicado, estudiamos el espacios de las funciones
continuas C(K') sobre un conjunto compacto K y los espacios LP(R). En el espacio C(K) se de-
mostré un criterio para caracterizar a los subconjuntos compactos de C(K) llamado el Teorema
de Arzela-Ascoli, y presentamos una demostraciéon donde el Teorema de Tychonoff funge como
herramienta principal. Finalmente, se emprendié el estudio de los espacios LP(R) donde el Teo-
rema de Frechet-Kolmogorov permite determinar cuéndo un subconjunto de LP(R) es compacto.
Aunque, durante este trabajé tinicamete se trabajo con los espacios LP(R) hay que reconocer que

el Teorema de Fréchet-Kolmogorov es generalizable a los espacios LP(R"™).
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APENDICE A

TEORIA DE LA MEDIDA

En este apartado se presenta teoria adicional para una mejor comprensién del Capitulo 5.
En su mayoria los resultados expuestos aqui no presentan una justificaciéon. Sin embargo, si
el lector esta interesado en profundizar mas en el tema, puede consultar los siguientes libros:
Lebesgue measure and integration. An introducction de F. Burk [6] y Medida e integral de
Lebesgue en R™ de F. Galaz [10].

Medida de Lebesgue en R

Llegé un momento en la historia de las Matematicas en que se presenté la necesidad de contar
con un procedimiento matematicamente correcto que permitiera generalizar la idea geométrica
de longitud en R, 4rea en R? y volumen en R? en un conjunto arbitrario. Para un conjunto
X arbitrario, se buscé definir una funciéon p tal que a cada subconjunto E de X le asocie su
“tamano” o “medida” p(FE), esta funcién se llama medida en X. Para nuestros fines, estamos
interesados en aquella medida que nos permita “medir” el mayor nimero de subconjuntos de R,
esta medida es nada mas y nada menos, que la medida de Lebesgue. A continuacién se motiva y

estudia la medida de Lebesque en R.

De la idea geométrica que se tiene en los casos R, R? y R3, se espera que una buena medida s

en R cumpla con las siguientes caracteristicas:
(1) La medida de cualquier subconjunto de R debe ser no negativa.
(2) La medida de R no es finita. Esto es, u(R) = oco.

(3) La medida de un conjunto de niimeros reales no debe ser menor que la medida de cualquiera
de sus subconjuntos. En otras palabras, se espera que u, sea una funcién monétona sobre la

coleccién de subconjuntos de R con el orden parcial definido por la contencién de conjuntos.

(4) La medida de “nada” es cero. Esto es, se requiere que u(0)) = 0.
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(5) Recordemos de nuestros cursos de geometria que un punto es una unidad geométrica que
carece de longitud, anchura y altura. Es por ello que resulta natural pensar que u debe

satisfacer, 1({a}) = 0, para cualquier punto a € R.

(6) Medir la estatura de una persona en su casa o fuera de ella, no marca diferencia alguna entre
las medidas obtenidas. Matematicamente, se espera que p sea invariante bajo traslaciones,

es decir, para cualquier subconjunto A C Ry x € R fijo se espera que u(A + x) = p(A).

(7) Si un subconjunto de nimeros reales puede ser descompuesto en una coleccién numerable

e} [e.e]

de subconjuntos disjuntos {An in € N} se espera que, U (U An> = Z,u(An). Esto es,
n=1 n=1

“el todo es la suma de sus partes”, al menos siempre que la coleccién de estas partes sea un

conjunto numerable y disjuntos a pares.

Veamos enseguida, algunas posibles candidatas a ser la medida p en R que hemos estado

buscando.

Ejemplo A.1. La cardinalidad de un subconjunto de ndmeros reales es una funcién
Card: P(R) — N, definida para cada A C R, como:

Card(A) = Ndmero de elementos de A.

Una posible manera de asignar una medida a un subconjunto de R es mediante su cardinalidad.
Sin embargo, no satisface la caracteristica (5) mencionada anteriormente. Ademds Card((a,b)) =
Card(R) para cualesquiera b > a en R, es por ello que esta forma de medir subconjuntos de R no

resulta interesante, pues un intervalo no degenerado acotado mide lo mismo que todo R.

Ejemplo A.2. Para facilitar la notacion, nos referimos a un intervalo inicamente por sus puntos
extremos, no dando importancia (por el momento) si se tratase de: un intervalo abierto, cerrado,
semiabierto, semicerrado etc; por ejemplo si el intervalo en cuestién es: (a,b), hace referencia a él
Unicamente como un intervalo I con extremos a,b y b > a. Sabemos, que podemos asignar una
medida a un intervalo usando la longitud de los mismos, de esta manera, definimos la funcién

longitud I: {I CR: I es un intervalo} — R*  mediante la regla de correspondencia:
I(I)=b—a. (A.1)

Donde I es un intervalo con extremos a,by a < b. Si I es un intervalo no acotado, definimos

[(I) = 00. No es complicado verificar que la funcién longitud satisface las siguientes propiedades:
(1) De la ecuacién (A.1) se sigue que [(I) > 0, para todo intervalo I.
(2) Por la definicién de la funcién longitud se tiene que [(R) = oco.

(3) La funcién [ es una funcién mondtona.
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(4) Si I es un intervalo con extremos a,b e {I,}nen €s una particién de subintervalos de I

disjuntos a pares, se satisface que l( U In) = Z I(I,).
neN neN

(5) Por vacuidad podemos asumir que, I(()) = 0.

(6) Si en un intervalo cerrado, a = b, se tiene el intervalo degenerado a un punto {a}, para el

cual se cumple que [({a}) =a—a =0.
(7) Si x es un ndimero real fijo e I un intervalo en R, entonces (I + z) = I(]).

Como se puede observar [ satisface todas las caracteristicas que se esperaba cumpliera una
medida en R, aunque sea para una clase de subconjuntos de R muy particulares como son los
intervalos. Sin embargo, para nuestro propoésito no basta con poder medir inicamente intervalos,

necesitamos medir subconjuntos méas complicados y de ser posible arbitrarios de R.

FEl siguiente ejemplo muestra que es imposible establecer una medida g en R, de tal manera
que pu esté definida para todo subconjunto de niimeros reales y que coincida con la longitud de

los intervalos cuando se trate de estos.

Ejemplo A.3. Consideremos el intervalo cerrado I = [0, 1] con la suma mdédulo 1, esto es, cuando
sumamos dos nimeros en I extraemos el entero mas grande para obtener nuevamente un elemento
en I. Para x,y € I definamos la relacién «~ como sigue: x «~ y si y sélo si z — y es un nimero

racional. La relacién « es de equivalencia. En efecto,
(1) Para todo x € I, se tiene que z —x = 0 € Q. Asi, la relacién « es reflexiva.

(2) Si x « y, entonces x —y € Q. Dado que Q es un campo se sigue que y — x también es un

elemento de Q, luego « es simétrica.

(3) Resta probar que « es transitiva. Supongamos que x «~y y y « z. Luego, z —y,y — z € Q,
de las propiedades de campo que posee Q se cumple que x —y+y—z=x — z € Q. Por lo

tanto « es transitiva.

De esta manera, es posible particionar a I en subconjuntos disjuntos a pares usando las clases
de equivalencia determinadas por «. Luego, por el Axioma de Eleccién 1.16, existe A C I con
un unico elemento de cada clase de equivalencia. Definiendo para cada niimero racional ¢ € I el
subconjunto A, = {a—l—q: a € A} y respetando la suma modulo uno, se tiene que los conjuntos 4,
son disjuntos a pares. En efecto, ya que de no ser asi, existen ¢, g2 € Q tales que A, NAg, # (. Por
lo tanto, para algunos ai, as € A se tiene que a1 + q1 = a2 + g2, de aqui a1 « as lo que contradice
la definicién de A. Por lo tanto, los conjuntos A,, para cada ¢ € QNI son disjuntos a pares. Y se

satisface la igualdad U Ay = 1. Como consecuencia de la definicién de cada subconjunto A, y
qeQnNI
de tomar en cuenta la suma modulo 1 se tiene que U Ay C 1. Ahora, veamos que I C U Ay
qeQnI qeQnI
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Sea x € I. Luego, x esta en la clase de equivalencia de algun 39 € I. De este modo existe gy € QN[
tal que  — yp = qo. Esto implica que x € Ay, ya que zg = yo + qo. Luego, para cada ¢ € Q, 4,
tiene la misma medida pues cada uno de estos es sélo una traslacion de I. Notemos ademas, que
la coleccién {Aq: q € Q} es numerable pues Q lo es. Asi, para cada subconjunto A, ;cudl es el
valor apropiado que debe tener ;1(A,)? Si este fuera un nimero positivo, digamos p(A,) = A > 0,

entonces de la caracteristica (7) que se espera cumpla esta medida, se tiene que:

pd) =Y pA) = Y A=oc.

qeQnI qeQnI

Lo que significa que, I tiene longitud infinita, lo cual claramente no es verdadero, pues [(I) = 1.
De manera similar, si p(A,) = 0 para cada A, entonces se tiene que la medida de p(I) = 0, lo
que también contradice la longitud de I. En conclusién, no hay una longitud razonable que se le

pueda asignar a el conjunto A, para cada g € Q.

Luego, por el Ejemplo A.3 no es posible definir una medida sobre todos los subconjuntos de
R, de tal manera que esta medida coincida con la longitud de los intervalos cuando se trate de
los mismos. De esta manera, una medida sobre R, es una generalizacién de la funcién longitud .
Sin embargo, la siguiente proposicién permite extender la medida inducida por la longitud de los

intervalos a subconjuntos abiertos de R.

Proposicion A.4. Todo subconjunto abierto de niimeros reales es la unién de una coleccion

numerable de intervalos abiertos disjuntos a pares.

Para una demostracién, consulte el libro Lebesgue measure and integration. An introducction de
F. Burk [6, pag. 78].

Por lo tanto, de la Proposicién A.4, se tiene que cualquier subconjunto abierto F de R se puede
o

escribir como F = U I}, donde cada Ij; es un intervalo en R e I;NI; = () sii # j. Luego, utilizando

k=1
la longitud de cada uno de los intervalos Ij se define la longitud del subconjunto abierto £ como:

WE)=> 1(Ik). (A.2)
k=1

Asi, hemos extendido la medida de los intervalos en R a subconjuntos abiertos de R. Sin embargo,
aun hay mas pues es demostrable que todo subconjunto no vacio de numeros reales puede ser
cubierto por una coleccién numerable de intervalos abiertos de R, lo que motiva la siguiente
definicion.

Definicion A.5. Sea E C R no vacio. La medida exterior de Lebesgue de E, denotada por

w*(E), se define como:

o o0
w*(E) = inf {Zl([k): EC U Iy, It es un intervalo abierto de R y son disjuntos a pares } .
k=1 k=1
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donde el infimo es tomado sobre todas las cubiertas numerables de E formadas por intervalos
abiertos de R disjuntos a pares. Para hacer m&s 4gil la notacién, nos referimos a la medida

exterior de Lebesgue de R simplemente como la medida exterior de R.

o

Como I(I,,) > 0, para toda coleccién de intervalos abiertos {I;, } nen, se tiene que Z I(I,) >0,
n=1

por lo tanto p*(A) esta bien definido, pues es el infimo de un subconjunto no vacio y acotado

inferiormente.

Resulta que la medida exterior satisface las propiedades discutidas en el principio del capitulo.
La medida exterior u* es muy bien portada ya que de entre las ocho caracteristicas que hemos
discutido que debe cumplir una medida en R satisface las primeras siete. No es la funcién que
insistentemente hemos buscado pues no es numerablemente aditiva. Unicamente se cumple que si

{A,}nen es una coleccién de subconjuntos de R disjuntos a pares, entonces

0o 0o

w* <U An> < ZM*(AH)-
n=1 n=1

Cuando nosotros hemos pedido la igualdad. La anterior propiedad se conoce como subaditividad

numerable. Sin embargo, no todo esta perdido. En la siguiente secciéon veremos un criterio que

hace uso de la medida exterior para determinar a todos aquellos subconjuntos de R tales que la

medida exterior restringida a estos subconjuntos, es numerablemente aditiva. Esto es, la medida

exterior satisface la propiedad (7) discutida en el inicio.

Conjuntos Lebesgue medibles

En 1914, Carathéodory formuléd un criterio para determinar cuando un subconjunto de niimeros

reales es medible.

Criterio de medibilidad de Carathéodory A.6. Sea F un subconjunto de ntimeros reales.

Se dice que F es un subconjunto Lebesgue medible de R, si se cumple:
W(A) = (B0 A) + p*(E\ A),

para todo subconjunto A de numeros reales. En este caso la medida de Lebesgue del sub-
conjunto FE es u(E) = p*(F). Usualmente, para ser mas practicos, diremos tnicamente que F
es un subconjunto medible y que p(FE) es la medida de E. Denotamos la coleccién de todos los

subconjuntos medibles de R por M.

Se puede observar que la colecciéon de conjuntos Lebesgue medibles en R es no vacia ya que
de la definicién se tiene que al menos () y R son conjuntos medibles. A continuacién, se indican

algunas propiedades béasicas de los subconjuntos medibles.
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Proposicion A.7. Sea M la coleccion de todos los subconjuntos medibles de R. Se cumplen las

siguientes propiedades:
(1) El conjunto R y el conjunto @) estan en M.

(2) Si E es un subconjunto medible entonces R\ E es un subconjunto medible.

o
(3) Si {E,: n € N} es una coleccién de subconjuntos medibles, entonces U E,, es un subcon-

n=1

junto medible de R.
(4) Si{E,:n € N} es una coleccién de subconjuntos medibles disjuntos, entonces:
o0 [e.9]
H <U En) = ZM(En)
n=1 n=1
(5) Si E es un subconjunto abierto de R entonces E € M.

Los conjuntos cuya medida es cero se consideran como “insignificantes”, por lo cual resulta

atil contar con una terminologia especial para tales conjuntos.
Definiciéon A.8. Un conjunto A € M tal que u(A) = 0, se llama conjunto de medida cero.

A continuacién se presentan algunas propiedades de los subconjuntos de medida cero.

o
(1) Si para cada n € N, el subconjunto E,, tiene medida cero, entonces U E,, tiene medida de

n=1
Lebesgue cero.

(2) Para todo x € R se tiene que u(z) = 0.

(3) Si E es un subconjunto numerable, entonces p(E) = 0. En particular, el conjunto de los

numeros racionales Q tiene medida cero.

El siguiente concepto, involucra la Definicién A.8 y juega un papel sumamente importante en

la segunda mitad del Capitulo 5.

Definiciéon A.9. Sean F un un subconjunto de nimeros reales Lebesgue medible y P una propo-
sicién matematica definida sobre los puntos z € E. La proposicién P se satisface cast en todas

partes (c.t.p.) si el subconjunto {z € E: P(x) es falso} de E tiene medida cero.

Integral de Lebesgue

La nocién de integrabilidad de Lebesgue es mas general que la de Riemann en el sentido de
que abarca mas funciones. Pero su principal virtud es que permite intercambiar el limite por la

integral bajo condiciones menos restrictivas que las que requiere la integral de Riemann. Adems4s,
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con el método de Riemann se procede, como lo harfa un comerciante desorganizado que debe
contar su ganancia al final del dia, contara billetes y monedas segin vaya sacandolos de su baul
(donde gurda su dinero mientras realiza vende sus productos); en cambio la integral de Lebesgue

procede como el comerciante metédico, el cual dice:

» Tengo m(FE;) monedas de un peso, lo que hace 1 m(E;) pesos,
» Tengo m(FE2) monedas de dos pesos, lo que hace 2 m(FE3) pesos,
» Tengo m(E3) billetes de veinte pesos, lo que hace 3 m(E3) pesos,

= Etcétera.

Asi, en total tengo: 1 m(E1) + 2 m(E2) +3 m(E3) + ... pesos. Ambos procedimientos conducirdn
al comerciante, sin duda alguna al mismo resultado, ya que, por mucho que haya vendido ese
dia, no hay mas que una nimero finito de monedas y billetes que contar. Sin embargo, cuando
tenemos que sumar una cantidad infinita de monedas y billetes la diferencia entre los dos métodos

es capital.

Definicién A.10. Sean F un subconjunto Lebesgue medible de Ry f: E — R* una funcién. Se
dice que f es una funcion Lebesgue medible si para todo t € R, el subconjunto f~* ((—oo, t)) =
{z € E: f(z) <t} es medible.

Ocasionalmente, nos referimos a las funciones Lebesgue medibles inicamente como funciones
medibles. En el siguiente resultado se resumen algunas de las propiedades mas importantes que

satisfacen las funciones medibles.

Teorema A.11. Sean F un subconjunto medible, « € Ry f, g, fn: E — R* para todo n € N. Se

cumplen:
(1) Si f, g son funciones medibles, entonces f + ¢g y af también lo son.

(2) Si para cada n € N se tiene que f, es una funciéon medible y f,, — f, entonces f es una

funcién medible.
(3) Si f es una funcién medible y f = g c.t.p., entonces g es una funcién medible.
Definicién A.12. Sea E un subconjunto Lebesgue medible.

a) Se define y denota la funcién caracteristica de A C E como:

1 sizeA,
0 sizeR\A

xa(z) =
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b) Una funcién S: F — R se dice que es simple, si se puede escribir como:

S(z) = a1xm, + -+ anXE,,

donde aq,...,a, € Ry Ej,...,E, C E son subconjuntos medibles. Y se define la integral

de Lebesgue de la funcién simple S como:
/ S(x)dp = arp(Er) + -+ + anp(Ey). (A.3)
E

c) La integral de Lebesgue de una funciéon medible y no negativa f: E — R*, se define

y denota por:
/ f(z)dp = sup {/ S(z)dp: S es una funcién simple, y 0 < S(z) < f(z) Vo € E} .
E E
Dada una funcién g: E — R* como en b) o ¢). Se dice que g es una funcion Lebesgue integrable,
si / g(x)dp < oo.
E

Definicién A.13. Dado un subconjunto medible £y f: F — R. Se definen las funciones f; y
f— por:

fy(x) = méx{f(z),0} f-(x) = méx{—f(z),0}.
A la funcién fy se le llama la parte positiva de f y f_ la parte negativa de f
No es dificil comprobar que los siguientes resultados son validos.
Proposicion A.14. Sea E subconjunto medible de R.
(1) f=f+rf
(2) f es una funcién medible si y sélo si fy y f- lo son.

Definicién A.15. Sean E un subconjunto Lebesgue medible de R y f: E — R* una funcién
medible. Se dice que f es una funcién Lebesgue integrable, si f y f_ lo son. Y en este caso,

la integral de Lebesgue de f estd determinado por:

[ f@du= [ @ [ 1o (A4)
E E E
El conjunto de todas las funciones Lebesgue integrables f: E — R* se denota por L(E).

Las siguientes son propiedades basicas de la Integral de Lebesgue.

Teorema A.16. Sea E un subconjunto medible de R.
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a) Si f,g € LYE)y a R, entonces f+g,af € LYE) y
| +a@in= [ t@ans [ a@ie [ @p@dn=a [ @

b) Sea f: E — R* una funcién medible. Se cumple que, f € L(E) siy sélo si |f| € L(E).

c) Si {E,: n € N} es una coleccién de subconjuntos Lebesgue medibles disjuntos, y f es

[ee]
Lebesgue integrable en G = U E,, entonces:

n=

1
'Amngéj@m

d) Si f=gctp.y fe€LYE), entonces g € L(E) y /Eg(:v)d,u = /Ef(as)du.

e) Si f,ge€ LYE)y f(r) < g(x) para todo = € E, entonces /Ef(x)du < /Eg(a:)du.

Medida e Integral de Lebesgue en R”

Realizando un procedimiento similar al caso R, se extiende sin dificultad idea de medida
e integral de Lebesgue al caso R™. Cabe mencionar, que de manera similar al caso anterior
a los elementos de R™ que se definen en esta seccién usualmente se les omitird el “adjetivo”
Lebesgue. Por ejemplo, frecuentemente hacemos referencia a los subconjuntos Lebesgue medibles
y funciones Lebesgue integrales tinicamente como subconjuntos medibles y funciones medibles

respectivamente.

Primeramente, se determina la medida de un rectdngulo acotado R de R". Sea pues
R=1; x---x I, donde para cada j € {1,...,n} se tiene que I,, es un intervalo acotado de R.

Se define la medida en R™ del rectangulo R como:
p(R) = (1) -+ U(L). (A.5)

Posteriormente, la medida de los rectangulos acotados en R™ motiva la medida exterior de un

subconjunto de R™.
Definicién A.17. Sea E C R™. Se define la medida exterior de E como:

w*(E) = inf {Z Ri: E C U Ry, y Ry es un rectangulo acotado en R”} . (A.6)
k=1 k=1

Como en el caso R, se verifica en siguiente resultado.
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Teorema A.18. La medida exterior en R" satisface las siguientes propiedades:

a) p*(0) =0,

b) Si A C B CR", entonces p*(A) < pu*(B).

c) Si {Ek: ke N} es una coleccién de subconjuntos de R™, entonces
o0 oo

o (Us) <X, v
k=1 k=1
Luego, a partir de la medida exterior se definen los subconjuntos medibles de R™.

Definicién A.19. Sea E C R". Se dice que E es un subconjunto Lebesgue medible de R",

si para cada A C R™, se satisface:
W (A) = (AN E) + p*(A\ E). (A.8)
En este caso, la medida de Lebesgue del subconjunto E es u(E) = p*(E).

Como era de esperarse, la medida exterior de cualquier rectdangulo acotado en R™ coincide con

le medida de Lebesgue del mismo, esto expresa el siguiente resultado.

Teorema A.20. Si R un rectangulo acotado en R"™, entonces R es un subconjunto Lebesgue
medible de R" y p*(R) = u(R).

Consideremos la medida de Lebesgue en R?. La construccién de la medida de Lebesgue
presentada anteriormente fue directamente mediante rectangulos A x B, donde A, B C R son
intervalos acotados. Sin embargo, es posible empezar de manera un poco mas general y supo-

ner unicamente que A y B son subconjuntos Lebesgue medibles de R y obtener el mismo resultado.

A partir de los subconjuntos medibles, las funciones medibles se definen en la misma forma

que en el caso de R.

Definicion A.21. Sea F C R™ medible y f: F — R*. Diremos que f es Lebesgue medible si
para cada t € R, el conjunto {z € E: f(z) <t} es medible.

De manera analoga al caso R. Dado £ C R"™ medible, se denota la colecciéon de todas las

funciones f: E — R* medibles como M(E).
Definicion A.22. Sea £ C R™ medible.

a) Si S: F — R es una funcién simple como en el apartado b) de la Definicién A.12. Se define,

la integral de Lebesgue de la funcion simple no negativa S como:

[ S an, | = S ane) (A.9)
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b) Si f: E — R es una funcién medible no negativa, definimos la integral de Lebesgue de

f como:
/ flx)dp = sup{/ S(z)du: S: E — R es simpley 0 < S(z) < f(z),Vx € E} . (A.10)
E E

Dada una funcién g: E — R* como en b) o ¢). Diremos que g es una funcion Lebesgue inte-

grable, si / g(x)dp < oo.
E

Consideremos ahora el caso general. Dada una funciéon f: EF — R* Lebesgue medible, sea f,

su parte positiva y f_ su parte negativa, como en la Definicion A.13.

Definicién A.23. Sean E un subconjunto Lebesgue medible de R"® y f: F — R* una funcién
medible. Se dice que f es una funcion Lebesgue integrable, si fi v f- lo son. Y en este caso,

la integral de Lebesgue de f esta determinado por:

[ t@an= [ fe@an+ [ 1@ (A11)

El Teorema de Fubini-Tonelli

Si n > 2. La definicién de la medida de Lebesgue de los rectangulos acotados en R™ se basa
directamente en la longitud de los intervalos en R. Esto sugiere la posibilidad de que una integral
en R™ puede calcularse mediante integrales en R. La respuesta a esta cuestiéon la proporciona el

Teorema de Fubini-Tonelli que presentamos enseguida.

Teorema de Fubini-Tonelli A.24. Si f: R x Rs — R es una funciéon Lebesgue integrable,

entonces

/RlxRQf((x,w)dxdy:/Rl {/R2f((33,y))dy}dx:/]%2{/le((m,y))dx} dy (A.12)
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(GLOSARIO DE SIMBOLOS

Simbolo Significado

Bx — Base para alguna topologia sobre X
B(zg,r) — Bola abierta con centro en zg y radio r
Blxg, 7] — Bola cerrada con centro en xg y radio r
I, — Intervalo cerrado [—r, 7]

c.t.p. — Casi en todas partes

— Cerradura del conjunto A

X\ A — Complemento del subconjunto A de X

N — Conjunto de los nimeros naturales, {1,2,3,4,...}
7+ —  Conjunto de los niimeros enteros no negativos, {0,1,2,3,4,...}
R — Conjunto de los niimeros reales

R* — Conjunto de los ntimeros reales extendidos

F' — Conjunto derivado de F

(X, =) —  Conjunto parcialmente ordenado

didm(A) — Diametro del conjunto A

dim X — Dimensién del R-espacio vectorial X

d(z,y) — Distancia entre el elemento x y el elemento y
(X, d) — Espacio métrico

(R™, da) — Espacio métrico euclideano

(X, Tx) —  Espacio topolégico

(X, 1) — Espacio normado

l — Funcién longitud

3 — Funcién proyeccién sobre la §-ésima cordenada
int(A) — Interior del conjunto A

Il — Norma

|- l2 — Norma Euclidiana

-y ~ Normap

I [loo — Norma uniforme

max A — Maéximo del conjunto A
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Medida de Lebesgue
Medida exterior
Meétrica

Métrica discreta

Métrica euclideana

I x---x I, n-cubo de longitud 2r
—_——

n-veces

Minimo del conjunto A

Producto Cartesiano

Sucesién

Subsucesién de la sucesién {x,,}
Supremo del conjunto A
Topologia de Tychonoff
Topologia discreta

Topologia inducida por la métrica d
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