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Introducciéon

La tematica de la tesis pertenece a la rama de la Topologia conocida como Teoria de los Conti-
nuos. Un continuo es un espacio métrico compacto, conexo y no vacio. Las primeras nociones del
concepto de continuo fueron dadas en 1883 por G. Cantor [4]. Para un bosquejo de la historia
de la Teorfa de los Continuos puede consultar [6]. Tal como sucede en la mayoria de las dreas
de la Matematica, es relevante estudiar funciones entre los objetos de estudio; en esta parte de
la Topologia es de suma importancia considerar y estudiar tipos de funciones entre continuos.
Asi, desde los inicios de la Teoria de los Continuos, se han estudiado diversos tipos de funciones
entre continuos tales como las funciones continuas, abiertas o cerradas. Por la utilidad y la gran
variedad de aplicaciones en la investigacién de esta teoria, a través del tiempo se han definido
varias clases de funciones. En 1979, T. Mackowiak [17] realiza un compendio de varias clases de
funciones, estudia la relacién entre estas clases y muestra la utilidad de las mismas para obtener
clases de continuos. De manera similar, en 1992, Sam B. Nadler, Jr. en su libro [20], hace un
estudio de algunas clases de funciones, en tal referencia menciona que: “uno no puede estudiar
continuos sin considerar tipos especiales de funciones”, [20, pag. 277].

En 1979, G. R. Gordh, Jr. y C. B. Hughes [11] definen y estudian un nuevo tipo de funciones,
las cuales se denominaron funciones libremente descomponibles. Estas funciones son una gene-
ralizacion de las funciones mondétonas y tienen la propiedad de preservar la conexidad local en
limites inversos. En [12], se da seguimiento al estudio de esta clase de funciones y, recientemente,
en [2] y [3], J. Camargo y S. Macias retoman y contindan el andlisis de este tipo de funciones.

El objetivo del presente trabajo de tesis es realizar un estudio detallado de las funciones
libremente descomponibles, basdndonos en los trabajos realizados en [11], [12], [2] y [3]. Princi-
palmente, veremos qué relacion tiene la clase de funciones libremente descomponibles con otras
clases de funciones y estudiaremos las funciones libremente descomponibles en algunos tipos
especiales de continuos.

El presente trabajo de tesis esta organizado de la siguiente manera.

En el primer capitulo se proporcionan los conceptos basicos para una mejor comprension de
esta tesis.

En el segundo capitulo se introduce el concepto de continuo y se revisan algunas de sus
propiedades més importantes que son de gran ayuda en el trabajo de tesis. Se presentan los
conceptos y relaciones entre continuos localmente conexos, semilocalmente conexos y continuos
libremente descomponibles, por mencionar algunos. Se dan caracterizaciones importantes de los
continuos mencionados, estas caracterizaciones desempenan un papel importante, pues facilitan
las demostraciones de algunos resultados posteriores. Finalmente se definen funciones entre
continuos.
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En el tercer capitulo se introduce el concepto de funcién libremente descomponible, asi como
el de funcion hereditariamente libremente descomponible. Se analizan sus propiedades bésicas,
asi como las relaciones que existen entre ellas y otras clases de funciones.

En el cuarto capitulo se estudian funciones libremente descomponibles en o sobre tipos
especiales de continuos y se obtienen propiedades que en el Capitulo 3 no es posible demostrar.

Finalmente, en el quinto capitulo, se intenta dar una aplicacién de los continuos y las fun-
ciones estudiadas, clasificando algunos continuos en términos de las funciones libremente des-
componibles y se recopilan algunas propiedades de las funciones hereditariamente libremente
descomponibles. También se realiza un estudio de los limites inversos con funciones de ligadura
libremente descomponibles.




Funciones Libremente Descomponibles

Anahi Rojas Carrasco






Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo se estudian conceptos basicos que son tutiles para la comprensién
de este trabajo. También se busca familiarizar al lector con la notacién que se estard mane-
jando a lo largo de la tesis. Puesto que nuestro objetivo es estudiar a las funciones libremente
descomponibles, empezamos dando definiciones y propiedades importantes de las funciones, po-
niendo especial atencién a las propiedades que seran 1tiles para el desarrollo de este trabajo.
Ademds, se habla de lo que es un espacio métrico, un conjunto abierto y un conjunto cerrado.
Discutimos las relaciones que existen entre estos conjuntos. Los conceptos en los que pondremos
nuestra atencién son el de conexidad y compacidad ya que son los conceptos que nos ayudan a
definir lo que es un continuo. Como ya se menciond, la mayoria de los resultados presentados
en este capitulo son muy bésicos y conocidos, y es por esto que no nos ocuparemos de dar sus
demostraciones.

1.1. Notaciones y Conceptos Basicos

La palabra funcion fue introducida a las matematicas por Leibniz, quien originalmente uti-
lizé este término para referirse a cierta clase de férmulas matemaéticas. La idea de Leibniz estaba
muy limitada, y el significado de la palabra tuvo desde entonces muchas fases de generalizacion.
Hoy en dia, el significado de funcién es esencialmente el siguiente: Dados dos conjuntos A y B,
una funcién de A en B es una correspondencia que asocia con cada elemento de A un tnico
elemento de B. Una funciéon de A en B, la denotamos como f : A — B. En tal caso, al conjunto
A se le llama dominio de f y al conjunto B se le conoce como codominio de f.

Definicién 1.1.1. Sean f : X — Y una funciéon, A C X y B C Y. Definimos y denotamos la
imagen de A bajo f como:

flA)={y €Y :y= f(x), para alginz € A}.
La imagen inversa de B bajo f como:

fY(B)={zeX: f(z) € B}.

Definicién 1.1.2. La imagen de una funcién f: X — Y se define y se denota como sigue:

Im(f)={y €Y : existex € X con f(z) = y}.
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Es claro que Im(f) es un subconjunto del codominio de la funcién.

Definicién 1.1.3. Sea X un conjunto. La funcién Iy : X — X dada por Ix(z) = z para cada
z € X se llama funcion identidad en X.

Definicién 1.1.4. Sean X y Y conjuntos, C C X y f : X — Y una funcién. La funcién
g:C =Y tal que g(c) = f(c), para todo ¢ € C se llama la restriccion de f a C'y se denota por

fle-

Definicién 1.1.5. Sean f : X - Y yg:Y — Z funciones. La composicion de f con g, denotada
por go f, es la funcién go f : X — Z tal que para cada z € X, (go f)(z) = g(f(z)).

La composiciéon g o f se lee f seguida de g. A continuacién se dan algunas propiedades
importantes de la composicién de funciones.

Teorema 1.1.6. Sean f: X —Y,g:Y — Zy h:Z — W funciones entre conjuntos.
1. Si A C X, entonces (go f)(A) = g(f(A)).
2. Si C C Z, entonces (go f)~HC) = f~ (g~ 1(CO)).
3. ho(gof)=(hog)o f, en otras palabras, la composicién de funciones es asociativa.
4 foly=f.
5. Iyof=f.

En el Teorema [1.1.7] se enumeran algunas propiedades basicas que cumplen las funciones,
respecto a imagen e imagen inversa de uniones e intersecciones de familias de conjuntos.

Teorema 1.1.7. Sea f : X — Y una funcién entre conjuntos. Consideremos {4; : i € I} y
{Bj :j € J} familias de conjuntos en X y Y, respectivamente. Luego, se cumplen las siguientes
propiedades:

1. f(ﬂ{Ai:iel}) C(if(A):ie}.

2. f (U{Ai e 1}) =iy sie .
3. f1 <ﬂ{Ai e I}) =N "4y ie Ty,
4. f1 (U{Ai i€ 1}) = J{r ) ie .

5. f(f1(Bi)) € Bi.
6. A; C f7H(f(Ai)).
A continuacién definimos algunas funciones que més adelante manejaremos.

Definicién 1.1.8. Una funcién entre conjuntos f : X — Y se dice que es:




1. Inyectiva (o uno a uno) si para cualesquiera aj,as € X, se tiene que si a; # ag, entonces

flar) # f(az2).
2. Sobreyectiva o suprayectiva si f(X) =Y.
3. Biyectiva si es a la vez inyectiva y sobreyectiva.

Las funciones definidas anteriormente cumplen propiedades especiales que nos son de gran
ayuda en el desarrollo de este trabajo. A continuacion repasaremos algunas de ellas.

Teorema 1.1.9. Sea f : X — Y una funcién entre conjuntos. Las condiciones siguientes son
equivalentes:

1. f es sobreyectiva.

2. f71(C) # 0, para todo subconjunto C' no vacio de Y.

3. f(f~1(C)) = C, para todo subconjunto C de Y.

Ahora, si f: X — Y es una funcién biyectiva, se puede definir la funcién:
Ly - X

por la regla: f~1(b) es el tinico a € X tal que f(a) = b. Ademds, con esto tltimo tenemos que
f~! cumple las relaciones:

fTrof=Ixyfof =1y,
las cuales expresan que f~! actia de manera inversa a como lo hace f sobre todo el conjunto X

y que f acttia de manera inversa a como lo hace f~! sobre todo el conjunto Y. Ahora daremos
una definicién formal.

Definicién 1.1.10. Si f : X — Y es una funcién biyectiva, a la funcién f=!: Y — X se le
llama funcidn inversa de f.

Teorema 1.1.11. Sean f: X - Y y g:Y — Z funciones. Se tiene que:
1. La inyectividad de f y g implica la inyectividad de g o f.
2. La sobreyectividad de f y g implica la sobreyectividad de g o f.
3. La funcién inversa de una funcién es tunica.

Uno de los conceptos mas importantes en este trabajo es el de continuo. Pero no podemos
llegar a éste, sin antes revisar el concepto de espacio métrico, es por esto que a continuacién se
da la definicién de espacio métrico y se estudian tan sélo algunas de las muchas propiedades que
cumplen estos espacios.

De aqui en adelante, denotaremos con N,Z,Q y R al conjunto de los niimeros naturales,
enteros, nimeros racionales y nimeros reales, respectivamente.

Definicién 1.1.12. Un espacio métrico es un conjunto no vacio X junto con una funcién
d: X x X —[0,00), la cual satisface las siguientes condiciones:

1. Para cada x, y en X, d(z,y) > 0.
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2. Para cada z, y en X, d(x,y) =0 siy sblo si z = y.
3. Para cada z, y en X, d(y,x) = d(x,y).

4. Para cada z, y, z en X, d(x,2) < d(x,y) + d(y,z). A esta propiedad se le conoce como la
desigualdad del triangulo.

A la funcion d se le llama métrica en X. A la pareja (X, d) se le llama espacio métrico. Si no
hay riesgo de confusion, lo denotaremos simplemente por X.

A continuacién se dan algunos ejemplos de espacios métricos; el siguiente muestra que todo
conjunto puede ser considerado como espacio métrico.

Ejemplo 1.1.13. Sea X un conjunto no vacio. La funcién definida como:

0, si z=uy,
d(z,y) =
1, si z#y,

es una métrica en X, se le llama métrica discreta en X.

Ejemplo 1.1.14. La funcién definida por d(z,z’) = | — 2’|, donde | - | representa a la funcién
valor absoluto, es una métrica en R, a la cual se le conoce como distancia usual en R. Asi, (R, d)
es un espacio métrico.

Ejemplo 1.1.15. Sean n € N, a = (a1,...,a,) y © = (x1,...,2y,) puntos en R" y da(a,z) =
n

Z(:cZ — a;)?. La funcién ds es una métrica en X a la cual se le conoce como métrica euclidiana

i=1

en R".

Ejemplo 1.1.16. Sean n € N, a = (a1,...,a,) y © = (21,...,2,) puntos en R" y doo(a,z) =
sup{|z; — ai| : i € {1,...,n}}. No es dificil verificar que, ds es una métrica en R".

Ejemplo 1.1.17. Sean n € N, a = (a1,...,a,) y © = (z1,...,2,) puntos en R", entonces
n

di(z,a) = Z |z; — a;| es una métrica en R".

i=1
Definicién 1.1.18. Sean (X,d) un espacio métrico y C' un subconjunto de X. A la funcién
do : C x C — [0,00) dada por do(z,y) = d(z,y), para cada (z,y) € C x C, se llama métrica
inducida por d sobre el subconjunto C'y (C,d¢) se llama subespacio métrico de X.

Definicién 1.1.19. Sean (X, d) un espacio métricoy A C X. Definimos el didmetro de A como:
didm(A) = sup{d(z,y) : x,y € A}.
Si se cumple que didm(A) < oo, decimos que A es acotado.

Definicién 1.1.20. Sean (X, d) un espacio métricoy A, B C X tales que A, B # (). La distancia
entre el conjunto A y el conjunto B se denota y se define como:

d(A, B) = inf{d(z,y) : x € A,y € B}.

Siz e X, d(x,B) =d({z},B) = inf{d(z,y) : y € B}, se llama distancia entre el punto x y el
conjunto B.




Los conjuntos que a continuacién se definen juegan un papel fundamental en los espacios
métricos por su forma.

Definicién 1.1.21. Sean (X, d) un espacio métrico, z € X y € un nimero real positivo.

1. La bola abierta con centro en z y radio €, se denota y define como:
Bl(a,e) = {y : d(x,y) < }.

2. La bola cerrada con centro en x y radio ¢, se denota y define como:
Bz, = {y: d(z,y) < €}

Hay que resaltar que las bolas en un espacio métrico cualquiera, no tienen, en general, las
propiedades geométricas de las bolas euclideanas.

Ejemplo 1.1.22. En la Figura a) se muestran la bola en R? definida por la métrica do. En
b), la bola en R? definida por la métrica d. Y en c¢), la bola en R? definida por la métrica dj.

a) b)

i
N

AN
N4

Figura 1.1: Bolas en R?

Después de definir las bolas en un espacio métrico, nos gustaria saber cémo son estos con-
juntos en algin subespacio del espacio total.

Observacién 1.1.23. Sean (X, d) un espacio métrico y A C X. Las bolas Bff{‘(a, €) de centro
a € Ay de radio € > 0 en el subespacio métrico (A, d4) son las intersecciones de las bolas con
centro en a y radio € en (X, d) con A, esto es:

Bff{‘(a, €) = AN B%a,e).

Definicién 1.1.24. Sean (X, d) un espacio métrico y U C X. Se dice que U es un subconjunto
abierto en X, si para todo = € U, existe € > 0 tal que B%(x,¢) C U.

Veamos ejemplos sencillos de subconjuntos abiertos.

Ejemplo 1.1.25. Sea A = {(x, y) €ER?: x> O}. Luego, A es un subconjunto abierto de R? con
la distancia usual. Ver la Figura a).

Ejemplo 1.1.26. Sea A = {(x,y) ER?:0<2<1,0<y < 1}. Luego, A no es un subconjunto
abierto de R2, puesto que ninguna bola abierta centrada en el origen, o en cualquier punto de
la orilla, estd contenida en A. Ver Figura la b).
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Ejemplo 1.1.27. Sea A = {(q:,y) ER?:0<z<1,0<y< 1}. Luego, A es un subconjunto
abierto de R2, con la distancia usual. Ver la Figura c).

a) b) c)

1
1 ’ ~
! \
L)
I ~_ .
|
PAmR

! I ‘l ______ _
1 1 1
i f"'\ N1~ I 1
1 \‘«-/’ I I
i ! |

1

™~

S, i |
I e ___ i
| I

Figura 1.2: Conjunto A

Teorema 1.1.28. Sea X un espacio métrico. Se cumple que:
1. @ y X son subconjuntos abiertos de X.

2. Sea J un conjunto finito. Si {A; : i € J} es una coleccién de subconjuntos abiertos en X,
entonces ﬂ {4; :i € J} es un subconjunto abierto en X.

3. Sea I cualquier conjunto. Si {A; : i € I} es una familia de subconjuntos abiertos de X,
entonces | J{A; : ¢ € I'} es un subconjunto abierto de X.

Definicién 1.1.29. Sean X un espacio métrico y F C X. Se dice que F' es un subconjunto
cerrado de X, si X\ F es abierto.

Como en el Teorema [1.1.28] se tiene un resultado similar para conjuntos cerrados.
Teorema 1.1.30. Si X es un espacio métrico, entonces:

1. @ y X son subconjuntos cerrados de X.

2. Sea I cualquier conjunto. Si {A; : i € I'} es una coleccién de subconjuntos cerrados en X,
entonces ﬂ {4; :i € I'} es un subconjunto cerrado en X.

3. Sea J es un conjunto finito. Si {4; : i € J} es una coleccién de subconjuntos cerrados en
X, entonces U {4; :i € J} es un subconjunto cerrado en X.

Teorema 1.1.31. Sean X un espacio métrico, A C X abierto (cerrado) en X y U C A. Luego,
U es abierto (cerrado) en A si y s6lo si U es abierto (cerrado) en X.

Dado un subconjunto C' de un espacio métrico X, existen subconjuntos que estdn relacionados
de manera natural con C. A continuacién se da la definicién de algunos de estos conjuntos.




Definicién 1.1.32. Sea A un subconjunto de un espacio métrico X. A partir de este subconjunto
A, definimos los siguientes subconjuntos de X.

1. El interior de A en X, es la unién de todos los subconjuntos abiertos en X contenidos en
A, y lo denotamos por int(A).

2. La clausura de A en X, es la interseccién de todos los conjuntos cerrados en X que
contienen a A, y lo denotamos por Cl(A).

3. La frontera de A en X, es la interseccién de la clausura de A y la clausura de X\ A4, y lo
denotamos por Fr(A) esto es, Fr(A) = Cl(A) N CI(X\A).

Teorema 1.1.33. Sean X un espacio métricoy A C X. Se sigue que: A es un conjunto abierto
en X siy sélosi A=int(A).

Teorema 1.1.34. Sean X un espacio métrico y A C X. El subconjunto A es abierto en X siy
sélo si A puede representarse como unién de bolas abiertas en X.

En el Teorema [1.1.35] se dan algunas propiedades que cumple la clausura de un conjunto.

Teorema 1.1.35. Sean X un espacio topolégico y A, B C X. Se cumplen las siguientes propo-
siciones:

1. Cl(0) = 0.

2. ACCI(A).

3. CI(A) es un subconjunto cerrado en X.

4. A= CI(A) siy sélo si A es un subconjunto cerrado en X.
5. Si A C B, entonces Cl(A) C CI(B).

6. CI(AUB) =CIl(A)UCI(B).

Teorema 1.1.36. Sean (X,d) un espacio métrico y A C X no vacio. Luego, d(z,A) = 0siy
sélo si z € Cl(A).

Definicién 1.1.37. Dado un conjunto X, definimos una sucesion o sucesion infinita de ele-
mentos de X como una funcién:
z:N—= X.

Si z es una sucesion, representamos el valor de x en i por x;, en lugar de z(7). Ademads, denota-
remos a la funcién x como {zy,}22 .

Definicién 1.1.38. Sean (X, d) un espacio métrico y {z,}32; una sucesién de elementos de X.
Se dice que {z,}02 converge a x € X, si para todo € > 0, existe un N € N tal que:

d(x,z,) < €, paran > N.

En este caso, x se llama el limite de la sucesiéon {z,}22,. Y lo denotamos por: z, — z o
lim(z,) = .
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Una caracterizacién importante de la clausura de un conjunto que en muchas ocasiones es
conveniente manejar, es la del Teorema [1.1.39

Teorema 1.1.39. Sean X un espacio métrico y A C X. Luego, a € CI(A) si y sélo si existe
una sucesion {x,}52; en A tal que lim(z,) = a.

En capitulos posteriores estudiamos algunas clases de funciones y sus propiedades. Una de
las mas importantes es la clase de funciones continuas. En este trabajo las funciones continuas
nos ayudaran a definir otras clases de funciones.

Definicién 1.1.40. Sean (X, d), (Y,d') espacios métricos, f : X — Y una funcién y a € X. Se
dice que f es continua en el punto a, si para cada numero real € > 0, existe un nimero real
6 > 0 tal que para todo = € X:

si d(a,x) < 6, entonces d'(f(a), f(x)) < e.
Se dice que f es continua en X, si f es continua en todo punto de X.

En los siguientes dos teoremas se presentan caracterizaciones importantes y convenientes de
las funciones continuas.

Teorema 1.1.41. Sean f : X — Y una funcién entre espacios métricos y a € X. Luego, f es
continua en a siy sélo si para cada sucesién {z, }5° ; en X, se tiene que si lim(z,) = a, entonces

m(f(zn)) = f(a).

Teorema 1.1.42. Sea f : X — Y una funcién entre espacios métricos. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes.

1. f es continua en X.
2. Para cada conjunto abierto U de Y, el conjunto f~1(U) es abierto en X.
3. Para cada conjunto cerrado B de Y, el conjunto f~!(B) es cerrado en X.

Definicién 1.1.43. Dados los espacios métricos X y Y, diremos que X es homeomorfo a 'Y si
existe una funcién f : X — Y biyectiva tal que tanto f como f~! son continuas. A la funcién f
se le llama homeomorfismo entre X y Y.

Teorema 1.1.44. Sea f: X — Y una funcién continua entre espacios métricos. Se sigue que f
es un homeomorfismo si y sélo si existe una funcién continua g : Y — X tal que go f = Ix y

fog=1Iy.

Definiciéon 1.1.45. Sean (X,d) un espacio métrico y z € X. Decimos que V' C X es una
vecindad de z, si existe § > 0 tal que B%(x,8) C V.

Las propiedades que se dan en el Teorema [1.1.46] son parte importante en muchas de las
demostraciones que mas adelante se presentan.

Teorema 1.1.46. Sea X un espacio métrico. X tiene las siguientes propiedades:

1. Dados z y y € X con x # y, existen vecindades abiertas U, y U, de z y y, respectivamente,
tales que y ¢ U, y ¢ U,. En este caso se dice que X es T. Esta propiedad es equivalente
a que cada conjunto unitario es cerrado.




2. Para cualesquiera x1 y x2 puntos disjuntos de X, existen vecindades disjuntas Uy, y Uz de
1y X2, respectivamente. En este caso se dice que X es Hausdorff o T5.

3. Dados z € X y un subconjunto cerrado B C X tal que z ¢ B, existen conjuntos abiertos
disjuntos conteniendo a x y a B, respectivamente. En este caso se dice que X es regular.

4. Dados dos subconjuntos cerrados disjuntos A y B existen conjuntos abiertos disjuntos que
contienen a A y B, respectivamente. En este caso se dice que X es normal.
Teorema 1.1.47. Sea X un espacio métrico. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. El espacio X es regular.

2. Para cualquier punto x € X y cualquier abierto U de X tal que z € U, existe un abierto
VenXtalquex e VCCIV)CU.

Teorema 1.1.48. Sea X un espacio métrico. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. El espacio X es normal.

2. Para todo subconjunto cerrado F' de X y para todo subconjunto abierto U de X tal que
F C U, existe un subconjunto abierto V' de X tal que F CV C Cl(V) CU.

A partir de un espacio métrico, definimos un espacio importante, que mas adelante maneja-
mos.

Definicién 1.1.49. Sean X un espacio métrico y A, B C X. Se dice que los subconjuntos A y
B estan separados en X, si:

Cl(A)NnB=0=ANCI(B).
Se dice que A y B se tocan, si no estan separados.

Definicién 1.1.50. Una particion de un espacio métrico X, es una coleccion de subconjuntos
no vacios de X separados entre si y cuya union es X.

Una particién que més adelante nos ayuda en la demostracion de un resultado importante
para nuestro trabajo, es la siguiente:

Definicién 1.1.51. Sean (X, d) un espacio métrico y A un subconjunto cerrado y no vacio de
X. Definimos la particién D4 como sigue:

Dy={{z}:ze X\A} U{A}.

Definicién 1.1.52. Sean X un espacio métrico y D4 como en la Definicién La fun-
ciéon q : X — Dy que estd definida como ¢(x) = D, donde D es el dnico elemento de Dy
tal que z € D, se llama funcién cociente. La topologia [10] para Dy, 7(Da) = {U C Da :
q (i) es un subconjunto abierto de X}, se llama topologia cociente. Al conjunto D4 con la to-
pologia 7(D4) se le llama espacio cociente y se denota por X/D 4. Ademds, esta topologia hace
que la funcién ¢ sea continua.
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Hemos definido a la particion D4 y una funcién continua ¢ que va de un espacio métrico X al
espacio cociente X /D 4. Bueno, pero jpara qué nos sirve a nosotros todo esto?, se preguntard el
lector. Pues bien, a continuacién, le daremos sentido a algunas de las definiciones en cuanto al
espacio cociente se refiere.

Definicién 1.1.53. Sean X un espacio métrico y D una particion de X. Se dice que D es
semicontinua superiormente, si para cada elemento D € D y cada subconjunto abierto U de X
con D C U, existe un subconjunto abierto V de X, con D CV,ytalquesi A€ Dy ANV # (),
entonces A C U.

Teorema 1.1.54. Sean (X, d) un espacio métrico y A un subconjunto cerrado y no vacio de X.
Luego, D4 es una particién semicontinua superiormente.

Demostracion. Observemos que si D € D4 y U es un subconjunto abierto de X tal que D C U,
por la definicién de D4, D = {z} con = € X\ A o bien D = A. Supongamos que D = {x} con
x € X\A. Luego, existe V= X\A subconjunto abierto de X tal que D C V. Si C € Dy y
CNV #(, entonces C = {x1} para algin x; € X\ A, consecuentemente, C C V.

Ahora bien, si D = A, pongamos V =U. Asi, D C V. SiC € Dy y CNV # (), entonces
C={z}conxe X\AoC=A. SiC=A, por hipdtesis, C C V. Si C = {z} con z € X\A,
como C NV # (), entonces x € V. Asi, C C V. Por lo tanto, D4 es una particién semicontinua
superiormente. |

1.2. Conexidad y Compacidad

El segundo concepto que hay que tener en cuenta para poder llegar a definir lo que es un
continuo, es el de conexidad. En esta seccién se dan propiedades importantes que cumplen estos
espacios. Cabe mencionar que hay mas de un tipo de conexidad, pero hemos reservado una
seccion especial para el desarrollo de este tema.

Definicién 1.2.1. Sea X un espacio métrico. Diremos que X es disconezxo si existen dos con-
juntos abiertos separados no vacios U y V de X tales que X = U U V. Si X no es disconexo,
decimos que X es conexo. Un subespacio serd conexo si visto como espacio es conexo. Si X es
disconexo, existen subconjuntos abiertos, separados y no vacios U y V de X tal que X =UUYV.
En tal caso decimos que el par U y V forman una separacion para X.

Observacién 1.2.2. En la Definicién [I.2.T] es equivalente el requerir que U y V sean conjuntos
cerrados en vez de abiertos. Esto es, un espacio métrico X es disconexo si existen subconjuntos
cerrados, separados y no vacios U y V de X tales que X =U U V.

Veamos algunos ejemplos de estos espacios.

Ejemplo 1.2.3. En cualquier espacio métrico los conjuntos que consisten de un solo punto son
CONEexos.

Ejemplo 1.2.4. Consideremos R con la métrica usual y A = (2,3] U [4,5). El conjunto A no es
conexo, pues se tiene la separacion:

A=UUV conU = (2,3]y V =[4,5).
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Ejemplo 1.2.5. Consideremos R con la métrica usual. El conjunto @Q no es conexo. Puesto que:
Q=UUVconU = (—00,v2)NQ y V = (v/2,+00) N Q.
Una prueba de lo que se afirma en el Ejemplo se puede consultar en [10, pag. 248].
Ejemplo 1.2.6. Un subconjunto C' de R es conexo si y sélo si C' es un intervalo.

Ahora presentamos las propiedades més convenientes que tienen estos espacios para nuestros
objetivos. Quien esté interesado en revisar la demostracién de dichos resultados, puede consultar
[10].

Teorema 1.2.7. Sea X un espacio métrico. La unién de una coleccién de espacios conexos de
X que tienen un punto en comun es conexa.

Teorema 1.2.8. Sean X un espacio métrico y A C X. Si A es conexo, entonces el conjunto
CI(A) es conexo.

Teorema 1.2.9. Sea X un espacio métrico. Si los conjuntos C' y D forman una separacion de
X y, ademas, Y es un subespacio conexo de X, entonces Y esta contenido en C' o en D.

Teorema 1.2.10. Sean X y Y espacios métricos. Si X es conexo y f: X — Y es una funcién
continua, entonces f(X) es conexo.

Ejemplo 1.2.11. El conjunto S' = {(z,y) € R? : 22 4+ y? = 1} es conexo (con la métrica usual)
pues es la imagen de la funcién continua f y el conjunto conexo [0, 1], donde f : [0,1] — R? con
f(x) = (cos(2mz),sen(27x)), para cada = € [0, 1].

Definicién 1.2.12. Sean X un espacio métrico y C' un subconjunto de X. Se dice que C' es
una componente de X si C' es conexo y no es subconjunto propio de ningiin otro subconjunto
conexo de X.

A continuacién se dan algunas propiedades que satisfacen las componentes de un espacio
métrico que mas adelante nos seran de mucha ayuda.

Teorema 1.2.13. Sean X un espacio métrico y A, By C' subconjuntos no vacios de X. Luego:

1. Toda componente de X es cerrada en X.
2. Dos componentes distintas, estan separadas.

3. Si C es una componente de A y C C B C A, entonces C' es una componente de B.
Un tipo de conexidad, que usamos més adelante es la siguiente.

Definicién 1.2.14. Sea X un espacio métrico. Se dice que X es totalmente disconexo, si cada
componente de X consta de un solo punto.

Claramente, todo conjunto unipuntual o finito es totalmente disconexo.

Un ultimo concepto que hay que revisar antes de empezar a estudiar clases de continuos, es
el concepto de compacidad. A continuacién, se dan ejemplos de espacios compactos, asi como
propiedades que nos seran de gran utilidad en el desarrollo de este trabajo. Al igual que con
los espacios conexos, se revisa el comportamiento de los espacios compactos bajo funciones
continuas.

Al lector interesado en revisar las demostraciones de los resultados sobre espacios compactos,
sugerimos consultar [19].
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Definicién 1.2.15. Sea X un espacio métrico. Una familia & = {U) : A € A} de subconjuntos
de X es una cubierta para X si X C U{U* :AeAL SiU CU y U es también una cubierta

para X, decimos que U’ es una subcubierta de U para X. Finalmente, si todos los elementos de
una cubierta U de X son abiertos de X, decimos que U es una cubierta abierta de X.

Definicién 1.2.16. Un espacio métrico X es compacto si toda cubierta abierta de X tiene una
subcubierta finita. Si A C X, entonces A es compacto si como subespacio de X es compacto.

Ejemplo 1.2.17. Todo espacio que tiene sélo un nimero finito de abiertos es compacto.
Ejemplo 1.2.18. Como un caso particular del Ejemplo[1.2.17] Todo espacio finito es compacto.

Ejemplo 1.2.19. Consideremos R con la métrica usual. El conjunto (0,1) no es compacto.
Basta tomar la cubierta abierta:
et
U (L)
n

n=2

A pesar de lo bien que se comporta un espacio compacto, no siempre es posible que esta
propiedad se herede a sus subespacios. Sin embargo, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.2.20. Cada subconjunto cerrado de un espacio compacto es compacto.

Teorema 1.2.21. Sean X un espacio métrico y A C X. Luego, A es compacto si y sélo si toda
sucesion arbitraria {z,}32; en A, tiene una subsucesion {x,, }7°, convergente a un elemento x
en A.

Teorema 1.2.22. Sean X un conjunto compacto y {X,}°°; una sucesién de subconjuntos
cerrados de X tal que X, 11 C X,,, para cada n € N. Si U es un subconjunto abierto de X tal

o0
que m X, C U, entonces existe N € N tal que X,, C U, para cadan > N.

n=1

oo
Demostracion. Sea U un subconjunto abierto de X tal que ﬂ X, CU. Se tiene que, X\U es

n=1
un subconjunto cerrado en X tal que X\U C X'\ ﬂ Xn = U (X\X,). De aqui que {X\X,,}72,
n=1 n=1

es una cubierta abierta de X\U. Como X es compacto, por el Teorema [1.2.20, se tiene que X\U

k k
es compacto. Luego, existen ni,...,n; € N tales que X\U C U(X\an). Asi, m Xn;, CU.
j=1 j=1
k
Sea N = méx{ni,...,n;}. Luego, Xy = ﬂ Xn,;, y ast Xy C U. Por lo tanto, X,, C U, para
j=1
cadan > N. |

El siguiente teorema caracteriza los subconjuntos compactos en R™.

Teorema 1.2.23. (Heine-Borel) En R” (con la métrica euclidiana) un subconjunto es compacto
si y solo si es cerrado y acotado.
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Ejemplo 1.2.24. El conjunto S" = {(9:1, sy M) ERVL 22 4 4 xiﬂ = 1} es compacto
en R"*! con la métrica euclidiana. En efecto, notemos que S™ es acotado. Ademéds, podemos
probar que el conjunto es cerrado verificando que S* = f~!({1}), donde f : R"*! — R es la

n+1 2
funcién continua f(x) = (Z xf) . Luego, por el Teorema [1.2.23|se tiene que S™ es compacto.
i=1

Lema 1.2.25. El intervalo [0, 1] es compacto (con la métrica usual).

Teorema 1.2.26. Sean X,Y espacios métricosy K C X. Si f: X — Y es una funcién continua
y K es compacto, entonces f(K) también es compacto.

Lema 1.2.27. Sea X un espacio métrico. Si Y es un subespacio compacto de X y zg € Y, en-
tonces existen conjuntos abiertos disjuntos U y V' de X conteniendo a zg y a Y respectivamente.

Para la demostracién del siguiente resultado, se puede consultar [16l, pag. 15].

Teorema 1.2.28. Sean X un espacio métrico y compacto y D una descomposicion de X. Si D
es semicontinua superiormente, entonces el espacio cociente (X /D, 7(D)) es un espacio métrico.







Capitulo 2

Breve Introduccion a los Continuos

Después de haber estudiado los conjuntos conexos y compactos, estamos listos para intro-
ducir un nuevo concepto, el cual estaremos manejando de aqui en adelante. Este concepto es
el de continuo. A pesar de que existen muchas clases de continuos y mucho por estudiar sobre
estos mismos, en este trabajo ponemos nuestra atencién en los continuos semilocalmente cone-
x0s, localmente conexos, conexos en pequenio, aposindéticos y libremente descomponibles, por
mencionar algunos, y se estudian las relaciones mas importantes que hay entre estos continuos
para el desarrollo del trabajo.

2.1. Notaciones y Conceptos Basicos en Continuos

Definicién 2.1.1. Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacio. Un sub-
continuo es un continuo contenido como subespacio en otro continuo.

Definicién 2.1.2. Un continuo no degenerado es un continuo con més de un punto.

A continuacién, se dan algunos ejemplos de continuos. Algunos de ellos, nos servirdn como
ejemplos de las clases de continuos que se revisaran més adelante. Empezaremos con ejemplos
sencillos.

Ejemplo 2.1.3. En el capitulo anterior se dijo que el intervalo cerrado [0, 1] es un conjunto
conexo y compacto. Asi, se tiene que [0, 1] es un continuo. Un arco es cualquier espacio topolégico
que sea homeomorfo al intervalo [0, 1]. Dado un arco A4, sea h : [0, 1] — A un homeomorfismo. Si
h(0) = py h(l) = q, decimos que los puntos extremos de A son los puntos p y ¢, o bien, decimos
que A es un arco que une a los puntos p y ¢. Un arco es un continuo. Ver la Figura [2.1

Figura 2.1: Arco

15
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Ejemplo 2.1.4. Sea S" = {(3:1, ey Tpg1) ERMFL 224 4 JJ?L+1 = 1}. Luego, cualquier es-
pacio homeomorfo a S™ es llamado una n-esfera. Toda n-esfera es un continuo. En la Figura
se muestra la l-esfera y la 2-esfera. Cualquier espacio homeomorfo a S! es llamado curva
cerrada stmple.

Paran=1 Para n=2

Figura 2.2: 1-esfera y 2-esfera

Ejemplo 2.1.5. Sean Iy, Isels arcos que coinciden exactamente en un punto p y que, por
pares, los conjuntos I1\{p}, Io\{p} e I3\{p} son disjuntos. A la unién de estos tres arcos, que
denotaremos con T, se le llama triodo simple. Se cumple que T es un continuo. Ver la Figura

2.3l

Figura 2.3: Triodo simple

Ejemplo 2.1.6. La curva sinoidal del topélogo definida como:

X = {<;Usen<;>> 6R2:0<x§1}u({0}x [—1,1])

es un continuo. En efecto, puesto que X es la clausura del conjunto conexo:

(e (1)) e 0 el

Se tiene que, por el Teorema [1.2.23] X es compacto y por el Teorema X es conexo. Asi,
X es un continuo. Ver la Figurg2.4]
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Figura 2.4: Curva Sinoidal del Topdlogo

Ejemplo 2.1.7. Tomemos el continuo de la Figura y consideremos el arco que va del punto
(0, —1) al punto (1,sen(1)), de tal forma que la interseccién de estos dos continuos sea el conjunto
{(0,—1),(1,sen(1))}. La unién de estos dos continuos es también un continuo el cual es llamado
el Circulo de Varsovia. Ver la Figura [2.5

Figura 2.5: Circulo de Varsovia

Después de haber revisado ejemplos de continuos, ahora repasaremos algunas propiedades
importantes que cumplen estos espacios.

Teorema 2.1.8. Sean X un continuo y A un subcontinuo de X tal que X\ A es disconexo. Si
U y V son subconjuntos abiertos, disjuntos y no vacios de X tales que X\ A = U UV, entonces
AUU y AUV son subcontinuos de X.

Demostracion. Sean U y V subconjuntos abiertos disjuntos no vacios de X tales que X\ A =
U U V. Puesto que X\(AUU) = V, obtenemos que AU U es cerrado. Asi, por el Teorema
A UU es compacto. De manera similar se prueba que A UV es compacto. Supongamos
que AU U no es conexo. Entonces AUU = EU F con F y F subconjuntos cerrados no vacios,
disjuntos de X. Como A es un subcontinuo, por el Teorema ACFE o ACF. Sin pérdida
de generalidad supongamos que A C E. En este caso F' C U. En efecto, pues de no ser asi,
existe un x € FNA. Asi, x € EN F, lo cual es una contradicciéon pues F y F son disjuntos.
De aqui, FN X\(UUA)=0y X = FU(EUCI(V)) lo cual contradice la conexidad de X. La
contradiccion surge de suponer que AUU es disconexo. Por lo tanto, AUU debe ser conexo. De
igual forma se prueba que AUV es conexo. ]
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Teorema 2.1.9. Sean Z un conjunto compacto y {X,}>2; una sucesién de subcontinuos de Z
oo

tales que X,,+1 C X,,, para cadan € N. Si X = ﬂ X, entonces X es un subcontinuo de Z.

n=1

oo [e.9]
Demostracion. Primero veamos que X es no vacio. Si ﬂ X, = 0, entonces Z = Z\ﬂ X,

n=1 n=1

o
consecuentemente, U (Z\X,) = Z. Puesto que X,, es cerrado, para cada n € N, se sigue que

n=1
[e.e]
U (Z\X,) es una cubierta abierta para Z. Asi, como Z es compacto, existe una coleccién finita
n=1

k
{Xj}§=1 tal que U(Z\Xj) = Z.Sea m = max{1,...,k}. Luego, Z = Z\ X,,. De aqui que X,,
j=1

o
es vacio. Lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, X = ﬂ X, # 0. Ahora, por el Teorema

n=1

X es un conjunto cerrado y asi, por el Teorema [1.2.20, X es compacto.

Para poder terminar la prueba, veamos que X es conexo. Para esto, supongamos que X es
disconexo. Luego, existen dos subconjuntos cerrados disjuntos A y B de X tales que X = AUB.
Como X es un espacio métrico, por el Teorema [1.1.46] parte[d] existen dos subconjuntos abiertos
disjuntos U y V de X tales que AC U y B C V. De aqui que X C U UYV. Asi, por el Teorema
1.2.22] existe NV € N tal que Xy C U UV. Luego, por el Teorema [1.2.9) Xy CU o Xy C V.
Supongamos que Xy C U. Como X C Xy CU y X = AU B, se sigue que B C U, lo cual es
una contradiccion. Asi, X es conexo y, por lo tanto, X es un subcontinuo de Z. |

Teorema 2.1.10. Sean (X,d) un continuo y A un subconjunto cerrado de X con un nimero
finito de componentes. Si p € int(A), entonces p esta en el interior de la componente de A que
lo contiene.

Demostracion. Sea p € int(A). Existe e; > 0 tal que B%(p,e;) C A. Sean C1,Cy,...,Cy las
componentes de A. Supongamos que p € C7. Queremos verificar que existe una bola con centro
en p y radio € > 0 que estd contenida en Ci. Sean § = min{d(C1,C;) : j € {1,2,...,n}}.
Notemos que § > 0. Ahora consideremos ¢ > 0 tal que ¢ < min{e;,6}. Sea = € B%(p,e¢). Si
x € C; para j # 1, entonces € > d(p,z) > d(C1,C;) > § > ¢, lo cual es una contradiccién. Por
lo tanto, x € C4, y asi B”l(p7 €) C (4. Esto esto, p estd en el interior de la componente que lo
contiene. |

Teorema 2.1.11. Sea X un continuo no degenerado. Luego, X contiene un subcontinuo propio
no degenerado. Més atin, si A es un subcontinuo propio de X y U es un subconjunto abierto de
X tal que A C U, entonces existe un subcontinuo B de X talque AC B# Ay BCU.

Demostracidn. Primero se demostrard la segunda parte del Teorema [2.1.11] Como X es normal,
por el Teorema sea V un subconjunto abierto de X tal que A C V C CI(V) C U,
y V. # X. Sea B la componente de CI(V) que contiene a A. Es claro que A C B y, como
Cl(V) C U, se sigue que B C U. Luego, por [20, Teorema 5.4, pag. 73], B N (X\V) # 0.
Asi, puesto que A C V, B # A. Ahora, para verificar que X tiene un subcontinuo propio no
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degenerado, usaremos la segunda parte de este teorema. Sea p € X. Pongamos A = {p} y U un
subconjunto abierto de X tal que p e U y U # X. [ ]

La prueba del siguiente resultado, se puede consultar en [16 pdg. 46]

Teorema 2.1.12. Sean X un continuo y D una descomposicién de X. Si D es semicontinua
superiormente, entonces el espacio cociente (X/D, (D)) es un continuo.

2.2. Algunas Clases de Continuos

Existen espacios métricos, que ademas de poseer la propiedad de la conexidad y la com-
pacidad, cumplen alguna o algunas propiedades adicionales. Es asi como surgen las diferentes
clases de continuos. En esta seccién, se introducen algunas de estas clases. También se revisan
equivalencias que se cumplen entre estas clases, puesto que desempenan un papel importante en
el desarrollo de esta tesis, ya que en capitulos posteriores estos resultados facilitan el trabajo en
algunas de las demostraciones. Cabe mencionar que parte de los resultados en relacion a clases
de continuos que estudiaremos a continuacién y algunos ejemplos también, estan basados en el
libro Topics on Continua del Dr. Sergio Macias, [16].

Vamos a empezar con los continuos localmente conexos.

Definicién 2.2.1. Sean X un continuo y x un punto en X. Se dice que X es localmente conexo
en x si para cualquier abierto U de X que contiene a x, existe un abierto y conexo V de X que
contiene a x y que estd contenido en U. Se dice que X es localmente conexo si X es localmente
conezxo en cada uno de sus puntos.

Ahora damos algunos ejemplos sencillos de esta nueva clase de continuos.
Ejemplo 2.2.2. El arco es un continuo localmente conexo. Ver la Figura 2.1
Ejemplo 2.2.3. S! es un continuo localmente conexo. Ver la Figura
Veamos ahora el ejemplo de un continuo localmente conexo tinicamente en uno de sus puntos.

Ejemplo 2.2.4. Consideremos el conjunto de Cantor, denotado por (, cuya construccién puede
realizarse como sigue. Comenzamos con C; = [0, 1] y definimos el conjunto Cy C [0, 1] al dividir
el intervalo en tres partes iguales y sustrayendo el tercio medio, (%, %), el conjunto C3 C Cy se
obtiene repitiendo la divisién en tercios de los dos intervalos cerrados de C5 y sustrayendo el
tercio medio de cada uno de ellos. Inductivamente, definimos C,, como en el conjunto que se
obtiene de remover los tercios abiertos medios de cada subintervalo cerrado de C,,_1. Finalmente,

[o.¢]

(= ﬂ Ch, es el conjunto de Cantor, ver la Figura a). Consideremos ahora el conjunto de
n=1

puntos en R2, (¢,0) con ¢ € ¢ y unamos a cada punto de éstos con el punto (%, 1), usando los

segmentos (1 —1t) (¢,0) +t (%, 1), para t € [0, 1]. Este continuo conocido como el abanico sobre

el conjunto de Cantor, es localmente conexo sélo en el punto z, ver la Figura b).
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a) Conjunto de Cantor b) Abanico sobre el conjunto de Cantor
C1

Cz

Cs

N - - - =Cs

ce o (X X Ca

T T T 1 T
o 19 209 13 23 7/9 89

Figura 2.6:

Ejemplo 2.2.5. La curva sinoidal es un continuo que no es localmente conexo, ya que para
cualquier punto del segmento {0} x [0, 1] y cualquier abierto que contenga a dicho punto, cumple
que tiene méas de una componente y la que contiene al punto p tiene interior vacio. Como se
muestra en la Figura

Figura 2.7: Curva Sinoidal del Topdlogo

En ocasiones serd dificil verificar con base a la definicién original de conexidad local, si
efectivamente un continuo es localmente conexo o no. Sin embargo, se tienen caracterizaciones
de la conexidad local que en muchas ocasiones es conveniente usar. En el Teorema [2.2.6] se
da una caracterizacién de los continuos localmente conexos con base a las componentes de sus
subconjuntos abiertos.

Teorema 2.2.6. Un continuo X es localmente conexo si y sélo si cada una de las componentes
de los conjuntos abiertos en X es abierta en X.

Demostracion. Sea X un continuo. Supongamos primero que X es localmente conexo, y tome-
mos un conjunto abierto U de X y U; una componente de U. Para cada x € Uy, por hipdtesis,
existe un abierto y conexo V, de X tal que z € V,, C U. Por otro lado, como U; es una compo-
nente de U y V, es un conexo, por el Teorema Ve C Uy y asi:

UVeizetn} =01

Por lo tanto, U; es una unién de abiertos y, consecuentemente por el Teorema |1.1.28| parte 3,
U1 es un conjunto abierto en X. Como Uy fue arbitrario, hemos probado que cada una de las
componentes del abierto U es abierta en X.
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Reciprocamente, tomemos un punto x € X y U un abierto en X tal que z € U. Sea C' la
componente de U que tiene a x, por hipotesis, C' es abierta en X. Podemos utilizar a C' como el
abierto y conexo de la definicion de localmente conexo. [ ]

Una condicién un poco més débil que la conexidad local, pero igual de importante y conve-
niente, es la de semi-conexidad local. Veamos la definicion de este otro tipo de conexidad.

Definicién 2.2.7. Sean X un continuo y x un punto en X. Se dice que X es semilocalmente
conezxo en el punto x si para todo abierto U de X con x en U, existe un abierto V de X que
contiene a x y que estd contenido en U tal que X\V tiene un nimero finito de componentes.

A continuacién damos un ejemplo de un continuo semilocalmente conexo en un punto.

Ejemplo 2.2.8. El continuo de la Figura es semilocalmente conexo en el punto p [16].

Figura 2.8: Continuo semilocalmente conexo en el punto p

Después de haber revisado la conexidad local y la conexidad semilocal, vamos a establecer
la relacion entre estas dos propiedades. Como se dijo anteriormente, la conexidad local es mas
fuerte que la conexidad semilocal, verifiquemos esto mateméticamente.

Teorema 2.2.9. Sea X un continuo. Si X es localmente conexo, entonces X es semilocalmente
conexo.

Demostracion. Sean x € X y U un abierto de X con xz € U. Veamos que existe un subconjunto
abierto V de X tal z € V C U y X \ V tiene un nimero finito de componentes.
Sea y € X\U. Luego, y € X\{z}. Puesto que X\{z} es un subconjunto abierto, por el Teorema
parte [2, existe un subconjunto abierto V, de X tal que y € V; C Cl(V,)) € X\{z}. Por
otro lado, por la hipdtesis de conexidad local existe un subconjunto abierto y conexo W, de X
tal que:
yeWw, C Vy’.

Miés atin, por el Teorema parte ye W, CCl(W,) CCl (Vy’) C X\{z}. Asi, el conjunto
U{W, : y € X\U} forma una cubierta abierta para X\U.

Como X\U es un subconjunto cerrado dentro del compacto X, por el Teorema el
conjunto X\U es compacto, de aqui que existen y1, Y2, ...,y € X\U tales que

X\U C LnJ W, € LnJ ClL(Wy,).
=1 =1
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n
Sea V = X\ U Cl (Wyz) Por el Teorema |1.1.28| parte 3, se sigue que V' es un conjunto abierto
i=1

n
de X. Notemos que x € V, pues de lo contrario, si ¢ V, entonces x € U Cl (Wyz’)v esto es,
i=1
existe yo € X tal que z € CI (Wyo) - Vy’ De donde, x € X\{z}, lo cual no puede ocurrir.
n

Ahora, sea xg € V. Se sigue que xg ¢ U Cl (Wyi)7 esto es, para cadai € {1,...,n}, se cumple
i=1
que zo ¢ Cl(Wy,), de donde zy ¢ X\U y asi zo € U. Por lo tanto, V' C U. Notemos también
n

n

que X\V =X\ [ X\ U ct(wy,) | = U Cl(Wy,). Asi, X\V sélo tiene un nimero finito de
i=1 i=1

componentes. Por lo tanto, V' es el subconjunto abierto que buscamos y X es semilocalmente

conexo. m

En virtud del Teorema los ejemplos vistos de continuos localmente conexos, nos sirven
como ejemplos de continuos semilocalmente conexos. Sin embargo, el reciproco del Teorema [2.2.9
no se cumple. Veamos esto con un ejemplo.

Ejemplo 2.2.10. Sean X = {0} U {%}20:1 y p = (0,1). La unién de los segmentos rectilineos
que van del punto p a cada uno de los elementos de X forman un continuo. Este continuo se
conoce como el abanico armonico y tiene la propiedad de ser semilocalmente conexo en el punto
z pero no localmente conexo en dicho punto. Ver la Figura [2.9]

p

Figura 2.9: Abanico Arménico

La siguiente clase de continuos a estudiar, es la clase de los continuos conexos en pequeno.
Al igual que se hizo con las dos clases de continuos revisadas hasta el momento, se establece una
relacion entre esta nueva clase de continuos y las dos anteriores.

Definicién 2.2.11. Sean X un continuo y = € X. Se dice que X es conero en pequeno en x
si para cada subconjunto abierto U C X tal que xz € U, existe un subcontinuo W C X tal que
x € int(W) C W C U. El continuo X es conexo en pequerio si lo es en cada uno de sus puntos.

Ejemplo 2.2.12. Sea F,, el continuo que consta de los segmentos de recta en el plano que
empiezan en el origen x, tienen pendiente n — 1 y longitud %, ver la Figura Se sigue que
F,, es conexo en pequeno.
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Figura 2.10: Continuo conexo en pequeno

Teorema 2.2.13. Sean X un continuo y « € X. Si X es localmente conexo en x, entonces X
€s conexo en pequeno en x.

Demostracion. Sea U C X abierto tal que € U. Por los Teorema parte 3] y
parte [2| existe un conjunto abierto V de X tal que x € V. C CIl(V) C U. Por otro lado,
puesto que X es localmente conexo en x, existe un conjunto abierto y conexo W de X tal que
x e W CV CCl(V) CU. Por el Teorema parte |5, CI(W) C CI(V), de aqui que
Cl(W) C U. Asi, por los Teoremas y el conjunto K = CI(WW) es un continuo.
Ademsds z € int(K) C K C U. Por lo tanto, X es conexo en pequeno en z. [ |

A continuacién se da un ejemplo en el que se muestra que el reciproco del Teorema [2.2.13)
no es verdadero.

Ejemplo 2.2.14. Sea X una sucesion de abanicos armoénicos, convergente al punto p. Ver la
Figura Luego, X es conexo en pequeno en p y no es localmente conexo en tal punto. [16]

Figura 2.11: Conexo en pequenio en p

Sin embargo, se tiene que la conexidad en pequefio de un continuo, implica la conexidad
local de este mismo.

Teorema 2.2.15. Sea X un continuo. Se sigue que X es conexo en pequeno si y s6lo si X es
localmente conexo.

Demostracion. Supongamos que X es localmente conexo. Por el Teorema X es conexo
en pequeno.

Supongamos ahora que X es conexo en pequenio. Sean U un subconjunto abierto de X y C
una componente de U. Sea z € C'. Como X es conexo en pequefio en x, existe un subcontinuo
W de X tal que x € int(W) C W C U. En particular, W es un subconjunto conexo en U y
asi W C C. Luego z € int(WW) C W C C'y, consecuentemente, x € int(C). Por lo tanto, cada
punto de C' es un punto interior de C'y, asi, C es un subconjunto abierto. Por el Teorema
se tiene que X es localmente conexo. |
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Definicién 2.2.16. Sea X un continuo. Se dice que X es descomponible si existen dos subcon-
tinuos propios A y B de X tales que X = AU B.

Observacién 2.2.17. Si un continuo X es descomponible y A y B son dos subcontinuos propios
de X tales que X = AU B, entonces AN B # ().

Ejemplo 2.2.18. Un arco es un continuo descomponible. Ver la Figura 2.1
Ejemplo 2.2.19. La l-esfera es un continuo descomponible. Ver la Figura
Ejemplo 2.2.20. El circulo de Varsovia es un continuo descomponible. Ver la Figura [2.5
Ejemplo 2.2.21. Tomemos:
T ={(z,y) e R?:2® + 4> = 1} U ([1,2] x {0}),

este continuo es conocido como la paleta y es un continuo descomponible.

Figura 2.12: Paleta

Definicién 2.2.22. Un continuo es indescomponible si no es descomponible.

El concepto de continuo indescomponible aunque ficil de enunciar, no es facil de ver que estos
conjuntos realmente existen. En [14] se describen varios de los ejemplos originales de continuos
indescomponibles.

Definicién 2.2.23. Sea X un continuo. Se dice que X es libremente descomponible si para
cualesquiera dos puntos a y b de X con a distinto de b, existen dos subcontinuos propios A y B
de X tales que X = AUB,a € A\Bybe B\A.

Ejemplo 2.2.24. Consideremos el continuo del Ejemplo [2.2.12] No es dificil verificar que F,, es
un continuo libremente descomponible. Ver la Figura [2.10

La Definicién [2.2.23] es un caso particular de la definicién que a continuacién presentamos.

Definicién 2.2.25. Sea X un continuo. Se dice que X es libremente descomponible con respecto
a puntos y subcontinuos si para cada subcontinuo C' de X y cada punto x € X\C, existen dos
subcontinuos propios A y B de X tales que X = AU B, x € A\By C C B\A.

Ejemplo 2.2.26. Sean, para cada ¢ € N:

k A 1
H, = {(, r) 10 < k<2 keN, kimpar, r € [0,.]}
2i+1 (A
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Hoy = {0,1} x [0, 1].

Fl siguiente conjunto es un continuo libremente descomponible respecto a puntos y subcontinuos:

H = <U Hz) U ([0,1] x {0})

1€eN

Figura 2.13: Continuo H

Definicién 2.2.27. Sean X un continuo, K un subconjunto de X y p € X\ K. Se dice que X
es aposindético en p con respecto al subconjunto K si existe un subcontinuo H de X tal que
peint(H) C HC X\K.

Ejemplo 2.2.28. El continuo X = [0, 1] es aposindético en el punto p = % respecto al sub-
conjunto K de X. En la Figura al conjunto K lo representamos con una doble linea.
Existe el subcontinuo H de X, el cual estd representado con la linea delgada y se cumple que
peint(H) C H C X\K. Asi, X es aposindético en p con respecto al subconjunto K.

H K
=

P

F
0

Figura 2.14: Continuo aposindético en el punto p respecto al subconjunto K

Definicién 2.2.29. Sean X un continuo y x y y puntos distintos en X. Se dice que X es
aposindético en x con respecto a y si existe un subcontinuo K de X tal que z € int(K) y
y € X\ K. El continuo X es aposindético en x si X es aposindético en x con respecto a cualquier
otro punto de X\{z}. Se dice que X es aposindético si es aposindético en todo punto de X.

Ejemplo 2.2.30. Sean X la curva senoidal del topdlogo, J el conjunto {0} x[—1, 1], p y r puntos
de J y ¢ un punto en X que no esta en J. Luego, X es aposindético en ¢ y no es aposindético
en p con respecto de r. Ver la Figura [2.15]
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Figura 2.15: Continuo aposindético en ¢

Es momento de ver la relacién que hay entre las clases de continuos definidas anteriormente.

Teorema 2.2.31. Sea (X,d) un continuo. X es libremente descomponible si y sélo si X es
aposindético.

Demostracion. Supongamos que X es libremente descomponible. Sean z € X y y € X\{z}.
Como X es libremente descomponible, existen dos subcontinuos propios A y B de X tales que
X =AUB,z € A\Byye€ B\A. Notemos que A\B = X\B. De aqui que A\B es abierto, mas
aun, como A\B C A, entonces A\B C int(A). Asi z € int(A) y y € B\A = X\ A. Por lo tanto,
X es aposindético en x con respecto a y. Ya que x y y fueron arbitrarios, X es aposindético.

Ahora supongamos que X es aposindético. Sean a y b puntos distintos de X. Puesto que X
es aposindético en a, existe un subcontinuo H de X tal que

a €int(H) C H C X\{b}. (2.2.1)
Como X es aposindético en b, existe un subcontinuo K de X tal que
beint(K)C K C X\{a}. (2.2.2)

De , se tiene que existe un conjunto abierto U; en X tal que a € Uy C H y de
se tiene que existe un conjunto abierto V3 en X tal que b € V; C K. Por otro lado, puesto que
a ¢ K, por el Teorema [1.1.36}, d(a, K) = € > 0. Asi, B? (a, %) C H\K. De manera similar, como
b¢ H, por el Teorema [1.1.36] d(b, H) = o > 0. Asf, BY (b,%) C K\H.

Definamos U = U; N B¢ (a, %) y V =Vin B¢ (b, %) Luego, HNV = KNU = (). Sean
H; la componente de X\V que contiene a H y K; la componente de X\U que contiene a K.
Supongamos que Hy U K7 # X, es decir, L = X\(H; U K7) # (). Como V es un subconjunto de
K, Hy UCI(L) es un subconjunto cerrado de X\V que contiene a H; como subconjunto propio.
Por lo tanto, Hy U CI(L) es la unién de dos conjuntos cerrados disjuntos, Hy y L, donde Hy
contiene al continuo Hj. Luego, K1 U Ly es un subconjunto cerrado de X\U que contiene a K;
como subconjunto propio. Consecuentemente, K1 U Ly es la unién de dos conjuntos cerrados
disjuntos Ky y Lo, donde K5 contiene a Kj. Asi, X es la unién de dos conjuntos cerrados
disjuntos (Hy U K3) y Lo, lo cual contradice la conexidad de X. Por lo tanto, X = Hy U K7, tal
que a € Hi\K; y be K1\H;. Asi, X es libremente descomponible. [ |

Teorema 2.2.32. Sea X un continuo. X es aposindético si y s6lo si X es semilocalmente conexo.




27

Demostracion. Supongamos que X es aposindético. Sean p € X y U un subconjunto abierto de
X tal que p € U. Luego, para cada punto z € X\U, existe un subcontinuo H, de X tal que
x € int(Hy) y p € X\H,. Notemos que:

X\U € | J{int(H,) : z € X\U}.

Como X es compacto y X\U es cerrado, del Teorema [1.2.20] X\U es compacto. Asi, existen
x1,T2,...,x, € X\U tales que:

n

X\U C CJ int(Hy,) C U Hy;

i=1 i=1

n

Sea V = X\ (U Hml> Notemos que V es un subconjunto abierto de X tal quepe V C U y
i=1

que, ademds, X\V tiene un numero finito de componentes. Por lo tanto, X es semilocalmente

conexo en p. Como p € X fue arbitrario, se tiene que X es semilocalmente conexo.

Ahora supongamos que X es semilocalmente conexo. Sean r y y € X. Buscamos verificar
que X es aposindético en x con respecto a y. Sea U un subconjunto abierto de X tal que
y € U C X\{z}. Por el Teorema partes |1| y [2| existe un subconjunto abierto U’ de X
tal que y € U' C CI(U’) C U. Puesto que X es semilocalmente conexo, existe un subconjunto
abierto V de X tal que y € V C U’ y tal que X\V tiene un ntimero finito de componentes.
Luego, por el Teorema x estd en el interior de la componente de X\V que lo contiene.
Por lo tanto, X es aposindético en X con respecto a y. Como x y y fueron arbitrarios, se sigue
que X es aposindético. [ ]

De los Teoremas [2.2.32] y [2.2.31] se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.2.33. Sea X un continuo. Luego, X es semilocalmente conexo si y sélo si X es
libremente descomponible.

Demostracion. Por el Teorema|2.2.32) X es semilocalmente conexo si y sélo si X es aposindético
y, por el Teorema [2.2.31] X es aposindético si y sélo si X es libremente descomponible. |

Como una consecuencia inmediata de los Teoremas v [2.2.32] se tiene el siguiente resul-
tado.

Teorema 2.2.34. Sea X un continuo. Si X es localmente conexo, entonces X es aposindético.

Demostracidn. Supongamos que X es localmente conexo. Por el Teorema [2.2.9] X es semilocal-
mente conexo. Luego, por el Teorema [2.2.32] X es aposindético. ]

Sin embargo, el reciproco del Teorema no es verdadero. Veamos esto con el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2.2.35. Consideremos el continuo de la Figura [2.11] Este continuo es aposindético en
p, pero no es localmente conexo en tal punto.

Definicién 2.2.36. Sean X un continuo y p € X. Se dice que X es aposindético por continuos
en p si X es aposindético en p con respecto a cada subcontinuo de X que no contiene a p. Si X
es aposindético por continuos en cada punto de X, se dice que X es aposindético por continuos.
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Ejemplo 2.2.37. El continuo de la Figura [2.13] es aposindético por continuos.

Aunque para la mayoria de los lectores, el siguiente resultado no necesita de prueba, en este
trabajo, hemos decidido incluirla.

Teorema 2.2.38. Todo continuo aposindético por continuos es aposindético.

Demostracion. Sean X un continuo aposindético por continuos y x y y € X tales que = # y.
Puesto que {y} es un subcontinuo de X y X es aposindético por continuos en z, se sigue que
X es aposindético en x respecto a y. Como y y x se tomaron arbitrarios, se tiene que X es
aposindético. [ |

La siguiente definicién es importante para la demostracién de los Teoremas v [2.2.41

Definicién 2.2.39. Sean X un espacio métrico y compacto y A un subconjunto de X. Definimos
a T(A) como el conjunto que satisface:
X\T(A) = {z € X : existe un subcontinuo W de X tal quez € int(W)yW N A = 0}.

La prueba del siguiente resultado se puede consultar en [9].

Teorema 2.2.40. Sean X un continuo y p € X. Si T'({p}) = {p} y si para cada subcontinuo
W de X que no contiene a p, p ¢ T(W), entonces X es conexo en pequenio en el punto p.

Teorema 2.2.41. Sea X un continuo. X es localmente conexo si y sélo si X es aposindético
por continuos.

Demostracion. Supongamos que X es localmente conexo. Sean z € X y K un subcontinuo en
X tal que z € X\K. Luego, existe un conjunto abierto U de X tal que z € U y U C X\K.
Por el Teorema parte [2| existe un abierto V de X tal que z € V C CI(V) C U. Asi, por
hipétesis, existe subconjunto abierto y conexo W de X tal que x € W CV C CI(V) C U. Sea
H = CI(W). Notemos que H es un subcontinuo de X tal que = € int(H) C H C U C X\K.
Por lo tanto, X es aposindético por continuos en . Como x se tomé arbitrario, se tiene que X
es aposindético por continuos en cada uno de sus puntos. Por lo tanto, X es aposindético por
continuos.

Ahora supongamos que X es aposindético por continuos, veamos que X es localmente conexo.
Para esta parte de la demostracién se utilizardn los Teoremas[2.2.15]y[2.2.40] Sea p € X. Notemos
que para cada y € X\{p} el subcontinuo {p} cumple que y & {p}. Luego, por hipétesis, existe
un subcontinuo H de X tal que y € int(H) C H C X\{p}. Asi, X\T({p}) = X\{p}, por lo
tanto T'({p}) = {p}-

Por otro lado, sea W un subcontinuo de X tal que p € W. Luego, existe un subcontinuo H
de X tal que p € int(H) C H C X\W. Asi, p € X\W. De aqui que p ¢ T'(W). Luego, por el
Teorema X es conexo en pequeino en el punto p. Como p fue arbitrario, tenemos que X
es conexo en pequeno. Del Teorema [2.2.15] se sigue que X es localmente conexo. |

La gran mayoria de las funciones que en esta tesis estaremos trabajando, se definen en la
siguiente seccién, pero puesto que en la demostracién del Teoremal[2.2.44]las funciones ménotonas
juegan un papel importante, nos hemos visto obligados a adelantarnos con la presentacion de
esta clase de funciones.

Definicién 2.2.42. Sea f : X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Se
dice que f es mondtona, si para cada y en Y, se tiene que f~!(y) es conexo.
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Una caracterizacién importante de las funciones mondtonas que nos servird para verificar
algunos de los resultados que se veran en la siguiente seccion es el que se muestra a continuacié.

Teorema 2.2.43. Sea f : X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. La
funcién f es monétona si y sélo si para cada subcontinuo B de Y, se tiene que f~'(B) es un
subcontinuo de X.

Demostracion. Supongamos que f es una funcién monoétona. Sea B un subcontinuo de Y. Vea-
mos que f~!(B) es un subcontinuo de X. Por el Teorema parte |3} Se tiene que f~1(B)
es cerrado. Luego, por el Teorema f~1(B) es compacto. Ahora, por el Teorema m
f71(B) es no vacio. Resta probar que f~1(B) es conexo. Supongamos que no lo es. Asi, existen
conjuntos H y K separados y no vacios en X tales que f~!(B) = H UK. Como f es monétona,
para cada b € B, f~1(b) es conexo. Puesto que f~1(b) C f~(B), por Teoremam, se sigue que
f1(b) Cc Hobien f71(b) c K.Sean M ={bec B: f'(b)cH}y N={bc B: f~1(b) Cc K}.
Notemos que:
B=MUN.

Ahora, como H # (), podemos fijarnos en z € H. De aqui que = € f~1(B), asi, f(z) € B.
Luego, f~1(f(z)) € f~%(B) = HUK. Puesto que f es mondtona, f~!(f(z)) es conexo, asi, por
el Teorema, f~Y(f(x)) Cc H. Luego, por la definicién de M, se tiene que f(z) € M. Por
lo tanto, M # (). De manera similar se prueba que N # (). Ahora vamos a probar que M y N
son conjuntos separados. Probaremos que CI(M) N N = () y de manera similar se prueba que
MNCIN) = 0.

Supongamos que CI(M) NN # (. Sea y € CI(M) N N. Por Teorema existe una
sucesién {y,}2%; en M tal que lim y, = y. Ademds, por la definicién de N, f~!(y) C K.
Asi, para cadan € N, f~(y,) € H, limy, =y y f~!(y) € K. Luego, para cada n € N,
sea T, € f~Y(y,) C H C X. Consideremos la sucesién {z,}° ;. Como X es compacto, por
el Teorema existen € X y una subsucesién {z,, };°, de la sucesion {z,};2; tales que
lim x,, = x. Puesto que {xy, };°, C H, se tiene que x € CI(H). Por otro lado, como f es continua
y lim z,, = x, por el Teorema se sigue que lim f(xy,,) = f(z). Dado que f(zy,) = yn,, se
tiene que {yn,};°, es una subsucesion de la sucesion {y,}°2; tal que lim y,, = f(x). Ademas,
lim y, = y, de manera que f(x) = y. Asi, x € f~!(y). Puesto que f~(y) C K, se tiene que
x € K. Asi que x € CI(H) N K. Lo cual es una contradiccién, pues H y K son separados en X.
Esta contradiccién surge de suponer que CI(M) N N # @, por lo tanto CI(M) N N = (). Hemos
visto que B = M UN y que M y N estan separados en Y, esto es, B no es conexo, lo cual es
una contradicciéon. Por lo tanto f~!(B) es conexo. Asi, f~1(B) es un subcontinuo de X.

Para la otra parte de la demostracién, es suficiente con notar que para cada y € Y, {y} es
un continuo. ]

Teorema 2.2.44. Sea X un continuo. X es localmente conexo si y sélo si X es libremente
descomponible respecto a puntos y subcontinuos.

Demostracion. Supongamos que X es libremente descomponible respecto a puntos y subconti-
nuos. Sean C' un subcontinuo de X y p € X tal que p € C. Como X es libremente descomponible
respecto a puntos y subcontinuos, existen subcontinuos propios Ay B de X tales que X = AUB,

p € A\By C C B\A. Asi, X es aposindético por continuos. Por el Teorema [2.2.41) X es local-
mente conexo.
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Ahora supongamos que X es localmente conexo. Sean C' un subcontinuo de X y a € X\C.
Consideremos X/D¢ = {{z} : z € X\C}U{C}. Luego, por el Teorema[2.1.12] el espacio cociente
X/Dc es un continuo. Por el Lema 1.2.7 de [16, pag. 9], la funcién ¢ : X — X /D¢ es continua.
Notemos que ¢ es una funcién mondtona. En efecto, dado A € X/D¢, se tiene que A = {x}
conx € X\C o A=C.Si A= {x}, entonces ¢ 1(A) = {z}, asf, ¢71(A) es conexo. Si A = C,
entonces ¢~ (A) = C, por hipétesis, C' es conexo. Por lo tanto, ¢ es una funcién monétona.

Por la Proposicién 8.16 de [20, pdg.127], como X es localmente conexo, X /D¢ es localmente
conexo. Asi, por el Teorema y el Teorema el espacio X/D¢ es libremente descom-
ponible. De aqui, existen subcontinuos propios A y B de X/D¢ tales que X/Do = AU B,
{a} e A\By C € B\A.

Asi, por el Teorema ¢ 1(A) y ¢ 1(B) son subcontinuos propios de X tales que X =
T HX\C) =g YA Uqgt(B),aec g (A\gL(B)y C Cq (B)\g (A). Asi, X es libremente
descomponible respecto a puntos y subcontinuos. |

Para finalizar esta seccion, en el diagrama de la Figura [2.16| resumimos las relaciones obte-
nidas entre las clases de continuos revisadas.

Por cuestiones practicas, en el siguiente diagrama, denotaremos a los continuos libremente
descomponibles con CLD y a los continuos libremente descomponibles respecto a puntos y
subcontinuos con LDRPS.

Conexo en pequeno

!

Semilocalmente conexo <——— Localmente conexo

LDRPS

CLD

Aposindético Aposindético por continuos

Figura 2.16: Relaciones entre clases de continuos

2.3. Clases de Funciones Entre Continuos

Una herramienta importante en el estudio de los continuos, son ciertas clases de funciones
continuas entre ellos, las cuales muchas veces nos ayudan a obtener informacién sobre estos
espacios. En [I], se estudian las relaciones entre las funciones mondtonas, abiertas, casi interiores,
MO, OM, confluentes, casi mondtonas, débilmente monétonas y débilmente confluentes. En este
trabajo, ademés de tratar con las clases de funciones ya mencionadas, se introducen nuevas
clases de funciones entre continuos: funciones simples, ligeras, homeomorfismos, semiabiertas,
casi mondtonas, semiconfluentes, empalmantes y funciones atriédicas. Estudiamos, si no todas,
por lo menos las relaciones mas importantes que hay entre algunas de ellas. Sin mas introduccion,
pasemos a revisar la definicién de cada una de las funciones mencionadas.

Definicién 2.3.1. Sea f: X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Se dice
que f es:

1. abierta, si para cada abierto U de X, se tiene que f(U) es abierto en Y.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

atriédica, si para cada subcontinuo @ de Y, existen dos componentes C' 'y D de f~(Q)
tales que f(C)U f(D) = Q y para cada componente E de f~1(Q), se tiene que f(E) = Q

o f(E) € f(C)o f(E) C f(D).

casi interior en el punto y € Y, si para cada conjunto abierto U de X, que contenga alguna
componente de f~1(y), se tiene que y € int(f(U)). Decimos que f es casi interior, si es
casi interior en cada punto de Y.

casi mondtona, si para cada subcontinuo @ de Y con interior no vacio, el conjunto f~*(Q)
tiene un nimero finito de componentes y si D es una componente de f~!(Q), entonces

f(D) =@Q.

confluente, si para cada subcontinuo B de Y y para cada componente C de f~!(B), se
tiene que f(C) = B.

débilmente confluente, si para cada subcontinuo B de Y, existe una componente C' de
f~YB) tal que f(C) = B.

débilmente mondtona, si para cada subcontinuo ) de Y con interior no vacio y para cada
componente D de f~1(Q), se tiene que f(D) = Q.

empalmante, si para cada subcontinuo B de Y y para cualesquiera dos componentes C'y
D de f~Y(B), se tiene que f(C) N f(D) # 0.

funcion MO, si existe un continuo Z y funciones, h : X — Z y g : Z — Y, tales que
f =goh, donde g es mondtona y h es abierta.

funcion OM, si existe un continuo Z y funciones, h : X — Zy g: Z — Y, tales que
f =goh, donde g es abierta y h es mondtona.

homeomorfismo, si f es inyectiva y tanto f como f~! son continuas.
ligera, si para cada y € Y, se tiene que f~!(y) es totalmente disconexo.
mondtona, si para cada y en Y, se tiene que f~!(y) es conexo.
semiabierta, si para cada abierto no vacio U de X, int(f(U)) # 0.

semiconfluente, si para cada subcontinuo B de Y y para cualesquiera dos componentes C
y D de f~1(B), se tiene que f(C) C f(D) o f(D) € f(C).

simple, si para cada y € Y, se tiene que |f~(y)| < 2.

Ahora estamos listos para empezar a establecer relaciones entre las funciones definidas an-
teriormente. Comenzamos con las funciones mondtonas.

Teorema 2.3.2. Sea f: X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Si f es
una funcién mondtona, entonces f es casi mondtona.
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Demostracion. Sea ) un subcontinuo de Y con interior no vacio. Por hipétesis y por el Teorema

2.2.43 f~1(Q) es conexo, es decir, f~1(Q) tiene una tinica componente D = f~1(Q). Asi, f~1(Q)
tiene un nimero finito de componentes. En virtud del Teorema parte3, f(D)=Q. N

En el siguiente ejemplo, se presenta una funcién casi mondtona, pero no monétona, lo cual
demuestra que el reciproco del Teorema [2.3.2] no es verdadero.

Ejemplo 2.3.3. Definamos la funcién f : [-1,1] — [0, 1] por f(t) = |t|, para t € [—1, 1]. Luego,
f es casi mondtona pero no es mondtona. En efecto, pues cada subcontinuo de [0, 1] tiene a
lo més dos componentes, en particular los subcontinuos con interior no vacio. Y si C' es una
componente de f~!(B), entonces f(C) = B. No es monétona, pues para el continuo {1} de
[0,1], se tiene que f~({1}) tiene dos componentes C; = {—1} y Cy = {1}. A continuacién, se
muestra la grafica de la funcidn.

Figura 2.17: Gréfica de f

Teorema 2.3.4. Sea f : X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Si f es
una funcién casi monétona, entonces f es débilmente mondtona.

Demostracion. Sean () un subcontinuo de Y con interior no vacio y D una componente de
f~HQ). Por hipétesis, el conjunto f~1(Q) tiene un niimero finito de componentes y si D es una
componente de f~!(Q), entonces f(D) = Q. Por lo tanto, f(D1) = Q y asi, la funcién f es
débilmente mondtona. [ ]

En el Ejemplo se define una funcién, la cual es débilmente mondtona, pero que no es
casi mondétona, ni mondtona. Asi, se verifica que el reciproco del Teorema no se cumple.

Ejemplo 2.3.5. Sea el punto ¢ = (1,0) en R? y para cada n € N, sea ¢, = (0,%) € R2.
Para cada n € N, ¢,c denota el segmento de recta que une los puntos ¢, y c. Pongamos X =
[o¢]

([0,1] x {0} U (U cnc> yY =10,1]. Seal: X — Y tal que I((z,y)) = =, para cada (z,y) € X.
n=1

Ver la Figura a). Es claro que [ es una funcién débilmente mondtona. Veamos que la funcién

[ no es casi mondtona.

Tomemos al subcontinuo B = [, 3] de Y. Notemos que int(B) # (. Ademds, [~!(B) tiene una

cantidad infinita de componentes. Consecuentemente, [ no es casi monotona. Asi, por el Teorema

[ no es monotona. Ver la Figura b).
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0,1
.1

Figura 2.18: Continuo X

En virtud de los Teorema[2.3.2]y[2.3.4]y por transitividad, se tiene que, toda funcién monéto-
na es débilmente monotona.

Veamos ahora, como se comportan las funciones M O con respecto a las funciones mondtonas
y las funciones abiertas.

Teorema 2.3.6. Sea f: X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Si f es
mondtona, entonces f es una funcién MO.

Demostracion. Sea h : X — X tal que h(z) = z, para cada x € X. Pongamos g = f, se tiene
que f = goh, donde g es mondtona y h es abierta. Asi, f es una funcién MO. ]

Teorema 2.3.7. Sea f : X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Si f es
abierta, entonces f es una funciéon MO.

Demostracion. Sea g : Y — Y tal que g(y) = y, para cada y € Y. Es claro que g es mondtona.
Pongamos h = f, se tiene que f = g o h, donde g es mondétona y h es abierta. Asi, f es una
funciéon MO. ]

A continuacién, definimos una funcién, la cual prueba que el reciproco de los Teoremas [2.3.6
y no son verdaderos.
Ejemplo 2.3.8. Definamos la funcién f : [-2,2] — [0, 1] como sigue:

_f It| =1, para 1<t <2,
1(#t) = { 0, para |t| < 1.

En la Figura se muestra la grafica de f.

Figura 2.19: Gréfica de f
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Esta funcién es una funcién MO, pero no es ni abierta ni mondtona. En efecto, si definimos la
funcién h : [-2,2] — [0, 2] como:
h(t) = [t],

y la funcién g : [0, 2] — [0, 1] como:

(x)* r—1, para 1<z<2,
ST =1 o0, para 0<z <1.

La grafica de la funcién g se muestra en la Figura [2.20
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Figura 2.20: Grafica de g

Es facil verificar que f = g o h, donde g es una funcién monétona y h una funcién abierta, de
aqui que f es una funciéon M O. Ahora, que la funcién f no sea monétona, es claro y, para ver que
no es abierta, basta con notar que para el abierto (—1,1) C [—2, 2], tenemos que f((—1,1)) = {0},
el cual conjunto no es un conjunto abierto en el continuo [0, 1].

Si recordamos la definicion de funcién abierta y semiabierta, es natural pensar que la primera
implica la segunda, ahora veremos que en efecto, se tiene esa relacion y aunque para la mayoria
de los lectores este hecho no requiera de demostracién, en este trabajo la hemos incluido.

Teorema 2.3.9. Sea f : X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Si f es
una funcién abierta, entonces f es semiabierta.

Demostracion. Supongamos que f es abierta. Sea U un conjunto abierto no vacio de X. Luego,
f(U) es un conjunto abierto no vacfo. De aqui, por el Teorema [1.1.33] f(U) = int(f(U)) # 0.
|

Por lo tanto, f es una funcién semiabierta.

A continuacién, se da el ejemplo de una funcién semiabierta pero que no es abierta.

Ejemplo 2.3.10. Sean C' = {(0,1)} U {(%, 1)};:0:1 y p = (0,0). Tomemos X como la unién de
los segmentos rectilineos que van del punto p a cada uno de los elementos de C'y Y = [0, 1].
Definamos a la funcién f : X — Y como sigue, f((z,y)) = x, para cada (z,y) € X. Luego,
f es una funcién semiabierta pero que no es abierta. En efecto, si consideramos el abierto
U = ((%,%) X (%,%)) N X de X, se tiene que f(U) = (%,%] el cual no es un conjunto
abierto en Y. Ver la Figura [2.21
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1/2 1

Figura 2.21: Grafica de f

Para los Teoremas [2.3.11], [2.3.12] [2.3.14] [2.3.15| y [2.3.16 sélo se da un bosquejo de sus
demostraciones, ya que a diferencia de los teoremas anteriores y los que le siguen en esta seccion,
se necesita profundizar méas en el estudio de dichas funciones para poder dar una demostracion
detallada. El lector interesado puede consultar los detalles en [I].

Teorema 2.3.11. Sea f : X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Se sigue
que f es casi interior si y sélo si f es OM.

Demostracion. Supongamos que f es una funcién OM. Luego, existen un continuo Z y funciones
h:X —Zyg:Z —Y tales que f = go h, donde g es abierta y h es moné6tona. Asi, por [I,
Teorema 3.5, pag. 83], se tiene que h y g son casi interiores. Luego, por [I, Teorema 5.5, pag.
88], f es una funcién casi interior.

Ahora, supongamos que f es casi interior. Por [I, Teorema 4.8, pag. 87], existen un continuo
Z y funciones h : X = Zy g: Z — Y tales que f = go h, donde h es mondtona y g es ligera.
Asi, por [I, Teorema 4.6, pag. 86|, g es abierta. Por lo tanto, f es una funcién OM. [ ]

Teorema 2.3.12. Sea f: X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Si f es
MO, entonces f es OM.

Demostracion. Si f es una funciéon MO, entonces existen un continuo Z y funciones h : X — Z
y g:Z — Y tales que f = g o h, donde g es monétona y h es abierta. Luego, por [I, Teorema
3.5, pag. 83|, se tiene que las funciones h y g son casi interiores. Ahora, por [1, Teorema 5.5,
pag. 88], g o h es una funcién casi interior. Finalmente, por el Teorema f es una funcién
OM. [ |

Ejemplo 2.3.13. Definamos la funcién f : [0,1] — [0, 1] como sigue:

3t, para 0<t< %,

_ 1
f(t)=4 2-3t, para ;gtgg,
0, para § <t <1

La grafica de f se muestra en la Figura [2.22
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Figura 2.22: Gréafica de f

Luego, f es una funcién OM, pero no es M O. En efecto, si definimos la funcién h : [0, 1] — [0, 3]
como:

h(t) = 3t,
y la funcién g : [0,3] — [0, 1] como:
x, para 0<z <1,
glx) =< 2—xz, para 1<z<2
0, para 2 <z < 3.

Es claro que f = g o h, donde g es una funcién abierta y h es monétona, asi, f es una funcién
OM.

Corolario 2.3.14. Sea f: X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Si f es
MO, entonces f es casi interior.

Demostracion. Supongamos que f es una funcién MO, por el Teorema [2.3.12] f es OM, luego
por Teorema [2.3.11] f es casi interior. |

Teorema 2.3.15. Sea f: X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Si f es
OM, entonces f es confluente.

Demostracidn. Supongamos que f es una funcién OM. Por el Teorema[2.3.11] f es casi interior.
Luego, por [I, Teorema 4.9, pag. 87|, f es confluente. [ |

En [I, Ejemplo 7.6, pag. 93], se define una funcién confluente, la cual no es OM.

Teorema 2.3.16. Sea f: X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Si f es
MO, entonces f es una funcién confluente.

Demostracion. Supongamos que f es una funcién MO. Por el Teorema [2.3.12] f es OM. Asi,
por Teorema [2.3.15] f es confluente. |

En [1l pag. 92], se da un ejemplo de que el reciproco del Teorema [2.3.16| no es verdadero.

Teorema 2.3.17. Sea f: X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Si f es
confluente, entonces f es semiconfluente.
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Demostracion. Supongamos que f es confluente. Sean B un subcontinuo de Y y Dy y Do
componentes de f~!(B). Por hipétesis, f(D1) = By f(D2) = B. De aqui, f(D1) C f(Ds) y
f(D2) C f(Dy). Por lo tanto, la funcién f es semiconfluente. [ |

Con el siguiente ejemplo, se verifica que el reciproco del Teorema no es verdadero.

Ejemplo 2.3.18. Definamos la funcién f : [-1,2] — [0,2] por f(t) = |t|, para t € [—1,2]. Se
tiene que f es semiconfluente, pero no es confluente. Primero veamos que f es semiconfluente.
Sea B = [a, b] un subcontinuo de [0, 2], se tienen tres casos:

1.Sia >1yb < 2 entonces f~1(B) tiene tinicamente una componente, C' = [a,b] y

/(€)= B.

2. Sia>0yb<1,entonces f~1(B) tiene dos componente, C = [a,b] y Cy = [~b, —a], para
este caso, se cumple que f(Cy) = f(Ca).

3.Sia<1yb>1,entonces f~(B) tiene dos componentes, C; = [a,1] y Co = [a,b] y se
cumple que f(C1) € f(Ca).

Por lo tanto, f es semicunfluente. Para ver que f no es confluente, es suficiente con considerar
el tercer caso, pues f(C4) # B. La grafica de f se muestra en la Figura [2.23]
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Figura 2.23: Grafica de f

Teorema 2.3.19. Sea f: X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Si f es
semiconfluente, entonces f es débilmente confluente.

Demostracion. Supongamos que f no es débilmente confluente. Asi, existe un subcontinuo B de
Y tal que para cada componente C' de f~1(B), se tiene que f(C) # B. Sean C'y D componentes
de f71(B). Asi B¢ f(C)y B ¢ f(D). Yaque f(C) C By f(D) C B, sesigue que f(D) ¢ f(C)
y f(C) & f(D). Por lo tanto, f no es semiconfluente. [ ]

Ahora se da un ejemplo de una funciéon débilmente confluente que no es semiconfluente, con
lo cual se verifica que el reciproco del Teorema [2.3.19| no es verdadero.

Ejemplo 2.3.20. Definamos la funcién f : [-2,2] — [—1, 1] por:

£(t) = —|[t+1]—1|, para te[-2,0],
B H_t—i_ll_l’v para te[()?z]v




38 2.3. Clases de Funciones Entre Continuos

Es claro que f es débilmente confluente. Sin embargo, si consideramos el subcontinuo [%, %]
y las componentes C; = [3,2] y Co = [t —2,—3] de f~(B), se tiene que f(C1) ¢ f(C2) ¥y
f(Cs) € f(Ch), por lo tanto, f no es semiconfluente. En la Figura se muestra la grafica de
f
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Figura 2.24: Gréfica de f

Notemos que por los Teorema y[2.3.16] toda funcién mondétona es confluente. Pero en el
Ejemplo f es una funcién confluente pero no mondtona. Sin embargo, se tiene la siguiente
relacion.

Teorema 2.3.21. Sea f: X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Si f es
una funcién confluente, entonces f es débilmente mondtona.

Demostracion. Sean ) un subcontinuo de Y con interior no vacio y D una componente de
Q). Como f es confluente, se tiene que f(D) = Q. Por lo tanto, la funcién f es una funcién
débilmente mondtona. |

El reciproco del Teorema [2.3.21| no es verdadero. Esto se puede verificar en [Il, Ejemplo 7.3,
pag. 91].

Teorema 2.3.22. Sea f: X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Si f es
semiconfluente, entonces f es empalmante.

Demostracion. Supongamos que f es semiconfluente. Sean B un subcontinuo de Y y Cy y Cy
dos componentes de f~1(B). Si f(C1) C f(Cy), entonces f(C1) N f(Ca) # 0. Si f(Ca) C f(Ch),
entonces f(C2) N f(Cy) = f(C2) # 0. Por lo tanto, la funcién f es empalmante. [ |

Ahora, presentamos un ejemplo de una funciéon que es empalmante, pero no semiconfluente.

Ejemplo 2.3.23. Sean X un tridngulo equilatero, Y un triodo simple inscrito en X cuyos
puntos finales son los vértices de X y f : X — Y una funcién que colapsa X sobre Y. En la
Figura a), mostramos el dominio y codominio de la funcién f. El dominio de la funcién
es la parte mas obscura. Luego, f es una funcién empalmante la cual no es semiconfluente. En
efecto, si consideramos el subcontinuo B como en la Figura b), se tiene que f(C1) € f(Cs)
y f(C2) € f(Ch), donde C; y C3 son componentes de f~1(B).
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Figura 2.25: Dominio y codominio de f

Teorema 2.3.24. Sea f: X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Si f es
débilmente confluente, entonces f es atriddica.

Demostracion. Supongamos que f es débilmente confluente. Sea ) un subcontinuo de Y. Por
hipétesis, existe una componente C' de f~1(Q) tal que f(C) = Q. Sea D cualquier otra compo-
nente de f~1(Q). Entonces f(D) C Q = f(C). De aqui que f(D)U f(C) = Q. Sea E cualquier
componente de f~1(Q). Consecuentemente, £ C f~(Q). Luego, f(E) C Q = f(C). Por lo
tanto, f es atriddica. ]

Como se ha venido haciendo, en el Ejemplo [2.3.25] se da una funcién con la cual se verifica
que el reciproco del Teorema [2.3.24] no se cumple.

Ejemplo 2.3.25. Definamos la funcién f : [0, 3] — R? por f(t) = (cos(2nt),sen(2xt)), para
te [0, %} Luego, la funcién f es atriddica, pero no es débilmente confluente. La grafica de la
funcién se muestra en la Figura [2.26

Figura 2.26: Gréfica de f

Teorema 2.3.26. Sea f: X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Si f es
homeomorfismo, entonces f es monotona.

Demostracion. Supongamos que f no es monétona, luego existe y € Y tal que f~!(y) no es
conexo. Sean D y C' componentes distintas de f~!(y). Paraa € D y b € C, se tiene que a # b
y f(a) =y = f(b). Luego, f no es inyectiva. Por lo tanto, f no es homeomorfismo. Asi, se tiene
el resultado. [ ]
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El siguiente ejemplo muestra que una funciéon mondtona en general no es un homeomorfismo.

Ejemplo 2.3.27. Sean X = ([0,3] x {3}) U ({3} x [3.1])) U ([3.1] x{1}) y Y = [0,1].
Consideremos la funcién f : X — Y tal que f((z,y)) = x, para cada (x,y) en X. Veamos que f
es mondétona. Sea x € Y. Tenemos los siguientes casos:

1. Siz € [0, 3], entonces f~'({z}) = {(z,3)}. Luego f~'({z}) es conexo.
2. Six=

, entonces f~1({z}) = {3} x [5,1], el cual es conexo.

1
2
3. Siz E (% 1], entonces f~'({z}) = {(z,1)}. Asi, f~'({z}) es conexo. Por lo tanto, f es

12

172

Figura 2.27: Gréfica de f

Ahora, sean a = (%, 1) yb= (%, %) € X. Notemos que f(a) = % = f(b), por lo tanto, f no es
un homeomorfismo.

Teorema 2.3.28. Sea f: X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Si f es
homeomorfismo, entonces f es simple.

Demostracién. Supongamos que f no es simple. Existe y € Y tal que |f~(y)| > 2. Sean a,b €
f~1(y) tal que a # b, luego, f(a) =y = f(b). Por lo tanto, f no es inyectiva y consecuentemente
f no es homeomorfismo. |

El reciproco del Teorema [2.3.28 no es cierto.

Ejemplo 2.3.29. La funcién definida en el Ejemplo [2. es simple, pero no es homeomorfismo.
En efecto, es simple pues para cada y € (0,1], se Cumple que |f~(y)| = 2 y para y = 0,
|f~1(0)| = 1. No es homeomorfismo, pues f(1) = f(—1).

Teorema 2.3.30. Sea f: X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Si f es
homeomorfismo, entonces f es abierta.

Demostracién. Supongamos que f es homeomorfismo. Esto es, tanto f como f~! son continuas.
Sea U un subconjunto abierto en X. Como f~! es continua, por el Teorema [1.1.42 parte
f(U) es un conjunto abierto en Y. Por lo tanto, f es abierta. |

Existe una funcién abierta que no es un homeomorfismo.
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Ejemplo 2.3.31. La funcién definida en el Ejemplo es abierta, pero no es homeomorfismo.
En efecto, para cada abierto U de X, se tiene que f(U) = (a,b) o f(U) =10,b) o f(U) = (a,1],
en cualquier caso se cumple que f(U) es un abierto de [0, 1].

Teorema 2.3.32. Sea f: X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Si f es
simple, entonces f es ligera.

Demostracién. Supongamos que f es simple. Sea y € Y, por hipétesis, | f~!(y)| < 2. Asi f~1(y)
es totalmente disconexo. Por lo tanto, f es ligera. ]

Finalmente, una funcién ligera no necesariamente es simple. Veamos el siguiente ejemplo.
Ejemplo 2.3.33. La funcion definida en el Ejemplo es ligera, pero no es simple.

Como se hizo con las clases de continuos revisadas en la seccién anterior, resumimos los
resultados en cuanto a las relaciones entre clases de funciones en el diagrama de la Figura [2.2§
Como podemos ver, la clase de homeomorfismos es la clase de funciones que implica todas las
otras clases, estando después de estas las funciones mondétonas.

Ligera <—— Simple Homeomorfismo Monétona
Semiabierta Abierta
Casi Interior MO Casi Mondétona
oM Confluente Débilmente Mondétona
Semiconfluente Empalmante
Débilmente Confluente Atriédica

Figura 2.28: Relaciones entre clases de funciones

Después de los resultados revisados anteriormente, nos surgen las siguientes preguntas, ;bajo
qué condiciones una funcién casi monodtona es mondtona?, jexistiran condiciones bajo las cuales
una funcién confluente sea mondtona?, preguntas como estas se responden mas adelante.







Capitulo 3

Funciones Libremente Descomponibles

En 1979, G.R. Gordh, Jr. y C.B. Hughes [11] definen y estudian un tipo de funciones, las
cuales denominaron funciones libremente descomponibles. Estas funciones son una generalizaciéon
de las funciones monoétonas y tienen la propiedad de preservar la conexidad local en limites
inversos. A pesar de las importantes propiedades que cumplen estas funciones, a lo largo de la
historia de las matematicas, poco es el estudio que se tiene de ellas. En este capitulo presentamos
a las funciones libremente descomponibles asi como sus propiedades bésicas y también se veran
las relaciones con algunas de las funciones definidas en el capitulo anterior.

3.1. Propiedades Basicas

Comenzamos dando propiedades bésicas de esta clase de funciones, para después poder
establecer alguna relacién con las funciones revisadas en el capitulo anterior.

Definicién 3.1.1. Sea f : X — Y una funcién continua y sobreyectiva entre continuos. Se dice
que f es libremente descomponible, si para cada par de subcontinuos propios A y B de Y tales
que Y = AU B, existen subcontinuos propios A’ y B’ de X tales que X = A/UB’, f(A)C Ay
f(B) C B.

Definicién 3.1.2. Sea f : X — Y una funcién continua y sobreyectiva entre continuos. Se dice
que f es fuertemente libremente descomponible, si para cada par de subcontinuos propios Ay B
de Y tales que Y = AU B, los conjuntos f~!(A) y f~!(B) son conexos.

Notemos que en la Definicién esta implicito el hecho de que f~!(A) y f~1(B) ademés
de ser conjuntos conexos, son cerrados, y consecuentemente compactos. Asi, es natural pensar
que estos dos conjuntos podrian jugar el papel de A’ y B’, respectivamente, en la Definicién
Es asi como surge nuestro primer resultado.

Teorema 3.1.3. Sea f: X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Si f es
una funcién fuertemente libremente descomponible, entonces f es libremente descomponible.

Demostracion. Supongamos que f es una funcién fuertemente libremente descomponible. Sean
A y B subcontinuos propios de Y tales que Y = A U B. Por ser f una funcién fuertemente
libremente descomponible, se tiene que los conjuntos f~'(A) y f~!(B) son conexos. Ademas,
como los conjuntos A y B son cerrados y f es continua, por Teorema(l.1.42] parte[3] los conjuntos
f~Y(A) y f~Y(B) son cerrados dentro del compacto X. Asi por el Teorema 1Ay
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f~1(B) son conjuntos compactos. De aqul ~1(A) y f~Y(B) son subcontinuos de X. Por otro
lado, notemos que X = f~1(Y ) f- (AU B) = YA UFYB) y que f(f1(A) C Ay
f(f~4(B)) C B por Teorema Sean A’ = f~1(A) y B’ = f~Y(B). Asf, existen subcontinuos
propios A’ y B’ de X tales que X AUB, f(A’) C Ay f(B') C B. Luego, f es una funcién
libremente descomponible. [ |

Sin embargo, el reciproco del Teorema [3.1.3|no es verdadero como se muestra en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 3.1.4. Consideremos la funcién del Ejemplo [2.3:23] Primero veamos que la funcién
es libremente descomponible. Esencialmente, tenemos tres tipos de subcontinuos en Y. Vamos
a considerar estos tres casos.

1. Para el primer caso, veamos la Figura a). Sean A y B subcontinuos propios de Y tales
que Y = AUB. Donde A esta representado por la linea delgada y B es todo lo que esté con
una doble linea. Para este par de subcontinuos, existen los subcontinuos propios A’ y B’
de X tales que X = A’ U B’. Donde A’ es la linea gruesa y B’ toda la linea punteada. Se
tiene que X = AU B, f(A') C Ay f(B') C B.

Figura 3.1: Casos 1 y 2

2. Si ahora a los subcontinuos propios A y B los consideramos como en la Figura b).
Donde A es la linea mds delgada, B es la parte delimitada por la doble linea, A’ es la
linea mds gruesa y B’ es toda la linea punteada. En este caso tenemos que Y = AU B,

X =A"UB'y se cumple que f(A')C Ay f(B') C B.

3. El ultimo caso se muestra en la Figura El conjunto A estd representado por toda la
linea punteada.
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Figura 3.2: Caso 3

Para este ultimo caso, los subcontinuos propios A y B tienen alguna de las formas de la
Figura 3.3

Figura 3.3: Caso 3

En cualquiera de los casos se cumple que f(A") C Ay f(B') C B. Asi, la funcién f es
libremente descomponible.

Para ver que la funcién no es fuertemente libremente descomponible, basta considerar los sub-
continuos propios Q y P tales que Y = Q U P. Notar que f~1(Q) = D; U D5 no es conexo. Ver
la Figura (3.4

Figura 3.4: f~1(Q) no es un conjunto conexo

El Teorema |3.1.5] se da con la finalidad de justificar el Ejemplo [3.1.6

Teorema 3.1.5. Sea f : X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Si f es
una funcién mondtona, entonces f es fuertemente libremente descomponible.
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Demostracion. Sean A y B subcontinuos propios de Y tales que Y = AU B. Como f es una
funcién monétona, por el Teorema [2.2.43] se cumple que f~1(A) y f~!(B) son subconjuntos
conexos de X. Asi, se tiene que f es una funcién fuertemente libremente descomponible. |

Ejemplo 3.1.6. Sabemos que la funcién del Ejemplo es monotona, asi, por el Teorema
f es una funcién fuertemente libremente descomponible. Por lo tanto, por el Teorema
B-1.3] f es libremente descomponible.

Seguramente ya se han planteado la siguiente pregunta, ;la composicién de funciones li-
bremente descomponibles (fuertemente libremente descomponibles) es una funcién libremente
descomponible (fuertemente libremente descomponible)? A continuacién se da respuesta a esto.

Teorema 3.1.7. Sean f : X — Y y g : Y — Z funciones continuas y suprayectivas entre
continuos. Si f y g son funciones libremente descomponibles, entonces g o f es una funcién
libremente descomponible.

Demostracion. Supongamos que f y g son funciones libremente descomponibles. Notemos que
gof:X — Z.Sean Ay B subcontinuos propios de Z tales que Z = A U B. Por hipétesis, g es
una funcién libremente descomponible, asi, existen subcontinuos propios A; y By de Y tales que
Y = A1UBy, g(A1) C Ay g(By) C B. Como f es una funcién libremente descomponible, existen
subcontinuos propios As y Bz de X tales que X = Ay U By, f(A2) C A1y f(B2) C By. Asi,
para cada par de subcontinuos propios Ay B de Z tales que Z = A U B, existen subcontinuos
propios As y By de X tales que X = Ay U Ba, (go f)(A2) = g(f(A2)) C g(A41) C Ay
(go f)(B2) = g(f(B2)) C g(B1) C B. Por lo tanto, la funcién g o f es una funcién libremente
descomponible. |

Teorema 3.1.8. Sean f : X — Y y g : Y — Z funciones continuas y suprayectivas entre
continuos. Si f y g son funciones fuertemente libremente descomponibles, entonces g o f es una
funcién fuertemente libremente descomponible.

Demostracion. Supongamos que f y ¢ son funciones fuertemente libremente descomponibles.
Sean A y B subcontinuos propios de Z tales que Z = A U B. Por hipétesis, g es una funcién
fuertemente libremente descomponible. De donde los conjuntos g~!(A) y g~!(B) son conexos.
Notemos ademds que g~'(A) y g~ 1(B) son subcontinuos propios de Y tales que Y = g~1(4) U
g~ 1(B). Como f es una funcién fuertemente libremente descomponible, se tiene que f~!(g~1(A))
v f~Y(g7*(B)) son conjuntos conexos. Esto es, (go f)~1(A) y (gof)~!(B) son conjuntos conexos.
Asi, la funcién g o f es fuertemente libremente descomponible. |

Teorema 3.1.9. Sean f : X — Y y g : Y — Z funciones continuas y suprayectivas entre
continuos. Si go f es una funcién libremente descomponible, entonces g es una funcioén libremente
descomponible.

Demostracion. Supongamos que go f : X — Z es libremente descomponible. Sean A y B
subcontinuos propios de Z tales que Z = AU B. Por hipdtesis, existen subcontinuos propios A’ y
B’ de X tales que X = A'UB’, (gof)(A") C Ay (gof)(B’') C B. Notemos que Y = f(A"Uf(B’),
asi g(f(A") € Ay g(f(B')) C B. De donde, para cada par de subcontinuos propios A y B de
Z tales que Z = AU B, existen subcontinuos propios A’ y B’ de Y tales que Y = f(A")U f(B'),
g(f(A")) C Ay g(f(B') C B. De aqui, la funcién g es libremente descomponible. [ |
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Teorema 3.1.10. Sean f : X — Y y g : Y — Z funciones continuas y suprayectivas entre
continuos. Si g o f es una funcién fuertemente libremente descomponible, entonces g es una
funcién fuertemente libremente descomponible.

Demostracion. Supongamos que la funcién go f : X — Z es fuertemente libremente descom-
ponible. Sean A y B subcontinuos propios de Z tales que Z = AU B. Como g o f es fuerte-
mente libremente descomponible, los conjuntos (g o f)~'(A4) = f~Y (g7 (A)) y (go ) YB) =
f~Y(g71(B)) son conexos. Puesto que f es continua, por el Teorema f(f g Y(A) y
f(f~Y(g71(B))) son conexos. Por otro lado, como f es suprayectiva, por el Teorema par-
te BB, f(fHg7HA)) =g A y f(fHg YB))) = g71(B). Consecuentemente, los conjuntos
g Y (A) y ¢g71(B) son conexos. Por lo tanto, la funcién g es fuertemente libremente descomponi-
ble. |

3.2. Relaciones con Otras Clases de Funciones Entre Continuos

En esta seccion estudiamos las relaciones que hay entre las funciones definidas en la Seccion
2.3, las funciones libremente descomponibles y las funciones fuertemente libremente descompo-
nibles.

Comenzamos introduciendo las funciones a lo mas moénotonas, con la finalidad de establecer
una relacién entre éstas y las funciones monétonas. También vemos la relacién de estas nuevas
funciones con las funciones casi mondétonas. Todo esto con el propésito de completar nuestro dia-
grama de la Figura[2.28] con las funciones fuertemente libremente descomponibles y libremente
descomponibles puesto que son el motivo de este trabajo.

Definicién 3.2.1. Sea f: X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Se dice
que f es a lo mds mondtona si el conjunto f~1(Q) es conexo, para cada subcontinuo @Q de Y’
con interior no vacio.

Teorema 3.2.2. Sea f: X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Si f es
una funcién monétona, entonces f es a lo mas mondtona.

Demostracion. Supongamos que f : X — Y es una funcién mondtona. Sea ) un subcontinuo
de Y con interior no vacio. Como f es una funcién mondtona, por el Teorema [2.2.43] se tiene
que el conjunto f~1(Q) es conexo. Asi, f es una funcién a lo méas mondétona. ]

En [2] pdg. 892], se define una funcién que es a lo mas mondtona, pero no monétona.

Teorema 3.2.3. Sea f : X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Si f es
una funcién a lo mas mondtona, entonces f es casi mondtona.

Demostracion. Supongamos que f es a lo mas mondtona. Sea () un subcontinuo de Y con interior
no vacio. Por lo supuesto, el conjunto f~!(Q) es conexo. Asi, para la tinica componente D de
Q) se cumple que D = f~1(Q). Por lo tanto, f~!(Q) tiene un ntimero finito de componentes
vy f(f7HQ)) = Q. De aqui, la funcién f es casi monétona. [

Sin embargo, el reciproco del Teorema [3.2.3| no es verdadero, basta considerar la funcién
definida en el Ejemplo [2.3.3] Esta funcién es casi monétona, pero no es a lo mds monétona.

Teorema 3.2.4. Sea f: X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Si f es
una funcién a lo mas mondtona, entonces f es fuertemente libremente descomponible.
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Demostracion. Supongamos que f es una funcién a lo mas monétona. Sean A y B subcontinuos
propios de Y tales que Y = AUB. Como A y B son subconjuntos cerrados en X, los subconjuntos
X\A y X\B son subconjuntos abiertos en X. Ademds, X\A C By X\B C A. De aqui, los
conjuntos A y B tienen interior no vacio. Luego, por hipétesis, f~(A) y f~!(B) son conjuntos
conexos. Asi, f es una funcién fuertemente libremente descomponible. |

Ahora podemos completar el diagrama presentado en la Figura y, asi, obtener el dia-
grama de la Figura (3.5
Por cuestiones practicas, en nuestro siguiente diagrama, hemos denotado a las funciones libre-

mente descomponibles con LD y a las funciones fuertemente libremente descomponibles con
FLD.

Ligera <—— Simple Homeomorfismo Monétona

Semiabierta Abierta A lo més Monétona —— FLD
|
Casi Interior MO Casi Monétona LD
]
oM Confluente Débilmente Mondétona
Semiconfluente Empalmante
Débilmente Confluente Atriédica

Figura 3.5: Relacién entre clases de funciones y las funciones LD y FLD

A continuacién se define una nueva clase de continuos que nos ayuda a establecer nuevas
relaciones entre las funciones libremente descomponibles y algunas de las funciones del Capitulo

2l

Definicién 3.2.5. Un continuo X es un 6-continuo si para cada subcontinuo A de X, el
conjunto X\ A es conexo.

Definicién 3.2.6. Un continuo X es un 67-continuo si para cada subcontinuo con interior no
vacio A de X, X\ A es un conjunto conexo.

Antes de empezar a dar ejemplos de estos continuos, veamos que relacién hay entre ellos.
Teorema 3.2.7. Sea X un continuo. Si X es un 6;-continuo, entonces X es un 67-continuo.

Demostracion. Sea A un subcontinuo con interior no vacio. Por hipétesis, el conjunto X\ A es
conexo. Por lo tanto, X es un 67-continuo. |
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Ejemplo 3.2.8. S! es un 6;-continuo y consecuentemente un #§-continuo. Ver la Figura

Sin embargo, el reciproco del Teorema [3.2.7] no es verdadero. Verifiquemos esto con un
ejemplo.

Ejemplo 3.2.9. Construyamos un nuevo continuo. Este continuo, consiste de:

1. todos los semicirculos en R? con ordenadas no negativas, con centro en el punto (l O) y

29
que pasan por todos los puntos del conjunto de Cantor.

2. todos los semicirculos en R? con ordenadas no positivas, que tienen, para cada n € N, su
centro en el punto (%, 0) y que pasan por cada punto del conjunto de Cantor sobre el

intervalo [3%, 3,},1 ] .

Este continuo se conoce como continuo de Knaster y lo denotamos con K. Sea K’ la reflexién
de K en R? con respecto al origen (0,0). Sea M = K U K’. Luego, M es un #-continuo. Para
ver que M no es 6;-continuo, consideremos el subcontinuo {(0,0)}. Luego, M\{(0,0)} no es
conexo. Ver la Figura [3.0]

M

N\

Figura 3.6: Continuo de Knaster

En el Teorema [3.2.4] se establecié que una funcién a lo mas mondtona, es una funcién fuer-
temente libremente descomponible. Sin embargo, el reciproco de este teorema no es verdadero.
Pero el Teorema [3.2.10] muestra cémo al pedirle un poco mas al rango de la funcién, en este
caso que sea un 67-continuo, podemos obtener nuevos resultados.

Teorema 3.2.10. Sea f: X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Si f es
fuertemente libremente descomponible y Y es #7-continuo, entonces f es a lo mas monétona.

Demostracion. Supongamos que f : X — Y es fuertemente libremente descomponible y Y es
f7-continuo. Sea () un subcontinuo de Y con interior no vacio. Como Y es #7-continuo, Y'\Q
es conexo y consecuentemente por los Teoremas y Cl(Y'\Q) es conexo y compacto.
Luego, CI(Y\Q) y @ son subcontinuos propios de Y tales que Y = QU CI(Y'\Q). Por hipétesis,
el subconjunto f~1(Q) es conexo y, por lo tanto, f es una funcién a lo més monétona. [ ]

En el Teorema aniadimos la hipotesis de confluencia a una funcién libremente descom-
ponible para obtener una funcién fuertemente libremente descomponible. Recordemos que en el
Ejemplo vimos que en general una funcién libremente descomponible no necesariamente es
fuertemente libremente descomponible.
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Teorema 3.2.11. Sea f: X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Si f es
confluente y libremente descomponible, entonces f es fuertemente libremente descomponible.

Demostracion. Supongamos que f : X — Y es confluente y libremente descomponible. Sean A
y B subcontinuos propios de Y tales que Y = AU B. Como f es libremente descomponible,
existen subcontinuos propios A’ y B’ de X tales que X = A'UB’, f(A') C Ay f(B') C B. De
aqui, A’ C f1(f(A) C fYA) y B' C f~Y(f(B")) C f~YB). Sea C la componente de f~1(A)
que contiene a A’. Veamos que C' = f~!(A). Supongamos que sucede lo contrario, es decir, que
existe otra componente C’ de f~1(A) distinta de C. Si C' C A’, entonces C' = C” lo cual es una
contradiccién. Asi, C' C B’. De donde f(C’) C f(B’) C B. Como f es confluente, f(C’) = A.
Esto implica que A C B. De donde Y = AU B = B, lo cual es una contradicciéon pues B & Y.
Por lo tanto, C' = f~1(A) y, asi, el conjunto f~!(A) es conexo. De manera similar se prueba que
el conjunto f~1(B) es conexo. Asi, hemos probado que la funcién f es fuertemente libremente
descomponible. |

En el Ejemplo [3.2.12] se muestra una funcién que es libremente descomponible, pero no
confluente y, ademas, no es fuertemente libremente descomponible.

Ejemplo 3.2.12. Consideremos la funcién definida en el Ejemplo 2.3:23] En el Ejemplo [3:1.4]
se mostré que esta funcién es libremente descomponible, pero no es fuertemente libremente
descomponible. Notemos, ademads, que no es una funcién confluente. En efecto, consideremos el
subcontinuo @ de Y representado por la doble linea delgada. Las componentes de f~*(Q) son

D1 y D5 las cuales estan representadas por la doble linea gruesa, ver la Figura Notemos que
f(D2) = Q. Sin embargo f(D;) # Q. Por lo tanto, f no es confluente.

Figura 3.7: f(D1) # Q

Teorema 3.2.13. Sea f : X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Si
Y =[0,1] y f es libremente descomponible, entonces f es confluente.

Demostracion. Supongamos que f no es confluente. Asi, existe un subintervalo [a, b] de [0, 1] y

una componente Q de f~!([a,b]) tal que f(Q) # [a,b]. Supongamos, sin pérdida de generalidad,

que 0 #ayb¢ f(Q). Sea {z,}>°, una sucesién creciente en Y'\{0,a} convergente a a. Para

cada n, sean A, y B, subcontinuos propios de X tales que X = A, U B,, f(4,) C [0,z,] ¥
oo

f(By) C [xp,1]. Como B,11 € B,y Q C By, por el Teorema [2.1.9, se sigue que B = ﬂ B,
n—=

1
es un continuo que contiene a Q y f(B) = [a,1]. f~([b,1]) € B\Q. Por el Teorema
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existe un subcontinuo Q' de X tal que @ C Q" C B\f~'([b,1]) y Q # Q. Asi, f(Q') C [a, ],
esto contradice el hecho de que @ es una componente de f~1([a,b]). Ya que como @ es una
componente de f~*([a,b]), @' C f~1([a,b]) y Q C @', entonces Q = Q' |

En los ultimos resultados vistos en este capitulo, observamos que al pedirle alguna otra con-
dicién al dominio o codominio de una funcién, fue posible obtener resultados a los cuales no era
posible llegar sin estas hipdtesis adicionales. Hemos visto también que combinando las funciones
adecuadas, se obtienen interesantes resultados entre las clases de funciones anteriormente revi-
sadas. Algunas otras propiedades como las anteriores se van a presentar con més detalle en el
Capitulo







Capitulo 4

Funciones Libremente Descomponibles en o sobre Tipos
Especiales de Continuos

En este capitulo se estudian a las funciones libremente descomponibles cuyo rango o dominio
es un tipo especial de continuo. Esto con el propésito de obtener algunos otros resultados que
en el Capitulo [3| no fue posible obtener.

4.1. Funciones Libremente Descomponibles con Rango Local-
mente Conexo

En el Capitulo[2] se introdujo el concepto de continuo localmente conexo, sin embargo, hasta
ahora no se ha estudiado el comportamiento de las funciones libremente descomponibles con
rango este tipo especial de continuo. La razén de esto es que, como se ird dando cuenta el lec-
tor, la hipotesis de conexidad local, trae consigo algunos otros resultados los cuales deben ser
tratados con mas cuidado.

Antes de empezar con el estudio de las funciones, se da un resultado importante para la de-
mostracién del Teorema m Este resultado es una modificacién de [15, Teorema 2, pag. 262].
Aqui, lo hemos adaptado a nuestras necesidades.

Teorema 4.1.1. Sean X un continuo localmente conexo y L un subcontinuo propio de X.
Luego, existe una sucesién {Ly}2° ; de subcontinuos de X tal que:

o0
1. L= ﬂ L,.
n=1

2. Paracadan € N, L1 C Ly,.
3. Para cada n € N, int(L,) # 0.
4. El nimero de componentes de X\ L,, no excede al nimero de componentes de X\ L.

Demostracion. De [15, Teorema 2, pdg. 262], existe una sucesién {Hy}2°; de subconjuntos
cerrados y localmente conexos de X tal que:

a) X\L = fj H,.

n=1

53
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b) Para cada n € N, H,, C int(Hy41).
c) Para cada n € N, X\ H,, es conexo y abierto en X.

d) El nimero de componentes de H,, no excede el nimero de componentes de X\ L.

o0

Para cada n € N, sea L,, = Cl(X\H,,). De a), L = m (X\H,). Puesto que L es un subcontinuo,

n=1
se tiene que L # (). Asi, para cada n € N, L,, # (). Luego, por ¢) y los Teoremas v 1.2.20
o

se sigue que, para cada n € N, L,, es un subcontinuo de X. Puesto que L = ﬂ (X\H,), se tiene

n=1

que L C ﬁ Cl(X\H,) = ﬁ L,.
n=1 n=1

Sean € N. Por b), se tiene que, X \int(Hp4+1) € X\ H,. Como X\int(H,+1) = CUUX\Hp+1),

se sigue que Cl(X\Hp+1) € X\H,, esto es, L1 C X\H,. Consecuentemente, ﬂ L, C

n=2
9]

ﬂ(X\Hn) = L. Puesto que ﬁ L, =L N (ﬁ Ln> C ﬁ L, se tiene que ﬁ L, C L.
n=1 n=1 n=2 n=2 n=1

Por lo tanto:

L= ﬁ L. (4.1.1)
n=1

Ahora, por b), para cada n € N, H,, C H, ;1. Asi, X\H,+1 € X\H,, para cada n € N. Luego,
por Teorema [1.1.35] parte 5], C1(X\H,+1) € CI(X\H,), por lo tanto:

Lypy+1 C Ly, para cadan € N. (4.1.2)

Por otra parte, por a), L = ﬂ (X\H,), de donde, X\ H,,+1 # (). Luego, por b), H, C H,,41, asf,

n=1
X\Hp4+1 C X\H,, consecuentemente, X\ H,+1 C CI(X\H,) = L. Asi, por ¢), int(L,) # 0.
Por lo tanto:

int(L,) # 0, para cada n € N. (4.1.3)

Puesto que X\ L,, C H,, se tiene que el nimero de componentes de X\ L, no excede el niimero
de componentes de H,,. Luego, por d), se tiene que X\ L,, no excede el niimero de componentes
de X\L. De (4.1.1)), (4.1.2) y (4.1.3)), se tiene el resultado. [

Con el siguiente teorema, el lector empezard a comprender el por qué darle a los continuos
localmente conexos un trato especial. Recordemos que en el Teorema [3.2.2] se verificé que toda
funcién mondtona es a lo mas mondétona. Pero también sabemos que el reciproco no es verdadero.
Sin embargo, si al espacio de llegada le pedimos que sea localmente conexo, se tiene que toda
funcién a lo mas mondtona es mondtona. A continuacion se da una demostracion formal.

Teorema 4.1.2. Sea f : X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Si Y es
localmente conexo y f es a lo mds mondtona, entonces f es mondtona.
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Demostracion. Supongamos que Y es localmente conexo y que fesalo més monétona. Sea @)

un subcontinuo de Y. Puesto que @ # (0, por el Teorema 9 parte ' FHQ) # 0y, puesto
que Q es cerrado, por el Teoremas [1.1.42] parte 3} Iy Teorema 1 2.20, F71(Q) es compacto. Resta

ver que f~1(Q) es conexo.
Por el Teorema existe una sucesién {Ly}2°; de subcontinuos de Y tal que:

oo (o
n=1

2. Paracadan €N, L,11 C Ly.
3. Para cada n € N, int(L,,) # 0.

Porl y, puesto que f es a lo mas monétona, f~—!(L ) es conexo, para cada n € N. Asf, f~(L,)
es un continuo, para cada n € N. Luego, por [2 ' f (Lpy1) € f7Y(Ly,), para cada n € N. De

manera que, por el Teorema [2.1.9] se tiene que ﬂ ft (Ly) es un subcontinuo de X. Ademsés,
n=1

por(l, f~! ﬂ ! . En consecuencia, f~1(Q) es conexo. Por lo tanto, f es monétona.

Asi, se tiene el resultado |

Recordemos en este momento la definicién de lo que es una funcién fuertemente libremente
descomponible y una funciéon confluente. Basandonos unicamente en esto, no somos capaces de
establecer una relacién entre estas clases de funciones. Pero una vez més nuestros continuos
localmente conexos vienen en nuestra ayuda y, entonces, podemos establecer una relacién entre
estas dos clases de funciones. Veamos de qué se trata.

Teorema 4.1.3. Sea f : X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Si Y
es localmente conexo y f es una funcién fuertemente libremente descomponible, entonces f es
confluente.

Demostracion. Supongamos que Y es localmente conexo, que f es una funcién fuertemente
libremente descomponible y que la funcién f no es confluente. Luego, existen un subcontinuo @)
de Y y una componente C' de f~1(Q) tales que f(C) & @Q, es decir, Q\ f(C) # (). Notemos que
f(C) es un continuo, por los Teoremas y Sea a € Q\f(C). Como Y es localmente
conexo, por el Teorema[2.:2.44] Y es libremente descomponible respecto a puntos y subcontinuos.
De aqui, existen subcontinuos propios Ay BdeY talesqueY = AUB,a € A\By f(C) C B\A.
Definimos A" = AU Q. Notemos que los conjuntos A y ) son conexos tales que a € AN Q. De
aqui que el conjunto A’ = AU Q es conexo. Mas atin, como los conjuntos A y Q) son cerrados,
por el Teorema A’ es compacto. Por lo tanto, A’ y B son subcontinuos propios de Y
tales que Y = A’ U B. Puesto que f es una funcién fuertemente libremente descomponible, se
tiene que el conjunto f~!(A’) es conexo y, como es la imagen inversa de un cerrado dentro de
un compacto, por el Teorema [1.2.20} m f~1(A") es un subconjunto compacto De todo lo anterior,
se tiene que el conjunto f~1(A4’) es un subcontlnuo tal que C C f~1(A") y f~HA) C f~1(A").
Supongamos que existe z € C' N f~1(A). Luego, x € C y x € f~(A), pero recordemos que
C C f~YB\A) = fYB)\f ! (A). Entonces z & f~1(A) y x € f~1(A), lo cual no puede ocurrir.
Por lo tanto, C'N f~1(A) = . Asi, por el Teorema se tiene que existe un subcontinuo C’
tal que C C C' C f~1(AN\f71(A) y C # C’, pero esto contradice el hecho de que C sea una
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componente de f~1(Q). La contradiccién surge de suponer que la funcién f no es confluente,
por lo tanto, f es confluente. |

Antes de continuar, es necesario introducir un nuevo concepto.

Definicién 4.1.4. Sean X un espacio métrico conexo y p € X. Decimos que p es un punto de
separacion o de corte de X si el conjunto X\ {p} no es conexo.

El siguiente lema es un caso particular de [I5, Teorema 1, pag. 260].

Lema 4.1.5. Sean X un continuo localmente conexo y F un subcontinuo de X. Existe una
sucesion {F,,}5° ; de subcontinuos de X tales que:

o0
1. F= ﬂ F,.
n=1

2. Fh41 C F,, para cadan € N.

3. Ninguna componente de X\ F contiene dos componentes distintas de X\ Fj,.

4. X\F, tiene un nimero finito de componentes.

5. El nimero de componentes de X\ F;, no excede el nimero de componentes de X\ F.

En el Ejemplo [2.3.23] se define una funcién la cual se verificé que es libremente descompo-
nible. Ademds, es facil ver que esta funcidon no es mondtona. Sin embargo, se tiene el siguiente
resultado.

Lema 4.1.6. Sean X y Y continuos, donde Y es localmente conexo y f : X — Y una funcién
libremente descomponible. Si 4 € Y y y no es un punto de separacién de Y, entonces f~!(y) es
conexo.

Demostracion. Sea y € Y tal que y no es un punto de separacién de Y. Notemos que {y} es un
subcontinuo en Y. Luego, por el Lema existe una sucesién {F,}>°; de subcontinuos de Y’
tal que:

L {y} =) Fan
n=1

2. Fpy1 C F,, paracadan € N.
3. Para cada n € N, int(F},) # 0.
4. El nimero de componentes de Y\ F}, no excede el nimero de componentes de Y \{y}.

Como y no es un punto de separaciéon de Y, Y\{y} es conexo. Asi, por [4] para cada n € N,
Y\ F}, es conexo. Luego, por el Teorema el conjunto B, = CI(Y'\F},) es conexo, para cada
n € N. Por lo tanto, B,, es un subcontinuo de Y, para cada n € N.

Ahora, puesto que Y es conexo, CI(F,,) NCI(Y\F,) = F, NCI(Y\F,) = F,N B, # 0, para
cadan € N. Asi, existe una sucesién de subcontinuos propios F,, y B, de Y tales que Y = F,,UB,,,
y € Fpo1 CEN\B,y{y} = ﬂ{Fn :n € N}. Como f es una funcién libremente descomponible,

existe una sucesién de subcontinuos propios F, y Bl de X tales que X = F/UB,,, f(F.) C F, y
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f(B) C B,,. Veamos qué relacién existe entre estos nuevos subcontinuos. Supongamos que existe
z € F} ., tal que z ¢ F, . Por un lado, se tiene que f(z) € F,,\ B, y, por otro, tenemos que z € By,
lo cual implica que f(z) € B,,. Pero esto es absurdo, pues llegamos a que f(z) € B,y f(z) ¢ B,.
Por lo tanto F),,; C F, para cada n € N. Veamos quef~!(y) = r){F;Z :n € N}. Sea z € f~1(y).
Entonces f(z) = y. Supongamos que z ¢ F] para algin n € N, luego z € B],. De aqui que f(z) =
y € f(B],) C By; pero y = f(z) € F,\By, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, z € F),,
para cada n € N. De aqui que, f~(y) C m{F,; :n € N}. Sea z € ﬂ{F,’L :n € N} De aqui que,

z € F] para cada n € N. Por lo que f(z) € F,, para cada n € N. Ya que {y} = ﬂ{Fn :n € N},
se sigue que f(z) = y. Entonces, z € f~!(y). Asi ﬂ{F,'L :n € N} C f71(y). Hemos probado
que f~H(y) = ﬂ{FT’L :n € N}, esto es, f~1(y) es la interseccién de una sucesién decreciente de

subcontinuos. Por el Teorema f~1(y) es un subcontinuo y, consecuentemente, f~!(y) es
CONEeXo. ]

Teorema 4.1.7. Sea f : X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos tal que
Y es localmente conexo y no contiene puntos de separacién. Si f es libremente descomponible,
entonces f es mondtona.

Demostracidn. Es una consecuencia inmediata del Lema [.1.6] [ |

Retomando la Definicién [2.2.29] vamos a definir dos conjuntos importantes que son necesarios
para posteriormente mostrar un par de resultados.

Definicién 4.1.8. Sea X un continuo. Se definen los siguientes conjuntos:

K(z) = {y € X : X no es aposindético en x respecto ay},
L(z) = {y € X : X no es aposindético enyrespecto ax}.

Teorema 4.1.9. Sea f : X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Si
Y es semilocalmente conexo y f es libremente descomponible, entonces f(K(x)) = {f(x)} v
f(L(x)) = {f(z)}, para cada = € X.

Demostracion. Supongamos que f es libremente descomponible y Y semilocalmente conexo.
Sea z € X. Supongamos que existe y € K(x) tal que f(y) # f(z). Como Y es semilocalmente
conexo, por el Teorema [2.2.33] se sigue que Y es libremente descomponible, de donde existen
subcontinuos propios Ay B de Y tales que Y = AU B, f(x) € A\By f(y) € B\A. Como f es
libremente descomponible, existen subcontinuos propios A’ y B’ de X tales que X = A’ U B/,
f(A)y C Ay f(B') C B. Es claro que z € A’ o x € B’. Supongamos que x € B’. Entonces
f(z) € B, lo cual no puede suceder. Por lo tanto, x € A’\B’. Notemos que el subconjunto
A'\B' C A’ es abierto en X, consecuentemente, z € A"\B’ C int(A") C A’ C X\{y} v, de acuerdo
a la definicién de aposindésis en un punto respecto a otro, hemos llegado a la conclusiéon de que X
es aposindético en x con respecto a y. De donde y ¢ K (x). Esto nos lleva a una contradiccién. Por
lo tanto, f(K(x)) = {f(z)}. Si ahora tomamos un punto y € L(z) y suponemos que f(y) # f(z),
obtenemos que y € B'\A’ C int(A") C A’ C X\{z}. Asi, X es aposindético en y con respecto a
x. Como en el caso anterior, se llega una contradiccién. Por lo tanto, f(L(x)) = {f(z)}. |

Corolario 4.1.10. Sean X un continuo con la propiedadad de que para cada par de puntos x y
yen X, se cumple K(z) N K(y) # 0 o L(z) N L(y) # 0 y Y un continuo semilocalmente conexo.
Entonces cada funcién f : X — Y libremente descomponible es constante.
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Demostracion. Sean f : X — Y una funcién libremente descomponible y 1 y 22 € X. Por el
Teorema se cumple para cada uno de estos puntos que f(K(z1)) = {f(z1)}, f(L(z1)) =
{Fanh [ () = {f)} v F(L@2) = {f(z2)}. Si K(z1) 0 K(2) £ 0, entonces existe
2€ K(o1) y » € K(z3). De aqui, f(2) € f(K(m1)) = {f(z0)} ¥ £(2) € F(K(2)) = {f(z2)}.
Por lo tanto, f(z1) = f(2) = f(x2). Si L(z1) N L(z2) # 0, entonces existe z € L(x1) N L(x2).
Ast f(z) € f(L(z1)) = {f(z1)} y f(2) € f(L(z2)) = {f(22)}. Porlo tanto f(z1) = f(2) = f(z2).

Como 1 y x2 fueron elegidos arbitrariamente, se tiene que f es una funcién constante. |

4.2. Funciones Libremente Descomponibles con Dominio Uni-
coherente

En el Capitulo [2] se dieron a conocer algunas clases de continuos, sin embargo la clase de
los continuos unicoherentes no se introdujo antes pues como pasa con los continuos localmen-
te conexos, los resultados que se obtienen al tener como dominio de una funcién libremente
descomponible un continuo unicoherente, merecen ser tratados con mucho mas detenimiento.

Definicién 4.2.1. Sea X un continuo. Se dice que X es unicoherente si para cada par de
subcontinuos propios A y B de X tales que X = AU B, el conjunto A N B es conexo.

Ejemplo 4.2.2. En R, con la métrica usual, cualquier intervalo es unicoherent. Ver la Figura

4.1l

Figura 4.1: Intervalo

Ejemplo 4.2.3. El circulo es un continuo que no es unicoherente. En efecto, en la Figura [4.2
la doble linea representa al continuo A y B es el complemento de A, unién el conjunto {p,q}.
Es claro que A y B son subcontinuos propios de X tales que X = AUBy AN B = {p,q} no es
un conjunto conexo.

A

Figura 4.2: Circulo

Ejemplo 4.2.4. Cualquier continuo que tenga la forma de la Figura [4.3]no es unicoherente.
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Figura 4.3: Continuo no unicoherente

Definicién 4.2.5. Sea X un continuo. Se dice que X es hereditariamente unicoherente si cada
subcontinuo de X es unicoherente.

Ejemplo 4.2.6. Cualquier intervalo es hereditariamente unicoherente.
Ejemplo 4.2.7. El abanico arménico es hereditariamente unicoherente. Ver la Figura 2.9

Una propiedad importante de la unicoherencia es que se preserva bajo funciones fuertemente
libremente descomponible.

Teorema 4.2.8. Sea f : X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Si f es
fuertemente libremente descomponible y X es unicoherente, entonces Y es unicoherente.

Demostracion. Supongamos que X es unicoherente y f es fuertemente libremente descompo-
nible. Sean A y B subcontinuos propios de Y tales que Y = A U B. Como f es fuertemente
libremente descomponible, los conjuntos f~(A) y f~1(B) son conexos y, por el Teorema
son conjuntos compactos. De aqui, f~'(A) y f~!(B) son subcontinuos propios de X tales que
X =fYY)=f1AUB) = f~1(A) U f~1(B). Por lo tanto, f 1 (A)Nf~1(B) = f~Y(ANDB) es
un subconjunto conexo. Ademds, por el Teorema la imagen continua de un conexo es un
subconjunto conexo, més atin, como f es suprayectiva f(f~'(ANB)) = AN B es un subconjunto
conexo. |

Sin embargo, la unicoherencia no se preserva bajo funciones libremente descomponible. Vea-
mos esto con un ejemplo.

Ejemplo 4.2.9. Sean X el cono [16] sobre el conjunto compacto
{x e[-L,1]:z=1z=—-lox= :l:% para algin nimero naturaln} ,
n

Y =X/{-1,1} y f : X = Y la funcién cociente. Se cumple que f es una funcién libremente
descomponibles, X un continuo unicoherente, sin embargo, ¥ no es unicoherente [11].

El siguiente teorema es una consecuencia inmediata de la Definicién [£.2.5

Teorema 4.2.10. Sea f : X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Si X
es hereditariamente unicoherente y f es una funcién mondtona, entonces Y es hereditariamente
unicoherente.
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Demostracion. Supongamos que X es hereditariamente unicoherente y que f es mondtona. Sean
@ un subcontinuo de Y y A y B subcontinuos propios de @ tales que Q = A U B. Puesto que
f es una funcién mondétona, por el Teorema se tiene que f~!(Q) es un conjunto conexo.
Ademds, como f~1(Q) es cerrado, en virtud del Teorema es un conjunto compacto. De
aqui, f71(Q) es un subcontinuo en X. Del mismo modo se tiene que los conjuntos f~!(A) y
f~1(B) son subcontinuos de f~1(Q). Asi, f~1(A) y f~1(B) son subcontinuos propios de f~(Q)
tales que f~1(Q) = f~1(A) U f~1(B). Como X es hereditariamente unicoherente, el conjunto
f~YA) N f~1(B) es conexo, consecuentemente, f (A N B) es conexo. Por el Teorema y
puesto que f es sobreyectiva, el conjunto A N B es conexo. Por lo tanto, Y es hereditariamente
unicoherente. |

Definicién 4.2.11. Sea X un continuo. Se dice que X es una dendrita si es localmente conexo
v hereditariamente unicoherente.

Ejemplo 4.2.12. Los continuos definidos en el Ejemplo[2.2.12]y el Ejemplo [2.2.26]son dendritas.

A continuacién introducimos un resultado, que nos sera de mucha ayuda para la demostracion
del Teorema [4.2.14] Su prueba se puede consultar en [15, Teorema 11, pag. 233].

Teorema 4.2.13. Sean X un continuo localmente conexo, F' un subconjunto cerrado y local-
mente conexo de X y C una componente de X\ F'. Se sigue que, los conjuntos X\C'y C'U F' son
localmente conexos.

Recordemos que en el Teorema[f.1.7, ademds de que se le pedfa conexidad local al rango de la
funcidn, se le pedia también que éste no tuviera puntos de separacién. Bueno, pues seguramente
les resultara interesante saber que podemos reemplazar esta segunda propiedad del rango por la
propiedad de unicoherencia del dominio de la funcién.

Teorema 4.2.14. Sea f : X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Si X es
unicoherente, Y es localmente conexo y f es libremente descomponible, entonces f es mondtona.

Demostracion. Sea y € Y. Puesto que queremos verificar que f es una funcién monétona, hay
que probar que f~!(y) es conexo.
Se tienen dos casos:

1. Supongamos que y no es un punto de separaciéon. En este caso, por el Lema )
es Conexo.

2. Supongamos que y es un punto de separacion, esto es, Y\{y} es disconexo.
Notemos que {y} es un subcontinuo de Y. Asi, por el Lema existe una sucesion {F,}2°
de subcontinuos de Y tal que:

a) {y} = ) Fu.
n=1

b) Fn+1 c Fn
c) Y\F, tiene un ndmero finito de componentes.

Luego,

Y\{y} = Y\ (ﬂ F) — [J(M\F).
n=1

n=1
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Por ¢), U (Y'\F},) tiene una cantidad a lo mas numerable de componentes, digamos que:

n=1

Urnr)=Je=e.u|l U @

n=1 i=1 1eN\{n}

Ahora, por el Teorema [2.1.8, se tiene que los conjuntos @, U {y} v U Q; | U{y} son
ieN\{n}

continuos, para cada n € N. Mas aun, por el Teorema estos continuos son localmente
conexos. Para cada n € N, sea g, : Y — @, U {y} la funcién definida por:

x, si T € Qy,
gn(z) =
Yy, si x€Y\Qn.

Veamos que g, es una funcién monétona, para cada n € N. Sean n € Ny w € @, U {y}.
i) Para el caso en el que w € Q,, se tiene que g, }(w) = {w}. Asi, g, *(w) es conexo.

ii) Supongamos que w = y. Para este caso, hay que observar que:

= <U QZ) U {y}. (4.2.1)

i=1

le~> U (¢Ej+1Qi> U {y}
= <U U{y}> ( [j QiU{y}>

=1 i=n-+1

Asi,

9 () =Y\Qn = <

_

- U a|vw (12
1€N\{n}

De aqui que g, *(y) es conexo. De i) y ii), se tiene que g, es monétona.

Notemos ahora que y no es un punto de separacién de @, U{y} y, puesto que g,, es monétona,
por los Teorema [3.1.3]y la funcién g, es libremente descomponible. Luego, por el Teorema
gnof es una funcién libremente descomponible. Se sigue del Teoremaque g ()
es conexo, para cada n € N. Veamos que f~!(y) = N{f (g, (v))}. En efecto, sea z € f~1(y).
Luego, f(z) = y. Sea n € N. Consideremos la respectiva gy, asi, gn(f( ) = gn(y) =y, de
aqui que gn(f( )) = v, es decir, f(z) € g;'(y). Finalmente, = € f~!(g,'(y)). Por lo tanto,

T € ﬂ =t . Por lo tanto:

) (O M on )} (4.2.3)
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Inversamente, sea x € ﬂ g (). Luego, = € £~ (g, (y)), para cadan € N. De aqui f(z) €

n=1

g, 1(y), para cada n € N. Por , existe m € N\{n} tal que f(z) € Qm o f(z) = y. Si
(x) =y, entonces x € f~(y), y terminamos. Si f(z) € Q.n, entonces g,,(f(x)) = f(x) asf,

gm(f(2)) = F(2) ¥ gm(f(x)) = y. De aquf que y = f(x). Esto es, z € f~1(y). Por lo tanto:
e )y S M ). (4.2.4)
De y (4.2.4), se tiene que:
= (W g )} (4.2.5)

Definamos los siguientes conjuntos Hy = Y97 (y), Hx = f~'(92)"'(y) N Hy e, inductiva-
mente, deflnamos H, = g, (v)) N Hp_1. Notemos que, para cadan € N, H,4q1 € H, y

ﬂ H,.
Por otra parte, es claro que H, U Hn+1 C X, para cada n € N. Ahora, sea ¢ € X, si
f(x) =y, entonces x € f~1(y). Asi, por , x € Hy,UHy41.Si f(x) € Y\{y}, entonces, por

4.2.1)), existe ng € N tal que f(z) € Qn, C U Qi |, para n # ng. Luego, f(z) € g, (y).

ieN\{n}

e aqui que x € H, C H, U H,.1. Por lo tanto, X = H, U Hyy1. Como X es unicoherente,
oo

H, N H, 1 = H, es conexo, para cada n € N. Asi, por el Teorema [2.1.9 ﬂ H, = f"'(y) es un

subcontinuo de X, consecuentemente f~!(y) es conexo. |

Corolario 4.2.15. Sea f : X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Si X
es unicoherente, f es libremente descomponible y Y es una dendrita, entonces f es mondtona.

Demostracién. Es una consecuencia inmediata del Teorema [£.2.141 |

Finalmente y para terminar con esta seccion, recordemos que en el Teorema [3.2.10, vimos
que una funcién fuertemente libremente descomponible con rango un 67-continuo es a lo mas
mondétona. Resulta interesante comparar ese resultado con el Teorema [£.2.16, pues ahora pode-
mos tomar como rango de la funcién cualquier continuo y como dominio un continuo unicoherente
y entonces obtener resultados semejantes.

Teorema 4.2.16. Sea f: X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Si f es
fuertemente libremente descomponible y X es unicoherente, entonces f es a lo mas mondtona.

Demostracion. Supongamos que f es fuertemente libremente descomponible y que X es uni-
coherente. Sea  un subcontinuo de Y con interior no vacio. Veremos que el conjunto f~(Q) es
conexo. Si Y\ es un subconjunto conexo, entonces por el Teorema el conjunto CI(Y\Q@)
es también conexo. Ademads, como CI(Y'\Q) es un subconjunto cerrado dentro de un compacto,
por el Teorema Cl(Y\Q) es un conjunto compacto. Ya que int(Q) # 0, se sigue que
Cl(Y\Q) es un subcontinuo propio de Y tal que Y = Q U CI(Y\Q). Por hipétesis, la fun-
cién f es fuertemente libremente descomponible, asi, el conjunto f~1(Q) es conexo. Si Y\@ no
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es conexo, entonces existen dos subconjuntos abiertos, disjuntos y no vacios E y F' tales que
Y\Q = EUF. Por el Teorema los conjuntos Q U E y Q U F son subcontinuos de Y tales
que Y = (QUE)U(QU F). Notemos también que (QUE)N(QUF) =Q # 0. Ademds, QUE
y Q U F son subcontinuos propios de Y tales que Y = (Q U E) U (Q U F)). Por hipétesis los
conjuntos fH(QUE)y f~1{(QUF) son conexos. Como X = f~1(Y) = fH{QUE)Uf 1 (QUF)
vy FFAUQUE)N fFHQUF) = f~1(Q) y la hipétesis de unicoherencia de X, se tiene que el
conjunto f~1(Q) es conexo. Por lo tanto, f es a lo mas monétona. [ |

4.3. Funciones Libremente Descomponibles con Dominio Irre-
ducible

Nuestro tltimo tipo especial de continuos, son los continuos irreducibles. Como se hizo en las
dos secciones anteriores, damos su definicién, algunos ejemplos y estudiamos las propiedades de
las funciones libremente descomponibles con dominio irreducible. Desafortunadamente, con los
continuos irreducibles, no fue posible obtener muchos resultados, o al menos no como sucedié en
las dos secciones anteriores de este capitulo.

Definicién 4.3.1. Sean X un continuoy a'y b € X. Se dice que X es irreducible entre a y b si
ningtn subcontinuo propio de X contiene a {a, b}.

Definicién 4.3.2. Sea X un continuo. Se dice que X es irreducible si existen dos puntos a y b
de X tales que X es irreducible entre a y b.

Ejemplo 4.3.3. El continuo [0, 1] es irreducible entre los puntos 0 y 1.
Ejemplo 4.3.4. La curva sinoidal del topdlogo es irreducible, basta considerar un punto en

{0} x [-1,1] y el punto (27, 1) [18]. Ver la Figura [1.4]

(2m,1)

Figura 4.4: Continuo irreducible entre los puntos p y (27,1)

Lo primero que haremos con este tipo especial de continuo, es ampliar un poco mas nuestro
diagrama de la Figura Para con esto empezar a justificar el por qué de tratar a esta clase
de continuos como una clase especial.

Definicién 4.3.5. Sea f : X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Se dice
que f es pseudoconfluente si para cada subcontinuo irreducible B de Y, existe una componente
C de f~Y(B) tal que f(C) = B.
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Teorema 4.3.6. Sea f: X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Si f es
una funcién débilmente confluente, entonces f es pseudoconfluente.

Demostracion. Sea B un subcontinuo irreducible de Y. Por hipdtesis, existe una componente C
de f~1(B) tal que f(C) = B. Por lo tanto, f es pseudoconfluente. [ |

Tal como se hizo con las clases de funciones revisadas en el Capitulo 2, a continuacién, se
verifica con un ejemplo, que el reciproco del Teorema no es verdadero.

Ejemplo 4.3.7. Sean (z,y) un punto en el plano euclidiano R? y
T={0,9) eR*:0<y<1}U{(z,0) eR?*: -1 <2 < 1}.

Definamos a la funcién f : [0,1] — T como sigue:

(=3t—4%,0), para ogtgé,
(6t—2,0), para + <t < 2,
F(t) = (0,6t —2), para ggtgg,
(0, —6t + 4), para ¢ <t<g,
(6t — 4,0), para ¢ <t <2
(-12t+11,0), para 5 <t<I,

La funcién f es pseudoconfluente, pero no es débilmente confluente [I7]. En la Figura se
muestra la grafica de la funcidn.

[ak=)
06
04

02

05

Figura 4.5: Gréfica de f

Sin necesidad de enunciar un teorema, podemos establecer que una funcién confluente, es
débilmente confluente y pseudoconfluente, y que una funciéon semiconfluente es pseudoconfluente.

Ahora podemos ampliar el diagrama de la Figura agregando a éste, las funciones
pseudoconfluentes que acabamos de revisar. Aunque seguramente ya se imaginaron la estructura
que tiene nuestro nuevo diagrama, en la Figura hemos decidido presentarlo.
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Ligera <—— Simple

Semiabierta

Casi Interior

OM

Figura 4.6: Funciones pseudoconfluentes y su relacién con otras funciones

Homeomorfismo Monétona
Abierta
MO Casi Monétona
Confluente Débilmente Mondétona
Semiconfluente Empalmante
Débilmente Confluente Atriédica

Pseudoconfluente

A lo més Monétona ——— FLD

Funcién H Ejemplo
Abierta 2.3.5|

A lo méas mondétona 2.3.27
Atriédica 2.3.25
Casi interior 2.3.8
Casi monétona (Confluente) 2.3.3
Débilmente confluente 2.3.20
Débilmente mondtona P35
Empalmante 2.3.23
Fuertemente libremente descomponible || [2.3.27]

Homeomorfismo
Libremente descomponible
Ligera

Monétona,

MO

oM

Pseudoconfluente
Semiabierta
Semiconfluente

Simple

Figura 4.7: Ejemplos de funciones

|

LD
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En la tabla de la Figura 4.7, se enlistan todas las clases de funciones entre continuos que
hemos revisado y para cada una de ellas hacemos referencia a un ejemplo de dicha funcién. Esto
con el propdsito de reforzar la informaciéon en cuanto a funciones entre continuos se refiere.

Ahora empezaremos a estudiar las funciones libremente descomponibles con dominio irre-
ducible. Vamos a comenzar dando un resultado importante sobre la relaciéon de los continuos
indescomponibles y los continuos irreducibles. La prueba de este resultado no la hemos incluido
en esta tesis, pues queda fuera de nuestros objetivos. Una demostracién se encuentra en [20),
Corolario 11.15.1].

Teorema 4.3.8. Todo continuo indescomponible es irreducible.

Sin mucha dificultad, se verifica que la indescomponibilidad es invariante bajo funciones
libremente descomponibles.

Teorema 4.3.9. Sean X y Y continuos y f : X — Y una funcién libremente descomponible.
Si X es indescomponible, entonces Y es indescomponible.

Demostracion. Supongamos que Y es descomponible. Luego, existen dos subcontinuos propios
Ay BdeY talesque Y = AUB. Como f es libremente descomponible, existen dos subcontinuos
propios A’ y B’ de X tales que X = A/ UB’, f(A") C Ay f(B') C B. Esto implica que X es
descomponible. |

Teorema 4.3.10. Sean X y Y continuos y f : X — Y una funcién continua y suprayectiva. Si
Y es indescomponible, entonces f es fuertemente libremente descomponible.

Demostracion. Supongamos que f no es fuertemente libremente descomponible. Luego, existen
dos subcontinuos propios Ay B de Y tales que Y = AUBy f~!(A) o f~!(B) no es un conjunto
conexo. Por lo tanto, Y es descomponible. |

La prueba del siguiente resultado se puede consultar en [20], pag. 206].

Teorema 4.3.11 (El teorema de Kuratowski). Sean X un continuo. Luego, X es irreducible si
y s6lo si existe p € X tal que X no es la unién de dos subcontinuos propios que contienen a p.

Ahora veremos que la irreducibilidad se preserva bajo funciones fuertemente libremente des-
componible.

Teorema 4.3.12. Sea f: X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Si X es
irreducible y f es fuertemente libremente descomponible, entonces Y es irreducible.

Demostracion. Supongamos que X es irreducible y f es fuertemente libremente descomponible.
Sean a y b puntos de X tales que ningun subcontinuo propio de X contiene a estos puntos.
También supongamos que Y no es irreducible entre f(a) y cualquier otro punto. Por el Teorema
existen subcontinuos propios Ay B de Y talesque Y = AUB y f(a) € AN B. De aqui,
f~YA) y f~Y(B) son subcontinuos propios de X tales que X = f~1(Y) = f~L{(A) U f1(B)y
a€ f~YA) N f~Y(B). Supongamos que b € f~1(B). Por lo tanto, f~1(B) es un subcontinuo de
X tal que contiene a a y b, lo cual contradice la irreducibilidad de X. Asi, Y es irreducible. W

En [3, Ejemplo 3.1] se presenta una funcién fuertemente libremente descomponible entre
continuos irreducibles tal que el codominio no es irreducible entre las imégenes de los puntos
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de irreducibilidad del dominio. Con esto se muestra que, a pesar de que la irreducibilidad se
preserva bajo funciones fuertemente libremente descomponibles, los puntos de irreducibilidad no
son preservados por dichas funciones.

A continuacion, se da una definicién y un teorema, que nos serviran mas adelante. Puesto
que tienen que ver con los continuos irreducibles, hemos decidido introducirlos en esta seccién.

Definicién 4.3.13. Sean X un continuo y A y B dos subconjuntos compactos no vacios de X.
Se dice que un subcontinuo C' de X es irreducible entre A y Bsi CNA# (), CNB # () y ningin
subcontinuo propio de C intersecta tanto a A como a B.

La demostracion del siguiente resultado puede consultarse en [20, pag. 212].

Teorema 4.3.14. Sea X un continuo. Si A y B son subconjuntos compactos no vacios de X,
entonces existe un subcontinuo C' de X tal que C es irreducible entre A y B.







Capitulo 5

Algunas Clasificaciones de Continuos

5.1. Clasificacion de Continuos en Términos de Funciones Li-
bremente Descomponibles

El propésito de este capitulo, es caracterizar algunos continuos en términos de las funciones li-
bremente descomponibles. Comenzamos con un teorema que caracteriza los continuos localmente
conexos y semilocalmente conexos en términos de las funciones libremente descomponibles.

Definicién 5.1.1. Sea & una familia de funciones de un continuo X en una clase arbitraria de
continuos. Se dice que la familia & separa puntos si para cada par de puntos distintos a y b en
X, existe f € S tal que f(a) # f(b). Se dice que la familia & separa puntos de subcontinuos si
para cada subcontinuo C' de X y cada punto a € X\C existe f € S tal que f(a) € f(C).

Teorema 5.1.2. Sea & una familia de funciones libremente descomponibles definidas en un
continuo X.

1. Si & separa puntos e Im(f) es semilocalmente conexo para cada f € S, entonces X es
semilocalmente conexo.

Cx

2. Si & separa puntos de subcontinuos e I'm(f) es localmente conexo para cada f € S,

entonces X es localmente conexo.

Demostracion. 1. Sean a y b puntos de X tales que a # b. Ya que & separa puntos, existe f € <&
tal que f(a) # f(b). Dado que Im(f) es un conjunto semilocalmente conexo, por el Teorema
se sigue que I'm(f) es libremente descomponible. De aqui que existen subcontinuos propios
Ay B de Im(f) tales que Im(f) = AUB, f(a) € A\By f(b) € B\A. Como f es una funcién
libremente descomponible, existen subcontinuos propios A’ y B’ de X tales que X = A’ U B/,
f(A)C Ay f(B') C B.Asi,a € A/\B'yb e B"\A'. Por lo tanto X, es libremente descomponible
y, por el Teorema X es semilocalmente conexo.

2. En virtud del Teorema[2.2.44] basta ver que X es libremente descomponible respecto a puntos
y subcontinuos.

Sean C' un subcontinuo de X y a € X\C'. Ya que < separa puntos de subcontinuos, existe f € &
tal que f(a) € f(C'). Notemos que f(C) es un subcontinuo de Im(f) tal que f(a) € Im(f)\f(C).
Como Im(f) es localmente conexo, por el Teorema Im(f) es libremente descomponible
respecto a puntos y subcontinuos. De aqui, existen subcontinuos propios A y B de I'm(f) tales
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que Im(f) =AUB, f(a) € A\By f(C) C B\A. Como f es libremente descomponible, existen
subcontinuos propios A’ y B’ de X tales que X = AU B’, f(A') C Ay f(B') C B. Por lo
tanto, a € A'\B" y C C B'\A'. Luego, X es libremente descomponible respecto a puntos y
subcontinuos. |

Teorema 5.1.3. Sea f: X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Si X es
irreducible, Y es localmente conexo y no degenerado y f es una funcion libremente descompo-
nible, entonces Y es un arco y f es mondtona.

Demostracion. Supongamos que X es irreducible de a a b. Comenzaremos demostrando que Y
es un arco con puntos finales f(a) y f(b). Supongamos que Y no es irreducible entre f(a)y f(b).
Luego, por el Teorema[1.3.14] existe C' subcontinuo propio de Y que contiene a f(a) y f(b). Sea
p € Y\C, por el Teorema existen subcontinuos propios Ay B de Y tales que Y = AU B,
p€ A\By C C B\A. Ya que f es libremente descomponible, existen subcontinuos propios A" y
B’ de X tales que X = A/UB', f(A) C Ay f(B') C B. Asi, a y b estén en B’ esto es, X no
es irreducible entre a y b, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, Y es irreducible entre f(a)
y f(b). Puesto que Y es localmente conexo, por [20, 8.23], existe un arco A en Y con puntos
finales f(a) y f(b), pero acabamos de probar que Y es irreducible entre f(a)y f(b). Asi, A=Y.
Por lo tanto, Y es un arco.

Supongamos que el arco Y tiene puntos finales f(a) y f(b). Por el Teorema f es
confluente. Asi, por el Teorema se sigue que f es una funcion fuertemente libremente
descomponible. Més atin, f~(f(a)) y f~1(f(b)) son conexos por el Lema Si f no es
mondtona, existe t € Y tal que t # f(a), t # f(b) y f~1(¢) no es conexo. Sean ) una componente
de f~1(t), @1 un subcontinuo de f~!([f(a),t]) que contiene propiamente a Q pero no contiene a
f~1(t) y Q2 un subcontinuo de f~!([t, f(b)]) el cual contiene propiamente a () pero no contiene
a f71(t). Entonces f(Q1 U Q2) = [t1,t2] donde t; < t < to. Asi, f~1([f(a),t1]) U Q1 UQU
f~([t2, f(b)]) es un subcontinuo de X el cual contiene a a y b, pero no contiene a f~!(¢). Esto
contradice el hecho de que X es irreducible entre a y b. Consecuentemente, f es monétona. Asi,
se tiene el resultado. |

En [§] se hace una recopilacién de todas las caracterizaciones de dendritas conocidas en ese
tiempo. En el Teorema se da una caracterizacién méas de las dendritas con ayuda de las
funciones libremente descomponibles.

Teorema 5.1.4. Sea f: X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Si X es
hereditariamente unicoherente, Y localmente conexo y f una funcién libremente descomponible,
entonces f es mondtona. Consecuentemente, Y es una dendrita.

Demostracion. Supongamos que f : X — Y es libremente descomponible, X es hereditariamente
unicoherente y Y localmente conexo. Vamos a verificar que f es mondtona. Supongamos que
existe y € Y tal que f~!(y) no es conexo. Sean Q1 y Qs distintas componentes de f~!(y).
Por el Teorema existe un subcontinuo C de X tal que C es irreducible entre 1 v Qa.
Notemos que C ¢ f~1(y). Sea x1 € C\f1(y). Luego f(z1) # y. Por el Teorema [2.2.9) Y es
semilocalmente conexo y por el Teorema Y es libremente descomponible. Luego, existen
subcontinuos propios A y B de Y tales que Y = AUB, y € A\By f(z1) € B\A. Como f
es una funcién libremente descomponible, existen subcontinuos propios A’ y B’ de X tales que
X=AUB, f(A)CAy f(B)CB.
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Notemos que Q1 UQ2 C A’. En efecto, de lo contrario existirfa z € (Q1UQ2)\A’. De aqui que
z € B'. Luego, f(z) € f(B') C By f(z) =y € A\B, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
(Q1 UQ2) C A'. Ademds, como C' es irreducible entre Q1 y Q2, se tiene que M = C U A’ es
un continuo. Ahora, puesto que X es hereditariamente unicoherente, M es unicoherente. Por lo
tanto, K = C'N A’ es un subcontinuo. Por otra parte, veamos que z; ¢ A’. Supongamos que
x1 € A Ast f(x1) € f(A). Llegamos a que f(x1) € Ay f(x1) € A, lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto, x1 ¢ A'. Asi, 21 € CN A, esto es, K = C N A’ es un subcontinuo propio de C
tal que KNQ1 #0y KNQs # 0, pues Q1 U Qo C A’. Esto contradice el hecho de que C' es
irreducible entre )1 vy Q2. Esta contradiccion surge de suponer que f no es monoétona. Por lo
tanto, f debe ser una funcién mondétona. Por otro lado, por el Teorema [4.2.10| se tiene que Y es
una dendrita. [ ]

5.2. Limites Inversos con Funciones de Ligadura Libremente
Descomponibles

Antes de empezar a hablar de limites inversos, damos la definicién de producto cartesiano,
asi como propiedades importantes que cumple este espacio.

Definicién 5.2.1. Sea {X,,}°°; una sucesién de conjuntos no vacios. Definimos y denotamos
su producto cartesiano como el conjunto:

o
H Xn ={(zn)pey : Ty, € X, ,para cadan € N}.

Para cada m € N, consideremos la funcién:

1L, : f[an%Xm

definida por, I, ((2,)52 ) = Tm. Esta funcion es llamada la m — ésima funcion proyeccion.

Lo que a continuaciéon se hace, es definir una funcién que induzca una métrica para el
producto cartesiano, verificar que en efecto esta funcién es una métrica, para que finalmente
podamos hablar de este nuevo espacio como un espacio métrico.

Observacién 5.2.2. Sea (X, d’) un espacio métrico. Luego, existe una métrica d, la cual genera
el mismo espacio métrico que d’, con la propiedad de que d(x,z’) < 1, para cada par de puntos
zy 2’ de X. Esta métrica es llamada métrica acotada. [10]

Definicién 5.2.3. Sea {(X,,,d,)}52 una sucesién de espacios métricos, con métricas acotadas.
Definimos una métrica p, para su producto cartesiano como sigue:

P, (Eh)3n) = 3 ot ).

n=1

Observacion 5.2.4. Puesto que las métricas, d,,, en la definicién son acotadas, p estd bien
definida.
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Ya se ha definido una funcién la cual se asegura es una métrica para el espacio producto, sin
embargo, en el siguiente teorema, se da una desmostraciéon formal de esta afirmacion.

Lema 5.2.5. Sea {(X,,,d, una sucesién de espacios métricos con métricas acotadas. Luego,
) n 1
p es una métrica y, para cada m € N, II,, es una funcién continua.

Demostracién. Primero vamos a verificar que p es una métrica. Sean (z5,)02 1, (Yn)o2q v (20)5%;

o
puntos en H Xn-

n=1
=1
Lo p((xn)i2q, (Yn)2y) = Z 2—ndn(:cn,yn). Puesto que d,, es una métrica, para cada n € N,
Oon:l
] 1 . . .

dn(Tn,yn) > 0. Asi, Z ﬁdn(xnayn) > 0, es decir, p((2n)521: (Yn)nzr) = 0.

n=1
Ahora,
si (xn)02) = (yn)22 1 entonces , = y,, para cadan € N. De aqui que d,(zn,y,) = 0.
Consecuentemente, Z dp (T, yn) = p((Tn) oy, (Yn)neq) = 0.

n= 1 ~ .

Inversamente, si p((25)02 1, (Yn)o2q) = Z Q—ndn(xn, yn) = 0, entonces d,, (xn, yn) = 0, para
n=1
cada n € N. Como d,, es una métrica, x,, = yp, para cadan € N. Asi, (2,)02; = (yn)22;.

oo o0
1 1
2 p(@n)2as (Wn)7e) = D 5 n(@ns ) = 3 5 n(ns o) = ()72, (@n)7l):
n=1 n=1

3. Como d,, es una métrica, para cada n € N, dy,(n, 2n) < dn(Tn, Yn) + dn(Yn, 2n). Més atin,
puesto que dyp,(Ty, 2n), dn(Tn, Yn), dn(Yn, 2n) > 0, para cada n € N,

1 1

1 1
27dn($n7 Zn) < @(dn(xnayn) + dn(ym Zn)) = %dn(mnayn) + 27dn(yna Zn)‘
Asi:
> L,
Z 2n x”’z” < Z xn,yn + Z 2n yn’zn)
n=1

De 1, 2 y 3, se tiene que p es una métrica.
Ahora, vamos a verificar que I,,, es una funcién continua, para cada m € N. Fijemos m € N.
o0

Sean (,)5 1y (yn)22, € H Xnye>0.

n=1
, 1 - - 1 = 1 ,
Sid= om€ Y P((xn)o 1, (Yn)o2;) < 6, como 2—md (Tims Ym) < 227 (Tn,Yn), se sigue que
n=1
Q—mdm(acm, Ym) < 6. Por lo tanto, dp,(Tm, ym) < 20 = €. Asi, II,, es una funcién continua. MW
Los dos lemas que enunciamos a continuacién, nos ayudan a caracterizar los conjuntos abier-

tos en el espacio H Xn.

n=1
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Lema 5.2.6. Sea {(X,,,dy)}>2, una sucesién de espacios métricos con métricas acotadas. Dado
o0

€ > 0y un punto (z,)52; € H X,, existen N € N y N numeros reales positivos €1,..., €y,

n=1

tales que ﬂ I (B% (25, €5)) C B ((xn)p2y, €).

7j=1
=11
Demostracion. Sean € > 0y (x,)22, € HX Puesto que Z on = N tomemos N €
n=1 n=N+1
o0
1 € . o
N tal que Z 7 < 5 y pongamos €j = gy, para cada j € {1,...,N}. Sea (yn)02, €
n=N+1

ﬂ I Y(B% (2;,¢;)). Lo que se quiere verificar es que p((2,)3% 1, (yn)2) < €.

Notemos que:
= 1

p((@n)nZr; (Yn)nz1) = Z 27dn(33myn) =
n=1
N 00
n=1 n=N+1

1. Puesto que (yn)22, € ﬂ I, Y(B% (x,¢;)), se tiene que TT;((y,)2,) € B%(x;,¢;), para
j=1
cada j € {1,...,N}. Luego

y;j € ij(xj,ej), para cadaj € {1,..., N},

dj(:vj,yj) < ¢j, paracadaj € {1,...,N}.

€
Finalmente, como €; = 2N, dj(zj,y;) < 53, para cada j € {1,..., N}. Por lo tanto,

2

M) =

N
1 1
27 n(Tns Yn) Z?W

n=1

[o.¢]
1 € .
2. Ahora, como Z on < 3 y puesto que d,, es una métrica acotada, para cada n € N, se
n=N-+1

tiene que:
o

1 €
Z 27dn($n7yn) < 5

n=N+1
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Asi, de[1] y 2] se tiene que:

WE

N
L, =1 11 1 1yY1 1 1 1
27 I’n,yn + E 27dn($n7yn)< E 2n26+26:<1_2]\l> 27N€+§ _56"’56:6.
n=1 n=N+1 n=1

Esto es,
p((xn)flo:l, (yn)?lozl) < €.
De donde (y,)22; € BP((7,)%% 1, €). =

Lema 5.2.7. Sea {(X,,dy)}22 una sucesién de espacios métricos con métricas acotadas. Dada

una cantidad finita de nimeros reales positivos €1, ..., € y un punto (z,)0%, € H X, existe
n=1
k
€ > 0 tal que BP((zy)02 4, € m Y(BY% (x4, ¢))).
7=1
Demostracion. Sean ey, ..., €, nimeros reales positivos y (2,)5%; € H X,. Tomemos U =

n=1

k
ﬂ H]._I(ij (xj,€5)). Pongamos:
j=1

, (1 1
€ = min 561,...,27ek .

Queremos verificar que BP((xy,)221,€) C U. Para esto, sea (y,)52; € B?((x,)2 4, €). Luego:

n=1:€

p((@n)nzys (Un)nZ1) <€, esto es Z dn(Tns Yn) < €
n= 1

De aqui

1 1 .

2jd (zj,y5) <e< o; €» para cadaj € {1,...,k}.
Asi:

sij € {1,...,k}, entonces, d;(z;,y;) < €;.

Por lo tanto, B?((zy)021,¢) C U. [ |

El Lema el Lema y el Teorema [1.1.34] justifican la siguiente observacién.

00 k
Observacion 5.2.8. Los conjuntos abiertos bésicos de H X, son de la forma B = ﬂ Hj_l(Uj),
n=1 j=1
donde Uj es abierto en X, para cada j € {1,...,k}. Estos conjuntos, no son més que productos
o0

H U,, donde U, es abierto en (X,,d,) v U, = X,, para cada n € N, excepto una cantidad

n=1
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k
finita de indices. Asi, al conjunto B = ﬂ H;l(U ;) lo podemos interpretar como:
j=1
9] k 00
-1
ﬂHi (Ul): HUj X H Xj
i=1 j=1 j=k+1

Una de las propiedades que cumplen las sucesiones inversas de continuos, es que su limite
inverso, es un continuo. Por supuesto, esto se demostrara mas adelante. Pero antes de eso, hay
que verificar que el producto cartesiano de continuos es en efecto un continuo. A continuacién se
da s6lo un bosquejo de la demostracion de este hecho, ya que el dar una desmostracién detallada,
merece por lo menos un capitulo completo.

Teorema 5.2.9. El producto cartesiano finito o numerable de continuos, o de espacios métricos
compactos no vacios, es un continuo o un espacio métrico compacto no vacio, respectivamente.

Demostracion. El producto de espacios compactos es compacto, por [15, Teorema 4, pag. 17],
conexo por [I5, Teorema 11, pag. 137], y metrizable por los Lemas y En el caso
finito, es no vacio y en el caso numerable, es no vacio por el Axioma de Eleccién [I3, pag. 20].
En el caso de que el producto a lo més numerable de espacios métricos y compactos es métrico
y compacto, no se requiere el Axioma de Eleccién [16, Teorema 1.1.11, pag. 6]. [ |

Ahora tenemos las herramientas necesarias, para poder introducirnos en el tema de los limites
inversos.

Definicién 5.2.10. Sea {X,, : n € N} una familia numerable de espacios métricos. Para cada
n € N, sea fﬁ‘*‘l : Xp+1 — X, una funcién continua. A la sucesién {X,,, fﬁ“} de espacios
métricos y funciones se le llama sucesion inversa. A las funciones f7! se les llama funciones de
ligadura .

Por lo general, una sucesién inversa la representamos de la siguiente forma:

3 13 13 fia el it
Xi— Xo— Xg+— Xy¢+— . — X 1 +— X, — X1 &— -+

Observacion 5.2.11. Si n > m, entonces f)} : X,, = X, es la funcion tal que:
o= Fat o faii oo fiy.
Ejemplo 5.2.12. Paran =3 y m = 1, se tiene que:
f=1fiofs
Si ahora n =4 y m = 1, entonces:
fi=flofiofs

Definicién 5.2.13. Sea {X,,, f™!} una sucesién inversa de espacios métricos con funciones de

igadur ntinuas. imite inverso ucesion inver un su i

ligadura f7*! continuas. El limit de la sucesi6 ersa {X,, {71} es un subespacio
e e}

de H X, que se denota y define como:

n=1

o0
{iin{Xn,ng} = ¢ (@p)nen € H Xy f2%(2,11) = 2y, para cadan € N
n=1

El limite inverso lim{X,,, ™'} también se denota con Xo.
«—
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Observacién 5.2.14. Si {X,,, 771} es una sucesién inversa de espacios métricos, entonces, el
limite inverso X, €s un espacio métrico.

Cabe mencionar que el limite inverso de una sucesion puede ser un conjunto vacio. Veamos
esto con un ejemplo.

Ejemplo 5.2.15. Para cadan € N, sean X,, = Ny f*1: X, .1 — X, la funcién definida por
frt(z) = 4+ 1. Supongamos que existe ()%, € @{Xn,f:l‘“}. Luego, para cada n € N,

Tn € Xn Ademas:

v1 = fR(x2) = w2+ 1. Asi ap = 21 — 1.

w0 = f3(x3) =x3+ 1. Asfoz =20 — 1 =11 — 2.
x3:f§1(1:4)=:z4—|—1. Asizy =23 —1=21 — 3.

Tn—-1 = fr?fl(xn) =zp+ 1. Asiz, =21 —1=2;—(n—1).

Sea n = x1 + 2. De donde, x,, = 21 — (n — 1) = 21 — (1 + 1) = —1, lo cual contradice el
hecho de que 2, € N. Por lo tanto, (z,)°%; & im{X,,, f7™'}. De aqui, im{X,, f*™} = 0.
— —

Definicién 5.2.16. Sea {X,,, f?"!} una sucesién inversa de espacios métricos con funciones de
ligadura f7! continuas y limite inverso X... Denotamos por f,, la funcién II,, restringida a
Im{ X, "1}, es decir,

—

fo = Wl x,,, proviy -
%

Esto es,
fm : @{Xna f:zﬁ_l} — X

Definicién 5.2.17. Sea {X,,, f2"!} una sucesién inversa de espacios métricos y funciones de
ligadura f?*1 continuas. Para cada m € N, sea:

Sm = {(xn)%ozl € HXn : f]i€+1(xk+1) = Tk, 1< k < m} .
n=1

Teorema 5.2.18. Sea {X,,, f**1} una sucesién inversa de espacios métricos con funciones de
ligadura ™1 continuas y limite inverso X.,. Entonces se cumple que:
n

o
1. Para cada m € N, S,,, es homeomorfo a H Xn.

n=m
2. Para cada m € N, Sp,41 C Sp,.

7 n+1y __
3. im{X,, i} = Olsm.

4. Si para cada n € N, X, es un continuo, entonces X, €s un continuo.
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o
Demostracion. 1. Fijemos m € N. Sea h : S, — H X, definida por h((2,)52) = (Zn)nzm,
n=m
para cada (z,,)02; € Sp,. Notemos lo siguiente:

oo
S 2 TT Xu = X
n=m

o h: Sp—Xr.

Para ver que la funcién h es continua, por el Teorema 5.2.15 de [10], es suficiente probar que la
funcién 1 o h es continua, para cada k > m. Sean kK > m y U un abierto de Xj. Se tiene que:

(Wxoh)™H(U) = A~ (I (V)

< () e (11 )
(in) oo (i )

Asi, por la Observacién (ITy; o h)~Y(U) es un abierto en S,,. Por lo tanto, la funcién
II; o h es continua para cada k > m. Asi, h es una funcién continua.

o
Sea m € N. Se define la funcién g : H X, — S;, como sigue:
n=m
T, si n>m,
g((xn)?:m) =
fi (@), si n<m.

Veamos que g es continua. Para eso hay que probar que II, o g es continua, para cada p € N.
Notemos lo siguiente:

Hxnﬁsmgﬁxnixp.
n=1

n=m

[e.e]
Myog: [[ Xn—X,.
n=m

Sean p € N y U, un abierto en X,. Veamos que el conjunto (I, o g)~}(U,) es un abierto en
o0

H X,,. Tomamos en cuenta dos casos:

n=m

o0
a) Si p < m, consideremos la funcién f* o Il,, : H X, — Xp. Luego, se tiene que para

n=m
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o0

(an)3em € [ Xn:
n=m

(Ipog)((an)nzm) = IL((f"(am), 3" (am)s - s fm—1(am)s ams ame1, - - )
f;;n(am)
= Jfp'(IIm(a)),
donde a = (f{"(am), f3"(@m), - - -, fi_1(am), @m; amy1, - . .). Ast, I, 0 g = f7* o I1,;,. Puesto

que las funciones Il,, y f;" son continuas, se sigue que f)" o ll,, es una funcién continua
y, consecuentemente, II, o g es continua.

b) Sip > m, se tiene que:

(I, 0 9) 1 (Up) = Umn X Upg1 X ... x Up X H X |,
n=p+1

donde U,, = Xy,...,Up—1 = X,_1. Asi, por la Observacién el conjunto (II, o

o0
g)~1(U,) es abierto en H X,. Consecuentemente, la funcién II, o g es continua. Como

n=m
p € N se tom6 arbitrario, II, o g es continua, para cada p € N. Por lo tanto, la funcién g

es continua.

Ahora vamos a ver que goh = Ig, y que hog = IHZO:m x,,- Primero vamos a dar una idea de
lo que queremos probar con el siguiente diagrama:

S, ﬁxnésm.

goh:Sy,—Sn.
Sea (Tn)ply € Sm- Luego, h((zn)ply) = (n)nly,- Asi, g(h((afn)iil)) = g((wn)nlm) = (3771)20:1’

Por lo tanto, goh = Ig, . Ahora vamos a probar que goh = Ity x,,- Con el diagrama siguiente,
nos damos una idea de lo que queremos probar:

00 00
I %0 -2 Sn -5 I Xa
n=m n=m

(o] o0
hog: H Xn—>H Xn.
n=m n=m

o0

Sea ()3 € [ ] Xn- Luego, h(g((2a)3)) = h(@0)3) = (20)3. Por lo tanto, ho g =
n=m

Il_[?f’:m x,,- Hemos probado que las funciones h, g son continuas y que, ademds, g o h = Ig,,

hog = Ity x,- Por lo tanto, por el Teorema h es un homomorfismo. Asi, para cada

o0
m € N, S, es homeomorfo a H X,

n=m
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2. Veamos ahora que para cada m € N, Sj,11 C Sp,. Sean m € Ny (af:n) =1 € Sm+1. Se sigue
que f (wk+1) = xy, para cada k € Ncon 1 < k < m + 1, de donde fk (f];'k+1) = xk, para
cada k € N con 1 < k < m. Esto es, (z,)52; € Sp. Como m € N fue arbitrario, tenemos que
para cada m € N se cumple que Sp,11 C Sp,.

3.Sea (zp)00; € ﬂ S Se sigue que (x,)52, € Sy, paracadam € N. Sea k € N, asi, (z,,)72, €
m=1

Sk. De aqui, f]§+1(ﬁl?k+1) = xk Por lo tanto, f]§+1(l'k+1) = xy, para cada k € N. Asf (2,)02, €

hm{Xn,f"H} De donde, ﬂ S C hm{Xn,f”H} Ahora, sean (x,)2%, € hm{Xn,f”H} y

m=1
m € N. Se sigue que, para cada k € Ncon 1 < k < m, fiT (x541) = 5. Ast, (2,)2; € Sp. Dado
que m € N fue arbitrario, se tiene que ()54 E Sm, para cada m € N. Consecuentemente,

(20)52, € ﬂ Sim. Con lo cual m{ X, fi'} € ﬂ Spm

m=1 m=1

oo
Por lo tanto, {iLn{Xn, oy = m S

m=1

4. Sea m € N. Puesto que para cada n € N, X, es un continuo, por el Teorema [5.2.9] H Xn

es un continuo. Por la parte[I] del presente teorema, se sigue que S, es un continuo. A31 para
cada m € N, S, es un continuo. Por la parte [2] tenemos que Sp,41 € S, para cada m € N.
[o.¢]

Luego, por el Teorema [2.1.9] se tiene que ﬂ S es un continuo. Por lo tanto, por la parte 3
m=1
previa, h’;n{Xn, f21Y) es un continuo. [ |

A continuacién, se da el ejemplo de una sucesién inversa de continuos que por el Teorema
el limite inverso de dicha sucesién es un continuo.

Ejemplo 5.2.19. Para cada n € N sean X,, = [0,1] y f**!: X,,11 — X,, definida por

2t, 0<t<i,

) =

Entonces, X, es un continuo.

No es facil determinar explicitamente quién es el continuo X, sin embargo, se sabe que X,
es homeomorfo al continuo de Knaster [16], pag. 22].

Observacién 5.2.20. Sea {X,, {71} una sucesién inversa de espacios métricos con funciones
de ligadura f7*! continuas. Se sigue que X = h’m{Xn,ff;H} si y sélo si, para cada k € N,
H

(k) — 11 n+1y00
X h;n{Xn, fom e ., donde

Xk = {(mn)zok € H X, [N (2,41) = x,, para cadan > k} .
n==k
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Uno de los propésitos de esta seccion es revisar el comportamiento de los limites inversos, con
funciones de ligadura libremente descomponibles. En los siguientes dos teoremas, nos encargamos
de eso. Por supuesto, hay mucho maés por estudiar sobre este tema, pero para nuestros propdsitos
es suficiente con esto.

Teorema 5.2.21. Sean {X,,, f7*!} una sucesién inversa de continuos con X = lim{X,,, f"}
H

y la funcién proyeccién f,, : X — X,,. Las funciones de ligadura f7*! son funciones libremente
descomponibles si y sélo si las funciones proyeccion f;, son funciones libremente descomponibles.

Demostracion. Sea n € N. Notemos que f, = f"!o f,,1. Supongamos que la proyeccién f,, es
una funcién libremente descomponible. Se sigue que la funcién f7*! es una funcién libremente
descomponible, por Teorema Como n € N, fue arbitrario, se tiene que cada una de las
funciones ligadura f?*! es libremente descomponible.

Ahora supongamos que cada una de las funciones de ligadura 21 es una funcién libremente
descomponible. Dado m € N, debemos probar que la funcién f,, es libremente descomponible.
Sean A,, y By, subcontinuos propios de X,, tales que X = A,, U B,,. Como f,, es una funcién
libremente descomponible, podemos tomar subcontinuos propios A;,+1 v Bmt1 de X1 tales
que Xpmi1 = Ami1 U Bmgt, [P (A1) € Ay f7HY(Bpy1) € Bp,. Continuando con este
proceso, obtenemos dos sucesiones {A,, 11}, v {Bm+k )i, de continuos tales que para cada

k€N, Xnpk = Ak UBiars foib 1 (Amin) € Amgre1 ¥ F0iF 1 (Bmik) € Bigi-1. Sea

f;ﬁi;fﬂ‘ y B = lim {Bm+k, frt . Por la Observacién
Amtk+1 — Brtk+1

5.2.20| y el Teorema [5.2.18] parte [4] se tiene que A y B son subcontinuos propios de X tales
que X = AUB, fm(A) C A, ¥ fm(B) C B,,. Por lo tanto, f, es una funcién libremente
descomponible. |

Una primera conjetura que se hace [5], es que las funciones mondtonas preservan la conexidad
local en limites inversos. Al no poderse demostrar éste hecho, G. R. Gordh, Jr. y C.B. Hughes,
retoman este problema [I1], y trabajan en determinar cudndo el limite inverso de una sucesién
inversa de continuos localmente conexos es un continuo localmente conexo. Es asi como intro-
ducen y estudian una generalizaciéon de las funciones mondétonas las cuales son, precisamente,
las funciones libremente descomponibles.

Teorema 5.2.22. Sea {X,,, f"T!} una sucesién inversa de continuos con limite inverso X,
donde cada f?*! es una funcién libremente descomponible.

1. Si cada X,, es semilocalmente conexo, entonces X, es semilocalmente conexo.

2. Si cada X, es localmente conexo, entonces X, es localmente conexo.

Demostracion. 1. Supongamos que X,, es semilocalmente conexo, para cada n € N. Sean a y b
puntos distintos de Xo. Pongamos a = (a1,as9,...,an, apt1,-..) y b= (b1,b2,...,bp, bpy1,...).
Como a # b, existen a; y b; tales que a; # b;. Para la proyeccién f;, se tiene que fi(a) = a; #
b; = fi(b). Por lo tanto, & = {f,} es una familia de funciones libremente descomponibles que
separa puntos e Im(f,) = X,, es semilocalmente conexo. Por el Teorema parte , se tiene
que X, es semilocalmente conexo.

2. Supongamos que X, es localmente conexo, para cada n € N. Sea C' un subcontinuo de X
y a € X \C y supongamos que, para todo k € N, fr(a) € fi(C). Asi, para todo k € N, existe
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cop € C tal que fr(co) = ag. Por otro lado, como a € X ,\C, a # ¢y. Entonces existe igp € N
tal que fi,(a) = a;, # fi,(co), lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, existe k € N tal que
fr(a) € fr(C). Asi, S = {f,} es una familia de funciones libremente descomponibles que separa
puntos de subcontinuos e I'm(f,) = X,, es localmente conexo. Por el Teorema parte 2| se
tiene que X, es localmente conexo. [ ]

Antes de concluir esta seccién, es importante mencionar que el estudio de los limites inversos
en la teoria de los continuos, en general, tiene fuertes consecuencias que en este trabajo no hemos
incluido, ya que quedan fuera de nuestros objetivos. Sin embargo, hemos decidido mencionar
quizéa el resultado mas fuerte que se tiene: Cada continuo es homeomorfo a un limite inverso de
poliedros [16, Teorema 2.1.51, pag. 91].

5.3. Funciones Hereditariamente Libremente Descomponibles

Hay funciones con cierta propiedad, que al restringirlas a un subconjunto del dominio de
dicha funcién, resulta que la funcién restriccién, cumple también esta propiedad, es decir, la
propiedad es heredada a cualquier subconjunto del espacio total. En este capitulo, damos un
pequeno repaso de estas funciones, en particular, estudiamos las funciones hereditariamente
libremente descomponibles.

Definicién 5.3.1. Sea A una clase arbitraria de funciones, la cual contiene a la clase de
homeomorfismos. Diremos que la funcién f : X — Y es hereditariamente A, si para cualquier
continuo K C X, la funcién f|, estd en A.

Ejemplo 5.3.2. La funcién definida en el Ejemplo [2.3.27] es una funcién hereditariamente
libremente descomponible. Puesto que para cada subcontinuo K de X, se tienen tres casos:

L Kclo,3]x{3}
2. K C[3,1] x {1}.
3K = ([a 3] x (1) U ({3} x (L) U ([50] x {1}) con0<a<h<b<t.

En cualquiera de los tres casos, se tiene que f|, es una funcién monétona. Asi, por los Teoremas

y flx es libremente descomponible.

Naturalmente el heredar propiedades también lo cumplen algunos continuos, sin embargo,
nosotros sélo estaremos trabajando con los continuos hereditariamente descomponibles. En se-
guida se da la definicion formal.

Definicién 5.3.3. Sea X un continuo. Se dice que X es hereditariamente descomponible si cada
subcontinuo de X es descomponible.

Ejemplo 5.3.4. El arco es un continuo hereditariamente descomponible.

Teorema 5.3.5. Sea f: X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. Si Y es
localmente conexo y f es hereditariamente libremente descomponible, entonces f es mondtona.
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Demostracion. Supongamos que Y es localmente conexo, f es hereditariamente libremente des-
componible y que f no es monétona. Luego, existe y € Y tal que f~!(y) no es conexo. Co-
mo Y es localmente conexo, por [2, Corolario 3.4], existe un subconjunto abierto y conexo
W de Y tal que y € W, Y\W tiene un numero finito de componentes Yi,...,Y; y con la
propiedad de que si K es un subcontinuo de X y f~'(W) C K, entonces Cl(W) C f(K).
Por [15, Teorema 4, pag. 133], como Y\W = Y; U ... UY, W UY; es conexo, para ca-
da i € {1,...,k}. Asi, por el Teorema CI(WUY;) = Cl(W)UY,; es conexo, para
k

cada i € {1,...,k}. Mds atn, como ﬂ(C’l(W) UY;) = Cl(W) # 0, por el Teorema [1.2.7]
i=1

k
Yll = Cl(W)U U Y; es un continuo. Notemos también que Y7 y Yll son subcontinuos propios
j=2
de Y tales que ¥ =Y, U Yll. Puesto que f es libremente descomponible, existen subcontinuos
propios X1 y Xi de X tales que X = X3 UXi, f(Xiy)chriy f(Xi) C Yll Por otro lado, como

k k k
WU U Y; | nY1 =0, ftiwu U Y;| C Xi. Consecuentemente, | W U U Y;| C f(X;).
j=2 j=2 j=2

Por lo tanto, f (Xi) = Yll. Definamos f1 = f|,/. Puesto que f es hereditariamente libremente
1
descomponible, f; es libremente descomponible.

k
Ahora, sea YQI = Cli(W) U U Y;, nuevamente, por [15, Teorema 4, pag. 133], YQI es un
j=3

subcontinuo de Y. Notemos, ademds que Yll =YU YQ/ De aqui, puesto que fi es libremente
descomponible, existen subcontinuos propios Xs y Xé de X 1 tales que Xi = XgUXé, fi(X2) C Ys
k k
’ / _ 71 7
y fi(X5) CY,. Como | WU U Y| N =0, fi [WU U Y; | € X, y, consecuentemente,
j=3 Jj=3

WU U Y; C fl(Xé) Por lo tanto, fl(X;) = YZI Sea fo = f1|X; = f‘X; Por hipétesis, fo es una
funci]érf libremente descomponible. Al repetir este proceso k—1 veces, obtenemos un subcontinuo
X/;—1 de X y una funcién fi_q : X,;_l — Yk'_l, donde Yk/_1 = CIl(W) U Y. Por hipétesis, fr_1
es libremente descomponible. Asi, existen subcontinuos propios Xj y X,; de X,;fl tales que
X, =X UXy, feo1(Xg) CCUW) v fr1(X}) C Y. Como WNY; =0, f1,(W) C X,. Por
lo tanto, CI(W) = fk_l(X];) pero, por la construccién que se hizo, fl;—l(W) = féfQ(W) =...=
fLW) = f (W), de aqui que CL(W) = f(X,). Pero, por la eleccién de W, CI(W) € f(X,), lo
cual es una contradiccién. Esta contradiccion surge de suponer que f no es monétona. Por lo
tanto, f es mondtona. [ |

La descomponibilidad hereditaria se preserva bajo funciones hereditariamente libremente
descomponibles.

Teorema 5.3.6. Sea f: X — Y una funcién hereditariamente libremente descomponible entre
continuos. Si Y es hereditariamente descomponible, entonces X es hereditariamente descompo-
nible.

Demostracion. Supongamos que X no es hereditariamente descomponible. Asi, existe un sub-
continuo indescomponible Z de X. Ya que f es hereditariamente libremente descomponible,
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la restriccion f|z : Z — f(Z) es libremente descomponible. Por el Teorema se tiene que
f(Z) es indescomponible. Pero esto contradice el hecho de que el continuo Y es hereditariamente
descomponible. Por lo tanto, X es un continuo hereditariamente descomponible. ]

Teorema 5.3.7. Sea f: X — Y una funcién hereditariamente libremente descomponible entre
continuos. Si Y es hereditariamente descomponible, entonces f es mondtona.

La prueba del Teorema queda fuera de los objetivos de esta tesis, es por eso que no la
hemos incluido aqui. Sin embargo, alguien interesado en revisar su demostracion, puede consultar

2.

Teorema 5.3.8. Sea f: X — Y una funcién hereditariamente libremente descomponible. Si Y
es hereditariamente descomponible, entonces se cumplen las siguientes proposiciones:

1. f es mondtona.

2. f es fuertemente libremente descomponible.

3. f es hereditariamente monétona.

4. f es hereditariamente fuertemente libremente descomponible.
5. f(L) es irreducible para cada subcontinuo irreducible L de X.

Demostracion. Supongamos que Y es hereditariamente descomponible.

1. Por el Teorema f es monétona.

2. En virtud del Teorema y la parte [I] del presente teorema, f es una funcién fuertemente
libremente descomponible.

3. Sea A un subcontinuo de X. Ya que f es hereditariamente libremente descomponible, la
funcién f|, : A — f(A) es libremente descomponible. Notemos que f(A) es un subcontinuo
de Y. Como Y es hereditariamente descomponible, f(A) es hereditariamente descomponible.
Asi por el Teorema fl4 es una funcién mondétona. Por lo tanto, f es hereditariamente
monotona.

4. Sea A un subcontinuo de X, por la parte 3, de este teorema, la funcién f|, : A — f(A) es
mondétona. Nuevamente por el Teorema [3.1.5] se tiene que f es fuertemente libremente descom-
ponible. De aqui, f es hereditariamente fuertemente libremente descomponible.

5. Sea L un subcontinuo irreducible de X. Por la parte 4, de este teorema, la funcién f|, : L —
f(L) es fuertemente libremente descomponible. Por el Teorema el subcontinuo f(L) es
irreducible. |







Conclusiones

Sean X y Y continuos y f : X — Y una funcién continua y suprayectiva. Decimos que f
es libremente descomponible, si para cada par de subcontinuos propios A y B de Y tales que
Y = AU B, existen dos subcontinuos propios A’ y B’ de X tales que X = A/UB’, f(A)C A’y
f(B) € B'. Una funcién es fuertemente libremente descomponible, si para cada descomposicién
Y = AU B, los conjuntos f~1(A) y f~1(B) son conexos. El objetivo de este trabajo fue estudiar
propiedades de estas clases de funciones entre continuos, su relacién con los homeomorfismos,
funciones monétonas, o confluentes, por mencionar algunas, y una aplicacién en la clasificacion
de continuos, siguiendo principalmente tres lineas de investigacion:

1. Estudiar diferentes clases de continuos y las relaciones convenientes que existen entre estas
clases para el desarrollo de nuestro trabajo.

2. Definir clases de funciones entre continuos, entre ellas consideramos las clases de funciones
libremente descomponibles y fuertemente libremente descomponibles, para posteriormente
establecer relaciones entre éstas.

3. Clasificar continuos en términos de las funciones libremente descomponibles.

= Respecto a la primera linea de investigacién, obtuvimos como resultado principal, que todo
continuo localmente conexo es aposindético por continuos, semilocalmente conexo, conexo
en pequeno, aposindético, libremente descomponible con respecto a puntos y subcontinuos
y libremente descomponibles. Tres clases de continuos que se consideraron especiales son,
la clase de los continuos localmente conexos, los unicoherentes y los irreducibles.

= En cuanto a la segunda linea de investigacién, dada una funcién continua y suprayectiva
entre continuos, algunos de los resultados obtenidos fueron los siguientes:

La composicién de funciones libremente descomponibles (fuertemente libremente des-
componibles) es una funcién libremente descomponible (fuertemente libremente des-
componible), respectivamente.

La unicoherencia y la irreducibilidad se preservan bajo funciones fuertemente libre-
mente descomponibles mas no los puntos de irreducibilidad.

Toda funcién mondtona es a lo mas mondtona.
Toda funcién a lo més mondtona es fuertemente libremente descomponible.

Toda funcién fuertemente libremente descomponible, es libremente descomponible.
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5.3. Funciones Hereditariamente Libremente Descomponibles

Siguiendo con la segunda linea de investigacién, en relacién con los resultados mencio-
nados anteriormente, no fue posible obtener el reciproco de los tres tultimos resultados.
Sin embargo, para el primer caso, obtuvimos que si f es una funcién a lo mas mondtona
con rango localmente conexo, entonces f es mondtona. Para el segundo caso, si f es una
funcién fuertemente libremente descomponible con dominio unicoherente, entonces f es a
lo més mondétona. Finalmente, si f es una funcién libremente descomponible y confluente,
entonces f es fuertemente libremente descomponible.

Resumiendo, después de establecer relaciones entre las funciones definidas en este trabajo
y ver que en la mayoria de los casos, los reciprocos no eran verdaderos, fue necesario variar
ya sea el dominio o el rango de la funcién por continuos localmente conexos, unicoherentes
o irreducibles y asi fue posible garantizar algunos otros resultados interesantes, con base
a esto, es que estos tres continuos fueron llamados tipos especiales de continuos.

Finalmente, atendiendo a nuestra iltima rama de investigacién, hemos obtenido que si se
tiene una familia de funciones libremente descomponibles &, que separa puntos e I'm(f)
es semilocalmente conexo para cada f € &, entonces el dominio de f es semilocalmente
conexo. Si la familia & separa puntos de subcontinuos e I'm(f) es localmente conexo,
entonces el dominio la funcién es localmente conexo. Se obtuvo también una caracterizacién
para un arco y una dendrita en términos de las funciones libremente descomponibles. A
saber, si f : X — Y es una funcién libremente descomponible, con X irreducible y Y
localmente conexo, entonces Y es un arco y si X es hereditariamente unicoherente y Y
localmente conexo, entonces Y es una dendrita.

En esta linea de investigacién, también se obtuvieron resultados en limites inversos. Al no
poderse demostrar que las funciones mondtonas preservan la conexidad local en limites
inversos, se introduce a las funciones libremente descomponibles como una generalizacién
de las funciones mondétonas y los resultados obtenidos son los siguientes: el limite inverso
de una sucesiéon inversa de continuos semilocalmente conexos X, con funciones ligadura
libremente descomponibles, es semilocalmente conexo. Si en la sucesion inversa reempla-
zamos a los continuos semilocalmente conexos con continuos localmente conexos, entonces
el limite inverso X, es localmente conexo.
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