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Resumen

Usando una formulaciéon hamiltoniana para campos clasicos méas amplia que la canoénica, se estudiaron
las teorias de norma de Yang-Mills, las cuales describen la fuerza electromagnética y las fuerzas nucleares
débil y fuerte.

Se revisé primero el caso ya estudiado de teorias de Yang-Mills abelianas, i.e., la teoria de Maxwell del
campo electromagnético. En la formulaciéon hamiltoniana alternativa se emplean los campos eléctrico F, y
magnético B, como variables de campo (en lugar de los potenciales vectorial y escalar) y la energia como
hamiltoniana. La estructura hamiltoniana, que conduce a los paréntesis de Poisson, involucra operadores
diferenciales; ésta estructura conduce a la relacion esperada entre la hamiltoniana y cualquier funcional del
campo electromagnético.

Para el caso de las teorias de Yang-Mills, se propuso una formulaciéon hamiltoniana alternativa empleando
como variables el “campo eléctrico” E%; y el “campo magnético” B®; que surgen de la representacién de
conexiones canodnica. Se obtuvé un paréntesis de Poisson, y se mostrd que lleva a relaciones esperadas entre
la hamiltoniana y cualquier funcional de campo. La estructura hamiltoniana involucra también operadores
diferenciales pero con derivadas covariantes. Se bosquejo la cuantizacion en términos de las nuevas variables

de campo.
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Capitulo 1

Introduccion

A partir de la maravillosa teoria de Maxwell del electromagnetismo, e inspirados por ella, los fisicos han
realizado grandes progresos en el entendimiento de las fuerzas y particulas fundamentales que constituyen el
mundo fisico. Maxwell mostré que dos fuerzas que parecian muy diferentes, las fuerzas eléctrica y magnética,
eran simplemente dos aspectos del campo electromagnético. Al hacerlo, también pudo explicar la luz como
un fenémeno en el cual las ondas en el campo eléctrico crean ondas en el campo magnético, las cuales a
su vez crean nuevas ondas en el campo eléctrico y asi sucesivamente [1]. Sorprendentemente la teorfa de
Maxwell también predijo que la luz emitida por un cuerpo en movimiento no deberia viajar mas rapido
que la luz de un cuerpo estacionario. Eventualmente este hecho llevé a Lorentz, Poincaré y especialmente a
Einstein a darse cuenta de que las ideas sobre espacio y tiempo tenfan que ser revisadas radicalmente [2].
Que el movimiento de un cuerpo sélo puede medirse relativo a otro cuerpo habia sido entendido en cierta
medida desde Galileo. Tomado en conjunto con la teoria de Maxwell, este principio obligé al reconocimiento
de que en adicion a las simetrias rotacionales del espacio debe haber simetrias que mezclan las coordenadas
de espacio y tiempo. Estas nuevas simetrias también mezclan los campos eléctrico y magnético, carga y
corriente, energia y momento, etc., revelando el mundo en forma mas coherente y uniendo fuertemente lo
que habia sido sospechado previamente.

Hay, desde luego, fuerzas en la naturaleza junto con el electromagnetismo, de las cuales la mas evidente
es la gravedad. En realidad, fue la simplicidad de la gravedad lo que dio lugar a la primera conquista de la
fisica moderna: las leyes de Kepler del movimiento planetario, y luego las leyes de Newton que unifican la
mecdnica celeste con la mecdnica de los cuerpos en caida [3]. Sin embargo, reconciliar la simplicidad de la
gravedad con la teoria de la relatividad no fue tarea facil. En la busqueda de las ecuaciones para gravedad,
consistentes con su teoria de la relatividad especial, Einstein buscé copiar el modelo de las ecuaciones de
Maxwell. Aunque, el resultado no fue meramente una teoria en la cual las ondas de algiin campo se propagan
a través del espaciotiempo, sino una teoria en la cual la misma geometria del espaciotiempo se ondula y se

dobla. Las ecuaciones de Einstein dicen que la energia y el momento afectan la métrica del espaciotiempo
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(con la cual se mide tiempo y distancia) de la misma forma que las cargas y corrientes afectan al campo
electromagnético [4]. Esto sirvié para aumentar las esperanzas de que mucha o quizds ain toda la fisica es
fundamentalmente geométrica en carécter.

No obstante, habia varios retos para estas esperanzas. Los intentos de Einstein, Weyl, Kaluza y Klein de
unificar més la descripcién de las fuerzas de la naturaleza usando ideas de la geometria fueron poco exitosos.
La razén es que el cuidadoso estudio de los dtomos, nucleos y particulas subatémicas revel6 una riqueza
de fenémenos que no encajaban facilmente en un simple esquema. Cada vez que la tecnologia permitio el
estudio de escalas de distancias mds pequenas (o equivalentemente, energias mds altas), surgieron nuevos
enigmas. En parte la razén es que la fisica a escalas de distancias pequenas es completamente dominada por
los principios de la teoria cudntica [5, 6, 7]. La nocién ingenua de que la particula es un punto que traza una
trayectoria en el espaciotiempo, o que un campo asigna un ntmero o vector a cada punto del espaciotiempo,
demostro ser totalmente inadecuada, porque uno no puede medir la posicién y velocidad de una particula
simultdneamente con precisién arbitraria, ni el valor de un campo y su derivada temporal. En realidad,
resulté que la distincién entre una particula y un campo era algo arbitaria. Mucha de la fisica del siglo XX
se ha centrado alrededor de la tarea de encontrar sentido al micromundo y desarrollar un marco con el cual
se pueda entender las particulas subatomicas y las fuerzas entre ellas a la luz de la teoria cuantica.

La imagen actual, llamada el modelo estandar, involucra tres fuerzas: el electromagnetismo y las fuerzas
nucleares débil y fuerte. Todas estas son campos de norma, lo que sigifica que se describen por ecuaciones
modeladas cercanamente a las ecuaciones de Maxwell. Estas ecuaciones describen campos cudnticos, por lo
que las fuerzas pueden considerarse como llevadas por particulas: la fuerza electromagnética es llevada por
los fotones, la fuerza débil es llevada por las particulas Wy Z (bosones), y la fuerza fuerte es llevada por
gluones. Hay también particulas cargadas que interactiian con estas particulas que llevan la fuerza. Aqui por
carga, quiere decir no sélo la carga eléctrica sino también sus andlogos para las otras fuerzas. Hay dos tipos
principales de particulas cargadas, quarks (los cuales sienten la fuerza fuerte) y leptones (los cuales no lo
hacen). Todas estas particulas tienen antiparticulas correspondientes de la misma masa y carga opuesta [8].

Las teorfas de Yang-Mills son teorias de norma no abelianas las cuales son principalmente usadas en la
fisica para describir las interacciones débiles, fuertes y electromagéticas en particulas. Estas teorias fueron
desarrolladas en el ano de 1954 por Chen Ning Yang y Robert Mills, donde el resultado de este trabajo fue
una generalizacién de la lagrangiana de la electrodindmica cudntica, donde ahora el grupo de norma es un
grupo no conmutativo [10]. Es decir, se generalizaron las ecuaciones de Maxwell al caso donde la lagrangiana
tenia una mayor simetria que la de los grupos SO(2) o U(1). La generalizacién més simple es al grupo SU(2).

Refiriéndose a las ecuaciones de Maxwell, la carga e se conserva, pero en el caso de las teorias de Yang-Mills
se conserva también una especie de carga, la cual se escribe usualmente como g, y se denominara isoespin,
con el fin de que se conserve la simetria del espin en las interacciones mencionadas anteriormente.

Por otro lado, es bien conocido que los formalismos lagrangiano y hamiltoniano tiene su origen en el

estudio de sistemas con un ntmero finito de grados de libertad en la mecanica newtoniana. Estos formalismos
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se extienden al tratamiento de campos clasicos, con la diferencia que para los sistemas con un nimero finito
de grados de libertad, la lagrangiana puede siempre escogerse como la diferencia entre la energia cinética y
potencial, lo cual simpre permite realizar la transformacién de Legendre para hallar la hamiltoniana, mientras
que en la teoria clasica de campos, no siempre tiene sentido incluso hablar de la energia cinética o potencial
del campo y, lo que es méas importante, no siempre es posible pasar al formalismo hamiltoniano a través de
la transformacién de Legendre, lo cual introduce diversas complicaciones en la teoria tal como se emplea
comuinmente (uno debe introducir restricciones eventualmente).

En anos recientes ha surgido un tratamiento que extiende la estructura de la mecanica hamiltoniana a
sistemas de dimensién infinita. Se ha encontrado que varias ecuaciones de evolucién (lineales y no lineales)
pueden expresarse en una forma analoga a las ecuaciones de Hamilton de la mecénica clasica, con derivadas
funcionales reemplazando derivadas parciales y operadores diferenciales en lugar de la matriz antisimétrica
que aparece en las ecuaciones de Hamilton [11, 12]. Cabe agregar que los operadores que reemplazan la
matriz antisimétrica pueden ser también operadores integrales [13, 14, 15].

En este trabajo de tesis se estudié el campo electromagnético como un preludio y las teorias de Yang-Mills

no abelianas!

empleando el formalismo hamiltoniano senalado en el parrafo anterior y variables alternativas
a las tradicionales (candnicas). Como es bien sabido, las variables canénicas empleadas para describir las
teorias de Yang-Mills son los potenciales o conexiones; en este trabajo se usara la curvatura como variable
de campo. Desde luego que el caso de la teorfa de Maxwell ya se ha tratado en [12, 13, 16]. La aportacién
en esta tesis es el caso de teorias de Yang-Mills no abelianas.

El uso de variables de campo alternativas a las tradicionales estd motivado por la busqueda de una teoria
cudntica del campo gravitacional; la teoria de gravitacién de Einstein (la relatividad general [4, 17]) es la
mejor teoria con la que se cuenta actualmente para iniciar dicho proceso, sin embargo, ésta ha resistido
diversos tratamientos. Sélo por mencionar algunos, se tiene la teorfa de cuerdas [18] (quizés el tratamiento
mé&s popular), la teoria de lazos (de Ashtekar [19], Rovelli y Smolin [20, 21]), la teorfa de twistores (de
Penrose [22]), entre otros.

La teoria de cuerdas (la cual pretende ser una teoria del todo, i.e., pretende describir las cuatro fuerzas
fundamentales de la naturaleza como una sola) tiene muchos inconvenientes, ya que debe aumentarse el
numero de dimensiones espaciales e introducir simetrias adicionales. Una critica interesante a manera de
divulgacién de dicha teoria puede verse en los libros de Smolin [23] y de Penrose [24] y el articulo de Rovelli
[25].

La teorfa de lazos (menos popular que la teoria de cuerdas) es, desde otro punto de vista, la mejor opcién
para la cuantizacion del campo gravitacional ya que sélo pretende unir la relatividad general con la teoria
cuantica. Desde luego que esta teoria tiene también ciertos inconvenientes, uno de éstos es recobrar el limite
clasico. En esta teoria se hace el paso a variables de lazo a partir de las variables de conexién de Ashtekar

[19, 26, 27]. Un paso intermedio entre estas dos formulaciones serfa el uso de variables de curvatura, el cual

1La teorfa de Maxwell del campo electromagnético es una teorfa de Yang-Mills abeliana.
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es el caso que deseamos estudiar.

En el presente trabajo no se tratard el caso del campo gravitacional, pues para tal tema es necesario un
gran bagaje de geometria diferencial y relatividad general, ademas de que su estudio ya ha sido iniciado en
los trabajos [16, 28, 29]. En su lugar se tratard el caso de las teorias de Yang-Mills no abelianas (aunque més
complicado que la teoria de Maxwell). Como se verd, el estudio de teorfas de Yang-Mills no es tan directo,
pues es necesario también un estudio formal de la relatividad especial en términos de cuadrivectores y el
estudio de grupos de simetria para observar cémo surgen los campos de norma; ésto es generalmente tratado
en un curso de introduccién a la teoria cuantica de campos y se han resumido los puntos méas importantes
en los dos apéndices de esta tesis.

Podria preguntarse el por qué tratar el caso de Yang-Mills con variables de curvatura, si éste ya se ha
tratado con variables de conexion y todo resulta adecuado en los experimentos, por ejemplo. Sin embargo,
hay ciertas partes de la teoria que se entienden mejor con variables de lazo. De manera similar, el estudio con
variables de curvatura podria llevar a descubrir nuevas simetrias y cantidades conservadas en la teoria. Otra
razén de estudio es que [como en el caso de relatividad general (241) desarrollado y probado por Witten
[30], en el cual demuestra que puede cuantizarse, y que ha servido como un modelo de juguete [31] para
hacer el caso real (3+1)] éste modelo servird como un modelo para el caso de la relatividad general que tiene
mas constricciones que una teoria de Yang-Mills.

El desarrollo de la tesis es el siguiente. El capitulo 2 estd dedicado a la formulacién de Lagrange y
Hamilton para sistemas continuos y campos de la forma tradicional, es decir, tal como se expone en los
textos usuales como los de Sakurai [32], Goldstein [33], y Peskin [34]. Para ésta formulacién se hace el andlsis
a una varilla infinitamente larga y elastica que es sometida a pequenas vibraciones longitudinales, ésta puede
verse como un sistema de masas y resortes, obteniendose en el limite y después de un anélisis lagrangiano
de particulas una ecuacién de onda. A continuacién se definen las variables de campo, la lagrangiana de un
campo en general y mediante el principio de Hamilton se obtienen las ecuaciones de movimiento de Euler-
Lagrange. Posteriormente se hace el paso a la formulacién hamiltoniana mediante una transformacién de
Legendre obteniendose las ecuaciones de Hamilton muy parecidas a las de un sistema de particulas, siempre
que se escriban en términos de derivadas funcionales. Al final se define los paréntesis de Poisson canénicos
para sistemas continuos y campos.

En el capitulo 3 se hace uso del formalismo hamiltoniano candnico del capitulo 2 para el estudio de las
ecuaciones de Maxwell sin fuentes en el vacio. El tratamiento aqui es como en el texto de Wald [17], sobre
relatividad general, pues es la tinica fuente que hace el tratamiento adecuado, los textos sobre teoria cuantica
de campo hacen mds incapie en el formalismo lagrangiano porque cuantizan por integral de trayectoria (a la
Feynman [35]), tratando sélo de forma tangente el formalismo hamiltoniano canénico que muchas veces es
mas amplio y puede verse directamente mas informacion sobre el sistema a estudiar; a la cuantizacién aqui se
le llama canénica (a la Dirac [36]). En este capitulo se observard los inconvenientes del formalismo candnico

al surgir una constriccién (un momento canénico se anula idénticamente), esta constriccién conduce a ley de
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Gauss. También se observa cémo se evita este problema para llegar al final a las leyes de Maxwell.

En el capitulo 4 se presenta una formulacién hamiltoniana extendida para campos cldsicos que incluye
como caso especial a la formulacién candénica. Esto ayudard a tratar el campo de Maxwell con variables
alternativas sin tener que introducir constricciones. Aqui se ha seguido el texto de Olver [11] y el articulo
de Torres del Castillo [12]. Se trata primero la formulacién lagrangiana de un campo de manera més ge-
neral y definiendo una derivada funcional adecuada se obtienen las ecuaciones de Euler-Lagrange a través
del principio de Hamilton; después, por medio de la transformacién de Legendre, se pasard al formalismo
hamiltoniano. Es en este punto donde se introducen estructuras hamiltonianas méas generales, que pueden ser
operadores diferenciales (o integrales incluso), permitiendo el uso de variables alternativas y hamiltonianas
alternativas. Se definen los paréntesis de Poisson en esta formulacién extendida y se exponen los requisitos
necesarios para que éste sea antisimétrico y satisfaga la identidad de Jacobi (todo esto es necesario para
promover los paréntesis a conmutadores cuando se cuantiza la teorfa).

En el capitulo 5 se expone la primera aplicacién de la formulaciéon hamiltoniana extendida. Se trata el
campo de Maxwell, una teoria de Yang-Mills abeliana, empleando la energia del campo eletromagnético
como hamiltoniana y los campos eléctrico y magnético como variables de campo, en lugar de los potenciales
o conexiones. Los primeros en estudiar este caso fueron Olver [11] y Torres del Castillo [12]. La idea aqui es
partir de una hamiltoniana sin pasar por una funcién lagrangiana, escoger adecuadamente las variables de
campo y la estructura hamiltoniana que conduzcan a las ecuaciones del campo. En este caso la estructura
serd una matriz que contiene operadores diferenciales (s6lo con derivadas parciales). Se define un paréntesis de
Poisson entre cualesquiera par de funcionales de campo y se vera que el paréntesis fundamental entre campos
eléctrico y magnético es compatible con la ley de Gauss, sin que ésta se introduzca ad hoc. El formalismo
permite también hallar el momento lineal (generador de traslaciones) y el momento angular (generador de
rotaciones) del campo. Algo notable aqui es que las variables de campo escogidas son invariantes de norma
porque el grupo de norma es abeliano, lo cual no sucedera con las variables de curvatura en una teoria de
Yang-Mills no abeliana.

El capitulo 6 es una introduccién a las teorias de Yang-Mills; aqui se ha seguido el articulo de Jackiw [37]
y el libro de Ryder [38] para su presentacién, pero se ha adecuado a la notacién de indices, algo mucho més
conveniente para el desarrollo principal de este trabajo. En el apéndice B se explica cémo es que surge el
campo electromagnético como un campo de norma a partir de la conservacién de la carga eléctrica, el campo
resulta ser invariante bajo transformaciones de norma locales U(1). La idea de Yang-Mills es generalizar la
simetria a grupos no abelianos, el més simple es SU(2) =~ SO(3). Aqui es necesario construir una derivada
covariante, para que las variaciones de los campos se transformen de manera covariante, lo cual conduce a la
introduccién de un potencial vectorial con indices espaciotemporales e internos (matrices). Existe también
una “carga’ generalizada que se conserva, la cual se introduce como constante de acoplamiento en dicha
derivada covariante. Posteriormente se construye el andlogo del tensor de Faraday y una lagrangiana de la

cual pueden obtenerse las ecuaciones de campo de Yang-Mills a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange.
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En este punto puede verse que el campo no abeliano actiia como fuente para si mismo de una manera
andloga a la de relatividad general, donde el campo gravitacional porta energia (masa) y por tanto es fuente
de gravitacién.

En el capitulo 7 se presenta la formulaciéon hamiltoniana canénica de las teorias de Yang-Mills haciendo
uso de las variables tradicionales, i.e., los potenciales o conexiones. Es escaso lo que se expone sobre este
tema en los textos y articulos que se conoce y es por esto que el tratamiento aqui serd relativamente nuevo,
ya que ha adecuado el estudio en la notacién de indices, muy necesaria para el capitulo 8. Como ya se ha
mencionado anteriormente, es poco lo que se conoce sobre la formulaciéon candnica también porque lo usual es
cuantizar a través del formalismo lagrangiano. Asi, lo que se hard primero en el capitulo 7 serd una derivacién
de las ecuaciones de campo de Yang-Mills covariantes a partir de una lagrangiana y usando las ecuaciones
de Euler-Lagrange. A continuacién se separardn los indice espaciotemporales de la lagrangiana en indices
de espacio e indices de tiempo para obtener la hamiltoniana por medio de una transformacién de Legendre
(calculando antes los momentos canénicos, desde luego). Con lo anterior se obtendrd un paréntesis de Poisson
canénico y se podra ver que las ecuaciones de Hamilton correspondientes son, en efecto, equivalentes a las
ecuaciones de campo de Yang-Mills. Al final del capitulo se esboza la cuantizacién ¢ la Dirac en términos de
conexiones.

En el capiulo 8 se expone el nicleo principal de esta tesis y también el resultado novedoso. De manera
analoga a lo que se hace con el campo de Maxwell en el capitulo 5, se escriben las ecuaciones de campo de
las teorias de Yang-Mills en forma hamiltoniana en términos de variables de curvatura, i.e., en términos de
las componentes del tensor de Faraday. Se usa como hamiltoniana a la energia del campo y se construye la
estructura hamiltoniana necesaria que nos lleve a las ecuaciones de movimiento de los campos. Se observara,
que el paso no es tan directo, ya que la estructura involucra operadores diferenciales que incluyen a la
conexién en la derivada covariante, por lo cual el caso se limita a las veces que se pueda escribir el potencial
en términos de la curvatura; ésto dltimo lo han estudiado ya Freedman y Khuri [39]. Al final del capitulo
se esboza la cuantizacién de la teoria en términos de las nuevas variables empleadas, sin profundizar en
detalles, i.e., sin resolver la ecuacion de Schrodinger resultante. Sélo se hace el primer paso de la forma
de cuantizacién sugerida por Dirac: se promueven las variables de campo a operadores y los paréntesis de
Poisson a conmutadores.

Al final se escriben las conclusiones sobre este trabajo y se comentan algunos problemas que quedan para
tratar de resolver en un futuro.

Los dos apéndices de esta tesis se han incluido como un complemento a la investigacién del problema
planteado y para fijar la notaciéon. En el apéndice A se trantan las ecuaciones de onda de una particula
relativistas (de Klein-Gordon, de Dirac, de Maxwell y Proca). El apéndice B trata la formulacién lagrangiana,
las simetrias (teorema de Noether) de los campos de norma, usando como ejemplo més simple el campo de

Maxwell.



Capitulo 2

Formulaciones de Lagrange y
Hamilton (candnica) para campos

clasicos

2.1. Introduccion

El movimiento de cuerpos materiales constituyé el tema de algunas de las primeras investigaciones reali-
zadas por los pioneros de la fisica. A partir de sus esfuerzos ha evolucionado un vasto campo conocido por los
nombres de mecanica analitica, dindmica o, simplemente, mecanica. En el siglo XX se ha impuesto el término
de “mecanica clasica” para distinguir esa rama de la fisica de las modernas teorias fisicas, especialmente de
la mecdanica cuantica.

Toda presentacién de la mecéanica se basa en algunos conceptos fisicos fundamentales, tales como espacio,
tiempo, simultaneidad, masa y fuerza. Para la interaccién entre particulas es necesario conocer el concepto
de campo de fuerzas. Este concepto surge ante la necesidad de explicar la forma de interaccién entre
cuerpos en ausencia de contacto fisico y sin medios de sustentacién para las posibles interacciones. La accién
a distancia se explica, entonces, mediante efectos provocados por la entidad causante de la interaccién, sobre
el espacio mismo que la rodea, permitiendo asignar a dicho espacio propiedades medibles. Asi, serd posible
hacer corresponder a cada punto del espacio valores que dependeran de la magnitud del cuerpo que provoca

la interaccién y de la ubicacion del punto que se considera. Los campos mas conocidos en fisica clasica son:

= Campo electromagnético: Separable para cada observador en dos campos: campo electrostatico y
campo magnético. En fisica newtoniana el campo electromagnético puede ser tratado como dos campos
vectoriales, aunque en fisica relativista el campo electromagnético relativista se trata como un campo

tensorial, derivable de un dnico campo vectorial cuatridimensional [40].
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= Campo gravitacional: En mecénica newtoniana el campo gravitacional puede ser tratado como un
campo vectorial irrotacional, y por tanto derivable de un campo escalar. En cambio la descripcion de la
gravedad en la teoria general de la relatividad es méas compleja y requiere definir un tensor de segundo

rango, llamado tensor métrico sobre un espaciotiempo curvo [41].

En teoria cuantica los campos se tratan como distribuciones que permiten asignar operadores que des-
criben el campo. La existencia de un campo medible en una regién del espacio se trata como un estado
del espaciotiempo consistente en que la medicién de los operadores de campo sobre determinada region del
espacio toma cierta distribucién [34].

En teoria cudntica de campos, las particulas son tratadas como estados posibles de un campo cudntico,
por lo que en ésta teoria todas las entidades son campos distribuidos en el espaciotiempo que interactian
mutuamente. En esta tesis se hace un enfoque al campo electromagnético y su generalizacién, i.e., los campos
de Yang-Mills, los cuales describen las interacciones nucleares débil y fuerte.

La teoria para campos clasicos se introduce generalmente en la forma lagrangiana en relacién con la
electrodindmica cldsica (véase e.g. [33, 40, 42]) o como una primera etapa para la teorfa cudntica de campos
[38]. La formulacién lagrangiana resulta conveniente porque permite exhibir explicitamente la covariancia de
la teoria bajo transformaciones de Lorentz.

Ahora, la teoria para campos clasicos también se puede expresar en una formulacién hamiltoniana como
se puede consultar en [33]. Sin embargo, es escaso lo que se conoce sobre esta formulacién a pesar de tener
una estructura mas amplia que la de la formulacién lagrangiana.

En este capitulo se va a tratar las formulaciones lagrangiana y hamiltoniana para sistemas continuos y
campos de la forma tradicional, es decir, como se emplean comunmente en textos candnicos, tales como el
de Goldstein [33] y Peskin [34]. En el capitulo 4 se describe una formulacién hamiltoniana més amplia que
incluye a la candnica como un caso muy particular y la cual permitira desarrollar el tema principal de esta

tesis: escribir las teorfas de Yang-Mills en términos de variables no canénicas (variables de curvatura).

2.2. La transicion de un sistema discreto a un sistema continuo

Todas las formulaciones de la mecénica tratan de sistemas con un niimero finito de grados de libertad o a lo
mas un numero infinito numerable de grados de libertad. Hay, sin embargo, algunos problemas mecanicos que
involucran sistemas continuos, como por ejemplo, el problema de un sélido eldstico vibrante [33]. Aqui cada
punto del sélido continuo en las oscilaciones, y el movimiento completo sélo puede describirse especificando las
coordenadas de posicion de todos los puntos. No es complicado modificar las formulaciones de la mecanica de
tal forma que se puedan manejar dichos problemas. El método mas directo es aproximar el sistema continuo
por uno que contiene particulas discretas y luego examinar el cambio en las ecuaciones que describen el
movimiento conforme se aproxima al limite continuo.

Aplicando el procedimiento de la transicién de un sistema discreto a un sistema continuo a una varilla



CAPITULO 2: FORMULACIONES DE LAGRANGE Y HAMILTON (CAN ONIC’A) 9

En

[ Separado
b I | equilibrio
= — —
e I N+t

Figura 2.1: Un sistema discreto de masas puntuales iguales conectadas por resortes como una aprorimacion a una

varilla eldstica continua.

infinitamente larga y eldstica que puede ser sometida a pequenas vibraciones longitudinales; i.e., desplaza-
mientos oscilatorios de las particulas de la varilla paralelos al eje de ésta. Un sistema compuesto de particulas
discretas que se aproxima a la varilla continua es una cadena infinita de masas iguales espaciadas por un
distancia a y conectadas por resortes sin masa con constante de fuerza k (véase la Fig. 2.1). Se supone
que las masas puntuales pueden moverse inicamente a lo largo de la longitud de la cadena. Por lo tanto se
pueden obtener las ecuaciones que describen el movimiento como de costumbre para pequenas oscilaciones.
Denotando el desplazamiento de la i-ésima particula apartir de su posicién de equilibrio por 7; la energia

cinética es
1 .
i

donde m es la masa de cada particula. La energia potencial correspondiente es la suma de las energias
potenciales de cada resorte como resultado de la compresiéon o estiramiento a partir de su longitud de
equilibrio
1 2
K3

Combinando las ecuaciones (2.1) y (2.2), la lagrangiana para el sistema es

L=T—V =2 S mii — kmisr — )], (23)

%

la cual también puede escribirse como

Za[ U (L)] ZCLL“ (2.4)
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donde a es la separacién de equilibrio entre los puntos (véase la Fig. 2.1). Las ecuaciones de Lagrange de

movimiento resultantes para las coordenadas 7; son

m .. Ni+1 — T Ni —MNi—1

La forma particular de L en la ecuacién (2.4), y de las ecuaciones de movimiento correspondientes, se
han escogido por conveniencia a partir del limite de una varilla continua conforme a se aproxima a cero. Es
claro que m/a se reduce a pu, la cual es la masa por unidad de longitud del sistema continuo, pero el valor
limite de ka puede no ser tan evidente. Para una varilla elastica que obedece la ley de Hooke debe recordarse
que el alargamiento de la varilla por unidad de longitud es directamente proporcional a la fuerza o tension

ejercida sobre la varilla, una relacién que puede ser escrita como
F=Y¢, (2.6)

donde ¢ es la elongacién por unidad de longitud y Y es el médulo de Young. Ahora el alargamiento en una
longitud a de un sistema discreto, por unidad de longitud, serd & = (n;41 — 1;)/a. La fuerza necesaria para
comprimir el resorte para esta cantidad es

F = k(g1 —n;) = ka (%) , (2.7)

asi que ka debe corresponder al médulo de Young de la varilla continua. Para ir del caso discreto al continuo,
el indice entero 7, el cual identifica la masa particular puntual, se convierte en la coordenada de posicién

continua z; en lugar de la variable n; se tendrd n(z). Ademads, la cantidad

niv1 —mi _ n(z+a) —nx) (2.8)

en L; se aproxima al limite
dn

=, (2.9)

conforme a, que juega el rol de dz, se aproxima a cero. Finalmente, la suma sobre un nimero discreto de

particulas se convierte en una integral sobre z, la longitud de la varilla, y la lagrangiana (2.4) toma la forma

L= %/ (wf -Y [%T) de. (2.10)

En el limite cuando a tiende a cero, los dos dltimos términos de la ecuacién de movimiento (2.5) se convierte

).(2).)

el cual claramente define una segunda derivada de 7. De aqui, la ecuacién de movimiento para una varilla

en

eldstica continua es

p=— — Y = =0, (2.12)
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la ecuacién de onda familiar en una dimensién con velocidad de propagacién

v = (2.13)

Y
1
La ecuacién (2.13) es la férmula bien conocida para la velocidad de ondas longitudinales eldsticas [32].
Este simple ejemplo es suficiente para ilustrar las caracteristicas sobresalientes de las transiciéon de un
sistema discreto a un sistema continuo. El hecho méas importante es comprender el papel que juega la
coordenada de posicién x. No se trata de una coodernada generalizada; sirve meramente para reemplazar un
indice discreto 4 por uno continuo. A cada valor de i, le corresponde una diferente coordenada generalizada,
7;, del sistema, aqui también, para cada valor de  hay una coordenada generalizada n(z). Ya que n depende
también de la variable continua ¢, se debe escribir mds precisamente n(z,t), indicando que tanto x, como ¢,
pueden considerarse como parametros en la lagrangiana. Si se tiene un sistema continuo de tres dimensiones,
mas que una sola dimensién, las coordenadas generalizadas deben distinguirse por tres indices continuos x, y,
z, vy se deben escribir como n(x, y, z,t). Nétese que las cantidades x, y, z y t son completamente independientes
una de otra y aparecen solo como variables explicitas en 7. Derivando a n con respecto a cada una de ellas
se pueden siempre escribir como una derivada total sin ambigiiedad alguna. La ecuacién (2.10) también
muestra que la lagrangiana aparece como una integral sobre el indice continuo z; en el correspondiente caso

tridimensional la lagrangiana deberd tener la forma

L:///dedydz, (2.14)

donde L se conoce como la densidad lagrangiana. Para las vibraciones longitudinales de la varilla continua,

=3l - ()] 215

la cual corresponde al limite continuo de la cantidad L;, que aparece en la ecuacién (2.4). Es la densidad

la densidad lagrangiana es

lagrangiana, mas que la lagrangiana misma, la que se usara para describir el movimiento del sistema.

2.3. Formulacion de Lagrange para sistemas continuos

Haciendo notar que en la ecuacién (2.14), la densidad lagrangiana £ para la varilla eldstica, ademds de
ser funcién de 1 = 9n/0t, contiene también una derivada espacial de 7, la cual es 9n/0x; asi z y t juegan un
papel similar como pardmetros de la densidad lagrangiana. Si ademas de las interacciones entre vecinos més
proximos hubiesen fuerzas locales entonces L seria funcién de la propia 1 y también del gradiente espacial de
1. Aunque, en el caso general £ podria muy bien ser también funcién explicita de x y de t. Asi, la densidad
lagrangiana para cualquier sistema continuo unidimensional apareceria como funcién de la forma

dn dn
= —, —,x,t). 2.1
= Gat) (2.16)
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La lagrangiana total, siguiendo la ecuacién (2.15), es entonces la integral de £ sobre el rango de « que define

al sistema y el principio de Hamilton en el limite del sistema continuo adopta la forma

2
S = 5/ /ﬁdwdt = 0. (2.17)
1

Si ha de tener alguna utilidad el principio de Hamilton para el sistema continuo, deberd ser posible deducir
el limite continuo de la ecuacién de movimiento, por ejemplo, la ecuacién (2.12), directamente por variacién
de la integral doble de £ dada la ecuacién (2.17). La variacién sélo tiene lugar sobre 7 y sus derivadas; los
parametros x y t no se ven afectados por la variaciéon ni directamente ni en los dominios de integracién.

Al igual que la variacién de 7 se toma cero en los extremos t; y t2, también debe tomarse nula la variacién
de 7 en los limites x7 y x2 de la integracién en x. Se puede obtener en el espacio n un camino variado de

integracién conveniente, eligiendo 7 entre una familia de funciones de 1 dependiente de un parametro:
n(@, t; o) = n(z, t;0) + ad(z, 1). (2.18)

Aqui n(z,t;0) es la funcién correcta que satisfacerd al principio de Hamilton, y ¢ es una funcién cualquiera
bien comportada que se anula en los puntos extremos en ¢ y z. Si se considera .S como funcién de «, para

que sea un extremo para 7n(x,t; 0) la derivada de S respecto de « se anulard en o = 0. Por derivacién directa

oL 377 oL 0 (dn oL 0 (dn
dxdt. 2.19
/ / an dax ad" da (dt)+ad” da ( (2.19)
Ya que la variacién de 7, es decir, a(, se anula en los puntos extremos, integrando por partes respecto a x y
9L 0 dn g (oL on
d = — - T —dt,
t a ’7 da ¢, dt ad_’g Oa

0L b (dn dzf,/md OL \ on
o a%6a dx e, dz adw Oa

Por tanto, el principio de Hamilton puede establecerse como
In

/ / l on dt Gﬂ)i(%) (%)dedto’ (2.20)

y la naturaleza arbitraria de la trayectoria variada implica la anulacién de la expresién entre paréntesis

a t se obtienen las relaciones

cuadrados. Debido a las consideraciones tomadas acerca de la anulacién entonces se tiene

d [ 0L d [ oL oL

La ecuacién (2.21) constituye la forma apropiada de la ecuacién de movimiento deducida del principio de
Hamilton (Ec. 2.17) [33].
Un sistema de n grados discretos de libertad tendrd n ecuaciones de movimiento de Lagrange; para el

caso del sistema continuo con un nimero infinitos de grados de libertad parece que jsélo se tiene una ecuacién
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de Lagrange! Sin embargo, recordando que la ecuacién de movimiento para 1 es una ecuacién diferencial
que sélo involucra el tiempo y en ese sentido la ecuacién (2.20) proporciona una ecuacién de movimiento
separada para cada valor de x. La naturaleza continua de los indices = aparece en el hecho de que la ecuacién
(2.20) es una ecuacién en derivadas parciales en las dos variables x y ¢, que da 7 en la forma n(x,t).
Para el caso concreto de las vibraciones longitudinales en una varilla eldstica, la forma de la densidad

lagrangiana (ecuacién 2.15) indica que

oL dn oL dn 0L

o — H—7» an _Y_a — =0

on dt’ 9%t dx’  On

dz

Asi como se requerfa, la ecuacién de Euler- Lagrange (2.21), se reduce propiamente a la ecuacién de movi-

miento (2.12) [32].

2.4. Formulacion de Hamilton y paréntesis de Poisson

Es posible obtenerse una formulacién hamiltoniana para sistemas con un conjunto continuo de coorde-
nadas muy parecido al caso de sistemas discretos. Para indicar el método a seguir, regresando brevemente a

la cadena lineal de masas puntuales discutida en la seccién 2.2. Hay un momento candnico conjugado para

cada n;
0L oL;
; = = ) 2.22
Pe= a0~ Yo, (2.22)
La hamiltoniana para el sistema es por tanto
oL; .
H=pmni—L=az—n—1L, (2.23)
am
o bien
oL;
H = % — Li | . 2.24
¢ ( ;" ) 2249

Recordando que en el limite representado por la varilla continua, cuando a tiende a cero, L; — L y la suma

en la ecuacién (2.24) se convierte en una integral:

H = / (g—‘;‘ﬁ - ,c) da. (2.25)

Los momentos candénicos individuales p;, dados por la ecuacién(2.22), se anulan en el limite continuo, pero

se puede definir una densidad de momento, 7, que permanece finita:

Di N oL

i%;zﬁ—a—ﬁ.

(2.26)
La ecuacién (2.25) estd en la forma de una integral espacial sobre una densidad hamiltoniana, #, definida
por

H=mi)— L. (2.27)

Atdn cuando se pueda introducir una formulaciéon hamiltoniana de una manera directa para campos

clasicos, debera notarse que el procedimiento singulariza la variable tiempo a la que habra que darle un
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tratamiento especial. Esto contrasta, por tanto, con el desarrollo que se ha dado a la formulaciéon lagrangiana
en la cual se trataban simétricamente las variables independientes tiempo y espacio. Por esta razon, el enfoque
hamiltoniano, al menos tal como se ha introducido aqui, se presenta menos frecuente a ser incorporado a
una descripcién relativisticamente covariante de los campos. Esto no significa, desde luego, que las teorias
de campos (que se traten en lo que sigue) no sean covariantes. Existe también una formulacién candnica
covariante introducida por Witten y Crackovic [43], la cual no se tratard en este trabajo.

La forma mas viable para generalizar a un campo tridimensional descrito por las cantidades de campo
7q es definir, andlogamente a como se hace en la ecuacién (2.26), las densidades de momento canénico

Ta(Ti) = gﬁz : (2.28)

Las cantidades nq(2;,t) y 7a(zi,t) juntas, definen el espacio fase de dimensién infinita que describe el
campo clasico y su desarrollo temporal. Se puede hallar para m, un teorema de conservacion que sea similar
al correspondiente a la cantidad de movimiento canénica en sistemas discretos. Si una cantidad de campo
dado 7, es ciclica en el sentido de que £ no contenga explicitamente a 7, (como en el caso de la ecuacién
(2.15)) entonces, la ecuacién de campo de Lagrange luce como un enunciado de existencia para una corriente

conservada:
4oL _,
dxz,, 9(0una) ’
dm, n d 0L
dt dl‘l 6(&'%)

Sigue que si 7, es ciclica, existe una cantidad integral conservada

= 0. (2.29)

I, = /ﬂa(xi, t)dv.
La generalizacién evidente de la ecuacién (2.27) para una densidad hamiltoniana es
H(nava’inavﬂav‘ru) = 7ra7'7a 7‘67 (230)

donde se supone que puede eliminarse la dependencia funcional de 7), por inversién de las ecuaciones de

definicién (2.28). De esta definicién sigue que

=, Ty — — — = 2.31
9 . Ta ba . 97”) 9 . Ta ( 3 )

en virtud de la ecuacién (2.28). La otra mitad de la ecuacién de campo candnica es mas complicada. Cuando
se expresa en términos de las variables canénicas, H es una funcién de 7, a través de la dependencia explicita

de L, y a través de n,. De aqui

_ g, 0L Om, 0L 0L (2.32)

Usando las ecuaciones de Lagrange esto puede escribirse como

OH d oL . d oL
o sy <6<auna>) = (a@ma)) ' (2.33)
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Debido a la aparariciéon de £ no se tiene ain una férmula ttil. Sin embargo, con una deduccién exactamente

similar se halla que

OH - (97717 o (9_[, 3% B oL _ oL (2 34)
00ma) " 00ma) O 0Oina)  00ma)  O(Oila) '
De aqui, como segunda parte de las ecuaciones candnicas se establecen como
OH d OH
—_— e — _— = — T . 2-
e dz; (a(aina)) e (2:35)

Las ecuaciones (2.31) y (2.35) se pueden expresar en una notacién mds cercana a las ecuaciones de Hamilton

para un sistema discreto introduciendo la nocién de una derivada funcional definida como

o 0 d 0

—_—=— - — 2.36
é¢p — 0¢  dx; 9(0;) (2:36)
Ya que H no es una funcién de 9;7,, las ecuaciones (2.31) y (2.35) pueden establecerse como
oH oH
.11 = 9 [ a— — . 237
Ta=3— 7 o, (2.37)
Notando que con el mismo simbolismo las ecuaciones de Lagrange, (2.21), toman la forma
d (0L oL
— ——=0. 2.38
dt (5%) 07a (2.38)

Sin embargo, la ventaja casi tunica de la derivada funcional es que resulta de la semejanza con un sistema
discreto. Por otra parte, sorprende el tratamiento paralelo de las variables temporal y espacial.
Pueden obtenerse otras propiedades de H desarrollando la derivada total temporal de la ecuacién (2.30),
recordando que hay que considerar que 7, es funcién de 74, 9;nq, 7o v #. Se tiene por tanto que
dH dn, 0L . 0L dn, oL d(9in.) OL

I et g e % 05O 9% BO0T) O~ 2.
P Tl e o TR T P T ot (2.39)

Los términos segundo y cuarto del lado derecho se cencelan en virtud de las ecuaciones (2.28), por lo que la

derivada se simplifica a

d_Hfﬁ,a_ﬁ, aﬁ daznaia_ﬁ (240)
at T T 9om.) At ot '

Por otra lado, considerando H como una funcién de 7,, 0;14, 7o ¥ *, la derivada temporal total es

dH . OH OH . oM d(Oin.) OH
— + 1 + —.
677(1, a(aﬂ?a) dt at

dt Ta 07,

(2.41)

La expresion del lado derecho se ha escrito de manera que facilite la comparacién con el segundo miembro de
la ecuacién (2.39). Asi, los primeros términos de ambas expresiones son iguales en virtud de la ecuacién (2.31).
Los segundos términos también son iguales en virtud de la ecuacién (2.32) y la ecuacién (2.34) muestran la

equivalencia de los terceros. Por tanto, deberan ser iguales los ltimos términos.

L A)e

5 o (2.42)
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la cual es similar a las ecuaciones para sistemas discretos.

La hamiltoniana total H no es méas que un ejemplo de funciones que son integrales de volumen de
densidades. Se puede formular directamente un formalismo general para la derivada respecto al tiempo de
dichas cantidades integrales. Considerando una cierta densidad U que sea una funciéon de las coordenadas

del espacio fase (14, 7q), de sus gradientes espaciales, y posiblemente de

u :u(naaﬂ-aaainaaaiﬂ-aaxu)- (243)
La cantidad integral correspondiente es
Ut) = /L{dv, (2.44)

donde la integral de volumen se extiende sobre todo el espacio limitado por la superficie de contorno sobre

la cual se anulan 7, y m,. Derivando U respecto al tiempo se tiene, en general,

dU au ou ou au ou
a .a 1 L a - . 245
@t / (ana T 8@ e T gr et gamn e ) dv (245)

Considerando un término tal como

au dna

iTadv 2.46

| syt = | gy a (246)

Integrando por partes, recordando que 7, y las derivadas se anulan en las superficies de contorno, se obtiene
d au

OiNad la—— | ==—— | dv. 2.47

/aana = /” dz; (a(ama)) ! (2.47)

Para el término en 9;7, se cumple una reduccién similar. Agrupando coeficientes de 7, y de 7, respectiva-

mente, se observa que en términos de la notacién de § [Ec. (2.36)], la ecuacién (2.45) se reduce a

dU ou ou 811
— = — N + — d 2.48
a /(m” o 61&) v (2.48)
Finalmente, introduciendo las ecuaciones de movimiento canénicas (2.37) para 1, y 7, se tiene
daUu oU 6H  oH oU
- _ = - —d 2.49
dt / <6na 0mg 0Ny 67Ta) / v ( )

La primera integral del lado derecho corresponde claramente a la forma de paréntesis de Poisson. Silf y W

son dos funciones densidad, entonces estas consideraciones sugieren definir el paréntesis de Poisson de las

SUSW W U
f— - T . 2'
(U, W} / ( e - 5%) dv (2.50)

cantidades integrales por

Vamos a definir qué que significa la derivada parcial de U respecto a t, mediante la siguiente expresion
ou
= [ —d 2.51
[ G (251)

dU ={U.H}+ - aU (2.52)

La ecuacién (2.49) puede escribirse como

la cual es similar al caso de sistemas discretos. Asi pues, el formalismo de paréntesis de Poisson aparece como

consecuencia de la formulacién de Hamilton [33].



Capitulo 3

Formulacion hamiltoniana canénica
del campo electromagnético: variables

de conexion

3.1. Introduccion

El trabajo de J. Clerk Maxwell y los desarrollos posteriores desde finales del siglo XIX pusieron de mani-
fiesto que la luz tiene, con toda seguridad, naturaleza electromagnética. La electrodinamica clasica, conduce
invariablemente a la idea de una transferencia continua de energia por medio de ondas electromagnéticas.
En cambio, el punto de vista mas moderno de la electrodindmica cuantica describe las interacciones elec-
tromagnéticas y el transporte de energia en términos de “particulas” elementales sin masa, denominadas
fotones. Maxwell demostré que dos fuerzas que parecian diferentes, la eléctrica y la magnética, son simple-
mente dos aspectos del campo electromagético.

Como es bien conocido, las ecuaciones para el campo electromagnético en el vacio, en unidades Gaussianas,

estan dadas por!
1

c

4 1
E+~J=VxB, -B=_VxE, (3.1)
C C

V-B=0, V- E = 4mp. (3.2)

Para mayores detalles, se sugiere consultar [42, 45].
En lo que sigue sélo se considera el caso sin fuentes (i.e., p = 0y J = 0). En este capitulo se desarrolla la

formulacion hamiltoniana canénica a partir del cual se pueden obtener las ecuaciones de Maxwell en el vacio.

IFue Oliver Heaviside (1850-1925), un telegrafista desempleado, autodidacta, quien noté la simetria entre E y B en las

ecuaciones y las expresé en la forma en que se conocen hoy en dia (véase la Ref. [44]).

17
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Como es usual, se necesita partir de una lagrangiana, en donde las variables de campo son los potenciales
electromagnéticos 4, = (¢, —A) o conexiones®. Ahora, ya que el momento conjugado a ¢ es idénticamente
. . t d . 1 1 d G t . .7 3 7 .

cero, es necesario introducir la ley de Gauss como constricciéon® tnica.
El desarrollo aqui sigue de los textos usuados comuinmente, como el de Jackson [42], aunque también
puede verse el texto de Wald [17], en el cual se hace el tratamiento canénico de la teoria de Maxwell como

un preludio para hacer el paso a la formulacién hamiltoniana de la teoria de Einstein de la gravitacion.

3.2. Campo electromagnético

Las ecuaciones de Maxwell sin fuentes pueden obtenerse de las ecuaciones de Euler-Lagrange (4.10) con

la densidad lagrangiana
1

L=—Ton

F, F*, (3.3)

(véase las Ref. [33, 42]) en el espaciotiempo de Minkowski con métrica 7,, = diag(1,—1,—1,—1). F,, =
OuA, — 0, A, es el tensor de campo electromagnético (o tensor de Faraday), y A, es el potencial vectorial que
se toma como la variable de configuracién (es decir, las ¢’s de un sistema mecdnico o las n’s de un campo).

En este caso, el espaciotiempo es una variedad* M sin curvatura y es posible escoger una foliacién
plana. Es decir, se divide M en el espacio ¥ y tiempo ¢, donde ¥ es R3. De esta manera se puede escribir
A, = (¢,—A), i.e., ¢ es la componente temporal de A, (normal a 3) y A es la componente espacial (tangente
aX).

En la notacién vectorial tridimensional ordinaria, la densidad lagrangiana (3.3) estd dada por

1 1. 1.
Ez—[(—A—i—Vqﬁ)- (—A—l—Vqﬁ)—(VXA)-(VxA) (3.4)
8 c c
El momento conjugado a A es por definicién
oL 1 /1, 1
=—=—|(-A =—FE .
OA  4mc <c + V(’b) dwe ™’ (3:5)

donde se ha definido también a E. Sin embargo, ¢ no aparece en £, asf, el momento conjugado a ¢, D, S€

anula idénticamente

oL

=2 = 0, (3.6)

De

entonces, no se tiene una relacién invertible entre py y gf), por lo que el formalismo hamiltoniano usual no
es aplicable (se dice que se tiene una constriccién). Esta dificultad estd relacionada al hecho de que hay

arbitrariedad de norma en A, por lo que no se puede obtener una dindmica determinista para A,.

2En el lenguaje de la geometria diferencial, para comparar vectores y tensores en diferentes espacios se necesita hacer uso

de un mecanismo, el cual se llama una conexién. Esta conexidén es también un campo (véase e.g. [48, 49, 50]).
3La palabra en inglés es constraint, algunos autores la traducen como ligadura o restriccién.
4Una variedad de dimensién n es un espacio topoldgico que localmente luce como R" aunque globalmente no.
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Esta dificultad puede resolverse bajo las siguientes consideraciones. El hecho de que py se anule iden-
ticamente sugiere que ¢ no debe verse como una variable dindmica, i.e., se debe tomar como variable de

configuraciéon ¢ simplemente a A. Por lo tanto, se define la densidad hamiltoniana H, como

H = p-A-L
1
= 2’p-p+—B-B—cp-Vo
8T

- %(E2+B2)%V~E+V~<£E), (3.7)

donde B = V x AS. El 1ltimo término en la ecuacién (3.7) es una divergencia total, por lo tanto, sélo
contribuye con un término de frontera a la hamiltoniana H = f Hd3x, este término se anula cuando la
frontera tiende a infinito (siempre que ¢ y E se anulen en el infinito). Asi, la divergencia total en (3.7)
serd descartada.

Denotamos por I'pm = {A, p} al espacio fase electromagnético, el cual tiene 6 dimensiones por punto
espacial. El paréntesis de Poisson fundamental puede leerse en la primera linea de (3.7), y estd dado por

{A;(r,t),p;(r',t)} = 0;;6(r — '), el cual puede reescribirse en términos de E y A como
{Ei(r,t),Aj(r’,t)} = 47TC(SZ']'5(I‘ — I‘/) (38)

[cf. ecuacién (3.5)]. Para dos funcionales cualesquiera del espacio fase F(A, E) y G(A, E) se tiene

§F 6G  OF §G
F,.G} =4 — 3. .
{F. G} = dme / (5EZ- 5A; 94, 5EZ-) & (3.9)

Ahora se ve a H como una funcional de A y p, donde ¢ juega el rol de multiplicador de Lagrange, i.e.,

se anexa la ecuacién

5H _
5

a las ecuaciones de Hamilton para A y p. La ecuacién (3.10) lleva a la ley de Gauss

0 (3.10)

V-E=0. (3.11)
Mientras que las ecuaciones de Hamilton son
. 0H 9
A:{A,H}:%:M‘c p—cVo=—cE—-cVo (3.12)
y . 5
E H 1
p=-—={pH}=—5r=-17-Vx(VxA) (3.13)

Las ecuaciones (3.11)-(3.13) equivalen a las ecuaciones de Maxwell (3.1) con J = 0y p = 0. La identidad

V - B = 0 sigue directamente de B =V x A.

5Note que con esta definicién y la definicién de E, la densidad (3.4) est4 dada por %(E2 - B?).
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Capitulo 4

Formulacion hamiltoniana extendida

para campos clasicos

4.1. Introduccién

Las ecuaciones de movimiento de un sistema mecénico con un nimero finito de grados de libertad en la
mecanica clasica son usualmente las ecuaciones de Euler-Lagrange para la lagrangiana L =T — U, donde T'
es la energia cinética y U es la energia potencial (asumiendo que las fuerzas son derivables de un potencial).
Las ecuaciones de movimiento también puede ser expresadas en la forma de las ecuaciones de Hamilton, las
cuales son equivalentes a df /dt = {f, H}, para cualquier funcién f que no dependa explicitamente del tiempo,
definida en el espacio fase, donde H es el hamiltoniano y {, } es el paréntesis de Poisson. La hamiltoniana es
usualmente obtenida del lagrangiano por medio de una transformacion de Legendre y, frecuentemente, pero
no siempre, H corresponde a la energia total [12].

Por otro lado, es bien conocido que los formalismos lagrangiano y hamiltoniano tienen su origen en el
estudio de sistemas con un nimero finito de grados de libertad en la mecanica newtoniana. Estos formalismos
se extienden al tratamiento de campos clasicos, con la diferencia de que para los sistemas con un niimero finito
de grados de libertad, la lagrangiana puede siempre escogerse como la diferencia entre la energia cinética y
la potencial, lo cual siempre permite realizar la transformacién de Legendre para hallar la hamiltoniana [33],
mientras que en la teoria clasica de campos, no siempre tiene sentido incluso hablar de la energia cinética o
potencial del campo y, lo que es més importante, no siempre es posible pasar al formalismo hamiltoniano a
través de la transformacion de Legendre, lo cual introduce diversas complicaciones en la teoria tal como se
emplea comtinmente (uno debe introducir restricciones muy a menudo en las teorias de interes, como las de
Maxwell y Einstein).

En este capitulo se presenta una formulacion lagrangiana para obtener la forma hamiltoniana de las ecua-

ciones de campo més amplia que la que se deriva usualmente (capitulo 2), tratando ambas formulaciones en
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coordenadas curvilineas arbitrarias. Se define también el paréntesis de Poisson més general entre cualesquiera
par de funcionales de campo. El tratamiento aqui sigue directamente del articulo de Torres del Castillo [12]
y el libro de Olver [11] (puede verse también [16].)

En el siguiente capitulo se usard esta formulacién hamiltoniana extendida para la teoria de Maxwell,
donde han utilizado a los campos eléctrico y magnético como variables de campo. Este ejemplo ayudara a
escribir las teoria de Yang-Mills en términos de variables de curvatura, i.e., en términos de campos eléctricos
y magnéticos con valores en algtin dlgebra de Lie no abeliana (en general).

En este capitulo y en el siguiente los indices ¢, j, k, ..., corren de 1 a 3; los indices a,b, ..., corren de 1 a

m y los indices a, 3, ..., corren de 1 a n. En cada indice repetido se aplica la convencién de suma.

4.2. Formulacién lagrangiana

La configuracién de un campo se describe mediante una o méas variables definidas en alguna region
del espacio, cuyos valores dependen del tiempo. En el caso de un campo vectorial, tensorial o espinorial, las
variables que representan al campo pueden ser las componentes de éste respecto a alguna base especifica. Las
componentes del campo seran denotadas por 71,72, . . . 7m, donde m es el niimero de variables independientes
escogidas para caracterizar al campo, con cada componente 7, siendo una funcién (de valores reales o
complejos) de la posicién y del tiempo: 1, = n,(r,t). La forma explicita de estas funciones estd determinada
por las ecuaciones de campo las cuales, en la mayoria de los casos de interés, son sistemas de ecuaciones
diferenciales parciales de orden no superior al segundo que pueden establecerse de la siguiente forma

R AL B SN B =1,2,... 4.1
O A0 00ma)  Aoha @=12m) -y

donde £, llamada densidad lagrangiana, es una funciéon de las componentes de 7,, de sus primeras deri-
vadas 91, = On,/02", 11, = On, /0t y posiblemente de las coordenadas x* y del tiempo ¢, los simbolos d/dz®
y d/dt representan, al igual que en el resto de esta tesis, derivadas con respecto a x! y t tomando en cuenta
tanto la dependencia explicita como la implicita en esas variables.

Las ecuaciones (4.1) son de Euler-Lagrange correspondientes a la funcional

Slna(a, 6)] = / L0y itlar e ' £)dudt, (4.2)

siempre y cuando las coordenadas x’ sean cartesianas, donde dv es el elemento de volumen usual (en
coordenadas cartesianas, dv = dz'dz?dz?). Esto significa que de entre todos los conjuntos de funciones
ni(z%,t), ..., nm (2%, t) que tienen un mismo valor preasignado en la frontera de la regién de integracién en
(4.2), aquellos que hacen que S tenga un valor extremo, o un valor estacionario, satisfacen las ecuaciones

(4.1) [33]. Si las z" son coordenadas curvilineas arbitrarias entonces, de la misma forma en que se deducen
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las ecuaciones (4.1) a partir de la variacién de (4.2), se halla

"
oL <d> oL daﬁ*() (a=1,2,...,m) (4.3)

e \dat ) 90ma) dton,
donde (d/dz?)" es el operador adjunto de (d/dz’) definido en la forma usual que se emplea en la mecénica

cuéntica; esto es, si f(r) y g(r) son dos funciones que tienden a cero en el infinito entonces (d/dz?)T es aquel

76 (55 stwao= [ [( i) f(r)]g(r)dv (4.4

donde, como en lo sucesivo, la integral se extiende sobre todo el espacio. Expresando a dv en la forma

operador lineal tal que

dv = Jdz%dz?dz3, donde J es el jacobiano de la transformacién de las coordenadas z° con respecto a las

cartesianas, e integrando por partes el lado izquierdo de (4.4) resulta que

t
d 1d

- | =—=—J 4.5

(d:cz) Jdxt™’ (45)

lo que significa que:

a\’ 1d

. =———J 4.6

(dwz > J dxl ( f)? ( )

para cualquier funcién f. En el caso en que las 2 son coordenadas cartesianas, J = 1 y (d/dx?)" = —d/dz?,

con lo que las ecuaciones (4.3) se reducen a (4.1). [La funcién J equivale también a la raiz cuadrada del
determinante del tensor métrico (gi;).]
Un concepto muy 1til en lo siguiente es el de derivada funcional. Si F' es una funcional de las componentes

del campo que tenga la forma
F= /‘F(navaina,aiajﬁa,...)dv (47)

siendo F una funcién que depende de las componentes del campo 7, y de sus derivadas parciales 0;7,,
0;0;m, = 0%, /02’027, ... hasta algin orden finito, entonces la derivada funcional de F con respecto a

7a, denotada por §F/dn, estd dada por

oF _oF (dN' o dN\'(d\'_oF (18)
oMa  Ong dzt /) 9(9ina) dz? dzi /) 0(0;0;14) '

por lo que si las coordenadas x* son cartesianas

oF_0F a4 _oF & _oF
e One  dat 0(0ma)  daidzd 0(0;0jm4) '

(4.9)

Debido a que F es la integral de F, la funcién F es una densidad de F. Usando la derivada funcional y

definiendo L = [ Ldv, las ecuaciones (4.1) y (4.3) equivalen a
=0, (a=1,2,...,m) (4.10)

con 0L/0n, definida en forma andloga a (4.8) y (4.9), reemplazando 7, por 7, y tomando en cuenta que £

no depende de las derivadas de 7),.
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4.3. Formulacion hamiltoniana extendida y paréntesis de Poisson

Procediendo ahora en forma anéloga a la seguida en la mecénica clasica para pasar de las ecuaciones de
Lagrange a las de Hamilton [33] se define el momento conjugado a la componente 7, como

o
O

(a=1,2,...,m). (4.11)

Ta

Puesto que £ es una funcién de 14, 9;7a, 74, ° v t, las ecuaciones (4.11) expresa a 7, como funcién de 7,
0iNa, Na vy posiblemente de 2’ y ¢ explicitamente. Si dichas expresiones pueden invertirse para escribir a 1,

en funcién de 71,, 0ina, Ta, ' y t entonces la densidad hamiltoniana H esté definida por
H=mgn,— L (4.12)

donde las 7, se eliminan en favor de los momentos 7, de tal manera que H sea funcién de 14, 9;0q, Ta, 2°

y t. Por consiguiente, la diferencial de H estd dada por

oH oH oH oH oH

dH = —dn, + ==——d(9;na) + ——dm, —da’ + —dt. 4.1
= e e T Gy A(0ita) & G dma + Hdat + (4.13)
Por otra parte, de las definiciones (4.11) y (4.12) se tiene que
oL oL
dH = 7Tad7.7a + ﬁadﬂa - —dna — =—d aina
OMa A(9;1a) (Gime)
oL oL . . 0oL
——dn, — =——da* — —d¢
.l T 9t T o
oL oL oL . . oL
= Nedmy — —dng — ==——d(0ina) — =——dz* — —dt, 4.14
Hada = 5 ~diy a(am)(a??) 52192~ B¢ (4.14)
lo cual, comparado con (4.18), lleva a las identidades
OH oL oH oL
_ oL _ 4.15
577a 577a 5(@'%) 5(@'%) ( )
OH
= 0 4.1
o, e (4.16)
oH oL oH oL
or = Tor ot ot (.17)
Empleando las ecuaciones de campo en la forma (4.3), de las ecuaciones (4.11) y (4.15) se llega a
OH a\" ac aac aN em
- : - = (= — g (4.18)
577a dz? 5(@'%) dt 577a dz? 5(@'%)
es decir,
OH a\" oH SH
N A (N A S 4.19
T o, (dzz) 0(0ma) o (4.19)

donde H es la hamiltoniana, definida por

H= /’H,dv. (4.20)
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Similarmente, de (4.8) y (4.16), o, = 0H/0m,. Asi, las ecuaciones de campo pueden establecerse en la

forma

0H . oH

77(1:57_(_(13 ﬂ-a__%a (a y Ly ..

.M. (4.21)

Estas ecuaciones, que tienen una forma muy similar a las ecuaciones de Hamilton de la mecanica clasica,
equivalen a las ecuaciones (4.1) o (4.3) si la relacién entre 7, y 7, dada por (4.11) es invertible (lo cual, por
ejemplo, no ocurre en el caso de las ecuaciones de Maxwell).

Puesto que para algunas aplicaciones la forma (4.21) no es adecuada, conviene considerar estructuras
hamiltonianas méas generales que la asociada con estas ecuaciones, debido a que en campos no se puede
hablar de un nivel potencial para obtener la lagrangiana y pasar a la formulaciéon hamiltoniana por medio
de una transformacién de Legendre. Con este propésito se puede comenzar por establecer las ecuaciones
(4.21) de tal forma que las variables aparezcan en una forma mds simétrica [11]. Introduciendo las variables

1,02, ..., Pam, definidas por (¢1, P2, ..., G2m) = (M1, -y Ny T - -+, T ), las Ecs. (4.21) equivalen a

éa::DaﬁQEQ (=1,2,...,2m) (4.22)
dop
con
0 I
(Dag) = : (4.23)
—1 0

donde I es la matriz identidad m x m. La generalizacién de las ecuaciones (4.22) que se considera en el resto

de este trabajo se refiere a sistemas de ecuaciones de la forma

oH

éa:Da NS
P05

(a=1,2,...,n) (4.24)

donde n, el numero de variables que determinan el estado del campo, puede ser par o impar y donde las
D, son constantes o funciones de las coordenadas u operadores diferenciales o integrales con coeficientes
constantes o dependientes de las coordenadas sobre las cuales se impone cierta restricciéon que se deriva més
adelante [ecuacién (4.30)]. La densidad hamiltoniana H puede depender de ¢, d;¢a, o° y t, mientras que las
variables ¢,, no necesariamente son componentes del campo o momentos conjugados a ellas. Como se muestra
en los casos que se tratardn en los siguientes capitulos, dadas las ecuaciones para un campo especifico se
escogen las variables ¢, y las ecuaciones del campo se llevan a la forma (4.24) identificindose entonces la
hamiltoniana y las Dqg.

Si F' es una funcional de la forma

F= /]:((bou ai(bou ala](baa SRR :Cia t)d’U (425)

entonces la derivada de F' con respecto al tiempo es

oF
ot

%?—i/[af' 0F do. (4.26)

= o+ ———0ipa + . ..
a¢a¢ +a(az¢a) ¢ * *
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Integrando por partes, suponiendo solamente las derivadas de F que tienden a cero en el infinito, se tiene

ar - _ / 3_f+<i>T37f+

dt O dzt ) 0(0;da)
oF

5%%“*/ E s “ﬂamd or [ G

{F.Gy+ 57 aF (4.27)

. oOF
Padv + / Edv

donde se han usado las ecuaciones (4.8) y (4.24) asi como la definicién del paréntesis de Poisson

(#6= [ 5Duss M (4.28)

con OF /0t = [(OF /0t)dv.
Para que el paréntesis de Poisson sea antisimétrico (i.e., {F,G} = —{G,F}) es necesario que la

expresion (4.28) sea igual a

0G OF —— 6G \ OF
_ _ [(pi %G 2k
- /(Dﬁaé(bﬁ) 5¢adv (429)

donde DTﬁ es el adjunto de Dog [cf. Ec. (4.4)], lo que significa que Dyg = —D » 0, equivalentemente,

pf

"5 =-Dga (4.30)

En el caso en que las D, sean constantes o funciones (i.e., no sean operadores diferenciales) las restricciones
(4.30) equivalen a que la matriz (D) sea antisimétrica [como ocurre con las ecuaciones candnicas (4.22) y
(4.23)]. Si se supone que las Do no dependen de las ¢, el paréntesis de Poisson (4.28) satisface la identidad
de Jacobi:

{F,{G,K}} +{G,{K,F}} + {K,{F,G}} = 0. (4.31)

La validez de (4.31) puede demostrarse por un largo célculo directo o més brevemente con el formalismo de
multivectores funcionales [11].

En el caso de que las D,g dependan de las ¢, (lo cual pasard con la relatividad general si se usan variables
de curvatura [29]), el uso de los multivectores puede ser indispensable para probar esta identidad [29, 46].

Expresando el valor de ¢, en un punto especifico r’ como una funcional de las variables de campo en la

forma
0alt's1) = [ 8030°(x ~ X5 (r, )0 (4.32)
de la ecuacién (4.8) se ve que
0¢a(r', ) 3 /
———— =0a30°(r — 1), 4.
55(. 1) 50°(r — ') (4.33)

por consiguiente, de la definicién (4.28),

{pa(r',1),05(x", 1)} = /6CW63(I' — 1) D, (r)05:0(r — v')dv = Dop(r')63 (x' — ). (4.34)
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En el caso en que las ¢, sean variables candnicas con

(¢1a---;¢2m):(nla'-')nmaﬂ.la-'-)ﬂ-m)) (435)

las D, estédn dadas por la ecuacién (4.23) asi que las relaciones (4.34) equivalen a

{na(x', 1), m(x", )} = 0={ma(r', 1), m(r", 1)}

{na(t', 1), m(x”, 1)} = dapd(r’ —1") (4.36)

mientras que de acuerdo a la definicién (4.28),

(F.G} = / (5F oG _ oF 6G)dv. (4.37)

00 07ta 07 010
(cf. Ref. [33]) que tiene una forma muy similar a la del paréntesis de Poisson de la mecdnica cldsica cuando

éste se expresa en coordenadas candnicas.
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Capitulo 5

Formulacién hamiltoniana no
canonica del campo electromagnético:

variables de curvatura

5.1. Introduccion

Todo fenémeno electromagnético clasico es descrito a partir de las ecuaciones de Maxwell, en estas
ecuaciones se relacionan a los campos eléctrico E y magnético B y las densidades de carga p y de corriente
Jj; las ecuaciones de Maxwell junto con la fuerza de Lorentz y la segunda ley de Newton dan una completa
descripcién de la dindmica clésica de la interaccion de particulas cargadas y campos electromagnéticos.

Se llaman transformaciones de norma a las transformaciones que pueden experimentar los potenciales
vectorial A y escalar ¢ , pero que dejan invariante a los campos fisicos F y B, y en consecuencia a las
ecuaciones de Maxwell, se dice por este motivo que las ecuaciones de Maxwell son invariantes de norma.

Las ecuaciones de Maxwell son invariantes bajo las transformaciones de norma'

Ay = Ap+0ux; (5.1)

donde x es una funcién escalar. Estas ecuaciones expresan el hecho de que un cambio local en el potencial
electrostatico ¢ se compensa por un cambio local en el potencial vectorial magnético A, de tal manera

que quedan invariantes las ecuaciones de Maxwell. Esta invarianza se manifiesta si definimos el tensor de

LGauge transformations, en inglés. El principio de norma esta de acuerdo con el principio de relatividad especial (v general):

“las leyes de la fisica deben ser las mismas en cualquier sistema de referencia inercial (y no inercial)”.
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campo electromagnético (o tensor de Faraday) F),, como

Fu = 0,4, — 0,4, = (5.2)

-E. -B, B, 0

La transformacién (5.1) es un miembro del grupo U(1) (el grupo unitario, que consiste de todas las matrices
1 x 1 con entradas complejas con determinante 1). Desde luego, el grupo U(1) es abeliano o conmutativo.
(Para una revisién de grupos y grupos de Lie véase las Refs. [47-50], por ejemplo.)

En la ecuacién (5.1) se escoge a x tal que A, satisfaga la condicién invariante,
0 A" =0 (5.3)

conocida como la condicién de Lorentz.

En electromagnetismo, se dice que una condicién como la dada por la ecuacién (5.3), es una condicién
que fija la norma. Una consecuencia de la invariancia de norma es que diferentes elecciones de la condicién
que fija la norma llevan a formas diferentes para el propagador del fotén.

En la siguiente seccién se usard E y B como invariantes de norma como un preludio para la teoria de

Yang-Mills.

5.2. Formulacién hamiltoniana en términos de E y B

Si sé6lo consideramos el caso del vacio y sin fuentes, las ecuaciones de Maxwell son

1E=V><B, 11'3=—V><E, (5.4)
C C
V-B=0, V-E=0. (5.5)

En términos de las coordenadas cartesianas y de las componentes cartesianas de E y B, las ecuaciones
(5.4) equivalen a

Ei = CeijkajBk, Bz = _CeijkajEk- (5'6)

donde €1 es el tensor de Levi-Civita.?
Si se toman las componentes de los campos eléctrico y magnético como variables de campo (¢4, ..., ¢g)=

(E1, Es, E3, By, Ba, Bs), las ecuaciones (5.6) pueden establecerse en la forma hamiltoniana [12]

E; = Dij‘s—H, B; = —Dij‘;—H (5.7)
3B, 3,
donde
D;; = 4mee; 1O (5.8)
QEijk = 0 si algin ndice es igual a otro, €;;; = 1 si i, j, k forman una permutacién par de 1,2,3, €;j, = —1 si i, j, k forman

una permutacién impar de 1,2, 3.
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H= /(E2 + B?)dw. (5.9)

La matriz (Dqg) [véase la ecuacién (4.24)] estd dada por

|~

0 D;;
*Dij 0

(Dag) = (5.10)

Haciendo uso de D;; dado por la ecuacién (5.8), se puede definir un paréntesis de Poisson entre cualquier
par de funcionales de campo F(E, B) y G(E, B) como
oF 0G oF 0G
F = —Djj— — —=D;;— | d
{£.a} /(5Ei I5B; 0B Jan) !

0F , 060G  6F [ 6G

Integrando por partes, se logra observar que el paréntesis (5.11) es antisimétrico hasta una divergencia total,
pero se descartard este término. Equivalentemente, el operador diferencial matricial (D,g), dado por (5.10),
satisface las condiciones (4.30), puesto que Al = —9. El paréntesis (5.11) satisface la identidad de Jacobi
debido a que los operadores D;; tienen coeficientes constantes [11]. Asi que las D;; definen una estructura

hamiltoniana. De la Ec. (5.11) se encuentra que los paréntesis fundamentales son

{E;(r',t), E;(r",t)} = 0={B;(r',t), B;(x",t)} (5.12)

{E;(r',t), Bj(x",t)} = 4mce;j, 0,6 (x — r”"). (5.13)

El paréntesis (5.13) es consistente con las ecuaciones (5.5) ya que, por ejemplo,
{O/E;(r',t), Bj(x",t)} = 4mce;j,0,0,,6(r' — ") = 0. (5.14)

De esta manera, las ecuaciones (5.5) pueden introducirse como condiciones iniciales sobre los campos admi-
sibles.

Usando el paréntesis de Poisson (5.11), se puede observar que H es en efecto el generador de traslaciones
temporales, ya que para cualquier funcional de los campos F se tiene que {F, H} = F.

Atn cuando en las ecuaciones (5.4)-(5.14) no aparecen los potenciales del campo electromagnético (lo
cual es una ventaja), éstos pueden introducirse en la presente formulacién. Si se escoge una norma en la que
=0y V-A =0, el potencial A estd dado por
1 V x B(r)

T ir |r — 1/

A(r) dv (5.15)

(se puede anadir en el lado derecho de esta ecuacién el gradiente de una funcién arménica independiente del

tiempo, sin alterar las condiciones de norma impuestas); por lo tanto, se tiene que

0A (I’I) 1 €kli

§Bi(r)  dr r—71]|

(5.16)
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y de (5.11) resulta que

47

S~ A —1
= 7C€mij€kljai 8l |I‘ 7I‘|

1
{En (" 1), Ap(x', t)} = /5,,”-6(1' —1"\D;; (——ekljalh' — r’|1> dv

= 4AncOmpd(r” — 1) + colol " — |7t (5.17)

(Este paréntesis es isomorfo al conmutador entre los operadores correspondientes que se obtienen cuando se

cuantiza el campo electromagnético en la norma de Coulomb, vea por ejemplo la Ref. [38].)

Si H = f’Hdv estd dada por la ecuacién (5.9), la cual es la energia del campo, se tiene la ley de
conservacion
H+V-S=0 (5.18)
donde
c
S=—ExB 1
B X (5.19)

es el vector de Poynting. Asi, integrando sobre todo el espacio la ecuacién (5.18), puede verse que dH/dt = 0
si los campos E y B se anulan en el infinito.?

Como es bien conocido, las componentes del momento lineal del campo estdn dadas practicamente por
las componentes del vector de Poynting (vea [42], por ejemplo), sin embargo éstas pueden obtenerse también

a partir de la invarianza de H bajo traslaciones espaciales. Obteniendo

1
Pk Z/Pkd’UE /RﬁkijEiBjd'U; (5.20)

como las componentes del momento lineal del campo electromagnético. Como en el caso de H, usando el
paréntesis (5.11) puede verse que Py es el generador de traslaciones espaciales, pues para F(E, B) se tiene
{F,P,} = —0OyF.

Las componentes del momento angular pueden calcularse notando que H es invariante bajo rotaciones,

obteniendo
L ! Lemij EiB;d 1(iBE 'E;By)d (5.21)
= —€LlmL €Emii L DAV = — I\ i — T i v, .
k dre M J J 4me k k

como las componentes del momento angular del campo electromagnético. También puede verse que, efec-

tivamente, Ly, es el generador de rotaciones alrededor del eje z* [12].

3Cabe sefialar que una funcional del campo F es una cantidad conservada si y sélo si dF/dt = 0. Por lo tanto, para
comprobar que dicha funcional se conserva es suficiente usar las ecuaciones de evolucién del campo solamente, sin hacer uso
de una hamiltoniana H particular y su correspondiente estructura hamiltoniana D,gz. Desde luego, si uno hace una eleccién

particular de (H, D,g), uno puede usarlas para verificar que F' se conserva.



Capitulo 6

Teorias de Yang-Mills

6.1. Introduccion

Las teorias de norma no abelianas, desarrolladas por Yang y Mills (1954), se han convertido en un foco de
gran interés, debido a su papel central en dos modelos actualmente populares para un proceso fundamental
fisico: la cromodinamica “fuerte” y la dindmica cudntica de sabor “electrodébil”.

El lagrangiano de un campo que tiene alguna simetria interna dada por un grupo de transformaciones de
norma, deberia ser posible escoger en cada punto del espacio una transformaciéon de norma diferente, sin que
eso hiciese que las ecuaciones de la teoria fueran alteradas. Asi Yang y Mills buscaron la teoria mas general
del lagrangiano para un campo con invariancia de norma local. De hecho la electrodindmica cuantica era ya
una teorfa con invariancia de norma local, donde el grupo de norma era precisamente el grupo de Lie U(1)?.

En el apéndice B puede verse que el campo de Maxwell surge como un campo de norma que debe
introducirse para garantizar la invarianza bajo transformaciones de norma locales U(1). Todo esto a partir
de la conservacién de la carga eléctrica que nos conduce al uso de un campo escalar complejo.

Ahora se desea generalizar los resultados de la seccién 3 del apéndice B al caso donde la lagrangiana tiene
una simetria superior a SO(2) o U(1). La generalizacién mds simple es SU(2). Este grupo es no abeliano,
asi que se estudia el tema de campos de norma no abelianos. Ademads, en esta seccién se considera
al campo escalar con dos componentes que estdn relacionadas por rotaciones en el plano. Una manera de
generalizar ésto es considerar el caso donde ¢ tiene tres componentes, ¢ = (¢1, 2, ¢3), en un espacio “interno”
y las transformaciones de norma (de primer tipo) son rotaciones en este espacio. Esto dard una cantidad
“vectorial” que se conserva, en lugar de la carga e (caso de Maxwell). Esta seré el isoespin? [38].

La hipédtesis de que la simetria de isoespin es una simetria local fue anticipada por vez primera por Yang

y Mills (1954). Por muchos afios su trabajo se consideré como un callején sin salida —aunque interesante—

1Un grupo de Lie es un grupo que es también una variedad (véase, e.g. [48, 49, 50]).
2Kl isoespin es un nimero cudntico relacionado a la interaccién fuerte y aplicado a las interacciones entre el neutrén y el

protén.
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ya que, como se discutird mas adelante, no hay evidencia de que el isoespin esté asociado con una simetria
de norma. En anos mas recientes, la idea de Yang y Mills ha sido retomada para aplicarla a las interacciones
fuertes entre quarks (simetria de norma de color) y las interacciones unificadas débil y electromagnética
(simetria de norma de isoespin débil e hipercarga). En lo que sigue se va a referir a la cantidad vectorial
conservada como isoespin, y al espacio de simetria interno como espacio de isoespin o isoespacio. Debe
recordarse que se intenta que estas palabras se entiendan genéricamente.

A partir de este capitulo los indices de medio alfabeto i, j, k, ..., corren de 1 a 3 y son indices internos.
Para referirse al espaciotiempo se usara, como es usual, indices griegos. Se usan indices del inicio del alfabeto

a,b,c,...como indices de espacio.

6.2. Rotaciones en 3 dimensiones

As

Figura 6.1: Rotacidn alrededor del eje 3 en el espacio con simetria interna.

Refiriéndose por un momento a la Fig. 6.1, se van a considerar las rotaciones en el plano (1-2) como

rotaciones alrededor del eje 3, en otras palabras, rotaciones por un angulo Az, como se muestra en la figura.
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Se tiene,

¢11 = (COS A3)¢1 —|— (sin A3)¢2,
¢/2 = —(sin A3)¢1 + (COS A3)¢2,
¢y = ¢ (6.1)

Si A3 es infinitesimal, se obtiene

ol o1+ Asopa,
by —A3py + b2,
¢y = ¢ (6.2)

los cuales son las 3 componentes de la ecuacién?

¢ —¢—Axo, (6.3)

cuyas componentes en notacién de indices son
bi = O = di — €N, (6.4)

la cual corresponde por tanto a una rotacién general a través de un angulo A. El significado de esto es que

|A] es el angulo de rotacién, y A/|A| es el eje de rotacién. Se tiene, entonces,
0¢i = —€ijuN;jd. (6.5)

Esta es una transformacién de primer tipo y debe compararse con las ecuaciones (B.75) y (B.77). La ecuacién

(6.5) son desde luego tres ecuaciones efectivas [38].

6.3. Derivada covariante

La estrategia es ahora proceder tanto como sea posible de una manera analoga al caso del electromagne-
tismo. Se encontrara que este caso es més complicado, sin embargo, es directamente viable debido al hecho
de que las rotaciones forman el grupo SO(3) el cual es no abeliano. Su naturaleza no abeliana es responsable
de que el producto vectorial es no conmutativo. En lo que sigue se observard como se complica el algebra.
Estas complicaciones tienen consecuencias fisicas directas.

Note primero que la ecuacién (6.5) es una instruccién para llevar a cabo una rotacién de ¢ en el espacio
interno a través del mismo dngulo A en todos los puntos del espaciotiempo. Modificando esto por un

requerimiento mas razonable en la que A; dependa de x*. Se tiene entonces

i — Oud; = Oudi — € (uhj) b — €ijij (0 )

3La calidad de vector en la notacién en letras negritas aqui se refiere al espacio interno.
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0(0udi) = —€iji(Ouly) Pk — €ijilhj(Oudr)- (6.6)
Expresado en palabras, 0,¢; no se transforma covariantemente, como lo hace ¢; en la ecuacién (6.5). Se
debe construir una derivada covariante, anéloga a la del electomagnetismo (véase el apéndice B). Esto
involucrara la introduccién de un potencial de norma andlogo a A,. Entonces se establece la derivada

covariante como
Dyubi = 0,0i + geiji A b (6.7)
A#i es el potencial de norma analogo a A, [37]; note que es un vector en el espacio interno, mientras
que A, sélo tiene una componente; g es una constante de acoplamiento, andloga a la carga eléctrica e.

Comparando con (6.5) se requiere entonces que
§(Dpi) = —€ijuNj(Dyor). (6.8)

4 Cémo deberd transformarse A4, para satisfacer la condicién de una transformacién de primer tipo? Se debe
hacer una suposicién: primero, 4, es un vector (interno), asf, como en (6.5) habrd un término €;;5A;A4,";
segundo, ya que A, cambia por el término (1/e)9,A [véase la Ec. (B.81)], se puede esperar que A,,° cambie

por un término (1/¢)0,A;. Asi, se tiene

, , 1
A = AL — A jALK + Ea#Ai

SAL = —eijp ALK + %@Ai. (6.9)
Esto darfa, usando las ecuaciones (6.5), (6.6) y (6.7),
§(Dudi) = 8(0udi) + geiju(0AL)br + geiji Ay’ (361
= —eip N (0udr) — € (0uD )bk — gerjh€itm (N A7) (dm)
+€iik0u NP1 — g€ijrerim Aut (Aidm)
§(Du¢i) = —€ijelj(0udr) — glerjk€itm(DjAL") (dm)
+eijrerim AL (Mdm)]. (6.10)
Ahora, usando la propiedad del tensor de Levi-Civita,
€ijk€lmk = 0i10jm — Oim0j1, (6.11)

donde las d¢;; son deltas de Kronecker, se pueden reescribir los términos en el paréntesis cuadrado de (6.10),

obteniendo
§(Duti) = —€ijihj(0udj + gerimAu' bm) = —€ijui (D), (6.12)

como se requeria, ésta es la regla para una transformacion covariante. La suposicién fue correcta: introdu-
ciendo un potencial de norma A", el cual se transforma como en (6.9), la derivada covariante del vector ¢;

estd dado por (6.7).
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6.4. Tensor de campo de Yang-Mills

Si A," es el andlogo de A, jcudl es el andlogo del campo de fuerzas F),, = 9,4, — 0,A,? Este se
llamara F),,’. A diferencia de F,, el cual es un escalar bajo SO(2), F,,* serd un vector bajo SO(3), y asi,
se transformara como el mismo ¢;:

5(F,uvi) = *eijkAjF,uvk- (613)

F.'=09,A,"—9,A,", no cumple con esto ultimo, porque

§(0,A," — 8,A,7

1 1
Oy (aMAjAf + E&,AZ—> -9, (aMAjA#k + ;@Ai)

= e (OAS — AN — eplOA)AS — OADAK. (6.14)

El dltimo término es no deseado, y por tanto debe cancelarse. Observando ahora que

S(gein At AS) = geijk (—ejlmAzAum + ;%AJ‘) Al
+ geijrA,)’ <€klmAlAym + ﬁay/\k) : (6.15)
El primer y tercer término pueden combinarse de acuerdo a (6.11), dando
S(geir At AK) = —geijrermAi (AL A™)

+eigr [(0uA) ALY — (0,45) AL ] (6.16)
El dltimo término de la ecuacién anterior es el mismo término que el de la ecuacién (6.14), asi, si se define
Fm,i = (%A,,i - &,A#i + geijkA#jAuk, (6.17)

entonces F),,* se transforma de la manera requerida por (6.13) [37].

6.5. Ecuaciones de campo

El campo de fuerzas F),,* es un vector, asi que F),,*F'*¥; es un escalar y aparecerd en la lagrangiana, la
cual es, por tanto
1

1 i m? i i v
L= §D#q§ DV ¢; — T(b b; — ZF‘“’ FH s, (6.18)

Las ecuaciones de movimiento se obtienen por la variacién funcional de esta lagrangiana de la manera usual,

de tal forma que la ecuacién de Euler-Lagrange

donde ¢ es un indice interno, da, después de un poco de algebra,

O"F' + geijkAfFWk = gleijr (0,0 0" + geijrenim (AL ™)) (6.19)
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o, por virtud de (6.7),
DYF,," = g¢*(D,¢;)pr = gJ,." (6.20)

Esta ecuacién es andloga a la ecuacién de Maxwell (B.96), asi que F),,,* es el campo de norma de “isoespin”,
J," es la fuente o el término de “materia”, y en lugar de la derivada ordinaria se tienen las derivadas
g ' significa, repitiendo lo que se

covariantes. La afirmacién de que D" F},,* es la derivada covariante de F},,

dijo anteriormente, que D" F),,* se comporta como un vector bajo rotaciones en el espacio de “isoespin”,
justo como F,,* lo hace (y por supuesto también A,%). La ecuacién (6.20) relaciona, asi, a la divergencia

“materia”. Mientras que las ecuaciones de Maxwell son

covariante del campo de norma con la corriente de
lineales en A,,, sin embargo, esta ecuacién no es lineal en A,°. La consecuencia de esto es que, mientras que

en ausencia de materia (¢ — 0) la ecuacién de Maxwell se convierte en

E
0"F,, =0—V-E=0, %—Vszo, (6.21)

indicando que no hay un término fuente para el campo electromagético, la ecuaciéon del campo de norma no

abeliano (6.19), en ausencia de materia, se convierte en
DYF,," =0 0"F,," = —ge* A" ;F\ 1, (6.22)

indicando que el campo F),,* actua como fuente para si mismo. Esto corresponde al hecho de que el campo

electromagnético F),, no porta carga, y por lo tanto no es su propia fuente, pero el campo de “isoespin”
F,," porta “isoespin” de tal forma que actia como fuente para si mismo, ya que es el campo que es generado
por la existencia de cualquier particula con “isoespin”. Se recordara que esto es una consecuencia directa del

hecho de que el grupo de simetria SO(3) es no abeliano [38].

6.6. Analogia con la relatividad general

Vale la pena notar aqui que se cumple una situacion similar en la relatividad general. Ahi el mismo campo
gravitacional porta energia, la cual es equivalente a la masa, y por tanto es una fuente de gravitaciéon. En

términos de la ecuacién de campo (B.43)

&G

1
G,uu = R,uu - iRg,uv = 70—2T,U.V)

ambos lados de esta ecuacién son tensores cuya divengencia covariante se anula. La derivada covariante en
cuestion es analoga a la que aqui se considerd, pero tiene un origen estrictamente geométrico, relacionado
con el hecho de que el espaciotiempo en si ya no es euclideano en la presencia de objetos gravitando. Por
tanto, incluso en ausencia de materia (7}, = 0), la divergencia “real” del tensor de Einstein G, no es cero,
y ésta es la expresion matematica para el hecho de que el campo gravitacional se acople a si mismo. Es claro

que la naturaleza no abeliana del grupo de norma es responsable de una estructura mucho mas rica que



CAPITULO 6. TEORIAS DE YANG-MILLS 39

la que existe en electrodindmica, y para ilustrar esto una vez més, considere las ecuaciones andlogas a las

ecuaciones homogéneas de Maxwell (A.44)

a)\F,uV + a,uFl//\ + a1/1?/\# =0. (623)
Estas ecuaciones implican que,
0B
V-B=0, —+VxE=0
Cogr VR

la primera dice que no hay cargas magnéticas como fuentes de campo magnético. La generalizaciéon no
abeliana de (6.23) es,
DyF.,' + D, F,\' + D, Fy\," =0 (6.24)

y, ya que es la derivada covariante y no la derivada ordinaria la que aparece, sigue que
V-B#0 (6.25)

donde B es el “isovector de induccién magnética” (es un vector en el “isoespacio” asi como también en el
espacio ordinario). Aqui — indica un vector en la espacio de configuracién, y la letra en negrita significa
un vector en el espacio de isoespin. Este campo magnético isovectorial tiene divergencia diferente de cero,
existen monopolos magnéticos de isoespin 1. Para ponerlo de otra forma, si se introduce un campo escalar
isovectorial ¢, y se define

Bup=¢-B (6.26)

como el campo magnético “ordinario”, entonces
V-Byup #0 (6.27)

y esta teoria tiene monopolos magnéticos ordinarios (isoescalares). El subindice HP es por Hooft y Polyakov
[61, 52], quienes fueron los primeros en darse cuenta de que los campos de norma no abelianos ofrecen la
posibilidad de monopolos magnéticos.

Sin embargo, no todo es diferente cuando se va al caso no abeliano. Algo que es lo mismo es que el campo
de “isoespin” F; Wi no debe tener masa, justo como el campo electromagnético. La razén es la misma: para

tener en cuenta un campo con masa m, debe agregarse un término extra
24 i
L, =m2A, A", (6.28)

a la lagrangiana [ésto es el andlogo a la ecuacién (B.99)]. La ecuacién de movimiento (6.20) se cambia
entonces a

DYE,'=gJ,' + m*A,". (6.29)

El término (6.28), no es claramente invariante de norma, asi que, como antes, se observa que la invarianza

de norma implica una masa igual a cero para el campo de norma.
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Capitulo 7

Formulaciéon hamiltoniana de las
teorias de Yang-Mills en términos de

variables de conexion

7.1. Introduccion

En el capitulo anterior se observé cémo se obtienen los campos de Yang-Mills a partir del principio de
norma. Se obtuvo también una lagrangiana con la cual pueden obtenerse las ecuaciones de movimiento de
éstos campos a través de un principio variacional.

En este capitulo se va a desarrollar el formalismo hamiltoniano canénico de las teorias de norma de
Yang-Mills. Es poco lo que se trata en los libros de texto sobre este tema. En realidad en los textos de teoria
cudntica de campo como los de Peskin [34], Ryder [38] y Bjorken [53] evitan este formalismo debido a que
lo usual es cuantizar los campos a partir de la formulacién lagrangiana y a través de la cuantizacién por
integral de trayectoria (conocida como cuantizacién de Feynman).

Ahora, es conocido que la cuantizacién del campo gravitacional a traves de la formulacion lagrangiana a
fracasado, en el sentido que se desconoce una formulacién completa y consistente anéloga a la electrodindmica
cuantica.

En la década de los 80’s del siglo pasado Ashtekar, Rovellin, Smolin [20, 26, 27, 54], entre otros, intro-
dujeron un nuevo conjunto de variables con las cuales el campo gravitacional podria cuantizarse a través de
una formulacién hamiltoniana canénica. Con estas variables, conocidas como variables de lazo, se han hecho
progresos relevantes en la cuantizacién del espaciotiempo a través de la cuantizacién de Dirac [21].

Es por esto que se cree que una formulacién hamiltoniana de los campos es mas prometedora para el

proceso de cuantizacion. El tratamiento en este capitulo sigue muy de cerca el libro de Gambini y Pullin
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[31], aunque ya se ha adecuado la notacién en términos de indices internos y espaciales por conveniencia y
como algo necesario para el niucleo principal de esta tesis, el cual se trata en el siguiente capitulo. Puede
verse también el articulo de Jackiw [37] en el cual también se trabaja la formulacién candnica de las teorias

de Yang-Mills.

7.2. Formulacién lagrangiana de las teorias de Yang-Mills

Aunque ya se ha esbozado en la seccién 5 del capitulo anterior cémo se derivan las ecuaciones de movi-
miento de los campos de Yang-Mills a partir de una lagrangiana, en esta seccién se mostraran mas detalles
de dicha derivacién. Haciendo algunos cambios para simplificar los cdlculos: En primer lugar, se tomard la
constante de acoplamiento g igual a uno; esto es algo similar a lo que se hace cuando se toma i = ¢ =1
(unidades de Dios'). En segundo lugar, sélo se tratard el caso sin fuentes de materia, i.e., J," = 0, tal como
se hizo para el caso de Maxwell. [Note que en este caso ¢; = 0, por lo que la lagrangiana serd simplemete
(7.4)

Como ya se ha mencionado, las variables dindmicas basicas de las teorias de Yang-Mills son los potenciales
vectoriales A*;, con indice espaciotemporal p e indice interno i [métrica 1, —diag(1, —1, —1, —1)]. Los grupos

mas comunes son:
= SU(2) x U(1) para interacciones electrodébiles.
= SU(3) para interacciones fuertes.
Los campos de Yang-Mills F*¥; estdn relacionados a los potenciales (o conexiones) A*; por:
Frv, = 0rAY; — 0¥ AM; + %eijkA“jA”k. (7.1)
Los campos de Yang-Mills satisfacen la ecuacién de movimiento [véase la Ec. (6.20)]:
D F*8, =0, (7.2)
la cual es también la ecuacién de Euler-Lagrange para la accién

S = /Ldz4, (7.3)

donde [cf. Ec. (6.18)]
1

£=-3

FHViF,uVi (74)
o, en forma explicita,
1 _ . . _ o
£=—5[(0,4,)(0" A7) = (0uA0") (9, AM) + (9u A )™ AFLAY ]

7%6[A,ujAva#jAVm - A,umAle'ulAUm] (75)

IEs Peskin quien les da este nombre [34].
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Para ver que se cumple lo anterior, se desarrolla la ecuacién (7.2), y se obtiene
af af 1 ijk af
DaF i :aaF i+§€] Aa]F k
donde D, es la derivada covariante, definida sobre un vector interno como

) . 1 ..
D, v* = 00" + §e”kAajvk.

Sustituyendo (7.1) en (7.6) resulta

1 ..
DaF®; = 0a0%A%; — 0,07 A% + ST A% 0, A
1, 1, 1,
+ §ekaajaaAﬁk + 5ewmajamﬁk - 5ewmajaf’Aak

1 1
+ ZAajAaiAﬂj - ZAM-A&]-A% =0.

Por otro lado, las ecuaciones de Euler-Lagrange en términos de las conexiones son

oL } oL _o.

95 [a(aﬁAan) " DA«

Calculando el término entre paréntesis cuadrados de la ecuacién anterior se obtiene

oc 1

W 2 [28[314&" — 280/15” + EnlmAﬂlAam:I y
B n

con lo cual

oL

1 1
———— | = 050pAs" — 0p0a A" + =" AP 195 A%, + — €M A%, 05 A0
65 [8((%/1%)} agalg a 858a B + 26 laﬂ m + 26 mag 1

El segundo término de la ecuacién de Euler-Lagrange es

oL 1, ; o1 1 ‘
. inm pAp i % - n vk _ — . J AVN
oA, 26 AP 00 AL — 0, A" + 4A,,kAa A 4A,,]Aa AP,

Sustituyendo (7.11) y (7.12) en (7.9) se obtiene

1
oL :| oL aBaBAozn o aﬁaaABn + §6nlmAamaﬂAﬂl

a _
A {a(aﬁAan) DA,
+ %e"lmﬂlaﬁ/xam - %eim"A“m[aaAui — 0, A,

+ iAl,jAajA”" - iA,,kAa"A”k = 0.
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(7.7)

(7.8)

(7.10)

(7.11)

(7.12)

(7.13)

Comparando (7.13) con (7.8) se observa que, efectivamente, las ecuaciones de campo de Yang-Mills, D, F*?; =

0, siguen directamente de la variacién de la lagrangiana dada por la ecuacién (7.4) [37].

Las ecuaciones (7.2), con el tensor de campo dado por (7.1), son las ecuaciones de Yang-Mills, las cuales

son mas generales que las ecuaciones de Maxwell para el campo electromagético.
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7.3. Formulacion hamiltoniana canonica: variables de conexion

Ahora se continuara a la derivacién de la teoria candnica. El desarrollo serd exitoso si se pueden identificar
las variables canonicas, i.e., coordenadas y momentos, definir una hamiltoniana, y obtener las ecuaciones de
campo (7.2) como ecuaciones de Hamilton. Ya que se estd tratando con una teoria invariante de norma se
suponen que se obtendran complicaciones como en la electrodindmica.

Separando los indices espaciotemporales de la lagrangiana del campo de Yang-Mills en espaciales y

temporales, se obtiene

L = 5[(5014131)(50141)1) + (0aA40") (0% Ap") + (04 Ap") (0% Ap") — (6014171)(51,1401)
— (0a40")(00A™) — (02 A" ) (OpA™") + (o Ao )™ A% A%, + (Do Av')e'™ A% AP,

+ (0, A0")eM™AY AL 4 (0, A" )M AN AL ] — — (A Aum AFTAY™ — A A AFLAY™] L (T.14)

|
16
esto serd de utilidad para calcular los momentos canénicos mas adelante. Note que no se han separado los
indices en el ultimo término de la ecuacién anterior, ya que dicho término no contribuird a los momentos.

En forma analoga con la electrodindmica definiendo los campos eléctrico y magnético de teorias de

Yang-Mills como

1
Eai = FOai = 80A‘1i — G“Aoi — —GijkAOjAak,

2
a 1 abce 1 abc 1 j k
B i = 756 Fbci = 756 8;,Am- - &:Abi - ieijkAbjAc . (715)
El momento canénico conjugado de A%; es por definicién
0S oL 1 ; , ;
= ——= = —[2(0A") — 2(0°A") + €'m A" AP, = B, (7.16)

SAb;  0(0oAh;) 2
el cual coincide con la definicién de E%;. Sin embargo, A%; no aparece en £, asi el momento conjugado de

A%, 7%, se anula idénticamente
6S oL
0
™ 5AO,L 8(801401) Oa (7 7)

entonces, no se tiene una relacién invertible entre 7%; y A%, por lo que el formalismo hamiltoniano usual no
es aplicable. Esta dificultad esta relacionada al hecho de que hay arbitrariedad de norma en A*;, por lo que
no se puede obtener dindmica determinista para A*; [31].

Esta dificultad puede resolverse (al igual que en el caso de Maxwell) bajo las siguientes consideraciones.

0, se anule idénticamente sugiere que A% no debe ser una variable dindmica, i.e., se debe

El hecho de que 7
tomar como variable de configuracién ¢ simplemente a A%;.
Note primero que la densidad lagrangiana (7.4) puede escribirse en términos de los campos eléctrico y

magnético usando las definiciones (7.15) como

1

£=3

(E“E," — B%B,") . (7.18)
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Ahora, definiendo a la densidad hamiltoniana H como:

H = E%0A' —L
— Ebi (Ebz + abAOz _ §€zlmAOlAbm) _ 5 (EaiEaz _ BaiBaz)

= % (E%E,' + B*B,") — A”D,E*;. (7.19)

En la segunda linea de la ecuacion anterior se ha usado la definicién de F y en la tercera linea se ha integrado
por partes y se supone que los campos tienden a cero en infinito (por lo cual se descartard una divergencia
total que surge en este proceso al tomar H = f Hdv).

El paréntesis de Poisson fundamental en términos de las variables candénicas E%;(r,t) y A, (r',t) estd dado
por

{E%(r, 1), A (v, 1)} = 62675(r — 1'). (7.20)

Para dos funcionales cualesquiera del espacio fase F'(A, E) y G(A, E) se tiene que

B SF 0G  OF G\ 4
thoy= / <6Eai §AL 0A, 6Eai> e (7.21)

Ahora, H se ve como una funcional de E%; y de A’; donde A°; juega el rol de multiplicador de Lagrange,

i.e., se anexa la ecuacion

oH
JAY;

—0 (7.22)

a las ecuaciones de Hamilton para Ab; y E*;. La ecuacién (7.22) lleva a la ley de Gauss para teorias de
Yang-Mills
D,E%; =0. (7.23)

Mientras que las ecuaciones de Hamilton son

i, = (B% H) = / (5E . 0H  6E% SH )d% O wep (.24

SEY; 6Ay  0A,I SEY, 5A,
' 0A%; § A% 6 )
. e, 0H @ oH H
A%, ={A% HY} = u — ! dBr=— = —F%,. 7.25
{ } / (5Ebj 5Ay Ay 5Ebj) T TSR (7.25)
Las ecuaciones (7.23)-(7.25) son equivalentes a la ecuaciones de Yang-Mills, D, F*%; = 0 (para el caso sin

fuentes, desde luego, i.e., J,* = 0).
Es claro que también podemos calcular B%; con el paréntesis de Poisson canénico:

o ra [ (6B% SH 6B% SH \ 5 e
B% = {B%, H} /<5Ebj A7~ A 5Ebj) P = —"DyE,;, (7.26)

donde B%; estd dado en términos de A7 por (7.15). Esta férmula serd clave para escribir las ecuaciones de

Yang-Mills en términos de la curvatura en el capitulo siguiente. Las ecuaciones

D/\F,uv“i’D,qu)\ +DVF/\,LL =0. (727)
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equivalen a

D F®; = 0. (7.28)

Y siguen directamente de la definicién de F},,*. As{ como también se puede definir en términos del potencial
Aci
B% = € DyAe;, (7.29)

derivando covariantemente la ecuacién (7.29) de ambos lados se obtiene que son exactemente igual a cero

por que da como resultado:

D,B%; =0, (7.30)

la cual es andloga a la ecuacién de Maxwell V- B =0y (7.29) es andloga a B =V x A.

7.4. Cuantizacion en términos de variables de conexion

Lo que se hace aqui es un esbozo de la cuantizaciéon candnica en términos de variables de conexidn, sin
profundizar en los detalles.

En la teorfa cudntica se esperarfa que los estados sean vectores en el espacio L?(A), i.e., las funcionales
de cuadrado integrable que dependen de las variables de conexién. Este espacio es puramente formal y se
piensa en los estados como funcionales arbitrarias W[A]. Entonces, reemplazando las variables de “momento”

y “posicién” clésicas A,' y E%; por los operadores [36]

A (x)U[A] = A (x)W[4], (7.31)
' b
By (x)U[A] = mq}[/x], (7.32)

[£%(x), ()] = 0, [Ad'(x), A (v)] =0, (7.33)

[E4i(x), A/ (y)] = 606i;6°(x —y), (7.34)

analogas a los paréntesis de Poisson clédsicos. Con estos operadores en mano se puede formalmente promover
la hamiltoniana del sistema cldsico (junto con la constriccién de Gauss) a un operador y resolver la ecuacién

de Schrodinger resultante [31].



Capitulo 8

Formulaciéon hamiltoniana de las
teorias de Yang-Mills en términos de

variables de curvatura

8.1. Introduccion

En este capitulo se describe el resultado principal de esta tesis, estudiar las teorias de Yang-Mills usando
el formalismo hamiltoniano extendido descrito en el capitulo 4.

De forma andloga al caso de las ecuaciones de Maxwell, se usard como variables del espacio fase al campo
“eléctrico” E?; y el campo “magnético” que surge de la conexion A,* definido por B%; = —%e“chbci en lugar
del par canénico (F, A). Es decir, en vez de una representacién en términos de la conexién se obtendra una
descripcién en términos de la curvatura.

A diferencia del campo electromagnético, en este caso la ley de Gauss no se sigue directamente si se
emplean las nuevas variables (de curvatura), la razén de esto es que en las teorfas de Yang-Mills (como en
la relatividad general) E'y B no son invariantes de norma (la ley de Gauss genera rotaciones internas sobre
estas variables). Esto no significa que la representacién alternativa no sea ttil. Como se verd, la estructura
hamiltoniana que se obtiene al usar las nuevas variables es practicamente la estructura candnica y lleva a las
relaciones esperadas entre las variables de campo y la dnica constriccién (de Gauss) en la teoria. Otro punto
importante es que el algebra de Poisson es cerrada en términos de variables E' y B, dejando asi la teoria lista
para su cuantizacién.

Se debe senalar que, a pesar de que las nuevas variables no son invariantes de norma éstas se transforman
de la misma forma (lo cual no pasa con las variables de conexién). Ademds la evolucién temporal de £y B

es mas simétrica que la de Ay E.
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8.2. Evolucion temporal de las nuevas variables

Se considerard primero la posibilidad de describir el espacio fase de teorias de Yang-Mills usando B en
lugar de A. Para los casos de Maxwell y de Yang-Mills (a diferencia del de Einstein) uno tiene de entrada
la evolucién temporal del campo magnético. Aunque es relativamente directo hallar dicha expresién, el que
B sea la derivada covariante de norma de A es un hecho técnico que permitird desarrollar la representacion
alternativa.

Como ya se ha senalado, el campo magnético de A,* se define como

1 1 1.
B%, = —EeabCF,m. = —ieabc (abAci — 0, Ap; + 56”kAbjAck> . (8.1)

Ahora, la identidad de Bianchi (la cual sigue directamente de la definicién de B),
ai ai 1 ijkA a
D,B*" =9,B" + € ajB%k =0, (8.2)

puede verse genéricamente como una relacién lineal entre A y B, la cual se puede resolver para A. Por tanto,
en lo que sigue se supone que es posible obtener A = A(B). !

De la definicién del campo magnético B se encuentra que
Bai = {Bai, H} = EabCDbAci. (83)

Por otro lado, notese que se puede expresar la evolucién de las variables candnicas [véase las ecuaciones
7.24) y (7.25)] s6lo en términos de las variables E%; y B%;. La ecuacién (7.24) queda en su forma original y
g

la ecuacién (7.25) puede reescribirse como

Aai(E, B) = —E,;. (8.4)

Asi, se obtiene que

€Dy A = —e Dy E,;. (8.5)
Con esto se puede escribir la evolucién de las nuevas variables de campo como
E% = €"D,B, (8.6)
BY = —e%Dy,E,. (8.7)
Notese que estas ecuaciones son mds simétricas que las ecuaciones (7.24) y (7.25), y en algiin sentido andlogas

a las ecuaciones de Maxwell. Asi, en términos de las variables E%; y B%;, las ecuaciones de evolucién para

las teorias de Yang-Mills en el vacio tienen una forma maés simétrica; sin embargo, esto no es suficiente, se

'En la préctica se tienen ciertas complicaciones para esto, aunque existen ejemplos para lo cual es posible obtener A = A(B)

explicitamente (vea la Ref. [39]).
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necesita también una estructura hamiltoniana que defina un paréntesis de Poisson y una hamiltoniana que

genere dichas ecuaciones de evolucién.

8.3. Estructura hamiltoniana y paréntesis de Poisson

Las ecuaciones de evolucién (8.6) y (8.7) pueden escribirse en la forma hamiltoniana [28, 29]

. 0H . 0H
E% =D",;—— BY%=-D%—— 8.8
7oBY;’ TOEY;’ (88)
donde
1
Dabij = eabCDC(Sij = €abc (8651-3- + §€ik1Ack5§) . (89)
La matriz (D,g) [véase la ecuacién (4.23)] estd definida por
0 Db,
(Dap) = (8.10)
*Dabij 0
y la hamiltoniana estda dada por
1 . _ _
= /(EE + BBy )dv + /N%gz-dv (8.11)
en la cual, en términos de las nuevas variables, las restriccion es
Gi(E,B) = D E;. (8.12)

Esta hamiltoniana es practicamente la usada en el formalismo de conexiones, pero ahora se considera A =
A(B) en la ley de Gauss.
Con estas D“bij en mano se puede definir el paréntesis de Poisson entre cualquier par de funcionales de

campo F(E,B) y G(E, B) como

oF 5G oF 5G
F = Db, - Db, 3 1
{ aG}n / (5Eai ij 5Bbj 5Bai ij 5Ebj) d xZ, (8 3)

el subindice n (variables no candnicas) se ha introducido para distinguirlo del canénico, por el momento.

La antisimetria de este paréntesis puede probarse directamente, haciendo una integracién por partes y se
obtiene un término de superficie el cual se desprecia, pues se sigue considerado un espacio compacto. Ya que
en este caso las D“bij dependen de B a través de A, para probar la identidad de Jacobi podrian usarse los
métodos de multivectores funcionales. Un bosquejo de esta prueba puede verse en la Ref. [29] (vea también
la Ref. [11]).

Alternativamente, puede observarse que el paréntesis (8.13) es antisimétrico y satisface la identidad de
Jacobi notando que éste es practicamente el paréntesis candnico de la representacién de conexiones (7.21).
Primero se observa que, usando la regla de la cadena, se obtienen

g __ abep), g
0A" §Be;’

(8.14)
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por lo que

SF 4G 0G___OF
{F,G} = /{5Eaz($) 5 A4 (z) N 0E%;(x) 6A () } d3z

SF 3G OF 3G
— Dab . _ Dab . 3
/ (5Eaz- Uspt, ~ 5Be; sEY, ) &

{F, G} (8.15)

Las nuevas variables satisfacen las relaciones de paréntesis de Poisson

{E%(x), B j(3)}n = 0, {B%(x),B"(y)}n =0 (8.16)
y
{E%(x), B*j(y)}n = €"°D0ij6°(x —y)
= eobe (acéij + %eiklAck(sjl) B(x—y). (8.17)

Si F(E, B) es cualquier funcional de campo que no depende explicitamente del tiempo entonces las Ecs.

(8.8) y (8.13) se obtiene

B 6F . OH  6F ., GSHY 4
o = /(6E%D V5B " 5Ba D ”(SEbj)dz
0F .. O6F ..\ 5
_ /<6EE i+ 550 B z>d z=F, (8.18)

i.e., H genera translaciones temporales.

Note que, a partir del paréntesis fundamental (8.17) uno tiene
Do{E%(r), B®;(r)}n = €°Dy D003 (xr — ') #0, (8.19)

yva que las derivadas covariantes no conmutan. De aqui, la ley de Gauss no se satisface automaticamente,
como en el caso de Maxwell (cuando se usa la energfa del campo como hamiltoniana y a E y B como varia-

bles). Por esto es necesario incluir dicha restriccién en la hamiltoniana.

8.4. Algebra de las restricciones

Observando ahora qué sucede con el dlgebra de las restricciones en términos de las nuevas variables.
La interpretacién geométrica de las restricciones es mas sencilla si se integran sobre todo el espacio, i.e.,

definiendo
Cyi = / N'G,(E, B)d*x. (8.20)

Viendo qué efecto tiene esta constriccién sobre las variables. Usando el paréntesis de Poisson (8.13) y la

ecuacién (8.14) se obtiene

1 .. 1 ..
= —¢""EYN* {B%,COnity = —€9¥B*; N* (8.21)

Eai ifp — = —
{B%, Cn} 2 2
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i.e, la constriccion de Gauss genera rotaciones internas sobre las variables, como debe ser.

Ahora es directo calcular el dlgebra de Poisson de las restricciones. Se obtiene

1

{CN'L, CMz }n = 7§C€ijkNij (822)

(8.23)

De aqui, se ve claramente que el dlgebra es de primera clase, es decir, es cerrada. De hecho es idéntica a
la candnica, lo diferente es que las transformaciones que genera la restriccion a las variables £ y B son més

simétricas.

8.5. Cuantizacion en términos de variables de curvatura

De manera similar al caso de las variables de conexién, para cuantizar la teoria se puede pensar en los

estados fisicos como funcionales arbitrarias W[B] y promoviendo las variables cldsicas E%; y B®; por los

operadores
. 1)
a _ cabc
E%(x)U[B] = "Dy 5B (%) v[B], (8.24)
y
B (x)¥[B] = B%(x)¥[B], (8.25)
los cuales tiene las relaciones de conmutacion
[E%(x), B*(y)] =0, [B%(x),B"(y)] =0, (8.26)
[E%(x), B(y)] = €**D.5;;6°%(x —y), (8.27)

andlogas a los paréntesis de Poisson clésicos (8.16) y (8.17).

Lo que sigue es resolver la ecuacién de Schrodinger resultante para estas W[B].
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Conclusiones

Para terminar, en este trabajo se ha logrado probar que es posible escribir en forma hamiltoniana las
ecuaciones de movimiento de los campos de Yang-Mills en términos de variables alternativas.

Las nuevas variables son los campos eléctrico E%; y magnético B%;. Se afirma que las nuevas variables son
de curvatura porque B%; = —%e“bCFbci, y en el contexto de la geometria diferencial este tensor (de Faraday)
es la curvatura de una variedad. Se ha mostrado también que la estructura hamiltoniana necesaria (las
D,p’s) involucra operadores diferenciales con derivadas covariantes, siempre que se use la energia del campo
como hamiltoniana. También se ha probado que la hamiltoniana usada es el generador de traslaciones en el
tiempo si se usa la estructura obtenida. Al final del dltimo capitulo se ha descrito la forma de promover las
variables fundamentales a operadores y los paréntesis de Poisson a conmutadores, sin embargo, es necesario

un andlisis mas detallado para ver si se puede obtener mas informacién de la teoria cuantica de Yang-Mills.

Comentarios finales

Desde luego que el caso del campo electromagnético ha servido como una guia para el caso de teorias de
Yang-Mills no abelianas. Por otro lado el caso del campo gravitacional, el cual involucra méas constricciones
que el caso de teorfas de Yang-Mills, ya se ha estudiado con cierto detalle en las Refs. [28, 29].

El uso de variables y hamiltonianas alternativas para el estudio de campos clasico y cudnticos ha sido
tratado por pocos investigadores [12, 13, 55]. Es poco usual lo que se conoce sobre el tema, debido a que
los investigadores tratan de seguir, en la mayoria de los casos, con el enfoque tradicional (candnico). Sin
embargo, el uso de otras variables no candnicas llamadas lazos ha llevado ha resolver problemas que no
hubieran sido resueltos con las variables tradicionales tanto en teorias de Yang-Mills como en la relatividad
general (como el rompimiento de simetria de norma y el hecho de que se trabaja directamente en el espacio
de estados fisicos [31]).

Es posible que el uso de variables de curvatura complique el tratamiento, en el sentido de que la estructura
hamiltoniana involucra operadores diferenciales, pero también es posible que lleve al descubrimiento de
nuevas simetrias (lo cual implica nuevas cantidades fisicas conservadas véase, e.g., [15]) o logre resolver algin
problema que no se resuelva con variables de conexién (como el problema de cuantizacién). Cabe senalar que

el uso de estructuras hamiltonianas alternativas puede conducir a teorias cuanticas distintas para un mismo
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sistema, como es el caso del oscilador arménico que se trata en la Ref. [56], pero las cuales llevan a mismo
limite clasico.

En palabras de Lee Smolin [23], la fisica actual estd en problemas, y los problemas que se deben enfrentar
son dificiles, no s6lo porque involucran matematicas bastante sofisticadas sino porque implican riesgos.
Asi que se deben enfrentar grandes riesgos en la fisica actual si no se quiere seguir con lo tradicional (lo cual
a hecho que no se tengan progresos reales). Asi que el uso de variables de curvatura puede ser arriesgado,
pero podria también llevar simplemente a una teoria cuantica que explique en mejores términos la realidad

del mundo fisico.



Apéndice A
Ecuaciones de onda relativistas

A.1. Notacion relativista

Cualquier teoria fundamental de la naturaleza debe, por supuesto, ser consistente con la relatividad,
asi como también con la teoria cudntica. Se debe empezar estableciendo una notacién para las teorias
relativistas.

Considérese dos eventos en el espaciotiempo (x,y, z,t) y (x+dx, y+dy, z+dz, t+dt). Se puede generalizar
la nocién de la distancia entre dos puntos en el espacio, al “intervalo” entre dos puntos en el espaciotiempo;
el cual se denotara como ds. Para que ds sea el mismo para todos los observadores inerciales, debe de ser

invariante bajo transformaciones de Lorentz y rotaciones, y por tanto estd dado por
ds® = Pdt* — (da® + dy* + d2?). (A1)

Desde luego, se podria haber definido ds? = dx? + dy*+ dz? — c*dt?, se elige (A.1) por conveniencia posterior.
Con esta definicién, los eventos que estan separados por un intevalo temporaloide tienen ds® > 0; aquellos
separados por un intervalo espacialoide tienen ds? < 0; y aquellos separados por un intervalo nulo o luzoide
tienen ds? = 0.

En el espacio tridimensional (z,y,2) se consideran como las componentes de un trivector, y dr? =
dx? + dy? + dz? es invariante bajo rotaciones. Esta forma cuadratica es la suma de cuadrados, y por tanto
positiva definida. Para generalizar al espaciotiempo cuadridimensional, se tiene el problema de que el intervalo

invariante ya no es positivo definido. Por lo tanto se define

x'u‘ = (x07'r17‘r27‘r3) = (Ct’x7y5z))

z, = (xo,x1,x2,23) = (ct,—x,—Yy, —%), (A.2)

y se hace la regla que el invariante se obtiene sumando sobre un indice superior y un indice inferior:

3
ds? — Z detdzr,, = dt? — dx? — dy2 — dz>. (A.3)
n=0
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Un cuadrivector como z#, con un superindice, se llama vector contravariante y un vector como z, con
un subindice, se llama vector covariante. El producto interno de un vector contravariante y un vector
covariante es un invariante (escalar). Para simplificar la notacién, adoptamos la convencion de suma: un
indice que aparece una vez en la posicién arriba y una vez abajo automaticamente se suma de 0 a 3:

3
> VY, = VRV, (A.4)
pu=0

La relacién entre z# y x,, (o entre cualquier vector contravariante y su contraparte covariante) puede

darse introduciendo un tensor métrico g, :

_ v
Ty = GuT
0 1 2 3
= g% + 9T + gu2T” + guz”, (A.5)
donde la convecién de suma ha sido usada. Por inspeccién de (A.2), tenemos g = 2°, 71 = —x!, etc., asf de

(A.5) es claro que g, puede establecerse como una matriz diagonal

—_
o
o
o

Guv =

o o o
o
\
—_
o

donde las filas y las columnas corresponde a las componetes 0,1,2 y 3. Ya que g,, tiene un determinante

diferente de cero, su inversa existe, y se escribe como

g =

o o o
o
\
_
o

de hecho, tiene el mismo valor que g, en el espacio de Minkowski (en coordenadas cartesianas), pero esta
igualdad no se cumple en general.

Es claro que g, contiene toda la informacién acerca de la geometria del espacio, en este caso, el espa-
ciotiempo de Minkowski. En relatividad especial, sin embargo, el tensor métrico juega un papel pasivo, y de
hecho nunca necesita introducirse. Pero en relatividad general, juega un papel activo ya que la geometria del
espacio no esta fija en principio, sino que depende de la materia que hay en él. Las ecuaciones de campo de
Einstein, por ejemplo, son ecuaciones diferenciales para g, .

Es comtn en fisica de particulas trabajar con unidades donde ¢ = 1, asi (A.3) se convierte en

ds® = dztdz,, = dt* — (dz* + dy® + d=?). (A.8)
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Se definen los operadores diferenciales como

0 10 0 0 0 10
a;,t - @ - (60;61;62383) - (Eaagaa_yaa) - (E&av)

10
I 1224 — P
0 9", (c 5 v), (A.9)

dando el operador diferencial de segundo orden invariante de Lorentz
102 0? 02 0? 102
O0=00y=-n= |5 +os+=s]|=-25 -V A.10
oo (8902 + 0y? + 6z2) c Ot? ’ ( )
llamado el operador d‘Alembertiano.

El cuadrivector de energia momento de una particula es

= (%p) ; Pu= (%— ) (A.11)

dando el invariante
E2

PP =p'pu=—5 —p-p=mc (A.12)
0, cuando ¢ =1,
p? = E? —p? =m?. (A.13)
También se usard la notacién p - x para p,z"
p-r=puat=Et—p-r. (A.14)

A.2. Ecuacion de Klein-Gordon

Ahora se esta listo para escribir una ecuacién de onda para una particula sin espin, una particula escalar.
Dado que sélo tiene una componente, la cual se denotard como ¢. La ecuacién de onda se obtiene de la

ecuacién (A.12) sustituyendo los operadores diferenciales para E y p, de la manera estdndar en la teoria

cuantica
0
E— iha, p — —ihV. (A.15)
La ecuacién (A.12) es entonces
1 0? 9 m?2c?
(c—zw‘v )‘“ =0

la cual se convierte, en unidades i = ¢ =1 y usando (A.10),
(@ +m*)¢ =0. (A.16)

Esta ecuacién se conoce como la ecuacién de Klein-Gordon. Note que sustituyendo (A.15) en la aproximacién
no relativista de (A.12), E = p?/2m (aqui E es la energfa cinética tinicamente) conduce a la ecuacién de

Schrodinger de una particula libre
i V3¢ i (A.17)
— = —ith—. .
2m ot
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La ecuacién de Schrodinger es una aproximacion no relativista para la ecuacién de Klein-Gordon. La densidad

de probabilidad para la ecuacién de Schrédinger es

p=6"0 (A.18)
y la corriente de probabilidad es
. dh, B N
j= =5 (6"V6 — 6V, (A.19)
Estas obedecen una ecuacién de continuidad
ap+v s _ ] *VQ v2
DAV = 0°6) - o (6% - 9V
_ . [09 iﬁ 305* i o
S By e
dp
EJrV = 0,

donde la ecuacién de Schrédinger y su compleja conjugada han sido usadas. ;Cudl es la expresion correpon-
diente para la ecuacion de Klein-Gordon? Para ser propiamente relativista, p no debe transformarse como
un escalar [véase (A.18)], sino como la componente temporal de un cuadrivector, cuya componente espacial

es j, dada por (A.19). Entonces p estd dado por

((b 00 _ a;i*) (A.20)
y con . -
i =(p.J) = %¢*(§o,§)¢ = %czﬁ* o 6 (A.21)
donde
AD"B= [A&“B (0" A)B], (A.22)

y se ha usado (A.9), se tiene que la ecuacién de continuidad es
8. = 2L (4706 — ¢04") = 0 (A.23)
" 2m ’

ya que ¢* también obedece la ecuacién de Klein-Gordon. Entonces p y j son la densidad de probabilidad y

la corriente deseadas.

A.3. Ecuacion de Dirac

La ecuacion de Dirac, a diferencia de la ecuaciéon de Klein-Gordon, es de primer orden, y se cumple
solamente para particulas de espin %; yva que la ecuacién de Klein-Gordon no expresa otra cosa que la
relacién relativista entre energia, momento y masa, debe cumplirse para particulas de cualquier espin. Sin
embargo, la ecuacién de Dirac (y las ecuaciones de Maxwell y Proca, que se derivan més adelante), tienen
un origen completamente diferente, y pueden derivarse a partir de las propiedades de transformacion de

espinores bajo el grupo de Lorentz.
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En este trabajo no se tratan campos fermiénicos, solamente campos de Yang-Mills (que incluyen al de
Maxwell, desde luego), los cuales tienen espin entero. Es por eso que no se hard una revisién de cémo se

deduce la ecuacion de Dirac, pero se escribe simplemente para hacerle mencién; resulta que es la siguiente
(170 —m) =0, (A.24)
donde las v# son las matrices (4 x 4) de Dirac, las cuales satisfacen
{77} = 29", (A.25)
donde {, } es el anticonmutador. También se satisfacen las propiedades
() =1,  ()P=-1L A= w#p). (A.26)

La forma en que se obtiene la ecuacién de Dirac puede verse en las referencias [34] y [38].

A.4. Ecuaciones de Maxwell y de Proca

Regresando a las particulas con espin 1. Los fotones no tienen masa y son descritos por las ecuaciones de
Maxwell, y las particulas masivas con espin 1 (por ejemplo, los bosones W= que son intermediarios de las
interacciones débiles) son descritas por la ecuacién de Proca.

Las ecuaciones de Maxwell son, por supuesto, bien conocidas. Lo tnico que concierne aqui es mostrar
como se manifiestan en la forma covariante de Lorentz. Es claro que de hecho son covariantes de Lorentz:
fueron las observaciones de Einstein que las ecuaciones de Maxwell fueran covariantes de Lorentz, las que

dieron el origen a la teoria de la relatividad.

Las ecuaciones de Maxwell (en unidades racionalizadas de Heaviside-Lorentz, #jw = a =1/137) son
0B
OE

(a) Esta ecuacién dice que no hay cargas magnéticas. (b) Es la ley de Faraday; un cambio en el campo
magnético produce un campo eléctrico. (¢) Es la ley de Gauss; la carga total dentro de una superficie cerrada
se obtiene por integracién de la componenete normal de E sobre la superficie. (d) Es la ley de Ampere,
V x B = j, con el término adicional OE/Jt, estableciendo que el cambio de campos eléctricos produce
campos magnéticos. Las ecuaciones (a) y (b) son conocidas como las ecuaciones homogéneas, (¢) y (d) son
las no homogéneas.

Introduciendo el cuadrivector potencial

AP = (¢, A) (A.28)

con

A
B=VxA, E:f%—tfw, (A.29)
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las ecuaciones (a) y (b) se satisfacen automdticamente, ya que V- (Vx) =0y V x (V) = 0. Ahora observe

que del lado derecho de las ecuaciones (A.29) son las componentes del rotacional en 4-dimensiones, definido

por
Fr = —FvF = gFAY — 9V A”. (A.30)
Este tiene componentes (recordando que 9" = —9;)
FOi —_ aOAz o azAO
0A
- ()
FY% = —F (A.31)
y
F = §AT —9IA" = —€k Bk, (A.32)

donde €% = ¢, es el simbolo totalmente antisimétrico de Levi-Civita. Las ecuaciones (A.30) y (A.31)
pueden visualizarse en forma matricial, con los renglones y las columnas correspondientes a los nimeros
0,1,2,3:

0 —-E' —EFE?> -—E3

E! 0 -B® B?

FH = . (A.33)

E? B3 0 -B!

E? -B?> B! 0
F* se llama el tensor de campo electromagnético. Y bajo transformaciones de Lorentz se obtiene un tensor

de segundo rango antisimétrico.

P — AN g PP

Para resumir hasta ahora: si se escriben los campos eléctrico y magnético en términos del tensor F*¥, el
establecimiento de que F*” es un rotacional en 4-dimensiones, significa que las dos primeras ecuaciones de
Maxwell (homogéneas) se satisfacen autométicamente.

Ahora se consideran las ecuaciones no homogéneas. Es claro verificar que ambas estan contenidas en la

ecuacion covariante

O F" = 5% (A.34)
con
7" = (p,J)- (A.35)
Porque poniendo v = 0 tenemos
alFIO 4 62F20 4 63F3O = p

V~E:p
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la cual es (¢), y poniendo v = 1 tenemos

F°r 4+ 9y F? 4 §iF3 = j1
_8_E1 i B3 i
ot 0xo 0xs
la cual es la componente “1”7 de (d).
Es quizas util aqui insertar una observacién acerca de las transformaciones de norma. Aunque (A.28)
especifica los campos eléctrico y magnético en términos de A y de ¢, no lo hace de manera unica, porque

bajo una transformaciéon de norma
Ix
A A-Vyx, ¢+ (A.36)

la cual tiene la forma covariante

Al AP 4 Py, (A.37)

donde x es una funcién escalar arbitraria, E y B no cambian; equivalentemente F'*¥ no cambia
FH — FHY  (OHQY — 0¥0)x = FH. (A.38)
Sustituyendo (A.30) en (A.34) se observa que A" satisface
OA* — 0¥ (0, A") = 5. (A.39)

Ahora se puede hacer uso de la libertad (A.37), eligiendo un x tal que la A* transformada satisface la

condicién de norma de Lorentz:

0, Al = % +V-A=0. (A.40)

En esta “eleccién de norma” (A.39) se convierte en

OA* = j#’ (A41)
la cual establece las ecuaciones bien conocidas
0%¢ 9 9?A 9 .

cuyas soluciones dan los potenciales de Liénard-Wiechert. En el vacio, la ecuacién (A.41) se convierte en
OA* =0, (A.43)

la cual siginifica que el campo electromagnético, cuando su naturaleza cudntica es totalmente aprovechada,
corresponderd a particulas sin masa (las cuales por tanto viajan a la velocidad de la luz; de aquf la relatividad,
la cual fue donde se empezo).

Ahora se tienen las ecuaciones de Maxwell modeladas en una forma manifiestamente covariante. Las

ecuaciones homogéneas (a) y (b) son resumidas en la ecuacién (A.30). Las ecuaciones no homogéneas (c)
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y (d) son resumidas en la ecuacién (A.34). Se mostrard que hay una manera ordenada de combinar las
ecuaciones (A.29) y (A.30), por lo que no se necesita hacer referencia explicita al potencial vectorial A*. De
(A.30) sigue que

ONEHY L QREVA 4 9V FM =0 (A.44)

que puede verificarse sin ningtin problema. Ahora se define el tensor dual FH por
a4 1 vpo
P = 56“ P7 Foo (A.45)

0123 _ 1)

donde €777 es el simbolo de Levi-Civita en cuatro dimensiones (con e . Es claro ver que sus elementos

son

FHv = : (A.46)

B3 E? —E! 0
Debido a la antisimetria de e*¥?? sigue que la ecuacién

O FH" =0 (A.47)

conduce a (A.44); alternativamente observando (A.46) puede verse que (A.47) da las ecuaciones de Maxwell

(a) y (b). En conclusién, las ecuaciones de Maxwell pueden escribirse en la forma compacta
OuFM = i, 9,F" =0. (A.48)

Las particulas masivas de espin 1 obeceden ecuaciones que generalizan las de Maxwell. Las cuales se

conocen como las ecuaciones de Proca:
FH = gAY — 9" AF; 9, FM +m2AY = 0. (A.49)
Tomando la divergencia de F'*¥ se tiene que
m20,A” =0, (A.50)

y ya que m? # 0, se encuentra que 9, A4Y = 0; la condicién de Lorentz, siempre se cumple, y se pierde
la libertad de transformaciones de norma que las ecuaciones de Maxwell tienen. De hecho, ya que F*” es
invariante de norma, sigue directamente de (A.49) que las ecuaciones para particulas masivas de espin

1 no son invariantes de norma. Sustituyendo (A.50) en (A.49) se obtiene
(O +m?)A* =0 (A.51)
as{ como también
0, A* =0. (A.52)

La ecuacién (A.51) muestra, como se esperaba, que se tienen particulas de masa m. La ecuacién (A.52)
es una condicién impuesta sobre las cuatro componentes de A*, asi que hay Unicamente tres componentes

independientes. Este hecho es apropiado para particulas masivas de espin 1.



Apéndice B

Formulacion lagrangiana, simetrias y

campos de norma

B.1. Formulacion lagrangiana de la mecanica de particulas

En mecénica cldsica, una particula se idealiza como un punto de masa m, por asi decirlo. Sea z(t) su
posicién en el tiempo ¢. Si se mueve en una regién donde la energia potencial es V(z), entonces la segunda
ley de Newton dice que

d’z av

Y p=_2T
™z dz

(B.1)
donde F es la fuerza que actia sobre la particula. El principio de minima accién es una manera de derivar
esto. La lagrangiana L esta definida por

L:T—V:%m (%)Q—V(x) (B.2)

donde Ty V son la energia cinética y potencial; y la accién S estd dada por

S= / Lat. (B.3)

donde la integral se toma sobre una trayectoria completa; de ¢; a t2, como en la Fig. B.1;
to
S = L(z,2)dt. (B.4)
ty
De aqui en adelante, se escribird dz/dt = i, d?z/dt? = &. Cuando la particula se mueve de z(t1) a z(t2), hay
un numero infinito de posibles trayectorias que puede tomar, alguna de las cuales se muestran en la Fig. B.2.
;,Cudl trayectoria toma la particula en realidad? La respuesta sigue del principio de minima accién, el cual

establece que aquel movimiento real es por el cual S es un minimo. Ahora se mostrara que ésto lleva a la ley

de Newton.

63
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to

tq

Figura B.1: Una trayectoria en el espaciotiempo.

Considérese una variaciéon en la trayectoria
z(t) = 2'(t) = z(t) + a(t), a<<z.

La particula estd restringida a estar en x(¢1) en el tiempo 1 y en x(t2) en el tiempo to, de tal forma que en

los puntos extremos el movimiento esté fijo, y en consecuencia
a(t1) = a(tz) = 0. (B.5)
En la sustitucién z — ', la accién S se convierte en

S8 = /t2 [%(Ha)tx/(ﬁa)} dt

t1

/tt (%m¢2 +mia—[V(z)+ CLV’(%)]) dt + O(a?)

ta
S+ / [maa — aV'(z)]dt
ty

S+08S,

donde

55 = [ i — av (@)t (B.6)

t1
y V'(z) = dV/dz. Si S es un minimo bajo la variacién en x, §S = 0. El primer término en §.5 puede integrarse

to ta 123
/ gadt = talj? — / aidt = — / aidt
t1 ty t1

donde el dltimo paso sigue de (B.5). Se tiene entonces

por partes, dando

ta
58 = / [-mai — aV'(z)]dt = 0;
t1
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to

t1

Figura B.2: Algunas (de una infinidad de) trayectorias entre dos puntos.
y esto se cumple si
la cual es la ley de Newton (B.1).

B.2. El campo escalar real: principio variacional y teorema de

Noether

El paso de una particula puntual en la posicién z(t) al campo ¢(z*) = ¢(x,y, z,t) puede visualizarse

como el “reemplazo” de x por ¢, y de t por z*. El campo escalar obedece la ecuacién de Klein-Gordon
(O +m?)p =0, (B)

pero deberia ser claro que en este tratamiento ¢ se interpreta meramente como un campo escalar, no como la
funcién de onda de una simple particula, como en el apéndice A. En este caso, puede preguntarse ;qué es m?
La respuesta a esto se obtiene cuando se cuantiza el campo escalar clasico, ahi se llega a una interpretacién
de particula, y la particula tiene masa m.

Se muestra cémo (B.8) se deriva a partir de un principio variacional aplicado a una accién

S = /,C((z),a#qs)d‘*z, (B.9)

donde 0,¢ = 0¢/0z*. La ecuacién (B.9) debe compararse con las ecuaciones (B.3) y (B.4). La funcién L es

propiamente llamada densidad lagrangiana de la teoria, ya que L = f Ld3z es evidentemente la lagrangiana.
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Se referird simplemente a £ como la lagrangiana. Es usual que se asuma que £ dependa dnicamente de
¢ y sus primeras derivadas; esto no es necesario, en el sentido de que las deducciones que se hardn més
adelante, también se cumplen si £ depende de segundas derivadas y derivadas de orden superior de ¢; pero

se asumira esto por simplicidad. Notese que la ecuacion de Klein-Gordon puede derivarse de la lagrangiana

2

(0,9)(9"9) — -0
[(809) = (V¢)? —m?¢?]. (B.10)

E:

E:

N — N —

Inicio de la hipersuperficie espacialoide (t = ¢1)

(@,y,2)

Region del espaciotiempo R con frontera R

t &__ Fin de la hipersuperficie espacialoide (¢t = t2)

Figura B.3: Un campo ¢ traza una regién R en el espaciotiempo.

El campo ¢ traza una region R de 4-dimensiones dentro de un espacio de 5-dimensiones el cual contiene
su grafica en el espaciotiempo, como se muestra en la Fig. B.3. El inicio y el final de la hipersuperficie
espacialoide pueden tomarse como la porcién del tiempo t = t1, y t = to, los cuales forman parte de la
frontera OR de la regién R. Ahora se fija tanto el campo variable ¢ y las coordenadas x a una variacion, las

cuales se anulan sobre la frontera OR:
=t =zt 4 st (B.11)
dz) = ¢'(z) = ¢(x)+6¢(x). (B.12)
Es conveniente considerar el caso donde £ depende explicitamente de z*
L= L(},0,0,z"); (B.13)

esto sucede si ¢ interactua con una fuente externa, y por tanto no describe un sistema cerrado.
Es importante notar que d¢ como se define en (B.11), es meramente la variacidn funcional en ¢; ¢ es

comparada con ¢ en el mismo punto en el espaciotiempo x*. Podemos definir tradicionalmente una variaciéon
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total en ¢, A¢, como
¢'(a) = ¢(z) + Ag(x) (B.14)

y sigue entonces que, a primer orden en ¢

Ap = @) — (') + ¢(2') — ¢(x)
= 00+ (0.0)0z". (B.15)
La variacién en la accién es
55:/£wumﬂfwfx7/zwa@@wfa (B.16)
donde d*z’ = J(a' /x)d*z, siendo J(z'/x) el Jacobiano de la transformacién z — z’. De (B.11),
n
LA T
ox*
asi que
x’ ox'H
J<$> det(a /\) =1+ 0,(0z");
y por lo tanto
08 = /(5£ + L£0,,62")d*z, (B.17)
donde
oL oL oL
0L =—0p+ + —5:0“ B.18
550+ 35570000 (B.15)
De (B.11) se ve que 6(0,¢) = 0,09, asi (B.17) y (B.18) dan
oL oL
5S/[—4 + = 0u(6 +8£M“Lﬁ: B.19

donde, como se indica, la integral se toma sobre toda la regién R del espaciotiempo. El tercer término en
ésta ecuacion es una divergencia total. El segundo término puede reescribirse y de tal forma que se introduce

una divergencia total:

1o, 09 =0 [8(%54 %5 <af¢>} i

v las integrales resultantes de divergencias totales sobre R pueden reescribirse como integrales de superficie

sobre R, usando una generalizacién del teorema de Gauss en 4-dimensiones. Esto da

5=, ( [(afgb)D‘S"bd% L, [(af¢)5¢+5x]d%. (B.20)

Ahora ya se ha acordado que la variacién de ¢ y de x* sobre la frontera de R se anulan:
0¢p=0, dz =0 en OR,

de tal forma que el segundo término en la ecuacién (B.20) se anula, y la condicién para una accién estacionaria
es que el primer término también se anula sobre todo R, independientemente de R
oL 0 { oL ] _

¢ Ot | 0(0,0)

(B.21)
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Esta se conoce como la ecuacién de Euler-Lagrange para ¢. Es la ecuacién de movimiento para el
campo ¢, analogo a la ecuacién de movimiento de Newton para una masa puntual. La ecuacién requerida de
movimiento es la ecuacién de Klein-Gordon, y ahora se puede confirmar que la lagrangiana dada por (B.10),
cuando se sustituye en la ecuacién de Euler-Lagrange (B.21), da como resultado la ecuacién de Klein-Gordon.

De hecho, escribiendo (B.10) como

1 KA m2 2
L= 59 (0x0)(0r0) — 7¢ (B.22)
(recuerde que k y A son indices mudos) se tiene
oL 9 oL
— = —m s = gHt? al/ = a'u' s B23
55 = 0 gy = 900 = (B.23)
asi que la ecuacién de Euler-Lagrange da
9,0" ¢ +m?p = 0p +m?¢ = 0, (B.24)

la cual es la ecuacién de Klein-Gordon. En caso de que se sospeche de que hay un milagro aqui, en realidad
no es asi, la lagrangiana se escribe como en (B.10) deliberadamente de tal forma que se obtenga la ecuacién
de Klein-Gordon.

Ahora se explorara otra consecuencia del uso de un principio variacional. Esta es que si la accién no
cambia por una reparametrizacion de z* y ¢, i.e., es invariante bajo algin grupo de transformaciones sobre
" y ¢, entonces existen una o mas cantidades conservadas, i.e., combinaciones de campos y sus derivadas las
cuales son invariantes bajo las tranformaciones. Este hecho crucial se conoce como teorema de Noether
y juega un papel muy importante en la teoria de campos y en la fisica de particulas. Este teorema toma
en cuenta la conservacién de energia, momento, momento angular y cualquier otro nimero cudntico! cuyas
particulas portan carga, isoespin, color, etc. (Existe, sin embargo, otro tipo de cantidad conservada la cual
es “topolégica” en naturaleza y cuya conservacién no tiene nada que ver con el teorema de Noether.) Se
dara primero una explicacién bastante general del teorema de Noether y luego se aplicara a la conservacién
de la energia, momento y momento angular.

Primero se regresard a la ecuacién (B.20) para la variacién en la accién. Ahora tomando a R como una
regién arbitraria y ya no se requiere que d¢ = 0, dz* = 0 fuera de R. Reescribiendo el término de superficie

como

55 = [q (% _a, [%D sodia
/6R (%ﬁw[&b + (9,)02"] = [ag—;)c’w - 555} 5:&) do;

simplemente se ha agregado y restado un término. El primer paréntesis cuadrado en la integral de superficie
es la variacién total de A¢ definida en (B.15). El segundo paréntesis cuadrado define el tensor de energia-

momento 64:

oL
0 = =9, — §"L; B.25

1Es un hébito atrevido pero comun de referirse al isoespin, extrafiesa, etc., como nimeros cudnticos
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este nombre se justifica més adelante. Se tiene entonces

5S = /R (‘;—‘; — 9, {6(‘2—;)]) Spdiz + /6R <a(‘;—j¢)[5¢ +(8,)02"] — 955V> do,. (B.26)

Ahora se supone que la accién S es invariante bajo un grupo de transformaciones sobre z# y ¢, las cuales,

para transformaciones infinitesimales, toman la forma
Azt = XDowY, A¢ =P 0w, (B.27)

caracterizados por el pardmetro infinitesimal dw”. Aqui X es una matriz y ¢, es un conjunto de nimeros.
Si v es un simple indice, entonces este es un grupo de transformaciones de 4 parametros, pero no se esta res-
tringiendo a este caso; v podria ser un doble indice, como es necesario para generar transformaciones de
Lorentz, as{ que el nimero de pardmetros no es necesariamente cuatro, a pesar de la forma (B.27), ademés
se puede desear considerar el caso mas general en el cual se tiene un multiplete de campos escalares ¢;. En

ese caso la transformacion deberd cambiar ¢; por

donde ® es una matriz. Tomando la forma de (B.27) con su valor aparente, entonces si se supone que la

transformada de ¢ obedece (B.21), el requisito de que 6S = 0 da a partir de (B.26) y (B.27),

oL
——®, — 0" X" | bw’do, =0
/M[a@m ] ©

0, ya que dw” es arbitrario,

/ Jhdo, =0 (B.29)
R
donde
oL
Jh=——0, - 04X} B.30
90,9) (B.30)

Sigue del teorema de Gauss que f R 8uJ#d4z =0, y de aqui ya que R es arbritrario, sigue que

9, J" = 0. (B.31)

174

Se tiene por tanto una corriente conservada (sin divergencia) J¥ cuya existencia sigue de la invarianza de
la accién bajo las transformaciones (B.27). Esto da lugar a una carga conservada (independiente del tiempo)

Q. definida por
Q, = / Jhdoy,
g
donde la integral se toma sobre una hipersuperficie espacialoide o,,. Si ésta se elige como ¢ =const., entonces

0, = / JOdbs (B.32)

donde la integral se tomada sobre el 3-volumen V. La conservacién de la carga @), sigue por integracién de

(B.31) sobre V:

/ aoJ3d3x+/ i Jidx = 0.
\4 14
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El segundo término se trasforma en una integral de superficie por el teorema de Gauss (3-dimensional), y se
anula, como puede verse tomando la superficie lo suficientemente lejana, dejando

d 033, dQV _
- /Jl,d r=T (B.33)

Este es el teorema de Noether. Aplicandolo al caso donde la transformacién (B.27) es simplemente una

translacién del origen del espacio-tiempo. Entonces se tiene que

Azt =€, Ap=0 (B.34)

Xt =6 ®,=0. (B.35)

Este requisito es muy fundamental: es la condicién (para un sistema cerrado) para que las leyes de la fisica
sean translacionalmente invariantes, y también invariantes bajo un desplazamiento temporal, i.e. las mismas
para ayer, hoy y mafiana. Si no fuera por estas condiciones, es claro que la ciencia misma seria imposible. A

partir de las ecuaciones (B.35) y (B.30) se ve que la corriente conservada en este caso es

- (B.36)

v

y la ley de conservacién correspondiente es

d

y /98d3x 0. (B.37)

Ahora se mostrard que P, = [ 0%d®z es el 4-momento, o energia-momento, del campo ¢; esto justifica llamar
a 0% se le llama el tensor de energia-momento.

Haciendo referencia a (B.25), se tiene

0. oL _ 3
/Hde = /[—8(80¢)60¢ K]dac

= / B—id)ﬁ} Bz (B.38)

donde gb = 0¢/0t. Recordando que en mécanica de particulas puntuales, la relacién entre las funciones

hamiltoniana y la lagrangiana es [33]
H=Y pidi—L

donde el momento p; se define como

oc
- 0g;

Al transcribir estas relaciones para el caso de campos se ve que del lado derecho de (B.38) es la energia del

Di

campo. La prueba de que [6?d3z es el momento sigue inmediatamente de la observacién de que 9¢/dz" es
un cuadrivector bajo transformaciones de Lorentz, asi como lo es la energia-momento.
La conservacién de la energia y el momento, entonces, se mantiene para cualquier sistema cuyo lagrangiano

(y por lo tanto la accién) no depende de z#. Esto estd de acuerdo con la observacién anterior, siguiendo (B.37),
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que dicho sistema no puede intercambiar energia o momento con el exterior. Sustituyendo la lagrangiana

(B.10) en el tensor de energia-momento 6** (B.25) se obtiene
0" = (9"9)(9"¢) — gL (B.39)

Este es claramente simétrico en uy v. De aqui, para un campo escalar, el tensor de energia-momento
es simétrico. Esto no es siempre cierto, sin embargo, esto es claro de la definicién (B.25), que 8" no es,
en general, simétrico. Por otro lado, tampoco es tinico, porque se puede afiadir un término Oy fM¥ donde
A = — frA Casi que

Do f M = 0. (B.40)

De aqui, si definimos la cantidad

TH = 0" 4 O\ fN (B.41)

al cual se llamara el tensor de energia-momento canénico, se tiene
0,T" = 0,0" = 0; (B.42)

y A puede escogerse de tal forma que a TH sea simétrico. El 4-momento total del sistema es el mismo,

/8,\f”\0”d3x _ /aiinl/d3$

/ WfOdPr = 0

ya que (i =1,2,3)

donde se ha usado el teorema de Gauss. La tltima igualdad sigue porque la superficie o estd en infinito,
donde no hay campos presentes. De aqui, aunque el tensor de energia-momento no es tnico, la energia y el
momento del campo lo son.

Hay dos razones para desear que el tensor candnico de energia-momento sea simétrico. Una es que, de
acuerdo a la teoria general de la relatividad, es éste tensor el que determina la curvatura del espacio, de

acuerdo a las ecuaciones de campo de Einstein

1 81G
RHV — §gMVR = _C—2TMV. (B43)

El tensor de Ricci R, y el tensor métrico son simétricos, asi que 7},, también debe serlo.
La segunda razén para desear que 1), sea simétrico se vuelve aparente cuando se considera el momento

angular. Se requiere que la accidn sea invariante bajo rotaciones espaciales
ox' = el eV =—€" (i,j=1,2,3), (B.44)

A = 0. (B.45)
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Ya que el grupo de rotacién es un subgrupo del grupo de Lorentz, se puede generalizar (B.44) a
ozt =elx¥, e = —€"t. (B.46)
Esto puede escribirse como

1
B YK PO I
Jat = Xk 7, XM =

5(65900 —otx,) (B.47)

para llevarlo a la misma forma que (B.27); el indice v en dicha ecuacién tiene ahora el valor de un doble

indice. La corriente conservada de Noether es, de (B.30) (con ® = 0, y sustituyendo T*¥ por 6+"),
1
JHT = STEXRT = (T — TH7a). (B.48)

Es simple verificar que esta corriente se conserva, en virtud del hecho de que T"” se conserva simétrico y es

B, JH7 = %[(@Tﬂﬂ)z” + P87 — (9T 2P — T"7 6]
- %[TW —T"7] = 0. (B.49)

La componente y = 0 de J#*? es (a parte de un factor numérico) la densidad de momento angular del campo.

El momento angular estd dado por

M = / (T%z" — T%2")d*x (B.50)
0
M = /MO“”d3:c (B.51)
donde
MO = Oy OV (B.52)
MH es una cantidad conservadas:
d
—M* =0
dt ’

y el tensor MPH*¥ tiene divergencia cero:

9, M = (). (B.53)

Sustituyendo MPH = TPHg¥ — TPYz" en esta ecuacién, y notando que 9,77* = 0 [ecuacién (B.42)] y que
0px® = 47 mos da

TH = TV (B.54)

asi que la conservacion del momento angular requiere que el tensor energia momento sea simétrico. Esta es
nuestra segunda razén para requerir una 7" simétrica.

Para ser precisos se debe notar que las tres componentes del momento angular del sistema son tres
componentes espacioespacio de M* en (B.50); M2, M?3, M3!. Las tres componentes espaciotiempo M%!,
M2 v MO estén relacionadas al centro de masa del sistema y se conservan en virtud de la invarianza de

transformaciones de Lorentz puras [véase la ecuacién (B.46)].
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Esto completa el estudio del origen de las leyes de conservacién para la energia, el momento y el momento
angular; todas éstas siguen de las simetrias del espaciotiempo via el teorema de Noether, e involucran por
tanto un X} diferente de cero en (B.30).

Ahora regresando la atencién a la carga eléctrica, la cual se sabe que se conserva. Si esto también se
debe a la simetria de la accién jcudl es la simetria? Esto claramente no involucra un X% en (B.30), ya que
estas simetrias estdn tomadas en cuenta completamente. La maxima simetria que se tiene en el espacio de
Minkowski es la simetria bajo traslaciones, desplazamientos temporales, rotaciones y transformaciones de
Lorentz; y se han considerado ya todas éstas. Cualquier simetria adicional debe por tanto involucrar un ®,;
en otras palabras, el campo escalar debe tener mds de una componente. La posibilidad més simple es que ¢
tenga 2 componentes; y un campo con dos componentes reales es matematicamente equivalente a un campo

complejo. Ahora se considerard esto.

B.3. Campos escalares complejos y el campo electromagnético

Si el campo escalar ahora tiene dos componentes reales ¢; y ¢2, se puede establecer

¢ = (¢1 +id2)/V2, (B.55)
¢" = (¢1 — i)/ V2, (B.56)

v ya que la accidn es real, se tiene
£ = (8,6)(2"6") — m?6". (B.57)

Si se considera ¢ y ¢* como campos independientes, las ecuaciones de Euler-Lagrange (B.21) da las dos
ecuaciones de Klein-Gordon

(O +m?)p =0, (B.58)
(O 4+ m?)p* = 0. (B.59)

Claramente la lagrangiana es invariante bajo la transformacién
b e N @t o el (B.60)

donde A es una constante real. Esta se conoce como una transformacién de norma (gauge) de primer

tipo. Su forma infinitesimal es

5 = —ihp, 6¢* = i\p* (B.61)

y asi
3(0pp) = —iA(0ud), 0(0u0™) = iA(0ud"). (B.62)
Ya que la transformacién (B.60) no involucra el espaciotiempo (es puramente “interna’”), en la notacién de

(B.27) se tiene
= —ip, O =ip*, X =0. (B.63)
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El teorema de Noether da entonces una corriente conservada, la cual es, de la ecuacién (B.30),
oL oL
JH = ———(—igp) + =————(1¢). B.64
50,01 " 5@, ") B0y

(Aqui, los “indices internos” de ¢ se han sumado efectivamente, dando contribuciones separadas de ¢ y ¢*.)

La sustitucién de (B.57) en (B.64) da entonces
JH =i(¢ 0" — p0"P"). (B.65)

Sigue inmediatamente de (B.58) y (B.59) que esta corriente tiene una 4-divergencia nula, como debe ser,
desde luego:
o JH =0. (B.66)

y la cantidad conservada correspondiente es, de (B.32),

) dDe*
Q = /Jodvi/(wa—f(b;)dv (B.67)

Se desea indentificar ésta cantidad (real) con la carga eléctrica. Se debe por lo tanto notar lo siguiente:

1. Es una cantidad conservada: d@/dt = 0.
2. No contiene relacién con e, la carga del proton.
3. Es una cantidad cldsica, no cuantica, no contiene h.

4. No es un “entero”, o no esta “cuantizada”. En otras palabras, no toma en cuenta el hecho de que todas

las cargas eléctricas deben ser el multiplo de una cantidad bésica.

5. Cuando ¢ es real, ¢ = ¢*, @ = 0, no hay cantidad conservada. Esta es la situacién que se ha tratado

anteriormente.

Se puede expresar la transformacién de norma (B.60) en una forma geométrica. Para hacer esto, primero

se sustituye las ecuaciones (B.55) y (B.56) en (B.57), asi, de esto se obtiene

L= (0u91)(0" 1) + (0u2) (0" ¢2) — m* (47 + 3) (B.68)

y luego se escribe
¢ =ip1 +]jo2 (B.69)
como un vector en un espacio 2-dimensional con vectores base ortonormales iy j. En notacién de componentes

se usa ¢;, donde los indices de medio albafeto ¢, j, k, ... corren de 1 a 2. La lagrangiana es ahora
L= (au¢i)(au¢i) - m2¢i¢i (B.70)
La transformacién de norma (B.60) puede escribirse de la siguiente manera

O +idh = ey +ido),

Py —igh = e (¢1 — i),
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¢/

Figura B.4: Una rotacidn del campo ¢ en el espacio interno.

la cual es equivalente a

¢} = ¢1cos(A) + pasin(A),
¢y = —¢1sin(A) + ¢ cos(A). (B.71)

Esto es claramente una rotacién en el plano (1,2) del vector ¢ por un dngulo A, como se muestra en la Fig.
B.4. Las rotaciones en dos dimensiones forman el grupo SO(2). Por otro lado, ya que la transformacién fue

representada equivalentemente como e, la cual es una “matriz” unitaria en una dimensién
e =1 (B.72)

El grupo que concierne es también U(1). Asi, dado que se estd interesado en las transformaciones de norma
que generan el grupo SO(2)=U(1). (De manera sencilla se puede ver que estos grupos son los mismos: cada
elemento de SO(2) estd dado de manera tunica por un dngulo ¢, el 4ngulo de rotacién en el plano. El espacio
de grupo es entonces el espacio de los valores de ¢. Se debe identificar a ¢ con ¢ + 27, @ + 47, etc., porque
éstos corresponden a la misma rotacién. El espacio de grupo es entonces un circulo (véase la Fig.B.5). El
grupo U(1), por otro lado, es el grupo de todos los niimeros de la forma e® = cosa + isina, y ya que

cos? o + sin?

a =1, el espacio de éstos es también un circulo.)

Regresando al tema principal, hemos identificado una cantidad conservada @, como resultado de la
invariancia de la accién bajo la transformacién (B.60), o (B.71). Ya que A es una constante, sin embargo,
esta transformacion de norma debe de ser la misma para todos los puntos en el espaciotiempo; esto es una

tranformacién de norma “global”. Asi que cuando se realiza una rotacién de ¢* en el espacio interno en un

punto, a través de un angulo A, se debe realizar la misma rotacién en todos los puntos al mismo tiempo. Si
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0 0+ 21

Figura B.5: El espacio de grupo de SO(2) es un circulo.

tomamos esta interpretacion fisica seriamente, se observa que es imposible de cumplir, debido a que contradice
el espiritu de la relatividad, segun la cual debe haber un retardo minimo de tiempo igual al tiempo de viaje
de la luz. Para solucionar este problema se debe abandonar el hecho de que A es una contante, y escribirla
como una funcién arbitraria del espaciotiempo, A(xH). Esta se llama una transformacién de norma “local” , ya
que difiere claramente de un punto a otro. También se llama una transformacién de norma de segundo
tipo.
Vemos ahora que, para A << 1,
o — ¢ — il (B.73)

por tanto

56 = —ihg, (B.74)
Oup — Oud—i(0uN)p —iA(Du9),

ademads de que

6(0u9) = —iM(0u9) — i(0u), (B.75)

y, similarmente,
d¢" = iA¢T, (B.76)
5(0,0%) = iA(0u0") +i(D,A)¢". (B.77)

Comparando estas ecuaciones con (B.61) y (B.62), se nota que hay un término extra en (J,A) que se
encuentre en la transformacién de las derivadas de los campos. Debido a este término extra, por ejemplo
comparando (B.75) y (B.77), se dice que 9,¢ no se transforma covariantemente, i.e., no se trasforma de la

misma manera que ¢. Ademads, ahora se ve que estos términos extra causan que la misma accién ya no sea
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invariante. De hecho, el cambio en la lagrangiana es

0L = 0[(0.0)(9"d") — m*(d¢”)] (B.78)
= [6(9)]0"¢" + (0,0)[6(0"¢") —m* - 0]
= [-iA(Ou9) — i(0uD)9]0" " + (0ud)[iA(0"¢7) +i(0"7)]
= (OuA)[-igd"¢" + 190" 9]
)

A
5L = (9uA)J* (B.79)

donde J* estd dada por la ecuacién (B.65). Para restaurar la invariancia bajo la transformacién de norma de
segundo tipo, se introduce un nuevo cuadrivector A, el cual se acopla directamente a la corriente J* dando

un término extra en L:
L1 = —eJlA, = —ie(¢*0 ) — p0"d™)A,. (B.80)

La constante de acoplamiento e es un nimero tal que eA,, tiene las mismas unidades que 9/0xz". También

se pide que, bajo transformaciones de norma de segundo tipo,
1
A, — A+ gaﬂA, (B.81)
tal que
0L, = —e(6J")A, —eJH(0A,) = —e(0J")A, — JHOLA. (B.82)

El tltimo término de la ecuacién anterior cancela £ en la ecuacién (B.79), jpero ahora se necesita cancelar

el primer término! Se tiene
0JH = i§(pTO P — PO PT) = 20" pOH A (B.83)

tal que
0L+ 6Ly = —2eA,(0"N)gp™ . (B.84)

Por lo tanto se suma otro término a L:

Lo = e*A, Al ¢* . (B.85)
En virtud de (B.81), se tiene
6Ly = 2e%A,5AF* ) =2eA,(0"N)p*p (B.86)
y por consiguiente
SLA+ 6Ly + 0Ly = 0. (B.87)

La lagrangiana total £+ £; 4 L2 es ahora invariante, en virtud de haber introducido un campo A, el cual se

acopla a la corriente J* del campo complejo ¢. El campo A, presumiblemente debe contribuir por si mismo
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a la lagrangiana. Ya que £ + £ + L5 es invariante, se necesita un L3 que sea también invariante de norma,

y para construirlo se define el rotacional cuadridimensional de A,
F. =0,A, —0,A,. (B.88)

Es claro que, bajo la tranformacién de norma (B.81), el mismo F),, es invariante. La lagrangiana escalar L3
es entonces

1 174
L3=—7F"Fp,. (B.89)

Juntando todas las férmulas, se tiene

Liot = L+L1+Lo+ L3
= (040)(0"¢") —ie(¢"0"p — 90" ") A,

1
+e? A AP Yt P — m2ptp — 1" Fu

Liot = (00 +ieA,0)(0"¢" —ieArd*) —m?¢* ¢ — EF"”FHV. (B.90)

Se reconocerd que F,, definido en (B.88) es el tensor de campo electromagnético (A.33), cuyas seis
componentes son tres componentes del campo eléctrico y tres componentes del campo magnético. Lo que se
ha hecho, por tanto, es mostrar cémo surge el campo electromagnético naturalmente demandando invariancia
de la accién bajo una transformaciéon de norma de segundo tipo, i.e., bajo rotaciones locales (dependientes
de z) en el espacio interno del campo complejo ¢. El potencial de norma A, se acopla a la corriente J* con
fuerza de acoplamiento e, la cual es la carga del campo ¢. Para escribir estas conclusiones con algo mas de
detalle, es conveniente dividir las observaciones en cuatro puntos:

1. Comparando la lagrangiana (B.90) con (B.57), se nota que 9,¢ se remplaza por (8, + icA,)¢. Esta

se conoce como la derivada covariante D, ¢:
D¢ = (0u +ieA,)o, (B.91)

ya que, a diferencia de d,,¢, se transforma covariantemente bajo una transformaciéon de norma,i.e., como la

misma ¢. En efecto, de las ecuaciones (B.75), (B.75) y (B.81) sigue inmediatamente que

(Do) = 0(0u0) +ie(0A,)p +icA,dd
= —iA(Oup +ieA,d)
(Do) = —iA(Duo), (B.92)

la cual es la regla para la transformacién covariante. La regla en la que d,, se remplaza por 9,, +ieA, en un

campo electromagnético es equivalente a un resultado ya familiar de la fisica clasica. Ya que, con ¢ = 1,
a# = (805 V), A,u = (¢a 7A)7
entonces la parte espacial de la regla de sustitucién es

V — V —ieA.
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Entonces, colocando p = —iAV, da, con h =1
P — p—e€eA. (B.93)

En presencia del electromagnetismo, si el momento generalizado P se define como 9L/dv, donde L es la

lagrangiana, entonces para una particula con carga e, éste estd dado por
P=p+eA=ymv+eA (B.94)

y puede mostrarse que la hamiltoniana para una particula con carga e interactuando con un campo electro-
magnético es

_ 2
H= 2m(P—eA) + eo.

Esto corresponde a la sustitucién (B.93)

Ahora es claro que ¢ describe un campo con carga e, y que ¢*, cuya derivada covariante es
D, ¢" = (0, —ieA,)o", (B.95)

describe un campo con carga —e. Los campos ¢1 y ¢2 en (B.55) y (B.56) no son por tanto eigenestados
de la carga. D,¢* es una derivada covariante de ¢*, no porque hemos conjugado a D, ¢, sino porque se
transforma de la misma manera en que ¢* lo hace bajo transformaciones de norma, como puede verificarse,
siguiendo los pasos andlogos que llevaron a (B.92).

2. Debido a la igualdad de las ecuaciones (B.88) y (A.30), se afirma que el potencial vectorial que compensa
y que fue introducido en (B.80) es realmente el potencial vectorial electromagnético, y por tanto que las
ecuaciones de Maxwell homogéneas se cumplen para F),,,. Ademds, la transformacién de norma (B.81), donde
A = ey, es idéntica a (A.37). Asi, se ha llegado a una nueva interpretacién del campo electromagnético: es el
campo de norma que ha de introducirse para garantizar la invariancia bajo transformaciones
de norma locales U(1).

Vale la pena senalar que las ecuaciones no homogéneas de Maxwell se obtienen de (B.90) por variacién

de A,. La ecuacién de Euler-Lagrange

oL oL
A, o {a(auAu)] =0
da
O F" = —ie(§"0"p — 0" §") + 2¢* Ao
= —ie(¢*D"p — ¢pD"¢")
o, F" = eJh (B.96)
donde

J" =i(¢"D"'p — pD"¢") (B.97)
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es la versién covariante de J* en (B.65). Debido a la antisimetria de F*¥, (B.96) implica inmediatamente
que

0, T" = 0; (B.98)

es J* la corriente covariante que se conserva cuando el campo electromagnético esta presente, no la corriente
JH.
3. Se sabe que el campo electromagnético no tiene masa, pero vale la pena enfatizar este punto. Un

término de masa en la lagrangiana seria de la forma
Ly = M?A, A" (B.99)

y es claro que este término no es invariante bajo la transformacién de norma (B.81). De aqui la invariancia
de norma requiere que el campo de norma no tenga masa. En el enfoque usual del campo electro-
magnético, es la relatividad la que requiere que el campo no tenga masa, y por tanto viaje a la velocidad de
la luz.

4. La carga e aparece como una constante de acoplamiento, via las derivadas covariantes (B.91) y (B.95).
En realidad, a partir de la lagrangiana (B.90), vemos que el campo ¢ se acopla al campo electromagnético
con intensidad e. Esto lleva a la luz, el rol dual de la carga eléctrica: es tanto una cantidad conservada, como
se establecié originalmente, y también mide la intensidad con la cual una particula interactia con los campos
eléctrico y magnético. Este aspecto dinamico de la carga es una consecuencia del principio de norma, y es

esto lo que ha venido a jugar un rol importante en la fisica de particulas contemporanea.
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