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Capitulo 1

Introduccion

Las funciones que tienen cierta semejanza a las funciones de distribucion
de probabilidad de una particula clasica son las funciones de distribuciéon
de cuasiprobabilidad [I-I1I, 1-3], los cuales son de gran utilidad en la 6ptica
cuantica ya que entre otras cosas proporcionan un medio para la reconstruc-
cion de campos cuédnticos [II-111,1-3].

En este trabajo se determinara la probabilidad de fase a partir de la fun-
cion generatriz de distribucion de cuasiprobabilidad, para un estado coheren-
te.

Para esto partimos de la funcién generatriz de distribucion de cuasiproba-
bilidades, que al ser integrada sobre la parte radial se obtiene la probabilidad
de fase de un estado coherente, dependiente de un parametro s el cual tie-
ne valores diferentes en cada estado coherente. El objetivo de esta tesis es
obtener una funciéon que permita determinar el pardmetro s para cualquier
estado coherente, el cual es denotado por ~y. Para este fin, el trabajo se divide
en los siguientes capitulos:

En el segundo capitulo se describen algunos conceptos fundamentales de
la mecanica cuantica que ayudan a la resoluciéon de nuestro problema. Tales
como son los vectores de estado y operadores, eigen-estados y eigen-valores,
el espacio fase y el operador de densidad. Estos conceptos dan sustento teo-
rico a los capitulos posteriores.

En el tercer capitulo se analiza la cuantizacion del campo electromagné-
tico introduciendo los estados de Fock o de ntimero y los estados coherentes
en funcién de los operadores de creaciéon y aniquilacion.
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En el cuarto capitulo se introducen las principales funciones de cuasi-
probabilidad, como son la funcion W de Winger, la funcion P de Glauber-
Sudarshan, la Funcion ) de Husimi y por ultimo la funcién generatriz F' de
cuasiprobabilidades de la cual se pueden deducir las funciones mencionadas
anteriormente con la elecciéon apropiada del parametro s.

En el quinto capitulo es donde se encuentra la parte principal de la tesis,
ya que en este capitulo se calcula la probabilidad de fase para un estado
coherente partiendo de los estados coherentes y los estados de fase, escritos
mediante estados de niimero. También se calcula la funciéon generatriz de
distribucion de cuasiprobabilidad para un estado coherente y el parametro
s(y) que asocia a esta con la probabilidad de fase para un estado coherente

.
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Capitulo 2

Fundamentos de la Mecanica
Cuantica

2.1. Introducciéon

En los siglos XVIII y XIX, la mecanica clasica o newtoniana parecia pro-
porcionar una descripcion totalmente precisa del movimiento de los cuerpos.
Sin embargo, a finales del siglo XIX y principios del XX, ciertos resultados
experimentales introdujeron dudas sobre si la teoria newtoniana era com-
pleta. Entre las nuevas observaciones figuraban las lineas que aparecen en
los espectros luminosos emitidos por gases calientes o sometidos a descargas
eléctricas. Segtn el modelo del &tomo desarrollado a comienzos del siglo XX
por el fisico britanico nacido en Nueva Zelanda Ernest Rutherford, en el que
los electrones cargados negativamente giran en torno a un ntcleo positivo, en
orbitas dictadas por las leyes del movimiento de Newton, con esto se espera-
ba que los electrones emitieran luz en una amplia gama de frecuencias, y no
en las estrechas bandas de frecuencia que forman las lineas de un espectro [1].

Otro enigma era la coexistencia de dos teorias de la luz: la teoria cor-
puscular, que explica la luz como una corriente de particulas, y la teoria
ondulatoria, que considera la luz como ondas electromagnéticas. Un tercer
problema era la ausencia de una base molecular para la termodindmica. En
su libro Principios elementales en Mecdnica Estadistica (1902), el fisico es-
tadounidense J. Willard Gibbs reconocia la imposibilidad de elaborar una
teorfa de acciéon molecular que englobara los fenémenos de la termodinami-
ca, la radiacion y la electricidad tal como se entendian entonces [1].

La complejidad de los problemas abordados se tradujo en un proceso lar-
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go, que se extendi6é por varias décadas de trabajo intenso y que culminé con
el establecimiento de una nueva teoria fisica, que es la mecénica cuantica, la
cual es aplicable a todo sistema fisico, independientemente de su estructura
o dimension.

El primer avance que llevo a la solucion de aquellas dificultades fue la
introducciéon del cuanto por parte de Max Planck, quien postuldé que la ma-
teria s6lo puede emitir o absorber energia en pequenias unidades discretas,
llamadas cuantos. Este postulado surgié como resultado de los estudios de la
radiaciéon del cuerpo negro, realizados en los tltimos anos del siglo XIX. El
término ‘cuerpo negro’ se refiere a un cuerpo o superficie ideal que absorbe
toda la energia radiante sin reflejar ninguna y emite en todas las frecuencias
[IV,1].

Otra contribucion fundamental fue el estudio del efecto fotoeléctrico por
Albert Einstein en 1905, en este estudio A. Einstein propone que la energia
luminosa esta cuantificada en paquetes concentrados, a los que hoy llamamos
fotones.

Anos més tarde surgi6é una contribucion mas, que fue la del fisico francés
Louis Victor de Broglie quien en 1924 sugiri6 que no s6lo la radiacién electro-
magnética presentaba caracteristicas corpusculares, sino también la materia
podia presentar propiedades ondulatorias.

La teoria continuo su desarrollo, ya que en 1925, el fisico austriaco Wolf-
gang Pauli expuso el principio de exclusion, que afirma que en un 4tomo no
puede haber dos electrones con el mismo estado.

Dos anos mas tarde en 1927, Heisenberg postul6 el principio de incerti-
dumbre, en el cual afirma que no es posible conocer la posiciéon y el momento
de una particula simultaneamente.

Con estos acontecimientos surge una nueva teoria fisica, la mecanica cuan-
tica. La mecanica cuantica se diferencia de la mecanica clasica por tratar de
manera diferente a los sistemas fisicos y a las variables dinamicas. La me-
canica cuantica los representa mediante vectores de estados y operadores
respectivamente [III-IV 1].

En este capitulo discutimos los conceptos fundamentales de la mecanica
cuantica que se ocuparan en el resto de la tesis.
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2.2. Vectores de Estado y Operadores

En la mecanica cuantica se utiliza una representacion matematica muy
peculiar llamada representacion de Dirac, propuesta por P. A. M. Dirac, con
la cual podemos representar a un estado fisico con un vector de estado [¢)
que es una funcién de onda, conocido también como ket, el cual esta definido
en un espacio complejo y se postula contiene toda la informacion del sistema.
El conjunto de los estados fisicos posibles forman un espacio vectorial, que
se conoce como espacio de Hilbert y cuya dimensién esta determinada por el
nimero de grados de libertad del sistema [IV].

La funcién de onda también puede ser escrita mediante el uso de un bra

y un ket, con ayuda de la base de cordenadas |r), la funcion de onda podria
escribirse como

DT t) = (), (2.1)
donde el vector de estado |1) es equivalente a la funcion de onda (7, t) [3].

La funcion de onda se puede escribir de una manera muy similar a la
anterior pero en términos de los momentos; es decir

¢(p;t) = (Pl). (2.2)

Los vectores de estado tienen algunas propiedades, al sumar dos vectores
de estado diferentes, el resultado es un nuevo vector de estado [I1I-IV,2]

) +15) = ). (2.3)

Si multiplicamos |a) por un niimero complejo ¢ el resultado es c|a). El
nimero ¢ puede estar a la derecha o a la izquierda del vector de estado

cla) = |a)e. (2.4)

En un caso particular donde ¢ = 0 el resultado es un vector de estado nulo.
Uno de los postulados fisicos es que |a) y ¢|a) con ¢ # 0 representa el mismo
estado fisico, es decir solo la direccion del vector de estado es significante [IV].
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Un observable, cualquier cantidad fisica medible puede ser representada
por un operador A. Un operador actia sobre un vector de estado por el lado
izquierdo [IV,2-3]

A(la)) = Ala). (2.5)

Para cada vector de estado |«), existe un vector de estado dual conjugado
denotado como (a.

Hay una correspondencia uno a uno en el espacio ket y el espacio bra

) =5 (al, (2.6a)
la) +18) €5 (al + (8, (2.6b)

) pC. . . .
donde el simbolo <— quiere decir correspondencia dual.

La correspondencia dual para c|a) es ¢*(al, de forma méas general
DO "
Cala) + cg|B) < ci{a| + c5(0]. (2.7)
Se define el producto interno de un bra (o] y un ket |3) como

({al) o (15)) = (alB), (2.8)

este producto da como resultado un nimero complejo [IV].

Existen dos postulados fundamentales de los productos internos, el pri-
mero es

(a|B) = (Bla)™. (2.9)

En otras palabras («|f5) y (6]a) son complejos conjugados uno del otro,
de esta propiedad podemos deducir que {a|a) es real.

El segundo postulado del producto interno es

(ala) >0, (2.10)
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donde la igualdad se logra solo cuando |a) es un ket nulo. Lo cual es conocido
también como el postulado de la métrica definida positiva [4].

Dos vectores |a) y (B3| son ortogonales solo si cumplen
(Bla) = (a] B)* = 0. (2.11)

Como se mencioné anteriormente, los observables como el momento o el
spin son representados por operadores que actian sobre un ket.

Podemos considerar de una manera mas general a los operadores que
actian del lado izquierdo del vector de estado o ket como X y Y, es decir

X - (o) = X|o), (2.12a)
Y- (la)) = f/|oz>. (2.12b)

Se dice que los operadores X y Y son iguales solo si
X|a) =Y|a). (2.13)

El operador X es conocido como operador nulo si para algin vector de
estado arbitrario cumple

Xla) =0. (2.14)

Los operadores pueden sumarse y obedecen la ley conmutativa y asocia-
tiva de la suma

X+Y=Y+X, (2.15a)
X4+Y+2)=(X+Y)+ 2. (2.15b)

Un operador X siempre acttia sobre un bra por la derecha
((a]) - X = (a| X. (2.16)

El producto del operador X y el vector de estado |a) no es dual del
producto («a|X, para lo cual definimos a
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Xa) 25 (| X, (2.17)

el operador X' es llamado operador adjunto [TV, 4].

Un operador es hermitiano si su adjunto es igual a si mismo, es decir,
cumple con la siguiente propiedad

X =X (2.18)

La multiplicacion de dos operadores es en general no conmutativa, es decir
[TTI-1V,2]

XY #YX, (2.19)
sin embargo, la multiplicacion entre los operadores es asociativa [III-IV,2]

PN A A

(XY)Z = X(Y2). (2.20)
Es importante recordar que
(XY)F = viXT, (2.21)

por lo cual, el dual de una multiplicaciéon se puede escribir de la siguiente
manera

XVa) £S5 (a]VTXT. (2.22)

Cuando hacemos la multiplicacién de un ket |5) y un bra (| en este
orden tenemos

(18)) - ({el) = 18){el, (2.23)

lo cual se conoce como el producto externo y puede representarse como un
operador X, es decir

X = [8){al, (2.24a)

de esta manera su adjunto se puede escribir como

Xt =1a)(a|. (2.24b)
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P. A. M. Dirac propuso el axioma asociativo, en el cual esta implicita la
propiedad asociativa de los operadores [4]

((B1) - (X)) = ((BIX) - (J))- (2.25)
Para el operador X se define el elemento de una matriz Xap cOMO

Xag = (B X|a) = (| XT|8)". (2.26)

2.3. Eigen-Estados y Eigen-Valores
Supongamos que A es un operador hermitiano, el cual representa a un

observable en fisica, este operador cumple con la propiedad de que sus eigen-
valores son reales, es decir [IV, 2]

Ala'y = d'|d"), (2.27a)

(a"|A = d"{d"|, (2.27D)

y los eigen-estados correspondientes a sus diferentes eigen-valores son orto-
gonales [IV, 2]

(d'la") = dgrar, (2.27¢)
donde 04, es la delta de Dirac, introducida por P. A. M. Dirac [4].
Los eigen-estados forman un conjunto ortonormal completo, de esta ma-

nera cualquier vector de estado puede ser escrito como una combinacién lineal
de estos [IV], es decir

o) =) culd), (2.28)

donde el coeficiente ¢, puede encontrarse multiplicando por (a/| a ambos
lados de la igualdad anterior

ca = (d|a). (2.29)
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Escrito de otra forma, tenemos que
ja) =) [a'){a|). (2.30)
a/
De esta manera podemos deducir que

> )| =1, (2.31)

donde I es el operador identidad.

Podemos escribir a un operador X como una matriz cuadrada utilizando
el operador identidad

X =) la")(a"|X]a')(d], (2.32)

donde N es el tamano del espacio ket y NV x N es el tamano de la matriz.

Escrita de una manera més explicita, la matriz se puede representar me-
diante

(aM|X|a®) (aD|X]a®@) oo (@W]X o)
A <a(2)\X]a(1)> <a(2)]X|a(2)) .. <a(2)]X|a(N)) (2.3
(a(N>|X\a(1>> <a(N)|f(|a(2)> e <a(N)|f(|a(N)>

2.4. Espacio Fase

En fisica el espacio fase es un concepto, que relaciona la mecanica cuan-
tica con la mecanica clasica. Este se desarrolld en el siglo XIX por Ludwig
Boltzmann, Henri Poincaré, y Willard Gibbs.

En la mecanica clasica, el espacio fase es el espacio en el que estan repre-
sentados todos los estados posibles del sistema y a cada estado le corresponde
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un tnico punto en el espacio fase [II].

El espacio fase estd determinado por las coordenadas generalizadas de
posicidon ¢ y momento p. Se necesita tanto la posicion como el momento para
determinar el comportamiento del sistema.

Las ecuaciones de movimiento de Hamilton describen el movimiento de
un particula de un sistema en el espacio fase como una funcién que depende
del tiempo H(q(t),p(t)) |5

00 = 5 al0).p(0) (2.31)
P = = alt) pl0). (2.31)

En la mecanica cuantica, si un estado tiene definido su posicién entonces
no podemos conocer con exactitud el momento, o si dicho estado tiene de-
finido el momento entonces no podemos conocer con exactitud la posicién,
esto debido al principio de incertidumbre de Heisenberg [2]

AgAp > g (2.35)

Los operadores de posiciéon ¢ y de momento p, los cuales son hermitianos,
forman un espacio complejo que se conoce como espacio de Hilbert, el cual
es el espacio fase para la mecénica cuéntica [II].

2.5. Operador de Densidad

Un estado puro es una colecciéon de sistemas fisicos donde cada uno de
ellos es caracterizado por el mismo vector de estados |«), mientras que para
un estado mezclado cierta parte de la poblacion pertenece al vector de estados
|a)M) mientras que otra fraccion del sistema pertenece a |a)® y asi sucesi-
vamente hasta el estado |a)(™), por lo cual el sistema queda descrito por una
combinacion de muchos estados. Sin embargo es posible conocer las probabi-
lidades p1, pa, - - - , pm de obtener a una particula en algtin estado mencionado
anteriormente. En otras palabras, las particulas se encuentran en un mezcla
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estadistica de estados puros |a(M), - - - [a(™) con peso p1,,pa- -, pm. Esta in-
formacion estadistica se representa matematicamente mediante un operador
llamado operador de densidad, el cual esta definido como [II-IV,1-4]

p=> wila®)(a®]. (2.36)
k

Un operador de densidad contiene la informacion fisica disponible sobre
un sistema, del mismo modo que una funciéon de onda contiene la informacion
disponible sobre un estado, un estado mezclado puede representarse median-
te un operador de densidad pero no podemos asignarle una funciéon de onda

[LIL-1V, 2].

Las probabilidades py,ps - - - , p,, de cada estado cumplen con la condiciéon
de normalizacion

> pm=1 (2.37)

Al hacer la medicion de un observable A en un sistema mezclado, el valor
esperado de dicho observable esta dado por

(A =D wpdy = > wafa™]Alal), (2.38)

en donde se realiza una suma de los valores esperados A para cada estado
|a™) con probabilidad p,.
Si el conjunto de vectores |3*)) forman una base para el estado mezclado,

entonces estos deben cumplir con la propiedad dada por la ecuacion (2.31)
del operador identidad, es decir

I=>Y"[80)(B"]. (2.39)

Introduciendo la ecuacion (2.39) en la ecuacion (2.38) tenemos

(A) =3 _wnla®)] (Z \5(’“’><ﬁ(’“>|> A (Z |B(“><ﬁ“)\) o), (2.40)
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reagrupando los productos internos, obtenemos

ﬁ<’“>><ﬁ<k>|fi|6“>>, (2.41)

<A> :Zz<ﬁ(i)

Z u}n|oé(n)> <a(n)|

utilizando la definicion del operador de densidad de la ecuacion (2.39), donde

puk = <ﬁ(")

A = (B A]pD), (2.42D)

ﬁ(k>> : (2.42a)

an|a(n)><a(n)|

por lo cual la ecuacion (2.41) se puede escribir de la forma

(A =32 oA =D _(pA)mn. (2.43)

k n

La ecuacion anterior, es una suma sobre la diagonal de la matriz, para lo
cual definimos a la traza como la suma de los elementos de la diagonal de
una matriz [IV]. Asi la ecuacion (2.43) se puede escribir como

(A) = Tr{pA}. (2.44)

Esto nos indica que si A es un observable entonces su valor esperado cal-
culado sobre un estado mezclado esta determinado por la traza del producto
del operador de densidad por el observable, es decir toda la informacion del

estado mezclado se encuentra en el operador de densidad [ITI-IV,2-4].

El operador de densidad cumple con las siguientes propiedades [IV],

p=p, (2.459)
Tr{p} = 1, (2.45b)
7=, (2.450)

Tr{Ap} = Tr{pA}. (2.45d)
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Capitulo 3

Cuantizacion del Campo
Electromagnético

3.1. Introduccion

Cuando tratamos de analizar fenoémenos como el efecto fotoeléctrico, la
emision espontanea y la radiacion de cuerpo negro con la teoria de la electro-
dinamica clasica obtenemos resultados erréneos mientras que, cuando ana-
lizamos estos fenomenos desde un enfoque cuéntico [1], analizandolos como
un sistema cuantico, obtenemos resultados con mayor aproximacion.

El método que se utiliza usualmente para cuantizar el campo electromag-
nético se basa en descomponer a éste en osciladores armoénicos, de lo cual
resulta inmediata la cuantizacion [II].

3.2. Cuantizaciéon del Campo Electromagnéti-
co

El punto de partida para la cuantizacion del campo electromagnético son
las ecuaciones de Maxwell en el espacio libre [I1,V,2].

23
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V.-D=0, (3.3)
_ 9D

En las ecuaciones anteriores existe una relacién entre D y E que es
D= 505, asf también entre B y H que es B = Moﬁ, donde pg y 9 son
las constantes de permeabilidad magnética y permitibidad eléctrica del espa-
cio libre respectivamente y cumplen con la condicion de ey = ¢~2, donde ¢
es la velocidad de la luz en el vacio [I1,2].

Las ecuaciones de Maxwell se pueden tratar mediante el potencial escalar
y el potencial vectorial que son: ¢(7,t) y A(F,t), respectivamente [2].

En los problemas donde no hay fuentes de carga o corriente es conveniente
elegir la norma de Coulomb, en el cual la divergencia del potencial vectorial
es nula [I1,2].

V-A=0. (3.5)

En esta norma, tanto el campo eléctrico como el magnético se pueden
expresar mediante una funcion potencial vectorial A(7,t) [I1,2], es decir:

B =V x A, (3.6)
L 9A
E=—-— (3.7)

Sustituyendo los valores de B y E en funcion del potencial vectorial en
la ultima ecuacion de Maxwell (3.4) y teniendo en cuenta (3.5) se tiene que

B E
V x m = 50%, (3.8)
A o 94
VxV;A_@ijﬁ (3.9)

Donde podemos ocupar la relacion V x (V x A) = V(V - A) — V24, de
esta manera, se encuentra que el potencial vector debe cumplir la siguiente
ecuacion de onda |[I1]
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- 1 0*A(F, 1)

V2A<T, t) = CQT. (310)

Por sencillez, podemos considerar la solucién de esta ecuaciéon en un vo-
lumen finito del espacio V, desarrollando A(7,t) en serie de Fourier, se tiene
lo siguiente |II,2]

Alr,t) =Y epiip(Pe ™+ criig (F)e™". (3.11)
k k

Donde las funciones ¢, son las amplitudes de la parte temporal del desa-
rrollo en series de Fourier.

Sustituyendo la ecuacion (3.11) en (3.10) se llega a la ecuacion de Helm-
holtz, que obedecen el conjunto de funciones vectoriales iy (7)

“E )iy (r) = 0. (3.12)

Las funciones w(7), deben cumplir con la condicion de transversalidad
impuesta por (3.5)

V- @y(7) = 0. (3.13a)

Dichas funciones, forman un conjunto completo,
/ B - e (MY = G (3.13b)
v

La solucion de la ecuacion (3.12) esta sujeta a las condiciones de contorno
impuestas sobre el volumen considerado. Supondremos condiciones peridédicas
para considerar ondas viajeras en lugar de ondas estacionarias. Para una onda
plana en dicho volumen, los modos se expresan de la siguiente forma [II]:

1 o
() = —=ee* 7. (3.14)

Donde é* es un vector de polarizacién, el cual es unitario. El indice A
puede tomar los valores 1 6 2, es decir, hay dos polarizaciones posibles. Las



26 Cuantizacién del Campo Electromagnético

condiciones periddicas de contorno imponen a las componentes del vector de
onda las siguientes restricciones [II,V]

2

ke, — L—:nm (3.15a)
2T

k?y = L—yny, (315b)
2

k, = L—Wn (3.15¢)

siendo ng,n,,n, = 0,£1,£2, ... .
La condicién de transversalidad impone que el vector de polarizacion

sea perpendicular al vector de onda. De esta manera podemos expresar al
potencial vectorial como:

. h , .
Art) =) \ Gy (@ntin(P)e ™™ + Qg (7)er). (3.16)
k

para cuantizar el campo electromagnético, se asocia las amplitudes del campo
electromagnético con los operadores @ vy af, es decir, los coeficientes ¢ v s
cumplen con ¢, = a, donde

mipWe

i

Ay = + D, 3.17a

Gk NG TR (3.172)

R LN i R

al = _ . 3.17h
g NG TR (3.17b)

El campo eléctrico que proporciona este potencial vectorial se calcula de
forma inmediata usando la ecuacion (3.7) y esta dado por:

N hw ) .
E(rt)=i» | /ﬁ(dkﬁk(ﬁe*wkt — ala (F)e ). (3.18)
k

En la teoria electromagnética clasica estas amplitudes de Fourier son ni-
meros complejos [I1].
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La cuantizacion del campo electromagnético es acompanado por la se-
leccion de los operadores a y af, estos operadores cumplen con las reglas
Bosonicas [ILIV-V]:

lay, aw] = [al, al,] =0, (3.19a)
[, afy] = Op- (3.19b)

El comportamiento dindmico de las amplitudes del campo eléctrico pue-
den ser descritas por un conjunto de osciladores armoénicos independientes
obedeciendo las reglas de conmutacion. Los estados en cada modo pueden ser
descritos por un vector de estado |¥) en un espacio de Hilbert apropiado
para cada modo [II].

El Hamiltoniano para el campo electromagnético en el vacio es [IT1,IV-V 2]

1 . .
H = 5 /d?"(i—foEQ +M0H2) (320)

Sustituyendo el valor del campo eléctrico E y del campo magnético H en
la ecuacion (3.20) y tomando en cuenta las expresiones (3.13a) y (3.13b) el
Hamiltoniano puede ser reducido a la siguiente forma [IL,IV]:

N
H =" hwy(aay + 5) (3.21)
k

Esto representa el nimero de foténes en cada modo, multiplicado por la
energia de un foton en ese modo, %hwk representa la energia en el vacio para
cada modo [II].

3.3. Estados de Fock

El Hamiltoniano de la ecuacion (3.21) tiene los eigen-valores hwy(ng + 3)
donde nj es un entero no negativo y sus eigen-estados |ng) son conocidos
como estados de Fock o estados de nimero, los cuales también son eigen-
estados del operador de ntimero de particulas Nk = d). " [IL,IV-V,2]
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El estado base de un oscilador armonico esta definido por [ILIV]:
@|0) = 0. (3.23)

De la ecuacion (3.21) y (3.23) podemos obtener la energia del estado base,
la cual es:

(0] H|0) = Zhwk (3.24)

Los operadores @l v a; son operadores de creacion y aniquilacién para
k k

los eigen-estados del oscilador armonico. En términos de fotones, estos re-

presentan la creaciéon y aniquilacion de un fotéon con un vector de onda K y

polarizacion é; [IT1,IV-V,2].

Si aplicamos los operadores de creaciéon y aniquilacion a los estados de
Fock tenemos [II,IV]

aln) = (ng)2|ng — 1), (3.25a)
allng) = (ng + 1)2[ng, + 1) (3.25b)

Los vectores de estado para estados altamente excitados pueden obtenerse

mediante el estado base por la sucesiva aplicacion del operador de creaciéon
[IL,IV]

(@)™ o). (3.26)

(ne!)2

Ing) =

Los estados de niimero son ortogonales y forman un conjunto completo,
es decir [IL,IV]

(ni|mi) = dnm, (3.27)
Z ) (| = 1. (3.28)

Dado que la norma de estos eigen-vectores es finita, tiene definido el pro-
ducto punto y es un espacio complejo, estos forman un conjunto completo de
vectores base para un espacio de Hilbert [II-ITI].



3.4 Estados Coherentes 29

Mientras que los estados de niimero forman una representacién util para
los fotones altamente energéticos, por ejemplo los rayos ~, donde el niimero
de fotones es muy pequeno, esta no es la representacion mas adecuada para
el campo de la 6ptica donde el nimero total de fotones es muy grande.

La mayoria de campos 6pticos son una superposicion de estados de nii-
mero (estados puros) o una mezcla de estados de niimero (estados mixtos) [II].

3.4. Estados Coherentes

El producto en la incertidumbre de la amplitud y la fase para un estado
coherente es el minimo permitido por el principio de incertidumbre [II]. En
este sentido los estados coherentes estan cerca de una descripcién clasica del
campo. Las propiedades béasicas de estos estados se muestran en las siguien-
tes secciones.

Los estados coherentes se pueden generar aplicando el operador de des-

plazamiento de Glauber ﬁ(a) al estado vacio, este es un operador unitario y
esta definido como [I-1IL, V]

A

D(a) = e*®'—"a, (3.29)

donde « es un niimero complejo arbitrario.

Usando la propiedad conocida como la formula de Baker-Hausdorff [L,I11]

A+B A B 7[14;;] (330)

podemos separar el argumento del operador de desplazamiento de Glauber,
esta relacion es valida cuando los operadores cumplen

[A,[A, B]] =0=[B,[A, B]]. (3.31)

El operador D(a) se puede escribir como [I-11]

A Ie% 2 ~ * A
D(a) = e~ eodl o', (3.32)
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El operador de desplazamiento tiene las siguientes propiedades [I-11],

DY (a) = D™ Y(a) = D(—a), (3.33a)
Di(a)aD(a) = a+ a, (3.33D)
Di(a)a’D(e) = af + o*. (3.33¢c)

Los estados coherentes pueden ser generados al aplicar el operador ﬁ(oz)
al estado base

la) = D(a)|0). (3.34)

Si partimos de la ecuacion anterior utilizando la formula de Baker-Hausdortf
v la ecuacion (3.32) para el operador de Glauber, tenemos que

2
la|

0) =e 2 %' |0), (3.35)

2
lo

D(a)|0) = e 2 e

., . , . At
donde podemos hacer una expansion en series para el término e** y de esta
manera tenemos

D)oy =5 3 ‘;‘l—nam 10). (3.36)

Utilizando la ecuacion (3.25a) en (3.36) podemos expresar a un estado
coherente en términos de un estado de nimero, es decir [I-111,V]

loe|? o
o) =™ )

~ (nl)}

n

In) . (3.37)

Los estados coherentes son eigen-estados del operador de aniquilacion a,
lo cual se puede probar de la siguiente manera [I-III]

Df(@)ala) = D (a)aD(a)|0) = (a + a)|0) = 0). (3.38)

Multiplicando ambos lados por ﬁ(oz) llegamos a la ecuacion de eigen-
estados [I-111],

ala) = ala). (3.39)
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Como a es un operador no hermitiano sus eigen-valores o son complejos

[11,2].
Otra propiedad util del operador D(a) es
D(a+ ) = D(a)D(B)exp (—iIm(afS*)). (3.40)

Tomando el producto escalar en ambos lados de la ecuacion (3.39) por
(n| podemos encontrar la siguiente relacion [,

(n+1)7(n+ 1|a) = a(n|a). (3.41)

Utilizando la ecuacion (3.26) en (3.41) se obtiene

n

(nfo) = (0] a). (3.42)

n)%

Podemos expandir a |a) en términos de estados de ntimero |n) con coefi-
cientes de expansion (n|a), de la siguiente manera [I,III]

Z In)(nfa) = (0]a) 3 (5!7;% In). (3.43)

n

La longitud cuadrada del vector |a) es [ILIII]
’06’2 2 \Oc|2
[(ala)[* =[(0]a) Z [(0la)[%e (3.44)

(0]a) = (0|D(a)|0) = e 2. (3.45)

Sustituyendo (3.45) en (3.44) se obtiene que |[{a|a)|? =1y por lo tanto
los estados coherentes estan normalizados [I-I11].

Otra forma de llegar a la ecuacion (3.37) es sustituyendo la ecuacion
(3.45) en (3.43).
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Podemos observar que la distribuciéon de probabilidad de un fotén en un
estado coherente es una distribucién de Poisson

—laf?

, (3.46)

Pn) = |(nfay? = 127

n!

donde |a|? es el niimero promedio de fotones (7 = (ala‘ala)) [I-IT1,V].

El producto de dos estados coherentes es [I-I1]
(Bla) = (0| D(B)' D(a)|0). (3.47)

Usando la ecuacion (3.32), la ecuacion anterior se convierte

1 *
(3la) = cap (=5 1al +18) + a") . (3.49)
La norma del producto escalar en este caso es [I]
[(Bla)f? = 7oA, (3.49)

Asi los estados coherentes no son ortogonales. Aunque dos estados cohe-
rentes |«) y |3) se convierten en ortogonales en el limite cuando |a — | > 1
[11].

Los estados coherentes forman un espacio complejo continuo de dos di-
mensiones, llamado espacio de Hilbert. La relacién de completez es la siguien-
te |11,

l/ﬁ%mxw—f. (3.50)

™

La cual se puede demostrar de la siguiente manera. Utilizando la expan-
sion (3.37) obtenemos
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Haciendo un cambio de variables a coordenadas polares, la ecuacién an-
terior queda escrita de la siguiente manera

d*a I o= = |n)(m| [ > mo 0
—|a){a| = — —— rdre”" T"+m/ dhe’ =m0 (3.52)
/ T @ nz;mzjo nlm! Jo 0

Usando la siguiente ecuacion
2m )
/ dfe’ =m0 = 275, (3.53)

obtenemos,
d2 o 00
/70‘|a><a| - z%'”;ﬂ/o deeSem., (3.54)

Donde £ = r? y utilizando la relacién de recurrencia de la funcién gamma,
es decir, I'(n + 1) = nI'(n), donde la funcion gamma se define por [3]

L(n)=(n—-1)= /OOO dte "1, (3.55)

Podemos ahora deducir que la integral dada por la ecuacion (3.51) se
puede escribir de la siguiente manera

[ S aal =Y ol = 1. (3.56)

Una prueba alternativa para la integral de los estados coherentes se puede
dar utilizando la relacion siguiente

¢BAe~B = A+ ¢[B, A+ >[B,[B,A]]- -, (3.57)

de esta manera se puede ver que el operador A cumple con [I-1I]

A A

DY (a)AD(a) = A. (3.58)
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Podemos considerar a A como
A= /d2a|a)(a|. (3.59)

Usando el operador de desplazamiento de Glauber en funciéon de S y
aplicindolo a A se tiene

bi(s) / Pala){alD(F) = / oD (8)D(@)|0)(0]D'()D(B).  (3.60)

Recordando las propiedades (3.34) y (3.40), se tiene

/ PaD'(B)D(0)|0)(0|D (@) D(B) =

/dQQD(a — B)eIm=B@D10) (0| Df (o — B)e =A@, (3.61)

De la ecuacion (3.61) podemos deducir que

bi(s) / Pala)(al D(5) = / Pol|a') (o). (3.62)

De esta manera podemos comparar las ecuaciones (3.56) y (3.62), de las
cuales se puede deducir que

! / Pala)ial = I, (3.63)

™

donde % es una constante de proporcionalidad.

Los estados coherentes tienen un significado fisico en un campo generado
por un laser estabilizado operando muy por encima de su limite [I-IT].
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Capitulo 4

Funciones de Distribucion de
Cuasiprobabilidad

4.1. Introducciéon

Las funciones que tienen cierta semejanza a las funciones de distribucion
de probabilidad de una particula clasica son las funciones de distribucion de
cuasiprobabilidad, las cuales son de gran utilidad en la 6ptica cuantica ya que
entre otras cosas proporcionan un medio para la reconstrucciéon de campos
cuanticos.

Las funciones de cuasiprobabilidad son usadas no solo como herramien-
tas de célculo sino que también pueden proporcionar una comprensiéon en la
conexion entre la mecanica clasica y la mecéanica cuantica |[I].

En este capitulo se deducen las tres principales funciones de distribucion
de cuasiprobabilidad, las cuales son la funciéon de Wigner W, la funciéon de
Husimi () y la funciéon de Glauber-Sudarshan P. También se hace mencion de
la funcién generatriz de cuasiprobabilidades F', de la cual se pueden deducir
todas las funciones anteriores.

4.2. La Funcién de Distribucién de Cuasipro-
babilidad W de Wigner

La primera distribuciéon de cuasiprobabilidad introducida en la 6ptica
cuantica fue la distribucion de Wigner W(a) [1].

37
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Historicamente la distribucion W(a) fue introducida en términos de la
posicion ¢ y el momento p, de la siguiente forma [I,V,1]

1 . u . U
Wi(p,q) = %/duewp <Q + 5 plq — §> . (4.1)

La funcion de Wigner se obtiene a partir de una densidad de probabilidad
clasica P(q, p) la cual se puede escribir mediante las deltas de Dirac 6(Q — q)
y 6(P —p) [1], como

Pr) = | [ dQirsQ - 5P - nP@.P) (12)

donde
IQ—q) = % /dvei”(Q_Q), (4.3a)
P —p) = % /duei“(Pp). (4.3b)

Sabemos que la funcién delta cumple con la propiedad: [2]

1 [~ » 1 [~ -
dte™" = —/ dte™ ™" (4.4)
2m J_

2m —00 00

Asi, podemos cambiar el signo de w en la delta 6(P — p) para reescribir
la ecuacion (4.2) como

Plq,p) = ﬁ//dvdue_i”qei“p (//dePe_i“P+i”QP(Q,P)> . (4.5)

Podemos observar que las dos integrales que estan dentro del paréntesis
son el valor esperado de una funcion e ***+*? por lo cual si hacemos el calcu-
lo del valor esperado de un operador de la misma forma serian equivalentes,
es decir

(7o) = Tr(pe79) = [aglalpe= ). (40
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En la ecuacion anterior, se calcul6 la traza en términos de los eigen-estados
de posiciéon y utilizando la formula de Baker-Hausdorff, dada por la ecuaciéon
(3.30), obtenemos

() =% [ dgeiiglpe 7). (4.7

va que el vector de estado |¢) es un eigen-estado de g, el operador ¢ al ser
aplicado al eigen-estado de posiciéon |¢), cumple con

elg) = c*7]g). (4.8)

El operador e™? al ser aplicado al estado de posicion |¢) lo desplaza, de
tal forma que [I,I1]

") = lg+u), (4.92)

y a su vez

e ]g) = lg —u). (4.9b)

De esta manera podemos escribir la ecuacion (4.7), como

(emimbtivt) = ¢ivla—3) /dQ<Q‘ﬁ‘Q - u),
. U u
— [d f”< Y5 ——>, 4.10
[z (ot 1ol - (4.10)
donde se realiz6 un cambio de variable ¢ = x + 3.

La ecuacion (4.5) puede ser escrita en termino del valor esperado obtenido
mediante los operadores de posicion y de momento [I], es decir

1 o .
P(q,p) = R//dvdue_wqe“‘p (/ dxe™ <m + g |p| z — g>) . (4.11)

Agrupando las funciones de v en la ecuacion (4.11) se obtiene

1 1 . 4
Pg,p) = %//dmdu (% /dve‘”“"”) eP <x + g |p|z — g> , (4.12)
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donde la funcién dentro de los paréntesis es una delta de Dirac 2], entonces

1 , u U
P(q,p) = %//dxdué(q —z)e™? <x +3 1p| x — §> , (4.13)

Para llegar a la ecuacion (4.1) utilizamos una propiedad de la funcién
delta, que es la siguiente [2]

Flo) = / da5(z — 20)f (x), (4.14)

de esta manera encontramos la funciéon de distribuciéon de cuasiprobabilidad
de Wigner dada por la ecuacion (4.1) [I]

1 . u . U
Wi(q,p) = o / due™? <q +3 1plq — §> : (4.15)

La funcion de Wigner puede escribirse en forma alternativa como la trans-
formada de Fourier de la funcion caracteristica C'(3, 5*) [LIII,V,1]

W(a) = % / {2 BeP =B 0 (3), (4.16)

donde la funcion caracteristica esta dada por [1-5]
C(B) = Tr{e’ 7 4pY. (4.17)
La distribucién de Wigner, siempre existe o se puede definir pero no siem-

pre es positiva [I,V].

4.3. La Funcién de Distribucién de Cuasipro-
babilidad P de Glauber-Sudarshan

La funcién P(«) se conoce como la representacion P o representacion de
estados coherentes, este nombre se debe a la representacion del operador de
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densidad p por medio de una representaciéon diagonal de estados coheren-
tes [V]. Esta representacion fue introducida de manera independiente por
Glauber y Sudarshan [I1,3-4| y se escribe como:

p= /dQQP(oz)|oz><a|. (4.18)

Para obtener la ecuaciéon anterior escribimos al operador de densidad en
términos de estados coherentes, multiplicando al operador de densidad p por
izquierda y derecha por el operador unidad dado por la ecuacion (3.56), para
obtener la siguiente ecuacion:

o= (5 [ltaiea) s (2 [19)6128), (119)

Esta ecuacién se puede escribir como:

p L / / (o] 16} |a) (8] Bd%a. (4.20)

El objetivo es escribir el operador de densidad usando una funcion que sélo
dependa de los elementos de la diagonal principal [V], para esto es necesario
determinar dicha funcion P(«) que permita escribir la ecuacion anterior como

[LV]
b= /d2aP(a)|a><a|. (4.21)

Recordemos que la funciéon caracteristica dada por la ecuacion (4.17),
puede ser escrita como |[I]

C(B) = Tr{pe’™—F74}, (4.22a)

C(a) = Tr{pe*® "1, (4.22D)

e introduciendo la ecuacion (4.21) en términos de § en la ecuaciéon (4.22b)
tenemos que la funcion caracteristica esta en funcion de P(f) [I]

Cla) = / P(B)Tr{|B) (8] e ~"4} 2. (4.23)



42 Funciones de Distribucién de Cuasiprobabilidad

Dado que la traza es la suma de los elementos de la diagonal principal y
es ciclica [IV], la ecuacion anterior se puede escribir como

Cla) = [ P(B) (8l 3) 5. (4.24)

De esta manera podemos ocupar la féormula de Baker-Hausdorff dada por
la ecuacion (3.30), recordando también que los estados coherentes son eigen-
estados del operador de aniquilacion ala) = a|a) [II], la ecuacion (4.24) se
puede escribir como:

Cla)e 2 = /P(B)eaﬁ*ea*ﬁd%. (4.25)

Por tltimo, si escribimos a o y a 8 como ntimeros complejos a = a,. + 1qy;
y B = Br + if; se puede observar que la ecuacion (4.25) es una transforma-
da de Fourier con respecto a (3, y [;, de esta manera podemos obtener la
transformada inversa de Fourier con el objetivo de conocer P(/3) [I]

P(p) = ! /C(a)e(fe_aﬁ*ea*ﬁd%z. (4.26)

2

Utilizando la expresion de la funcion caracteristica (4.22b) con la férmula
de Baker-Hausdorff (3.30) para poder escribir a (4.26) de la siguiente manera

PB) = = / e K i Y e (4.27)

™

Esta funcion es llamada funcién de distribucién de cuasiprobabilidad de
Glauber-Sudarshan [I,3-4].

4.4. La Funcién de Distribucién de Cuasipro-
babilidad Q de Husimi

La funcion ) de Husimi es una funciéon alternativa para obtener los ele-
mentos de la diagonal de la matriz del operador de densidad para un estado
coherente puro [I1,V], esta funciéon se expresa por la ecuacion:



4.4 La Funcion de Distribucién de Cuasiprobabilidad Q de Husimi 43

Qo) = P00 5 (1.28)

™

Se puede observar que la funcién es no negativa dado que el operador de
densidad p es positivo [II]. También la funcion esta acotada por

(4.29)

A=

Q(a) <

Esta funcién puede escribirse alternativamente de la forma siguiente
]. aB*—a* ~ —B*a &1'
Q(a)= P/d%’e Fr=atBp{ pe=Paehal (4.30)

Para demostrar que la funcién de distribucion de cuasiprobabilidad de
Husimi se puede escribir de la manera anterior, partimos de la funcién ca-
racteristica (4.22b) utilizando la férmula de Baker-Hausdorff, dada por la
ecuacion (3.30).

Cla) = Trfpert =0y = % [[aty (y[peretens

7> . (4.31)

Pero debido a que la traza es ciclica [IV], entonces podemos escribir la
ecuacion anterior como

C(a)—e‘a2 /d2 <

La ecuacion (4.32) depende de estados coherentes, asi, cumple con la
propiedad descrita por la ecuacion (3.39) y retomando (4.28) tenemos

—a*a

7> . (4.32)

ol ~
ea pe

la|?

%C’(a)e2 = /dQWea*Veay*Q () (4.33)

Esta ultima ecuacion es una transformada de Fourier [I], por lo tanto para
obtener a («) calculamos la transformada inversa de Fourier del termino
que se encuentra a la izquierda de esta igualdad

Q(y) = —/anC’(a)elgﬂeM*eaw. (4.34)
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Y finalmente sustituyendo el valor de C'(«) dado por la ecuacion (4.22b)
se obtiene la funcion de Husimi [I-11,V]

1 . . wr
Q) = —/d2aea 1P pe ¥ e ) (4.35)

T2

4.5. La Funciéon Generatriz de Distribucion de
Cuasiprobabilidad

Se puede usar una representacion paramétrica mas general, para agrupar
la funcion W de Wigner, la funcién P de Glauber-Sudarshan y la funcion @) de
Husimi. A esta funcién se le llama Funcién Generatriz de cuasiprobabilidades
[T] v se define como

Fla,s) = % / 2B BB, 5), (4.36)

donde C(a, s) es la funcion caracteristica de orden s y estd dada por [I]

C(6.5) = TrD@)pelH), (4.37)

y ﬁ(ﬁ) es el operador de desplazamiento de Glauber [[,II,V], p es el operador
de densidad y s es el parametro que define la funciéon de cuasiprobabilidad.
Note que si s = 0 se obtiene la funciéon de Wigner, si s = 1 se obtiene la fun-
cion de Glauber-Sudarshan y para s = —1 se obtiene la funciéon de Husimi [I].

Las funciones de cuasiprobabilidad tienen una caracteristica muy pecu-
liar, la cual consiste que al hacer la integracion sobre una de su variables el
resultado obtenido mediante esta integracién es la probabilidad respecto a la
otra variable [I].

Como ejemplo utilizaremos la funcién de Wigner, escrita en la ecuacion

(4.15) y la integraremos respecto a p, de esta manera el resultado sera la
probabilidad respecto a ¢ [I]

[awian = [ (% / dpe“w) dulg+ 2lplo—2).  (439)
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De la ecuacion (4.38) se puede observar que la integral entre paréntesis
es una delta de Dirac, es decir

/ﬁmvmmw:/mﬁvw<a+§mq—§>. (4.39)

Para realizar la integracion solo se evaltia en cero a la funcién que mul-
tiplica a la delta, es decir ocupamos la ecuacion (4.14), a partir de lo cual
obtenemos

/@W@mzmmm. (4.40)

Como p es el operador de densidad de un estado arbitrario |¢), el cual se
puede escribir como

p =)l (4.41)

Sustituyendo la ecuacion (4.41) en (4.40), tenemos

/@Mmqumwﬁzmw. (4.42)

Podemos observar que al integrar la funcién de Wigner con respecto a la
variable p obtenemos una funcion de probabilidad con respecto a la variable

q [1].
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Capitulo 5

Probabilidad de Fase Obtenida

Mediante Funciones de
Distribuciéon de Cuasiprobabilidad

5.1. Introduccion

En esta parte del trabajo se calcula la probabilidad de fase para un estado
coherente y posteriormente se encuentra la funcioén generatriz de distribucion
de cuasiprobabilidad para el mismo estado coherente, esta ltima se obtiene
al integrar sobre r a la funcién generatriz de distribuciéon de cuasiprobabili-
dad y asi solo considerar la parte angular.

El resultado de esta integracion depende del parametro s. Posteriormen-
te el pardmetro s fue encontrado para cada ~, propuesta usando el error
cuadratico medio entre la probabilidad de fase de un estado coherente y la
integracion antes mencionada, estos valores son calculados y graficados para
finalmente encontrar una funcién s(y) que permite conocer el pardametro s
para cada estado coherente.

5.2. Calculo de la Probabilidad de Fase para
un Estado Coherente

Un estado coherente puede ser expresado en términos de estados de na-
mero, como se mostré en la ecuacion (3.37) [II]

49
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) = e F Sy, (5.1)

— (nl)}

Por otro lado, los eigen-estados |#) del operador de fase se pueden expresar
como una suma de estados de nimero [II,V]

1 imo
6) = Eﬂ;em Im). (5.2)

Con esto, podemos calcular la probabilidad de fase de un estado coherente
y se obtiene integrando en el rango —7 < 6 < 7w para un estado coherente
|7) v esta probabilidad esta dada por [II]

Py(0) = [(01m)]* = (017)(017)"- (5:3)

Para calcular esta probabilidad, primero calcularemos (f]v), usando las
ecuaciones (5.1) y (5.2) obtenemos

T_eind (5.4)
n!

I
<0h>_\/ﬁ ;\/—

De esta manera la probabilidad de fase para un estado coherente es

1 . ,yn ,ym o
— o7 E I i(n—m)o

En la figura (5.1) mostramos una imagen donde se grafica la probabilidad
de fase obtenida mediante la ecuacion (5.5) para tres diferentes valores de
que son 1, 2 v 3 representadas por la gréfica roja, azul y negra respectivamen-
te. Las gréaficas estan normalizadas y se realizaron con ayuda de MATLAB
2011.

Se puede observar que la probabilidad de fase de un estado coherente es
muy parecida a una distribucién normal o de Gauss la cual esta centrada en
el origen y cuanto mayor sea el valor de v la distribuciéon se asemeja a una
delta de Dirac.
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Probabilidad de fase para un estado coherente

theta

Figura 5.1: Probabilidad de fase para un estado coherente considerando tres
diferentes valores de v que son 1, 2 y 3.

5.3. CAlculo de la Funcién Generatriz de Distri-
bucién de Cuasiprobabilidad para un Es-
tado Coherente

En esta seccion, partimos de la funcion generatriz de distribucion de cua-
siprobabilidades dada por la ecuacion (4.36), que esta dada por: [I]

F(s,a) = % / P Btr{D(F)p}e T e~ (5.6)

Como se observa, esta ecuacion depende de un pardmetro s, el cual se
determinara en la siguiente seccion.

En esta parte del trabajo, nos interesa obtener el resultado de la integral
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dada por la ecuacion (5.2), para el caso en que el operador de densidad se
expresa en términos de estados coherente

p =7 (5.7)

Para calcular la funcién de distribucién de cuasiprobabilidad, empezare-
mos por determinar la funcién caracteristica donde, el operador de densidad
esta dado por la ecuacion (5.7)

tr{D(B)p} = ZHID V) In) = (v[D(B)D(v)[0). (5.8)

Utilizando las propiedades del operador de desplazamiento, dadas por la
ecuacion (3.40) y la ecuacion (3.48), se sigue que la ecuacion anterior se puede
escribir como

tr{D(B)p} = By Y= 1B+ P+ *)+ B+ (5.9)

De esta manera la integral de la funcién generatriz de cuasiprobabilidades
para un estado coherente estd dada por

F(s,a) = l /d2ﬁ€i1m{67*}§(|5+wl2+72)+(6+7)7*+S'§2+a6*a*ﬁ_ (5.10)
T

Simplificando el exponente de la ecuaciéon anterior, obtenemos

1 1
F(s,a) = —/d2ﬂe_|ﬁl2(
m

) BV —a")+B" (=) (5.11)

Esta ecuacion se puede resolver de por dos métodos diferentes y en ambas
utilizando un cambio de variable para . Con el primer método se hace la
consideracion que 8 = u + iv donde d?/3 es la multiplicacion del diferencial
de la parte real por el diferencial de la parte imaginaria, es decir d?8 = dudv,
de esta manera se obtiene la siguiente integral

2
/ / dudve™ "~ 35)" c0(1}_2(0)+4°0+4L0 (5.12a)
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donde

e = (* 5 %), (5.12b)

aq=7"—ao" —7+aq, (5.12¢)

=iy —a"+v—a). (5.12d)

Para que la integral dada por la ecuacion (5.12a) converja se tiene que
hacer la consideracion ¢y > 0 o expresado de otra forma s < 1. Esta inte-
gral es de la forma ffooo e dr = \/m; utilizando esta propiedad, la funcion
generatriz de cuasiprobabilidades para un estado coherente esta dada de la
siguiente manera

—2

2 2
F(s,a) = ——et=a el (5.13)

1—s

Otro método de resolver la integral, dada por la ecuaciéon (5.11), es uti-
lizando coordenadas polares. Para este caso, f = re? y su diferencial es
d*B = rdrdf. Integrando en términos de r y 6, la ecuaciéon (5.11) se escribe
como:

1 % — 1
F(s,a) =~ / / rdrdfe " crtrelertre e (5.14a)
T
donde
1—s
01 = , (5.14b)
2
=7 —a, (5.14c¢)
c3=—y+a. (5.14d)

Para resolver la ecuacion (5.14a), se tiene que hacer una expansion en

. 10 —10 ., . . .
serie de €™ 2 y de €™ " para llegar a la siguiente integral

1 > n m )
F(s,a) = — /Td?“e’"%l E _(Ci;) —(CB'T:L') /d@ez("m)e, (5.15)
T ! :

n,m

Donde se utiliz6 la propiedad
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27 )
/ dfe' "m0 = 21, . (5.16)
0

De esta manera, podemos reducir la integral dada por la ecuacion (5.14a),
es decir ahora la integracion so6lo se hace con respecto de r

F(s,a) = QZ % /drer%lr antl, (5.17)

En la integracion anterior se hace la restriccion, ¢; > 0. Es decir s < 1,
de esta manera la integral converge. Si integramos por partes y hacemos un
cambio de variable en la ecuacion (5.17), se obtiene

&1

F(s,0)=2%" (Ejj‘;ln ; (Z>2 (L)oo / due~"(w)™ ), (5.18)

donde se utilizo la definicion de la funcion gamma, dada por la ecuacion
(3.55). De esta manera la integral se reduce a

1 1 CoC3
F ==Y S (), 5.19
(s.0) = = 30 (22 (519

n

Se observa que la sumatoria de la derecha es una exponencial. Reescri-
biendo asi la ecuacion (5.19) y sustituyendo los valores de ¢y, ¢o y ¢3, dados
por la ecuacion (5.14b, ¢ y d) se tiene

2 — —
F(s,0) = 5 et =l (5.20)

esta ecuacion es exactamente la misma que la ecuacion (5.13).

Para encontrar la probabilidad de fase para un estado coherente es nece-
sario integrar la funcion generatriz de distribucién de cuasiprobabilidad dada
por la ecuacion (5.20), para un estado coherente sobre r. Para esto primero
es necesario escribir esta funcion en coordenadas polares, donde o = re?, de
esta manera dependerd explicitamente de r y 6. Posteriormente se realizaré
una integracion sobre r para obtener una funcion que dependa de 6 y del
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parametro s, la cual serd una funcién que se asocia con la probabilidad de
fase de un estado coherente, mediante el parametro s.

De esta manera escribimos la funcién generatriz de cuasiprobabilidades
de un estado coherente en su forma polar, donde o = re?® y hacemos una
integracion sobre el espacio radial, es decir

2
P9, s) = /rdTF(s,r, 0) = .

— S

/Tdreﬂ_—i)h_rei“. (5.21)

Para calcular la integral dada por la ecuacion (5.21), la escribimos como
i e pdz. Luego se sigue que

P(0,s) = A / " rdre w90, (5.22a)
0
donde
Qeﬁ(cl_é)
A= (5.22b)
co = ye " 4 %, (5.22¢)
ci = hl* (5.22d)

Al integral la ecuacion (5.22a) se llega a la siguiente expresion

11— __2 4 1-— 0 2 2
P(0,s) = ( 1 S)Ae ) ‘?—FA%\/ %4_14%0/60 due” =" (5.23)

Para poder realizar la ultima integral del lado derecho de esta ecuacion
st . . n
de forma analitica, se propuso como una serie de potencias e* = > 2. de
n n!
lo cual se obtuvo

P(0,9) = Algols) + Lon(s) + ()P, (5.21a)
donde
gols) = L=t (5.24b)
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g1(s) = —W(14— S), (5.24¢)
ga(s) =Y (%,—(;L—E)) (5.24d)

Sustituyendo los valores de A, ¢q y ¢1, dados por la ecuacion (5.22b, ¢ y
d), se obtiene lo siguiente

1 __2 2 =292 2
P(8,s) = ge 09" + vy cos(f)eT a5 (g, 5)) (5.25a)

donde

[ on ()" 1 (cos(6) )
(o, s) = i ; (=) T T . (5.25b)

Se observa que la funcion P(6, s) depende del parametro s, el cual se en-
contrard en la secciéon siguiente, para hacer la relacion entre las ecuaciones
(5.5) ¥ (5.25) y asi hallar una funcion s(y) que nos permita obtener el valor
de s para cualquier 7.

5.4. Calculo del Parametro s que permite ob-
tener la Probabilidad de Fase a partir de
la Funcién Generatriz de Distribuciéon de
Cuasiprobabilidad

En esta seccién se describe el método para obtener la funcion s(y) que
permite igualar la ecuacion (5.25) con la ecuacion (5.5), aqui lo notable es
que la funcion s(7) depende del parametro 7 y se encontré calculando el error
cuadratico medio entre P(6,s) y Py(f), la aproximacion de s fue alcanzada
con un error de 1073,

Las funciones se graficaron con ayuda del paquete Mathcad 12.0 y el
céalculo del pardmetro s con Matlab 2011, con el primer paquete mencionado
se obtuvo el error cuadratico medio, mediante un algoritmo disenado para el
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desarrollo de este trabajo.

Los valores de s obtenidos para algunas v que consideramos son los si-
guientes

¥ s
0.001 | -0.56
0.2 | -0.557
0.5 | -0.488
1 -0.323
1.5 | -0.184
2 -0.099
2.5 || -0.055
3 -0.034
3.5 | -0.023
4 -0.017
4.5 | -0.013
5 -0.011
5.5 || -0.009
6 -0.007
7 -0.005

Tabla 5.1: Valores de v y su correspondiente s.

Se hicieron seis graficas de las funciones P(0,s) y Py(f) descritas por las
ecuaciones (5.5) y (5.25), donde 6 esta en el rango —m < 0 < 7. Estas gréficas
corresponden a las funciones de cuasiprobabilidad para estados coherentes las
cuales estan normalizadas, donde los valores de v son v = 0,001, v = 0,5,
vy=1,v=2v=4y v =7, de estas se muestra el mejor ajuste obtenido y
es importante mencionar que se tomo la siguiente convencion.

La grafica de color azul Py(#), describe la ecuacion (5.5), la cual estd dada
por

. YA e
Pyf) = —e™ —__giln=m)f 5.26
0() 271'6 ;mﬁe ) ( )

Mientras que para la grafica de color rojo P(6), describe la siguiente
ecuacion

1 2 2 =22 (5in(0))?
P(0,s) = 3¢ =57 + 7 cos(f)eT=9 h(0, s), (5.27a)
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donde

[ on ()" (cos(0)) 2+
h(o,s) = (1—3)_; (D T T . (5.27b)

En la figura 5.2 cuando v = 0,001 se obtuvo que s = —0,568, en esta
grafica en especial se puede observar que el ajuste coincide, debido a que en
las graficas se logra apreciar sol6 una gréafica de color azul, esto se debe a que
son muy parecidas y por lo cual tienden a traslaparse. Cabe aclarar que en
esta grafica y en lo que resta del trabajo, las graficas estdn normalizadas.

B(8)

Po(H)

-4

-3142 8 3.141

Figura 5.2: Distribuciones de probabilidad de fase para el estado coherente
donde v = 0,001 y s = —0,568.
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El segundo caso calculado para v = 0,5 se obtuvo que el valor més adecua-
do para s es s = —0,488, la grafica obtenida mediante P(6) es casi idéntica a
Py(0), es decir la ecuacion (5.25) es muy aproximada a la ecuacion (5.5) con
los valores de v y s mencionados, estas distribuciones difieren muy poco en
el centro y en los extremos, con este valor de v y s se obtuvo lo siguiente.

-3142 5} 3.141

Figura 5.3: Distribuciones de probabilidad de fase para el estado coherente
donde v = 0,5y s = —0,488.
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En el tercer caso cuando v = 1, se encontr6 que s = —0,323, con este
valor se obtuvo una buena aproximaciéon, muy parecida al caso anterior con
un pequeno desfasamiento entre las graficas en el centro y en los extremos,
con este valor de v y s se obtuvo lo siguiente.

=
=z

o

o(6)

- 3142 8 3.141

Figura 5.4: Distribuciones de probabilidad de fase para el estado coherente
donde v =1y s = —0,323.
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En el cuarto caso donde v = 2, se encontr6 que s = —0,099, con este valor
se obtuvo una muy buena aproximacion de Fy(6) y P(#) y con este valor de
vy s se obtuvo lo siguiente.

=
=z

Po(6)

- 3142 8 3141

Figura 5.5: Distribuciones de probabilidad de fase para el estado coherente
vy=2ys=—0,099.
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Para el quinto caso donde v = 4, se encontré que s = —0,017, con este
valor se obtuvo una muy buena aproximacion mientras que el ancho se redujo
para ambas graficas (Py(f) y P()) y con este valor de v y s se obtuvo lo
siguiente.

=
T

Po(f)

-3.142 8 3141

Figura 5.6: Distribuciones de probabilidad de fase para el estado coherente
vy=4ys=—-0,017.
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Por tultimo, para el sexto caso donde v = 7, se encontr6 que s = —0,005
para el cual el error cuadratico medio fue muy cercano a cero. En la imagen
mostrada abajo se logra apreciar que el ancho de la gréafica se redujo y con
este valor de v y s se obtuvo la siguiente gréfica.

-3.142 [F] 3.141

Figura 5.7: Distribuciones de probabilidad de fase para el estado coherente
vy=Ty s=—0,005.

Mediante la graficacion de todos los datos obtenidos v vs s se logrd ob-
servar que s se comporta de una forma parecida a una exponencial. Para
encontrar una funcion s = s(y) se propuso que s tiene la forma

A

S

Para encontrar las constantes A, By C de la funcién s, se utilizaron tres
coordenadas para formar un sistema de tres ecuaciones no lineales con tres
incognitas (A, B y C), las coordenadas tomadas para formar este sistema de
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ecuaciones son: (v = 0,001,s = —0,56), (y =1,s = —0,323) y (y = 3,5 =
—0,034), resolviendo el sistema de tres ecuaciones se encontré que s es

0,154
S = 60,184’72 — 077249 (529)

La funcion obtenida nos da una buena descripciéon para s ya que se ajusta
muy bien con los puntos obtenidos.

En la figura 5.8 mostramos una grafica donde podemos apreciar los puntos
obtenidos y la funcion s(7), la gréfica se obtuvo con ayuda de Matlab 15. En
esta imagen podemos observar un muy buen ajuste debido a que las cruces de
color rojo muestran los diferentes puntos obtenidos con el programa Mathcad
15, mientras que la linea continua de color negro muestra la funcion s(v)
obtenida y dada por la ecuacién (5.29).

Walor de "S"

06+

Y | | | | | | |

Gamma

Figura 5.8: Grafica de la funcion s = s(y) en el rango de 0 < v < 7Ty
valores de s obtenidos con ayuda del error cuadratico medio al aproximar las
ecuaciones (5.5) y (5.25).
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Con lo mencionado en el parrafo anterior, podemos finalmente escribir la
probabilidad de fase para un estado coherente, obtenida mediante la funciéon
generatriz de cuasiprobabilidades. Esta probabilidad de fase se puede expre-
sar como una funcion que solo depende de 0, es decir, P(6). A diferencia de
la ecuacion (5.27), la cual depende de 0 y a su vez de un pardmetro s, es
decir, P(0, s).

Esta probabilidad de fase se obtiene sustituyendo la ecuacion (5.29) en
las ecuaciones (5.27a) y (5.27b). Cabe mencionar que esta probabilidad de
fase es el objetivo de la tesis y ademas representa un método alterno para
obtener la probabilidad de fase para un estado coherente, el resultado es el
siguiente:

2
_2e0: 18477 1 45 5

P() = ge 0T 4 ho(6) (ha(6) — hu(6)), (5.300)

donde

0,184~2
e (42 sin?(6)

ho(0) = 7 cos(f)e 189" —0.5m ) (5.30b)

0,18472 _
ha () = \/”(6 " —0571) (5.30¢)

_4607184’\{2_'_279 ?

( _260,18472 +1,45 )n+1 (’Y cos(é’))Z"“

- 018472 _0 571
ha(0) = Z n!(2n + 1) ’

(5.30d)

n

donde v representa el estado coherente.

A continuacion, en las figuras (5.9), (5.10) y (5.11), se logra apreciar dos
graficas en cada una, las cuales describen la probabilidad de fase para un
estado coherente. La grafica de color rojo Py(f) representa la ecuacion (5.5)
v la grafica de color azul P(f) representa las ecuaciones (5.30a), (5.30b),
(5.30c) ¥ (5.30d), que es el resultado de obtener la probabilidad de fase para
un estado coherente mediante la funcién generatriz de cuasiprobabilidad.

En los tres casos las graficas se encuentran normalizadas. Los valores de
v fueron propuestos y son 1, 3 y 5. Para el estado coherente vy =3y v=15
se logra apreciar una mejor aproximacion que en el estado coherente v = 1.
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Probabilidad de fase para el estado coherente v =1

Po()

P(8)

—3.142 ] 3.141

Figura 5.9: Probabilidad de fase para el estado coherentes v = 1 obtenido de
las ecuaciones (5.5) y (5.30).
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Probabilidad de fase para el estado coherente v = 3

Po(6)

P(6)

—3.142 8 3.141

Figura 5.10: Probabilidad de fase para el estado coherentes v = 3 obtenido
de las ecuaciones (5.5) y (5.30).
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Probabilidad de fase para el estado coherente v =5

Po(H)

P(8)

—3.142 ] 3.141

Figura 5.11: Probabilidad de fase para el estado coherentes v = 5 obtenido
de las ecuaciones (5.5) y (5.30).



Capitulo 6

Conclusiones

El objetivo de esta tesis se cumplié satisfactoriamente. Se calculé la fun-
cion s(y) que permite calcular la probabilidad de fase para cualquier estado
coherente mediante la funcién generatriz de cuasiprobabilidad. El resultado
obtenido es una forma alternativa de calcular la probabilidad de fase de un
estado coherente y coincide con el reportado en la literatura, que se obtiene
a partir de los iegen-estados del operador de fase.

Como posible trabajo a futuro sobre este tema podria ser encontrar la

probabilidad de fase para cualquier estado mediante la funcién generatriz de
cuasiprobabilidades[V].
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Conclusiones
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