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Introduccion

El problema de ajustar un conjunto de puntos dados por una curva o una superficie se ha con-
siderado desde hace mucho tiempo; entre sus aplicaciones mas impactantes figura la determinacion
de érbitas de cuerpos celestes, como la del asteroide Ceres, al inicio del siglo XIX. Tal vez el método
mas conocido es el de minimos cuadrados, que se atribuye a genios de la talla de Isaac Newton y Carl
Friedrich Gauss. En décadas recientes la exigencia de precisién y operatividad en el diseno de iméagenes
y objetos tridimensionales ha conducido a la creacién de métodos de ajuste sofisticados, como el de
ajuste por splines, que se aborda en este trabajo.

En una primera instancia, supongamos que se parte de un conjunto de puntos (x;,y;) en el plano
y se quiere obtener una funcién sencilla y = f(z) cuya grafica pase tan cerca como sea posible de
ellos. Se sabe que existen polinomios cuya gréafica los contiene a todos, conocidos como polinomios
de interpolacion. Pero hay un problema relacionado con este tipo de solucién: puede que el grado
de los términos de estos polinomios deba ser muy alto y esto provoque oscilaciones muy grandes
en sus graficas. Una alternativa es usar un polinomio de menor grado resignandose a que la gréfica
del mismo no incluya a todos los puntos dados, y que unicamente pase tan cerca de ellos como sea
posible. La situacién para el ajuste por una superficie a un conjunto de puntos en el espacio es analoga.

La composicién de curvas de Bézier da solucion al problema de trazar una curva suave que interpola
a un conjunto de puntos prefijados sin que se presenten oscilaciones incémodas. Las curvas de Bézier
son curvas paramétricas que tienen asociado un poligono de control que permite la modificacién local
de su forma, lo cual las hace una herramienta 1til para el modelado geométrico. La teoria de curvas y
superficies de Bézier fue desarrollada a principios de los 60 en el area de la industria automotriz por
los ingenieros franceses Pierre Bézier en Renault y Paul de Casteljau en Citréen [2].

Actualmente, se utilizan las curvas de Bézier como herramientas de disefio grafico en progra-
mas como Adobe Photoshop, Adobe Ilustrator, Inkscape, etc. o en animacién grafica para controlar
el movimiento, en aplicaciones como Adobe Flash, Adobe After Effects, Adobe Shockwave, entre otras.

Una de las limitantes de las curvas de Bézier es que el niimero de puntos de control determina el
grado de la curva, por lo que nos centraremos a estudiar splines polinémicos. Los splines son funciones
determinadas por segmentos de curvas que se unen suavemente para formar una curva diferenciable,
es por esto que a este tipo de interpolacién se le conoce con el nombre de interpolacién a trozos.

En la teoria de funciones splines surge el hecho de que bajo ciertas condiciones, el conjunto formado
por estas funciones tiene la estructura de un espacio vectorial de dimensién finita; lo cual nos permite
hablar de distintas bases para dichos espacios. En la bisqueda de una base especial, cuyos elementos



tuvieran soporte compacto surgieron las funciones B-Splines, nombre que le dio Schoenberg en uno
de sus trabajos, publicado en 1967 [7]. A mediados de los 70 algunos autores ya habian puesto de
manifiesto la estrecha relacion entre curvas de Bézier y los splines, observando que las primeras eran
un caso particular de las llamadas curvas B-Splines.

Un caso més general de las curvas B-Splines son las llamadas NURBS que en este trabajo no
abordaremos.

El objetivo principal de este trabajo es estudiar las curvas y superficies B-Spline e implementar
algoritmos existentes para dos y tres dimensiones. Asimismo disefiar un material de apoyo accesible y
al alcance de un estudiante de la Lic. Mateméticas Aplicadas o de ingenieria.

Este trabajo de tesis consta de 5 capitulos y dos dapendices.

En el primer capitulo estudiaremos las curvas de Bézier. Una curva de Bézier se define por medio
de polinomios de Bernstein y puntos en el plano llamados puntos de control; veremos algunas de las
propiedades que cumplen, asi como un algoritmo para construirlas. También estudiaremos intepolacion
con curvas de Bézier.

El capitulo 2 esta dedicado a los splines ctibicos de interpolacién, daremos resultados importantes
como el teorema de existencia y unicidad y el teorema de convergencia del spline ciibico que interpola
a una funcién.

Las curvas B-Splines se estudiaran en el capitulo 3, estas curvas estdn definidas por funciones
B-Splines y por un conjunto de puntos en el plano. Se estudiara también la interpolaciéon con curvas
B-Spline, mencionando el teorema de Schoenberg-Whitney, que establece las condiciones para que el
problema de intepolacién tenga solucién tnica.

En el capitulo 4 se estudiaran las superficies de Bézier, las cuales resultan ser el producto tensorial
de dos curvas de Bézier. También veremos como construir estas superficies a partir de su malla de
control y finalmente se estudiaran las superficies Bézier de interpolacion.

El capitulo 5 esta dedicado a las superficies B-Spline, estas superficies se definen de manera similar
a las superficies de Bézier, pero ahora tomamos el producto tensorial de dos curvas B-Spline; también

se realizara interpolaciéon con superficies B-Splines.

En el apéndice A, se muestran algunas pruebas utilizando los algoritmos implementados en Matlab
para la construcién de curvas y superficies.

El apéndice B contiene definiciones y resultados que complementan la teoria de la tesis.



Capitulo 1

Curvas de Bézier

Las curvas de Bézier son curvas polinémicas expresadas con polinomios de Bernstein. Una curva
de Bézier de grado n se especifica por un conjunto de n+ 1 puntos que son llamados puntos de control.
El poligono obtenido al unir los puntos de control se denomina poligono de control. Comenzaremos
este capitulo con la definicién de polinomios de Bernstein.

1.1. Polinomios de Bernstein

Definicion 1.1. Llamamos polinomios de Bernstein de grado n a los polinomios dados por la expresion
N (z) = (Z)xk(l—x)"k, k=0,...,n,

| . . , .
donde (Z) = m son los coeficientes bindmicos.

Ejemplo 1.1. Ejemplos de polinomios de Bernstein.

a) Paran =1,

b) Paran =2,



c) Para n =3,

Ni@) = (g):no (1— 20 = (1—2)°
Ni(z) = G)xl (1—2)>!' =321 —x)?
N3j(z) = (3)# (1—2)>2=32%1 —2)

1.2. Propiedades de los polinomios de Bernstein

A continuacién mostraremos algunas propiedades de los polinomios de Bernstein restringidas al
intervalo [0, 1].

Proposicion 1.1. Los n + 1 polinomios de Bernstein de grado n

1. Forman una particiéon de la unidad, es decir,
n
> Ni(w) =
k=0

2. Cumplen

, k=1,...,n—1;
, k=1,...,n—1.
3. Satisfacen la relacién de recurrencia

N(z) = (1 —2)NP Y 2) + aN (o).

4. Son no negativos en el intervalo [0, 1], esto es, si x € [0, 1],

NM(z) > 0.

5. La derivada de N/ (x) es
AN} (@)

L N ) = NE @),

6. El polinomio N}'(x) tiene un méximo en %

7. Son linealmente independientes.

8. Son simétricos, es decir,
Ni(z) = Ny, (1 — ).
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Demostracion. 1. Esta propiedad se sigue del desarrollo del binomio de Newton
n
l=(z+(1-2)" =) Ny(z)
k=0

2. Se tiene que

Npw) = (p)aa- o
N = 1,
Niw) = (M)ar-ap
NI = 1,
también
NE©) = 0,
Ne) = 0,

parak=1,...n—1.

3. En efecto,

Ni(z) =

e 1> b (1 —z)n k4 <Z: Dﬂ?k(l — ) F

B n—1\ 4 o A(n=1D—k n—1\ ;4 _oan—k
1 x)( k: )1‘ (1—-2x) +x p_1)® (1—x)
1— )N Hz) + 2N (2).

™

4. Basta observar que
>0y (1 —z)" k>0, sizel01]

5. La demostracion se hard para k =1...n —1,

PEE (Do () et

i) Yo
|



6. Se tiene que

de la expresién anterior se sigue que nx = k, asi z = % Al calcular la segunda derivada se obtiene,

PN} ()

PR <Z> *2(1 — ;1:)”_]“_2[162 + (n — Dna® — kx — 2kz(n — 1)],

evaluando en % y simplificando

dQNk: n3 (ﬁ)k
Cdx? '
k.

Concluimos que N/'(x) tiene un maximo en

7. Sean «y,...,a, € R tales que
n
> RN (x) =
k=0

luego

multiplicando por (=0

haciendo ¢t = 1%, obtenemos,

de aqui que todos los ay, son cero.

8. En efecto,

Ni(z) =
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1.3. Curvas de Bézier simples

Los polinomios de grado menor o igual que n forman un espacio vectorial real de dimensién n + 1
y los polinomios de Bernstein son n + 1 polinomios linealmente independientes de grado n. Por tanto,
podremos representar una curva polindmica como combinacién de los polinomios de Bernstein.

Definicién 1.2. Sea {F,..., P,} un conjunto de puntos de R?, se llama curva de Bézier de grado n
a

C(t) = zn: PNT(t), telo,1],
k=0

donde N;'(t) es el k-ésimo polinomio de Bernstein de grado n, y a Py,..., P, les denominaremos
puntos de control.

El nombre de poligono de control hace referencia a que sirve para controlar la forma de la curva.

Ejemplo 1.2. Ejemplos de curvas de Bézier.

a) Paran =1,

C(t) =Y PuN{(t) = PoNg (1) + PN} (t) = (1 — )Py + t P,
k=0

luego se tiene que

c) = h,
ca) = B

Asi, C(t) es la recta que une los puntos Py y P;.

b) Para n =2,
C(t) = PyN§(t)+ PLN(t) + PaN3(t)
(1 —1)2Py +2t(1 — t)P, + t* Py,
tenemos
c0) = P,
cl) = P.
c) Para n = 3,
C(t) = PyNj(t)+ PINP(t) + PaNj(t) + P3N3
(1—t)3Py +3t(1 — )P, + 3t>(1 — t) Py + t3 P,
entonces
c0) = P,
cl) = P

A continuacion se muestran las gréaficas del ejemplo anterior.



Py

Py
//\\

Po

(a) Curva de Bézier de grado 1. (b) Curva de Bézier de grado 2.

(c) Curva de Bézier de grado 3.

Figura 1.1: Curvas de Bézier.

1.3.1. Propiedades de las curvas de Bézier simples

En esta seccién mostraremos algunas propiedades que cumplen las curvas de Bézier simples.

Proposicion 1.2. Sea

n
C(t) =Y _PNp(t), telo,1], (1.1)
k=0
una curva de Bézier donde Fy,..., P, son puntos en el plano, entonces se cumplen las siguientes

propiedades:

1. Interpolacién de los puntos de control extremos.

2. Tangencia al poligono de control en sus extremos.

CI(O) = n(Pl—Po).
C'(1) = n(Py—Pay).
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3. La r-ésima derivada de una curva de Bézier esta dada por

n—r

COt)y=nn—1)---(n—r+1)Y_ A"PNy" (),
k=0

donde A" P, = Arilkarl — Arilpk y Alpk = AP, = Pk+1 — P..

4. Control pseudo-local. Si dos curvas de Bézier difieren sélo en el punto j la diferencia entre éstas
s6lo involucra al polinomio N7'(¢).

5. Restriccion a la envolvente convexa. La curva de Bézier con puntos de control Py, ..., P, siempre
se encuentra en la capsula convexa de dichos puntos.

6. Invarianza afin. La representacién de una curva de Bézier es invariante bajo aplicaciones afines,
esto es, si C'(t) es una curva de Bézier con puntos de control Py,..., P, y ® es una aplicacién
afin, entonces ®(C(t)) es una curva de Bézier con puntos de control ®(Fp),...,P(P,).

Demostracion. 1. Sea C(t) una curva de Bézier, por la propiedad 2 de la Proposicién 1.1 se tiene

c) = h,
c(1) = P,

2. Sea C'(t) una curva de Bézier, por la propiedad 2 de la Proposicién 1.1 se tiene

Ny(0) =1, N}0)=0, 1<k<n-—1;
Ny(1)=1, N}(1)=0, 1<k<n-1,
ademads sabemos que
AN} (1)

R OE O}

dada una curva de Bézier de grado n

c(t) = Y PN (1),
k=0

derivando
n d n—1
/ o n—1 n n—1
'ty = - <0)n(1 -0+ kZIPka (t) + nPyt
n—1
= —nR(1—t)"" ) PN () = NPT O] + nPt"

k=1

asi

C'(0) = n(P1 — Py)
y

Cl(l) = n(Pn - Pnfl)-
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3. De la demostracién anterior se tiene

n—1
C'(t) = —nPy(1—t)""+ > nPNy[(t) = NP 7' (t)] + nPyt™!
k 1

= —nPyNJY( —i—ZnPk [INZZH(E) = NP ()] +nP NI ()

= n[(Pr— P)Ng~ 1()+--- (Po = Pa1) N ()]
n—1
= 1Y (Peyr — PONIH(®)
k=0
n—1
= AP N (1)
k=0

donde APy = Pyy1 — Px; con esto se prueba que C’(t) también es una curva de Bézier de grado
n — 1, con puntos de control AP,. Por induccién sobre r se tiene

n—r
COE)=nn—1)-(n—r+1)Y_ A"PN'"(t),
k=0
donde AP, = A" 'P, — A" P, y A'P, = AP, = P,1 — P;. Las derivadas en los puntos
extremos son

CO0) = nn—1)-(n—r+1)Y AR,
k=0

CM1) = nn—-1)n-r+1)> A'P,_,.
k=0

. Sea

C(t)=>_ P.N/(t)
k=0

— 3" RNE () + BN ()
k#j

curvas de Bézier que tienen los mismo puntos de control, excepto el j-ésimo, entonces

H(t) = C@)—C(t)

= Y PNp(t) ZPka. )+ P;NI'(t)
k=0 ktj

= (P — PN} (®).

Nétese que el méximo de H(t) se obtiene en el maximo de N;'(¢) el cual es t = % Por tanto, el

mayor error entre las curvas C(t) y C(t) es ||(Pj — Pj)NJ’? (%) Il
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5. De la propiedad 1 de los polinomios de Bernstein tenemos

n
> NE() =1,
k=0

entonces para cualquier ¢ € [0, 1], la curva
n
C(t) =) PNE(b),
k=0

se encuentra en la capsula convexa de los puntos Py, ..., P,.

6. Sea
C(t)=>_ P.Ni(),
k=0

una curva de Bézier y ®(P) = AP + B una aplicacién afin, donde A es una matriz de tamano
2 X 2, entonces

d(Ct) = A (i PkN;?(t)) +B
k=0
— SCAPNE() + BNJ() — BNR()] + B
k=0
_ zn:(APk + B)N(t)+ B (1 - zn: N;?(O)

k=0 k=0
n

= ) (AP + B)Nj(t)
k=0

= > (P)NE(),

k=0

esta ltima parte se debe a que

> ONp(t) = 1.
k=0

1.4. Conversion entre representaciones

Algunos sistemas antiguos de disenio asistido por computadora (Computer Aided Desing - CAD)
utilizan la base de potencias {1,¢,...,t"} para representar curvas. Por lo tanto es importante disponer
de formas eficientes para transformar una curva en base de potencias a su representacién de Bézier y
viceversa.
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1.4.1. Conversion de potencias a Bernstein

Proposicion 1.3. Paratodany 0<i<mn

=% (Z - ;)t"‘(l — ek, (1.2)

k=i

Demostracion. La demostracion se hard por induccién sobre i.

Para 7 = 0,
n
Z<k>tk (1—t)" ZNk
k=0

Supongamos que la expresién 1.2 se cumple para ¢ < n. Ahora veamos que es verdadera para i = n.

"= ("
_ - n— =1\, (n—1)—k
tk;—I <k_ i )t (1—1)
(=)= (1) n

k=1
O
De la proposicién anterior se tiene el siguiente resultado
L ()
th=Y ~EENP(E), 0<i<n. (1.3)
k=i (k)
Observaciones
» t! es combinacién de NJ'(t),..., N2 (t).
» t2 es combinacién de NZ(t),..., N2 (t).
= N(t).
Reescribiendo la ecuacién (1.3)
) n
= cxNp(t), 0<i<n, (1.4)
k=i
donde
y))
. 0<i<n, 1<k<mn
k=94 () (1.5)
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Proposicién 1.4. Si C(t) es una curva polinémica expresada en base de potencias
n
C(t)y=>_Qit
i=0
donde (); son puntos en el plano, entonces su expresién en base de Bernstein es

Ci) =3 PN,
1=0

donde ) .
coo €Co1 Co2 --- Conm
0 C11 Ci2 ... Cinp
[PO P Pn] = [QO Ql Qn] 0 0 ¢ ... com

L0 ... ... 0 cun

Demostracion. Sea C(t) una curva expresada en base de potencias, entonces

ct) = ZQiti
i=0

= [Qo Q1 ... Q] t?

[coo co1 o2 ... con| [NG(®)]
0 Cci1 €12 ... Cin Nln(t)
— [Qo Q1 ... Qn] 0 0 caa ... con| |NJ()
(0 0 ... 0 e NP
[ NG (t)]
N7 (1)
= [ P ... B]|N2()
| Ny ()

- RO
1=0

Ejemplo 1.3. Consideremos la siguiente curva polinémica expresada en base de potencias

C(t) = (0,1) +t(3,6) + t3(3, =3) + t3(—-1,-2), te[0,1],
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de acuerdo a la proposicién anterior obtenemos,

Py 1 000 0 1 0 1
Pl |1 1 00 3 6| |13
&‘1%%0 3 -3| |3 4
Py 1111 -1 -2 5 2

Asi, la curva polindémica en base de Bernstein es

C(t)=(1—=1)3(0,1) 4 3t(1 — t)%(1,3) + 3t>(1 — t)(3, —4) + t3(5,2),  t€[0,1].

1.4.2. Conversiéon de Bernstein a potencias

Proposicion 1.5. Paratodany 0<i<n

NE() = 3 (1) () ()

1=k

Demostracion.

Ni(t) = <k>tk(1—t)”_k

N(? (t) _dOO d01 d02 e dOn
NT(t) 0 din dig ... dip

N? (t) = 0 0 d22 . d2n t2
Ny L0 0 0 dun| |t"]

donde
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Proposicién 1.6. Si la curva polinémica C(t) esta expresada en base de Bernstein
n
C(t)=>_ PN/(t),
i=0
entonces su expresion en base de potencias es

Ct) =) Qith
i=0

donde ) )
doo dor do2 ... don

0 dii dis ... din

Qo Q1 ... Q=[P P ... B]|0 0 dn ... dog

(0 0 ... 0 du

Demostracion. Sea C(t) una curva expresada en base de Bernstein, entonces

oW = 3PN
=0

Ny (t)
NT'(t)
= [ P ... B[N
| N (1) ]
doo dor  do2 don | [1]
0 dii dia ... din
— [PO P Pn] 0 0 doy ... dop t2
0 0 0 don] [t
o
t

= [Qo Q1 ... Q] t?

n .
= Z Qit".
=0

Ejemplo 1.4. Dada la siguiente curva polinémica expresada en base de Bernstein

C(t) = (1 —1)3(0,1) + 3t(1 — t)3(1,3) + 3t>(1 — )(3, —4) + t3(5,2), t € [0,1],
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se tiene que

Qo 1 0 0 0]fo0 1 0 1
Qi |-3 3 0 of|1 3 |3 6
Q" |3 -6 3 of |3 4 |3 -3
Qs -1 3 -3 1] |5 2 1 -2

Asi, la curva polinémica expresada en base de potencias es
C(t) = (0,1) +t(3,6) +t%(3,=3) + t3(-1,-2), te]0,1].

Obsérvese que las matrices de los ejemplos 1.3 y 1.4, son inversas una de la otra.

1.5. Técnicas constructivas para curvas de Bézier simples

Al momento de intentar aproximar alguna forma geométrica, podemos manipular los puntos de
control para obtener una mejor aproximacién, pero probablemente no obtenemos la exactitud que
quisiéramos, esto puede ser porque no tenemos suficientes puntos de control. En esta secciéon des-
cribiremos dos técnicas béasicas para solucionar el problema antes mencionado, estos procedimientos
consisten en elevar o disminuir el grado de una curva de Bézier.

1.5.1. Elevacién de grado

Sea C'(t) una curva de Bézier

c) =3 PNp(), (L.7)
k=0

ahora la escribimos como una curva de grado n + 1
n+1 o
C(t) =Y PpNy (). (1.8)
k=0
Lo que se prentende es que (1.7) y (1.8) sean la misma curva. Entonces

n+1 n
Y PpNptHt) = ) PNE()
k=0 k=0

n+1

;;)?kc?)tk(l_t)mk = kzn:OPk@)tk(l—t)”k
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multiplicando por ¢ + (1 — ¢) el término de la derecha se tiene lo siguiente

n+1

UGS m( o

k=0

n k+1

Luego

— n+1 n
P = B .
n+1<n+1> n<n>

Realizando algunas operaciones, obtenemos,

— k (n—k+1)
P, = ——P14+~— P,
F m+1) "' Ty F
Py = P (1.9)

Fn+1 == Pn

k=1,...,n.

Aunque las curvas de Bézier hayan sido definidas sobre [0, 1] es posible utilizar otros intervalos, sélo
hace falta transformar el intervalo para que la parametrizacién esté definida sobre [a, b], esto se logra
haciendo t(u) = ==, u € [a,b].

La elevacién de grado puede interpretarse como un proceso de corte de esquinas efectuado sobre el
poligono de control para obtener un poligono con un punto mas. Cuanto mas recortemos las esquinas
mas se suaviza el poligono y mas se aproxima a la curva que controla.

Ejemplo 1.5. Consideremos la curva de Bézier de tercer grado, cuyos puntos de control son
PO = (071)7 Pl - (173)7 P2 - (374)7 P3 - (572)

Ct) = (1—1)3(0,1) 4 3t(1 — t)%(1,3) + 3t>(1 — t)(3,4) + t3(5,2), te[0,1].

De acuerdo a las ecuaciones (1.9)
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Sustituyendo los puntos de control

Py = Py=(0,1).
Pro= ;00+20,3)= ()
Py = 2034564 =010)
Py = 23.4)+ (5.2 =(1,0)
Py, = P3=(52).

La curva de Bézier resultante al elevar el grado es

Ct) = (1—1)0, 1)—|—4t(1—t)3(§,g)+6t2(1—t)2(2,g)
+ 4t3(1—t)(;,;)—|—t4(5,2), te[0,1].

Obsérvese que la curva en realidad es de tercer grado, ya que en base de potencias se tiene

Qo 1 0 0 0 0][0 1 0 1
3 5

Q1 —4 400 0} 3 36

Q=6 -12 6 o0 o2 fl=|3 -3
77

Qs —4 12 -12 4 of [T I -1 -2

Q4 1 -4 6 —4 1] [5 2 0 0

Asi,
C(t) = (0,1) +t(3,6) +t%(3,=3) + t3(-1,-2), te]0,1].

1.5.2. Reduccion de grado

Este método es el proceso inverso del que se mostré anteriormente. Consiste en convertir una curva
de Bézier de grado n en una curva de Bézier de grado n — 1, en general, esto no siempre es posible. Por
ejemplo, no podemos describir una curva ciubica con una funcién cuadrética. La reduccién de grado

se puede realizar cuando la curva dada es el resultado de la elevacion de grado.
Consideremos una curva de Bézier de grado n fija

o) = anpkN,g(t), telo,1],
k=0

lo primero que nos interesa es saber si es posible reducir el grado de esta curva. Para esto necesitamos
la proposicién 1.6, que expresa el cambio de base de Bernstein a base de potencias, para asi poder

calcular el coeficiente de t" y verificar si es o no nulo. Recordemos

Qn:dOnPO+d1nP1+"'+dnnPn7

donde, como se vio anteriormente
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entonces
n
=Y (h)n
)
i=0

La condicién para que sea posible la reduccién de grado es que @), = 0. Cuando ya sabemos que
es posible reducir el grado de la curva nos interesa calcular los coeficientes de C(t) de forma que se
exprese

i
L

Ct) = PNIY(1). (1.11)
0

B
Il

Para calcular estos coeficientes observemos que la curva 1.10 puede obtenerse al elevar el grado la
curva 1.11, es decir,

P, = —P._1+ Py, k=1, ,n—1
(n) (n)
Py = FB
Pn - Pn—l
Asi,
2 " _p 2 k=1 1
= _ _ = n —
k —k k —k k—1, ’ )
B = p
P,_1 = P,

Ejemplo 1.6. Consideremos la curva polindémica que encontramos en la seccién anterior, donde
t €0,1],

C1) = (1= 4(0,1) + 411 %5, 2) + 6°°(1 = (2, 1) + 4%(1 ~ 1)(3), )+ #4(5.2),
proviene de elevar el grado a una curva de Bézier de tercer

se cumple que Q4 = 0, puesto que C(t)
=(%,3), =2 I P3= (L, 1), Py=(52). Luego

grado. Tenemos que Py = (0,1), P,

'3 332
Py = Py=(0,1).

p = 4P+113—(13)
1 — 3 1 30— yJ).
~ ) 9 .

P, = 2P —ZP =(3,4).
2 4 1 2 1 (a)

Py = 4P;—3P, = (5,2).
Asi, la curva de tercer grado es

Ct)=(1—1t)%0,1) +3t(1 —t)%(1,3) + 3t2(1 — )(3,4) +t3(5,2), t€[0,1].
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1.6. Curvas de Bézier compuestas

En la seccion anterior estudiamos curvas de Bézier simples, ahora estudiaremos las curvas de Bézier
compuestas. Las curvas de Bézier compuestas se obtienen al “pegar”varias curvas de Bézier simples,
primero se analizara la composicién de dos curvas, después se hard de manera general. Supongamos que
tenemos los puntos de control Py,..., P, v Qoq,...,Q, de dos curvas donde P, = Q9. Una condicién
que queremos que se cumpla al momento de unir estas curvas, es que la curva resultante tenga un
cierto grado de suavidad. Sabemos que el vector tangente a la curva de Bézier en sus puntos extremos
estd dado por

CI(O) :n(P1 —Po), Cl(l) :n(Pn—Pnfl).

Desde el punto de vista geométrico lo importante es que el vector tangente a la primera curva en P,
tenga la misma direccién de P, — P,_1, mientras que el vector tangente a la segunda curva tenga
la direccion de Q1 — P,. Es decir, que los vectores P, — P,,_1 v @1 — P, sean proporcionales. Sin
embargo, esto no garantiza la continuidad del vector tangente. Para unir dos curvas de Bézier primero
elegimos dos intervalos consecutivos [ug,u1] y [u1,us], donde estan definidas las curvas Cy(u) y Ca(u)
respectivamente. De ésta manera las curvas estdn dadas por

n

u—u

Ci(uw) =) PkNﬂ(iul — uoo)’ u € [ug, u1]
k=0

= uU—u
Ca(u) = ZQ’CN’?(?UII)’ u € [ug, ua),
k=0

con la condicién P,, = (Jy. Derivando las expresiones anteriores

Cl(w) = — Zn:P 4 yp( o
1 - Fdu 'k Ul

_ )y u € [ug,uil;
Up — uo =0 — U

1 " d U — Up
/ — n
Co(u) = P— kZOQk@Nk( ), w € [ug,ugl.

ug — Ul
Utilizando las propiedades 5 y 2 de la Proposicién 1.1, se tiene

1
C{(Ul) = mn(Pn — Pn_l).

Cy(ur) = #H(Ql — Qo).

U2 — U
Para que la curva compuesta tenga derivada continua se debe cumplir

L P = Po) = — (@i~ Qo). (1.12)

Uy — Uo Uz — Uy

equivalentemente
Q1 — Qo= NPy — Po1),

donde

Ug — U] Q1 — Qoll
\ = — . 1.13
v = [P — P (1.13)
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Ejemplo 1.7. Sean Cy(t) y Cy(t) curvas de Bézier

Ci(t) = (1—1)%0,0) +2t(1 —t)(—=1,1) +t*(1,3), te]o,1];
Co(t) = (1—1)2(1,3) +2t(1 —1)(2,4) +t*(5,1), te]0,1].

Los puntos de control de la primera curva son Py = (0,0), P, = (—1,1), P» = (1,3) y de la segunda
curva Qo = (173)7 Q1= (274)7 Q2 = (57 1)

Q

.
.
p.
<
1%
N

Po

Figura 1.2: Grafica del ejemplo 1.7.

Las curvas se unen en (1,3) y los puntos (—1,1), (1,3) y (2,4) son colineales, de aqui que el vector
tangente tiene la misma direccién para ambas curvas. Si quisiéramos construir una curva compuesta
a partir de C(t) y C2(t) debemos comenzar por elegir los intervalos [ug,u1] y [u1,u2] donde varia el
parametro global u, es decir, debemos encontrar el soporte donde estara definida la curva de Bézier
compuesta

up — Uy Q1 — Qo

1
Ul — Ug - ||Pn—Pn_1|| - 2’

Considerando ug = 0, u; = 2, y ug = 3, la curva compuesta C(u) estard definida en el intervalo [0, 3],

Cilw) = (1=5)%0,0)+25(1 - 3)(-1,1) + 52(1,3), u € [0,2].
Co(u) = (1—(u—2)2%(1,3) +2(u—2)(1 — (u—2))(2,4) + (u—2)%(5,1), uecl23].
Observemos que la curva C(u) es de clase C* en el intervalo [0, 3].

Ahora construiremos una curva de Bézier compuesta que tenga continuidad hasta la segunda
derivada. De la propiedad 3 proposicién 1.2 , se tiene

C"(0) =n(n—1)A%*Py =n(n — 1)(Py, — 2P, + Py).
C"(1) =n(n — 1)A%*P,_o =n(n —1)(P, — 2P,_1 + Pn_2).
Dadas dos curvas de Bézier definidas en [ug, u1], [u1, us] respectivamente, entonces

n(n —1)

(w1 — up)?

n(n —1)

C//(ul) = (Pn — 2P, 1+ Pn—?) = 2A2Pn—2
(u1 — uo)



22

y
C"(w) = %(Qz —2Q1 + Qo) = 7(25”_;32 A%Q,.
La segunda derivada serd continua si
mAQPn—Q = MAQQW
o bien
1 1
W(Pn = 2P 1+ Pra) = m(@b —2Q1 + Qo).

El general se tiene el siguiente resultado que nos proporciona las condiciones que debe cumplir una
curva de Bézier compuesta para que tenga continuidad hasta la r-ésima derivada.

Teorema 1.1. Si construimos una curva de Bézier compuesta por dos curvas de grado n definidas en
[ug, u1] y [u1,us] respectivamente cuyos puntos de control son Py, ..., Py, Qo,...,Qn, con P, = Qo y
se imponen condiciones sobre los puntos de control de cada curva para que sean derivables y continuas
en u; hasta de orden n, entonces se obtiene la siguiente relacion

A"P, 2 A"Qo

(ur —uo)”  (ug — ug)"’

r=1,...,n,

donde A"P,,_5 = Arilpn_l — ATﬁlpn y Alpn_g =AP, o=P,_1—P,.
Demostracion. La demostracion no es dificil de realizar, basta aplicar induccién sobre n. O

Como se vio anteriormente, para unir dos curvas de Bézier

Ci(w) = S PN (——2),  ue [ug,u),

k=0 U1 — Uo
- u u
— w1
CQ(U) = ZQkN]?(H), u & [Ul,UQ],
k=0

basta que cumpla P, = Qg y que los puntos P,_1, P, = Qg y @1 sean colineales. Para que la curva
compuesta sea de clase C! se debe cumplir

ug —ur | Q1 — Qol|

up —ug  ||Pn— Pt

(1.14)

Observaciones

1) Si conocemos los subintervalos [ug,u1] y [u1,us2], la ecuacién (1.14) impone restricciones sobre el
punto Q1.

2) Si los puntos de control son dados y cumplen que P,_1, P, = Qo y @1 son colineales, entonces la
ecuacién 1.14 impone restricciones sobre los subintervalos [ug, u1] y [u1,usg].
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De manera general, al unir m curvas de Bézier simples de grado n las cuales estan definidas respecto
al parametro u € [0, 1],

Citw) = S PUNIuw), i=1,...,m,
k=0

la condicién necesaria y suficiente para que se pueda construir una curva de Bézier compuesta de clase
Cles

", P. =Py Pitalineados, i=1,...,m— 1.

Después debemos elegir el intervalo [u;_1, ;] sobre el que estard definida cada curva C;(u)

+1 +1
Uip1 — Ui 1P — Pty

ui—ui—y  |[Pi—Pi_ ||

i=1,...,m—1. (1.15)

Ejemplo 1.8. Consideremos las siguientes curvas de Bézier de segundo grado respecto al parametro
te0,1],

Ci(t) = (1-1)%0,0)42t(1 —t)(—1,1) + (1, 3).
Cy(t) (1—1)2(1,3) + 2t(1 — t)(2,4) + t3(5,1).
C3(t) = (1—1)%(5,1) 4 2t(1 —t)(6,0) + (7, 5).

Veamos que las condiciones geométricas se cumplen

(—=1,1),(1,3) y (2,4) estan alineados,
(2,4),(5,1) y (6,0) estan alineados.

Construimos el soporte S = {ug, u1,u2,us}, con ug =0y u; =1

P-Py 3
u2:u1+(u1—u2)H:§.
PP 5
UBZUZ—F(UQ_M)H:?

Considerando S = {0, 1, %, g}, la curva compuesta es

Ci(u) = (1—=u)%0,0)+2u(l —u)(~1,1) +v*(1,3), wue€][0,1].
Co(u) = (1—(2u—2))%(1,3) +2(2u —2)(1 — (2u — 2))(2,4)

+ (2u—2)3%(5,1), well, g].
Cs(u) = (1—(6u—29))2(5,1) + 2(6u —9)(1 — (6u — 9))(6,0)

b (6u—9%15), ue [g, g].

No es dificil probar las condiciones de continuidad.
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Figura 1.3: Grafica del ejemplo 1.8.

1.7. Algoritmo de De Casteljau

Una curva de Bézier

ct) = Y PNL (1),
k=0

se puede evaluar usando el algoritmo de De Casteljau, esto usualmente se hace para ¢t € [0, 1], entonces
el algoritmo involucra solamente combinaciones convexas, lo que garantiza la estabilidad numérica del
algoritmo [10].

Sean Py, ..., P, € R? los puntos de control y ¢ € [0, 1].

1. Para ¢ = 0 hasta n.

PY =p,.

2

2. Para k£ = 1 hasta n.
Para i = 0 hasta n — k.
P® =@ -t 1P,

3. Regresar C(t) = Po(n).

1.8. Subdivision

La técnica de subdivisién nos provee un método muy rapido para generar una aproximacion a una
curva de Bézier. Algunas de las razones por las que se hace el proceso de subdivisién de curvas son:

1. Particiéon de una curva de Bézier compuesta en dos curvas.
2. Incremento de control.

3. El poligono de control formado por los nuevos puntos de control se aproxima mejor a la curva
de lo que lo hacia el poligono de control formado por los puntos de control originales.
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Sea C'(u) una curva de Bézier
n
C(u) =Y PuN{'(u), u€[0,1].
k=0

Dado ¢ € (0,1) se quiere encontrar 2 curvas Cy(u) y Ca(u)

u

Oy (u) = znj Qu N (E) , uelod,
k=0

u

=) uelll

CQ(U) = ZRkN]? (
k=0

que unidas nos den C(u). Lo que haremos a continuacién es encontrar los nuevos puntos de control
Qo,---,Qny Roy,...,R,. Sea A € R, por la ecuacién de conversién 1.6

NI () zn:(—m—k <”> (2) Owy, k=0,...n,

j=k J

y de la ecuacién 1.3

won = S0 ()0 [£ o]

s i G
_ ]z:(_m—w z:; (;) (; - Z) N[‘(u)}

Considerando (2’ ) =0sip < q, se tiene

N
.

NE(Au) =

I
o
ol

N
.

I
el
oy

|

@
I
=

o

I

I
e

ol

I
™
=
/—\/\/—\g—\/—\/—\
~.
N A U A U
: <3 : :
£
T
>
Il
O/—\
|
Naw
>
VY
-~
>
Sy
S~
>
e
+
>

I
(]
S
S,

Il
i s 0
=
=
>
S~—
=
3
—~
N
S~—
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Luego
n n u
n _ ne=
ZPka (u) = ZPka(CC)
k=0 k=0
= Zpk ZNIE(C)NZZ(E)]
k=0 i=k
n u 4 .
- Y [Yanio|.
=0 k=0
Asi,
i
Qi =Y _ PNi(o). (1.16)
k=0
Cada @); es una curva de Bézier de grado ¢ correspondiente a los puntos de control Fy, ..., P;, evaluada

en el punto ¢, y por tanto @;, es el primero de los puntos calculados en la etapa i-ésima del algoritmo
de De Casteljau ‘
Q:=rP" i=0,...n

No es dificil ver que los puntos de control de la curva Cs(u) son
RZ:_[DZ(nilx z:O,,n

Con esto ya tenemos los puntos de control de las nuevas curvas de Bézier.

1.9. Interpolacién con curvas de Bézier

Supongamos que tenemos n+ 1 puntos ag, . . . , a, y queremos obtener una curva C(t) definida en el
intervalo [0, 1] que cumpla C(ty) = ap y C(t,) = a,,. Para resolver esto, debemos encontrar el poligono
de control de la curva C(t) de grado n tal que

n
Ct:) =Y PNi(t:) =a;, i=0,...,n,
k=0

es decir, se trata de resolver un sistema lineal de n 4 1 ecuaciones. En forma matricial se tiene

Ng(to) ... Ng(to) Py agp
Ni(tn) .. NJ(tn)| |Pn G,
En base de potencias se tiene B
1 o] | Po ag
1 ...t |P, Qi

La matriz de coeficientes es una matriz de Vandermonde, y es no singular ya que los ¢; son distintos.
Con esto el sistema anterior tiene solucién tnica.
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1.9.1. Interpolacion ciubica de Hermite

Sean Qo, ..., Qn puntos de interpolacién y
Di = C"(ui), 1= 0,... ,m,

las derivadas de la curva en cada nodo de interpolacién. A partir de los datos dados encontraremos
los puntos de control Ps;_1, P3; = Q;, P3i+1, para i = 1,...,m — 1 de la curva C(u) de grado 3.
Recordemos que

3(P3i — Psi—1)  3(Psit1 — Pai)

C'(u;) = = , i=1,...,m—1 (1.17)
Ui — Uit1 Uit1 — U
' 3(P1 — P 3(P: P
Cl(uo) — ( 1 — 0)7 Cl(um) — ( 3m — 3m—1)7
Uy — ug Um — Um—1

de la ecuacion 1.17 se tiene

P3i—1:Qi_%Dia t=1,...,m-1

Uikl = Ui o

i i=0,...,m—1.
3 (3 m

P31 = Qi +
Luego

Py = Qi  i=0,...m—1.

Py, = Qi—%m, i=1,...,m—1. (1.18)
Ui+13_ui .

Py = Qi+ i=0,...,m—1.

Las ecuaciones anteriores nos permiten calcular los puntos de control de una curva de Bézier cibica
de m tramos a partir de los puntos de interpolacion Qy, ..., Q. y de sus derivadas Dy, ..., Dy,.

Ejemplo 1.9. Consideremos los puntos de interpolacion
QO = (Oal)a Ql = (572)7 QQ = (10> 5)> Q?) = (6>9)> Q4 = (574)7
y las derivadas de la curva en los nodos S = {0, %, %, %, 1},

Dy = (6,12), Dy = (12,-12), Dy = (24,48), D3 = (—48,0), Dy = (48,—T72).

Primero tenemos que
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Yy
P = Q0+U1QUODOZ(173)7
Py = Ql—U1;uoD1=(374)7
Py = Qi+—=—"Dy=(61),
P = Q2—UQQU1D2=(871)7
Pr = Q+——2Dy=(11,7),
Py = Q3—U3;WD3=(879)7
Py = Q3+U4QU3D3=(479)7
Py o= Q-2 ; B Dy = (3,7).

Por lo que los puntos de control de la curva de Bézier son
Tramo 1: P() = (0, 1), P1 = (1,3), P2 = (3,4), P3 = (5,2)
Tramo 2: P3 = (5,2), P4 = (6, 1), P5 = (8, 1), P@ = (10, 5)
Tramo 3: P = (10,5), Pr=(11,7), Ps=(8,9), Py = (6,9).
Tramo 4: P9 = (6,9), P10 = (4,9), P11 = (3, 7), P12 = (5,4)

Po :Qo

Figura 1.4: Grafica ejemplo 1.9.

La forma del interpolante cubico de Hermite depende de la direccion asignada a cada punto de
soporte elegido, es por eso que se mostraran métodos para estimar la derivada en cada punto del
soporte. A continuacién se describen los principales métodos para estimar D;. Si el soporte no es
conocido se elige basado en la longitud de cuerda. En todos los casos supondremos que tenemos m + 1
puntos de interpolacion.
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1. Interpolante de Catmul-Rown. La direccién de la tangente es un promedio entre los vectores que
unen los siguientes puntos de interpolacién Q;_1, Q;, Qi+1-

Di = T‘Z[(l — /\z)(Qz - Qifl) + )\i(QiJrl — Ql)], 7= 1, e, — 1

Haciendo \; = % y 7; en funcién del soporte

o 1
" 5 (i —wio1) + 3 (w1 —ui)
Asi,
D; = Qi+1—Qz’71’ 1 m—1
Uit+1 — Ui—1

2. Interpolante de Bessel. Este método se basa en construir una pardbola R(u) de tal manera que

R(ui—1) = Qi-1,
R(uit1) = Qit1,

lo que nos interesa es tomar la aproximaciéon D; = R'(u;). Escribiendo la pardbola de la forma
R(u) = Ag(u —u;)* + Ay (u — u;) + Q;
se tiene que R'(u;) = Aj, resolviendo el siguiente sistema

Qi1 = Ag(ui1 —u)® + Ap(uis1 —w;) + Qi

2
Qit1 = As(uip1 —ui)” + Ar(uipr — wi) + Qi
obtenemos,
R (u;) = w —ui—1 Qir1 — Q; S Sk Qi — Qi1
Ui+l — Ui—1 Ui41 — Uy Ui+l — Ui—1 U — Ui—1
U;—Uj—1 Uj1—Ug —

nombrando a; = y teniendo en cuenta que 1—qy

Uj+1—Ui—1 Uj+1—Ui—1

Qerl Qz ( . )Qz Qz 1

uz+1 — Uyj U; — Uifl

D; = (1.19)

parat=1,...,m — 1.

3. Interpolante de Akima. Este método se trata de una estimaciéon de D; de la forma 1.19, pero
eligiendo
[Qi—1 — Qi—2
1Qi—1 — Qi—a|| + [|Qiv1 — Qill”

o =
parat=1,...,m — 1.

Con los tres métodos vistos se obtienen estimaciones para las derivadas a excepciéon de Dy y D,,. Si
R1(u) es la pardbola que interpola a Qg, @1 y Q2 en ug, u1 y us entonces

DO = Rll(u())a
D1 = Rj(u),
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donde Dy se calcula por 1.19 y Dy puede simplificarse para obtener
D;.

Ahora, si la pardbola R,,_1(u) interpola a Qp—2, Qm-1y Qm €n Upm—2, Um—1 ¥ Uy, respectivamente,
se tiene

luego

1.10. Algoritmo para evaluar curvas de Bézier
A continuacién se muestra el algoritmo para la evaluaciéon de una curva de Bézier.
1. Calcular los nodos de interpolacién a partir de los puntos de interpolacion Q;.
2. Calcular las derivadas en cada nodo de interpolacién.
3. Calcular los puntos de control P; con las ecuaciones 1.18.
4. Aplicar el algoritmo de De Casteljau.

En la seccién A.1 del Apéndice A, se muestran los ejemplos correspondientes a este capitulo.



Capitulo 2

Aproximacion en el plano por splines
cubicos

Sea X, :a =y < x; <--- <z, =0 una particién del intervalo [a,b]. Supongamos que deseamos
obtener una funcién s € C[a, b] que aproxime a la funcién f de la cual s6lo conocemos los valores

Una forma de resolver este problema es la interpolacion lineal en cada subintervalo. Dados los
datos (2.1), la funcién s es definida en cada intervalo [z;, z;4+1] como una linea recta que pasa por los
puntos (z;, f(;)) v (ix1, f(xiy1)). Asi, la funcién s esta dada por

f(@iv1) — f(xi)

s(z) = (x —x3) + f(zi), =€ [x,xi41], (2.2)
Tit1 — T4
para ¢ = 0,1,...,n — 1. Como s se compone de lineas rectas se tiene que es continua. En general,
podemos definir s una funcién polinomial de grado a lo més k en cada subintervalo [z;,z;1] tal que
f(z;) = s(x;), parai=0,...,n — 1. Cuando s se define de esta manera se le llama spline.

Dada una particién X, de [a, b]
Xpia=xp<x1 <+ <xpp =,

se define un spline de grado k como una funcién s € C*~1[a, b] tal que en cada intervalo [z;_1,z;], 5 es
un polinomio de grado a lo més k. A los puntos xg, ..., Z, se les conoce como nodos o puntos de apoyo.
Denotemos por S(X,, k) al conjunto de funciones spline en X,, de grado k. Nétese que el conjunto de
polinomios de grado k en [a, b] es un subconjunto de S(X,,, k). A continuacién analizaremos los splines
cubicos.

2.1. Splines cubicos

Definicién 2.1. Dada una particién X,, del intervalo [a, b]

Xpia=xp<x1 < - <xpp =,

una funcién s € C?[a, b] se denomina spline ciibico si satisface las siguientes condiciones:

31
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1. El polinomio s es de grado a lo méas 3 en cada subintervalo

[Jii,JJiJrl], i:O,l,...,n—l.

2. Se cumple que s es continua, asi como su primera y segunda derivada en [a, b], es decir,
s®(z; —0)=s®(z; +0), k=0,1,2yi=1,2,...,n— 1.

Donde s®)(z; — 0) y s*)(2; + 0) denotan continuidad por la izquierda y por la derecha respec-
tivamente. Si ademds, se tiene una funcién f € C?[a,b] tal que y; = f(x;), parai = 0,1,...,n
y

3. se cumple s(x;) = f(z;), entonces a s(x) se le llama spline ctbico interpolante de f en X,,.

A continuacion se muestra la grafica de un spline cibico.

2.1.1. Construccién de los splines ctbicos

Ahora mostraremos la construccion de los splines cibicos y algunas condiciones que deben cumplir.
Denotemos por s(z;) = y;, §'(z;) = my, s"(x;)) = M; y h; = x; — x;—1. Usando la férmula de
interpolacion de Lagrange, el spline cibico esta dado por

s(x) = Mi_l% + MZ% +a;x+b;, x€lri_1,mi, (2.3)
y se tiene que ) )
s'(x) = — zl% + Mz% +a;, € [zim1, 3], (2.4)
Ahora, dado que s(z;) = y;, de la ecuacion (2.3)
h?
yi = s(x;) = MZFZ + a;x; + b;.

Anélogamente para y;_1 tenemos

h2
Yi1 = Mi—1€z +a;xi—1 + b;.

Resolviendo el sistema
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h2
{ @i + b; =y — M4
h2
aiTi-1 +bi = yi-1 — M1
para a; y b;, obtenemos,
o = Vi yim (M — Miy)
% hz 6 )
sustituyendo en la expresién (2.4)
, (z; — x)? (z—2i1)” | yi—via
- _M._ M
s () T
hi(M; — M;_
_%’ T <z < (2.5)
también tenemos que
h?
bi = —a;T; + Yi — MZEZ
Por lo tanto
. hi M M
it = (U BN g (BB
Luego la ecuacién 2.3 se convierte en
(z; — )3 (x—x1)3
= M,_ M;
5(@) N en 6
. h; M;_ i M
+ (y;L—Zl - 62 1) (x; —x) + (Z—Z - 26 Z> (x — xi—1), (2.6)
para x € [x;_1,z;]. De (2.5), obtenemos,
h; h; P — Ui
S(oi=0) = Mg+ Miyg + 5
y
h. h i — Yi—
§'(rii1—0) = — z‘flé - Mzgz + yTiM,
si reemplazamos ¢ — 1 por ¢ e ¢ por ¢ + 1 en ésta ultima ecuacion, tenemos
h; hi i+1 — Yi
s'(azi + O) = —M,; +1 _ MZ'+1 il + Yl 7 Y (27)

3 6 hit1
como estamos suponiendo que s’ es continua, se debe cumplir
s'(z; — 0) = §'(z; +0),

es decir,

hi hi  yi—yi1 hit1 hiv1 | Yiv1 —yi
YIS VA AN [t e Y Y A5 R V' .
iy Mg T 3 L
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Reduciendo la expresion anterior, obtenemos,

1 1 1 Yirl — Y Yi —Yi1
—h; M;_ —(h; + hjp1)M; + =h;o 1 M;1 1 = — 2.8
6 14VLg 1+3(z+ z+1) 2+6 1+14V+1 hiJrl hz ( )
hi hit1 6 Yirl — Y Yi — Yi—1
S VAR VAN N A _
hi+hiva Uit hi YT i+ hin hit1 h;
o equivalentemente
,U,Z'Mifl + QMZ + /\iMiJrl = dl (29)
en donde
Ny _ hip B 6 Yitl — Y Yi —Yi-1
Wi=—"— AN=7—"7— Yy di= - ;
hi + hiy1 hi + hita hi + hit1 hit1 h;

parat=1,2,...,n— 1.

Las ecuaciones 2.9 se conocen como ecuaciones de M —continuidad del spline ctibico s que interpola
a fen X,.

Utilizando los valores s'(x;) = m; se puede hacer una interpolacién de Hermite [6], lo cual nos da
un polinomio de grado 3 en el intervalo [z;_1, ;] definido de la siguiente manera

s(z) = f(wie) ((93 — x;)? n 2(:6 — i 1)(z — fCi)2>

h? hi
T — T 2 T — L)X — Tj— 2
+f($i)<< f e m)le 1>>
x—xi1)? / v — 2i1)?
e =) T e TS

de igual forma se tiene

[hi +2(x — m_1)] (7 — 2;)? [hi — 2(x — )] (2 — 25_1)?

s(x) = i 3 + i 3
7 (2
_ . _ )2 . _ 2
Mg (x 1‘%2)2@ ) _ i(xl x)(}? Ti—1) ‘ (2.10)
i i
Derivando la expresién anterior
s'(z) = 6%(@’ —xz;)(x — x4-1).
i
s"(x) = 6%(% + 1z — 2x).
Por lo tanto,
2mi—1  4Ami Y — Y
/i L 0 — (2 (2 _ 6 (2 (2 .
s"(z; — 0) I, + I n2
CAmi 2mi Y — Yie

— 6
h; h; * h?

2

8”(1‘1‘_1 + 0) =
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Si sustituimos ¢ — 1 por 7 e ¢ por 7 + 1 en la tltima ecuacion, se tiene

S (i +0) = — 1t L il TV (2.11)
hivi  hipa h#,

por la condicién de continuidad de la segunda derivada se debe tener que
§"(x; = 0) = " (x; + 0)

0 equivalentemente

2mi—y  Amig  yi—yicr Amy 2mip Vi — Y
LY (it e S L YL Y
hi hi h; hivi  hiq hi
2 h; + hi+1> 2 (yz —Yi-1 | Yi+1 — yz)
—mi—1 + | ——— | dm; + ——my; = 6 + )
hi <hi + hit1 i h? hZ, 4
hit1 h; Yi — Yi—1 Yit1 — Yi
— M, 1+ 2m.; 4+ —m; = 3 by + ,
hi + hit1 i1 hi + hiy1 it ( Yok Hi hiv1
A1 +2m; + pymiy = Ci, i=1,2,...,n—1, (2.12)

donde los valores \; y u; han sido definidos anteriormente y

C, =3 (Aiyi — Yi—1 +Hi?/i+1 +yi> '
h; hit1

A las ecuaciones 2.12 se les llama ecuaciones de m — continuidad del spline cibico s que interpola
a fen X,.

2.2. Condiciones finales

Se han mostrado dos formas de obtener el spline ctibico s, las cuales estdn dadas por las ecuaciones
2.6 y 2.10. Al definir los valores M; o m;, i = 0,1,...,n, el spline s queda completamente determinado.
Para lograr esto, se utilizardn las n — 1 ecuaciones lineales descritas por 2.9 y 2.12 para M; y m;
respectivamente. Ya que para encontrar los n 4+ 1 valores desconocidos, s6lo contamos con n — 1
ecuaciones lineales, necesitamos agregar nuevas condiciones que reciben el nombre de condiciones
finales. Las condiciones faltantes se pueden obtener:

1. Especificando el valor de la primera o la segunda derivada de f en los puntos x = a y = = b.

2. Estableciendo algunas de las siguientes relaciones

2Mo + MMy =do y prnMp—1 +2My, =dy,

2mo + pom1 = Co Yy ApMp—1 + 2my,, = G,
donde dy, Cy, dp,, Cr, e Ry 0 < Ao, o, fns An < 1.

3. Dando la condicién final periédica

Yn = Yo, Mp=mo y M, = M.
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Una vez que se agrega cualquiera de las tres condiciones finales, se obtiene un sistema de ecuaciones
lineales con n + 1 ecuaciones y n + 1 incognitas para el cual, la matriz de coeficientes es tridiagonal y
diagonalmente dominante, adema&s es no singular y por tanto, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.1 (Teorema de existencia y unicidad). Supongamos que tenemos una particién X,, de
[a, b]
Xn:a=xg< 21 < <xp =,

f € C?a,b]. Para cualquiera de las tres condiciones finales que se impongan, existe un tinico spline
cubico que interpola a f.

Por la construccién de un spline ctbico de interpolacién, se sabe que s interpola a f en los x; y lo
mismo ocurre para s’y f’, mds atin se tiene el siguiente resultado que nos asegura la convergencia de
s a f al igual que la de s a f@ parai=1,2.

Teorema 2.2 (Teorema de Convergencia). Supongamos que tenemos una particién X,, de [a, b]
X,:a=zr9< 21 < - <1xp =,
f € C?la,b] y s € S(X,,3) que satisfacen
s(xj) = f(zj), j=0,....,m;

s'(a) = f'(a), $'(b) = f'(b).
Entonces, para todo z € [a,b], |f")(z) — s (x)| < 56> "w(f";[a,b],d), para r = 0,1,2.
Donde § = §(X,,) = max hi y w(f”;[a,b],d) es el médulo de continuidad de f” para § sobre [a, b].

Demostracion. Ver [8] O

2.3. El subespacio lineal S(X,,3)

Afirmamos que S(X,,3) es un subespacio lineal de C?[a,b]. En efecto, dados s1,s2 € S(X,,3) v
a € R se tiene que

1. s1 + asg es cibico en cada subintervalo [x;, z;4+1], pues asi lo son s1 y so.
2. 81+ asy es continua asf como su primera derivada sobre [a, b] pues s1, s2 € C?[a, b].

Por lo anterior S(X,,,3) es un espacio vectorial, més atin, es un espacio vectorial de dimensién n + 3,
para ver esto, consideremos la particién X,, del intervalo [a, b] definida anteriormente, y las funciones
splines ctibicos que satisfacen las condiciones

1, sioi=y;
Cl(xf)_{ 0, si ij.
A(wo) = d(xn) =0, i=0,...,n.

A estas funciones splines se les conoce como splines fundamentales. Ahora bien, afirmamos que las
funciones {z, 22, co(z), ..., cn(x)} forman una base para S(X,,3). En efecto, obsérvese que

t(z) = ax + b’ + Z%‘Ci(ﬂ?) € S(Xn,3).
=0
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Si s € S(X,,,3), nombremos s; = s(z;), parai =0,...,ny s, = s'(xg), s, = s'(xy), consideremos

2 o / / /
T~ Sy — S Sgln — S, X0
q(x): 0 n_|_$0n n

2 xg— T Ty — X0

)

claramente ¢ € Py y s — q € S(Xy,3), ¢'(z0) = 54 ¥ ¢'(zn) = ).

Por otro lado,
n

Z(Si — gi)ci(x)

i=0
es un spline cubico que interpola a la funcién s — ¢ y por el Teorema 2.1 esto implica que

n

s(@) - qle) = 3 (i — a)esla),

i=0
equivalentemente

s(@) = gl@) + 3 (i — )ei(a).
=0

Por lo tanto x, 22, co(),...,cn(x) generan a S(X,,3). Ahora veamos que son linealmente indepen-

dientes. Supongamos que

n
t(z) = ax + ba® + Z aic; =0,
=0

para a,b, a; € R, entonces t'(xg) = t'(x,) = 0, pero

n
t'(xg) = a-+2bxg+ Z ;¢ (o)

i=0
= a—+ 2bx,
y
n
t'(zn) = a+ 2bx, + Z ;i (zy)
i=0
= a-+ 2bx,,
asi se obtiene el siguiente sistema
a+ 2b$0 =0
a+ 2bx, =0

de aqui que a = b = 0, luego
n
t(z) = Zaici(az) =0.
i=0

Ahora evaluando en x; se tiene lo siguiente

n
t(xy) =) aici(e) = ay,
=0
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esto implica que a; = 0, para j = 0,...,n, asi z,2%,co(z), ..., cy(z) son linealmente independientes
y por lo tanto forman una base para S(X,,3), de aqui que la dimensién de S(X,,3) es n + 3.

Como hemos visto, la manera de definir un spline ciibico dada una particién X,,, es estableciendo
los valores que debe tomar la funcién en cada nodo x;, también es necesario dar alguna de las 3

condiciones finales mencionadas anteriormente. Sean n+3 splines ctbicos ¢, . .., dn42, que satisfacen
las siguientes condiciones de interpolacion
di(x;) = 045, 1,7 =0,...,n;
¢i(z0) = di(wn) =0, i=0,...,n;
Pny1(zi) = 0, i=0,...,n;
(b;z—l—l(xO) = ¢§z+2(33n) =1,
¢;z+1(33n) = 0,
Ont2(ri) = Ppya(zo) =0, i1=0,...,n;

donde §;; es la delta de Kronecker
1, si ©2=y;
0i; = Y 2.13
K { 0, si i#j. (2.13)
Veamos que este conjunto también forma una base para S(X,,3), basta con demostrar que sus ele-
mentos son linealmente independientes. Supongamos que

n+2

s(z) = Z%@(@ =0,
=0

si evaluamos en s en xj, j =0,...,n, se tiene
n+2
S(l‘j) = Z Ozquz(.l‘j) = l‘j = 0,
i=0
entonces

n+1Pn+1(T) + antoaPnia(z) =0,

al derivar la expresion se tiene que

Un 1011 () + anyady, o(z) =0,

evaluando en zg y x,

Ap+1 = 0 Y Gpy2 = 0.
Asi, concluimos que {¢; : ¢ = 0...,n + 2} es una base para S(X,,3). Esta base recibe el nombre de
base cardinal.
Otra forma de representar los splines ciibicos es usando el concepto de funcién de potencias truncadas,
estas funciones se denotan por 91:{“F
A continuacién definimos dichas funciones

k .
) 2% siox >0
x*‘{o, si oz <0, (2.14)
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La siguiente figura muestra la grafica de (z — :L‘Z)i parai=1,...,n— 1.
,
/e/;:/éli/i///’ﬁ
X‘l X‘2 X3 B ) ] i )Zn—Z Xn-1 Xn
Figura 2.1: Potencias truncadas.
Veamos que {1,z,2% 23, (x —21)3,...,(x —2,-1)3} es una base para S(X,, 3), para esto primero
obsérvese que (z — z1)%,...,(z — z,—1)3 son linealmente independientes. Supongamos que
n—1
f(z) = Zcz'(l“ - l‘i)i =0, (2.15)

=1

para ¢; € R.
Siy; € (x1,x2), se tiene

sabemos que (y; — xl)?’ > 0, entonces c¢; = 0.
Ahora, para ys € (r2,23)

f(y1)
c(yr — =1)3
ey — 1),

f(y2)
ca(y2 — x2)%

02(92 - 132)37

como (y2 — x2)% > 0, entonces ca = 0. Siguiendo con este mismo procedimiento, se tiene que dado

Yi € (24, mi41)

dado que (y; — ;)% > 0, se concluye que ¢; = 0.

Ahora, supongamos que

n—1

p(z) = Z ci(z — :L‘Z)i + Cn 4 Cnp 1 + Cpyox® + cnpzz® =0,

i=1

f(yi)
ciyi — )3
ci(yi - $z) )

(2.16)



40

para ¢; € R.
Evaluando en xy y =1 respectivamente

n—1
3 2 3
p(zo) = g ci(xo — x;)° 4 ¢y + Cni1%0 + Cnpoxf + Crpsxp
i=1
_ 2 3
= Cpt+ Cpg1X0 + Cp2Ty + Cry3xy
= 0’

n—1
3 2 3
pe) = Y cilwr — i) + cn + o121 + cnypoa] + cnya
=1
— 2 3
= Cpt+ Cpp1T1 + Cppal] + Cng 3T

= 0.
Para y; € (z9, 1), se tiene
n—1
p(y1) = Z ci(yr = :)° + ¢ + Cnp1y1 + Cnroli + oyl

=1
_ 2 3
= Cp + Cnt1Y1 + Cpy2¥] + Cny3Yy

= 0.
Ahora, sea y3 # y1 € (z0,21)
n—1
p(y2) = Z ci(y2 = i)* + ¢ + Cny192 + Cni2ls + CussYs

i=1
_ 2 3
= Cp+ Cnt1y2 t Cni2ys + Cni3ys
= 0.

Luego se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales con 4 incognitas

Cn + Cnt1T0 + Cpy278 + Cngszd =0
Cn + Cn+171 + cn+2:1:% + cn+3x§’ =0
Cn + Cni 11 + Cn2yi + Cngsyi =0
Cn 4 Cng1Y2 + Cns2y3 + Cnysys = 0

cuya matriz de coeficientes es una matriz de Vandermonde. Calculando su determinante

1 zg x(% 1‘8
1 x4 x% :c:f

0.
1 oy oy} yi’#
Loy y3 s

De aqui que los coeficientes ¢y, cpt1,Cnt2 v Cnts deben ser cero. Regresando a la expresion 2.16
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tendriamos una combinacion lineal igual a cero, como ya habiamos demostrado que las funciones trun-

cadas son linealmente independientes, podemos concluir que {1,z, 22, 23, (x — xl)i, coy (T — J:n,l)i}
es una base para S(X,,3). Asi, un spline ciibico se expresa
n—1
s(@) =p(x) + ) cilw — 223, (2.17)
i=1

para algunos ¢; € Ry p € P3(R), donde P3(R) denota el espacio de los polinomios de grado a lo més
3 con coeficientes en R.

Ejemplo 2.1. Sea X3: 0 =x9 < 21 < 23 < x3 = 3, una particién de [0,3], con 1 =1y 29 = 2. A
continuacion mostraremos como expresar los splines fundamentales en términos de la base de potencias
truncadas. Recordemos que los splines fundamentales estan definidos como

s ={ o 3 07
ci(zo) =ci(x3) =0, 4,i=0,...,3.
Proponemos
si(z) = af + alzx + aha® + aka® + al(x — 1)3 +ab(x —2)3, i=0,...,3,
derivando la expresion anterior, se obtiene,
si(z) = a} + 2abx + 3aja® + 3aj(z — 1)3 +3af(xr —2)3, i=0,...,3.

De las condiciones de interpolacién

obtenemos los sistemas

al
o . ,

ag + aj +ah + aj =

ab + 24’ + 4ab + 8a} + al

ab + 3al + 9ab + 27a% + 8aj + al

o
S8

o
S

N N N N
N

— — — ~—

8
w

e}
RS
8
S

Il
o
&

aj = 0
al + 6al +27a4 + 12a} +3at = 0
Equivalentemente
aé } } = ci(wo)
ap +ap +az = ¢i(z1)
aly + 4ab + 8al + aj = c¢i(z2)
(x3)

a6+9a§+27aé+8a}l+ag =G
6al + 27al + 12a} + 3al, = 0
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Resolviendo el sistema para cada ¢ = 0, 1, 2, 3, obtenemos,

(@) = 1- g +ead— 2w - DY+ 221,
a) = Fotogr+ 26—} -Fe-2l
s2(x) = —%w2+%x3—1—;(az—1)i+15—6(x 2)3
s3(z) = émQ—éx?’Jr%(x—l)i—g(x—Q)i.

Asf tenemos que la base de splines fundamentales {z,x2, co(z), c1(z), ca(z), c3(z)} expresada en térmi-
nos de potencias truncadas esta dada por z, 22, so(x), s1(x), s2(z), s3().

Generalizando, se puede demostrar que el conjunto de funciones
k k k
{Lz,...,2"% (x —21)5,...,(x —2p_1)} },

es una base para S(X,, k), el cual es por tanto, un espacio vectorial de dimensién n + k. Asi, dado
s € S(Xy, k)

k n—1
s(z) = Z cir’ + Z di(x — x;)%, (2.18)
=0 i=1

para algunos c;,d; € R.



Capitulo 3

Curvas B-Splines

Este capitulo esta dedicado al estudio de las curvas B-Spline. Una curva B-Spline es una curva
polinémica a tramos, donde los tramos se conectan entre si con un cierto grado de diferenciabilidad.
Comenzaremos el capitulo con la construccién de una base para S(X,, 3).

3.1. Base de B-Splines

Como se vio anteriormente, con las potencias truncadas hemos encontrado funciones que son una
base para los splines cibicos y que son idénticamente nulas en toda la recta real excepto en un inter-
valo. Una pregunta interesante seria: ;Cudl es el menor nimero de subintervalos consecutivos de [a, ],
en los que un spline cibico no trivial puede ser no nulo?

Xo X1 X Xj Xn-1%n

No es dificil probar que no es posible encontrar un spline ciibico que sélo sea no nulo en el subin-
tervalo [x;,x;41], tampoco es posible encontrar un spline cibico no nulo sélo en dos subintervalos de
[a,b]. A continuacién revisaremos con detalle que no es posible obtener un spline ctibico que sea no
nulo unicamente en tres subintervalos de [a, b].

En la figura se muestra el primer tramo de no-nulidad P;(z), correspondiente al subintervalo

[T, Tiq1).

X Xi+1 Xj Xj+1

43



44

Dado que el spline debe ser dos veces diferenciable en x = z;, es decir,

Pz/(xz) = 0,
Pi”(xi> = 07
asi, P;(x) serd de la forma
Pi(z) = Mz — ;)3 (3.1)

Con este mismo razonamiento, se tiene que el dltimo tramo de la curva, el polinomio P;_;(x) definido
en (z;_1, ;] esta dado por
Pi_i(x) = pla —x5)°. (32)

Xi Xi+1 Xj-1 Xj Xj+1

Xi-1 Xi Xi+1 Xi+2 Xi+3 Xi+a

La curva de unién entre P;(z) y Pjy2(x) es un polinomio de tercer grado P;1(x) que podemos
escribir de la siguiente manera

.PZ‘Jrl(l‘) = ag(x — xi+1)3 + ag(l‘ — xi+1)2 + al(a: — xi+1) + ag. (33)

Denotemos por h; = z;+1 — x;, se deben cumplir las siguientes condiciones

Pipi(riv1) = Pi(zit),
1 (Tig1) P/ (2it1),
i (@iy) = P(xiq),
de la ecuacién 3.3 y 3.1 se obtiene
Pi1(zip1) = ag = (w1 — 2,)°.

Ahora derivando las ecuaciones 3.3, 3.1 y evaluando en & = z;41

Pl(is1) = a1 = 3\(@ip1 — 24)7,
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de aqui se tiene que a; = 3\(x; 1 — ;)?, también
P (Tig1) = 2a3 = 6A(iq1 — 35),
asi, ag = 3\h;. Ahora sustituyendo ag, a1 y as en la ecuacién 3.3, obtenemos,
Piy1(z) = ag(@ — 41) + 3\ (z — 2441)% + 3N (z — z41) + MRS, (3.4)

agregando la condicién de que P;y; y P12 coincidan hasta la segunda derivada en x = x;12, se tiene

Piii(zive) = ashdq +3\hhi + 3\hThis1 + AR?
((wirs — xig3)® = —phiy,
Lo (@ie) = Baghiyy + 6Ahihiy + 3ARE = 3u(wire — wiys)? = 3phi,,,
! (Tiv2) = 6aghit1 + 6k = 6u(Tipe — Tiy3)® = —6uhito,

tenemos el siguiente sistema de ecuaciones lineales con tres incégnitas

(a3 = MDAy + Ahi + his1)® + ph s =0
(a3 — )‘)hz?-i—l + )\(hz + hi+1)2 - th?+2 =0
(az — Nhiy1 + A(hi + hiz1) + phize = 0.

La matriz de coeficientes es no singular, por lo que el sistema tiene solucién tnica. En donde,

ag—)\:O
A=0
p=20

entonces a3 = A = p = 0. Con esto se concluye que los polinomios Pj(x), Piyi(z) y Pita(z) son
nulos, es decir, la funcién spline es nula. Dado que no es posible construir un spline cibico tomando
Unicamente tres intervalos en donde la funcién es no nula, se buscard un spline no nulo en cuatro
intervalos.

Ahora se toma Pj;3(x) como el polinomio P;io(x) anterior, resta calcular el nuevo Pjio(x), este
lo obtendremos a partir de P;;3(x) imponiendo continuidad hasta la segunda derivada en x = ;,3,
de la misma manera que se calculé Pj;1(z) en funcién de P;(z).

De esta manera se tienen que los polinomios en cada subintervalo son

Bi(x) = Mz — ),
Pii(z) = as(z —xi11)® 4+ 3\hi(x — 2i1)> + 3Mh2 (x — 44 1) + MBS,
Pipa(x) = by(z —miys)’ — 3phiys(@ — wi13)” 4 3phii s (e — wigs) — phiys,
Piis(z) = @ — ziya).
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Imponiendo continuidad en x = x;42

Pii1(wite) = Piya(wiy),
entonces
(a3 = Mhiey + Alhi + hi1)? + (b3 — p)hiys + plhive + hiys)® = 0.
Como se debe cumplir
Pl1(wit2) = Piio(wita)
equivalentemente

(ag — M7y + Ahi + hig1)® = (b — p)hZ g — p(hita + hips)? = 0.
También se debe cumplir
z‘/g-1(33i+2) = Pi,;2($i+2)7
entonces

(a3 — Nhix1 + A(hi + hig1) + (b3 — p)hiva + p(hiye + hivs) = 0.

Asi, se obtiene un sistema de tres ecuaciones con cuatro incégnitas, en forma matricial

Wiy (hithipa)® By ] [as — A —(Riya + hiys)®
hepy (hi+hig)? —hi, A | =u| (hia+higs)? | (3.5)
hiv1 (hi +hiy1)  hito b3 — —(hit2 + hit3)

La matriz es no singular, asi que el sistema tiene solucién unica para cada valor de y. Llamaremos
B-Splines a los splines que son no nulos inicamente en un intervalo [x;, z;+4]. Dada una particién X,
del intervalo [a, b] se pueden construir los siguientes n — 3 B-Splines

Bg(x)7 B%(x)7 ce 73274(*%)7

que se muestran en la grafica

AN AN

Xn-5 Xn-4 Xn-3 Xn-2 Xn-1

Lo que deseamos es construir una base para S(X,,3), sabemos que este espacio tiene dimensién
n + 3 por lo que falta definir 6 B-Splines m&s para completar la base, esto se soluciona introduciendo
tres nodos a la izquierda de zq y tres a la derecha de z,,. Con esto ya se pueden considerar los siguientes
B-Splines
3 3 3 3 3 3 3 3
373(1’1)7 372(‘%)7 Bfl(x% BO ($)7 Bl ($)7 L) Bn74($)7 Bn73(x)7 anl(l‘)'

Asi ya tenemos una base para S(X,,3) y cualquier spline ciibico podré expresarse como combinacién
lineal de estos B-Splines

n—1
= Z A Bii()

k=—3
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Una de las propiedades mas relevantes de la base de los B-Splines es que son de soporte compacto,
es decir, BJ(z) es no nulo sélo en el subintervalo [y, Zt4).

En general, queremos encontrar una base {Bf(z), k =1,...,p+n} del espacio de splines S(X,,,p)
definidos en el intervalo [a, b] tal que todo s € S(X,,p) pueda expresarse

ptn

=) MBi(x)
k=1

donde cada By (x) sea cero en casi todo el intervalo [a, b], excepto en un intervalo de la forma (w, ),
donde 0 <k<t<nyX,:a=zxy<x1<- -+ <xp=>0 Estoes

Bl(z) = 0, z € [zo,zp] Uz, zn],

Blw) # 0, € (o).

Supongamos que
Zd L, x€lab],

donde los d; deben satisfacer la condicién Bi () =0, para x; < x < b, es decir,

t

D di(x—xi)h =0, x € [z,b], (3.6)
i=k

pero
P
x—xlﬁ_ Z<T>x x+ oi=k,... L.
r=0

Asi, la ecuacién 3.6 queda

t

= zt:dz<>xx+

p
= > (e ey (V)

r=0 r=0
p (dp +---+d) b+ + p (deaf + ...+ dpat) 27
0 k t) L4 k kL tbt +

de aqui se puede concluir que

el cual es un sistema homogéneo de p+ 1 ecuaciones con t — k incégnitas y tiene soluciones no triviales
si p+ 1+ k < t. Entonces podemos concluir que el menor nimero de subintervalos de [a, b] en los que
Bi(a:) es no nulo es t — k = p+ 1 donde p es el grado del B-Spline.
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De la identidad B.4
pERHLpERL

E | | T
[L‘i = 5rk+p+1 = 0
; X Tj — T4
i=k j=p
JF

parar =0,...,p, y de que

i=k
se tiene
PR+
d: =
! ;l:[ l‘j — Ty
J#i
Por tanto
prktl | pthel
BP(z) = x — ;)b —0o < <o
(@ =2 | Il =% |-t 7
i=k Jj=p
J#i
es el spline buscado, al cual llamaremos B-Spline. Notese que si X, :a =29 < 21 < -+ < xp, = b,
pueden definirse inicamente B (x), BY(z),... ,Bg_p_l(m), por lo cual sélo tenemos n — p funciones

B-Spline, sin embargo la dimensién de S(X,,p) es n + p asi que hacen falta 2p funciones B-Spline.
Para solucionar esto, introducimos algunos nodos extras fuera del intervalo [a,b], p a la izquierda de
ay p ala derecha de b, esto es {x_p,...,2_1} ¥ {Zn41,...,Tnip} que satisfagan las condiciones

Top < Topt1 <~ <T_1 =aq,

b=z, <Tpy1 < -+ < Tpyp.

Ahora definimos Bf(z) como

p+k+1 | p+k+1

1
By (z) = Z H — (z—x), —oo <z < oo, (3.7)
i=k | j=p "7 "
J#
para k = —p,—p+1,...,n— 1, pero hacemos uso del valor de la funcién sélo en el intervalo [a, b]. Asi,
el conjunto {B” (z),...,B}_;(x)} tiene n + p funciones, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.1. Dada una particién X, : v_, < 2_p_1 < --- < Tp4p que cumple
Tp < Tpp1 <+ <21 =aq,

b=z, <xpy1 < < Tpgp,

y BY(z) definido como en 3.7 para k = —p, —p + 1,...,n — 1. Entonces los B} (x) son una base para
S(Xn,p).
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Demostracion. Para que los B,Z; () sean una base para S(X,,p), basta demostrar que son linealmente
independientes. Sea

n—1
s(x) =Y MBl(z), € la,b],
k=—p
donde A\_g, ..., \,—1 € R. Demostraremos que si algin Ay es distinto de cero, entonces el spline s(z)

es distinto de cero en [x_p,b]. Sea ¢ el menor entero tal que A, es distinto de cero, se sigue
s(z) = \gBi(x) #0, € [T4,Tg11]-

Asi s(z) es no nulo en [z4, Tg41]. O

3.2. Nodos maultiples

En esta seccion analizaremos el efecto que puede causar que un nodo se repita varias veces, mos-
traremos con un ejemplo que sucede si hay un nodo doble.

Ejemplo 3.1. Consideremos un B-Spline ctibico como el que se contruy6 al inicio de la seccién 3.1,
;. =0, Tig1=1, xiy2=2, wiy3=3, xipsa =4

Resolviendo el sistema 3.5

no = _)‘7
a — g = _4-A7
b3 - = 4.

Tomando A =1

= x3, 0<z <1,

Py(x)

P(z) = 2 —4(x—-1)3, 1<z<2,

Py(z) = —(x—4)3+4(x—3)3, 2<x<3,
Py(z) = —(x—4)3 3<z<4

Veamos que ocurre si hacemos tender el nodo z = 2 hacia 1, nombremos x;42 = p

p—17° p* B—=p>7 [az—A —(4-p)
(p—1)2% p* —(3—p)? Al =p| 4-p)?
p—1 p 3-p by — —(4-p)?
Resolviendo el sistema anterior
—2u(p — 4
G\ = -4
p—1
N - =9
p )
—2u(p — 4
by — 4 = pp—4)

p—3
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tomando A = 1, obtenemos,

P
p—4
ag = —lop
3 p—]. )
p(5—p)
b3 —Kn = ;
(p—4)(p—3)
asi, los cuatro tramos no nulos del B-Spline son
Py(z) = 2°, 0<z<]1,
2
Py(z) = - 1(:5—1)3, 1<z <p,
p—
2
Py(z) = ﬁ(x—zl)h 3_pp(x—3)3, p<a<3,
Py(z) = pf4(x—4)3, 3< <A
Al tomar el limite cuando p — 1, se tiene
Qo(z) = 3, 0<z<l,
-1
Qz) = 5@ — 4P +(x—-3)°, 1<x<3,
Qa(z) = %(1‘ —4)3, 3<z<A4

Obsérvese que el polinomio P;(z) ha desaparecido ya que el intervalo en el que estaba definido es
vacio. Ahora veamos si se cumplen las condiciones de continuidad

Qo(1) =1=Qu(1),
Qo(1) =3 =@Q1(1),
0(1) =6 # —6=Q{(1),
la curva es de clase C! en o = 1. Si tenemos un nodo doble, disminuye en uno el orden de continuidad

en la curva. En general, si un nodo se repite r veces tendriamos que disminuye el orden de continuidad
de la curva en r unidades.

3.3. B-Splines

Definicién 3.1. Dado un soporte

S ={uo,...,um} = {0, X0y, T0, X1, T1y ey Ty vy Ty Ty e v+ s Ty
——_— ———

0 1 Tn

donde m = 3"  r; — 1, un B-Spline Bf(ac) de grado p es una funcién definida en (—oo, 00), de clase
CP~" en cada punto de ruptura x;, y que es nula excepto en p + 1 subintervalos consecutivos, en los
cuales tiene grado p.
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Observaciones

1. Un B-Spline restringido a un subintervalo es un polinomio de grado p.

2. El grado p debe ser siempre mayor o igual a r; — 1.

3. Un B-Spline es nulo en a lo més p + 1 subintervalos (depende de la multiplicidad de los nodos).
4. Cada nodo u; tiene asociado un B-Spline, donde el dltimo serd no nulo en

[um—p—h um—p) ) [um—p> Um—p+1) s [Um—1,Um)

p
m—p—1>

Bg($)7 B;f(x)7 te 7B£”hp71($)

y este B-Spline se denotard por B por tanto tenemos definidos

que son m — p B-Splines.

Ejemplo 3.2. Ejemplos de B-Splines.

1. B-Splines de grado 0.
Dada la particién {0,1,2,3,4,5}; como p = 0, las multiplicidades r; tienen que cumplir
1<p+1=1, de aqui que r; = 1. El soporte a considerar es
S =40,1,2,3,4,5},

el orden de continuidad es r; = —1. Es decir, las funciones son discontinuas en cada nodo.

0, —oo<zx <0
Blx)={ ¢ 0<z<1;
0, 1<z <00

0, —oco<ax<l;
c, 1< x<2
0, 2<z< .

0, —oco<zx<2

BYx)={ ¢ 2<z<3;
0, 3<z <00
{0, —o0 < T < 3;

c, 3<x <4
0, 4<z <.

0, —oco<ax <4
c, 4<x<5
0, <z <.

En este caso, elegimos ¢ = 1.
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A continuacion se muestran las respectivas graficas.

(a) Bg(x) (b) BY (x)
(c) B3 (x) (d) B3(x)
(e) Bi(x)

Figura 3.1: B-Splines de grado 0.

2. B-Splines de grado 1. Se tiene que p = 1, los r; pueden ser 1 6 2. Mostraremos algunos casos
particulares.

a) Veamos el caso en que r; = 1, es decir, todos los nodos son simples. Las funciones son de
clase C°. El soporte a considerar es

S =1{0,1,2,3,4,5}.

0, —oo < x <0
1 B T, 0<z<1;
Bo@) =90 9 4 1<z<2
0, 2 <x < oo.

0, —oo < x < 1;
1 ) =1, 1<z <2;
By(z) = 33—z, 2<a<3;
0, 3< < 0.

0, —o00 < x < 2;
1 ) =2, 2<x<3;
By(w) = 4—z, 3<z<4;
0, 4 <z < o0.
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0, —co < x < 3;
r—3, 3<x<4;
Bl — ) = )
5(7) 5—x, 4<x <5
0, 5 <x < oo.
A continuacién se muestran las graficas.
0 1 2 :": 4 5 0 1 2 3 4 5
(a) B (z) (b) Bi(z)
0 1 2 é 4 5 0 1 2 3 4 5
(c) By(x) (d) Bi(z)

Figura 3.2: B-Splines de grado 1.

b) Ahora sirg =2, =ry=r3=r4 =1, r5 = 2, el soporte a considerar es

S =1{0,0,1,2,3,4,5,5}.

El primer B-spline es no nulo sélo en [0, 1).

By(x) =
0,

El B-Spline Bi(x) es no nulo en [0,1) y [1,
para B} (z). Los B-Splines Bi(x), B%( )s
ejemplo anterior. Finalmente, B3 (z) es

0,
Bs(x) =
0,

1—ux,

T —4,

—oo < x < 0;
0<z <l
1<z <0

2), su definicién es idéntica a la del caso anterior
Bj(z) son iguales a los Bi(x), Bi(x),
no nulo en [4,5)

Bi(z) del

—oo < x < 4;
4 <x<b;
5 <z < oo
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(b) Bs(x)

Figura 3.3: B-Splines de grado 1.

¢) Sitomamos rg =11 =19 =1, 73 =2, 14 =15 = 1, el soporte a considerar es

S =1{0,1,2,3,3,4,5}.

Los B-Splines B{(z), Bi(x) y B}(x) son iguales a los vistos en a). Mientras que Ba(x) es no

nulo sélo en [2,3)

0, —00 < x < 2;

By(x)={ z-2, 2<a2<3;
0, 3< < 0.

El B-Spline Bi(x) es no nulo en [3,4)

0, —oo < x < 3;

Bi(x)={ 4—=x, 3<az<4
0, 4 <z < o0.

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
(a) Bs(x) (b) B (x)

Figura 3.4: B-Splines de grado 1.

3. B-Splines de grado 2. Ahora tenemos p = 2 y las multiplicidades de los nodos pueden ser 1, 2

6 3.

a) Consideremos primero el caso en que todos los nodos son simples, r; = 1. Obsérvese que los
B-Splines son de clase C'. El soporte a considerar es

S =1{0,1,2,3,4,5}

—oo < x < 0;
0<z <

3. 1<z<

2 <x<3;
3 <x < o0.
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(0, —oo < x < 1;
(e1)? 1<a<2
Bi(z) = —a?+5z L 2<z<3;
(a4 3<a <4
0, 4 <z < oo.
(0, —o00 < x < 2;
@ 2 <z <3;
Bi(z) = —x2+7m—%, 3 <z <4
—(35_25)2, 4 <z < b;
0, 5 < x < oo.

0 1 2 3 4 5

(c) B (x)
Figura 3.5: B-Splines de grado 2.

b) Ahora, si rg = 2,711 =19 =13 =14 = 1l yrs = 2, el primero y el ultimo B-Spline son
continuos y los restantes son de clase C'!. El soporte a considerar es

S =1{0,0,1,2,3,4,5,5}

El primer B-Spline B3(x) es no nulo en [0, 1), [1,2).

0, —oo < x <0;
x(4—3x)2 .
= 1<x <2

0, 2< 2z <o0.

Los B-Splines B?(x), B3(x) y B3(z) son andlogos a B3(x), B?(x) y B3(x) definidos en a) y
B2(x) es nulo excepto en [3,4) y [4,5).
0, —oo < x < 3;
(z—3)* 3 < .
2 ) <z <4
Bi(®) =4 2611

5 , 4<x<h;
0, 5 <x < oo.

A continuacion se muestran las gréficas.
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Figura 3.6: B-Splines de grado 2.

c) Sirg=3,r1 =ro=r3 =14 =1y r; =3, el primer y iltimo B-Spline son discontinuos, los
restantes son de clase O, el soporte a considerar es

S =1{0,0,0,1,2,3,4,5,5,5}.

0,
Bi(x) =4 (1—2)
0,
0,
z(4—3x)
Bix) =3 52
2 )
0,
0,
) (z—3)?
Bs(z) = (5—2$)(?::B—11)
2
0,
0,
Bi(x) =

0,

—oo < x < 0;
0<x <1,
1<z <.

—oo < x < 0
0<x <y
1<z <2
2<x <o0.

—oo < x < 3;
3<x <4
4<x<b;
5 <z < oo

—o0 < x < 4

(r —4)% 4<z<5;
5 <z < o0.

Los B-Splines B3(z), B3(x) y B}(x) son iguales a los B(x), B3(z) y B3(z) anteriores.

Figura 3.7: B-Splines de grado 2.
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3.4. Relacion de recurrencia para B-Splines

Esta relacion de recurrencia se basa en expresar los B-Splines como diferencias divididas de poten-
cias truncadas.
Considérese el soporte

S ={x0,20, ., X0, X1, L1y ey Tlyeeny Ty Tyy vy Tt = {U0y. .. Um}
N—_————

T0 T1 Tn

donde cada x; aparece repetido tantas veces como lo indica su multiplicidad 7;. Sean

1, u <x<uiqr;
0 _ ) P = Wi1,
Bilw) = { 0, en otro caso, (3.8)

parat=0,...,m — 1. Se puede demostrar que
T — Uy -1 Uitp+1l — L -1
Bl(r) = ———B" (z) + —2———B [ (x), p>1, (3.9)
Uit+p — Uqg Uj+p+1 — Ui+l

son los m — p B-Splines de grado p asociados al soporte S [9].

Obsérvese que un intervalo puede ser vacio, en cuyo caso las funciones B?(az) seran idénticamente
nulas. También en 3.9 pueden aparecer denominadores nulos, cuando esto sucede el B-Spline que lo
acompana es nulo, asi el cociente 8 se interpreta como 0 para todo x.

Cuando p = 0, los nodos sélo pueden tener multiplicidad r; = 1 por lo que u; = z; y todos lo

intervalos son no vacios.
Ejemplo 3.3. Sea el soporte S = {ug, u1, ua, us, uq, us, ug, ur} = {0,0,1,2,3,4,5,5},
1. B-Splines de grado 0.

Bi(z) =0
1, 0<z<1;
0 _ ) = )
Bi(r) = 0, en otro caso.

1<z <2
, en otro caso.

1, 2<x<3;
0, en otro caso.

3<x <4
, en otro caso.

4 <x<b;
, en otro caso.

B(x) = 0.

Las graficas son como en 1. del ejemplo anterior.
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2. B-Splines de grado 1.
Por recurrencia se tiene

X (7 Ui42 — X
Bl (z) = BY(z) + —*2—"_BY | (x).
@) Uil — Uj (@) Uit — Uit] 1 (@)
1 L 1o -z,
By(z) = 630($)+T31(33)
= (1-2)B)(x)
B l—z, 0<2<];
- 0, en otro caso.
1 L 10 2—x
Bi(z) = IB1($)+TBQ($)
x, 0<z<1;
= 22—z, 1<x<2;
0, en otro caso.
rz—1 3—=x
Bix) = T—Bw)+ - Bi)
r—1, 1<z<2
= 3—x, 2<x<3;
0, en otro caso.
T —2 4—x
Bir) = TBYw) + L B)
r—2, 2<z<3;
= 4—x, 3<x<4
0, en otro caso.
—3 5—
Bi(x) = “—Bi(a)+ B
r—3, 3<x <4
= 5—x, 4<x <5
0, en otro caso.
r—4 5—x
Biw) = TBY@) + - BY(w)

(- OB
- r—4, 4<x <5
- 0, en otro caso.

Las gréficas son como en 1. b) del ejemplo anterior.
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3. B-Splines de grado 2.
Por recurrencia se tiene

T — u; Ujys3 — &
B (x) —Bj(z) + ————Bj,(x)
Ui4+2 — Uj Uj43 — Uit1
2 L1 2—x
Bj(z) = IBO(x)+TBl($)
(4—3x) .
L7§,0§x<L
= & <<y,
0, en otro caso.
x 3
Bix) = IBlx)+ 5 Bi)
IQ 0<z<l;
_ —a: —1—33:—%, 1<z <2
B (3 z) 2<x<3;
en otro caso.
r—1 4
Bix) = T —Bl)+ —"Bi)
@, 1<z <2
- —:v2—|—5a:—1—21, 2<x<3;
- 2
o 3<x <4
0, en otro caso.
T —2 5—x
Bix) = TBi@)+ S Bl@)
ﬂ 2<x<3;
. —2 47—, 3<z< 4,
- 2
® 293) , 4 <z <h.
0, en otro caso,
r—3 5
Bix) = “=Bl@) ()
(@=3° 3<z <4
= (5*96)(5%*11)’ 1<z <5
0, en otro caso.

Las gréficas son como en 2. b) del ejemplo anterior.
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3.5. Evaluacién de B-Splines por recurrencia

En los ejemplos anteriores se han obtenido expresiones para B-Splines de varios grados utilizando
la relacién de recurrencia, en la practica lo que se desea es la evaluacion de los B-Splines en un valor
especifico x = , o en todo el intervalo [z, x|, con el fin de dibujar una curva expresada como una
combinacién de B-Splines. Notése que BY(x) depende de BY -1 y Bf:ll, si a su vez estos B-Splines de
grado p — 1 se obtienen por recurrencia, se necesita del calculo de BY —2 Bf_;f y Bf:f; continuando
con este mismo procedimiento observamos que para calcular BZP () necesitamos de los B-Splines de

grado 0, la relacién de recurrencia puede representarse esquematicamente.

BO\/BO\/BO\/BO """ BQI/B?“’
1
B\/BL\I/B}” """ Bl, ., B,
2 /
B[ B 12 +r e B 12 +p—2

Donde cabe destacar que para un x = z dado, la primera fila del esquema anterior contiene a lo mas
un elemento distinto de 0, ya que BY(x) # 0 sélo si T € [xg, 2j41). Recordemos que si Z € [z, Tg11)
los B-Splines que son no nulos son Bg_p(a_:), ..., B}(z) donde

Bgip(a’:) depende de B,gip(:i‘), ..., B)(z),
Bi_pﬂ(a’:) depende de Bg_p+1(§:), LB (3,

Bp(z)  dependede  BR(%),...,BY, (%),

aunque sélo BY(Z) es distinto de 0 y vale 1.
Para un determinado grado j, el primero de los B-Splines no nulos Bi_j(:i‘), sélo requiere del

segundo término en la relacién de recurrencia y el iltimo B-Spline no nulo B,]C(a_:) depende tinicamente
del primer término de la recurrencia. Lo primero que se necesita hacer es determinar el intervalo
[ug, ug+1) con ug < ugyy tal que x € [ug, ugy1) ya que el subindice k establece el inico B-Spline no
nulo en Z.

A continuacién enunciaremos y demostraremos algunas propiedades de las funciones B-Spline a
través de su definicién.
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3.6. Propiedades de los B-Splines

Proposicion 3.1. Dado un B-Spline se verifican las siguientes propiedades.

1. Soporte local
BY(x) =0, =& [uj, uiyps1).

2. No negatividad
BY(x) >0, @ € [uj, Uitpt1)-

3. Base local. Si = € [ug, ug+1), los inicos B-Splines que posiblemente sean no nulos son
Bgfp(x% B£7p+1(33)> e aBg(x)v e aBg(m)v

si k < p, entonces los B-Splines no nulos son

Bf(z),BY(z),..., Bl (z).

4. Particién de la unidad. En un intervalo no vacio [ug,ug4+p) con p < k <m—p—1,los p+1
B-Splines que son no nulos cumplen

k
> Blz)=1.

i=k—p
5. Derivadas. ) .
P p— P
dB; (x) _ B () _ B (z)
dx Uipp — Ui Uippyl — Uitl
Demostracion. 1. La demostracién se hard por induccién sobre p.

Para p = 0, por definicién BY(z) =0, si = ¢ [u;, uis1)-
Ahora supongamos que se cumple para p — 1, esto es
Bipil(l‘) = 0, T ¢ [ui7ui+p)7
-1
BYfi(z) = 0, @ ¢ [uir1, tippr1).
Pero por recurrencia sabemos que

S B @)+ B ),

1
' Uitp = Uj Uiyprl — Uil

se sigue que
BY(z) =0, ¢ [u,uitp+1).

2. La demostracién se realizard por induccién sobre el grado p.
Para p = 0, por definicién se tiene que BY(z) = 1 > 0, si € [u;,u;+1). Suponiendo que se
cumple para p — 1, es decir,

s

=
&
\Y

07 T E [uivui-f—P)a

oy
)
L

&

v

0, € [Uit1,Uitp+1)-
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Por tanto, para « € [u;, uj+p+1), ambos B-Splines son no negativos y ademads

TTW oSy

WUitp — Uy

Us 1—Z
Witp+1 — Uit
segun la relacién de recurrencia y la hipétesis de induccion

Blp(l‘) >0, ze€ [ui,ui+p+1).

3. Se sigue de la propiedad 1.

4. En efecto, sabemos que

T — U; 1 _
B (z) = B (z) + — 2+ B (x)
Uitp — U Uij4p+1 — Ui+1
entonces
b b T — b U T
1 i+p+1 — 1
S B@= Y S s Y e g
i=k—p i=k—p i+p 7 i=k—p i+p+1 1+1
En el primer sumando Bg:;(x) = 0, cambiando ¢ por ¢ — 1 se tiene
k k . k+1 w
S B@= Y ——B i+ Yy, B ),
. . Uji+p — Uy . Uji+p — Uy
i=k—p i=k—p+1 i=k—p+1

en el segundo sumando By +1( x) =0

k k
xr — U; U; — X _
BP — L aw Bt
> Bl(@) Z+1<. — ) B @)

U u
i=k—p i=k—p i+p i+p
k
S
—p+

Asi, la suma de los p + 1 B-Splines de grado p no nulos en [z, xk41) es igual a la suma de los
p B-Splines de grado p — 1 no nulos, procediendo de la misma manera se llega a que la suma
serd igual al inico B-Spline de grado 0 no nulo en [zy, 1), asi
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5. La demostracion se hard por induccién sobre p.
Para p =1, se tiene

r — Uy Uij+2 — T
Bl(z) = — B(z)+ —= " B (),
o) = B+ B )
dB} —u; dBY 1
= e B Bl
T Uir1 —U; dx Ujp] — Uj
Uiro —x dBY (z 1
Ujyo — Uiy dx Uiy — Uiyl
[ Bw) B

Ui+1 — Uy Ui4+2 — Uit1

Supongamos que la afirmacién es verdadera para p. Primero nombremos

ap = ¥7
! Uitp — Uj
T — Uy
T S
Uitp — Uj
de las ecuaciones anteriores se obtiene
Uit = of T, (3.10)
O‘i‘cﬂ(l—UikH) :afﬂ(l—Uﬁl% (3.11)
reescribiendo la hipétesis de induccién
dB; (x) —1 —1
=[BT @) - ol B (@)
Utilizando la relacién de recurrencia tenemos
dB' (z) d 1 1
TS = S UPTBI@) + (1 - URD B (@)
d
= UMY Bl (w) + of B (x)

d
1 1
+ (- Ufjl )@Bfﬂ(”«") - O‘fil Berl(x)v

ahora utilizando la hipdtesis de induccién

4B (a)

k+1 -1 -1 k+1
e UF (pal BE () — pol B (0)) + ol H B @)

i+155+1
p+1 P p—1 D p—1 k+1 pp
+ (1= Uit ) (paiJrlBiJrl (z) — pa 9Bty (33)) — Bi+1(x)7
reordenando términos

dBpH(fU) k k -1 +1
Zdl, = O‘z‘HBf(l’) + pani HBzP (z) - af+1 Bf+1(33)

1\ pp—1 1 op—1
po‘]z‘g+2(1 - Uzp:1 )Bf+2 (z) — paf+1Uf+ Bf+1 (z)

k k -1
+ pai (1 — UiJ:rll)Bierl (),
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reemplazando 3.10 y 3.11 en la ecuacion anterior

dBf“(:c) p+1op prrp+l pp—1 p+1 op
dr = o Bj(z)+paU; B (z)— Q0 Bz‘+1(33)
1 1 1 Hp—1
- po‘]z‘g+2 (1 - Uip-:rl ) Bf+2 (z) — paf+1Uf+ Bf+1 (z)
-1 +1 pp—1
+ paj BYyy () = pal U By (2)

= 0‘?+IB§J(33) + po‘foHB?_l(x) - O‘ﬁ—lleﬂ(x)

- pafw (1 - Uz‘pﬁl) Ber_Ql(a?) + po‘?ﬂ (1 - UfH) Ber_ll(w)
- po‘fﬂUﬁlef;ll(x)

= afHBf(x) + pafHUfBlp_l(x) - af:foH(a:)

— paffy (1= Ub) Bl (0) +paf ™ (1= ULy) BI (x)

p+1rrp p—1
— poi Ui By (7).

Reagrupando términos y utilizando la relacién de recurrencia

4B (2)

11 +1 -1 -1
=2 = oM Bl@) +pal T [UPBY (@) + (1= UP)BY (o)
1 —1 —1 1
— pali] UL B @) + (1= UL, B (@)] — ol BY (o)
1 1 1 1
= O‘?+ B (x) + pozf’L B (z) - pafil Bfﬂ(m) — ol Bfﬂ(l“)

1+1
1 1
= (p+ 1) Bl (z) — (p+ D)2 BY ().

4B (@)
dx

B} (z) B B}, (x) }
Witp+1 — Ui Uidp42 — Uit

=@+D[

3.7. Los polinomios de Bernstein como funciones B-Splines

Consideremos un caso particular de soporte, el cual consta sélo de dos nodos y ambos son de
multiplicidad p + 1
S={0,...,0,1,...,1}.
—— ——
p+1 p+1
Dado que s6lo hay un subintervalo no vacio, los B-Splines de grado p estan constituidos por p + 1

polinomios no nulos en [0, 1]. En general, tenemos que estos B-Splines no nulos son los polinomios de
Bernstein.

Proposicién 3.2. Sea S = {0,...,0,1,...,1} entonces los B-Splines no nulos asociados al soporte S
—— ——

p+1 p+1
son los polinomios de Bernstein de grado p.
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Demostracion. Para p fijo, hagamos induccién sobre k < p.

Para k = 0, sabemos que
1, 0<z<1;
0 _ ) = )
By(x) = { 0, en otro caso.
Ahora para k =1,
l—z, 0<2z<];
en otro caso.

0<z <l

1 _ 0
B,(z) = 2B, (z) en otro caso.

Il
—
o8

Usando la relacién de recurrencia se llega a

BE (x) = (1- a:)B;f:]iJrl.
BF .. = zBF] 1—z)BF! =1 k—1
p—k—l—z(x) = Z p—k+1i + ( J:) p—k+i+1° t=1,..., .
k _ k—1
By(r) = xBy (z).

Supongamos que Bllj ~! () es el (i — 1)—ésimo polinomio de Bernstein de grado k — 1

k—1\ . .
k—1 —1 k— .
Bp—k-l—i(x): <2_1>$Z (1_$) Zu 1217--~7P7

se sigue
By (x) = (1—2)Bi .,
= (1-2x) (k 8 1)1‘0(1 —x)F!
= (1—x)*

Bp

i) = eB*! (1 —2)B"}

p—k+i p—k+i+1

k—1\ . -
— x<z B 1>$11(1 _l,)kfz
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3.8. Curvas B-Spline

Definicién 3.2. Dado un soporte

S ={uo,...,um} =40, .. 0, 1, , T1ye o Thy ..., Tk}

0 1 Tk

y {Py, ..., P,} un conjunto de puntos de R?, una curva B-Spline de grado p se define como
n
C(x) = ZPZ-Bf(@, x € [ug, U,
i=0

donde los BY(x) son B-Splines de grado p, y los P; son llamados puntos de control de la curva.

El nimero de coeficientes n + 1, es el nimero de funciones de la base y es igual a la dimensién
del espacio n + 1 = m — p. El poligono que se forma con los puntos de control es llamado poligono de
control o poligono de De Boor.

3.8.1. Propiedades de las curvas B-Splines

Proposicion 3.3. Dada una curva B-Spline de grado p definida en un soporte no periédico
S ={uo,...,um} ={zo,...,20,21,...,Th—1,Th,-...,Tp} se cumplen las siguientes propiedades.
——— ———

p+1 p+1

1. Interpolacién de los puntos de control extremos.

C(Uo) = Po
C(um) = Pn
2. Derivadas en los puntos extremos.
C/(Uo) = L (Pl - P(]) .
Up+1 — Uj
C'um) = P (Py— Py_y).

Um+1 — Um—p—1

3. Control local. Si dos curvas B-Spline C'(u), C(u) tienen los mismos puntos de control excepto el
k-ésimo punto, entonces la diferencia sera

O(u) — C(u) = (P, — Pi) BY(w).

4. Restriccién a la envolvente convexa. La curva B-Spline con puntos de control Fy,...,P,, se
encuentra en la capsula convexa de dichos puntos.

5. Invarianza afin. La representacién de una curva B-Spline es invariante bajo aplicaciones afines.
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Demostracion. 1. Para p fijo, hagamos induccién sobre k < p.
Para k = 0, tenemos

Bug) = 0, i=0,...,p—1,
By (ug) ;
B;')(Uo) =0, j=p+1,....m-—1.
Ahora para k =1,
Bl (up) =~ BO(ug) + 2B, (),
Uitl = Uj Ujp2 — Uiyl

con lo cual

Bi(up) = 0, i=0,...,p—2.

Up4+1 — UQ
Bl _y(up) = ———B%ug) = BY(uo) = 1.
Up4+1 — Up
U —u 0 Up+2 —UD 0
Blug) = ——2 Buy)+ == B% (uy) =0.
p( ) Up41 — Up p( ) Up+2 — Up+1 p+1( )

Bi(uw) = 0, j=p+1,....m—2
Supongamos que para k — 1 se cumple
B ) = 0, i=0,....,p—k.
BYli(ug) =
B¥ 'u) = 0, j=p—k+2,....m—-k-L

Asi,
BF(ug) = 0, i=0,....,p—k—1.
B,'.ffk(w) =
Bi(w) = 0, j=p—k+1,...,m—k—1

De donde C(ug) = Py. Con un razonamiento similar se obtiene que C(u,,) = P, teniendo en
cuenta que n =m —p — 1.

2. Sea C'(u) una curva B-Spline de grado p,
n

Cu) = ZPZ-Bf(u), u € [ug, U],
i=0

luego
n

C'(uo) =Y P [B (uo)]"-
i=0
Pero como el soporte es no periodico, se tiene
By Hug) = 0,
B ug) = 1,
B Yup) = 0, i=2,....,m—p,



de las ecuaciones anteriores y por la relacion de recurrencia

o | BE Nuo) By (uo)

[Bo(uo)l = p
0 Up — UQ Up4+1 — UL
o v _ | Bl (wo)  BY(up)

[By(uo)] =
! Up+1 — UL Upp2 — U2

(B (up)] = 0, i=2,...,n.

Asi,
/ By~ '(u) B (uo) Bl '(uw)  BY ' (uo)
C'(up) = Fop - + Pip -
Up — U Up41 — UL Up41 — UL Up42 — U2
1 1
Up+1 — UL Up+1 — UL
Up+1 — UL

Ahora calculemos C’(uy,)

=0
Pero
Bf_l(um) =0, i=0,....,m—p
~1
Brlzz—p—l(um) =1
Luego
[sz(um)]/ - Ou 2_07 ,y M —DP
-1 1
m—p=23 T Um—2 — Um—p—2 Um—1 — Um—p—1
—1 1
mere Um—1 — Um—p—1 Um — Um—p
Se sigue

By pa(um) B (um)
4 Py ap m—p m—p
"p _umfl Um—p—1 Um — Um—p
1 1
= mep72p - :| + mepflp |: :|
Um—1 — Um—p—1 m—1 — Um—p—1
p
= P —p—1 P —p—2
A
p
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3. Sean

C(u) =) PB(u)
=0

Clu) = 3" PBI(D) + PLBL(0)
ik

curvas B-Spline que tienen los mismo puntos de control, excepto el k-ésimo punto, entonces

C(u)—C(u) = (D PB(u)+ PB(u) =Y PiBl(u)
i#£k i=0
= (P, — Py)Bi(u).
4. Sea "
C(u) =Y P,Bl(u),
=0

una curva B-Spline. Para un valor fijo u se tiene
n
C(a) = Z a; P,
i=0
donde
Sabemos que si @ € [ug, uk11), los Gnicos B-Splines no nulos son
By (a),...,Bp(u),
asi,

k
C(m) = Y ab,

i=k—p

si k > p, por la Proposicién 3.1, propiedad 4 de los B-Splines

k k
d Blu)= > =1,
S~

k—p { D

como «a; > 0, C(u) es una combinacién convexa de los p+ 1 puntos Py_p, ..., P. Ahorasi k < p,
s6lo podemos asegurar que

k
Z (07 S 17
i=k—p

pero se seguird cumpliendo que C(u) estd en la cdpsula convexa de Py, ..., Pj.
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5. Sea "
C(u) =Y P,BP(u),
i=0

una curva B-Spline definida sobre un soporte no periédico y ®(P) = AP + B una aplicacién
afin, entonces

O(C(u) = A (i PZBf(u)) + B
i=0

= z”: [AP,Bf(u) + BBY(u) — BBY(u)] + B
i=0

- zn:(AR- + B)B'(u) + B (1 - zn: Bf(u)>
=0

1=0

I
NE

(AP, + B)B!(u)

.
o

S|

= ) 2(R)B](u)
i=0

esta ultima parte se debe a que, como el soporte es no periédico
n
ZB?(U) =1, u€ [ug,up).
i=0

Asi, la curva B-Spline definida sobre el soporte es invariante bajo aplicaciones afines.

3.9. Interpolaciéon con curvas B-Splines

Los B-Splines se utilizan frecuentemente para resolver problemas de interpolacién. Lo que nos
interesa en primer lugar es la unicidad del interpolante. Dados n + 1 puntos Qo,...,Q, € R? el
problema de encontrar una curva B-Spline que los interpole, nos lleva al sistema

Clty) =Y PBY(tk) =Qr, k=0,....n,
=0

en forma matricial se tiene

Bi(to) BY(to) ... Bi(to)] [P Qo
Bg.(tl) Bi(t1) ... Bh(t1) ]Tl _ Q:1 . (3.1
Bi(t)) Bt ... Bity)] P @

El teorema Schoenberg-Whitney(1953) establece cuando el problema de interpolacién tiene solucién
Unica.
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Teorema 3.2 (Schoenberg-Whitney). Dada la particién X, : x_p < 2_pi1 < -+ < Tpyp ¥

pk+1 [ prk+1

Bi)= " | Il

i=k | j=pi#i

para k= —p,—p-+1,...,n — 1, y nodos de interpolaciéon
to<t1 <+ < thrp*l'

Entonces para cualesquiera puntos @); en el plano, el sistema

n—1

> PBBIt)=Qi, i=0,....,n+p-—1,

tiene solucién tnica si y sélo si los
Bf_p_l(tj), j=0,....,n4+p-—1,
son distintos de cero.

Demostracion. Ver [9] O

3.9.1. Soporte de interpolacién

Frecuentemente se utilizan tres tipos de soportes de interpolacion

1. Soporte uniforme. El método consiste en una particién regular del intervalo [0,1]

La ventaja que tiene este método es que las formulas basadas en él se simplifican y no es necesario
conocer los puntos de interpolacién. Pero también tiene un gran inconveniente, los incrementos en
los parametros son iguales. Por ejemplo, si Qp v (1 son puntos cercanos, mientras que P, esta muy
alejado de ambos, el arco de la curva entre Qq y (1 se recorre para t € [0, %] y el comprendido entre
Py P, parate [%, %], es decir, un incremento del parametro de % da lugar a arcos de longitudes
muy diferentes.

2. Soporte basado en la longitud de cuerda. Este método depende de los puntos de interpolacién, la
ventaja que tiene sobre el soporte uniforme es que sigue manteniendo en cierta medida la geometria
de los puntos de interpolacion, haciendo que los incrementos t; — t;_1 sean proporcionales a las
longitudes de @;—1 a @Q;.

to = 07

n Qi _Qi—IH’

t; = t1 d

1=1,...,n,

donde d = "7 | [|Q; — Qi—1]|. Observemos que ¢, = 1, por lo que se trata también una particién
del intervalo [0, 1]. Por lo regular este es el soporte més utilizado.
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3. Soporte centripetal. Similar al anterior pero basado en principios fisicos. Si la variable t es el tiempo,
se pretende que la curva interpoladora optimice la fuerza centripeta a la que se ve sometido un movil
que se desplaza a lo largo de la curva. Los nodos son tales que los cuadrados de los incrementos
son proporcionales a las longitudes de Q;_1 a Q;.

tO = 07
t, = ti_l—l-—HQi;QilH, 1=1,....,n,
donde d = Y"1 | 1/||Qi — Qi—1]|, también se tiene que t,, = 1.
3.9.2. Bases de B-Splines para interpolacion
Supongamos que deseamos interpolar n + 1 puntos Qo,. .., Q,, entonces debemos considerar un

espacio de curvas B-Splines de dimensién n + 1, donde los B-Splines seran los correspondientes a un
cierto soporte de nodos, éstos son diferentes a los nodos de interpolacién

S = {uo,...,ul},

con | =n+p—+ 1. Al elegir cualquier grado p de la curva se puede definir el valor de [, por tanto resta
obtener los [ + 1 valores, es decir, ug,. .., u;.

Dado un conjunto de puntos de interpolaciéon Qo,...,Q,, los nodos de interpolacién tg,...,t, y
el grado p, existen muchas formas para elegir el soporte S para asi poder definir la base B-Spline a
utilizar y con esto construir la curva interpoladora. De acuerdo a la eleccién del soporte de nodos, el
determinante en el sistema 3.12 puede ser o no nulo, es decir, el problema de interpolacién puede tener
solucién unica o no. Observemos que si ug < tg, la curva interpoladora tendrd al menos un tramo
‘antes’ de llegar a Py y lo mismo sucedera si t, < u;. Es decir, la curva comenzara antes del primer
punto y terminard después del ultimo punto. Para evitar estos inconvenientes es comun tomar ug = tg
y u; = t;. Una eleccién para el soporte de nodos que aprovecha bien las propiedades de los B-Splines
y evita la situacidon antes mencionada es que sea no periédico, esto es

S={0,...,0,upt1,-. ., u—p_1,1,...,1} (3.13)
~—— ~——
p+1 p+1
con 0 < upy1 < Upyo < --- < uj—p—1 < 1. De esta forma los nodos interiores son simples y la curva

es de clase CP~!. Los n — p nodos interiores pueden elegirse igualmente espaciados, pero esto no es
recomendable por lo que los nodos de interpolacién se promedian por p
ti+tiv1+ -+ ligp

Upyi = , i=1,....,n—p. (3.14)
p

Ejemplo 3.4. Supongamos que el grado es p = 3, entonces | = n+ p+ 1 = n + 4, el soporte debe
tener cuatro nodos mas que puntos de interpolacion y una posible eleccion es

S =1{0,0,t0,...,tn, 1,1}

Si el soporte de interpolacion es uno de los definidos anteriormente, tendremos que tg = 0y t, = 1 y los
nodos extremos son de multiplicidad 4, mientras que los interiores son simples. En este caso la curva
interpoladora serfa de clase C? en los nodos interiores y tiene la propiedad de que la interpolacién se
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produce en puntos de ruptura, esto es, cada tramo de la curva es el comprendido entre dos puntos de
interpolacion consecutivos. En este caso, por 3.13 y 3.14 se obtiene

S =4{0,0,0,0,ug,...,up,1,1,1,1}.

ti +tiv1 + tigo

Ujy3 = 3 , 1=1,...,n—3.
De aqui podemos saber cuales B-Splines son no nulos
ti < Uigg < tiya, t=1,...,n—3,
entonces
uz < t1 < ugq,
Uil < t; < Uis3, 1=2,...,n—2,

Up < tp—1 < Upt1,
donde ug = 0 y up41 = 1. Se tienen las siguientes conclusiones:

1. Todos los B-Splines se anulan en ¢ty = 0, por ser un nodo de multiplicidad p+ 1 = 4, excepto Bg(u)
que vale 1.

2. Todos los B-Splines se anulan en t, = 1, por ser un nodo de multiplicidad p + 1 = 4, excepto
B3(u) = 1.

3. En u = t; son no nulos By, B}, B3, B3.
En u = t; + 2 pueden ser no nulos B, Bfﬂ, B§+2,BE’+3,BE’+4, parat=0,...n —4.
En u =t,_; son no nulos B3 . B3 . B3 Bf;.

n—3> ~“n—-2> ~“n—1

Notemos que s6lo pueden ser a lo més p+1 = 4 B-Splines no nulos, por ejemplo para u = to, Bi(t2) # 0
si t € [ug,uq), pero entonces Bj(ta) = 0. Resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones se obtienen
los puntos de control

S PBYt) =Qn k=0,...,n,
1=0

la matriz asociada al sistema es cuatridiagonal y puede triangularizarse con 2n eliminaciones del
método de Gauss.

3.9.3. Interpolacién con condiciones en los extremos

Otra alternativa consiste en tomar un soporte no periédico con nodos interiores iguales a los de
interpolacién, excepto en tg =0y t, =1
S=10,...,0,t1,...,tp—1,1,...,1}, (3.15)
~—— ——
p+1 p+1
con lo cual la interpolacién se produce en los puntos de ruptura.

Obsérvese que hay mas nodos de los necesarios, pues la dimensién de los B-Splines de grado p definidos
sobre el soporte es 2(p+ 1)+ (n—1)—(p+1) =n+ 1+ p— 1, luego existen p — 1 pardmetros més



74

que puntos a interpolar. Estos parametros pueden determinarse imponiendo condiciones adicionales
a las de interpolacién, usualmente en los extremos, aunque sélo en el caso de que p sea impar las
condiciones seran simétricas. Para p = 3 quedaran dos parametros libres, lo que corresponde a lo visto
en el capitulo 2, donde se imponian valores para las primeras o segundas derivadas en los extremos.
Una curva B-Spline definida en un soporte del tipo 3.15

S={0,...,0,t1,...,tp—1,1,...,1},
—— ——
p+1 p+1
depende de n + 3 puntos de control, los llamaremos Py, Py, ..., Py, Poy1, Phyo
n+2

Clu) = 3 PBl(u).
=0

Al imponer las n + 1 condiciones de interpolacién se tiene el sistema

n+2
Y PNP(te) =Qr, k=0,...,n. (3.16)

i=0

Sabemos que para un soporte no perioédico, la curva interpola a los puntos de control extremos

PO = QO) Pn-|—2 = Qn7 (317)
estas ecuaciones corresponden a la primera y ultima ecuacién en 3.16 debido a que BP(0) = 0 para
i=1,...,n+2y BP(1) =0 parai=0,...,n+ 1. Las ecuaciones para k = 1,...,n — 1 contienen a los
B-Splines evaluados en nodos simples t1,...,t,_1, por lo que todos los sumandos son nulos salvo tres
PiNi(tk) + Pey1 N1 (tr) + PraoNera(te) = Qk (3.18)
para k =1,...,n — 1. Resta imponer dos condiciones por ejemplo P; y P, 41, asi, el sistema anterior

quedard con n — 1 ecuaciones y n — 1 incognitas. Para especificar los puntos de control P; y P, se
dan las derivadas de la curva B-Spline en los extremos.

b
c'0) = —~——(P,—P,
(0) — —m( 1 — F)
3
= (P — FR)
Uqg — UL
3
= (P D)
1
3
= t_(Pl — Qo),
1
, 3
c'(1) = 17(Pn+2 — Pot1)
- tn—l
= L(Q — Pay1)
- 1_ th1 n n+1)s
luego se tiene
t
P = Qo+ %Dm
1—t,_
PnJrl - Qn - 7nan’

3
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donde Dy := C'(0) y D,, := C’(1). El sistema formado por las ecuaciones anteriores junto con 3.18
y 3.17 constituyen un procedimiento de interpolacién muy eficiente cuyo coste computacional es pro-
porcional a n.

3.10. Algoritmo de De Boor

El algoritmo de De Boor es una generalizacién del algoritmo de De Casteljau. Este algoritmo,
numéricamente estable, proporciona un método para encontrar un punto C(u) de una curva B-Spline
a partir de los puntos de control y u en su dominio.

Sean P, ..., P, € R? los puntos de control de la curva B-Spline y u € [u¢, uci1]-

1. Para i = 0 hasta n.
Pi(O) - P,
2. Si u # u,, entonces s = 0.
3. Si no se encuentra la multiplicidad s de ..
4. Para r = 1 hasta p — s.

Para ¢ = c—p+r hasta c —s.

aT _ U—Ujg
v Uitptr+1—Ui

P =1 —a)P" Y +a;p" Y,

1

5. Regresar C'(u) = P,

3.11. Algoritmo para evaluar curvas B-Splines

El siguiente algoritmo es para dibujar una curva B-Spline de grado p, dados n 4+ 1 puntos de
interpolacion.

1. Calcular los nodos de interpolacién t; a partir de los puntos de interpolacién Q;.
2. Calcular el soporte de Sy, = {ug, ..., Unipt+1}-
3. Calcular los puntos de control.

4. Aplicar el algoritmo de De Boor.

En la seccién A.2 del Apéndice A, se muestran las pruebas realizadas con los algoritmos imple-
mentados en Matlab realizando interpolacién con curvas B-Splines.



76




Capitulo 4

Superficies de Bézier

En los capitulos anteriores estudiamos como ajustar un conjunto de puntos en el plano por una
curva suave, a partir de puntos dados. Ahora, si los puntos estan en el espacio tendremos que utilizar
superficies. La mayoria de las propiedades de las curvas de Bézier se generalizan a superficies de Bézier.

Consideremos la siguiente region rectangular

R={[a,b] x[c,d]} ={(z,y) eR*:a<2<b, c<y<d}
en el plano xy. Una particién de R es una malla Z
Z=Xp %X Yy,
donde

X,  a=xp<r1 < <zH=0>,
Yo @ c=y<y1 < <ym=d.

La particiéon Z divide a R en nm rectangulos
Rij={(z,y) eR* 12,1 <z <w, yj_1<y<y;}

dondet=1,...,nyj=1,...,m.

4.1. Superficies producto tensorial

Las superficies producto tensorial pueden ser definidas usando una variedad de bases; sin embargo,
seran de interés las que utilizan los polinomios de Bernstein definidos en [0, 1].

Definicién 4.1. Una superficie paramétrica producto tensorial se define como

S(u,v) =Y PyBi(u)Ci(v), u,v € [0,1],

i=0 j=0

donde P;; € R y B;(u), C;(v) son llamadas funciones bases.

7
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4.2. Superficies de Bézier simples

Una superficie producto tensorial de Bézier es una extensién de una curva de Bézier en dos direc-
ciones paramétricas (u,v).

Definicion 4.2. Una superficie de Bézier es una superficie producto tensorial
ZZP N ()N (v), u,v €[0,1],
1=0 7=0

donde los P;; € R? y N/*(u), N () son polinomios de Bernstein en la variable u y v respectivamente.
Al igual que en curvas de Bézier a los puntos P;; se les llama puntos de control.

El conjunto de puntos de control forman la red o malla de control de Bézier.

4.2.1. Propiedades de las superficies de Bézier simples

Proposicion 4.1. Sea

ZZP NP ()N (v), we0,1],

=0 5=0

una superficie de Bézier. Se tienen las siguientes propiedades.

1. Interpolacién de los vértices de la malla de control.

5(0,0) = Pr.
S(0,1) = Pyn.
S(1,0) = Py
S(1,2) = P

2. Derivadas parciales.

05wr) 3SR PN N )

Ou =0 5=0
0S(u,v nol n m—
W) 33 (B — PN @N )
i=0 j=0

3. Restriccion de la envolvente convexa. Una superficie de Bézier se encuentra contenida en la
capsula convexa de los puntos de control.

4. Invarianza afin. La representacion de una superficie de Bézier es invariante bajo aplicaciones
afines.

5. Curvas isoparamétricas. Al dejar fijo un pardmetro de una superficie de Bézier, ésta se convierte
en una curva de Bézier.
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Demostracion. 1. Sea S(u,v) una superficie de Bézier
n m
v) = >3 PN N (v), wv € [0,1],
i=0 j=0

por las propiedades de los polinomios de Bernstein se tiene

N(?(O):L Nz (0):0 1= 9 '7n;

NM1)=1, NM1)=0, i=0,...,n—1
También

Ng)n(o)zlv sz(o) =0, i=1, , 1N

N'(1)=1, N"(1)=0, i=0,....,m—1

5(0,0) = Py
5(0,1) = Py
S(1,0) = Py
S(1,1) = Pun

2. Sea S(u,v) una superficie de Bézier
ZZP N (u)NJ"(v), wu,v € [0,1].
1=0 7=0
Calculando la derivada parcial con respecto a u, obtenemos,
oS (u,v) " & AN (u)
D WL
i=0 j=0

= D> Pyn [N () = NPT NP ()

i=0 j=0
= nY_ [Po(N"7(u) = Ny~ (w) + Py (NG~ () — Ny~ (w))
§=0
e P (N2 (u) = N~ H(w)] NP (v)
n—1 m
= nzz +1,5 — Nzn 1( )ij('u)
1=0 5=0

Andlogamente se obtiene una férmula similar para las derivadas parciales respecto a v

n m—1

M—mzz Py — PN )N (0),
i=0 j=0
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3. Dado que

y NJ*(u)Nj"(v) > 0, entonces cualquier punto de la superficie es una combinacién lineal convexa
de los puntos de control.

4. Sea

S(u,v) =Y Y PN (u)NJ"(v), u,v € [0,1],

i=0 j=0

una superficie de Bézier y sea ®(P) = AP + B una aplicacion afin, entonces

(5 (u,v))

AN PN w)N(v) | + B
i=0 j=0

[AP;N] (u)NT"(v) + BN]*(w)NJ"(v) — BN]*(w)NJ"(v)] + B

I
o

i=0 j
(AP + B)NM )N (v) + B [ 1= 33" N (u)N"(v)
i=0 j=0

NE

I
=)
.
I
o

M§
NE

(AFi; + B)N;* (u)Nj" (v)

-.
3 |l
o
.
I
o

WE

> > PN (W] (v).

7

Il
<

Il
o

Asi, al aplicar una transformacién afin a una superficie de Bézier basta con transformar los
)
puntos de control y construir a partir de éstos la nueva superficie.

5. Sea S(u,v) una superficie de Bézier

siv="v

S(u,v) =Y Y PN u)N"(v), u,v € [0,1], (4.1)

i=0 j=0

S(u,m) = | > PN ()| Nj'(w),

i=0 | j=0

la ecuacién anterior corresponde a una curva de Bézier de grado n

C(u) = QiNj'(u),
i=0
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donde los puntos de control @; son
m
Qi =) _ P;N@©), i=0,...,n.

Sucede algo similar si ahora sustituimos v = @ en 4.1, entonces tendriamos una curva de Bézier
de grado m.
O

4.3. Superficies de Bézier compuestas

Como en el capitulo 1, primero estudiaremos la composicién de dos superficies de Bézier, después
se hard de manera general. También analizaremos bajo que condiciones dos superficies simples pueden
unirse para formar una superficie compuesta de clase C*.

Teorema 4.1. Dadas dos superficies de Bézier, al unirlas se obtiene una superficie continua si las
mallas de control comparten un poligono de control en uno de sus bordes.

Demostracion. Sea
n m
v) =Y ) PiNI(t)N](s),
i=0 §=0
u—1ug

u1—ug’
. Ahora supongamos que tenemos una segunda superficie de Bézier que tiene los mismos

una superficie de Bézier definida en [ug, u1] X [vg, v1] donde Pj; € R3 y s,t son los pardmetros t =
vi—v
grados que S1(u,v) y que estd definida sobre [uy, ug] X [vg, v1]

v) =) > QuNI(I)NP(s),

i=0 j=0

S =

con r = =42 g = =% GSe tiene que la superficie compuesta es continua a lo largo de la curva
u2—ul V1 —v0

frontera para u = uq siy solo si las curvas isoparamétricas para u = u1 son idénticas

n

Sy (u1,v) _ZZP”N” )N (s ZPn]Nm

=0 j=0

Ula ZZQUN” Nm ZQO] 5 s

=0 j=0

luego, para que estds curvas sean iguales deben coincidir en sus puntos de control

n]:QOju j:O,,n

Llegamos a la conclusiéon de que una condicién necesaria y suficiente para la continuidad es que las
mallas de control P;; ();; compartan un poligono en uno de sus bordes. ]
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Ahora veamos bajo que condiciones una superficie compuesta sers de clase C!.
El teorema anterior nos dice que para que una superficie compuesta sea continua, se debe cumplir

Pnj:QOju j:O,...,n,

con esto se tiene la continuidad de las derivadas parciales en direccién v

0S1(u1,v)  m e ' \am—1
v = w1 — ug Zo (PnJJrl PnJ)Nj (s)
Y 1
052 (u1,v) m = el
R v— ;(Qo,j-l—l — Qo )N (s),

las derivadas parciales respecto a la variable u

051 (u1,v) n “
- Poj— Pu_1j)N™(s
= g 2P ~ PN
y m
052 (u1,v m m
2(8u1 ) _ e D (Quy — QoI (s),

Il
o

J

las ecuaciones anteriores serdn iguales si los coeficientes de los Nj"(s) son iguales

Puj— Py Q1 — Qo
U — Up U — Uy

, (4.2)

para j = 0,...,m, es decir, los puntos P,,_1, P,; = Qoj, @1, estdn alineados. Sin embargo al tener
una malla y que ésta se una a otras cuatro, no basta que los tres puntos de control sean consecutivos.
En la siguiente seccién trataremos este caso.

4.4. Superficies de Bézier rectangulares compuestas

Sean S, S, soportes de n + 1 y m + 1 nodos respectivamente

Su = A{uo,...,upt,
Sy {vo,---,um},

los puntos (ug, vy,) son los nodos de una malla producto cartesiano de los soportes.
En cada rectdngulo (ug,vn), (uk+1,vn), (ks Vat1),(Ugs1,Vpe1), podemos definir una superficie de
Bézier de grado p en v y grado g en v

p q
Sen(,0) = Prnsihmas NP (N1 (s),
i=0 j=0

u—u v—v
donde t = —4=Yk_ g— V=%
Uk+1—Uk Vh+1—Vh
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Para la superficie de Bézier Sij(u,v) estan implicados los puntos

Plp.hq Phphgt1 - P, (h+1)q
Pipt1,hg Prptihgrr oo Prpi1(hii)g
Privphg Pre+vphgrt -+ Plrt1)p,(hr1)q-

De la ecuacién 4.2, se tiene que en este caso las ecuaciones para la continuidad de clase C'! en direccién
U Son
Drpj — Lhp-15 _ Prpt1j — Dhp,j

U — Uk—1 Uk+1 — Uk

para j =0,...,mqgy k=1,...,n— 1. Andlogamente en la direccién v

Ping— Ping—1  Pingt1 — Ping

up —h—1 Up+1 — Up
parat = 0,...,npy h =1,...,m — 1. Con esto hemos visto las condiciones que deben cumplir los
puntos de control para formar una superficie de Bézier, en cada rectangulo de la malla.
4.5. Interpolacién con superficies de Bézier
Dado un conjunto de (n + 1)(m + 1) puntos Q;;, i =0,...,n, j =0,...,m y los soportes

Su = {UO, Ce. ,un},
Sv {’U(),...,’Um},

lo que deseamos encontrar es una superficie de Bézier compuesta de grado p en u y de grado ¢ en v
que interpole a los puntos @;;. Asi, tenemos los datos suficientes para llevar a cabo la interpolacion,
comenzaremos por la variable u donde se realizaran m + 1 interpolaciones de n + 1 puntos cada una.

Qoo Qo Q20 ... Quo—Roo Rio R ... Ruppo
Qor Qu Q2 ... Qu—Run R Ror ... Rppa
Qo Q21 Q2 ... Qu2— Rz Rio Ro ... Rype
Q()m le ng - Qnm — R()m Rilm Ry, ... Rnp,m-

A continuacion los puntos de control obtenidos se interpolan por columnas, aqui se realizardn np + 1
interpolaciones de m + 1 puntos cada una

Roo  Ror  Ro2 ... Ry — Poo Poyr Poe ... Pomg
Rig Rin Rz ... Rim — Pro Pii Pis ... Pimg
Ry  Ror  Roo ... Roy, — Poo Py Py ... Popg
Rnp,O Rnp,l Rnp,g . Rnp, m — Pnp,O Pnp,l Pnp,2 . Pnp,mq
Asi, obtenemos los puntos de control F;; con i = 0...,npy j = 0...,mgq, con ésto la superficie de

Bézier se define perfectamente.
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Capitulo 5

Superficies B-Splines

El principal problema que afectaba a las curvas de Bézier, es que al imponer condiciones de
continuidad a la derivada de la curva en cada punto de unién, se imponian también restricciones
sobre los puntos de control.

Esto se resolvia utilizando curvas B-Splines, ya que la base de B-Splines tiene incorporadas las
condiciones de continuidad en cada punto de unién mediante el concepto de nodos miltiples. Como se
vio en el capitulo anterior, para unir superficies de Bézier el problema es atin mayor, y la tinica técnica
viable para encontrar los puntos de control seria generalizar el método de Hermite para superficies.

En este capitulo utilizaremos el producto tensorial de bases B-Splines para poder definir superficies
B-Splines sin que las condiciones de continuidad involucren a los puntos de control.

Consideremos dos soportes de nodos

Sy =Auo,...,ur} y Sy ={vo,...,vs}
ambos no periddicos y definidos en [0, 1].

Definicion 5.1. Una superficie B-Spline es una combinacién de las funciones producto tensorial de
los B-Splines asociados a cada soporte

S(u,v) =YY PyBl(w)B!(v), u,ve0,1],

i=0 j=0

donde los Pj; € R3 constituyen la malla o red de control.

5.1. Propiedades de las superficies B-Splines

Proposicion 5.1. Sea

S(u,v) =Y > PyBl(u)Bi(v), u,ve0,1],

i=0 j=0

una superficie B-Spline. Se tienen las siguientes propiedades
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1. Interpolacién en las esquinas de la red de control.

S(0,0) = Poo.
S(0,1) = Pom.
S(1,0) = Pyo.
S(1,2) = Pum.

2. Derivadas parciales en las esquinas de la red.

3. Orden de continuidad. En un punto Pyj donde uy es de multiplicidad « y vy, es de multiplicidad
B, S(u,v) tiene derivadas parciales de orden p — a con respecto a u y ¢ — 3 con respecto a v.

4. Control local. Dada una superficie B-Spline, si el punto Py, es modificado por Py, entonces

S(u,v) = S(u,v) = (Ppn — Ppn) By (u) Bi(v).

5. Restricciéon a la envolvente convexa. Una superficie B-Spline esta comprendida en el menor
poliedro convexo que contiene a todos los puntos de control.

6. Las superficies B-Splines son invariantes bajo aplicaciones afines.

J

. Si una superficie B-Spline esta definida en soportes que no tienen nodos interiores

S.={0,...,0,1,...,1}, S, =1{0,...,0,1,... 1},
N—— N—— W—/W—/
p+1 p+1 q+1 g+1

entonces la superficie B-Spline es un superficie de Bézier.

Demostracion. 1. Sea

ZZP :BY (u)BY(v), wu,v € [0,1],

=0 j=0

una superficie B-Spline, definida sobre soportes no periédicos

Sy =A{uo,...,ur} y Sy =A{vo,...,vs},

conug=--=u =0v9==0v=0,U_p="=U=1yv,,=-=vs=1.Dela
propiedad 1 de los B-Splines

Bg0)=1  B{(0)=0, i=1,...,m

Bi(0)=1  Bj(0)=0, j=1,...,m,
y

BY(1)=1 BP(0)=0, i=0,...,n—1;

BL(1)=1 Bi0)=0, j=0,...,m—1,
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asi,

5(0,0) = Py.
5(0,1) = Py
S(1,0) = Ppo.
S(1,2) = Py

2. Sea 0

S(u,v) => > P;BY(w)Bi(v), u,ve0,1],
i=0 j=0

una superficie B-Spline, definida sobre soportes no periédicos

i=0 j=0
[ dBY(u)\ _,
= > |2 P\ ) Bl
j=0 Li=0
de la propiedad 2 de los B-Splines
dS (u,v) LB B (x) Bl (x) .
o Z Z Pijp - Bj

Witp — Ui Ujpp+1 — Wit

05(0,v) D Zm:

ou Upt1

dS(1,v) P~
ou 1—u, jZ:

Para v = 0,1 se obtiene,

05(0,0

éu ) - upH (Pro — Poo)

p

25(0,1) —  p

8’LL - Uerl (le POm)
25(1,0 P

éu ) = 1_4 (Pho — Pr-1,0)-
25(1,1 P

éu ) = 1—u (an_Pn—l,m)-

Resultan unas ecuaciones similares para las derivadas con respecto a v.

3. Esta propiedad se sigue de lo visto en la seccién 3.2 del capitulo 3.

(v),
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4. Sea

ZZP B (u)BY(v)

1=0 5=0

Z Z Pij B} (u) B} (v) + Py, By (u) Bj(v)
ik j£h
superficies B-Spline que tienen los mismos puntos de control, excepto por el punto Py,

S(wv) = S(wo) = 3> PyBl()B] Z Z Py B} (u) B (v) + P By (u) Bj(v)
=0 j=0 ik j#h
= (Pen — Prn) By (u) Bj(v).

5. Esta es una consecuencia de .
n
P q
E E B;(u)B
i=0 j=0

para un punto (u,v), S(u,?) es una combinacién convexa de los puntos de control

n m
= Z Z ai; Py,

i—0 j—0
n
donde Qij >0y Z ZT:O Qij = L.
1=0

6. Sea
ZZP BP(u)BY(v), u,v€[0,1],
=0 5=0

una superficie B-Spline y ®(P) = AP + B una aplicacién afin, entonces

®(S(u,v)) = A|D > P;Bl(w)Bl(v) | +B
i=0 j=0
= -y [APijBf(u)Bg(’U) + BN (u)Nj"(v) — BN;"(u)N;"(v)| + B
i=0 j=0
(AP, + B)BY(w)Bi(v) + B [ 1 =) > Bl(u)B!(v)
i=0 j=0

1
M- L
s 11M:

(AP + B)BY (u)Bj(v)

.
3 |

I
NgE

=)

.
I
o

©(P;;) B} (u)Bj (v).

I
o

7

07

Asi, al aplicar una transformacién afin a una superficie B-Spline basta con realizarla sobre los
puntos de control y construir a partir de éstos la nueva superficie.
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7. Esta propiedad se sigue de que los B-Splines basicos asociados a cada soporte son los polinomios

de Bernstein.
O

5.2. Interpolacién con superficies B-Splines

El proceso que se sigue para obtener una superficie B-Spline interpolando un conjunto de puntos,
es muy parecido al utilizado para superficies de Bézier.

Sean (Q;; los puntos a interpolar con i =0,...,ny j =0,...,m, lo que deseamos es encontrar una
superficie B-Spline de grado p en u y grado ¢ en v que interpole a los puntos dados, observemos que
el soporte en u debe tener n+p+ 2 nodos, yaque r+1=n+p+2, como s+ 1 =m+ g+ 2 el soporte
en v debe tener m + g + 2 nodos,

Su = {U(), e )un—f—p-l—l} y SU = {’UO, Ce. ,Um+q+1}.

Es necesario definir los soportes de nodos para los B-Splines asi como los soportes de interpolacion,
esto se vio en la seccién 3.11.1. Comenzando con la variable u, se realizardn m + 1 interpolaciones
cada una de n + 1 puntos.

Qoo Q10 Q2 ... Qno seinterpolacon  Co(u) =Y i, RioBr(u)
Qo1 Qu Q2 ... Qu seinterpolacon  Ci(u) = > R By (u)
Qo2 Q12 Q2 ... Qn2 seinterpolacon  Co(u) =i, RiaB(u)
Qom Qim Q2m ... Qnm  seinterpola con  Cp,(u) = > 1" o Rim Bl (u)

Después, realizamos la interpolacién en la variable v con los puntos obtenidos anteriormente.

Ry Roi Ro2 ... Rom seinterpola con Do(u) = v, PoiBi(v)
RlO R11 R12 ce le se interpola con D1 (’LL) = ZZZO PlZBZq(U)
Ry Ro1 Raa ... Ray  seinterpola con Do(u) =Y it PyuBi(v)
R, Ru1 Ray ... Rnm seinterpola con D, (u) =>.", P,B(v)

Los puntos obtenidos P;; son los puntos de control de la superficie B-Spline de bigrado (p, ¢), con estos
datos y los soportes, la superficie queda completamente determinada.

5.3. Algoritmo para evaluar superficies B-Splines

El siguiente algoritmo es para dibujar una superficie B-Spline de grado p en la variable u y de
grado ¢ en la variable v.

1. Calcular los nodos de interpolacién t;, t; para la variable u y v respectivamente, todo esto a
partir de los nodos de interpolacién @;;, 0 <i<mn, 0 < j < m.

2. Calcular los soportes Sy, = {uo, ..., Untp+1}, So = {V0,- - s Umgqs1}

3. Calcular los puntos de control P;;, con 0 < ¢ < n, 0 < j < m. El nimero de puntos de control
es (n+1)(m+1), P; € R3.
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4. Aplicar el algoritmo de Boor primero en direccién u y después en direccién v.

En la seccién A.3 del Apéndice A, los ejemplos correspondientes a este capitulo.



Conclusiones

La teoria de B-Splines es de gran importancia por sus aplicaciones en distintas areas y da lugar a
métodos de aproximacién e interpolacion faciles de implementar; sus aproximantes tiene propiedades
que permiten hacer modificaciones locales y por ello se adaptan facilmente a la forma deseada. Las
curvas de Bézier son un caso particular de las curvas B-Splines, de modo que el estudio de éstas ultimas
involucra el estudio de las primeras. En cuanto al desempeno de ambas, como ya se comentd antes,
el grado de las curvas de Bézier depende directamente del nimero de puntos de control, lo que puede
provocar mas calculos en un momento dado. Mientras que con las curvas B-splines se puede usar un
grado relativamente bajo, reduciendo con esto el nimero de operaciones. Lo mismo sucede con las
superficies de Bézier y superficies B-Splines.

Cabe mencionar que los resultados expuestos en este trabajo se pueden encontrar tanto en libros
dedicados a graficacién por computadora como en textos propiamente de matematicas, sin embargo,
se traté de hallar un punto intermedio entre ambos enfoques, tanto en las definiciones como en los
resultados mostrados, con el fin de hacer estos temas més accesibles para los estudiantes de alguna
licenciatura o ingenieria que requieran conocerlos. Al mismo tiempo, se muestran varios ejemplos ilus-
trativos que hacen mas asimilable el material desarrollado.

Para aplicar la teoria vista en el desarrollo de la tesis, se hizo la programacién de los algoritmos
de De Casteljau y de De Boor. Con estos programas se reprodujeron perfiles de imagenes y superfi-
cies de objetos reales, respectivamente. A pesar de que las mediciones sobre unas y otros se hicieron
manualmente, la curvas y las superficies obtenidas resultaron ser muy parecidas a las originales.

La teoria de splines es muy extensa, aqui se abordaron unicamente sus principios, quedando pen-

dientes otros temas importantes como el estudio de los NURBS (B-Splines racionales no uniformes)
que son una generalizacién de los B-Splines.
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Apéndice A
Ejemplos

Mostraremos algunas pruebas que se realizaron con los algoritmos en 2D y 3D implementados en
Matlab. Cabe mencionar que para todos los ejemplos se tomé una particion de 0.01 de ancho del
intervalo [0,1].

A.1. Curvas de Bézier

El programa curvabezier recibe como datos de entrada los puntos de control, el nimero de tramos
y el grado de la curva, este programa realiza la grafica de la curva de Bézier por medio del algoritmo
de De Casteljau.

El programa llamado intercurvabezier recibe como datos de entrada los puntos de interpolacién
y el grado de la curva, este programa calcula en primer lugar el soporte de interpolacién basado en
la longitud de cuerda, posteriormente la derivada direccional de la curva en cada punto del soporte,
para esto se utilizé el interpolante de Bessel; por ultimo calcula los puntos de control por medio del
interpolante cibico de Hermite y se utiliza el programa curvasbezier.

Ejemplo A.1. Mostraremos la construcciéon de una circunferencia por medio de 4 tramos de Bézier
de grado 2, enseguida se muestran los puntos de control para cada tramo.

Tramo 1:  (1,0), (1,-1), (0,—1).
Tramo 2: (0,—1), (=1,—1), (—1,0).
Tramo 3:  (—1,0), (—=1,—1), (0,1).
Tramo 4: (0,1), (1,1), (1,0).

93
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Después de ejecutar el programa curvabezier, obtenemos la siguiente gréafica, donde los puntos de
control aparecen en color rojo.

0.5

Figura A.1: Curva de Bézier compuesta de grado 2.
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En la siguiente gréfica se muestra en color verde la circunferencia utilizando la ecuacién z?+y? = 1
y de color negro la grafica obtenida anteriormente con curvas de Bézier.

Figura A.2: Curva de Bézier compuesta de grado 2.

El error aproximado entre una y otra con la norma uniforme es de 0.0981. Graficamente se observa
que la gréfica obtenida no fue una buena aproximacién de z? + y? = 1.

Ejemplo A.2. Ahora mostraremos la construcciéon de una circunferencia por medio de ocho tramos
de Bézier de grado 2. Los puntos de control para cada tramo son:

Tramo 1:  (1,0), (1,22£), (5, 25)
Tramo 2 (J5,%5), (35£2,1), (0,1).
Tramo 3: (0,1), (‘/\5/52,1)7 (—%,%)
Tramo 4 (=75, 75). (=127, (-1,0)
Tramo 5: (—1,0), (—1,\/352), (-5, - ).
Tramo 6: (—J5,—J5), (¥252,—1), (0,—1).
Tramo 7:  (0,—1), (2?/‘_2/5,—1), (%,_%)

Tramo 8: (2, -1, (@, \/572)7 (1,0).
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Después de ejecutar el programa curvabezier, obtenemos la siguiente grafica. Los puntos de control
aparecen en color rojo.

Figura A.3: Curva de Bézier compuesta de grado 2.
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Al igual que en el primer ejemplo en color verde se muestra la circunferencia utilizando la ecuaciéon
22 + 9% = 1, junto con la obtenida por el programa curvabezier.

Figura A.4: Curva de Bézier compuesta de grado 2.

El error aproximado entre una y otra con la norma uniforme es de 0.0096. Graficamente podemos
decir que se hizo una buena aproximacién de z? + 32 = 1.
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Ejemplo A.3. Ahora mostraremos un ejemplo de interpolacién con curvas de Bézier cibicas. Con
los siguientes 9 puntos de interpolacién (0,1), (%, %), (1,0), (%, —%), (0,-1), (—%, —%), (-1,0),
(—%, %), (0,1), ejecutamos el programa intercurvabezier y se obtiene la siguiente grafica, en color

azul se muestran los puntos de interpolacién.

15F
1t o
VAN
/ \
/ \
> or + ¢
\ /

Figura A.5: Curva de Bézier compuesta de grado 3.
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En color verde se muestra la grafica realizada con la ecuacién z? + y? = 1, junto con la realizada
por el programa intercurvabezier.

Figura A.6: Curva de Bézier compuesta de grado 3.

El error aproximado con la norma uniforme es de 0.0250. Graficamente se ve una buena aproxi-
macién de z? 4+ y? = 1.
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Ejemplo A.4. Interpolaremos por una curva de Bézier cubica compuesta los siguientes puntos de
interpolacién (0,1), (5,2), (10,5), (6,9), (5,4). Al ejecutar el programa intercurvabezier se obtiene la
siguiente grafica.

0 2 4 6 8 10 12

Figura A.7: Curva de Bézier compuesta de grado 3.
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A.2. Curvas B-Splines

Ahora mostraremos ejemplos utilizando interpolacién con curvas B-Spline. Para esto utilizaremos
el programa inter BSpline, este programa recibe como datos de entrada los puntos de interpolacion y
el grado de la curva. Lo que el programa calcula en primer lugar es el soporte de interpolacién basado
en la longitud de cuerda, después el soporte no periédico, por ultimo los puntos de control y realiza
la grafica utilizando el algoritmo de De Boor.

Ejemplo A.5. Dados los puntos (0,0), (2,2), (4,0), (6,3), (8,4) y (10,2) los interpolamos con una
curva B-Spline de grado 3. Al ejecutar el programa inter BSpline se obtiene la grafica que se muestra
a continuacion, en color azul podemos ver los puntos de interpolacion y en rojo los de control.

Figura A.8: Curva de Bézier de grado 3.
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Ejemplo A.6. Lo que se pretende es reconstruir la siguiente imagen por medio de una curva B-Spline
de segundo grado.

Para esto se tomaron medidas manualmente de 39 puntos de interpolacién (9,0), (8.5,1.5), (8,3),
(4,3.3), (3, 4), (3,6), (2,7), (2,8), (2.3,8.2), (1.5,9), (2,10), (0.2, 11), (1.3,12.4), (2,14), (1.5,17), (2.5,22),
(2.3,23), (4,24), (6,25), (18,26.5), (20.3,25.5), (21,26.5), (27,28.5), (32,23), (32,14), (31,6), (36,0), (28,3),
(25.5,10), (25,18), (23,22), (24.5 18), (23,11), (18,5), (18,3.5), (20,0), (16,0), (12,0), (9,0). Al ejecutar
el programa interBSpline se obtiene la siguiente gréafica, en color azul se muestran los puntos de
interpolacion.

301
. .
251 ¢
.
. LY
20
o0
.
15f
. .
> .
10 : . ‘ L]
.
[
°
() )
5r L]
- .
)
0 . . . . »
-5 I
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Figura A.9: Curva de B-Spline de grado 2.
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301

25+

201

15¢

101

Figura A.10: Curva de B-Spline de grado 2.
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Ejemplo A.7. Se pretende reconstruir el perfil de la siguiente fotografia por medio de una curva

B-Spline se grado 2.

)

Se tomaron 26 puntos de interpolacion (9, 0.1), (10, 0), (12.9, 1), (13.1, 2), (13.4, 2.6), (13.8, 3.1),
(13.8, 4), (13.7,4.2), (14, 4.4), (14.2, 4.6), (14.2, 5), (13.9, 6.1), (14.45, 6.4), (15, 6.9),(15, 8), (14.5,
8.7), (13.8, 9.4), (13.4, 10), (13.3, 10.5), (13.4, 11.5), (13.45,12.5), (13.3, 14), (12.6, 16), (11, 18.8), (7,
20.8), (2, 20.5). Al ejecutar el programa se obtiene la siguiente grafica, en color azul se muestran los

puntos de interpolacion.

20+
15F

10F

Iy

. . . . .
0 5 10 15 20
X

ot o —

Figura A.11: Curva de B-Spline de grado 2.
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201

15¢

101

(8]
T

Figura A.12: Curva de B-Spline de grado 2.
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A.3. Superficies B-Spline

El programa supBSpline recibe como datos de entrada el bigrado de la superficie, los soportes y
una matriz P que contiene los puntos de control. La grafica de la superficie la realiza aplicando dos
veces al algoritmo de De Boor.

El programa intersupBSpline recibe como datos de entrada el bigrado de la superficie y una
matriz ) con los puntos de interpolacion. El programa calcula los soportes de interpolaciéon basados
en la longitud de cuerda, posteriormente calcula los soportes no periédicos y los puntos de control.
Por 1ultimo se utiliza el programa supBSpline para realizar la grafica de la superficie.

Ejemplo A.8. A continuacion se muestra la imagen de un objeto cuya superficie deseamos reconstruir
por medio de una superficie B-Spline de bigrado (2,2).

La matriz (Q de tamano n x m con n = 13 y m = 4 contiene los puntos de interpolacién, cabe
mencionar que los datos se tomaron de forma manual.

(0,0,0) (4.1667,0,0) (8.3333,0,0) (12.5,0,0)
(0,0, 5) (4.1667,0,5) (8.3333,0,5) (12.5,0,5)
(0,0,8) (4.1667,0,8) (8.3333,0,8) (12.5,0,8)

(0,3.06,11.7) (4.1667,3.06,11.7) (8.3333,3.06,11.7) (12.5,3.06,11.7)
(0,6.15,12.8) (4.1667,6.15,12.8) (8.3333,6.15,12.8) (12.5,6.15,12.8)
(0,8.21,12.3) (4.1667,8.21,12.3) (8.3333,8.21,12.3) (12.5,8.21,12.3)
Q= |(0,11.3,9.5) (4.1667,11.3,9.5)  (8.3333,11.3,9.5)  (12.5,11.3,9.5)
(0,12.3,8)  (4.1667,12.3,8)  (8.3333,12.3,8)  (12.5,12.3,8)
(0,12.3,5)  (4.1667,12.3,5)  (8.3333,12.3,5)  (12.5,12.3,5)
(0,12.3,0)  (4.1667,12.3,0)  (8.3333,12.3,0)  (12.5,12.3,0)
(0,8.2,0) (4.1667,8.2,0) (8.3333,8.2,0) (12.5,8.2,0)

(0,4.1,0) (4.1667,4.1,0) (8.3333,4.1,0) (12.5,4.1,0)

(0,0,0) (4.1667,0,0) (8.3333,0,0) (12.5,0,0)
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Al ejecutar el programa intersupBSpline se obtiene la siguiente gréafica, en color azul se muestran
los puntos de interpolaciéon y en rojo los puntos de control.

Figura A.13: Superficie B-Spline.

Ahora, disminuyendo los puntos de interpolacién, n = 13 y m = 3.

(0,0,0) (6.25,0,0) (12.5,0,0)
(0,0,5) (6.25,0,5) (12.5,0,5)
(0,0,8) (6.25,0,8) (12.5,0,8)

(0,3.06,11.7) (6.25,3.06,11.7) (12.5,3.06,11.7)
(0,6.15,12.8) (6.25,6.15,12.8) (12.5,6.15,12.8)
(0,8.21,12.3) (6.25,8.21,12.3) (12.5,8.21,12.3)
Q=11(0,11.3,95) (6.25,11.3,9.5)  (12.5,11.3,9.5)
(0,12.3,8)  (6.25,12.3,8)  (12.5,12.3,8)
(0,12.3,5)  (6.25,12.3,5)  (12.5,12.3,5)
(0,12.3,0)  (6.25,12.3,0)  (12.5,12.3,0)
(0,8.2,0) (6.25,8.2,0) (12.5,8.2,0)
(0,4.1,0) (6.25,4.1,0) (12.5,4.1,0)
(0,0,0) (6.25,0,0) (12.5,0,0)




108

Al ejecutar el programa intersupBSpline se obtiene la siguiente grafica, en color azul se muestran
los puntos de interpolaciéon y en rojo los puntos de control.

Figura A.14: Superficie B-Spline.

Podemos observar que a pesar de disminuir el nimero de puntos de intepolacién seguimos recupe-
rando la superficie original.
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Ejemplo A.9. Ahora, daremos los puntos de control utilizados para la construccién de la superficie
de un jarro de bigrado (3, 3).

(1,—1,0) (-1,-1,0) (-1,1,0) (1,1,0) (1,-1,0) 7
(2,-2,1) (=2,-2,1) (=2,2,1) (2,2,1) (2,-2,1)
p_| 222 (—2,-2,2) (-2,2,2) (2,2,2) (2,-2,2)
| (1,-1,3) (-1,-1,3) (-1,1,3) (1,1,3) (1,-1,3)
(0.5,—0.5,4) (—0.5,—0.5,4) (—0.5,0.5,4) (0.5,05,4) (0.5,—0.5,4)
(1,-1,5) (-1,-1,5) (-1,1,5) (1,1,5) (1,-1,5)

Sean S, = {0,0,0,0,0.5,1,1,1,1} y S, = {0,0,0,0,0.33,0.66,1,1,1,1}, n = 5, m = 6. Al ejecutar el
programa supBSpline se obtiene la siguiente grafica, en color rojo se muestran los puntos de control.

Figura A.15: Superficie B-Spline.

Cabe mencionar que al momento de realizar las pruebas de los ejemplos se utilizé una computadora
con 2Gb de memoria RAM y el tiempo de ejecucién en general no es mayor a 2.5 minutos, en el caso
de superficies y menor a un minuto para curvas.
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Apéndice B

Definiciones y resultados de algebra
lineal

Definiciéon B.1. Una funcién ® : R™ — R™ es llamada aplicacion afin si es de la forma
®(P) = AP + B,
donde A € M, »,, det A # 0 y B representa una traslacién [10].

Definiciéon B.2. Sean ag,...,a, € R. La matriz de Vandermonde generada por los puntos asq, ..., a,
se define mediante la siguiente féormula

1 a; o ... o

1 ay af ... 0/21_1

2 —
Vieg...,op):= |1 a3 a3 ... af

11 a, a2 ... a1

Teorema B.1 (Férmula para el determinante de Vandermonde). Sean ag,...,a, € R . Entonces
det V(ag...,ap) = H (aj — ay).
1<i<j<n

Observacion: Si tenemos una matriz de la forma

3 3 3
I

a1 Q2 Q3

se tiene que

det A = ayasaz(a; — as) (o — ag)(ag — as)
y es distinto de cero si ay # @9, a1 £ ag , as #Fazy a1 #0, as 0, ag # 0.

Definiciéon B.3. Una matriz A de n x n es diagonalmente dominante si

n

‘aii‘>2|ai]", 1=1,...,n.

j=1
G
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Teorema B.2. Toda matriz diagonalmente dominante es no singular

Demostracion. Consideremos el sistema lineal Ax = 0, supongamos que dicho sistema tiene una
solucién z = (z1,...,z,)T diferente de cero. Sea k tal que
T |= max | x; B.1
|| = mave | |, (B.1)

se tiene que | z |[> 0. Dado que Az =0

n
E al-ja:jzo, izl,...,n,
j=1

sii=k
ATy = —Zakj$j>
j=1
J#k
de aqui que
axi || ©
‘ak|z‘ J‘ ]‘<Z|ak]‘

J#k J#k

Lo cual contradice el hecho de que A es una matriz diagonalmente dominante, con esto la solucién del
sistema es la trivial, asi, esta es una condicién necesaria y suficiente para la no singularidad de A. O

Definicién B.4. Sea f una funcién definida sobre [a, b, el mdédulo de continuidad de f(x) sobre |[a, b]
w(9), para § > 0, es definido por

w(0) = sup{| f(z1) = f(w2) |+ 21,22 € a, 0], [21 =2y [< 0}

El médulo de continuidad depende de 4, la funcién f y el intervalo [a, b], es decir, w(d) = w(f; [a, b]; ).

B.1. Interpolacién de Lagrange

Un método para construir una interpolacién polinémica fue propuesto por Lagrange. Si queremos
aproximar una funcién f € C[a,b] por un polinomio

n
:Zcimi, a<z<b,
i=0

donde lo que debemos determinar son los coeficientes ¢;, 0 < i < n. Para que el polinomio p interpole
a la funcién en un conjunto de puntos dados xg, ..., x, debe ser tal que

pxi) = f(z), (B.2)

para x; € [a,b], 0 < i < n, el siguiente teorema nos muestra que las condiciones B.2 determinan la
unicidad del polinomio p € P, (R).
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Teorema B.3. Sean x,...,z, un conjunto de n + 1 puntos distintos en [a,b] y f € Cla,b]. Entonces
existe un unico polinomio p € P,,(R) que satisface

p(xi) = f(zs).

Demostracion. Sea
n
T — T
lk(l‘):H L a<x<b,
. T — x]’
J=0
J#k

para k =0,...,n, ndtese que ly(x) € P,(R) y que
lk(l‘z) = 5ki7 1= 0, e, n,

donde

Luego

3

p = f (o)l (),
k=0

estd en P, (R) ya que satisface las condiciones (B.2). Ahora resta probar la unicidad, supongamos que
p,q € P, (R) satisfacen

p(xl)ZQ(xl):f(xz)v i=0,...,n,

luego p—q € P,(R) y (p — q)(z;) = 0,4 =0,...,n, entonces p — g es un polinomio de grado n con
n + 1 raices, luego p(x) — q(z) = 0 y por tanto p(z) = q(x). O

En particular si f(z) = 2%, 2 € [a,b], i = 0,...,n, entonces
px) = > flan)l(x)
k=0

n .
= Z k()
k=0
= l‘i’
asi,

szlk(x) = z'. (B.3)
k=0

Para ¢ = 0, se tiene

D h(x) =1
k=0
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Otro caso interesante se obtiene al sustituir la funcién [; en la ecuacién (B.3)

i
# = Zw H
k .I‘k—.l‘j

J#k
_ Z H f% )
k—0j=0 kT i
itk
Asi, se tiene la identidad .
_ Ty L
5in—];)m 1=0,...,n.
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