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Resumen

La tomografia axial computarizada es una técnica de imagen médica que utiliza rayos X para

obtener cortes o secciones de objetos anatémicos con fines diagnodsticos. Esta técnica tiene sus
bases en la transformada de Radon la cual es una transformada integral y es de principal interés
en esta tesis.
Esta tesis se divide en cuatro capitulos principales con el fin de que sea un documento de facil
entendimiento. En el primer capitulo se aborda la transformada de Radon, definiciones, propie-
dades y ejemplos. En el capitulo dos se estudia la transformada inversa de Radon en dos casos,
cuando la dimensién del espacio es par o impar, y la relacion entre la transformada de Radon y
la transformada de Fourier. El capitulo tres trata sobre algunos métodos de inversion los cuales
tratan de encontrar a la funcion f sin necesidad de recurrir a la transformada inversa de Radon.
Por tdltimo, en el cuarto capitulo se estudia la TAC desde el punto de vista matemético y se ve
céHmo se aplican los métodos de inversiéon discutidos en el capitulo tres.






Introducciéon

La Tomografia Axial Computarizada (TAC), nace como un método o una herramienta en

medicina mediante visualizaciéon por rayos X. El fundamento de la tomografia es la adquisicién de
una imagen por rayos X, de un corte transversal de un objeto, para distintos angulos de rotacién
con respecto al mismo. Cada una de estas imégenes es una proyeccion del objeto y el problema
consiste en obtener la estructura interna del objeto a partir de todas las posibles proyecciones
([8]). Esta técnica busca superar tres limitaciones en la radiologia convencional. Primero, la
imposibilidad de mostrar en una imagen radiolégica bidimensional toda la informacién contenida
en una escena tridimensional, debido a la superposicién de los objetos en la imagen que se tenia;
segundo, la limitada capacidad para distinguir tejidos blandos; y finalmente, la imposibilidad
de cuantificar las densidades de los tejidos ([I3]). Tras la pronta inclusion de la tomografia en
la préctica clinica, no sélo se propusieron diferentes geometrias, sino que también se buscaron
métodos que ofrecieran aproximaciones que permitieran reconstruir la imagen con el menor costo
computacional posible. Esto llevo a que la retroproyecciéon y la retroproyeccion filtrada [30],
originalmente propuestos en astronomia, fueran rapidamente adoptadas.
Los métodos matematicos en los cuales se basa la TAC fueron desarrollados por A.M. Cormack
en 1962 ([5]), sin embargo desde 1917 Johann Radon planted el problema de reconstruir una
funcién f si se conocen sus integrales sobre rectas arbitrarias. Si la ecuacién normal de una recta
es p = x cos ¢ + yseng, la integral sobre la recta se puede escribir como

F(p,¢) = /00 f(pcos ¢ — sseng, pseng + s cos ¢)ds,

donde la funciéon F' es una proyeccion en una dimension de la funciéon f a un angulo ¢. Si
se conoce esta F' para todo édngulo ¢, entonces a la funciéon F' se llamara la transformada de
Radon bidimensional de la funcion f (|33]). Asi, el problema directo consiste en hallar F'(p, ¢) a
partir del conocimiento de f(z,y) mientras que el problema inverso es hallar f(z,y) a partir del
conocimiento de todas las proyecciones F'(p, ¢).

El interés principal radica en hallar férmulas de inversion de la transformada de Radon. Por
ejemplo Minkowsky escribi6é el operador de inversién en término de funciones esféricas, Funk
redujo el problema de la inversion en la transformada de Abel [9], mientras que Helgason aborda
la transformada de Radon en geometria integral en espacios homogéneos [11]. Usaremos esta
ultima referencia para consultar algunas propiedades basicas de la transformada de Radon.

Dentro de todo este contexto, se debe aclarar que no existe un documento que retna la infor-
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macién sobre la Transformada de Radon y su aplicaciéon a la Tomografia Axial Computarizada
(TAC), de manera clara y detallada. Los documentos hallados sobre el tema, hablan de la TAC
con unos cuantos detalles de su justificacion teorica, pero no hay documentos en espanol donde
se exponga con detalle la teorfa matemaética relacionada con la transformada de Radon y su
aplicacion a la TAC. Por lo tanto, se profundiza en el tema con el fin de recolectar la mayor
cantidad de informacién posible para formar un documento de facil entendimiento por cualquier
persona que se inicia en esta linea de investigacion.




Capitulo 1

La transformada de Radon

En este capitulo se exponen los fundamentos mateméticos de la transformada de Radon,
comenzando con la definiciéon en dos y tres dimensiones para después dar una definicién general.
También se menciona y se prueban algunas propiedades de la transformada de Radon, las cuales
sirven para establecer la relaciéon entre la transformada de Radon y la transformada de Fourier.
Ademas, se concluye este capitulo analizando algunos ejemplos de la transformada de Radon de

algunas funciones particulares.

1.1. Diferentes formas de la definicidén de la transformada de Ra-
don

Se comienza dando la definicién de funcion de prueba:

Definicion 1.1.1. Sea D C R” abierto y sea f : D — R. Se dice que f es funcion de prueba si:

» feC®(D),
» existe K C R™ compacto con K C D tal que f(z) =0, Ve e R"\ K .

Nota 1. Se denota al conjunto de funciones de prueba sobre U como 27 (U). En caso de tener
U = R" se denota &/ (U) simplemente como &7.

1.1.1. Dos dimensiones

Imagine en el plano un conjunto convexo K que en su interior tiene un subconjunto abierto
D. Si considera todas las posibles rectas L que intersecan a K resulta claro que no todas cortan
a D, mientras que otras lo cortan una longitud m. La pregunta es la siguiente: Si se conoce el
valor de m para toda recta L que corte a D, jse puede conocer la forma y posicién de D?
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El matematico Austriaco Johann Radon probé que si es posible resolver este problema, obtenien-
do la transformada que hoy lleva su nombre. Es decir, prob6 que se puede reconstruir el interior
de D a partir del conocimiento de lo que sucede en cada recta L al atravesar D.

A continuacion se da la definicion de la transformada de Radon bidimensional para funciones

de prueba.

Definicién 1.1.2. Sean D C R? abierto y f : D — R funcién de prueba. Sea L una recta que
interseca a D como lo ilustra la Figura la transformada de Radon de la funcion f se define
como la integral de linea de f sobre L, para toda L que interseca a D y se denota mediante

f= () = /L f(y)ds, (1.1)

donde ds es el incremento sobre L.

Figura 1.1.1: Representacion del conjunto D y la recta L

Otra forma de definir la transformada de Radon es a partir del anélisis de la Figura [1.1.2

Definiciéon 1.1.3. Sean (z,y) € L'y ¢ € [0,27) un angulo fijo. Dada la ecuacion normal de la
recta L
p==xcos p+ysengp=E§-x, (1.2)

la integral (|1.1)) se puede expresar como:

f(p.¢) = /L f (. y)ds, (1.3)

cuando dicha integral exista.

Si f(p,¢) existe para todos los valores de p y ¢, entonces se dird que f(p, ¢) es la transfor-
mada de Radon en dos dimensiones de f, mientras que para un dngulo ¢ fijo se dird que es una

proyeccion de f al dngulo ¢.

Sea (x,y) un punto en la recta L y sean a y ¢ como lo ilustra la Figura Veamos la
forma de la ecuacion (1.3]) en términos de los nuevos ejes coordenados PS. Se tiene que en el
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Figura 1.1.2: Representacion geométrica de la relacién entre las variables x,y y p, s.

antiguo sistema de ejes coordenados:

x =rcos(¢p+ a)yy = rsen(¢ + «) mientras que en el nuevo sistema de ejes coordenados
pP=rcosay s=rsena.

Usando el hecho de que cos(¢ + «) = cos ¢ cos a — sen¢g senav 'y

sen(¢ + ) = sen¢ cos a + cos ¢ sena, se tiene:

T = p Ccos¢ — sseng.

Yy = pseng + s cos ¢.

Con todo lo anterior ((1.3) toma la siguiente forma mas general en términos de p y ¢ como

f(p, o) = /Oof(p cos ¢ — sseng, pseng + s cos ¢)ds. (1.4)

Otra forma de definir la transformada de Radon surge cuando se usa notacién vectorial.

Definicién 1.1.4. Dados = (z,y) y £ un vector unitario en el plano en direccion de p, entonces
la transformada de Radon se puede expresar como:

foe) - | Cre 1 1€, (1.5)

donde &1 es un vector perpendicular a € y ¢ es un parametro escalar tal que £ = p& +t£&+ como
lo ilustra la Figura [I.1.3]

Una ultima forma de definir la transformada de Radon es utilizando la distribucion delta de
Dirac (J26],[35]), pues usando (1.4) se tiene:




4 1.1. Diferentes formas de la definicion de la transformada de Radon

: &L= ($,y)

Figura 1.1.3: Representacion geométrica de un punto x = (z,y) en la recta L como una combi-
nacion lineal de £ y &+

f(p,¢) = /_oof(p cos ¢ — sseng, pseng + s cos ¢)ds

= 1 /oo f(z,psend + s cos ¢p)dz

|seng|

1 o0
= |Sem¢|/_ f(x,ﬁ—xcotqb)dm

= /_Oo /_Oo f(@,y)o(y + x cot ¢)dxdy

|seng| seng

= /oo /00 f(z,y)d(p — z cos ¢ — ysend)dxdy

Asi, la transformada de Radon de la funcién f se puede expresar como

F0.0) = [[1@0)60- 2050 — yseng)dady (16)
RZ
cuando dicha integral exista.

Para cuestiones practicas es conveniente denotar [ en lugar de [[ y dz en vez de dzdy, pues
R2
al definir esta nueva notacion, la ecuacion ([1.6|) se puede escribir como

f(p,€) = /f<w>6<p—f-x>dw, (1.7)

donde z = (z,y) y & = (cos ¢,sen @).
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1.1.2. Dimensiones superiores

Al igual que en el caso bidimensional, la transformada de Radon de una funcién f definida
en el espacio XYZ se puede definir mediante p y un vector unitario £ donde ahora:

Erx=r+ 85y + &3z

La principal diferencia es que ahora la integracién no se realiza sobre rectas sino sobre planos
que intersecan a la superficie D y p ahora denota la distancia del plano al origen como lo ilustra
la Figura [1.1.4]

Figura 1.1.4: Geometria para la transformada de Radon en tres dimensiones.

Se tiene que la transformada de Radon de una funcién f € & definida en R3 es

f(p,€) = ///f(w)é(p—ﬁ-w)dwdde- (1.8)
R

De manera general, si f es una funcién de prueba definida en un dominio D CR", y
&=(&1,...,&) es un vector unitario, se define la transformada de Radon de f como la integral
sobre todos los hiperplanos en el hiper-espacio que intersecan a D, es decir

F(p.€) = / y / F@1s e )= €121 — G2 ws — . — e wa)dadas . dzn,  (19)

donde una vez mas, la distribucién delta de Dirac es evaluada en el hiperplano cuya ecuaciéon
normal esp =& x1 + & x0+ ... + &y T
Note que si una vez mas se denota [...[ comof , dzidzsy...dz, por dz y se usa la notacion
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vectorial para vectores en R", se tiene que (|1.9) se simplifica como (1.7)).
Asi, si f : R™ — R es una funcién de prueba, entonces se puede dar la siguiente definicion.

Definicién 1.1.5. Dada una funcion de prueba f€ &7 y € un vector unitario en R", se define
la transformada de Radon de f como:

P(f) = f(p.6) = /f(m)5(p—§-x)dm, (1.10)

cuando dicha integral exista.

Nota 2. En lo que sigue del escrito se considerara esta como la definicién formal de la transfor-
mada de Radon.

1.2. Ejemplos importantes

Los ejemplos que siguen son importantes ya que muestran la complejidad de la transformada
de Radon y también se utilizan para clarificar algunos resultados a lo largo de la tesis. El primer
y segundo ejemplo representan el calculo de la transformada de Radon para una distribucion
gaussiana en R? y R? respectivamente, el tercero tiene como dominio un subconjunto abierto
mientras que el cuarto y el quinto ejemplo solamente poseen como dominio un subconjunto
compacto.

Ejemplo 1. Considere la funciéon f : R? — R dada por f(z,y) = e~ =" se sigue que:

foo - [ h / TP (p— €1 — & y)dudy. (1.11)

Realizando el cambio de variable

tenemos que ([1.11)) toma la forma

f(p,&) = /OO /OO“CQ‘fé(p—flx—éay)dxdy

= re (1.12)

Observe que el resultado anterior indica que f es radial, es decir, solo depende del valor de p.
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Ejemplo 2. Sea f : R? — R dada por f(z,y,2) = e~~~ entonces
. fe’e) [e'e] oo_ 2 9 o
o) = [ [ [ e o0 - oy - Ga2)dudyd (113)
—o0 J —00 J —00
Haciendo el cambio de variable
&1 & &3
(5)- ()0
v = q q vy,
w ;53 0 51 z
q q
donde g = /€2 + &3, entonces
. fe’e) fe'e) oo_ 2 2 2
08 = [ [ [ e 50 o - oy - 6o 2)dody:
—00 —00 — 00
o o] (e.) 2 9 9
= / / / e TV T (p — uw)dudvdw
—00 —00 — o
o0 (o] 9 9 [o¢] 2
= / / eV / e " o(u— p)dudvdw
—00 —0o0 —00
0 o 2 2 2
= / / e VT e dudw
—o0 J —00
2 o 0 2 2
= ¢e? / / e” VT dudw
— 0o —00
= me . (1.14)
De manera general se puede ver que si f : R® — R es dada por
flxy,. .o zpn) = e‘z%_“:%_'“_’”%, entonces:
A G e N V23 (o (1.15)
Ejemplo 3. Dada X > 1 se define f : R? = R como
(1—2?—yHML si 22+ <1
f(z,y) = (1.16)

0, sio 22 +y? > 1.

Entonces usando ([1.4)) y observando que x? 4 y? = p? + s? se tiene que (1.16) queda como

(1—p?—sH) 1 si p?+s2<1;
fp,s) =
0, si p?+s2>1.
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De donde

fpd) = [}Ppu—ﬁ—ﬁﬁﬂw.

Sabiendo que [ (a* — t*)dt = a7 'B(},)\) = %, siendo B(z,y) la funcién Beta y
2

I'(z) la funcion Gamma, se tiene

Fn.6) = ;gig¢1—ﬁﬁ*ﬂ,-4gpsL

N

Note que si A < 1, entonces supp(f) = R?, el cual no es compacto, con lo cual, la integral no
existe y por tanto, no existe su transformada de Radon.

Ejemplo 4. Considere f : R? — R dada por

1, s1 0<z,y<l

f(z,y) = (1.17)

0, de otra forma.

Region 1
E Regién 2
D]II Region 3

Figura 1.2.1: Representacion del dominio de f(p, ¢): ¢ € [0, 7/4].

Entonces para 0 < ¢ < 7:
sndeess St 0<p<send; Region 1
']E(p’ ¢) = colsqS’ si Sen¢ <p < cos ¢; Regién 2

sen¢—+cos ¢p—p
sen¢ cos¢p

si cos¢ < p < seng cos @; Regién 3
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y por la simetria de la region, para § < ¢ < 7 se tiene:

Song cos & si 0<p<cose; Region 1
f(p.0) = ﬁv si cos¢ < p < seng; Region 2

seng—+cos p—p
sen¢ cos ¢

si  seng < p < seng cos ¢; Region 3

Como tltimo ejemplo considere la funcion caracteristica sobre el disco unitario.

Ejemplo 5. Sea f : R? — R dada como:

1, si x224+9y2<1;

0, si 22+9%>1.

Figura 1.2.2: Representacion geométrica de la transformada de Radon de la funcién caracteristica
sobre el circulo unitario.

Entonces:
200 —p)Y2, si |p| < 1;

fp.0) =
0, si |p| > 1.

Note que en este ejemplo, la transformada de Radon de la funcién f no es mas que la longitud
del segmento de recta que interseca al circulo unitario como lo ilustra la Figura|1.2.2]
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1.3. Propiedades basicas de la transformada de Radon

Ya que se conoce un poco sobre la transformada de Radon, lo siguiente es ver las propiedades
que cumple pues seran de vital importancia en capitulos posteriores. Ademas de ser un gran
apoyo al calcular transformadas de Radon de funciones sin necesidad de recurrir siempre a la
definicién de ésta.

1.3.1. Linealidad

Proposiciéon 1. Sean f,g€ 2 y «, 5 escalares. Luego, se tiene que:

F(af+Bg9)= aZ(f)+B87(g).

Demostracion. En efecto, por definicién de la transformada de Radon se tiene:

Paf+Bg)@) = /(af+ﬁg)(z)5(p§-x)dx
— /af( Jo(p—€-2) + By(@)d(p— £ -7))dx

_ /f Sp—¢ o)z + 5 [ g@)(p € -2)do

= a#()+BA)

1.3.2. Homogeneidad

Proposicién 2. Dada f € & y s > 0, se obtiene:

‘i‘f(p,é)

En especial si ¢ es un vector cualquiera distinto del vector cero, se cumple

o\ L F pC)
.0 = chf(\m\’ <)

f(sp, s€) =

Demostracion. Sea f € &y a > 0 un escalar. Por definicién de la transformada de Radon se

tiene

F(spose) = / J(@)5(sp — s€ -z)de
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Ahora usando la proposicion [7] del Apéndice A se concluye que:

fsp, s€) = |/f 6(p—§ z)dx

1.3.3. Traslaciéon

Proposicion 3. Sean f € & y a € R", entonces

% (f(z£a)) = flp£€ a,€). (1.18)

Demostracion. Solamente se probara que 7 (f(x +a)) = f(p + £ - a,£). El otro caso se prueba,
de manera similar.
En base a la Definicio de la transformada de Radon se tiene que:

#(f(z +a)) = /f(m L a)i(p— £ z)da
Realizando el cambio de variable y = & 4+ a se observa que:

/ F@)S(p— € - (y — a))dy

/f(y)5(p+§-a—§-y)dy
= f(p-l—f'a,f),

de donde se obtiene la igualdad deseada. O
1.4. Transformada de Radon de una transformacion lineal

Proposicion 4. Dada una funcion f € 27 y T : R® — R"™ una transformacién lineal representada
por la matriz A tal que Ax=y entonces

7 f(Az) = 2 (f(B™'y)) = |det B|f(p, B'€), (1.19)

donde B = A~ 1.

Demostracion. En efecto, por definicion de la transformada de Radon se tiene:

#(f(Az)) = [ (A)S(p — € - z)da




12 1.5. Transformada de Radon de la derivada de una funciéon

Recordando que z - & = x'¢ se puede ver que £ - Az = A’¢-x. Ahora haciendo uso del teorema
de cambio de variable se concluye que:

wpw) = [ 10 ¢ 2o
— [1w5t ¢ By)det By

— |det B [ f@)s(r - B'E -y)dy.

donde el jacobiano de la transformacién es la magnitud del determinante de B.
Ast, 72(f(As)) = |det B| f(p, BE).
O

Nota 3. Dado que B'€ generalmente no es un vector unitario, se puede aplicar la propiedad de
homogeneidad de la transformada de Radon para transformarlo en un vector unitario.

Corolario 1. Dada f € & y A una matriz ortogonal, observa que:
7 f(Az) = f(p, AE). (1.20)

La demostracion de este corolario es inmediata.

Corolario 2. Dada f € & y A = Al, se tiene que:

P f(A\z) = %f <p, i) = Anl_lf(kp,f). (1.21)

La prueba de este corolario es sencilla a partir de la demostracion de la Proposicion [
Ejemplo 6. Recordando que # (e " ~¥") = \/me P", es facil calcular &7 (e~ (#/2)*~ (/b))
Si f(@) = f(a,y) =V y

B=(39)., B'=("")

Entonces note que f(B~lz) = e~ (@/a)*~(y/ b)Q, de donde al usar la proposicién anterior se tiene
que 7 (e~ (@/*~W/D*) = |det B|f(p, B'€). Aqui ¢ = B¢ = (a&y,b&)" no es un vector unitario
por lo que usando la propiedad de homogeneidad se concluye que:

(e~ @@=/ _ aﬁzﬁ »/I1CI1Y?

1.5. Transformada de Radon de la derivada de una funcién

Proposicion 5. Dada f € &7 y a,b vectores en R", se cumple:
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—
K\‘

of ) ,5)

Tk

(
( -1 k@:ck> af%];é)'
“(

af(p&)
8;’;8@)_55 p .

'\

hed
Q

7 n n 2 82V }
4.7 (Zzzl 2 k=1 azbk%) = (a-&)(b-&2L%E.

Demostracion. Soélo se probara el primer inciso ya que los demés se prueban de manera similar.
Para ello note que

flztex &)~ flx)
9 _ v ( fk) , (1.22)
8.%'k e—0 7
Aplicando la transformada de Radon a y usando con a = eg 5% se tiene
fletex =) — f(x)
<8f> = / lim ( E£k> d(p—&-x)dx
8l‘k e—0 %
k
e—0 e
_ 08
k op
O

Ejemplo 7. Considere el punto 4 de la Proposicion [5] pero ahora suponga que

1, si 1=k
arby, = 0 =
0, si Ik

En este caso, la transformada de Radon de dicho argumento se reduce a la transformada de
Radon del Laplaciano (Ag) de la funcion f .
Asi, §
|23 f(p,f) _ P18

P (Baf(@) = I o

para |[£| = 1.

1.6. Derivada de la transformada de Radon

Anteriormente se vio la relacion que existe entre la transformada de Radon de alguna derivada
parcial de una funciéon f y la derivada parcial con respecto a p de la transformada de Radon de
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la funcién f. Es decir, &7 (%) = 5;6%:;’6).

La pregunta ahora es:

;. Quien es % Z{f(x)}, en caso de existir?

Para responder esta pregunta se usa la definiciéon de la transformada de Radon y la regla de
Leibniz para derivar una integral obteniendo

(;Zkko 8£/f pgzdm—/f é(p—¢& z)dz

Ahora haciendo uso de (Apéndice A, Proposicion [8) se tiene:

(@)} = —aap [at@i ¢ o)

o equivalentemente,

o _
5 U@} =~ 5 P lauf(@).

De lo anterior se da la proposicién siguiente .

Proposiciéon 6. Dada f € &7, se cumple:

9 = 9 >
5 U@} =~ Aanf(@), (1.23)

cuando dichas derivadas existan.

2

Ejemplo 8. Sea f(x,y) =e v*. Luego:

(e V) = / / eV S(p — G — Eoy)dady

_ / / —( )€ g — )H€|I2dUdv
= VA(E + &) e,

Ahora:

2

o (&) = Va(&l + &) e (@2;1&2 )(2p e+ - ).

%1

Por otro lado,

(’*)6, _ _2 VTED - ffg
2 ety - -2 (428 )

EE
- [x/ﬂé% + 53)3/2515(@?}1@) 1-2p%E+ €)™

2

= \/7?(6% + 53)3/2616_(@{@) (2p2(£% + §§>,1 B 1)
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Para el caso particular en el que & = (cos ¢, seng) se tiene

x%\

ng; = Jmcosg e P (2p2 — 1) = —a%-”i'{xf(x)}-

Note que en los ejemplos antes descritos se consider6é todo el espacio en cuestién como el
dominio de las funciones ahi definidas; esto en las aplicaciones no es del todo cierto ya que en
la gran mayoria de éstas se consideran dominios acotados. Por ejemplo, considere f : R? — R
dada por

22 +y? si 22 4+y? <1
fla,y) =
0, sioo2?+9y% > 1.

En base al Ejemplo [7] se debe cumplir que

/(Azf<$)) - ’6‘2 6p2 = 8]?2 .

Por un lado se tiene que Z{A, f(z,y)}=% {4}=8y/1 — p?, de acuerdo al Ejemplo 5.

Por otra parte, dado que f(p, ¢) = %\/ 1 — p2(1 + 2p?), se sigue que:

(%22 v(p, @) = %, contradiciendo la supuesta igualdad. Este problema sencillo prueba que
el Teorema [5| no se cumple en general para dominios acotados.







Capitulo 2

Relacion entre la transformada de
Radon y la transformada de Fourier

2.1. Transformada inversa de Radon

En esta seccidén se estudia la transformada inversa de Radon. Se analiza la férmula de inversion
de la transformada de Radon en dos casos, cuando la dimension de R™ es par y cuando es impar.
Una foérmula general de la transformada inversa de Radon puede hallarse en [11].

La notacién usada en esta seccidon es la misma que se ha venido manejando. En particular

?

,y vy 2z son vectores en R™ mientras que € seguira siendo un vector unitario en R™, p un escalar
y Az el operador Laplaciano.

2.1.1. Dimensién impar

Primero, note que para un vector arbitrario & € R"™, se cumple
[rwie-w-aiay = [ [ swibe-¢ o -o)ipay
= /_OO /f(m +2)|plo(p — € - 2)dzdp (haciendo z =y — x)
= /Oo plf(p+€ - z,€) dp,

—0o0

donde en el dltimo paso se usa la propiedad de traslacion de la transformada de Radon introducida
en el Capitulo 1.
Integrando sobre la esfera unitaria en R™(denotada por S"~1) se tiene

/|ﬂ=1/f<y>rs (Y — o) ldy de = /|ﬂ=l I o)

17
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con d€ el elemento de superficie en la esfera unitaria. Por otro lado, se tiene que la integral del
lado izquierdo de ({2.1)) puede reescribirse usando la siguiente identidad dada en [12]:

4@ () f (@) = A /l£ o / F@E - (v —)ldy de.

la cual es valida para n impar, n > 3. Note que el operador Laplaciano de la igualdad anterior

se puede descomponer como A(n+1)/ 2 A;n_l)/ QA,,,

de donde se obtiene:

4(2m)" (—1) 2 () = ““”A/ / Pl +E-z.6)dpde.  (2.2)

Haciendo el cambio de variables t = p 4+ £ - x se tiene:
| wivresom = [ i-gsliwg

€-x o) .
=/ \t§m|ft§dt+/ 2)f(1,€)dt
— {x

= /j(t—{ x)f /io t—&-x)f(t,€)dt.

Usando la regla de Leibniz para diferenciar una integral y recordando la regla de la cadena se
prueba que

e}

Ax/oo i+ 620 = A [ @-€a)ftea

— A, /gmt—é z)f(t,€)dt

= —2¢-£f(€-2.6).

Dado que £ - € = 1 se tiene
Ba [ bl +6 2 E)dp = ~2/(€ 2.8).

Combinando esta tltima expresion con (2.2) se obtiene la formula de inversion de la transformada

de Radon para n impar mayor o igual que 3, lo cual se enuncia en el teorema siguiente.

Teorema 1. Suponga que f € &/ (R"™) con n impar, n > 3. Dada f(p,£) se puede recuperar a
la funcién f mediante

J@) = Caag ML (2:3)

_— /I£ | (5‘;) F€ o, e)de. (2.4)
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donde
c (-n)=b/2 1 1
TT202mnt T 2 (2w

Demostracion. La primera igualdad se deduce de la construccién que se ha realizado para hallar
a la funcion f.

Para probar la segunda igualdad en el teorema, considere el caso particular cuando n = 3 y
z=(z,y,2).

Usando la primera igualdad de este teorema y la regla de Leibniz para derivar una integral se

tiene

d2 d2 d?
a2 T a2 T a2

o2 02 9%\ .
= /I€I=1 <axQ+ayQ+622> f(€ -z, 8)dE.

A e merde = (

) J(€ - z.£)de
[€]=1 [€]=1

Por otro lado usando la regla de la cadena es facil ver que

)

p=£-z

0 : 0 -
Gl €28 =6 5 0.

y de manera similar se puede probar que

0? . 0?

p=£z

De donde se tiene que (2.5)) queda como

o ,
s Jeod= [ 5706

p=€-T

La forma de proceder para el caso general es el mismo que se usd para este caso particular. [

El siguiente ejemplo es importante en las aplicaciones ya que muestra la férmula de inversion
para un objeto tridimensional dada su transformada de Radon.

Ejemplo 9. Sea f = f(x,y,z). Luego C, = C3 = —1/87? y la férmula de inversion es:

f@) = - A fe ze)de

812~ Jig=1

1

= T8n2 lsl:lfpp(g'f”»g)dfa
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o mas explicitamente,

1 (&2 &2 &
flz,y,2) = (

~53 da:2+dy?+dz2> Iﬂzlf(élsv—l—&y-l-ﬁ?,z’f)df-

Claramente & y d¢ pueden escribirse en términos de coordenadas esféricas usuales en R3, es decir,
& = (sen¢cosf,sen psen b, cosd) y d€ = sen ¢ de db,

donde 0 < ¢ <7, 0 <8 < 2m.

2.1.2. Dimensién par

Al igual que en el caso anterior, note que para un vector arbitrario £ € R™ se cumple:

/ f()logle - (y —z)ldy = / / " f(w) loglp| 8(p — (€ - (y — z)))dpdy.

Nuevamente usando el teorema de Fubini para intercambiar el orden de integracién y usando

la propiedad de traslacion de la transformada de Radon se tiene

o0

/ F@)loglé - (y — )ldy = / loglp| f(p+ & - 2,€)dp.

—00

Integrando sobre S”~! y usando la siguiente identidad para n par, n > 2,

(2m)" (~ 1) D2 () = AL /I£ . / F@)loglé - (y — ) |dyd.

se sigue que

@m)"(~1)" 2 f(2) = AFTA, /Ie o / ol fp + €z E)dpde. (26)

Note que
Afpreag) = 32 P fpre e
ftE28) = ) 5o gl
7=1
"9 9 .
= ~— 7 f(t,§)
];ijﬁx]
Por otro lado
0 0 - 0
0
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de donde:
Asi, . .
A, /_ loglp| F(p + € - . €)dp = / loglpl fu(p + € - . €)dp

Ahora aplicando integraciéon por partes se llega a que

/_ " loglplfulp + €7 6)dp = / " loglt — & -2l fult,E)dt

—oop_§ U

Todo lo anterior se resume en el teorema siguiente.

Teorema 2. Suponga que f € & (R") con n par y n > 2. Dada f(p,£) se puede recuperar a la
funcién f mediante

_ Cn (n—2)/2 > fp(p,€)
fl®) = iwAm /|§| s :z:d ' d€ (2.7)
" g
- ap p7
B 17T/|£| 1/ p— 6 T dpd{a (2.8)

donde C,, es la misma dada en el Teorema

El siguiente ejemplo muestra como recuperar una funcion f(x,y) a partir de su transformada

de Radon.
Ejemplo 10. Suponga que n = 2. Luego:

]- 2m o fvp(paé)

A2 0 7oop_§'2dpd¢7 (2.9)

flx) = f(z,y) = -

donde € = (cosp,sen ) y €-x = xcos ¢+ ysen ¢.

Realizando algunos cambios de variable se tiene que la ecuacion (2.9) puede escribirse como

fla // fppﬁdd(b’

o de manera alternativa como:

1 ™/2 > fp(pag)

f(xay):_ﬁ /2 p—Ex

dp do.

Haciendo x = rcosf y y = rsenf, se tiene que f en coordenadas polares se escribe como

o(,€)
fr 2772/ /Oop—rz'osé 9)dpd¢
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Las formulas dadas en este ejemplo constituyen una solucién al problema de reconstruccion
a partir de las proyecciones f(p,€).

Ahora se analiza la relacién entre la transformadas de Radon y la transformada de Fourier.
Para ello se comienza definiendo las transformadas directa e inversa de Fourier de una funciéon f
usando las definiciones dadas en [3]. Posteriormente se da la relacion entre las transformadas de
Radon y de Fourier para darse cuenta que recuperar la funcién f a partir de su transformada de
Radon es mas sencilla usando la transformada de Fourier que la transformada inversa de Radon.

2.2. Transformadas directa e inversa de Fourier

Definicion 2.2.1. Sea f localmente integrable en R™(ver definicion [A.0.1)). Si los puntos en

R™ son denotados por & = (z1,...,x,) y los puntos en el espacio de Fourier n-dimensional por
k = (k1,...,k,), entonces se define y se denota la transformada de Fourier n-dimensional de f
mediante

Fulf) = Fo) = [ 1@y 22z, (210)

y la transformada inversa de Fourier de la funcién f como

fl@)=7"'f= / Fk)e> k= dk. (2.11)

Observacion 1. Note que f(k) es una funcion de valores complejos de k. Mas atn, sin =1, k=0
entonces

AN =FO = [ faa

es decir, se tiene la integral usual de la funcion f.

Ejemplo 11. Sea f : R — R dada por

f(x):{ g_m s @ <0

si x>0,

con a > 0.
Se sigue que:

9]
%(f) — /0 e—27r15xe—aa:dm

_ / e_x(27ri8+a)d$
0

1
2mis 4+ a’

axr

Note que la transformada de Fourier de la funcion f(x) = e~ es otra funcion de valores

complejos la cual es continua en su dominio de definiciéon. Esta funcién es conocida usualmente
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“ f@)=e
3 g(w) =™
g@) =71

r(x) =e 2

Figura 2.2.1: Graficas de f(z) = e~ para distintos valores de a .

1

Figura 2.2.2: Graficas de .7 (e™%") = 55— para distintos valores de a.

como el espectro de frecuencias de la funcion f [30]. En otras palabras, la transformada de Fourier
de la funciéon f es una extension a funciones aperiodicas de las series de Fourier [29].

Se considera este ejemplo en particular ya que muchos fenémenos fisicos se modelan mediante
la funcién exponencial, tales como el crecimiento o decremento de un capital o poblacién. En
este ejemplo la funcién exponencial modela la pérdida de intensidad a través del cuerpo humano
conforme transcurre el tiempo.

Para conocer mas sobre la transformada de Fourier y sus aplicaciones se puede consultar [15] 6
[29].

2.3. Relacion entre la transformada de Radon y la transformada
de Fourier

Como se vi6 anteriormente, encontrar una férmula explicita de inversion para la transformada
de Radon es muy complicado. En vez de eso, en esta seccién se da un teorema que establece la
relacion entre la transformada de Radon y la transformada de Fourier lo cual permite recuperar
a la funciéon f de manera més sencilla.




24 2.3. Relacidon entre la transformada de Radon y la transformada de Fourier

Para ello note que dada f € £ localmente integrable se cumple:

Al = [r@e s
= //oo f(@)e ?™5(t — k - z)dt da, t € R.

Usando el teorema de Fubini para intercambiar el orden de integracion se tiene:

Talf) = i) = /_OO / f(@)e 5 (t — k - z) dadt,

luego, si k=s€ y t=sp con s € R y £ un vector unitario en R", entonces:

fse) = [ e ([ € aaa) ap

—00

N / R

Es decir, se obtiene:

Talf) = 7)) = A2 {f}),

donde f es la transformada de Radon n-dimensional de la funcion f.

Asi, se ha podido establecer la relacién que involucra la transformada de Radon con la
transformada de Fourier. Razoén por lo cual, se establece en el teorema siguiente ya que esta
relacion es fundamental para esta tesis, pues como se vera mas adelante, los métodos de inversién
més utilizados se fundamentan en esta relacion.

Teorema 3. Sea f € &7 una funcién localmente integrable en R™. Entonces se tiene

Falf) = A = A (2.12)
Corolario. Bajo la hipodtesis del teorema anterior se observa que:

f0:6) = () 76 = [ " F(se)ermovas, (2.13)

Es decir, se puede hallar la transformada n-dimensional de Radon aplicando la transformada
inversa unidimensional de Fourier a la transformada n-dimensional de Fourier.

Ejemplo 12. Si f = f(z,y), entonces .72{f} =.71{Z(f)}. En efecto, desglosando el lado
derecho de la igualdad anterior se observa que:

Tz} = /_ 2 (f)e2mkr gy,
= /OO /oo /°° f(x,9)8(p — x cos ¢ — yseng)dxdy e > *Pdp

_ / / f(.T, y)e—Qwik(m cos ¢+ysen¢)dl‘dy.
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Haciendo k; = kcos ¢, k, = ksen¢ resulta

ALy = [ [ fagpe et dady
— Al

Ejemplo 13. Sea f(z,y) = (2 + y2)e—7r($2+y2).

Calcularemos la transformada de Radon de f por el método directo y el método de la transfor-

mada de Fourier:

s Método Directo:
Usando la linealidad de la transformada de Radon se tiene

P ((x? + yg)e_”(f"’2+yz)) = 9‘?(:526_”(“;2”2)) + @(y2e_”(x2+92)).

Ahora mediante algunos calculos se llega a:

P (2@ )y = / / 22 "5 (p — wey — y&o)dudy

= e lEl? +

1€11° 2nlig]]

2 [p2(§1)2 (62)? ] 7

y de manera similar se prueba que:

7rp2

.@?(yZe"T(x2+y2)) —c &2 [

_l’_

p*(&)? | (&) }
€113 2n|igll] -

Si &€ = (cos¢, seng), entonces 7 ((2% + y2)e ™(@ V)Y = ¢~ (p? 4 =).

= Método de la transformada de Fourier:

Aplicando la transformada bidimensional de Fourier a la funciéon f se tiene:

flsu,sv) = / / (:E2+y2)e_7r($2+y2)e_%is(ww”)dmdy,

se puede ver que
f(su, sv) = e*“Q(“%”Q)(% — s%(u? +v?)).
Si se evaltia en u? +v? = 1 con € = (u,v), entonces se tiene

F(s€) = e (L = ).
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Usando el Corolario del Teorema [3] se concluye

fp.&) = A (f(s0)
= [ e

—00

o0 1 2 _ 22' _ 2 2 1
=[G e — e g ),
™

oo T

Si el lector comprueba los resultados obtenidos en este ejemplo mediante los dos métodos,
notard que resulta méas complicado hacer los cédlculos de la transformada de Radon usando el
método de la transformada de Fourier que hacerlo directamente. Sin embargo, como se vi6 en la
unidad anterior, es muy dificil aplicar la transformada inversa de Radon, motivo por el cual se

ilustran en el Capitulo 3 algunos métodos que usan la relacion mostrada en el Teorema [3]




Capitulo 3

Métodos de 1nversion

Una vez que se analiz6 la transformada de Radon y su relaciéon con la transformada de Fourier,
se exponen algunos métodos recientes de inversion de la transformada de Radon.

La siguiente formula dada en [33],

fpy = - [T,

es equivalente a las formulas dadas en el Teorema [2] del Capitulo 2 y es una solucion al problema

de reconstruccion a partir de proyecciones.

La formula dada es véalida cuando f es una funcioén continua con soporte compacto(ver Apéndice
A Definicion A.0.2.) y las proyecciones f son conocidas para todas las rectas L. La condicion
de soporte compacto no tiene inconvenientes dado que se puede considerar al objeto en cuestion
dentro del disco unitario, y la condicién de continuidad se puede corregir en la mayoria de los
casos. Sin embargo, dado que en la practica se toma un nimero finito de proyecciones, surgen
problemas relacionados con la unicidad de la solucién. De hecho, el siguiente teorema refleja la
dificultad de encontrar una tnica funcion f en las aplicaciones (|20],[31]):

Teorema. Sea f : R? — R una funciéon de soporte compacto. Dada f (p, ¢) para todo valor de
pERy ¢ €0,27), se puede recuperar f a partir del conocimiento de f(p, ) mediante

S S L Gl VR 3
fam) =5 | [ 2255 dpas,

donde & = (cos ¢, sen ¢).

Note que este teorema indica que la funcioén f no se puede obtener mediante un ntmero finito
de proyecciones.
Los algoritmos que a continuacién se presentan son para el problema de reconstruccién bidimen-
sional a partir de proyecciones donde la proyecciéon constituye una muestra de la transformada
de Radon en R2.

27
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3.1. Meétodo directo de Fourier

En esta secciéon se estudiara el método directo de Fourier. Se analizara el Teorema 3 para los
casos bidimensional y tridimensional ya que en estos casos es donde existen las aplicaciones.

3.1.1. Dos dimensiones

La version bidimensional del teorema de la proyeccion de cortes es equivalente al teorema del
corte central y bésicamente establece la relaciéon entre la transformada bidimensional de Fourier
de una funciéon f(z,y) y la transformada unidimensional de Fourier de la transformada de Radon
de la funcién f, es decir

X

I} = A7 ()} = A} (8.1)

Note que existe un cambio de coordenadas entre coordenadas rectangulares y coordenadas
polares en el espacio de Fourier como lo ilustra la Figura ya que

Fa{f (@, )} = f(kas ky),

mientras que

F1f(p,9) = f(k. 9).

Asi, se puede pasar de coordenadas rectangulares a coordenadas polares en el espacio bidimen-
sional de Fourier obteniéndose f(kz, ky) = f(k,$), donde k = (k2 + k;)l/2 y ¢ = tan(ky/ky).

f(z,y) % f(p, 9)

Fy| | P - 2
Fll, i) e Comiio de ik )

Figura 3.1.1: Diagrama del teorema de cortes de Fourier en dos dimensiones.

Se sigue que en términos de una proyecciéon de f a un angulo fijo ¢ = 0, denotado por fy (p),
la misma informacion es contenida en la proyeccion fp (p) como en un corte al mismo angulo 6
de la transformada bidimensional de Fourier de f.

Esto es, f(ks,ky) evaluado en la recta que pasa por el origen a un angulo 6 en el espacio de
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Fourier es equivalente a la transformada unidimensional de Fourier de la proyeccion fy (p), donde
el 4ngulo de proyeccién es el mismo angulo 6 como lo ilustra la Figura Después de realizar

v K,

\
s

k ('L‘

Figura 3.1.2: llustracién geométrica del teorema de cortes de Fourier bidimensional.

el cambio de coordenadas, ]?(kz, ky) puede ser escrito como }’:(k:, ¢), donde k = (k2 + k;)l/ 2y
¢ = tan"'(ky/ks). Si ¢ = 6, entonces:

F(k,0) = Folk).

Con lo anterior, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 4 (Teorema de Cortes de Fourier). Sea f : R?> — R una funcién de prueba. Para
¢ € ]0,2m) se tiene que:

F(k,0) = f (k). (3.2)

En resumen, el teorema de cortes de Fourier establece que la transformada unidimensional
de Fourier de la proyeccion de una funciéon f(x,y), obtenida a partir de rayos paralelos entre si
y formando un angulo ¢ con el eje X, es el corte o muestreo de la transformada bidimensional
de Fourier de la funcién f(kr, ky) a lo largo de una recta que forma un angulo ¢ con el eje k.
Segiin este teorema, si se tienen todas las proyecciones f (p, @) se puede obtener f(z,y) calculando
la transformada inversa de Fourier bidimensional a Sg(w), es decir,

fla,y) = 7 HSs(w)}.

Dado que Sy esta en coordenadas polares es necesario un cambio de coordenadas polares a
coordenadas cartesianas como lo ilustra la Figura [3.1.3

Cuando una reconstruccion se obtiene mediante el Teorema de cortes de Fourier, se dice
usualmente que se uso el método directo de Fourier.
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K, | K,

Figura 3.1.3: Diagrama que ilustra el cambio de coordenadas en el espacio de Fourier.

3.1.2. Tres dimensiones

Antes que nada, recuerde que en general una recta L en el espacio puede ser escrita en forma

vectorial como:

L = Lo + s, (3.3)

donde Lg es un vector de desplazamiento, s € R y T es el vector director como lo ilustra la Figura
3.1.4L Note que el vector L — Ly es paralelo al vector T, el cual se supondra unitario y puede ser

escrito como:
cos ¢ cos 0

7= | sen¢cosf
sen 6

El vector de desplazamiento Lg puede ser descrito como:
Lo = ua + v, (3.4)

donde u,v € R y a,B son dos vectores de direcciéon normalizados. Note que dichos vectores se
pueden elegir de tal forma que 7,a, 8 formen una base ortonormal para R3. Los vectores a, 8
pueden ser descritos de diferentes formas, en este caso se consideran como los describe [27]:

—sen ¢ —cos ¢psenf
a=| coso y B=| —sengsent
0 cos 0

Cabe mencionar que existen diferentes formas de definir estos vectores unitarios, por ejemplo,
algunas pueden hallarse en [23], [22].
Siguiendo [4], se tiene que las integrales de linea en R? se pueden expresar usando las ecuaciones

f(,0,u,v) = / f(sT + ua + vB)ds. (3.5)
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Ly

Figura 3.1.4: Representacion geométrica de una recta en el espacio.

La transformacion del dominio (z,y, z) al dominio (s, u,v) es muy tutil ya que si

T cos¢pcosf) —sen¢ —cos¢sent S
L=|y|=|sen¢cosf cos¢ —senpsenf |- -|u| =Qp,
z sen 0 0 cos v

entonces usando el hecho de que los vectores T, a, B son ortogonales y unitarios se tiene que

s cospcos  sengpcosf  send x
p=|ul| = —seng cos ¢ 0 Ny | = Q'L.
v —cos¢psenf —sen¢senf cosf z

Una caracteristica de la matriz @) es que s6lo dos d4ngulos son necesarios, mientras que una matriz
de rotacién en general usa tres dngulos de rotacion.
Asi, si

f(¢797u7v) = /OO f(37+ua+'v,3)d8,

entonces aplicando la transformada bidimensional de Fourier a la expresion anterior se tiene:

T (6,0,m,0)) = P60,k k)
= / / f(qb,0,u,v)672”i“k“+”k”dudv

= / / / f(sT 4+ ua + U,B)e_%i“k“”k“ dsdudv. (3.6)
Por otro lado, dado que:
Ay =ru = [ [ [ rweitar,

entonces

F(L) = /_ Z /_ O; /_ Z PK) LK K (3.7)
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Como L = st +ua +vfB y dado queu =a-Ly v= "L, se tiene que [3.6] queda como

(6,0, ku, k) = / / / F(L)e2mib et koB) g, (3.8)

Este resultado muestra que la transformada bidimensional de Fourier de las integrales de linea es
la transformada tridimensional de Fourier de la funcién f, es decir, es la versiéon tridimensional
del teorema de cortes de Fourier.

En resumen se tiene el siguiente teorema

Teorema 5. Dadas f : R3> — R, L una recta en el espacio dada como en (3.3 donde o, 8 son
como se describieron anteriormente, se tiene que:

T J(9,0,u,0)} = FA{F(L)). (3.9)

Asi, la funcion f(L) se puede recuperar aplicando una transformada bidimensional de Fourier
al sinograma para todos los valores de ¢, # para posteriormente aplicar la transformada inversa

tridimensional de Fourier.

Como ultima observacion note que si § = 0,u = p,v = 2¢, entonces de la ecuacion (3.5)) se
tiene:

f(p,0,0) = /_oo f(scos¢p — psen ¢, ssen ¢ + pcos ¢)ds, (3.10)

la cual es la transformada de Radon bidimensional aplicada en el plano z = 23 donde el para-
metro angular ¢ ha sido rotado 90° comparada con la definiciéon de la transformada de Radon
bidimensional dada en el Capitulo 1.

3.2. Retroproyeccion

Se comienza esta seccién definiendo el operador de retroproyeccién, el cual servird en lo que
resta de esta seccion.

Definiciéon 3.2.1. Considere una funciéon arbitraria ¢ (¢,€) localmente integrable, donde
t =& -x =1xcosp+ yseng. Se define el operador de retroproyeccion % como

W) (x,y) = /0 " cos ¢ + ysend, £)dd, (3.11)

o en coordenadas polares mediante

F)00) = [ bl eos(v - 0).6)d0, (3.12)

donde £ =rcosf y y = r senf.
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(a) Dos proyecciones de un objeto rectangular. (b) Retroproyeccion de dos proyecciones.

Figura 3.2.1: Descripciéon geométrica de las retroproyecciones, donde las retroproyecciones se
sobreponen para aproximar al objeto original.

La interpretacién geométrica de la retroproyecciéon para sélo dos proyecciones se ilustra en la
Figura Ahora se define el operador de imagen retroproyectada como

- / f(z cos ¢ + ysene, )de.
0

Un resultado tutil mostrado en [3] es que la funcién original f(z,y) convolucionada con 1/r da
como resultado la funciéon retroproyectada, es decir,

b(z,y) = flz,y)* *%
Y fla' y")dz'dy’
} /_00 /—00 (2 — 22+ (y —y")2Y? (3.13)

donde r = (2% + y?)/2 y ** representa la convolucion bidimensional [25]. Esto puede verse
como el operador % actuando sobre f, donde f = .77 ~1{.%5 (f)} es usado para las proyecciones

Zf=27 "7}, (3.14)
o equivalentemente usando la ecuacion ([3.12))

b(r,0) = 2.7 " fk, ). (3.15)
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Aqui, ¢ = tan~1(ky/ky), k = (k2 + kz)l/ 2y .77 ! transforma la variable k. Explicitamente:

b(r,0) =(@{/wf@¢p%w%}

/ / f(k, ¢)e2ﬂikr cos(0—¢) dkd¢
0 —o00
27

_ k‘_lf(k',¢)62WikTCOS(0_¢)kdkd¢
0

= 7 Mk

Ahora, del teorema de convolucion (|3],[28]) se tiene:

br6) = A Y b e HET
S 6) st (3.16)

r

el cual es equivalente a la ecuacion ((3.13]).

ONS

a) Imagen original. b) Retroproyeccién a par- (¢) Retroproyeccién de 10
tlr de una sola proyeccién proyecciones.
parallel-beam, con # = 30°

000

d) Retroproyeccion de 20 (e) Retroproyeccion de 45 (f) Retroproyeccion de 360
proyecc1ones proyecciones. proyecciones.

Figura 3.2.2: Proceso de reconstrucciéon de un objeto usando solamente la retroproyeccion.

El proceso de retroproyecciéon por si solo no reconstruye perfectamente la funcién f, sino que
genera una version difuminada (borrosa) de la misma (ver Figura|3.2.2)). Este fenomeno se debe

"Tmagen tomada de [10].
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a que la funcion retroproyectada, con respecto a la funcion original, corresponde a la ecuacion
(13.13)).

3.3. Retroproyeccion filtrada

a) Imagen original b)Retroproyeccion filtrada a c) Retroproyeccion filtrada
partir de 2 proyecciones de 5 proyecciones

d) Retroproyeccion filtrada e) Retroproyeccion filtrada f)Retroproyeccion filtrada
de 40 proyecciones de 100 proyecciones de 400 proyecciones

Figura 3.3.1: Proceso de reconstruccion de un objeto usando retroproyeccion filtrada mediante
Matlab.

Para corregir el problema de la visién difuminada en la retroproyeccion, existe el método
de retroproyeccion filtrada el cual transforma las proyecciones simples en proyecciones filtradas
aplicando un filtro, esto con el fin de obtener proyecciones més nitidas y con menos factores de
ruido como lo ilustra la Figura[3.3.1

Es importante recordar que esta sumatoria se puede hacer ya sea en el dominio de Fourier o
en el espacio de dominio debido a la linealidad de la transformada de Fourier. Como su nombre
indica, hay dos pasos dentro del algoritmo de retroproyeccién filtrada: la parte de filtrado, que
puede visualizarse como una ponderacién de cada proyecciéon en el dominio de frecuencia, y la
parte de retroproyeccién, que es equivalente a encontrar las reconstrucciones correspondientes a
cada una de las proyecciones filtradas.

A partir de la relaciéon

k$,k / / f T y —27mi(zke+ yky)dxdy,

se tiene

flz,y) = / / Flky, ky) 2™ @ketvke) qre. dk, . (3.17)
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Pasando de coordenadas rectangulares a coordenadas polares mediante:
ky = kcos ¢, ky = kseng, dk, dk, = k dk d¢,

se puede reescribir (3.17) como:

27 0
Fa,y) = /0 /0 Flk, ¢)e2mibteeossysend) ). ap. 4o, (3.18)

La ecuacién anterior puede separarse en dos sumandos considerando ¢ variando de 0 a m y de 7
a 2m. Asi

f(x, y) = / / ‘}?(k, ¢)62m'k(x cos¢+ysen¢)k dk do
0 0

. /‘ﬂ' /oo f(k, 6+ 7r)62mk[x cos(¢+m)+ysen(¢p+m)] . g1 do,
0 0

y usando la propiedad

fk, ¢ +m) = f(=k, 9),

la expresion (3.18) para f(x,y) puede expresarse como:

ta = 7| [ Rl ao (319)
0 —00
donde se ha simplificado la expresion usando p = x cos ¢ + ysen¢. Ahora, se denota Sy(k) como

Selk) = AL2 ()} = A,

con lo que la expresion (3.19) queda como

Foy) = /O i [ /_ S,k k|2 dk]| do. (3.20)
Finalmente la ecuaciéon se puede expresar mediante:
flx,y) = /07r Qg(x cos ¢ + yseng)de, (3.21)
donde -
Qo) = [ Su(b)lkle= (3.22)

La ecuacion (3.22)) representa una operacion de filtrado (convolucion) donde la respuesta en
frecuencia del filtro esta dada por [k|; por lo tanto, Q4(p) es llamada una proyeccion filtrada. Las

proyecciones resultantes para distintos d&ngulos ¢ son superpuestas para formar la estimacion de

f(z,y).




Capitulo 4

Tomografia Axial Computarizada

Como ultimo capitulo de esta tesis, se aborda el tema de la Tomografia Axial Computarizada

(TAC), se analiza su relacion con la transformada de Radon y se ilustra un ejemplo de como
aplicar este método de reconstruccién.
La TAC nace como una técnica de diagnéstico en medicina mediante la visualizaciéon por rayos
X. El fundamento de la tomografia es la adquisicién de una imagen por rayos X de un corte
transversal de un objeto para distintos angulos de rotaciéon con respecto al mismo. Cada una de
estas imagenes es una proyeccion, y la tomografia es la técnica de reconstruccion de imégenes a
partir de proyecciones de un objeto. La palabra axial deriva de su uso médico, originado porque
las proyecciones se obtienen rotando el tubo y el detector en torno a un eje.

4.1. Generaciones de sistemas tomograficos

En esta seccion se dan a conocer algunos de los diferentes tipos de sistemas tomograficos que
se han venido desarrollando en las tultimas décadas.
La historia posiblemente comenz6 en 1895 cuando el fisico aleman Wilhelm Konrad Roéntgen
(1845-1923) descubrio los rayos X, al observar como se habia cubierto una placa fotografica [32].
Rontgen descubrié ademas las propiedades penetrantes de los rayos X sobre la materia y la acciéon
de estos sobre las peliculas quimicas de placas fotograficas y pantallas fluorescentes. Con estas
propiedades de los rayos X fue posible obtener imégenes bidimensionales o radiografias del inte-
rior del cuerpo humano, aunque debido al escaso avance tecnologico de la época no fue posible
detectar la complejidad anatémica de tejidos suaves tales como miisculos, tendones, nervios y
vasos sanguineos.
Un importante progreso fue cuando se logré medir la cantidad de rayos X absorbidos por dis-
tintos materiales mediante un detector. Este avance permitié asociar a cada material una tnica
funcién llamada coeficiente de atenuacion, la cual mide la capacidad del material para absorber
o dispersar la radiaciéon de rayos X y es caracteristica de cada material. Los datos obtenidos al
radiar un objeto por medio de rayos X desde distintas direcciones suelen llamarse las proyecciones
del objeto ([6],[7]).

37
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En 1917 Johann Radon demostré mateméaticamente que se puede reconstruir un objeto bidimen-
sional o tridimensional si se conocen todas sus proyecciones ([11],[33]). Sin embargo sus trabajos
permanecieron en el olvido aproximadamente 50 anos hasta que Cormack y Hounsfield usaron
sus resultados para crear de manera independiente las bases de la tomografia computarizada.

El primer tomégrafo fue construido por Hounsfield en 1972; este tipo de escaneres se caracteriza-
ba por trabajar con un tnico detector y una fuente de rayos X altamente colimada(Técnica para
hacer los rayos X paralelos). De esta manera, tanto la fuente como el detector se trasladaban
linealmente hasta cubrir al objeto de estudio, para después rotarlos conjuntamente y realizar la
siguiente proyeccion, tal como lo ilustra la Figura Como se podra imaginar, el tiempo

|E| traslacidn a 90° IEI traslacion a 90°
o objeto
. il 18 —
1" baslacicn —
traslacién 1
t fuente de
zlemenlo fuente de rayos X
detector rayos X
E| d‘ ubo en rotacidn

o proyeccidn
fuente de )
1ayos W detector egtdtico

Figura 4.1.1: Generaciones de tomografos. a) 1¢ generacion: traslacion lineal con un tnico detec-
tor, b) 2% generacion: traslacion lineal con multiples detectores, c¢) 3% generacion: detector lineal
o en arco, d) 4% generacion: anillo de deteccion estatico.

de adquisicién entre proyecciones era muy alto, por lo que surgieron los tomografos de segunda
generacidon que esencialmente tenian el mismo mecanismo que los tomoégrafos de primera gene-
racion salvo que ahora se incluian varios elementos detectores.

Los tomografos de tercera generacion se caracterizan por tener un arreglo de detectores ya sea
lineal o en arco suficientemente largo tal que el campo de visién cubra al objeto en cualquier
proyeccion; de esta manera se elimina la traslaciéon lineal, disminuyendo el tiempo de adquisicion.
Esta geometria es conocida como fanbeam o geometria en abanico.

Dentro de la geometria de los escaneres de tercera generacion, si se aumenta el nimero de detec-
tores perpendicular al plano de proyeccién se obtiene la llamada geometria cone-beam o de haz

magen tomada de [8] para un objeto tridimensional.
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coénico, tal como lo ilustra la Figura |4.1.2

" Detector

Fuente . S
’ g Fuente

a) b) c)

Figura 4.1.2: llustracion de las diferentes geometrias: a)geometria paralela b)geometria fanbeam
c)geometria cone-beam.

Los algoritmos de reconstruccién varian entre estos dos tipos de geometrias a pesar de estar
en la misma generacion de escaneres: la reconstruccion fanbeam se realiza mediante el algoritmo
de retroproyeccion filtrada mientras que la reconstruccion cone-beam se aproxima mediante mé-
todos iterativos menos exactos que la fanbeam.

Los tomografos de cuarta generacion introducidos en 1976 constan de un arreglo de detectores
colocados en forma circular tal que cubren al objeto de estudio, mientras que el tubo emisor
de rayos X gira dentro del arreglo, iluminando varios elementos de deteccion a la vez [14]. No
obstante, el tamano del anillo necesario para mantener una distancia adecuada entre el paciente y
la fuente de Rayos X, y la cantidad de detectores requerida para alcanzar una resolucién espacial
aceptable, hicieron que este disefio resultara practicamente muy costoso. Aproximadamente en

Gantry Tubo de rayos x

Volumen <
e imagen

Movimiento .
continuo
de la mesa

Figura 4.1.3: Tomografo en espiral.

1978 se introdujo la tomografia por rayo de electrones (EBCT, del ingles electron beam computed
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tomography) que constituye la quinta generacion de tomografos. El EBCT utiliza una arqui-
tectura estacionaria, donde un rayo de electrones hace un barrido a lo largo de cuatro placas
semicirculares que rodean al paciente ([10]).

En la década de los 80’s surgieron los tomodgrafos de quinta generaciéon los cuales consistian de
aproximadamente 14 fuentes fijas de rayos X y numerosos detectores también fijos lo cual per-
mitia una alta resolucién espacial, sin embargo debido al gran peso de hasta 15 toneladas y el
costo de varios millones de délares nunca logré hacerse comercial salvo en Estados Unidos.

La sexta generacion de tomografos es la constituida por tomografos en espiral o helicoidal (Fi-
gura, la cual usa la geometria fanbeam salvo que se caracteriza por hacer un movimiento
continuo de la camilla a través del gantry (parte del tomografo en continua rotacion que contiene
el tubo de rayos X y el arreglo de detectores). La posibilidad de escanear érganos y regiones
anatémicas en un periodo muy corto de tiempo demostré las ventajas de esta innovacién, sin
embargo, en la tomografia en espiral los tubos de rayos X se podian sobrecalentar. Este hecho
impulsé el desarrollo de las arquitecturas con multiples detectores y en 1998 llevé a la introduc-
cion de modelos de séptima generacion: tomografos multi-tajadas (MSCT, del inglés Multi-Slice
Computed Tomography), también llamados multi-detectores (MDCT, del inglés Multi-Detector
Computed Tomography). Estos equipos se caracterizan, principalmente, por tener arreglos mul-
tidimensionales (varias lineas de detectores) y se basan en la geometria cone-beam. Asi, permiten
recoger datos correspondientes a varias tajadas simultdneamente y, por consiguiente, reducen el
ntmero de rotaciones del tubo de rayos X necesaria para cubrir una regiéon anatémica especifica

(I6], [14], [19]).

4.2. El problema inverso de la Tomografia Axial Computarizada

Considere un plano fijo a través del cuerpo humano. Denote con p(x,y) el cambio de densidad
en el punto (z,y) y suponga que L es una recta en el plano que interseca al cuerpo. Suponga que
se envia un haz delgado de rayos X al interior del cuerpo a lo largo de la direccién determinada
por la recta L y se mide qué tanto es atenuada la intensidad del rayo cuando pasa a través del
cuerpo. Parametrizando L mediante

pe'® +s5¢® € C,s eR,

donde se hace la identificacion de C con R?. Se tiene que la atenuacion de la intensidad I esté
descrita aproximadamente por dI = —vyplds con v una constante. Integrando a lo largo de la
recta L se tiene s
Inl(s)= ’y/ p(pe'® + sei®)ds,
50
o asumiendo que p es de soporte compacto, el algoritmo de la variacién de intensidad del haz al
ser aplicado en la direccién L viene dado por

[e.9]

InI(o0) = —7/ p(pe'® + se'®)ds.

—0o0

*Imagen tomada de [21].




4. Tomografia Axial Computarizada 41

De esta forma se ve que a partir del conocimiento de la distribucion de las densidades en el interior
del cuerpo, la cual corresponde a los factores de atenuacion del haz de rayos X, se pueden calcular
todas las integrales de linea. Esta es la llamada transformada de Radon

o0
f(p,o)= / p(pe'® +se®)ds, peR,¢el0,n). (4.1)
—0o0

El problema directo es calcular la transformada de Radon cuando p es dada, mientras que el
problema inverso es hallar la funcién de densidades p si se conocen los valores de su transformada
de Radon.

Se tiene que el problema inverso es un problema mal planteado(ver Apéndice B, Definicion B.1.1).
En efecto, suponga que p tiene simetria radial y considere las rectas L paralelas al eje Y. Se tiene
que p = p(r), r = /22 + 32, y el rayo L, que pasa a través de (z,0) se puede parametrizar por
(z,s),s € R. Esto conduce a

V(z) :=In(c0) = —2v /000 p(v/22 + y?)ds. (4.2)

Si nuevamente se asume que p es de soporte compacto contenido en X donde
X :={z € R: |z| < R, R suficientemente grande}, mediante el cambio de variable

s=1/r2 —22 en (4.2) se llega a

R

o0

A pr) dr = —2v LA\ pr) dr.
V222 2 — a2

Un tltimo cambio adicional en las variables z = R? —r? y y = R? — 22 transforma esta ecuacion

Vi) = -2y

en la siguiente ecuacion integral de Abel para la funcion

z— p(VR? — z) :

V(

v (VR —
RQ—y):—’y/ udz7 0<y<R
0

NI
Asi, el problema inverso es hallar p en esta dltima ecuacién conociendo V', el cual es un problema
mal planteado (ver Ejemplo .

i, Qué tan serio es que este problema inverso sea mal planteado? Como ya se sabe, la estabilidad de
la solucién no esté asegurada, por lo que en aplicaciones deben hallarse métodos que aseguren una
buena estimacion de la funciéon f, ya que regularmente existen perturbaciones en la recoleccion
de datos tales como factores de ruido. Para ello, se utiliza la regularizacion(filtros) para hallar a
la mejor aproximaciéon de la solucién.

4.3. Adquisicion de datos a partir de integrales de linea

Una imagen tomogréfica o perfil consiste en las medidas de flujo de radiacién a través de
un objeto para distintos angulos de incidencia. Considere un corte transversal que se divide
en vozels con dimensiones Az, Ay, Az donde a cada voxel puede asignarse una atenuaciéon pu.
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(Figura [4.3.1P)

Rebanada Anatomica Imagen reconstruida
(Voxel) (Pixel)
. : T T T T
T N
P » 2
o ST e
g - =
(W T ‘
] A ; : % - 1
| = - A
X ; 5 N e
= T
‘ N [TTT T T T T TTTTd

—

Voxel Pixel

Figura 4.3.1: Proceso de adquisicién de una imagen.

Considérese también un rayo de intensidad Iy, que penetra un objeto a lo largo de una
trayectoria L, en linea recta, pasando por cada voxel (o region discretizada del objeto) con una
distribucion no homogénea de atenuaciones p(x). La intensidad del rayo que alcanza el detector
I(x) depende no sélo de la distancia atravesada z sino también de la atenuacion p(z) de cada
punto en su trayectoria, obedeciendo la ley de Beer-Lambert:

I(z) = Iye Jpm@de, (4.3)

Dado que es posible medir tanto Iy como la intensidad de salida I(x) en el detector del
tomografo, resulta conveniente escribir (4.3]) como:

p(z) = —In <%)> - /L p(z)da. (4.4)

La ecuacion constituye una integral de linea o transformada de Radon de los coeficientes
de atenuacion lineal a través del recorrido de los rayos X. La proyeccion p(zx), formada por las
integrales de linea paralelas o en abanico tiene implicaciones importantes. La primera, que el
detector registra la integral de linea y ésta depende de las atenuaciones en cada regiéon del objeto
en la trayectoria del rayo. La segunda, que aunque se usa informacién volumétrica, el detector
registra la proyeccion p(x), que es una sefial unidimensional para cada dngulo ¢.

Una de las suposiciones hechas es que cada voxel contiene una atenuacion uniforme (que corres-
ponde a un tejido especifico), lo cual no es necesariamente cierto, ya que es muy probable que
existan voxeles con dos o mas materiales simultaneamente. Este efecto es llamado el efecto del

3Imagen tomada de [I0] para un objeto tridimensional.
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volumen parcial que en algunas aplicaciones especificas (que no se abordan en esta tesis) debe
ser corregido.

4.4. Reconstruccién de imagenes

En la reconstruccion tomografica se presentan una serie de proyecciones medidas de 0 a 27
(aunque tedricamente solo se necesitan proyecciones que cubran hasta 7) en el senograma o
transformada de Radon. Un senograma es el conjunto de proyecciones del objeto variando ¢ de
0 a 27 como lo ilustra la Figura [£.4.1]

27

\ Trayectoria que siguen b mcosd 4 ysend
Proyeccién N los rayos X ! /
e 6 :
Y’ .‘ :
g s
0 i
\ : P
(a) Imagen original. (b) Senograma de la imagen original.

Figura 4.4.1: Representacion de la imagen original y su respectivo senograma.

Si se denota como f(z,y) al mapa de atenuacion del objeto que se quiere reconstruir y f(p, ¢)
la proyeccion de f(z,y) a un angulo ¢, entonces se tiene que p = x cos ¢ + ysen ¢. De donde

foo = [ " fa s,

la cual es la transformada de Radon bidimensional de la funcién f presentada en el Capitulo 1,
la cual se puede reescribir como:

(p.6) = / / F(2,9)8(p—  cos ¢ — yseng)dady.
RQ

Las proyecciones tomograficas pueden expresarse como la transformada de Radon del mapa
de atenuaciones del objeto que se desea reconstruir, con lo cual el problema de la reconstruccion
es equivalente a encontrar la inversa de la transformada de Radon.
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7 {fix.y))

Figura 4.4.2: Diagrama que muestra la transformada de Radon o proyeccién de un objeto a un
angulo ¢.

Para ello recuérdese que la transformada de Fourier de la expresion anterior es:

AL, 8)} = / " f(p o)e Py,

El resultado del Ejemplo [12] mostrado en el Capitulo 2 es conocido como el teorema de cortes de
Fourier, y establece que la transformada unidimensional de Fourier de una proyeccion f (p, @) de
un objeto es igual a la transformada bidimensional de Fourier de la funcion f(z,y) evaluada en
la recta de esta proyeccion, es decir:

A} = A2 () (4.5)

El teorema de cortes de Fourier indica que la proyeccion al angulo ¢ produce una seccién
transversal de la transformada bidimensional de Fourier del objeto original como lo ilustra la

Figura [4.4.3]

La transformada inversa de Fourier de .73 { f} deja como resultado la reconstrucciéon completa
de f(x,y), es decir:

fla,y) = A" HA{2(H}}

4.5. Algoritmo de retroproyeccion filtrada

Como se vid en la seccion anterior, es posible recuperar a la funcién f usando el teorema de
cortes de Fourier, sin embargo; al momento de implementar este método, resulta muy costoso en
cuestiones computacionales debido a la gran cantidad de proyecciones que se realizan. Para esto,
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Proyeccion del objeto

" y
al ingulo @ Objeto de
Y estudio
f(p, @) - )
Transformada bidimensional de
s P Fourier del objeto
¢ X
Transformada unidimensional
de Fourier de la proyeccion
R Seccioén transversal
Identicas -~ " F(tcos ¢, tseng)

Figura 4.4.3: Ilustraciéon del teorema de cortes de Fourier.

se han investigado diferentes técnicas de implementacion de este tipo de reconstruccion. Entre
ellos destaca el algoritmo de retroproyeccion filtrada, el cual se describira en esta seccion.

Recordando la formula de retroproyeccion filtrada obtenida en el Capitulo 3, se tiene:
faw) = [ [ Ao ks
= / Qg(x cos ¢ + yseng)de, (4.6)
0

donde: o
Qulp) = / S (k) [k 277 k.
—00

Por lo tanto es posible recuperar a la funciéon f aplicando un filtro |k|. El objetivo de usar
este filtro es recuperar las altas frecuencias que se han atenuado en el proceso de retroproyeccion.
Con todo, el algoritmo de retroproyeccion filtrada puede implementarse como sigue:

Aplicar la transformada de Fourier unidimensional a las proyecciones para obtener Sy (k).

Multiplicar Sy (k) por el filtro |k|.

Calcular la transformada inversa de Fourier unidimensional de Sy(k)|k| para obtener las

proyecciones filtradas Q4 (p).

= Aplicar el operador de retroproyeccion a Qg4(p).

Note que como Qu(p) = .7 ~H{|k| .71 {Z(f)}}, entonces por el teorema de convolucion Q4(p)
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se puede expresar como

Qo) = 7k} * 7 ALY
= Yk}« ) (4.7)

Observe que la funcion:
B() = 7 Ik} = [ e

no existe para todos los valores de p. Para ello considere p = 0, luego E(0) es simplemente el
area bajo la curva |k|, sin embargo, cuando k — 400 se tiene que E(0) — oo. Asi, la ecuacion
no puede aplicarse directamente.

Para ello suponga que la transformada de Fourier de la proyeccion es de soporte compacto. Bajo
este supuesto, se tiene que:

F .
Qs(p) = /_ ) S (k)|k|e®*Pdl.

Esta ecuacion indica que para calcular la proyeccion filtrada Q4(p), primero hay que calcular la
transformada de Fourier unidimensional de la transformada de Radon para obtener S¢(k), mul-
tiplicandola después por |k| en el rango de (—I',I") para posteriormente calcular la transformada
inversa de Fourier unidimensional. Desafortunadamente en la préctica esto no es tan sencillo de
realizar puesto que no es tan sencillo discretizar el filtro. Para asegurar un buen muestreo, el
ancho de banda I' tiene que satisfacer el criterio de muestreo de Nyquist ([14]):

1
I'=— ciclos/mm,

29

donde § es el intervalo de muestreo de la proyecciéon en milimetros. Bajo esta condicion, se puede
definir la funciéon H(w) como:

lw[, si |w| <T}
0, si |w|>T,

cuya transformada inversa de Fourier es la funcion:

Iy
h(p) = / |w|e P dk
-r

—1+ cos(2mpl') + 27pl'sen(27pI’)
2p2m2

Mediante algunos calculos se ve que la funcién h puede expresarse como

=55 () -5 () a9

Dado que la funcién H(w) es una funciéon par en la variable w, h(p) también es una funcion par
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([14],[15]). Con todo, la ecuacion (4.6) queda como:

fa.y) = /0 ’ / " )b — o), (4.9)

—Pm

donde p,, es el valor a partir del cual se tiene f(p', ¢) = 0 para todo p’ tal que |p’| > pm. Aqui se
usa el hecho de que f es de soporte compacto. Dado que en las computadoras los calculos de esta
formula de retroproyeccion filtrada se realizan mediante valores enteros miiltiplos de ¢, entonces
sustituyendo ¢ = nd en la ecuacion se tiene:

1/462, si n=0;
h(nd) =< 0, n par;
—1/(nmé)?, n impar.

En resumen, en esta seccién se analiz6 la formula de retroproyeccion filtrada, observando que
aunque tedricamente es posible reconstruir a la funcion f, en la aplicacion resulta complejo apli-
carla debido a la naturaleza de trabajar con un ntimero finito de proyecciones y la discretizaciéon
del kernel truncado |k|.

4.6. Reconstrucciéon de geometria en abanico

El algoritmo de retroproyeccion filtrada dado en la seccién anterior se establece inicialmente
para una geometria paralela. Sin embargo, ha de modificarse para aplicarlo a la geometria en
abanico (fanbeam). La geometria fanbeam puede ser equiangular o equiespaciada; en la primera,
el detector estd dividido en modulos concéntricos con respecto a la fuente de rayos X, de forma
que el espaciado angular entre muestras es el mismo como se ve en la Figura[4.6.1] En la geometria
equiespaciada, los detectores ocupan una linea y estéan separados una distancia fija entre ellos,
que no mantiene un angulo igual entre ambos (con respecto al punto fuente) como lo ilustra la

Figura [4.6.2]

Por tanto, para aplicar directamente la reconstruccion, es necesario convertir las proyecciones
fanbeam en proyecciones paralelas, o bien derivar directamente una férmula de reconstruccion.
En esta seccion se da una forma alternativa del método de retroproyeccion filtrada discutida en
la seccion anterior pero ahora para una geometria fanbeam equiangular. Se denota como §(v, 3)
a la proyeccion fanbeam donde S es el dangulo formado por el iso-rayo (un rayo imaginario que
conecta la fuente con el centro de coordenadas) y el eje y, y 7 es el dngulo formado por un
rayo X y el iso-rayo (ver Figura . Recordando que en la geometria paralela un rayo queda
determinado especificando p y ¢ entonces se tiene la siguiente relacion.

¢ = B+~
p = Dseny, (4.10)
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Misma separaciéon
angular entre muestras

Figura 4.6.1: Geometria fanbeam equiangular.

donde D es la distancia de la fuente al centro de coordenadas.
Para proyecciones paralelas se obtuvo la formula de retroproyeccion filtrada dada por la ecuacion

, es decir:
T Pm
flz,y) = / / f', 9)h(p — p')dp'd

pm V

= / / h(x cos ¢ + yseng — p')dp'de. (4.11)

Pm

La ecuacién anterior se puede modificar para incluir todas las proyecciones hasta 2m:
1 2m Pm .
5[ e coso + ysens — )it
0 —Pm
Expresando esta ecuacién en coordenadas polares, se tiene:
2m v
/ , ®)h(r cos(¢p — 0) — p')dp'dép.

Sustituyendo p = Dseny y ¢ = 5+ en la ecuacién anterior y notando que dpd¢ = D cos ydydf

2m—y
/ / h(rcos(8 + v —6) — Dsen~y)D cos~ydvydp3, (4.12)

donde 7, es el maximo valor de  para el cual se cumple (v,3) = 0. Claramente se ve que
Ym = sen”Y(p,, /D), ahora como la funcién que depende de 3 es periédica de periodo 27, los
limites de integraciéon —v y (2w — «) pueden cambiarse por 0 y 2w, respectivamente:
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Fuente de rayos,

Elementos detectores
“—uniformemente espaciados

Detector de una sola pieza

Figura 4.6.2: Geometria fanbeam equiespaciada.

2T
/ / h(rcos( + v —0) — Dsen~y)D cos~ydvydf, (4.13)

Dado que el argumento de la funcién h no esta expresado en forma de convolucion, se puede

reescribir como
rcos(f+v—6) — Dsenvy = rcos(f — 0) cosy — seny(rsen(5 — ) + D), (4.14)

esto con el fin de escribir la ecuacion (4.13)) en una forma que pueda ser facilmente implementada
en una computadora. Ahora si se denota por L, la distancia de la fuente a un punto arbitrario
(z,y) en el rayo X y +/, el dngulo entre el iso-rayo y el rayo X como lo ilustra la Figura m
Note que L depende de 3 parametros, 5, r y 6. Se ve facilmente que

Lcosy’ = D+rsen(8—0),
Lseny’ = rcos(3—0). (4.15)

Luego, sustituyendo la ecuacion (4.15)) en la ecuacion (4.14), se tiene:
rcos(8+v—0) — Dseny = Lsen(y' — ),

de donde nuevamente al sustituir en la ecuacion (4.13)):

2
/ / h(Lsen(y’ —~))D cos vyddp. (4.16)
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iso-rayo

Figura 4.6.3: Geometria fanbeam equiangular para un rayo arbitrario.

Ahora se expresa a la funcion h(Lsen~y’ — ) en términos de h(t), para ello recuerde que:

h(Lseny) = / |k|e2mikLseny g,

= (Lszm>2h(7),

donde se us6 el cambio de variable k' = (kL senv)/~. Con todo la ecuacion (4.13)) queda como:

27 Ym
100 =55 [ [ atn s = cosadvs, (1.17)
.

donde:

o= () e

Con esta formula de retroproyeccién para una geometria fanbeam equiangular se termina esta
seccion, donde una vez maés se observa la complejidad de hallar una férmula para la transformada
inversa de Radon. Al lector interesado en saber cémo se construye una férmula de retroproyeccion
para una geometria fanbeam equiespaciada puede consultar ([14], [16]).

4.7. Otros tipos de reconstrucciéon

Hasta ahora se han analizado féormulas de reconstruccién para las geometrias en paralelo y
fanbeam, sin embargo los tomdgrafos més recientes utilizan ya sea la geometria cone-beam o la
geometria helicoidal. En el caso de la geometria cone-beam, la integral se realiza sobre planos por
lo que en cuestiones computacionales, las medidas se obtienen en una matriz de detectores. La
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Figura 4.6.4: Geometria para describir un punto arbitrario (x,y) en un rayo X.

reconstruccion de geometria cone-beam es compleja, siendo uno de los algoritmos més conocidos
el llamado algoritmo FDK para una configuracion de detector plano ([14]). Este algoritmo fue
propuesto en 1984 por Feldkamp, Davis y Kress ([18]), y corresponde a la extension tridimensio-
nal de un algoritmo de retroproyeccion filtrada para proyecciones fanbeam.

Existe otro tipo de reconstruccién: los algoritmos de reconstruccion iterativos. Se trata de mé-
todos que necesitan un tiempo mayor de reconstruccién con respecto a los analiticos. En ellos
se propone un objeto f en forma de vector y se calculan las proyecciones p’ correspondientes
al objeto propuesto, comparandolas después con las proyecciones originales medidas en el detec-
tor pU. El objeto propuesto f*! se actualiza con base en la diferencia de las proyecciones.
Mateméticamente se tiene el siguiente sistema:

pl=Afl +e, (4.18)

donde A es una matriz que depende de la geometria del sistema, la respuesta del detector y otros
pardmetros fisicos del tomografo en cuestion y e es el error inducido por factores de ruido. Note
que la reconstrucciéon tomografica es la inversiéon del sistema , es decir, determinar el objeto
f% a partir de sus proyecciones p’. El principal problema es que las proyecciones estan compuestas
de dos términos: Af? y el ruido e. Dado que el ruido es algo desconocido es imposible separarlo de
la senal e invertir la expresion. Asi, con este proceso iterativo se produce una secuencia fi, ..., f
que se espera converja a un valor 6ptimo f°, basado en una regla de optimizacién comparando
p' con p°.

Asi mismo existen también métodos estadisticos empleados para resolver el problema de recons-
truccion de imagenes por métodos iterativos, tal como el método de maxima verosimilitud el cual
se basa en la siguiente regla de Bayes:

Prlf)p(f)

P(flp) = o)
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donde, dado el conjunto de proyecciones p debe encontrarse la distribucién de atenuaciones f
que maximice la probabilidad P(f|p).

4.8. Estudios actuales

En esta seccién se mencionan algunos tomografos hechos de 1980 a la fecha. En cuanto a la
tomografia se plantea la idea de construir tomdégrafos de miiltiples fuentes de rayos X, entre ellos
destaca la tomografia de doble fuente (DSCT, por sus siglas en ingles Dual Source Computed
Computed Tomography) que fue recientemente introducida por Siemens en el 2005. Este escéner
cuenta con dos fuentes de rayos X orientados de forma perpendicular. Como ha de suponerse, el
hecho de utilizar las dos fuentes simultaneamente permite que la adquisicién de proyecciones de
un objeto se realicen de una manera mas rapida. Aunque se ha considerado la posibilidad de crear
un tomografo de tres fuentes, resulta que su costo computacional es elevado ademés de contar
con aplicaciones muy especificas. Una variaciéon de la tomografia de dos fuentes es la tomografia
de dos energias (DECT, del ingles Dual Energy Computed Tomography) en la cual se aplican
dos voltajes distintos. Ahora, una propuesta diferente para usar miltiples fuentes de rayos X es
a través de una geometria inversa (IGCT, del ingles Inverse Geometry Computed Tomography),
la cual consiste en proponer uno o varios detectores y miltiples fuentes de rayos X colocados en
un arreglo lineal. Las ventajas que se tienen son adquisicién con mayor cobertura volumétrica
ademés de minimizar la dosis de radiaciéon dependiendo de la regiéon anatémica a estudiar. Una
pregunta que se puede formular es jporqué no se puede lograr una mejor resolucién espacial y
temporal? La respuesta no es tan sencilla ya que depende de varios factores tanto fisicos como
tecnologicos , entre ellos se tiene que la mayor velocidad de rotacién alcanzada por el gantry es de
3 vueltas por segundo, ademés de que a mayor resoluciéon se tiene una mayor dosis de radiaciéon
y si se quiere procesar a una mayor resolucion espacial, la cantidad de informacioén a procesar
seria mucha y haria més tardado el proceso de reconstruccion.




Capitulo 5

Conclusiones

1. Matematicamente, el problema de reconstruccién de imagenes es un problema muy compli-
cado ya que se necesitan conocimientos de distintas areas entre ellas el analisis funcional,
algebra lineal, calculo, ecuaciones diferenciales y anélisis de Fourier. También es necesario
que intervengan otras disciplinas tales como la Medicina, la Quimica, la Computacion y la
Fisica, por mencionar algunas.

2. Dada la complejidad de la férmula de inversiéon de la transformada de Radon, se buscaron
y se siguen buscando nuevos métodos de inversion, entre ellos la retroproyecciéon y los
métodos iterativos.

3. El problema de reconstruccion de una funciéon f a partir de su transformada de Radon f
tiene solucion solo si se conoce f de forma completa. Sin embargo, dado que en la préctica
se pueden obtener un nimero finito de proyecciones, lo que se obtiene al implementar algtin
método de reconstrucciéon es solamente una aproximacion del objeto de estudio. De ahi la

necesidad de querer realizar mejores algoritmos de reconstruccion.

4. Un problema abierto en este mismo sentido es el investigar sobre la soluciéon de problemas
elipticos de valores en la frontera y que involucra el estudio de la teoria de distribuciones.
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Apéndice A

Funciones generalizadas o
distribuciones

Definicion A.0.1. Una funcion f es localmente integrable en R" si [, |f(z)|dz existe para todo
U C R" acotado. Si f es integrable en U C R" se dice que f € £}, .(U) donde L} (U) =
{f:fesmedibley [,|f(z)|dr <oo}.

Si U = R" entonces se dird que f es absolutamente integrable en R™.

Definicion A.0.2. Sea f : T — FE una aplicacién de un espacio topoldgico T en un espacio
vectorial E. El soporte de la funcion f es :

supp(f) ={z €T : f(x) # 0}.

Si la cerradura del soporte de la funcién f es compacta, se dird que la funcién f es de soporte

compacto.

Nota 4. Una funciéon f es de soporte compacto si y s6lo si existe un compacto K C T tal que
f(z) =0, Vz e T\K.

Ejemplo 14. Si f(z) = sen(x) entonces

supp(f) ={x € R: 2 # nm,n € Z} = R el cual no es compacto.

Ejemplo 15. Si

0, si —oo<z<—1;
r+1, si —-1<zx<O0;
l—z, si 0<z<];

0, si 1< x<oo;

entonces supp(f) = [—1,1].

Definicion A.0.3. Una funcidn de prueba sobre un conjunto abierto U C R” es una funcion
@ : U — R™ que satisface:

= pE COO(U)ﬂ
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» Existe T'C R"™ compacto con T' C U tal que p(z) =0, Vo € R"\T.

Observacion 2. Se denota al conjunto de funciones de prueba sobre U como &7 (U). En caso de
tener U = R"™ se denotard &/ (U) como &/.

Observacion 3. Note que =7 (U) es no vacio pues se puede considerar la funciéon constante cero
cuyo soporte es el vacio, el cual es compacto.

Definicién A.0.4. Una funcional lineal sobre ©/(U) es una transformacion lineal
Ty : (U) — R tal que Ty (p) =< f, >= [;; f(x) ¢(x)dx, donde f es una funcion localmente
integrable en R" y ¢ € &/ (U).

Definicion A.0.5. Una funcidn generalizada o distribucion sobre U es una funcional lineal
continua T : &/ (U) — R.

Nota 5. Se denotara al conjunto de todas las distribuciones sobre &7 (U) como &'(U).

Definicién A.0.6. Dadas dos distribuciones Fr y G se dice que

= Son iguales si los valores de los funcionales correspondientes coinciden para toda funcién

de prueba ¢ € 7] es decir, (f(z), ¢(z)) = (9(z), p(z)).

= Son distintas si los valores de los funcionales correspondientes son diferentes para al menos
una funcién de prueba ¢ € & es decir,

(f (@), o(x)) # (9(x), ¢(x)).

Teorema 6. Sean f y g funciones localmente integrables tales que:

<f / faote)da = [ " g@)p(x)dr =< g(x), d(z) >

—00

para toda funcion de prueba ¢ € 2] entonces f(x) = g(x).

Demostracion. Sea h(x) = f(x) — g(x). Calculando el funcional asociado se tiene:

<h o= [ @otis = [ (1) - g@)ot@) =0,

—00

de donde h(z) =0y asi f(x) = g(x). O

A.1. La distribucion delta de Dirac

Tradicionalmente se refiere a la funcién delta de Dirac, abusando del lenguaje, como aquella

transformacion ¢ : R — R U {oco} dada por la siguiente expresion:

oo, si t=0.

5(t):{ 0, si t#£0:
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Por exigencias tedricas de la Fisica es necesario que esta funcion satisfaga:

| s 5w = s (A1)

para toda funcién continua f : R — R. En particular, si f es la funciéon constante 1, se debe

cumplir:

/ TS = 1. (A.2)

Note que no existe funcién alguna que satisfaga la condicién anterior, por ello se opté a mitad
del siglo XX, considerar a la delta de Dirac como el limite débil de una sucesién de funciones
integrables cuya integral fuera 1.

Con todo surge la siguiente definicion:

Definicién A.1.1. La distribucion delta de Dirac se considera como el limite débil de una
sucesion de funciones integrables {yy, }nen que satisfacen:

» [ pn(x)dz=1,Vn €N,

s iMoo [To @n(@) f(x)dz = f(0), para toda funcion continua f en algin intervalo que
contenga al 0.

Ejemplo 16. Considere a la sucesion de funciones 6, : R — R dadas por:

cada una de las cuales es Riemann-integrable y tiene integral 1. Como se puede notar, las
funciones de la sucesion anterior no son continuas pero es posible hallar una sucesion de funciones
continuas que cumplan las condiciones antes estipuladas.

Ejemplo 17. Considere a la sucesion de funciones é,, : R — R dadas por:

Sm(z) = sen(m )

™

Note que dicha sucesion de funciones no esta definida en = 0 pero el hecho de que:

lim sen(x)
x—0 x

=1

)

nos asegura la convergencia de dicha sucesiéon a la distribucién delta de Dirac.

A continuacién se mencionan algunas propiedades de la distribucion delta de Dirac que son
atiles en el desarrollo de la tesis.
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Figura A.1.1: Sucesion 0, (x) = sen(me) |

™

Proposicion 7. Dada la distribucién delta de Dirac, una funcién continua f: R — Ry a € R,
se cumple:

1. <é(z—a), flx)>= [ 6z —a)f(x)de = f(a).
2. <b(x), f(x) > =< d(—x), f(z) >.

3. <d(ax), f(x) >= ‘71” < d(x), f(x) >.

Para mayor informaciéon sobre la construccion de sucesiones delta de Dirac y la demostracién
de las afirmaciones anteriores se puede consultar [35].

Ejemplo 18. Veamos como se pueden simplificar algunas integrales usando la proposiciéon anterior

L [% 23(x —2)de = 2% = 8.

2. [7 (32" +1)8(22) = (3(0) +1) = 5

A.2. Derivadas de distribuciones

Sean U subconjunto abierto de R" y f € C¥(U). Dado a < ky ¢ € &/ (U) se tiene

<O, > = /8af(x)<p(x)d:c

= /f )%

= C<f,0% >,

donde 9% f(z) = af @) cuando dicha derivada parcial exista.

Se puede tomar esta ecuacion para definir una derivada generalizada 0% f, de la funcién genera-
lizada f € 2'(U).
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Definicién A.2.1. Sean U subconjunto abierto de R" y f € C*(U). Si |a| < ky p € Z(U) se
define la derivada generalizada de orden |a| de la funcion generalizada f € ©'(U) como

<8f, 0 >= (-1l < 0% > .

Nota 6. Esta definicion es valida ya que supp (0%f) C supp(f )(ver [35]).

Ejemplo 19. Considere la funciéon de Heaviside dada por:

0, si x<0;
H(x)_{l, si x>0

Si p€ &7 entonces se tiene

pues limy_, o, ¢(b) = 0 dado que ¢ es de soporte compacto.
Por otro lado se tiene < §(z), ¢(x) >= (0), de donde:

< H'(z),p(x) >= — < H(x), ¢ (z) >=< (), p(z) > .

Por lo tanto, =
XL

Nota 7. De acuerdo a la Definicion y usando la Proposicion [7] se observa que

(o8l = ) @)} = = < 8a = .'() >= @) (A.3)

con f funcion de prueba.

En general se tiene para la distribuciéon delta de Dirac el siguiente teorema:

Teorema 7. Dada f € &7 se cumple que:

/_Oo 5™ (z — a) f(z)da = (—1)" /_Oo 8(z — a) f" (z)da = (—1)" f")(a).

Ahora, si T'(x;a) representa a una distribucién que depende del parametro adicional a, se
verd, como es la derivada de T respecto a a.
Por definicién de derivada se tiene que

aT i T(z;a+h)—T(x;a)

da ~ h—0 h ’

cuando dicho limite existe.




60 A.2. Derivadas de distribuciones

Asi,

dT . <T(z;a+h),f>—<T(x;a), f>
<da’f> = h (A8.4)

En especial, cuando T representa la distribucion §(z — a), con a € R, se tiene:

<d5(:13—a) f> _ h,m<5(m—a—h),f>—<6(:n—a),f>

da ’ h—0 h
Sl h) - fa)
h—0 h
~ /(). (A5)

Proposicion 8. Para la distribucién Delta de Dirac se tienen las siguientes igualdades:

1. %6(1’ —Aa) = —/\a%é(x — Aa).

2. %(5(0&‘ —b) = \a|8%5(ax —b).

3. 500 —&-2)=—2; 500 — € 2).

4. 8%],5(33 —a) = —a%jcs(x —a).

Cabe recalcar que como la delta de Dirac es una distribucién, las igualdades anteriores se
dan de acuerdo a como se menciona en la Definicién [A.0.0]




Apéndice B

Problemas inversos

Normalmente en matemaéticas se tiene una ecuacioén a la que se le quiere hallar su solucién;
informalmente, dada una causa y un modelo asociado, se desea conocer el efecto. Sin embargo,
en la vida diaria los problemas practicos no siempre vienen dados de esta manera, ya que en
ocasiones se conoce el efecto de un modelo y se desconoce lo que causa dicho efecto. En otro
caso, se conoce la causa y el efecto pero se quiere identificar el modelo asociado. A estos dos
tipos de problemas se le conocen como problemas inversos, generalmente a los problemas del
primer tipo se les nomina problemas de reconstruccion mientras que a los del segundo tipo se les
denomina problemas de identificacion.

En términos matematicos, sean X,Y espacios normados o de Banach y T': X — Y un operador.
Dado el modelo T'(xz) = y, se pueden identificar 3 tipos de problemas:

Problema Directo: dados T'y x € X, hallar y € Y.
Problema de Reconstruccion: dados T 'y y € Y, hallar z € X.

Problema de Identificacion: dados x € X y y € Y, identificar T

En el caso del problema de reconstruccion se quiere hallar = T~1(y) pero esto usualmente es
complicado de resolver ya que en general, el operador T opera en espacios de dimensién infinita
y en la mayoria de los casos el operador inverso 7! no es continuo.

Ejemplo 20. Suponga que se tiene un cierto cuerpo en un espacio inaccesible. Suponga ademas
que se puede iluminar este cuerpo desde diferentes direcciones y registrar su sombra. Asi, se tiene
el siguiente problema inverso: determinar la forma del cuerpo si las proyecciones de dicho cuerpo
son conocidas(problema de reconstruccion).

B.1. Problemas bien planteados y problemas mal planteados

Definicion B.1.1. Sean X y Y espacios normados o de Banach, T': X — Y un operador no
necesariamente lineal. Dado el modelo T'(z) = y, el problema de reconstruccion se dice bien
planteado en el sentido de Hadamard si se satisface:
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1. Euxistencia: Para cada y € Y existe z € X tal que T'(z) = y.
2. Unicidad: Para cada y € Y existe a lo mas un « € X tal que T'(x) = y.

3. Estabilidad: La solucion z depende continuamente de y, es decir, para cada sucesion
{z,} C X tal que T(z,,) — T'(x) cuando n — oo, se cumple que z,, — = cuando n — co.

Note que un problema bien planteado es equivalente a decir que el operador T' es biyectivo
y el operador 77! : Y — X es continuo. Un problema se dird mal planteado si al menos no se
cumple una de las condiciones anteriores.
Los problemas inversos son en general mal planteados, particularmente inestables. La existencia
v la unicidad de la solucién sélo dependen de los espacios X, Y y del operador T', mientras que
la estabilidad también depende de las consideraciones topologicas del problema, como lo son
las normas que se escojan para X y para Y. En cuestiéon de aplicaciones, la estabilidad es una
condicién de vital importancia ya que si no se tiene, los errores que se tienen en la medicién de los
datos y de los métodos numéricos usados para aproximar la solucién, hacen que dicha solucién
pueda no tener relacién con la solucién exacta.

Recuerde que /3 es el conjunto de todas las sucesiones {a,}5° ; tal que

[e.e]
Z |a,|* < oo.
n=1

Asi, se tiene el siguiente ejemplo de un operador que no cumple con la condicién de estabilidad.
Ejemplo 21. Dado el operador A : {5 — {5 mediante

I2 I3 Tn
A"L‘:(xl,?,?,..., n,...

se tiene que el operador inverso de A es dada por

A_ly = (yh 21/2, 3y37 <oy NYn, - )

Considere y,, = (0,...,0, %, c).

Observe que y,, — 0 mientras que |[A™ y,|[2 = [|0,..., /7, ...|]2 = n — oo, por lo que no existe
estabilidad. Mas atn, si se toma y' = (1,1/2,1/3,...,1/n,...), entonces el sistema Az’ =y’ no
tiene solucion en fo, pues y' = Az’ = A(1,1,...,1,...) pero 2’ ¢ {5 ya que Y oo, |z;* diverge.

Definicién B.1.2. Un operador lineal 7': X — Y, con X,Y espacios normados, es un operador
compacto si y solo si la imagen de cualquier conjunto acotado A es un conjunto precompacto, es

decir, T'(A) es compacto.
Note que en la definicién anterior no se exige la continuidad del operador T', pero de hecho
lo son dado que los conjuntos compactos en un espacio normado son conjuntos acotados.

Teorema 8. Sean X,Y espacios normados y T : X — Y un operador compacto. Luego el
operador inverso 7! no es continuo a menos que la dimensién de X sea finita.
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Note que el teorema anterior indica que la ecuacion T'(x) = y , donde T es un operador
compacto, es mal planteada si X no es de dimension finita.

B.2. Mal planteamiento de la transformada de Radon

Ejemplo 22. Considere la ecuacion integral de Fredholm de primer tipo:

b
T(u(x)) = / K(z,y)u(y)dy, c<z<d, (B.1)

con T'(u) y K(z,y) dados y u(y) desconocido. Suponga ademés que K (x,y), Kz (x,y), Ky(z,y) €
C([e,d] x [a,b]), T € Cle,d] y u € Cla,b]. El problema de hallar u(y) a partir de Ty K es
mal planteado pues falla la condicién de estabilidad mencionada en (Apéndice B, Definicion
. En efecto, considere la sucesion {u,} C Cla,b] dada por u,(y) = nsen(ny) y sea

vn(x) = [P K (2, y)un(y)dy.
Se tiene:
b
@) —w@| = |[ K(as,y>nsen<n2y>dy\

B '_K@:,y) cos(n2y)

b b
1 2
- ) + n/a Ky(x,y) cos(n”y)dy

<

3|

(B.2)
donde k no depende de n. Asi,

lim ||on(z) — vo()|| = 0,

n—oo
es decir, para n suficientemente grande, v,, y vg se encuentran cerca la una de la otra mientras
que para uy, y ug se tiene:

. ||un(y) — uo(y)l| = oo,

n—oo

de donde el problema de hallar u(y) dados T'(u) y K(z,y) es mal planteado.







Apéndice C
Senales y Sistemas

La teoria sobre senales y sistemas son de vital importancia en casi todos los campos de la

ingenieria eléctrica y en muchas otras ingenierias y disciplinas cientificas. En este apéndice se
introducen algunos conceptos matematicos importantes relacionados con la teoria de senales y
sistemas. Para una lectura més a fondo sobre estos conceptos se puede consultar [24].
Una senal es una funcién que representa alguna cantidad fisica, y cominmente contiene infor-
macién sobre el comportamiento o la naturaleza del fenémeno a estudiar. Por ejemplo, en un
circuito RC, la senial puede representar el voltaje que pasa por el capacitor, o la corriente que
fluye en el resistor. Matematicamente se tiene la siguiente definiciéon

Definicion C.0.1. Una senal es una funcién x que brinda informacién de algin fenomeno fisico
y que comunmente varia con el tiempo denotada como x(t).

Se pueden considerar en principio dos tipos de sefiales: las senales continuas, son aquellas en
donde la variable ¢ es una variable continua y las sefiales discretas, en donde la variable ¢ solo
toma valores discretos. Se denotaran las senales continuas y las senales discretas como z(t) y
x[n] respectivamente.

Ejemplo 23. Considere la senal discreta xz[n] dada por:

x[n]:{ (1/2)", si n>0;

0, si n<0.

Note que los términos de dicha senal se pueden expresar como los términos de una sucesion

formada por los valores de z[n], es decir, se podria considerar a x[n] como:

zln] = {1,1/2,1/4,...,(1/2)", ..}
En este contexto se define un sistema como sigue:

Definicion C.0.2. Un sistema es un modelo matematico de un proceso fisico que relaciona dos
senales: la senal de entrada y la senal de salida. Mateméticamente se tiene que si x y y son dos
seniales entonces el sistema es visto como una funciéon de x en y, es decir,
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T{z(t)} = y(t), donde T es un operador que representa una regla de correspondencia entre z y
y.

Un sistema se dira invariante en el tiempo si una traslaciéon en la senal de entrada causa el
mismo efecto en la sefial de salida, es decir, si T{z(t)} = y(t) entonces T{z(t — 1)} = y(t — 1) .
Un ejemplo de un sistema invariante en el tiempo es el siguiente

Ejemplo 24. Sean x(t) y y(t) senales continuas. Si se define T{x(t)} = dz—gt) entonces
T{x(t—7)} = La(t — 1), por otro lado y(t — 7) = Lx(t — 7), por lo que el sistema es invariante
en el tiempo. Un ejemplo de un sistema que no es invariante en el tiempo es el siguiente

Ejemplo 25. Sean x(t) y y(t) senales continuas. Si se define T{z(t)} = x(—t) entonces
T{x(t—7)} =x(—(t — 7)) = x(7 — t) el cual es distinto de y(t — 7) = x(—t — 7). Con lo que el
sistema varia con el tiempo.

Ahora se definira la respuesta de impulso o respuesta impulsiva de un sistema, el cual como
se vera mas adelante, desempena un papel muy importante al querer calcular la salida y(t).

Definicion C.0.3. Se define la respuesta de impulso h de un sistema continuo T', como la
respuesta del sistema cuando la entrada es 0(t), es decir, h(t) = T{(t)}.

Dado que para una senal continua z(t) se cumple que:

o) = [ (e - i,
la respuesta y(t) del sistema ante una entrada arbitraria x(t) se puede expresar como

y(t) = T{z(t)}

_ {/x(7‘)5(t - T)dT}

= /:U(T)T{é(t —7)}dT

_ / s(F)h(t — 7)dr
= (z=xh)(t). (C.1)

Esta ecuacién indica que un sistema continuo lineal e invariante en el tiempo esta completamente
caracterizado por su respuesta de impulso.

En este punto cabe mencionar que no es sencillo visualizar el proceso de convolucionar dos
funciones x y y. Para entender mejor este proceso, considere una sefial continua z(t) y suponga
que se quiere aproximar por una senal discreta & (t) formada por una sucesion de pulsos como lo

ilustra la Figura

Se define la funcion 04 (t) como:

oa(t) = {

. st 0<t< A,

, en otro caso.

(@) [>‘H
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r(t

Figura C.0.1: Ilustracion grafica de la senal x(t) y una aproximacion &(t).

Entonces se tiene que la funcion z(t) se expresa por

o0
2(t)= > a(kA)Sa(t — kA)A. (C.2)
k=—oc0
Observe que si A — 0, entonces (t) — xz(t). Luego, kA tiende a una variable 7, da(t — kA)
tiende a la distribucion 6(t — 7) y asi la sumatoria dada por (C.2)) se transforma en la siguiente
integral:
o
o) = [ amite - i

—0o0
Suponga que para z(t) se tiene un sistema lineal 7" en el cual T{z(t)} = y(t), para alguna salida
y(t). Ahora dado que el sistema es lineal se tiene que la salida y(t) se puede aproximar mediante

la entrada z(t), es decir:
o

§(t) = Y w(kA)ha(t — kA)A, (C.3)
k=—0oc0
donde ha(t) = T{da(t)}. Nuevamente al hacer tender A a cero se tiene que la ecuacion (C.3) se
convierte en:

y(t) = /00 x(T)h(t — T)dT. (C.4)

—00

En resumen, la entrada x(t) puede pensarse como una suma de impulsos escalonados y
desplazados en el tiempo, donde el peso del impulso §(t — 7) es precisamente z(7)d7. Con esta
misma interpretacion la ecuacion representa la superposicion de las respuestas a cada uno
de estos impulsos y por linealidad el peso de la respuesta h(t — 7) al impulso desplazado §(t — 7)
también es z(7)dr.

Note que si el sistema no es invariante en el tiempo es necesario conocer h(t — 7) para todo valor
de t = 7, con lo que h(t—7) es una familia de respuestas impulsivas. Por otro lado si el sistema es
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invariante en el tiempo, basta con conocer una tinica respuesta de impulso y que por comodidad
se suele elegir la respuesta de impulso aplicada en ¢t = 0 como lo ilustra la Figura [C.0.2]

ha(t)
da(t)
) _—
A
A
a)
ha(t — kA)

Sa(t — kA)

L .

A

kA
b)

Figura C.0.2: Respuesta de impulso h de un sistema invariante en el tiempo.

En la integral de convolucion de dos funciones x y h, los valores de los limites de integracion
cambian de acuerdo a la naturaleza de las funciones a integrar. Si se supone que x y h son de
soporte compacto, y se supone que x se anula fuera de [L1,U;] y h se anula fuera de [Lg, Us],

entonces se tiene que

(xxh)(t) = /OO x(T)h(t — T)dT

—0o0

min {U1,U2}
= / x(T)h(t — T)dT.
max {L1,L2}
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