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Parte positiva de f.

Parte negativa de f.
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INTRODUCCION

Este trabajo tiene como proposito, hacer un estudio de la teoria desarrollada sobre
aproximacién a funciones en distintos espacios de Lipschitz, partiendo desde los espa-
cios de Lipschitz en el espacio de funciones continuas, hasta espacios de Lipschitz en
el espacio de funciones integrables con peso sensible al signo. En [I] se menciona que
—los espacios de Lipschitz han sido estudiados por décadas, pero que su progreso ha
sido demasiado lento y algunos de sus resultados bésicos son de tiempos recientes. No
existe una razén matematica fuerte del por qué muchos de los teoremas recientemente
probados, no lo fueron desde hace 40 o 50 anos. Parte de la explicacion es que pro-
bablemente los espacios de Lipschitz no habian despertado mucho interés, y han sido
vistos como obscuras construcciones matematicas con poca aplicacion—. Por mencionar
algunos resultados, diremos que en el contexto de espacios de Lipschitz hay versiones
de teoremas importantes del Andlisis Funcional, asi como de Topologfa. Como ejemplo
(vea [I, pag 4]): “Sean X, Y espacios métricos y X, Y sus completaciones respectiva-
mente. Si f : X — Y es una funcién Lipschitz continua, entonces existe una tnica
extension también Lipschitz continua f: X — Y7,

El primer trabajo en aproximacién polinomial con norma de Holder(o de Lipschitz)
fue presentada por Kalandiya [2]. Otro trabajo reciente, de Wel Li, Du Zou, Deyi Li y
Zhaouyuan Zhang [3], de universidades chinas, trata sobre los conos normados asimétri-
camente, formados por mapeos que ellos denominan “K-Lipschitz por la derecha” y
“K-Lipschitz por la izquierda” de un espacio lineal normado asimétricamente (X, d) a
otro espacio lineal normado asimétricamente (Y, p), que se anulan en un punto fijo x.
En estos conos caracterizan los puntos de mejor aproximacién, finalmente, muestran
que dichos conos son espacios de los denominados cuasi-métricos bicompletos.

Mucho se ha investigado recientemente sobre espacios de Holder (o de Lipschitz)
de orden superior contenidos en los espacios C(A) y LP(A), siendo A = [a,b] (a < b),
Ry, R 6 T = R/27xZ. Estos espacios estan formados por aquellas funciones f para las
cuales 0L (f) < +oo, donde 0L(f) es el supremo de la familia de seminormas

06— sup I

O<do<m
0<|t|<6 !t|o‘ -

con a >0, r = [a] + 1 y A}, una diferencia de orden superior. Para profundizar en el
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INTRODUCCION

tratamiento del orden superior vea [4, pag 44], donde L es cualquiera de los espacios
mencionados y || - || es la norma en éste.

Segin nuestro conocimiento, el primer trabajo sobre el tema de aproximacion
asimétrica dado por un peso uniforme generalizado fue introducido por Moursund [5]
en 1966. Este fue seguido por una serie de articulos del mismo autor, asi como de otros
matemadticos de esa época, entre los que mencionamos [6], donde una larga lista de re-
ferencias pueden ser halladas. Después, pero independientemente, Krein y Nudelman,

en 1973 (vea [7]), consideran un caso un poco mds particular, mediante el funcional
sobre C|a, b] dado por,

p(f) = sup (f"(z)u(x) + [ (x)v(x)),

a<z<b

u, v, f € Cla,b], con u y v estrictamente positivas. Puesto que u actia sobre la parte
positiva de f y v lo hace sobre la parte negativa de f, el par (u,v) fue llamado después
un peso sensible al signo (vea [§], [9] y una extensa lista de referencias dadas ahi).
El funcional p es sub-aditivo y homogéneo positivo, pero no una norma en general,
justamente porque la diferencia p(f) # p(—f) puede ocurrir. Por ejemplo, bastaria
tomar u = 1 y v = 2. Esta es la razén por la que el funcional es llamado norma
asimétrica.

Los espacios de Lipschitz en los que aqui trataremos la aproximacion de funciones
son subespacios de las funciones: continuas Cy, := C(T), integrables Li_:= L'(T),
integrables con peso L(w) y las funciones integrables con peso sensible al signo L(u,v).

Enseguida damos una breve descripcién de la estructura que hemos decidido darle
a este trabajo.

En el capitulo inicial de Preliminares, mostramos algunos conceptos que se derivan
del concepto de norma, debilitando alguna(s) de la(s) propiedade(s) que definen a ésta.
En esta parte coleccionamos las principales caracteristicas topolégicas de los espacios
resultantes, las cuales se utilizan en los capitulos restantes para estudiar la conver-
gencia de sucesiones. Este primer capitulo incluye una seccion donde mencionamos la
importancia de una unidad aproximativa y también una seccién para dar una nocién
de funciones de Lipschitz (o Holder).

En el capitulo [2] tratamos una aproximacién en espacios de Lipschitz, considerando
a éste como subespacio de uno los espacios Cor, L3y L(w). Por L(w) denotamos
al espacio de funciones con valores reales definidas sobre T que son integrables con
respecto a una funcién peso w, aqui definimos una diferencia adecuada A} (f,-),, para
medir la suavidad de funciones en L(w), e introducimos la correspondiente familia de

seminormas N
0n(-,0), := sup HAL, el

0<d<m.
0<|t|<5 [t]* ’

Finalmente en el ultimo capitulo tratamos una aproximacién sobre el espacio L(u, v),
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donde éste ultimo espacio es el conjunto de funciones f tales que fTu+ f~v es integra-
ble. En este capitulo se usan mas a menudo los conceptos dados en la primera seccién
de Preliminares. En este caso se introduce la familia de funcionales

|‘At(fa'>u,v”1

0<t|<o ‘t’a

0 (-, 0w = , 0<d<m.

Estos funcionales no son seminormas, pero tienen caracteristicas muy similares a éstas.
Ademas, mediante

ei(f)u,v = sup 9}1(]07 5)u,v§

6>0

se generan espacios de Lipschitz en este contexto, los cuales se describen en el momento
apropiado.






CAPITULO 1

PRELIMINARES

Este capitulo se divide en cuatro secciones. En las primeras dos secciones se incluyen
algunos conceptos que se derivan de los espacios normados.

En la tercera seccién describimos al espacio Li_, asi también como algunos re-

sultados de aproximacion en este espacio, los cuales nos serviran para los capitulos
posteriores.

En la ultima seccién describimos de manera breve los espacios de Lipschitz en el
espacio de funciones continuas. Es en esta tultima seccion, cuando comenzamos a fami-
liarizarnos con los espacios de Lipschitz “abstractos” que describiremos en el segundo
capitulo.

§1.1 Cuasi-métricas y normas asimétricas

Distancias asimétricas fueron ya consideradas por Hausdorff en su libro sobre Teoria
de Conjuntos [10, pags 166-168]. En [I1], su autor menciona que existié mucho progreso
en espacios cuasi-uniformes entre los anos 1966 y 1982. Este es justamente el periodo
en que diferentes autores dan los primeros pasos en aproximacion asimétrica. Fueron
motivados no sélo por las aplicaciones en Teoria de Aproximacion, sino también en
Ciencias de la Computacion, especificamente en analisis de complejidad de programas,
asi como por propio interés tedrico. Existen hoy en dia muchos trabajos sobre espacios
normados asimétricamente y sobre los més generales espacios cuasi-métricos (también
llamados espacios pseudo-métricos).

Los primeros trabajos sobre normas asimétricas fueron tempranamente esbozadas
por Krein y después utilizados por él y Nudelman en [7], donde se pueden encontrar
algunas referencias. Las ideas de Krein fueron seguidas en varios trabajos en aproxi-
macién con peso sensible al signo por matemaéticos rusos, por ejemplo en [12].

El estudio sistematico de las propiedades de los espacios lineales normados asimétri-



1.1. Cuasi-métricas y normas asimétricas 1. PRELIMINARES

camente, se inicié de manera més general y abstracta con los trabajos de Romaguera
de la Universidad Politécnica de Valencia (vea [13]), asi como de sus colaboradores en
la misma universidad y en otras universidades de Espana: Alegre, Ferrer, Garcia-Raffi,
Sanchez Pérez, Sanchez Alvarez, Sanchis, Valero. Por mencionar algunos de los traba-
jos de estos investigadores, se tiene: [14], [I5] y [16], donde se puede seguir la evolucién
de algunos de los resultados obtenidos en los tltimos anos.

Un trabajo un poco més reciente y extenso sobre espacios cuasi-métricos y norma-
dos asimétricamente, es el realizado por Cobzas en [I7], donde la presentacién sigue las
ideas de la teoria de espacios normados (topologia, operadores lineales continuos, fun-
cionales lineales continuos, dualidad, geometria de espacios normados asimétricamente,
operadores compactos) enfatizando similaridades, asi como diferencias con respecto a
la teoria clasica, tomando como referencia los espacios bitopolégicos (vea [18]).

Definicién. Sea X un conjunto no vacio. Una funcién p : X x X — [0,00) es una
cuasi-métrica sobre X si cumple,

(CS1) p(x,z) =0, para todo x € X.
(CS2) p(z,y) < p(x, 2) + p(2,y), para todo z,y, 2 € X.
(CS3) Si existen x,y € X que satisfacen,

p(x,y) = ply, ) =0,

entonces x = .

El par (X, p) se llama espacio cuasi-métrico. Si no se requiere especificar la cuasi-
métrica p, diremos simplemente que X es un espacio cuasi-métrico. Si la propiedad
(CS3) es omitida, entonces la funcién p es llamada cuasi-semimétrica y el par (X, p),
se llama espacio cuasi-semimétrico.

Ejemplo. La funcién p: R x R — [0, 00) dada por,
p(z,y) = iny%fé{y —,0},
es una cuasi-métrica sobre R.

El conjugado de una cuasi-semimétrica p es la cuasi-semimétrica p (también deno-
tado por p~') que es definida mediante,

p(z,y) = ply,x), v,y € X.
Con p y p se define,
PH(w,y) = maxip(z,y), plz,y)},

este funcional es una semi-métrica sobre X y es una métrica si y solo si p es una
cuasi-métrica.



1.1. Cuasi-métricas y normas asimétricas 1. PRELIMINARES

Definicién 1.1.1. Sea F un espacio lineal. Una funcién v : E — [0, 00) es una norma
asimétrica sobre F si cumple,

(NA1) Si existe z € E tal que v(z) = 0 = v(—x), entonces = = 0.
(NA2) v(Az) = Av(z), para todo = € E y para todo A > 0.

(NA3) v(z +vy) <v(z) + v(y), para todo z,y € E.

Al par (E,v) se le llama espacio lineal asimétrico, espacio no simétrico o espa-
cio normado asimétricamente. Si la condicién (NA1) es omitida entonces v se llama
seminorma asimétrica 'y el par (E,v) espacio seminormado asimétricamente.

El conjugado de una seminorma asimétrica v, es la seminorma asimétrica v definida
por,
v(x)=v(-x), x € E,
mientras que,

v'(x) = mix{v(a). 7(a)}.

No es dificil verificar que v* es una seminorma. De hecho esta seminorma se llama
seminorma asociada a v. La seminorma asimétrica v es una norma asimétrica si y solo
si ¥ es una norma.

Ejemplo. En R la funcién v definida mediante,
=ma 0
v(z) = méx{z, 0},
es una norma asimétrica.

Usaremos el simbolo || - | para denotar una norma asimétrica o una seminorma
asimétrica indistintamente.

Proposicién. Sea (E,||-|) un espacio lineal seminormado asimétricamente. La funcién
p: Ex E — R dada por,

plx,y) = |ly — x|,

es una cuasi-semimétrica sobre E.

Demostracion. Por (NA1) de la Definicién se sigue que p(x,y) > 0 para todo
par de elementos z,y € E. De (NA2) tenemos que p(x,z) = 0 para todo z € E y
ahora de (NAB), p(z,y) = |ly — ol < ||z — | + lly — 2| = p(, 2) + plz,), para todo
x,y,z € E. Por lo tanto, p es una cuasi-semimétrica. O]
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Lo que nos dice la proposiciéon previa es que toda seminorma asimétrica induce
de manera natural una cuasi-semimétrica. Nos conviene denotar el conjugado de una

seminorma asimétrica por || - |.

Ejemplo. En R, la seminorma asimétrica || - | definida por,
= ] 0
[} = méx{z, 0}
determina la cuasi-semimétrica p que esta definida mediante la expresion,
= ma —x,0}.
pla,y) = mix{y — z,0}

Proposiciéon. Sea E un espacio lineal. Si p es una cuasi-semimétrica sobre E que
cumple

(i) p(z,y) = p(y — x,0), para todo z,y € E.

(ii) p(Az,0) = Ap(x,0) para todo x € FE y para todo A > 0.
Entonces p esta determinada por una seminorma asimétrica.

Demostracion. Definamos una funcién v : E — [0, 00) por v(z) = p(z,0). Entonces
para todo z,y € E y para todo A > 0,

(NA2) v(Az) = p(Az,0) = Ap(z,0) = Av(z).
(NA3) v(z+y) =p(z+y,0) < p(z +y,z)+ p(z,0) = p(z,0) + p(y,0) = v(z) + v(y).

Por lo tanto v es una seminorma asimétrica sobre E y claramente p estd determinada
por v. O

En (NA2) de la Definicién (1.1.1)) hemos tomado A > 0, sin embargo existen espacios

normados asimétricamente que poseen una propiedad adicional.

Definicién. Si en un espacio normado asimétricamente (E, || -|), existe una constante

D = D(E,||-|) tal que en (NA2) de la Definicién ([1.1.1)) satisface,
|| A\z| < |A\|D||z| para todo x € E y para todo A € R,

entonces el par (£, ||-]) se llama espacio lineal normado asimétricamente no degenerado
y la constante D es llamada constante de asimetria.

4



1.1. Cuasi-métricas y normas asimétricas 1. PRELIMINARES

Ejemplo. En Cfa,b], con
£l = sup (2fF(x) + f(2)),

a<z<b

se puede ver que,

AT < 2[A[-[IF]-

DeVore y Lorentz en [4, pdg 16] dan la definicién de “espacio cuasi-normado” de la
manera siguiente.

Definicién. Sea E un espacio lineal. Una funcién v : E — [0,00) se llama cuasi-
norma sobre E si cumple,

(CN1) v(z) =0 <= 2 =0, para todo z € E.
(CN2) v(Az) = Av(z), para todo © € E y para todo A € R.

(CN3) v(z+y) < C(v(z) +v(y)), para todo x,y € FE y para algin C' = C(E,v).

El par (E,v) se llama espacio cuasi-normado.

Ejemplo. Si 0 < p < 1, entonces el espacio LP[a, b] (a < b) el cual consta de funciones
f i |a,b] — R para los cuales

umwz(lﬂﬂmwm);<m

es un espacio cuasi-normado.

En efecto, las propiedades (CN1) y (CN2) de la definicién previa se demuestran de
manera analoga al caso 1 < p < oo.

Para probar la propiedad (CN3), primero mostraremos que si s, >0y 0 <p < 1,
entonces

(s+1)P < s +1P. (1.1)
Para esto, no hay pérdida de generalidad si suponemos que ¢t > s > 0, de tal forma que

Fijemos pues p (0 < p < 1) y definamos una funcién ¢ : [0, 1] — R mediante

b(z) = 1+ 2% — (L +a).
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Notemos que para cada z € (0,1),
¢'(x) = pa” — p(1 + )P~

-7 <x11—p B (1+1>1—P>

p r "
= ]_ —
xl-p <1 +x) >0,

esto implica que ¢ es creciente y ademds f(0) = 0, de modo que f(x) > 0 para todo
z € [0,1], esto es

1+ 2 > (1+ )" para todo z € [0,1].
Ahora sean f, g € L”[a,b] y sin pérdida de generalidad supongamos que f, g # 0, luego

del resultado (|1.1)),
b
I1F+olly = [ 15@)+ gla)l da

< / (f(@)] + lg(@)])? da
b
< / (f @) + [g(x)P) de

= [I£115 + lgll5,

de esta manera

1£+gll < (A1 + llgll2)?
< (2max{|If] lg;))?
< 25 (£l + llglly).

Notemos que en este caso una constante de la propiedad (CN3) es C' = 21/7,

Definicién 1.1.2. Sea E un espacio lineal. Una funcién v : E — [0, 00) es llamada
una cuasi-norma asimétrica no degenerada sobre F si cumple,

(CA1) v(z) =0<= 2 =0, para todo z € F.
V(A

(CA2) x) < |ADv(z), para todo x € E, para toda A € R y para alguna constante

D = D(E,v).
(CA3) v(z+y) < C(v(z)+v(y)), paratodo z,y € E 'y para alguna constante C' = C(E,v).
El par (E,v) es llamado espacio cuasi-normado asimétricamente no degenerado.

En el dltimo capitulo de este trabajo veremos algunos espacios lineales con esta
estructura.
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§1.2 Convergencia en espacios asimétricos

La nocién de convergencia para sucesiones en un espacio normado se generaliza a
espacios lineales normados asimétricamente. Si (X, p) es un espacio cuasi-semimétrico,
entonces para cada x € X y A > 0, la bola con centro x y radio A es el conjunto,

By(z,A) ={y € X : p(z,y) < A},
mientras que la bola cerrada con centro x y radio A esta dada por,
Bylz, N ={y € X : p(z,y) < A}

La topologia 7, de un espacio cuasi-semimétrico (X, p), es definida a partir de la familia
vp(x) de 7,-vecindades de un punto arbitrario x € X. Un conjunto V' de X es una 7,
- vecindad de un punto x € X si existe A > 0 tal que B,(z,\) C V. Un conjunto
G C X es 7, - abierto siy sélo si, G es una 7, - vecindad de cada uno de sus puntos.
La convergencia de una sucesién (z,) a un elemento z € X, es definida enseguida en
un espacio cuasi-semimétrico (X, p).

Definicién. Una sucesién (z,) en un espacio cuasi-semimétrico (X, p), se dice que
p .
converge a un elemento x € X respecto a 7, lo cual se denota por z,, — x si,

lim p(z,z,) = 0.

n—oo
Esta convergencia es generalmente llamada p-convergencia, se observa que
p° . ; . p p
T, — xsiysélosix, —zyz, —

En un espacio cuasi-semimétrico (X, p) se tienen conceptos derivados del concepto de
sucesion de Cauchy en espacios métricos.

Definicién. Una sucesién (x,,) en un espacio cuasi-semimétrico (X, p) es una sucesion
K-Cauchy por la izquierda, (K-Cauchy por la derecha respectivamente), si dado & > 0,
existe Ny € N tal que p(zpm,z,) < € (p(@n,xm) < €, respectivamente), para todo
n>m > Ng.

También decimos que la sucesion (z,,) es p*-Cauchy si dado € > 0, existe N € N tal
que para m,n > N, p*(Tm, ,) < €. Se verifica que una sucesién es p*-Cauchy si y sélo
si es K-Cauchy por la izquierda y K-Cauchy por la derecha. Ilustramos la diferencia
entre una sucesiéon K-Cauchy por la izquierda y K-Cauchy por la derecha a través del
siguiente ejemplo.
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Ejemplo. Para z,y € R, definimos una cuasi-métrica p como
plx,y)=y—xz, siz<y
y

plz,y) =1, stz >y.
Tomando la sucesién (%), se cumple que para todo n,m € N con m > n,

esto nos muestra que (%) no es una sucesion K-Cauchy por la izquierda. Sin embargo

si es una sucesion K-Cauchy por la derecha, ya que dado € > 0 existe N € N tal que
% < g, luego si n > m > N entonces % < % < % < g, esto implica que,

Proposiciéon. Toda sucesion convergente en un espacio normado asimétricamente no
degenerado (F, || - |), es una sucesién || - |*-Cauchy.

Demostracion. Sean D una constante de asimetria del espacio F y (x,) una sucesién
en E que converge a x. Dado € > 0, existe Ny € N tal que,

||z, — x| < 1—iD para todo n > Nj.
Ahora, si n > m > Ny, entonces
20 — @] < |0 — 2| + Dz — 2| < 1fD+leD _

Esto nos muestra que (x,) es una sucesiéon K-Cauchy por la izquierda. Para verificar
que (z,) es una sucesién K-Cauchy por la derecha se procede de manera andloga. [

Un espacio cuasi-métrico (X, p) es llamado bicompleto si el espacio métrico (X, p®)

es completo. Un espacio normado asimétricamente bicompleto es llamado espacio bi-
[e.@]

Banach. Una serie ) x; en un espacio normado asimétricamente (E, ||-|) se dice que es
i=1

sumable con suma s, si s € F y la sucesion de las sumas parciales de la serie converge

a s, esto es:
n
g r; —s| — 0.
i=1

o0
En este caso escribimos s = ) z;.
i=1

o0
La serie se dice que es absolutamente sumable si, > ||x;| es sumable.
i=1
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Teorema 1.2.1. Un espacio lineal normado asimétricamente no degenerado es bi-
Banach si y sdlo si, toda serie absolutamente sumable es sumable.

Demostracion. Primero probaremos que toda serie absolutamente sumable es sumable,
siempre que el espacio es bi-Banach.
Sean (F,||-]) un espacio lineal normado asimétricamente bi-Banach con constante
n o0
de asimetria D y s, = Y x; la n-ésima suma parcial de la serie ) z;. Dado que la
i=1 i=1
oo oo
serie Y ||x;] < oo, entonces dado € > 0, existe Ny € N tal que, Y ||z;| < e. Ahora, si

i=1 i=Np
n >m > Ny, entonces

m o0 o0
150 = sl = |3 < Sl < 3 [l < e
i=n i=n i=Np

De manera analoga,
||$m — $n| < De.

Asi, (s,) es una sucesién || - |*-Cauchy, luego usando que E es un espacio bi-Banach,
la sucesion de sumas parciales debe converger a un elemento s € X con respecto a la
norma ||-|* y por lo tanto, con respecto a ||-|. Esto muestra que la serie es absolutamente
sumable.

Procedemos ahora a probar el reciproco de la condicional ya probada.

Sea (x,) una sucesién || - |*-Cauchy en E. Para cada k € N existe n; € N tal que,
|2, — 2| < 27F para todo n,m > ny.
Eligiendo los n}.s de manera creciente, obtenemos una subsucesion (z,, ) de (z,), luego

k
haciendo y1 = 2, ¥ Yk = Zn, — Tn,_,, sl k > 1, se cumple que z,, = > y;, notando
i=1

ahora que para k > 1, la desigualdad ||yx| < 27* es vélida, tenemos

k k
DMyl <l + Y227 =l +2 = 2" < [lya| + 2,

i=1 1=2

oo
esto muestra que la serie Y y; es absolutamente sumable, luego aplicando nuestra
~
! [e.e]
hipétesis, existe © € E tal que, > y; = x y por lo tanto la subsucesién (z,,) converge
i=1
a x. Mostraremos ahora que x, I, 4. Puesto que (z,) es una sucesion || - |*-Cauchy,

dado € > 0 existe Ny € N tal que,

|0 — Tm| < g para todo m,n > N
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y dado que z,, M) x, existe K € N tal que

|20, — x| < % para todo k > K.

Elegimos k € N de tal manera que k£ > K y n, > Ny, mediante esto, para n > N,

|20 — 2] < fen = 2n, | + |20, — 2] <e.

I o . I . )
Esto muestra que x,, — x. De manera similar se verifica que x,, — x, obteniendo asi

la convergencia a x con respecto a || - |°. O

§1.3 Funciones Lipschitz continuas

Las funciones Lipschitz continuas pueden considerarse como una generalizacién de
lo que en Anélisis Funcional se conoce como “funcional lineal acotado”. De hecho, un
funcional lineal acotado es una funcion g : E — R para el cual existe M > 0 tal que,

lg(x)| < M||z|| para todo = € E.

En este caso se prueba que el conjunto de estos funcionales, es un espacio de Banach (vea
por ejemplo [19, pag 106]), ademds de que gran parte de los resultados que se tienen con
un funcional lineal acotado, también son validos para las funciones Lipschitz continuas.
El espacio de funcionales lineales acotados es el analogo a lo que nosotros denotaremos
como Lip>°(X, E) con a = 1 (donde E es un espacio normado). Para profundizar un
poco mas sobre funciones Lipschitz continuas (de valores reales), consulte [1J.

Definicién. Sean (X, d) y (Y, p) espacios métricos. Una funcién f : X — Y se dice
que es Lipschitz continua, si existe una constante M > 0, de tal manera que

p(f(x), f(y)) < Md(z,y) para todo z,y € X. (1.2)

Ejemplo. En el caso de que X,Y = R, el Teorema del Valor Medio garantiza que
toda funciéon de X en Y derivable y con derivada acotada, es una funciéon Lipschitz
continua.

Proposicion. Toda funcion Lipschitz continua es uniformemente continua.

Demostracion. Sea f: (X,d) — (Y, p) una funcién Lipschitz continua y fijemos £ > 0,
por hipdtesis existe una constante M > 0 tal que,

p(f(x), f(y)) < Md(x,y) para todo z,y € X.

Tomando § = ¢/M que s6lamente depende de e, tenemos que si d(z,y) < § entonces
para todo 2,y € X, p(f(z), /(1)) < . .

10
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Para dar una interpretacion geométrica de una funcién Lipschitz continua, consi-
deremos una funcién f : [a,b] — R (a < b), esta funcién serd Lipschitz continua si el
conjunto de todas las pendientes de cada una de las posibles secantes a la gréafica de
f, es un conjunto acotado.

La siguiente figura muestra que la funcién f : [0,2] — R dada por
f(l') =V 4 — ‘r27

no es Lipschitz continua, ya que la pendiente de la recta secante que une a los puntos
C'y A serd cada serd cada vez mas negativa a medida que el punto C se acerca al punto
A a través de la grafica de f.

0 1 2 ; 3

Figura 1.1: Grafica de f

Hemos dado la definicién de funcién Lipschitz continua entre espacios métricos
cualesquiera, sin embargo, en este trabajo nos interesa cuando el espacio de llegada es
un espacio normado.

Definicién. Si (X, d) un espacio métrico y 0 < o < 1, el espacio métrico (X, d*) llama
espacio métrico de Holder.

Denotaremos (X, d*) simplemente por X®.

Ahora, sean (X, d) un espacio métrico y (E,||-||) un espacio normado. Dada una
funcion f: X — FE acotada (esto es, para cada z € E, la cantidad ||f(x)|| no excede
al valor de una determinada constante), la norma uniforme de f es la norma || - ||
definida por,

|1 flloc = sup [|f(2)]].
el

11
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Para 0 < a < 1, denotemos por || ||a.00 al funcional cuyos valores quedan determinados
por la expresién,

1 lleoe = 057 (F) + 11.f]se, (1.3)

No es dificil probar que este funcional es una norma, en la siguiente pagina mencionamos
el correspondiente espacio sobre el cual se define ||| 0. El término 62°(-) es el funcional
que asigna a cada funcién Lipschitz continua su constante de Lipschitzﬂ la constante
de Lipschitz de una funcion f es la cantidad

cof £y _ /() = FW)ll
RO ey

También denotemos por Lip>° (X, E) al conjunto de todas la funciones Lipschitz
continuas de X en E. No es dificil probar que este conjunto junto la norma (|1.3)) es un
espacio normado, de hecho este espacio se llama espacio grande de Lipschitz.

Proposicién 1.3.1. Si f € Lip>’ (X, F), entonces

sup WEIZTW it (a1 0) = F) < M o € ).

T#y

Demostracion. Sea A = {M : ||f(z) — f(y)|| < Md*(z,y);z,y € X}. Si = ]\1;[an4 M
€

entonces § € A ya que A es un conjunto cerrado. Combinando este resultado con el
hecho de que f es una funcién Lipschitz continua,

1/(x) = FW)I

< B, para todo z,y € X,

d*(z,y)
asi,
o W@ =1 _
z,yeX d* ($, y)
TFY
Mas ain, se da la igualdad ya que si 5y = sup W satisface By < (3, entonces
z,ycX ’
TFY
haciendo ¢ = 8 — By > 0, se tiene [y = [ — ¢, esto implicaria que
1S (z) — F()l] < By para todo 7.y € X,
d*(z,y)

'En algunos casos es importante el valor de .. Una funcién que cumple la desigualdad (1.2]) con la
métrica d%, también se dice que satisface una condicion de Hélder de orden o

12



1.3. Funciones Lipschitz Continuas 1. PRELIMINARES

y como consecuencia

1f(z) = FW)l] < (8 = €)d*(x,y) para todo x,y € X,

lo cual es absurdo, ya que f —e < = Al;[an M. O]
S

Para f € Lipo (X, F) fijo, definimos

o(f.0) = sup B =SWI

)
z,yeX da(xv y)
0<d(z,y)<é

0 >0.

El funcional 6°°(-, -) satisface las siguientes propiedades.

(i) Para todo f € Lip>’ (X, E), 6°°(f,-) es no decreciente en la variable .

(ii) Para todo f € Lip2’ (X, E), 0°°(f,+) es constante para § > diam(X®), siempre
que X se acotado ] en tal caso

o f 8y — sup L&) = FW)]]
S A Gy

(iii) Si X no es acotado, entonces para todo f € Lip> (X, E),

e - 1f(z) = f(y)]]
61520 0 (f,0) = ws;g( do(z,y)
zAy

El espacio lipo (X, E) llamado espacio pequerio de Lipschitz, estda formado por fun-
ciones f € Lipe’ (X, E) que satisfacen

0>°(f,6) — 0 cuando § — 0.

Cuando X no es acotado, dado f € Lipy (X, E) usamos el hecho de que 62°(f,6)
es no decreciente en la variable 0, y que es acotado por 6°(f) para concluir que

lim 6°°(f,0) = sup 6°°(f,0).

d—00 5>0

2 El didmetro de un espacio métrico X se define por diam(X) := sup d(z,y). Decimos que X es
z,yeX

acotado si existe L € R tal que diam(X) < L.

13
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Dados un espacio métrico (X, d), un espacio normado E y una funcién f : X — E, de
la Proposicion (|1.3.1)) y de la propiedades del funcional 6°( f, d), tenemos las siguientes
igualdades.

05 (f) = inf {M = |[f(x) = f(y)l| < Md*(z,y); 2,y € X}

o ) = )]
m,yEX dCV(:L', y)
TFY
= sup 0°(f,6).
§>0
Si no consideramos la norma || - ||a,00 €n (1.3 y nos restrigimos a considerar unica-

mente el funcional 62°(-), entonces el espacio Lip>” (X, E) es un espacio seminormado
(con seminorma 62°(+)). Esto se cumple en virtud de las siguientes propiedades sobre
02°(-). La prueba se omite ya que se sigue de las propiedades del supremo.

(i) 6°(f) > 0 para todo f € Lip>’ (X, E).
(ii) 0°(Af) =[N0 (f) para todo f € Lipe’ (X, E) y para toda A € R.
(i) 0°(f +9) < 0°(f) +02°(9) para todo f, g € Lipy (X, E).
En general no se cumple que 62°(f) = 0 implique f = 0, ya que si f es cualquier funcién
constante, entonces 62°(f) = 0.

En lo que resta de esta seccién, mostraremos los resultados necesarios para probar
que Lipy’ (X, E) es un espacio de Banach con la norma || - ||a,0c-

Proposicién. Sean (X, d) un espacio métrico y (E, || -||) un espacio normado. Si (f,)
es una sucesion de funciones en Lip>° (X, E') que converge puntualmente a una funcién
f € LipX (X, E), es decir:

Fulw) 2 f(a)

para todo x € X, entonces
0 (f) < sup 657 (fn)-

neN

Demostracion. Para cada x,y € X,
lim f,(z) — lfm fn(y)H

1/ () = ()l = || T oo

(1.4)

14
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luego al dividir por d*(x,y), © # y y al tomar al supremo sobre todos los =,y € X
obtenemos el resultado deseado. O]

Proposicién 1.3.2. Sean (X, d) un espacio métrico y (E,|| - ||) un espacio normado.
Si (f,) es una sucesién en Lip2’ (X, F) tal que la sucesién de sumas parciales de (f},)
converge puntualmente a alguna funcién f € Lip2® (X, E), esto es,

ifn(x) Al f(x) para todo z € X,
n=1

entonces

02 (Z fn> < i X (fn)-

n
Demostracion. Para cada x € X, sea g,(z) = > fi(z), entonces
k=1

gn () RLliN f(z) para todo x € X,

n
0 (gn) <D0 (fa).
k=1
Aplicando la proposicién previa tenemos,

0 (f) < sup 657 (gn)

neN

< sup Zem fi)

neN

= Zez%fn).

O

Teorema 1.3.1. Si X es un espacio métrico y (E,|| - ||) es un espacio de Banach,
entonces Lip>” (X, E) es un espacio de Banach con la norma

1 Naoo = 65C) 1] - [loo- (1.5)

Demostracion. Dado que Lipo’ (X, E) es un espacio normado, resta probar que es un
espacio completo. En virtud del Teorema , este teorema queda probado al mos-
trar que toda serie absolutamente sumable en Llpa (X, E) es sumable. Sea (f,) una

sucesion en Lip2® (X, E) tal que Y || fullaco < 0.

n=1

15
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Notando que || fnllaco = ||fn(x)|| para todo z € X y para todo n € N, podemos

concluir que > ||fn(z)|| < oco. Ahora, dado que E es un espacio de Banach, a ésta
n=1

ultima serie nuevamente aplicamos el Teorema ((1.2.1) para poder definir la funcién
f: X — E mediante f(z) = > fo(x).
n=1

N

Mostraremos a continuacién que f € Lip2’(X, E) y que gy = > f, converge a f con
n=1

la norma || - ||a,00. Para obtener que f € Lipy (X, E), involucramos en la siguiente

desigualdad la Proposicién (|1.3.2)), concluyendo que 6°(f) < oo.

02(f) <3 02(£) < M fallawe < 0.

Para obtener que la sucesién (gn) converge a f con la norma || - ||4,0, basta con notar
que para toda x € X,

Y falz) —gn(@) = Y falz)

n=N+1

converge a la funcién cero, de modo que aplicando nuevamente la Proposicion ((1.3.2]),
obtenemos la siguiente desigualdad y el resultado deseado se tiene haciendo tender N
a infinito.

[eS)
>
n=N+1
(9

< D (lfalle +63(£2))

n=N+1
9

= > lIfal

n=N+1

LS = gn]

a,00 —

(£

n=N+1

,00°"

§1.4 Convolucién de funciones en Li_

Como ya hemos mencionado, trabajaremos con funciones de valores reales definidas
sobre T = R/27Z, el grupo T se identifica con un intervalo semiabierto de la forma
(a,b] o [a,b) con la restricciéon b = a + 27. Nosotros hemos escogido al intervalo (0, 27]
(siguiendo algunas notas de Katznelson en [20]). En algunas referencias bibliograficas

16
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(por ejemplo vea [4]) se trabaja sobre el intervalo (—, 7], esto conduce a que en [4] el
kernel de Fejér estda dado por,

sen? (—(’H;)x )

2(n + 1)sen?(%)’

F.(z) =

mientras que en [20],

sen? (“H;)I)

(n+1)sen%(%)
La razén es por la forma en que se definen en cada uno de estos textos a un kernel.

F(x) =

Si escogemos trabajar sobre algin otro intervalo, hay que definir el kernel de Féjer
de tal forma que la integral de F;, sobre este intervalo, sea igual a 1.

También mostraremos una relacién entre el kernel de Fejér y el kernel de Dirichlet
(esta relacién facilita los célculos al hacer la convolucién de una funcién integrable con
el kernel de Fejér). Por otra parte, la ausencia de un elemento neutro en el producto
convolucién de funciones en L mnos favorece en la aproximacién tanto de funciones
Lipschitz continuas como funciones de Lipschitz en los distintos espacios de funciones

integrables: L}, L(w) y L(u,v). Comenzamos analizando de manera breve al grupo T.

Recordemos que R/277Z consta de las clases de equivalencia de elementos en R bajo
la relacion,
x ~ ysiysélosix=y-+ 2mn para algin n € Z.
Si z,y € R, la operacién sobre R/27Z definida por [z] + [y] = [x + y] no depende de
los representantes de cada clase, es decir, si

r~yyax ~y, entonces [z] + [2] = [y] + [¢].

Esto nos permite reconsiderar los elementos de T como ntimeros reales con la condicién
de que a un elemento x € R lo identificamos con x + 27, o de manera alternativa
podemos escribir T = [0, 27).

Denotemos por L) = LY(T), al espacio de las funciones reales definidas sobre T
que son Lebesgue integrables (con la medida normalizada de Lebesgue vea |21 pags
278-280]). La norma de un elemento f € L3_ es definida por

1 2m
1Al =5 [ 1@l de = [ 15 do.
T Jo T
Definicién. Un polinomio trigonométrico T es una funciéon definida sobre T de la

forma,
N

Qo
T(x)= 5 + nz:l (an, cos(nz) + b, sen(nz)) , z e T.
El grado de T es el més grande n tal que a,, # 0 o b, # 0.

17
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Usando el hecho de que si m y n son enteros positivos,

0 sim#n,
™ sim=mn#0,

/027r sen(max) sen(nx) de = /027T cos(ma) cos(nz) dx — {

tenemos que los coeficientes a,, y b,, estan dados por la férmula,

1 21

an——/ T(x)cos(nx) de, n=0,1,2---  N;
T Jo
1 21

bn:—/ T(x)sen(nz) dx, n=1,2,---  N.
T Jo

Definicién. Una serie trigonométrica sobre T, es una expresion de la forma,

?0 Z a, cos(nx) + by, sen(nx)), xz e T.

Los coeficientes de Fourier de una funcién f € L} se definen por,

a,(f) = %/O%f(x) cos(nz) dx, n=0,1,2...

bu(f) = %/:Wf(x) sen(nz) dr, n=1,2,3...

La serie de Fourier de f, es la expresion,

S(f,x) ~— +Z (an(f) cos(nz) + b, (f) sen(nx)),

y la n-ésima suma parcial de la serie de Fourier de f la denotamos por S, (f, ).

Siempre que f € L}_, podemos calcular sus coeficientes de Fourier y por lo tanto
formar su serie de Fourier, sin embargo esto no implica que dicha serie converja en
cada z, y aunque lo haga, puede que no converja a f(z). Por ejemplo en [22, pag 447],
puede consultar que existe una funcién f € L} tal que S,(f,-) no converge a f en la
norma || - [];.

Definicién. Si f,g € Li_, el producto convolucién de fy g o simplemente la convolu-
cién de f y g, es una funcién en L) definida mediante la expresion,

Feo)w) =5 [ fa=rigtr) dr

18
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Las siguientes propiedades se deducen de manera inmediata.

(i) El operador * es conmutativo, f x g = g x f, para todo f,g € L} .
(ii) El operador * es asociativo, (f * g) * h = f x (g x h), para todo f,g,h € L .

(iii) El operador # es ditributivo con respecto a la suma, f* (g +h) = f* g+ f * h,
para todo f,g,h € L} .

Una deficiencia del operador * es que no existe e € L tal que f * e = f para todo

f € L}, (para una prueba cosulte [21, pdg 285]). A cambio de esto tenemos el concepto

de una unidad aproximativa.

Definicién. Una unidad aprozimativa en L} _, es una sucesién (U,) de funciones con-

tinuas sobre T tales que,

(i) Existe un conjunto compacto B de T tal que para todo n € N,

sop U, C B.

(ii) Para todo conjunto abierto V' que contiene al punto 0,

sup U, (z) — 0 cuando n — oc.
gV

(iii) Para cadan € N,
|Unlly = 1.

Recalcamos que el soporte de una funcién f denotada por sop(f) es la cerradura
del conjunto de puntos en donde f no se anula.

Con una unidad aproximativa (U,,) se asegura que para toda f € L3 _,

||f * Up, — f|l1 — 0 cuando n — oc.

Para una prueba consulte por ejemplo [21], pag 292].
Definicién. El kernel de Dirichlet, es una funcién sobre T que esta definida por

sen ( (2n;1)x)

Dn() = sen(%)

: x 70,

donde n € N.
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El kernel de Dirichlet no es una unidad aproximativa, sin embargo, si f € Li_,
sustituyendo los coeficientes de Fourier de f en su serie de Fourier y recordando la

identidad,
sen ((Zn;rl)x)
1 +2cos(x) 4+ 2cos(2x) 4 - - - 4+ 2cos(nz) = —————>
sen(%)
obtenemos,
Sufx) = “U S (au(f) conlhr) + bl ) sen(iz)
1 2 = n 1 27 1 27
=5 f(t) dt + Z (— f(t) cos(kt) cos(kx) dt + — f(t) sen(kt) sen(kx) dt)
T Jo i \TJo T Jo
= QL - f(t) dt + 1 i < " f(t)(cos(kz) cos(kt) + sen(kx) sen(kt))) dt
7 Jo m = \Jo
- % " f(t) (1 +2 i(cos(k:t) cos(kx) + sen(kt) sen(kx))) dt
0 k=1
:2i 27rf(t> <1+2icosk(t—x)> dt
T Jo k=1
(2n+1)(t—z)
1 2m sen (T)
= / f(t> sen(t ) dt
/ F(O)D (o — t) dt
(D, = f)(x).

Definicién. Para n € N. La funcion F), definida sobre T mediante,

sen? (—("gl)m )

(n+1)sen?(3)’

se llama kernel de Fejér.

El kernel de Fejér es una unidad aproximativa (vea [2I], pag 449]), ademds, si
f € L}, nos fijamos en las medias aritméticas de S,,(f),

n—+1

on(fiz) =

, xeT.
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Recordando también la identidad,

(n+1)x
x 3z (2n —1)x (2n+ 1)x sen’ ( 2 )
sen(—>+sen — | +---+sen| —— ] +sen = p ,
2

Y : : en (3
tenemos
onlf. 1) = (f * Do)(x) + (f*D;)—i(_x1)+..._|_ (f * D))
(f * (D + Dy + -+ Dy))(x)

n+1

sen (%) + sen (%) + ... +sen (—(2”2_1)> + sen (—(2";1)t>
= / f(x - t) t dt
T (n+1)sen (%)

dt

sen? <(2”;1)t>
B /Tf(x ) (n+1)sen? (%)
= (f * Fo) ().

Teorema (Fejér). Sea f € L .

(i) Supongamos que

lim(f(x+h)+ f(z —h))
h—0
existe y es finito. Entonces,
1
2 h—0
en particular si ty es un punto de continuidad de f, entonces

a(fito) — f(to).

(i) Sicada punto de un intervalo cerrado I es un punto de continuidad de f, entonces
o(f,-) converge uniformemente a f(-) en el intervalo /.

(iii) Sipara todo t, m < f(t), entonces m < o(f,t); si para todo ¢, f(t) < M, entonces
o(f,t) < M.

Para una prueba consulte por ejemplo [20 pag 18].
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CAPITULO 2

EsPAcCIOS DE LIPSCHITZ EN ESPACIOS LINEALES

Este capitulo esta dividido en cuatro secciones. En la primera seccién se describen
resultados que generalizan los espacios de Lipschitz en los espacios, Ca,, Ly L(w).
Para denotar cada uno de estos espacios, usamos la letra E, mientras que para de-
notar el espacio grande de Lipschitz y el espacio pequeno de Lipschitz en E, usamos
respectivamente las letras F y F'.

En la segunda seccién, se trabaja en el caso particular, E = Cy,, F = Lip>*(T)
y F = 1ip2(T). En la tercera seccién se trabaja en el caso E = L | F = Lip.(T) y
F = lip,(T). En la tltima seccién es cuando trabajamos en el espacio de funciones
integrables con peso, este espacio lo hemos denotado por L(w), en tal caso tenemos

que E = L(w), F = Lip (T, y F = lip.(T)..

§2.1 Teoria general

El resultado mas importante en esta seccién, es el Teorema Tauberiano, el cual
garantiza la convergencia de una sucesion 0-equicontinua de funciones de Lipschitz con
una norma definida a partir de la norma del supremo en Cs, (nos referimos a la norma
||“|]a.00) © la norma en L} (en este caso ||+||a,1) segin sea el caso, también este teorema
establece un resultado cuantitativo a cerca de la convergencia de tal sucesién. Algunos
de los resultados que describimos en esta seccion pueden también ser consultados en
[22].

Sean Ry ={teR:t>0},R; ={teR:t> 0},@+ =R, U {oo} y denotemos
por I al intervalo abierto (0,b) (o semiabierto (0,b]) donde I = R’ es posible. Sea E
un espacio lineal real o complejo y

O(,):ExI—R,

una familia O(+,0), § € I, de cuasi-seminormas sobre E, es decir la subaditividad
de las seminormas usuales es sustituida por la propiedad méas general de que existe
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2.1. Teoria general 2. ESPACIOS DE LIPSCHITZ EN ESPACIOS LINEALES

una constante C' > 1 (que asumimos que no depende de §), tal que para todo par
de elementos f,g € E, se cumple O(f + ¢,d) < C(O(f,9) + O(g,6)). Sin pérdida de
generalidad es asumido que para todo f € E fijo, O(f, -) es una funcién creciente de d.

Sea

O(f) = sup O(f, 6). (2.1)

oel

Consideremos,

F:={f€E:0O(f) < o},

F={feF:0(f,d) — 0 cuando 6 — 0}.

Entonces F y F son subespacios lineales de E que son cuasi-seminormados por (2.1]) y
que eventualmente pueden coincidir.

Ejemplo. A manera de ilustracion sea F un espacio lineal normado, consideremos F
al espacio grande de Lipschitz definido en la pdgina y F' como el espacio pequeno
de Lipschitz dado en la pagina ((13]).

Proposicién 2.1.1. El espacio F' es cerrado en (IF, ©).

Demostracion. Sea (f,) C F una sucesién que converge a f € F. Fijemos ¢ > 0,

dado que f, N f podemos escoger un n € N de tal forma que O(f, — f) < ey
usando que f,, € F, también podemos escoger un 6 > 0 tal que O(f,,d) < . Entonces
O(f,0) < C(O(fn — f) + O(fn,9)) < 2C¢, lo cual implica que f € F. O

Definicién. Un conjunto G C F' es llamado 0-equicontinuo si

O(G, ) = sup O(g,9) — 0 cuando 6 — 0.
geG

Una sucesion (f,,) en F' se dice que es 0-equicontinua si lo es el conjunto { f,, : n € N}.
En tal caso simplificamos la notacién escribiendo,

O({fn:n € N}, 0) = O((fn),0)

Inicialmente se llamo6 conjuntos equilipschitzianos a los conjunto 0O-equicontinuos. El
siguiente resultado nos da un ejemplo de sucesiones 0-equicontinuas.
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2.1. Teoria general 2. ESPACIOS DE LIPSCHITZ EN ESPACIOS LINEALES

Proposicién 2.1.2. Toda sucesién convergente en el espacio cuasi-normado (F, ©) es
una sucesion 0-equicontinua.

Demostracion. Sea (f,) una sucesién en F' tal que f, N f para algin f € F. Fijemos

e > 0y elijamos N € N tal que O(f,, — f) < ¢ siempre que n > N. También elijamos

dp € I de tal forma que O(f,dp) < €. Entonces para cualquier 0 < A < dgy n > N,
O(fn, A) < CO(fu = [,A) +O(f,A) < C(O(fn — f) + O(f, ) < 2Ce.

Parai € {1,2,---, N} elijamos ¢; de tal forma que O( f;, d;) < . Haciendo § = Or<ni<nN{6¢}

y usando el hecho de que O(f;, ;) es una funcién creciente respecto de la constante 0,

obtenemos

sup O(f,0) < 2Ce.

neN
m
En lo que resta de esta seccién asumiremos que [E es un espacio lineal normado con
norma || - ||g. Definimos otra norma en F por medio de
Lf = gllz =[If = glle + O(f = 9). (2.2)

Definicién 2.1.1. Dado un espacio normado E, la familia de cuasi-seminormas O+, d),
0 € I, definidas anteriormente se dice que es admisible con respecto la métrica inducida
por la norma || - ||g si se cumplen las siguientes condiciones.

(i) El espacio normado (F, || - ||r) es de Banach.

(ii) Existe una constante K > 0y una funcién ¢ : I x R, — R, tal que para cada
0el,
lim (5,1) = 1(5.0)

y para toda f € F,
O(f) < KO(f,0) +¢(0.[flle)- (2.3)

Con respecto la condicion (i), dado que F' es un subespacio cerrado de (F,©), se
sigue de (2.2)) que F' es un subespacio cerrado de (F, || - ||p) también, de tal forma que
si (F,|| - ||r) es de Banach, también lo es (F,|| - ||r)-

Teorema (Tauberiano). Supongamos que (F, || -||r) ha sido definido de (E, || - ||g) por
una familia de cuasi-seminormas admisibles ©(-,d), § € I. Sea (f,,) C F una sucesién
0O-equicontinua. Entonces, si esta sucesién converge en (E, || - ||g) a un elemento f, se
sigue que f € F'y que (f,) converge a f en (F,|| - ||r). Mas atn, si para cada 6 € I,
(9, ) es continua en R, , entonces

O(fn — f) < 2CKO((fn),0) + ¥ (6, |[fn — flle)- (2.4)
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2.1. Teoria general 2. ESPACIOS DE LIPSCHITZ EN ESPACIOS LINEALES

Demostracion. Primero describimos de manera breve la idea de la prueba. En principio,
probaremos que O(f, — fn) — 0 cuando m,n — oo, pero dado que (f,) es una
sucesién convergente con respecto a la norma || - ||g, entonces || f, — f||[e — 0, de tal
forma que

an - me]F — Oa

esto implica que la sucesién (f,,) es una sucesién de Cauchy con respecto a la métrica
inducida por la norma || - ||g.

Posteriormente, una vez que hallamos probado de que (F,|| - ||r) es completo, po-
demos ya garantizar la existencia de un un elemento g € F' que cumple,

1§l
fn $ g,
pero por la forma en que estd definida || - ||r,
o = glle — 0,

sin embargo, ||f, — f|le — 0, lo cual forza a que f = g, siendo f la funcién dada en
la hipdtesis del teorema.

Con lo anterior y una vez que hayamos probado los argumentos restantes, ya habre-
mos probado que si la sucesién (f,) C F converge a f en (E, || ||g), entonces f € F'y
(fn) converge a f con respecto a ||-||r. La desigualdad (2.4)), serd probada involucrando
algunas desigualdades que aparecen en una parte del resto de la prueba. Procedemos
a verificar los argumentos que faltan.

Primero mostramos que

Para esto, fijemos € > 0, por las hipdtesis del teorema, podemos usar la desigualdad
(2.3)) para obtener,

Por otro lado, dado que la sucesién (f,) es 0-equicontinua, existe 4 > 0 tal que
O((fn),0) < e. En particular O(f,,0), O(fm,0) <e, asi, O(f, — fm,d) < 2e.

Ahora, en virtud de que la sucesion (f,,) converge en el espacio (E, || - ||g), existe
N > 0 tal que para toda m,n > N,

an - meE <e,

también por la continuidad de v,

77Z)(57 ||fn - fm||E) <g,
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y después de algunas operaciones,
O(fn — fr) < (2CK + 1)e.
Con esto hemos tenido éxito en probar que,
O(fn — fm) — 0 cuando m,n — oc.

La completéz del espacio (F,|| - ||r), se sigue de la hipétesis del teorema en la cual
menciona que la familia de cuasi-seminormas O(-,4d) es admisible con respecto a la
métrica inducida por la norma || - ||g.

Por tltimo, notemos que dado que la sucesién (f,,) es 0-equicontinua, apartir de la
desigualdad ([2.5)) podemos concluir,

Ofu — fu) < CK <sup O(fu8) + sup Ofom, 5)) 0~ Fulle)

neN meN

= CK(O((fn),0) + O((fn),9)) + ¢ (4, [|fn = fmll£)
= 2C0K0((fn),0) + (0, |[fn = fmlle)-

Hacemos tender m a infinito, y por la continuidad de v,

De esta forma, el teorema queda probado.

§2.2 Espacios de Lipschitz en Cy,

Una de las ventajas de trabajar con funciones reales con dominio T, es la existencia
de una traslacion bien definida, donde por traslacion nos referimos a una funcion f;
definida mediante

filz) = flz +1),
siendo t € T y f una funcion de valores reales definida sobre T.

Si no se trabaja sobre T y se escoge un intervalo cerrado [a, b], entonces para definir
una traslacién f; (siendo f : [a,b] — R), hay que hacer énfasis en el valor de ¢, ya
que nos podemos salir del dominio de la funcién f. Para este caso consulte por ejemplo
Lorentz en [4, pdg 51]. Con la restricciéon mencionada en esta referencia bibliografica,
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los resultados que mostramos a continuacion se pueden extender a cualquier intervalo
cerrado [a, b].

Por otro lado, el Teorema de Fejér garantiza la convergencia uniforme de la sucesion
de funciones (F,, % f) en T. Este hecho es importante para la convergencia en el espacio
Lip>°(T), de hecho la convergencia de una sucesién de funciones en Lip>”(T) se debe al
Teorema Tauberiano.

Antes de hablar de funciones Lipschitz definidas sobre T, enfatizamos que el grupo
T es un espacio métrico con la distancia,

’tl — t2|2ﬂ- = min{|t1 — t2‘,27T — ’tl — t2|}

En el siguiente diagrama, se puede apreciar de manera grafica la distancia entre el
punto to y t; con la métrica que acabamos de mencionar.

El punto t; estd identificado con el punto ty + 27, por lo que la distancia entre el
punto ty y el punto t; es graficamente la longitud del segmento que une a t; con ty+ 2.

to t1 to + 27

El espacio de funciones de valores reales 27 periddicas y continuas sobre T lo de-
notamos por Cy, o C(T) indistintamente. La norma uniforme en Cs, es la norma del
supremo que esta dada por,

[ flloo = sup | f()].
zeT
En este caso, f € Lipo’(T) si,

[f(x+1t) — fz)|

0>°(f) = sup sup - < 00.
o<|t|<m z€T |t|

Posteriormente, para cada 0 < 6 < 7 fijo, introducimos la familia de funcionales
020 ('7 5)?

02 (f,0) = sup sup et = f@)l _ sup M,

0<|t|<6 €T |t| ocpi<s lEl°

en virtud de la Proposicién (1.3.1]), tenemos la igualdad,

0 (f) = sup 0°(f,0).

0<o<m

28



2.2. Espacios de Lipschitz en Co, 2. ESPACIOS DE LIPSCHITZ EN ESPACIOS LINEALES

Estamos en el caso particular en que, E = Cy,, F = Lipo’(T) y F' = lip2’(T). Donde
lipo”(T) consta de funciones f en Lipo (T) que satisfacen

on(f,(s) = sup ||ft _f||oo

— 0 cuando 6 — 0. (2.6)
0<t|<o |t|a

A continuacién describimos brevemente algunas relaciones entre los espacios lipo” (T)
y Lip2’(T). Aclaramos que la derivada de una funcién definida sobre T es vista como
la derivada usual sobre el intervalo (0, 27].

Proposicién. Si f es una funcién derivable sobre T y con derivada acotada, entonces
f € Lipy?(T).

Demostracion. Es una consecuencia del Teorema del Valor Medio, mas aun, tenemos
la desigualdad

07 () < I loe < 00
O

Ejemplo. Todo polinomio trigonométrico de grado a lo méas n, pertenece a Lip7°(T).

De (2.6)), el espacio lip;°(T) consta unicamente de las funciones constantes (note
que consta de las funciones cuya derivada es cero en T) por lo que de manera inmediata
tenemos la inclusién lip{°(T) C Lip°(T). El espacio lip2’(T) consta de més elementos
cuando 0 < a < 1. Por ejemplo, consulte [I, pags 76, 77] para ver una prueba de las
siguientes afirmaciones.

(i) Si0<a < f <1, entonces Lipg'(T) C Lipy (T).
(i) Si 0 < a < 1, entonces Lip{°(T) C lipo”(T) y Lipf°(T) C Lip>(T).

Proposicién 2.2.1. Para un « fijo, la familia de cuasi-seminormas 62°(-,¢), § € (0, 7]
definidas en (22.6)) es admisible con respecto a la métrica inducida por la norma || - ||oc-

Demostracion. Tenemos que probar que

(i) El espacio (lipy’(T), || - ||a,c0) €s de Banach.

(ii) Existe una constante K > 0y una funcién ¢ : (0,7] x Ry — R, tal que para
cada ¢ € (0, 7],

yj\% w(éw t) = ¢(5’ O),

y para toda f € lip>(T)
0o (f) < KO (f,0) + (0, |[f]a00)-
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La condicién (i) se sigue del Teorema ([1.3.1)) y del hecho de que (lip2”(T), || - ||a.c0) €S

un subespacio cerrado de (Lip>”(T), || - ||a,00)-

Ahora, para probar la condicién (ii), sean 0 < § < 7wy f € lipo”(T), entonces

() = sup Wi Slle
o< |t|<m ’t‘
< sup Hft_f||00+ 1 fe = fllo
o<lj<s  It|* s<tl<r  |t]®

<057 (f,0) + 2|[fle/0%,

Luego al definir ¢ : (0,7] x Ry — Ry por ¢(0,t) = 2t/6* tenemos que para cada
5 € (0,7,

¥(0,t) — 0 cuando t — 0,
y con esto obtenemos el resultado deseado. La existencia de K ya se menciond, a saber
K=1. O

Una aplicaciéon de la desigualdad ([2.4) del Teorema Tauberiano al resultado previo
nos lleva a la siguiente desigualdad,

02 (= ) < il fo— Tl + 26((£).6),

donde f,, (n € N) son los términos de una sucesién convergente en Cy,, luego se obtiene
el resultado cuantitativo en el espacio Lip. (T)

an_f|

oo < (14 2 ) = Flle + 28301,

Se pueden construir sucesiones de funciones (por ejemplo si usamos el kernel de
Fejér) de tal forma que de la desigualdad previa se obtenga una més explicita. A manera
de ilustracién hemos considerado el siguiente ejemplo sobre el conjunto C[—a,a] (los
resultados dados en esta seccion son los mismos en este espacio).

Ejemplo. Sean 0 < a < 1y 0 < o < 1. Consideremos el espacio C[—a, a] y el intervalo
I = (0,00). Consideremos también la sucesién de funciones (f,,) en lipo ([—a, a]), donde
cada término f,, de la sucesién esta dado por,

Tenemos que esta sucesion converge uniformemente a la funcién que es idénticamente
cero en el intervalo [—a,a] y también lo hace f/(z) = z"!, por lo que

I falloe — 0y [[falloc — 0,
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ademds la sucesion f,, es 0-equicontinua ya que (vea la Proposicién (2.1.2))

0o (fn) < M fallec — 0.

Tenemos todas las hipétesis del Teorema Tauberiano, por lo tanto podemos enunciar
el resultado cuantitativo

1

1ful -

mms(r+ )wmw+wﬁumﬁ»

§2.3 Espacios de Lipschitz en L3

Otra de las ventajar de trabajar sobre el grupo T es que de la igualdad (2.7)), la
norma en L. _ es invariante bajo traslaciones. Para trabajar sobre un intervalo cerrado
[a, b], hay que tener cuidado con la traslacién, para tal caso consulte [4, pag 51].

Dados f € Li_y t €T, se tiene que también f; definida por,

fi(z) = f(z +1)

es integrable y ademas

/Tf($—|—t) dx:/Tf(:z:) dz. (2.7)

Con estas observaciones podemos describir los espacios de Lipschitz en L .

Definicién. Una funciéon f € L), se dice que satisface una condicidn integral de

Hoélder de orden v , 0 < o < 1, si existe una constante M > 0 tal que,
1= flli= [ 17+0) - f@ldo <M, o<l <n
T

Al infimo de los M’s que satisfacen la desigualdad previa lo denotaremos por 6} (f),
se tiene ademas que,

OL(f) = Mnf{M : ||, — flly < Mel*, 0 < |f] < )

- fe — flla
= sup —————
o<lti<r  |t]®
= sup 6.(f,9),

0<o<m
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donde 6! (-,9) es la familia de seminormas,

0,(f,6) = sup —Hft_f"l, 0<6<m.

o<lj<s  |t|®

El conjunto de todas las funciones que satisfacen la definiciéon previa lo denotaremos
por Lip(T).

Ejemplo. Toda funcién Lipschitz continua satisface una condicion integral de Holder
de orden a.

Se sigue al tomar en ambos lados de la siguiente desigualdad la integral sobre T
con respecto a x,

[f(z+ 1) — f(z)] < M[t]*.

No estamos preparados para demostrar que existen funciones en L que no satis-
facen una condicién integral de Holder de orden «, para esto nos restrigimos a dar un
ejemplo para el caso o = 1.

Ejemplo. La funcién f: T — R dada por

(z—m)sen (=) siz #0,

T—T

flz) =
0 sixz =0,

pertenece a Li_ pero no satisface una condicién integral de Holder de orden 1.

Omitimos los argumentos para la validéz de nuestro ejemplo, mencionamos que hay
que tener presente que f no es de “variacion acotada”E] y posteriormente aplicar el
Teorema 24 mencionado en [23, pags, 599-601].

De manera natural definimos el subespacio lip’,(T) como el conjunto de funciones
f € LipL(T) tales que
0% (f,8) — 0 cuando § — 0.

Teorema. Si 0 < o, < 1, entonces las siguientes inclusiones son validas.
(i) El espacio Lip,(T) contiene a Lip](T).
(ii) El espacio lip:(T) contiene a Lip}(T).

(i) Si a < 3, entonces Lipj(T) esté contenido en lip,(T).

'El concepto de “variacién acotada”puede ser consultado en [19, pags 23-24].
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Demostracion. Para probar (i) basta con notar que si f € Lip;(T), entonces existe
M > 0 tal que para todo t € (—m, 7],

1fe = flly < Mt] < Ma =2

Ahora con respecto a (ii), sea € > 0, definiendo

s\ M0
0= (m) ’

tenemos que si 0 < || < 0, entonces

fe = flln < 01O [
S 51—a|t|o¢

= et

esto muestra que si § —» 0, entonces 6. (f,§) — 0 por lo tanto, la funcién f pertenece
a lip} (T).

Finalmente para probar (iii), sea £ > 0, primero definimos

- 1/(B—c)
(%) ’

de tal forma quesi 0 < |t| <dy f € Lipk(']I‘) entonces,

[1fe = flle < O5(H)IE° < elt].

Esto muestra que 61 (f, ) tiende a cero cuando § tiende a cero. ]

Hasta el momento, hemos considerado una diferencia de orden 1,

es posible considerar una diferencia de orden superior mediante la observacion

AY(f ) = A(A(f 7)) = flz +2t) = 2f(z + 1) + f(2),
A (f ) = Ay (AF(f,2)) = f(+3t) = 3f(x + 2t) + 3f (v + 1) — f(z),

deduciendo que

A0 =3 ()t + ),
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conr > 1.

Trabajar con una diferencia de orden r > 1 es andlogo al caso r = 1, de modo que
podemos hablar de funciones Lipschitz usando una diferencia de orden superior. Para
este caso, si @ > 0 y no es un nimero entero, elegimos r = [a] + 1, donde [a] es la parte
entera de «a, notemos que r — 1 < a < 7.

La eleccion de r con respecto de « se hace de tal forma que tenga sentido aproxi-
mar funciones de Lipschitz en este contexto, ya que si o > r estaremos aproximando
polinomios algebraicos solamente.

Definicién. Se dice que una funcién f € L} satisface una condicidn integral de Lips-
chitz con incremento r si existe M > 0 tal que

/ AN(foa) de < MIES,  0< <
T

No hay confusién en denotar nuevamente por Lip.(T) al conjunto de todas las
funciones que satisfacen la definicion previa, pues sélo hay que valernos del valor de «.
En este caso,

0o (f) = sup 0,(f.0),

0<(5§7‘r
donde .
6L(f,0) = sup LA IIIL
o<pi<s [t

De manera ansloga al caso 7 = 1, se define el espacio lip)(T). Se deduce del caso
general que Lip.,(T) es un espacio normado con norma

1 Mo = 0a() + 11+ 111,

esta norma se llama norma de Hélder (o de Lipschitz) de orden r. Estamos situados
en el caso particular donde F = Lip! (T) y F = lip:(T). Por lo que todos los resultados
que se mencionaron en el caso general, pueden ser usados sin nigin problema.

Teorema 2.3.1. Si a > 0 no es un nimero entero y r = [a] + 1, el espacio Lip.(T) es
un espacio de Banach con la norma

1 o = 6a () + 11+ ]2

Demostracion. Dado que Lipi(T) es un espacio normado, solo resta probar que es un
espacio completo con la métrica inducida por la norma || - ||1. Para tal propdsito, sea
(f,) una sucesion de Cauchy en Lip:(T), entonces (f,) es una sucesién de Cauchy con
la norma || - ||, ya que

| fo = foll < |Ife — finllar — 0 cuando m,n — oo.
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Asf por la completéz del espacio L}, existe una funcién f € Li_ tal que

g

A continuacién probaremos que la sucesién (f,) converge a f con la norma || - ||a1 ¥
que f € Lip.(T). Comenzamos notando que 6 (f, — fn) —> 0 cuando m,n — 0 ya
que la desigualdad

eé(fn - fm) S an - fm||a,1

es cierta para cada par de niimeros naturales m,n . Asi, dadoe > 0, existe N = N(¢) € N
tal que
0L (fn — fm) < € para todo m,n > N,

esto implica

A (fn = fim, )l
[t]®

< ¢ para todo m,n > N y para todo 0 < [t| < 7.

HIE!

Por otro lado, dado que f, Iy f, dado 0 < [t| <, existe M = M(e,t) > N tal que
1f = fulln < elt]™

Luego sin > N,

AL = S Ao = Far )l 187 (e = )l
[t]* - [t]® [t

r

< AL = far )l ];)(k>||(fM—f)(-+t)||l

= B - e
27| far —
< e+—||fﬂé‘a fll: < (1+2e.

Ahora tomamos el supremo sobre todos los 0 < |t| < 7 en ambos lados de la desigualdad

AL (fn — [°)

I
- €
1
concluyendo,
0L(f — o) < (1+2")e para todo n > N,

y con esto hemos probado que (f,,) converge a f con la norma || - |41, en particular
fx — f € Liph(T), de donde f = fi — (fx — f) € LipA(T). 0
Corolario 2.3.1. Si @ > 0 no es entero y 7 = [a] + 1, entonces el espacio lip.,(T) es
un espacio completo con la norma || - [[a1 = || - ||1 + 6L(-).
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Demostracion. Basta con notar que lip.(T) es un subespacio cerrado en Lipl(T) y
aplicar el teorema previo. O]

En el siguiente corolario asumimos también que « no es entero.

Corolario. Sea a > 0 fijo, r = [a]+1, entonces la familia de cuasi-seminormas 6 (-, §),
0 < 6 < 7 dadas por

AT(f,-
0L(f.6) = sup LAl
o<lij<s  |t®
es admisible con respecto la métrica inducida por la norma || - ||;.

Demostracion. La condiciéon (i) de la definicién ([2.1.1)) es cierta en virtud del corolario
previo y la condicién (ii) es cierta al observar que si f € lip,(T) y ¢ € (0, ],

oL(f) = sup LA
o<lij<r [t
< sup M+ M
o<li<s It s<iti<e [t
27‘
<o)+ 20

y ademés al definir ¢ : (0, 7] x R, — R, mediante
V(6,1 = 27t/6,
tenemos que para cada 0 < < T,
Y(6,t) — 0 cuando t — 0

y con esto obtenemos el resultado deseado, con valor de la constante K = 1. O]

Podemos establecer un resultado cuantitativo sobre la convergencia de una sucesion
0-equicontinua de funciones en Lip}(T) usando el Teorema Tauberiano. Si (f,) es 0-
equicontinua que converge a f en la norma || - ||; y ademds se cumplen las hipotesis
restantes del Teorema Tauberiano, entonces

0L (fo — f) < 208((f),0) + W

Esto implica que,

1= Al < (5 +1) U = 1l + 20201, 0).

A continuacién damos el ejemplo de una sucesiéon de funciones en Li_, probaremos que
esta sucesion es 0-equicontinua y mostraremos como queda la desigualdad previa.
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Ejemplo. Sobre T definimos

f(x) = T si0<z<m,
) 2t —7mx sim<ax <27

Primero notemos que f € Lip{°(T), de aqui se sigue que f € Lipi(T), pero hemos
probado también que,

Lipj(T) C lip.(T) para todo 0 < a < 1.

Este resultado nos serd 1til para asegurar que la sucesién de funciones {o,(-, )} que
definiremos a continuacién es 0-equicontinua. De manera concreta, usaremos que

01 (f,0) — 0 cuando § — 0.

Necesitamos definir una sucesién de funciones que converja a f en la norma || -||;, para
esto usamos una unidad aproximativa. El kernel de Féjer es apropiado para este caso.

Después de realizar los respectivos calculos vemos que
9 1

2 —1)kF -1 (=1 -1
crn(f,x):%Jrn—H ;%cos(kx)+---+;%cos(kx)

La expresién anterior se simplifica mas, en la practica conviene escribir

2 - cos(kx
On(fvx)zan—l(fax)_n+1 Z %7
k impar

donde

o1(f,x) = %2 — 2cos(x).

Figura 2.1: Algunas gréficas de o,(f, -)

37



2.4. Espacios de Lipschitz en L(w) 2. ESPACIOS DE LIPSCHITZ EN ESPACIOS LINEALES

Para probar que la sucesién {o,(f,-)} es 0-equicontinua, primero observemos que
[(Fo % f)e — Fox fla

Qi(an,é) = sup

0<|t|<5 |t]
- | Fox fi — Fox flh
= sup
0<t|<6 |t]e
F, —
_ oy MEr G Dl
0<|t|<5 |t]e
F, —
<y IEalllf =
0<t|<5 |t]e
B fe — fllh
= sup ————
0<t|<s !ﬂ“
= 0,(f,9).

Luego al tomar el supremo sobre todos los n € N y hacer § suficientemente pequeno
obtenemos el resultado que anhelabamos.

Del ejemplo previo presentamos el siguiente resultado cuantitativo.
2
£ = Fllan < (52 + 1) U £ = Fllo+ 26305, ,0)

donde recalcamos que F;, denota el kernel de Féjer.

§2.4 Espacios de Lipschitz en L(w)

En la seccién previa trabajamos sobre el espacio L, sin embargo existen funciones

que no son integrables pero al multiplicarlos por otra funcion, resultan ser integrables.
En esta seccion trataremos con este tipo de funciones.

Denotemos por Fy, al conjunto de todas las funciones f : T — R que son medibles
(bajo la medida normalizada de Lebesgue en T). Definimos el espacio L(w) como el

conjunto de funciones f en Fy,, tales que fw € L, siendo w € L, w > 0 c.d, dicha

funcién es llamada un peso. De manera concreta,

L(w) = {f :T— R: f es medible y /27T |f(2)|w(x) do < oo}
0

Como ejemplo de pesos definidos sobre T, tenemos la familia de funciones conocida
como pesos tipo Jacobi.

w(z) = 2°(2r — 2), zeT, apf>—1.
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Ejemplo. La funcién f : T — R dada por f(x) = sec(x/2 — 7/2) no es integrable
sobre T.

Figura 2.2: Gréfica de f

Sin embargo al considerar el peso tipo Jacobi, w(x) = x(27 — x)%/?, tenemos que
wf es integrable.

Figura 2.3: Grafica de wf

La norma que usaremos en L(w) estda dada por

1

17l = 5= [ It dn

1

x, Se define como sigue.

y la convolucién de elementos en L(w) con elementos de L

(Fx9le) = 5= [ o= 0wla = gte) dt
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Note que se cumplen las igualdades

e = Il fwll s (f * 9)w = (fw) * g;

donde la convolucién del lado derecho es la usual de elementos en L3_.

Para describir los espacios de Lipschitz en este contexto mencionamos que la tras-
lacion (wf); estda dada por

(Wf)i(z) = w(z + 1) f(z +1).
Asi, el espacio Lip),(T),, consta de las funciones f en L(w), que satisfacen
I|(fw)e —wflli < M|t]* para todo t. (2.8)

De manera aniloga al caso w = 1 se define el espacio lip),(T),,, con 0 < o < 1. Mientras
que para el caso o > 0 con « no entero, r = [a| 4 1 se cosidera,

Al = Aifor0) = 3 () (17 il + k) o+ ),

k
k=0

y también de manera andloga al caso w = 1, se definen los espacios Lip’(T),, y lip’,(T).,
(no involucramos r para diferenciar el caso 0 < o < 1 ya que se sobreentiende que
r = [a] + 1). También en este contexto,

0(f)o = sup AU

0<|t|<o ‘ﬂa

La mayorfa de los resultados en L(w) son similares a los que se mencionaron en L}
notando que
f € L(w) siysolosi fwe L.

Resumimos los resultados principales que se deducen a partir del caso w = 1. De la
misma forma se consideran o« > 0y r = [a] + 1.

Teorema. (i) El espacio Lip,(T),, es un espacio de Banach con la norma

[ flaw = 1fllo+ Qi(f)w
(ii) La famila de seminormas 6.(-,4),,, dadas por
A .
0L (f,6). = sup N1 fw, )y 0<d<m,
0<|t|<d ’t‘a
es adimisible con respecto a la métrica inducida por la norma || - ||,.
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Demostracion. Es analogo al caso w = 1. O]

Maés atin, con respecto a la condicién (ii) la funcién de admisibilidad es
¥ (0,7 x Rt — RY
dada por,
P(o,t) =27t/

De esta forma, si (f,,) converge a una funcién f en L(w), obtenemos el resultado
cuantitativo

27’
1= Tl < (145 ) 1o = 1k + 268004 6L
siendo los f,’s términos de una sucesién O-equicontinua en lip),(T),. En particular si
usamos una unidad aproximativa en T tenemos el siguiente resultado.
Teorema. Sean 0 < a < 1, w € lip2’(T), (U,) una unidad aproximativa en T y
f € lipL(T),,. Entonces (U, * f),, converge a fw en lip}(T),.
Demostracion. Dado que (U, * f),, = U, * fw, entonces tenemos que (U, * f) converge
a fwen L) . Ahora dado que
(U * [ = fwllo < [[wlloo] |(Un * f)w = fw|lt — 0 cuando n — oo,

entonces (U, * f),, converge a fw en L(w). Para probar que (U, * f),, es 0-equicontinua
comenzamos con notar que para cada n € N,

[|(Un * fw)r = Un * fulls

gi((Un * f)wa 5)w = sup

0<|t|<5 ]
_ [|Un * (fw): — Up * fwlly
= sup

0<t|<o |t|a
_ ||Un*(ftwt—fw)||1
= sup

0<|t|<5 |t]e

Un - w

< ap Walllz =11

0<|t|<5 |t]«
TR
= p

o<lt<s  |t]®
=00(f,0)..

Luego, al tomar el supremo sobre todos los n € Ny usando que f € lip} (T),, obtenemos
0L (U, * f),0),, — 0 cuando & — 0.

Esto muestra que la sucesiéon de funciones (U, * f), es 0-equicontinua, finalmente el
Teorema Tauberiano garantiza que (U, * f),, — fw en lip} (T),,. H
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CAPITULO 3

EspPACIOS DE LIPSCHITZ EN ESPACIOS ASIMETRICOS

Este capitulo se divide en dos secciones y es donde aplicamos algunos de los re-
sultados mostrados en la secciéon de Preliminares. En la segunda seccién del presente
capitulo aplicamos parte de los resultados que describimos en la primera, otro contexto
donde se pueden aplicar estos resultados es en el conjunto de las funciones llamadas
semi-Lipschitz, que son mapeos entre espacios cuasi-métricos. Se pueden obtener resul-
tados similares al caso de las funciones de Lipschitz si restringimos el contradominio de
la funcién a que sea un espacio lineal normado asimétricamente no degenerado. Uno de
los autores que exhiben otra forma de trabajar con funciones semi-Lipschitz es Cobzas
en [I7, pag 45].

§3.1 Teoria general

SeaR, ={teR:t>0},R, ={teR:t> O},H@Jr = R, U{oo} y denotemos por [
al intervalo abierto (0, b) (o semiabierto (0,b]) donde I = R es posible. Consideremos

un espacio lineal real o complejo E con una norma asimétrica no degenerada || - |g y
con constante de asimetria D. Sea
@ : E x I — R+,

una familia ©(-,0), 0 € I, de funcionales sobre E con las siguientes propiedades.

(i) Existe una constante universal C' > 1 que no depende de § y otra constante Cs,
tal que para todo f,g € E,

O(f +9,0) <C(B(f,9) +6(g,9)) + Cs([| fle + lg]r)-

(ii) Existe una constante universal D > 1 (pudiendo ser igual a la constante de
asimetria de E) y otra constante Djs tal que para cada f € Ey v € R,

O(vf,0) < DIV[O(f,6) + Dslyl| - || fle,
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siendo las familias (Cs) y (Ds) del tipo o(1) en 0, en otras palabras

Cs, Ds — 0 cuando 6 — 0.

Sin pérdida de generalidad se asume que para toda f € E, O(f,-) es una funcién
creciente de 6. Al hacer

O(f) = sup ©(f,9),

oel
este funcional tiene las mismas propiedades sobre E que cada uno de los elementos
0(-,0), 0 € I, siempre y cuando existan y sean finitas las constantes

C() = sup Cg
o€l
y
Dy = sup Ds.
sel

Si esto es cierto, entonces

O(f +9) <C(O(f) +O(9)) + Co(llf|e + llg]e)

O(vf) < DIYO(f) + Dolv| - || fe-

Si se definen los conjuntos
F:={feE:0O(f) <}

y
F:={feF:0(f,0) — 0 cuando 6 — 0},

entonces F'y [F son subespacios lineales de [E.

Teorema 3.1.1. Los subespacios F y F' descritos anteriormente son cuasi-normados
asimétricamente por

[ fle = ||fle + O(f). (3.1)

Demostracion. Basta con verificar que || - |r es una cuasi-norma asimétrica en F.

(i) La parte (i) de la definicién ([1.1.2) es inmediata.
(ii) Para cualesquieray € Ry f € F,

v fle = [I7fle +©(vf)
< D[ - || fle + DIVOf) + Dolvl - [| fle
= (D + Do)ly[ - [|fle + DIv[©(f)
< mdx{D + Do, D}|y|([|f]z + ©(f))
= max{D + Dy, D}||f]r-
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(iii) Para f,g € I arbitrarios:

I1f +gle=Ilf+9gle+O(f+9)
<||fle +lgle + C(O(f) +O(9)) + Co(l| fle + |lg]r)
= (1+Co)(||fle + [lgle) + C(O(f) + O(9))
< méx{1 + Co, C}(||fle + Ilgle +O(f) + ©(9))
= méx{1 + Co, C}(|| |z + |lg]r)-

Teorema 3.1.2. El espacio F' es cerrado en (I, || - |r).

Demostracion. Sea (f,) una sucesién en F tal que f, LY f para algun f € F. Fijemos

un £ > 0. Primero escogemos un n € N tal que O(f, — f) < e y después un § > 0 tal
que O(f,,0) <e, Cs <e/(M;+ M)y Ds < /My, donde M; es una cota superior de
la sucesion (||f, — flg) y M una cota superior para la sucesién (|| f,|g). Asi,

< CO(fu = f,0) +O(fn,0)) + Cs(I[f — fule + | fnle)
< (DG)(fn f 6)+D6||fn f|1E+@(fna5))+O§(D||fn_f|1E+@(fna5))
< 4CDe.

O(/f,9)

..;;

Definicién. Un conjunto G C F' es llamado 0-equicontinuo si para ¢ € 1,

O(G,6) = sup O(g,0) — 0 cuando 6 — 0.

geG

Una sucesion (f,) es llamada 0-equicontinua si lo es el conjunto {f, : n € N}. En
este caso, simplificamos escribiendo

O((fn),0) = ©({fn : n € N}, 0).

Teorema. Toda sucesion convergente en el espacio cuasi-normado asimétricamente
(E,|| - |r) es 0-equicontinua.

Demostracion. Sea (f,) una sucesién en F tal que

(por tanto ©(f, — f) — 0y ||fn — fle — 0) para algin f € F. Fijemos ¢ > 0y
sea N € N tal que O(f, — f) < e para toda n > N. Por otro lado, sea &y € I tal
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que O(f,00) < ey Cs, <e/(M+]|f|g), donde M es una cota superior de la sucesién
(|| fn. — fl&)- Entonces para cualesquiera 0 < 7 < oy n > N,

< CO(fa—f)+06(f,00)) + Cs, ([ fn — fle + || flr)
< 3Ce. (3.2)

Parai=1,2,..., N, elegimos J; tal que O(f;,d;) < e. Finalmente si hacemos
5:ml’n{5i,’i:O,1,...,N},
sup O(f,,0) < 3e.

neN

Esto prueba el teorema. O

Ahora asumiremos que E es un espacio lineal en donde esta definida una cuasi-
norma asimétrica no degenerada || - |g con constante de asimetria D. En este espacio
también asumimos que estd definida una familia de funcionales O(-,4), § € I que a su
vez define un funcional ©(-). Definimos otra cuasi-norma asimétrica en F por,

I1f = glr = I[lf —gle +O(f —9).

Definicién 3.1.1. Una familia de funcionales O(f,0), 6 € I, con las propiedades que
se han mencionado en (i) y (ii) al inicio de esta seccidn, es admisible con respecto a la
cuasi-métrica inducida por la cuasi-norma asimétrica || |g si se cumplen las condiciones
siguientes.

(i) El espacio (F,|| - |r) es un espacio bi-Banach.

(ii) Existe una constante K > 0 y una funcién ¢ : [ x Rt — R* tal que para cada
0el,

i (5, ) = 4(5,0),
y para toda f € F|

O(f) < KO(f,0) + (5, [ f]e)- (3-3)

La condicién (i) de la definicién previa y el Teorema ((3.1.2]) prueban que si (F, || |r)
es bi-Banach, entonces también lo es (F, || - |r).
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Teorema (Tauberiano). Supongamos que (F) || - |r) ha sido definido de (E, || - |g) por
una familia de funcionales admisibles ©(-,9), § € I. Sea (f,) C F una sucesién 0-
equicontinua. Si esta sucesién converge en (£, || - [g) a un elemento f, entonces f € F
y (fn) converge a f en (F,|| - |r). Mas atn, si para cada 6 € I, ¥(J,-) es continua en
R*, entonces

O(fn — f) < K(2CDO((f),0) + MCDs + 2DMCs) + (0, || fn — fle),  (3.4)

donde M es una cota superior para la sucesion real (||f.|g)-

Demostracion. Por el momento asumimos que hemos probado que (O(f,)) es una su-
cesién real de Cauchy. De las hipdtesis del teorema podemos concluir que (f,) es una
sucesién || - [*-Cauchy en E, por otra parte de la definicién de || - |[p se puede seguir
que (f,) es una sucesion || - |*-Cauchy en (F, || - |r), pero como estamos suponiendo que
(F,]]-|r) es un espacio cuasi-normado bi-Banach, esto implica que existe g € I’ tal que
|| fr. — g|lr — 0. También de la definicién de || - |r, ||fn — flg < ||fn — 9]F, por lo tanto
| — glg — 0, pero ||f, — fle — 0, y esto garantiza que f = g[[| Para probar que
(©(fn)) es una sucesién real de Cauchy, sea € > 0. Para todo § € I, de (3.3)),

Luego de las propiedades del funcional ©(-, ),

O(fn = fm,0) < C(O(fn;0) + O(=fm;0)) + Cs (|| fule + || = finle)
< C(O(f,8) + DO(fm, ) + Ds||fmle) + Cs(M + DM)
< CO((fn),0) + CDO((fn), ) + CDs|| frn|e + 2D M Cs
< 20DO((f,),6) + DsMC + 2DMCs.
(3.6)

Esta tltima parte la sustituimos en (3.5 para obtener
O(fn — fn) <2KCDO((f,),0) + KMCDs+ 2KDMCs + (6, || frn — fimlE)-

Posteriormente elegimos 0 de tal forma que ©((f,),0) < e, Ds < e/My Cs < e/M,
finalmente elegimos N € N tal que para toda n,m > N, ¥(6, ||f, — fm|g) < &. Por una
sustitucién de lo anterior en (3.5),

O(fo — fr) < (5CDK + 1)e.

La parte cualitativa del teorema ya ha sido probada. En particular ©(f, — f,,) — 0
cuando m — oo. Por tltimo regresamos a (3.5) y usamos la continuidad de (9, -)
haciendo m — oo para obtener (3.4]). [

1La unicidad del limite se sigue de:
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§3.2 Espacios de Lipschitz en L(u,v)

En la tltima seccién del capitulo anterior tratamos con funciones que son integrables
con respecto a un peso w. Existen casos en donde el peso depende del signo de la funcién.
Para estos casos, supongamos que u,v € Cor, u,v > 0 c.d (a veces reemplazamos Co,
por L3).

Sea Fy, el espacio de funciones Lebesgue medibles sobre T. Definimos el funcional
Puw @ For — RT por medio de

punlf) = / funla)] do = / (f*(@)ulz) + f~()olx)) de, (3.7)

donde

TSIy
frety =

son las partes positiva y negativa de f respectivamente y la funcién f,, estd dada por
fup(@) = fT(@)u(z) — f~(2)v(@).

El funcional p,, satisface las siguientes propiedades,

(i) Si 0 denota la funcién cero en Fy,, p,.,(0) = 0.

(ii) Para toda f,g € For, puu(f +9) < pun(f) + pus(g)-
(iii) Para todo f € Fy, y para todo A € R, p, ,(Af) = Apun(f)-

Sin embargo puede existir f € F5, tal que,

pu,v(_f) 7é pu,v(f)

Al definir el conjunto

L(u,v) :={f € Far : pun(f) < 00},

por las propiedades de p, (), este conjunto puede no ser un espacio lineal, ya que de
puw(f) < 00 no se infiere que py ,(—f) < oo.

Nuestro primer trabajo sera verificar bajo qué condiciones L(u,v) es un espacio
lineal. Con las propiedades del funcional p, ,, s6lo podemos asegurar que L(u,v) es un
cono estable bajo la adicién, esto es; \f, f + g € L(u,v) siempre que f,g € L(u,v) y
A>0.
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Ejemplo. La funciéon f: T — R dada por

fla) = ——

™ =X

no es integrable.

2T

Figura 3.1: Grafica de la funcién f

Sin embargo, al descomponerla en su parte positiva y negativa obtenemos las fun-
ciones

T

1 .
4 ) = si0<x<m,
f(x)_{() sim<ax <27,

_ 0 si0<z<m,
! (m)—{ L & <ax<or

r—T

AN

0 2T

Figura 3.2: Grafica de [Ty f~

Ahora, si consideramos los pesos
u(z) = 2*|7 — z|(27 — 2) y v(x) = sen*(m — ),
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tenemos

Funl@) = fH@)u(z) — f(2)v(z) = { Por - z) si0<a<m

T

sim <z <2m.

es integrable.

ftu

27

Figura 3.3: Grafica de f,,
Consideremos una funcién w € lipo (T) (en algunos casos basta con que w € Cayy),
para el cual existen constante A y B que cumplen,
0<A<w<Byu=wvcd. (3.8)
Enunciamos los resultados inmediatos que se obtienen a partir de esta restriccién.
Teorema 3.2.1. Supongamos que se cumple la condicién (3.8]), entonces

(i) Como espacios lineales L(u) y L(v) son iguales y se cumple la desigualdad
gl < Bllgllo < (1/A)]|gllu-

(ii) Los espacios lip} (T), y lip,(T), son iguales como espacio lineales y

02(9.0)u < |1g][u0 (w, 8) + BOL(g,0)o, (3.9)

0a(9,0)0 < (Ilgllo/A*)05 (w, 0) + (1/A)0a(g, 6)u. (3.10)

Demostracion. La premisa (i) es trival. Para el caso de (ii) sélo probaremos las de-
sigualdades (3.9)) y (3.10]), para esto usamos la identidad

’gtvtwt — WQU‘ = ’gtvt(wt - W) + w(grvr — QU)‘

concluyendo
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(a)
[Ad(gu)] = [As(gvw)] < [(g)el|Ar(w)] + [w] - [|Ae(gv)[ls,

(b)
[Ai(go)| = [Ai(gu/w)| < [(gu)l[Ac(1/w)] + [1/w] - [[A(gu)]]1-

Posteriormente, integrando (sobre T) en ambos lados de la desigualdad (a) obtenemos
(3.9) v (3.10) se obtiene de manera aniloga manipulando (b). O

De (3.9) y (3.10]) tenemos las siguientes desigualdades respectivas después de tomar

el supremo sobre los § > 0.

00 (9)u < |91l (w) + BOL(9)w (3.11)

Oa(9)o < (llgllo/A%)05 (@) + (1/A)05(9)u- (3.12)
Esto muestra que como espacios lineales Lip.,(T), y Lip.(T), también son iguales.

Ahora, notemos que si f € L(u,v) y se cumple la condicién (3.8), entonces
pusl=1) = [0 @uta) + (=1) @)o(o)) da
= [ @@ + H@)ola) do
< [ (5@ + B @) do
< méx {% B} [ @uta) + £ @ete)) ds
— miix {% B} pu(f).

De manera natural, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.2.2. Si u,v € Cy, cumplen la condicién (3.8]), entonces L(u, v) es un espa-
cio lineal normado asimétricamente bicompleto con norma asimétrica no degenerada

1l = pun(f) = / (u(a) [ () + v(2) [~ (2) de,

T
cuya constante de asimetria es
1
C, =max{B, —}.
1 = max{ ’A}
Ademéds, para toda f € L(u,v);
min{1, A}[f|lo < [|flue < mdx{1, B}|f|[, (3.13)
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Demostracion. Sélo probaremos que L(u, v) es cerrado bajo la suma y bajo la multipli-
cacién por escalar (las propiedades restantes se deducen apartir de estas dos). Para esto,
sean f € L(u,v) y A € R, deseamos probar que ||Af],., < 0o. Es claro que para A > 0,
el resultado se sigue de las propiedades de p,,(-), mientras que para A < 0, basta con
trabajar con || — f|,.., pero esto también se sigue de la observacion, ||— flu.o < Ci||fluv-

La prueba de que f + g € L(u,v) se sigue de las desigualdades,
(f+9)"<f"+g" y (f+9) <f +g.

para todo f,g € L(u,v).

Por otro lado, de las propiedades de p, ,(-) y de las observaciones anteriores, se sigue
que ||-]u» €s una norma asimétrica con constante de asimetria C;. La desigualdad
es cierta en virtud del resultado (i) del teorema previo, de la desigualdad y de la
observacion

1l = [ funlle = (1 Tl + {170l

Finalmente, notemos que de la desigualdad,

|| - f|u7v < Cl”flu,v

deducimos que si (f,,) es una sucesién en L(u,v), entonces ||f, — finluo —> 0 siy sélo
si||fm — fuluw — 0, luego, de este hecho junto con (3.13)) y la completéz de cada uno
de los espacios L(u) y L(v) se concluye que L(u,v) es bicompleto. O]

De tenemos que los espacios lineales L(u,v) y L(v) coinciden. Mas atin, la
norma || - ||, es equivalente a la norma || - |,,. Nuestro objetivo ahora es describir
los espacios de Lipschitz con peso sensible al signo. Para esto, consideremos el espacio
L(u,v) con la restriccién (3.8)). Primero notemos que

o = (T o
0+ f
2
Flo 48]+ fa 1
2

= (f" ().

De manera andloga, (f~)¢(x) = (f;)”(x). De modo que no hay ambiengiiedad de definir
el incremento de orden 1 de una funcién f € L(u,v) por,

At(f)u,v = Atl(f)(u,v) = (ft+ut - ft_Ut) - (f+u - fTv).
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Posteriormente para 0 < o < 1, definimos el funcional

O (Fup = sup JAull (3.14)

0<|t|<é<r [

Las definiciones de 61(f,6)yw, LipL(T)uw v lipL(T)y., son de manera andloga a las
secciones anteriores.

Atin no hemos dicho qué propiedades tiene el conjunto Lip.,(T)., ., no obstante, mas
adelante probaremos que Lipi(T)u,v es un espacio lineal y que ademas es bi-Banach.

Teorema. Sean f € L(u,v) y 0 < a < 1. Entonces f € lipL(T),, si y sdlo si
ftelipl(T), v £~ € lip:(T),. Més atin, para cualquier 0 < § < ,

i {0L(F%, 80 04(F 1 0)u} < 05, 0)uw < OA(ST.0)u + LS. 0)e  (3.15)

Demostracion. Dado 0 < § < 7 fijo, basta con notar que para cada t con 0 < |t| < 9,
las siguientes desigualdades son validas.

max {[A(F)ul, 12 7)ol } < 1AW ] S TA )l + [A(F7)o]

de modo que al integrar sobre T éstas desigualdades, dividir por [¢t|* y tomar el supremo
sobre los t’s se obtiene el resultado deseado. O

En (3.15]) tomado el supremo sobre 0 < § < 7 tenemos
max {0, (/)u 00 (F o} < OL(Fuw <O )i+ 000 )o- (3.16)
Esto sugiere que Lip.,(T), vy Lip,(T), son iguales como espacios lineales.

Corolario 3.2.1. Sean f € L(w) y 0 < a < 1. Entonces, f € Lip.(T),, ( respectiva-
mente f € lipL(T),, ) si y sélo si, f* € Lip:(T), y f~ € LipL(T),, (respectivamente
frelipt(T), y f~ €lip.(T),). Més atin, para cualquier 0 < § < 7,

mé‘x{ei(f—i_? 6)0-17 eé(f_v 6>W} S ei(fu 5>w + Qi(f_a 5)00
Demostracion. Basta tomar u = v = w en el teorema previo. O

Para investigar las propiedades cualitativas de Lip}l(T)u,U, primero tomamos 0 < [¢t| < m,
posteriormente definimos el funcional S; : L(u,v) — R por,

Si(f) = / A o) d = [|ACF ] 1. (3.17)

Daremos un bosquejo para exhibir la existencia de constantes positivas C'y D (univer-
sales) que satisfacen,
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(i) Para toda f € L(u,v),
S:(vf) < Dy|Si(f) + of[H]")-
(ii) Para todo f,g € L(u,v),

Se(f +9) < C(S(f) + Silg)) + of[t[*).

Para tal propoésito, se expresa a T como unién de conjuntos disjuntos de la siguiente
forma. Dado h € L(u,v), sean

Ai(h)y ={z€T:hf(z) >0y h (z)>0}U{zeT:hf
As(h)y:={z€T:h (z)>0yh (z) >0} U{zeT:h
As(h) :={z €T:hf(z) >0y h*(z) >0} U{zeT:h"(x
Ag(h) :={z€T:h(z)>0yh*(z)>0}U{zeT:h (x

—~

~— —

Luego con los A;(h) asi definidos,

Sy(h) = /T Ao o= /A ) (3.18)

Enseguida, se definen las constantes

1
Cy = min{A, E}’
1
03 = (1 + ﬁ) .

Para probar la afirmacién

Se(vf) < Dy|Se(f) + o([t]*),

primero se toma 7y > 0 obteniendo

Se(vf) = vSi(h).

Mientras que para v < 0,
S:(vf) = [v[Se(=1)-
Esta ultima igualdad conduce a trabajar sobre S;(—f). Usando la férmula (3.18)),

S~ f) = Z /A A=t
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Por tltimo se trabaja sobre cada uno de las cuatro integrales, de hecho en cada una de
éstas integrales se tienen las desigualdades siguientes.

/ Ar(= Flunla)] dz < Cy / A ()] do.
A1(f)

Ai(f)

/ |Ay(=fup(@)] do < 01/ [At(fuw(@)] d + [Jwr —wlloe [ [/ (z)o(2)] da.
A2(f) A2(f) As

[ aEnu@ldr < [ AP derColla-sll [ 1 @ulo)] do
Asz(f) As(f) As(f)

1A= fup(@)] de < Cy [ |A(fup()] da.
Ay Ay

Sumando los respectivos miembros en cada una de las desigualdades anteriores y reaco-
modando los términos necesarios se obtiene

Si(=f) < CL5(f) + Csl[ fluwllwr — wl]oo-

De donde se concluye que para cada v € R,

Se(vf) < WC1S(f) + Cslv] - (| fluwllwr — w]|oo-
Por otra parte con un poco més de trabajo se prueba que, para todo f,g € L(u,v),

(1 ‘|‘ Cl) 203
1+ Cy 1+ Cy

En este caso hay que tener en cuenta que

Sie(f +9) < (Se(f) + Silg)) + U1 f luwo + 19luo) | — w|]so-

4

Ai(f+ 9)uw dx.
> / AT ()] d

1=

[ 188 + gt} dn =
T
Ahora, notemos que podemos reescribir,

eé(fa 5)u,v = Ssup St(f)

o<ltj<s [t]*

eé<f>um = Sup 9i<f7 6)u,v~

0<6<m

Por lo que después del bosquejo que hicimos tenemos el siguiente resultado.

Teorema. Para cualesquiera f,g € L(u,v), 7€ R, 0<d<my0<a<l,
9(11(7f7 5)u,v S |7’019i(f7 5)u,v + CSh/’ ' Hflu,’uezo(wa 6)7

1+
14+ Cy

20
14+ Cy

Oa(f +9.0)uw < (0a(f,0)uw + 0a(g: 0)un) + U o + 1gluw) 02 (w, 6).
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Demostracion. Procedemos a probar sélamente la primera desigualdad ya que la otra
desigualdad se sigue de manera analoga. De la propiedad de Sy(vf),

0L (7f,8)us = sUp Si(vf)

0<|t|<s W"

S wx+1t) —wx
< |y|Cy sup t(f) + Cs][ fluo SUp Sup| ( )a ()]
o<lil<s |t] 0<[t|<é z€T It]

= h/‘clei<fa 5)u,v + C3Hf‘u,v6‘20(f> 6)

Corolario. El funcional 6,(-),,, que hemos definido por

ei(f)uyv = Sup Qi(f, 5)u,va

0<o<m

tiene las propiedades,

Hi('}/f)u,v < ‘7’01‘9i(f)u,v + CBW‘ ) Hf”u,vego(w)»

1+ C; 2C5
o1 < o 01 0>°(w).
aﬁ+@hm_1+cé(4ﬂwﬂ-amu0+1+{bﬂvuwkuda(m

Demostracion. Se sigue del teorema previo al tomar el supremo sobre 0 < § < 7. [

El lector puede notar que el funcional 8}(+),,, que hemos definido en esta seccién es
un caso particular del funcional que hemos denotado por O(-), en la seccién que hemos
llamado Teoria general, la cual reaparece en este tercer capitulo. En resumen tenemos,

eé(')u,v = @()7
eé('v 5>u,v = G)(? 6)7

B 1+C
14 Gy
D= Clv
20
C§ - 1+ 02901 (M,é),
Ds = Cs07 (w, 6),
20,
CO - 1 +020a (w)7

DO = 03020 (LU)

De tal forma que en este contexto, los espacios de Lipschitz se definen de la forma:
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Definicién. Decimos que una funcién f € L(u,v) satisface una condicion de Lipschitz
de orden « con respecto al peso (u,v) si

0L (f)uw < 00.

Al conjunto de tales funciones lo denotamos por Lip.,(T).,...

Este es un caso particular del espacio F mencionado en la primera seccion de este
capitulo. Por lo que se tiene el siguiente resultado.

Proposicion. Para 0 < a < 1, el conjunto Lip}l(T)w es un espacio lineal cuasi-
normado asimétricamente por la cuasi-norma asimétrica de Lipschitz

Hf|a,u,v = ||f|u,v + ecly(f)u,v-

Demostracion. Véase Teorema (3.1.1)). O

En este contexto, el espacio lip),(T),.,, estd formado por funciones f en Lip}(T),..
que satisfacen
0.(f,8)us — 0 cuando § — 0.

Teorema 3.2.3. Los espacios lineales Lip} (T).., (respectivamente lip. (T),,., ) y Lip’,(T),
(respetivamente lip} (T), ) coinciden. Una sucesién (f,) en Lipl(T),, converge a una
funcién f en la cuasi-norma asimétrica || - |44, Si y sélo si (f,) converge a f en la
norma || - ||a.0-

Demostracion. De (3.13)), L(u,v) y L(v) son iguales como espacios lineales y la norma
asimétrica |||, es equivalente a la norma ||-||,. De (3.15), una funcién f € Lip}(T),., si

ysélosi f+ € Lip(T), vy f~ € Lipl(T),. Mientras que de (3.9) y (3.10)), f* € LipL(T).,
( respectivamente f* € lipL(T), ) si y sélo si f* € Lip.(T), ( respectivamente

f € lip(T), ). Por otra parte del Corolario (3.2.1)) , f € Lip:(T), ( respectivamen-
te f € lipt(T), ) si y sélo si f+, f~ € Lip,(T), ( respectivamente f*, f~ € lip:(T), ).
Estos argumentos muestran la primera parte del teorema. Para probar la otra parte
del teorema, observamos que

| fn = fluw — 0 sty solosi||fn, — f]ls — 0,

v de (3.16)
Ou(fr = Pluw — 051y s6lo st 04 ((fa = F))u — 0y O ((fo = f)7)o — 0
Posteriormente de y
Oa((fo = £)")u — 0siy s6lo si O, ((fo = f)")e — 0,
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y por tanto,
Qi(fn — [)up — 0 siy sélo si Qi(fn —f)o — 0.

Finalmente concluimos,
|| fn — flouw —> 0 sty sélosi || fn — fllaw — 0.
m

Teorema. Para todo 0 < a < 1, el espacio cuasi-normado asimétricamente Lip,(T),.,
con la cuasi-norma asimétrica,

1 fawe = 11+ uw + 02 )uo
es bi-Banach.
Demostracion. Se sigue del teorema previo y la completéz del espacio L(v). O
En este contexto sabemos que para cada 0 < § < 7, 61(-,0),, no es una semi-

norma, sino que sélamente es un funcional, sin embargo nos permite formar espacios
de Lipschitz, mas ain, esta familia de funcionales es admisible con con respecto a la

cuasi-métrica inducida por la norma asimétrica || - |4, se puede probar que
A (f u,v||1
ei(f)u,v = w
o< |t|<m |t’
< A )unl 1 N A )uwll1
o<t<o<r [t s<lij<r  [t®
2 u,v
< OL(f.0) + e
Mientras que la funcién ¢ : (0, 7] x Rt — R* estd dada por
2t
5,t) = —.
vsn) =2

Luego si el espacio (liph(T)u, || - |u) es definido de (L(u,v),]| - |u») a partir de la
familia de funcionales 0 (-,0),., 0 < d < 7y (f,) es una sucesién 0-equicontinua que
converge a una funcién f en L(u,v) en la norma || - |, ., entonces (f,,) converge a f en
lip,, (T)y.. Més atin,

M (1 +5C,)Cs
1+ C,

(1 —+ 01)2

1
(). Bt

1= Flasm < (1 " ;) 1fu= Flunt 0 (0.5).

En particular si usamos el siguiente resultado, tenemos una aproximaciéon de funciones
en lip;(']l‘)uﬂ). En lo que sigue asumimos que se cumple la condicién (|3.8]).
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Teorema. Si 0 < a < 1, v € lip?(T), (U,) una unidad aproximativa en L}y
f €lip}(T),., entonces

||(f+ * Up)u — (f7 * Up)y — (f+U — f_U)|a7u7U — 0.

Demostracion. Por la condicion (3.8)), w € lipo’(T), ahora usando que v € lip2’(T)
podemos concluir que u = wv € lipa (T) (para esta afirmacién vea [I, pdg 15]). Por
otro lado fy,, € lip:(T)u, si y sélo si f* € lip\(T), y f~ € lip.(T),, luego por el

Teorema ([2.4)),
||(f+ * Up)u — f+u||a7u — 0

H(]H_*Un)v _JH_UHa,v —0

Ahora probaremos que

1 Un)u = (f 7 5 Un)o = (f " = f70)|law — 0.

Para esto, note que

H(f+ * Up)u — (f7 * Up)w — (f+u— f_U)Ha,u =
||(f+u) * Up, _f+u_ ((fTv)* U, — f_U)Ha,v <
() % Un = fTullaw + 1(F70) % Un = [70]|aes

pero éste iltimo término tiende a cero para n suficientemente grande. Luego por el

Teorema ([3.2.3)), concluimos que
H<f+ * Un)u - (fi * Un)v - (eru - fiv)la,u,v — O

que era lo que queriamos probar. O
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CONCLUSIONES

La aproximacion de funciones en espacios de Lipschitz de funciones continuas y
funciones integrables ha sido generalizado a espacios de funciones con peso simétrico y
mas aun, a espacios de funciones integrables con peso sensible al signo.

Resaltamos la importancia del Teorema Tauberiano en la teoria de los espacios de
Lipschitz del tipo de funciones mencionadas, ya que éste permite contruir sucesiones
de funciones polinomiales que convergen a una funcién dada en Lip{) (T)(.. Tales suce-
siones son construidas por medio de una unidad aproximativa o kernel, como el kernel
de Féjer o el kernel de Jackson.

La teoria general de los espacios de Lipschitz en espacios lineales normados ha
sido adaptada y generalizada para espacios de Lipschitz en espacios lineales normados
asimétricamente, de tal manera que la familia de funciones con los que se contruyen los
espacios de Lipschitz en los espacios normados asimétricamente, se convierten en cuasi-
normas para valores apropiados de los componentes de las familias de las constantes
(Cs) v (Ds). En el caso particular de las funciones integrables, los valores apropiados
de estas constantes son aquellos en que el peso sensible al signo es (u,v) = (1, 1).

Una de las formas posibles de proseguir este trabajo es eliminar la restriccién de
u = wv en el peso sensible al signo y trabajar con la aproximacion de funciones en el
cono L(u,v) resultante.

61






[10]

[11]

BIBLIOGRAFIA

Nik W. Lipschitz Algebras. World Scientific, 1999.

Kalandiya A. I. A direct method of solving the wind theory equation and its
application in elastic theory. Math. Sbornik, 42:249-272, 1957.

Wen Li, Du Zou, Deyi Li, and Zhaoyuan Zhang. Best approximation in asymme-
tric normed linear spaces. International Conference on Information Science and
Technology (Nanjing China), pages 398-401, 2011.

Ronald A. Devore and George G. Lorentz. Constructive approximation. Springer
Verlag, 1993.

David G. Morsund. Chebyshev approximation using a generalized weight function.
SIAM Journal on Numerical Analysis, 3(3):435-450.

Chalmers B. L. and Taylor G. D. Uniform approximation with constraints. Jber.
d. Dt. Math.-Verein, 81:49-86, 1979.

Krein M. G. and Nudelman A. A. The Markov moment problem and extremals
problems. Ideas and problems of P. L. Chevishev and A. A. Markov and their
furhter development. Nauka, Moskow, 1973.

Babenko V. F. Non symmetric approximation in spaces of summable functions.
Ukrainskii Matematicheskii Zhurnal, pages 407-416, 1982.

Dolzhenko E. P. and Sevast’yanov E. A. Sign-sensitive approximation. Journal of
Mathematical Sciences, pages 3025-3257, 1998.

Felix H. Set Theory. AMS Chelsea Publishing, 2005.

Albert Kiinzi H.-P. Nonsymmetric distances and their associated topologies:
About the origin of basic ideas in the area of asymmetric topology. in C.E Aull
and R. Lowen, Handbook of the History of General Topology, Dordrecht, Kluwer,
3:853-968, 2001.

63



BIBLIOGRAFIA BIBLIOGRAFIA

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[20]
[21]

64

Simonov B. V. On the element of best nonsymmetric approximation in spaces
with nonsymmetric quasi-norms. Mathematical notes, 74(6):902-912, 2003.

Romaguera S. Semi-Lipschitz functions and best approximation in quasi-metric
spaces. Journal of approrimation theory, pages 292-301, 2000.

Alegre C. Continuous operators on asymmetric normed spaces. Acta Math. Hun-
gar, 122(4):357-372, 2009.

Alegre C., Ferrando I. L., Garcia-Raffi L. M., and Enrique Alfonso S. P. Com-
pactness in asymmetric normed spaces. Topology Appl., 155:527-539, 2008.

Mayor G. and Valero O. Aggregation of asymmetric distances in computer science.
Information Sciences, 180(6):803-812, 2010.

Stefan C. Functional analysis in asimetric normed spaces. arXiw:1006.1175v1,
pages 1-5,11, 2010.

Kelly J. C. Bitopological spaces. Proc. London Math. Soc., 13:71-89, 1963.

David G. Luenberger. Optimization by vector space methods. JohnWiley & Sons,
Inc., 1969.

Yitzhak K. An introduction to harmonic analysis. John Wiley & Sons,Inc, 1968.

Miguel Antonio J. P. Medida, integracion y funcionales. Pueblo y Educacion,
1989.

Miguel Antonio J. P. A tauberian theorem for a class of function spaces. Mono-
grafias de la Academia de Ciencias de Zaragoza, Nr., 20:77-85, 2002.

Hardy G. H. and Littlehood J. E. Some properties of fractional integrals. I, Math
Zeitschrift, 27:565—-606.

George Angelos A. and Gheorghe Sorin G. Approximation theory, Moduli of Con-
tinuity and Global Smoothness Preservation. Springer Science+Business Media,
LLC, 2000.

Tom M. Apostol. Andlisis Matemdtico. Reverté, 1976.

Miguel Antonio J. P. and Jose Margarito H. M. Asymmetric Holder spaces of
sign sensitive weighted integrable functions. Communications in mathematics and
applications, pages 39-50, 2011.

Bustamante J. and Miguel Antonio J. P. Trends in Holder approximation. Publis-
hed by Marc Lassonde (Editor): Approzimation, Optimization and Mathematical
Economics; Physica-Verlag, pages 81-86, 2001.



	Agradecimientos
	Simbología
	Introducción
	Preliminares
	Cuasi-métricas y normas asimétricas
	Convergencia en espacios asimétricos
	Funciones Lipschitz continuas
	Convolución de funciones en L12

	Espacios de Lipschitz en espacios lineales
	Teoría general
	Espacios de Lipschitz en C2
	Espacios de Lipschitz en L12
	Espacios de Lipschitz en L()

	Espacios de Lipschitz en espacios asimétricos
	Teoría general
	Espacios de Lipschitz en L(u,v)

	Conclusiones
	Bibliografía

