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Prefacio

Introducciéon

El andlisis funcional es una rama del andlisis matematico que permite abordar problemas de esta
area de forma méas general por medio del estudio de espacios de funciones y transformaciones lineales.
Una faceta importante del andlisis funcional es la teoria espectral de operadores lineales, como campo de
investigacion dentro de la teoria de operadores.

El andlisis espectral es el término que se utiliza para la teoria que generaliza el estudio de valores y
vectores propios de una matriz cuadrada a transformaciones lineales actuando sobre espacios abstractos.
Formalmente, dada una matriz cuadrada A de tamano n x n con entradas en los niimeros complejos, se

trata de hallar todos los valores complejos A para los cuales

Al — A no es invertible, (1)

donde I denota la matriz identidad de tamano n x n. En este caso, se dice que A es un valor propio de
A. Resolver este problema es relativamente sencillo, pues, para conocer los valores A que satisfacen ,
basta con tomar el determinante de (|1)), igualar a cero y resolver la ecuacién obtenida. Se sabe que existe
un isomorfismo entre el espacio de matrices de tamano n X n y el espacio de tranformaciones lineales de
C™ en C". Es decir, toda transformacién lineal de C™ en C™ tiene una representaciéon matricial de tamano
n X n con entradas en los complejos. Motivado por esto, dada una tranformacién lineal T' de un espacio

normado X en si mismo, se busca hallar los valores complejos A para los cuales

M —T no es invertible, (2)

en el espacio de las tranformaciones lineales continuas, donde I : X — X, representa la transformacién
lineal identidad. Resolver este problema es una tarea dificil ya que no se tiene un criterio tinico para su
resolucién. La dificultad depende en gran medida de la naturaleza de Ty X. El hecho que el conjunto
de las transformaciones lineales continuas definidas sobre un espacio de Banach X en si mismo sea una
algebra de Banach unitaria, el problema anterior se puede formular sobre algebras de Banach unitarias,
esto es: dada una algebra de Banach unitaria A con unidad e, la teoria espectral investiga las propiedades
de aquellos valores complejos A para los cuales Ae — a no es invertible en A, donde a € A.

Ciertamente la formulaciéon del problema en estos términos le tomé tiempo a los matematicos, pues
antes tuvo que haber un desarrollo importante en areas de la matematica como lo son: algebra lineal,
andlisis matematico y topologia. Asi que sus inicios de manera formal se encuentra a inicios del siglo
XX, con los trabajos de matematicos como Ivar Fredholm, David Hilbert, Henri Lebesgue, Maurice

René Fréchet, Erhard Schmidt, Hermann Weyl y Frigyes Riesz, por mencionar algunos.

v



VI Prefacio

Las aplicaciones préacticas de la teoria espectral sobre dlgebras de Banach particulares permite resolver
sistemas de ecuaciones lineales, ecuaciones diferenciales, ecuaciones integrales y problemas con valores
en la frontera. Esto permite que la teoria espectral sea de gran importancia en dreas como ecuaciones
diferenciales, sistema dinamicos, campos magnéticos. Mas aun, el desarrollo de la teoria espectral es
fundamental en la mecéanica cuantica, pues, la teoria de operadores y la teoria espectral juegan un rol

esencial en la formulacion matemaética de dicha area.

Objetivo

Sea A una dlgebra de Banach unitaria con unidad e. Dado a € A, el espectro de a, denotado por
o(a), es el conjunto de valores complejos A tales que Ae — a no es invertible en A. Queda asi definida
la aplicacién o que a cada a € A le asigna el conjunto o(a). Ya que a menudo no es posible calcular
el espectro, se busca aproximarlo con la métrica de Hausdorff, ya que el espectro es un subconjunto
compacto de C. Es en este punto donde la continuidad de ¢ toma un rol esencial.

Existen varios resultados en donde se establece bajo qué condiciones o(a,) — o(a) (con la métrica de
Hausdorff) cuando {a,} es una sucesién en A que converge a a € A bajo la norma en A. Por ejemplo J. D.
Newburg en [26] lo hace cuando A es una élgebra de Banach conmutativa, J. B. Conwall y B. B. Morrel
en [9, [I0] caracterizan la continuidad de o cuando A es la dlgebra de los operadores lineales acotados
definidos sobre un espacio de Hilbert en si mismo y S. Sdnchez-Perales en [3I] establece condiciones
suficientes para la continuidad de o en el caso del dlgebra de los operadores acotados definidos sobre
espacios de Banach en s{ mismo. Otros trabajos que podemos citar al respecto son [5] y [13].

Recientemente, en el libro Spectral Computations of Bounded Operators, M. Ahues et al. han definido
una nueva convergencia mas general que la convergencia en norma, llamada v—convergencia, la cual

estd definida como: la sucesién {a,} C A converge en v—convergencia a a € A si

{|lan ||} estd acotada, |(an —a)an|| =0 y |(an—a)a,| — 0.

En este trabajo de tesis se estudia la aproximacién del espectro ahora usando v—convergencia, siguiendo

las lineas de investigacién de [9] y [31].

Resultados

Esta tesis estd distribuida en cuatro capitulos, una conclusién y un apéndice.

En el Capitulo (1] se presentan resultados preliminares sobre dlgebras de Banach [30], el espacio de los
operadores lineales acotados [19], operadores compactos [19], [36], el dlgebra de Calkin [30] y la teoria de
funciones con valores en espacios normados, que se encuentran en libros cldsicos como lo son [15], [I7],
[8] v [35]. Los conceptos de andlisis matematico y topologia que aparacen en el escrito fueron tomados
de los libros [2], [25], [18] y [11].

En el segundo capitulo se hace un estudio de las propiedades mas importantes del espectro sobre
algebras de Banach unitarias. También, en la segunda seccién de este mismo capitulo se utiliza como
herramienta el cédlculo funcional de funciones complejas de valores en espacios normados para hacer el
estudio del espectro méas detallado. La bibliografia utilizada fue: [36], [I5] y [29].

En el tercer capitulo se aborda la teoria de Fredholm sobre el dlgebra de los operadores acotados,
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mostrando la mayoria de los resultados involucrados en este tema. Se citan los siguientes libros para el
estudio de esta teorfa: [36], [30], [24] vy [34].

Finalmente en el cuarto capitulo, se plantea de forma rigurosa el problema y se estudia la aproximacién
del espectro usando v—convergencia, utilizando la teoria desarrollada en los capitulos anteriores. En la
primera seccién se presenta la métrica de Hausdorff y se caracteriza la convergencia con esta métrica
usando el limite inferior y el limite superior de una sucesién de subconjuntos de un espacio métrico;
se cita [I6] para su estudio. En la segunda seccién se generaliza el concepto de v—convergencia para
algebras de Banach unitarias y se hacen notar las ventajas y desventajas de trabajar con este criterio de
aproximaciéon en el caso especial de la dlgebra de los operadores lineales acotados. En la tercera seccion
se generalizan resultados de [23] Seccién 2] a élgebras de Banach unitarias obteniendo como resultado
principal la aproximacién del espectro usando v—convergencia sobre los elementos de una &algebra de
Banach unitaria que tienen espectros totalmente disconexo. Cabe mencionar que la originalidad de los
resultados obtenidos en estas tres secciones hace factible la redaccién de un capitulo de un libro para su
posible publicacién.

En la tercera seccidn, se sigue la linea de investigacién de [9] y [31] y se obtienen condiciones suficientes
para que un operador Fredholm sea un punto de continuidad del espectro usando v—convergencia. La
mayoria de los resultados de esta seccién son nuevos, por ello se estd redactando un articulo para su
posible publicacién en una revista internacional.

El Apéndice contiene resultados concernientes con dlgebra lineal, componentes conexas de un espacio

topolégico, asi como teoremas clasicos de anédlisis funcional.






Notacion

SIMBOLO DESCRIPCION

0 conjunto vacio

N conjunto de los nimeros naturales; N ={1,2,...}
R conjunto de los niimeros reales
R+ conjunto de los nimeros reales positivos

C conjunto de los nimeros complejos

ACB A estd contenido en B; para todoa € A, a € B
ACB A esta propiamente contenido en B; A C B con A # B

A¢ B A no esté contenido en B; existe a € A con a ¢ B

iso(U) conjunto de puntos aislados del conjunto U
acc(U) conjunto de puntos de acumulacién del conjunto U
int(U) conjunto de puntos interiores del conjunto U

U conjunto de puntos adherentes del conjunto U

ou frontera del conjunto U; U = U\int(U)

X\U complemento de U C X en X
{z,} sucesion de elementos en X, x1,%2,...,%,,..., donde X es un espacio topologico

Bx(z,¢)  bola abierta en X centrada en z € X y radio € > 0; Bx(z,¢) ={y € X : ||y — 2| < ¢}

IX



Bx|[z, €]

dim(X)

Gi(A)

Gr(A)

By(X,Y)

X*

Notacion

bola cerrada en X centrada en z € X y radio € > 0; Bx|[z,e] ={y € X : |ly —z| < ¢}
dimension de X

algebra de Banach unitaria sobre C

unidad en A; ea = a = ae, para todo a € A

conjunto de elementos invertibles por la izquierda en A; G;(A) = {a € A: existe b €
A tal que ba = e}

conjunto de elementos invertibles por la derecha en A; G.(A) = {a € A : existe b €
A tal que ab = e}

conjunto de elementos invertibles en A; G(A) = G; N G,.(A)

espacio de transformaciones lineales de X en YV; L(X,Y) ={T: X - Y|T(ax +y) =
oT(z) +T(y), para todo o € Cy todo z,y € X}

espacio de tranformaciones lineales de X en X; £L(X) = L(X, X)

espacio de los operadores lineales acotados de X en Y; B(X,Y) = {L € L(X,Y) :
existe § > 0 tal que ||T'(z)]] < B||z||, para todo z € X}

espacio de operadores lineales acotados de X en X; B(X) = B(X,Y)

espacio de transformaciones lineales compactas de X en Y; K(X,Y) ={T € B(X,Y) :
T(U) compacto en Y, para todo U C X acotado}

espacio de operadores lineales compactos; K(X) = K(X, X)
nicleo de T' € L(X,Y ); N(T) ={z € X : T(z) =0}
rangode T' € L(X,Y); R(T) ={y €Y : T(z) =y, para algin z € X}

restriccién de T' € £(X,Y) al subespacio W de X; T|w : W — Y dado por T'|w (w) =
T(w), para todo w € W

espacio de tranformaciones lineales de X en Y con rango de dimensién finita; By(X,Y) =
{T' e B(X,Y) : dim(R(T)) < oo}

espacio dual de X; X* = B(X,C)



Notacion

X **

T*

rz+ 1

X/1

XI

doble dual de X; X** = B(X*,C)

transformacion adjunta de 7' € B(X,Y); T* : Y* — X* definida como, para cada
y* e Y* T*(y*) = «* donde z*(z) = y*(T(x)), para todo z € X

clasedez e Xso+I={ax+i: 11}
espacio cociente de X médulo I; X/I ={z+1: z€ X}

homomorfismo natural entre X y X/I; 7 : X — X/I dado por 7(z) = x + I, para todo
reX

dlgebra de Calkin; C(X) = B(X)/K(X)

curva de Jordan en C

interior de la curva de Jordan I

interior de la curva de Jordan I

espectro de a € A; o(a) ={A€C: de—a ¢ G(A)}
resolvente de a € A; p(a) = C\o(a)

funcién resolvente de a € A evaluado en A € p(a); r4 : p(a) — A definida por rq(A) =
(Ae —a)~*t, para todo \ € p(a)

radio espectral de a € A; r(a) = sup{|A| : A € o(a)}

conjunto de contornos de Cauchy C' C p(a) tal que A C int(C) y o(a)\A C ext(C),

donde A es conjunto espectral para a € A

proyeccién espectral asociada a a € A al conjunto espectral A para a; p(a,A) =
7= Jora(A)d A, donde C € C(a, A)

dimensién de N (T) con T € B(X,Y); o(T) = dim(N (T))
dimensién de X/R(T) con T € B(X,Y); B(T) = dim R(T)
conjunto de operadores semi-Fredholm inferior; ®_ (X) = {T € B(X) : 8 (T) < oo}

conjunto de operadores semi-Fredholm superior; @, (X) = {T € B(X) : a(T) <
ooy R(T) es cerrado}



XII Notacion

®(X)  conjunto de operadores Fredholm; ®(X) = &, (X) N &_(X)
$,(X) conjunto de operadores semi-Fredholm; @ (X) = &, (X)U &_(X)
WT)  indice de T € B4 (X); i(T) = o(T) — B(T), para todo T € 4 (X)
N°(T)  hiper-niicleo de T € B(X); N(T) = |J°, N (T™)
R>(T)  hiper-rango de T € B(X); R*(T) = (°°, R(T™)
p(T)  ascenso de T € B(X); p(T) = min{n € NU{0} : N(T™) = N(T"+1)}
g(T)  descenso de T € B(X); ¢(T) = min{n € NU{0} : R(T™) = R(T"1)}
o,(T)  espectro punto de T € B(X); 0,(T) = {A € C: N(A—T) # {0}}

Oap(T) espectro punto aproximado de T € B(X); 04,T) = {A € C : X —

T no estd acotado por abajo}

o.(T) espectro Fredholm de T' € B(X); 0.(T) ={ A€ C: A—-T ¢ &(X)}
os—r(T)  espectro semi-Fredholm de T' € B(X); 0s_p(T) ={ € C: A\-T ¢ d,.(T)}

o1:(T) espectro esencial izquierdo de T' € B(X); 01.(T) ={ € C: n#(A\I -T) ¢ G(C(X))}

ore(T) espectro esencial derecho de T' € B(X); 0,e(T) ={A € C: n#(M -T) ¢ G.(C(X))}
dist(xz, E) distancia de z € X a E C X; dist(z, E) = inf{d(x,e) : e € E}

(E). nube de £ C X con radio € > 0; (E). = {z € X : dist(z, F) < €}
S(X) coleccién de subconjuntos de X cerrados, acotados y no vacios
S(X) coleccién de subconjuntos de X compactos y no vacios

h(E,F)  distancia de E a F con la métrica de Hausdorff; h(E,F) =inf{e >0: EC (F). y F C
(E).}, para todo E, F € S(X)

liminf F,, limite inferior de la sucesién {E,} de subconjuntos de X; liminfE, = {z € X :

para cada € > 0 existe ng € N tal que B.(z) N U, # (), para cualquier n > ng}

limsup E,, limite superior de la sucesién {E,} de subconjuntos de X; limsupE, = {z € X :
para cada € > 0 existe J C N infinito tal que B.(z) N E,, # 0, para todo n € J}



Notacion

an — G

an — a

[P

L ([a, b])

XIII

convergencia en norma de la sucesién {a,} C A aa € A; ||a, —a|| — 0 cuando n — co

la  sucesiéon {a,} <€ A converge en v—convergencia a a € A si

{lanll} esté acotada, [[(an — aan] =0 ¥ [[(an — a)an]) =0
espacio de sucesiones que son p > 1 sumables; I? = {{£,} CC: Y 7 | [,]P < oo}

espacio de funciones de valores complejos definidas sobre [a, b] que son p > 1 Lebesgue
integrables sobre [a,b]; L? = {f : [a,b] = C||f(t)|P es Lebesgue integrable sobre [a, b]}

funcién delta de Kronecker; 6; , =1sii=ky d;, =0si¢# k.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Algebras de Banach

El concepto de algebra de Banach es muy importante en matemaéticas, pues pone a trabajar la topologia
y el dlgebra juntas en un mismo conjunto. Este hecho permite considerar el andlisis de series infinitas.
Solo en este contexto se puede exhibir la intima relacién entre propiedades topoldgicas y algebraicas del
espacio. El estudio de estas dlgebras es fundamental en fisica tedrica ([I2]). Sin embargo, ya que estudiar
algebras no es el tema principal de esta tesis, se limitara a enunciar resultados que serdn de utilidad para

nuestro trabajo.

Definicién 1.1.1. Sea A un espacio lineal sobre el campo de los nimeros complejos ([19, Capitulo 2]).

Entonces A es una dlgebra si existe una operacion - : A x A — A llamado producto tal que
i) (a-b)-c=a-(b-c),
i) a-(b+c)=a-b+a-c,
i) (a+b)-c=a-c+b-c,
i) AMa-b)=(Aa)-b=a- (D),
para cada a,b,c € Ay X e C.

Por simplicidad ab denota al elemento a - b en A. También, o representa al elemento neutro en A, es

decir, 0+ a = a + o = a, para cada a € A.

Definicién 1.1.2. Una norma || - || ([I9, Capitulo 4]) sobre una dlgebra A es submultiplicativa si
[labll < |0 (1.1)

para cada a,b € A. En este caso se dice que A es una dlgebra normada. Mds ain, si existe e € A tal que
y ae = a = ea, para cada a € A y |le|| = 1 entonces A es una dlgebra normada um’taricﬂ en tal caso e

es la unidad en A.

1Sea A una algebra de Banach sin unidad. Se definen sobre el conjunto A’ = A x K las operaciones (a,a) + (b, 8) =
(a +b,a+ p), Bla,a) = (Ba, Ba), (a,a)(b,B) = (ab+ ab + Ba,ap) para cada a,b € Ay «a,B € K. También se define la
norma en A’ como ||(a,a)|| = ||a|]| + |a| para cada a € Ay a € K. Se tiene que, A’ es una algebra de Banach sobre K con
unidad e’ = (0, 1). Con esto se concluye que dada una &lgebra de Banach sin unidad se le puede adjuntar una que si tenga
unidad
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Una dlgebra normada completa ([19, Seccion 3.7]) se llama dlgebra de Banach y una dlgebra normada

unitaria completa dlgebra de Banach unitaria.

Note que en una algebra normada unitaria, la existencia de la unidad es unica. También los axiomas
de norma garantizan la continuidad de las operaciones suma y producto por escalar en A y la condicién
en (1.1 la continuidad de la operacién producto.

Ejemplo 1.1.3. 1. El campo ([19, Seccion 2.1]) de los nimeros reales o complejos con la norma usual

son dlgebras de Banach unitarias.

2. [22, Ejemplo 3, pdg. 35] Sea A C C compacto y no vacio. Denote con C(A,C) el espacio de las
funciones continuas definidas sobre A de valores complejos. Entonces C(A,C) es una dlgebra de
Banach unitaria donde la norma en C(A,C) estd dada por || f|| = max{|f(a)| : a € A} para todo
f € C(A,C), el producto estd determinado por la multiplicacion usual de funciones y la unidad es

la funcién constante uno sobre A.

Definicién 1.1.4. Sea A una dlgebra. Un subespacio lineal ([19, Seccion 2.2]) T de A es un ideal bilateral
de A, si para todo i € T y para todo a € A se verifica que ia € L y ai € L.

Ejemplo 1.1.5. Considere la dlgebra de Banach del Ejemplo 2. Sea ag € A. Entonces el conjunto
Z(ag) = {f € C(A,C) : f(ap) = 0} es un ideal bilateral de C(A,C). Mds generalmente, sea Ay C A,

=

entonces el conjunto Z(Ag) = {f € C(A) : f(ao) = 0para todo ag € Ag} es un ideal bilateral de C(A,C).

En base a la Definicién todo ideal bilateral es una subalgebra. Posteriormente se mostrara un

ejemplo particular de ideal bilateral de una algebra.

Definicion 1.1.6. Sea A una dlgebra de Banach unitaria. Se dice que a € A tiene inversa por la izquierda
(derecha) si existe b € A tal que ba = e (ab = e respectivamente). En tal caso se dice que a es invertible
por la izquierda (derecha) en A y que b es la inversa por la izquierda (derecha, respectivamente) de a.

También, a € A es invertible en A si tiene inversa por la izquierda y por la derecha en A.

Suponga que a € A es invertible en A. Entonces existen b,c € A tales que ba = e = ac. Luego
b = b(ac) = (ba)c = c. Por lo tanto, si a € A es invertible en A, existe un unico b € A tal que ab = ba = e.
En este caso decimos que b es la inversa de a, la cual se denota con a~!.

Se definen G;(A) como el conjunto de todos los elementos en A que son invertibles por la izquierda en
A, G,.(A) como el conjunto de todos los elementos en A que son invertible por la derecha en Ay G(A) el

conjunto de los elementos en A que son invertibles en A. Observe que

G(A) = Gu(A) [ G (A).

En lo que resta de esta seccién A denotard una algebra de Banach unitaria. La topologia (|25]) en A
es la inducida por la norma en A.

Un hecho interesante es que los conjuntos G;(A), G,(A) v G(A) son abiertos en .A. Para probar esto,
defina la operacién diamante ¢ en A por a¢b = a+b— ab para todo a,b € A. Esta operacién es asociativa
y cumple que a0 = 0o a = a para todo a € A.

Ahora, considere los siguientes conjuntos:

Qi
Qr

{a € A: boa =0, para algin b € A},
{a € A: aob=o0, para algin b € A},
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y ponga @ = QN Qr.
Sea a € Q). Entonces existen by, bs € A tales que by 0a = 0 = aobe. Luego, by = b1 0o =b1o(aoby) =
(byoa)oby = 00by = by. Por lo tanto, si a € @, entonces existe un tnico a’ € A tal que aca’ = 0 = a’ va.

Con estas observaciones bastan para probar la siguiente proposicién.

Proposicién 1.1.7. Sea a € A tal que ||la]] < 1. Entonces a € Q y e —a € G(A). Ademds
o0
(e—a)™t = Za", donde a® = e.
n=0

También, Q;, Q. y Q son abiertos en A.

DEMOSTRACION: Dado que la norma en A es submultiplicativa (1.1)), la serie > 2 a™ es absolutamente

convergente. Como A es un espacio completo, Y > - a™ converge en A. Asf, sea b= a™. Luego

m
(e—a)b= (6 - a) lim Z a* =e— lim a™tl.
m—>00n:0 m— 00

Puesto que [[a™ || < |la]|™*! para todo m > 0, lfim,, o a™F = 0. Asi, (e — a)b = e. De forma similar,
se tiene que b(e —a) = e. Por lo tanto, e —a € G(A) y (e—a)~' = > 77 a™. Haciendo by = e —b se tiene
que: aoby =e—(e—a)b=o0ybyoa=e—ble—a)=o.Porlo tanto, a € Q.

Sea a € Q,. Entonces existe b € A tal que a o b = 0. Sea € = m > 0 y considere z € A tal que

Iz — a|| < e. Con esto, se cumple la siguiente identidad:
zob=(z—a+a)ob=(z2—a)—(z—a)b=(z—a)(e—0b).

De esta forma ||z o b|| < ||z — al|lle — b]| < 1. Por lo tanto z ¢ b € Q. Asi, existe (z ¢ b)’ € A tal que
zo(bo(zob))=(z0b)o(z0b) =0. Por lo tanto, z € @, y por consiguiente @, es abierto en A. De

forma andloga, @; es abierto en A. O

Teorema 1.1.8. Los conjuntos G;(A), G-(A) y G(A) son abiertos en A.

DEMOSTRACION: Defina ¢ : A — A por ¢(a) = e — a, para todo a € A. Observe que ¢ es continua,

inyectiva y para todo a,b € A, se cumple:
p(aob) = p(a)p(b). (1.2)
Sea a € $71(Q,). Luego, existe ¢(a)’ € A tal que ¢(a) o ¢(a) = o. Asi,

¢((a))d(d(a)’) = ¢(d(a) ¢ d(a)’) = ¢(0) =e.

De esta manera, a = ¢(¢(a)) € G,(A). De modo que ¢~ 1(Q,) C G,(A).
Ahora suponga que a € G,.(A). Sea b € A tal que ab = e. Luego,

¢(a) o ¢(b) = p(ab) = ¢(e) = o.

Asi ¢(a) € Q.. De esta forma G, (A) C Q..
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De todo lo anterior G,.(A) = ¢~ 1(Q,). Por otra parte, por la Proposicién Q. es abierto en A.
Ademsés, como ¢ es continua, ¢~1(Q,) es abierto en A. De esta manera G,.(A) es abierto en A. El resto

se prueba de forma andloga. O

1

Ahora se mostrara que la aplicacién que a cada a € G(A) le asigna su inversa a~* es continua.

Proposicién 1.1.9. La funcién o= : G(A) — A definida por ¢~ (a) = a~! para todo a € G(A) es

continua.

DEMOSTRACION: Para cada b € A, sean I, 7, : A — A funciones definidas como l,(a) = ba y 7,(a) = ab,
para todo a € A, respectivamente. Observe que [, y 7, son continuas para todo b € A, pues la norma en
A es submultiplicativa.

Ahora, dado que ¢~ 1(a) = l,-1 (¢ (r,-1(a))) para todo a € G(A), es suficiente probar que ¢~ ! es
continua en e.

Sea € > 0. Puesto que G(A) es abierto en A y e € G(A), existe n € N tal que si [le — b]| < = < 3,

entonces b € G(A). Ademés, por el Lema 6= <327, lle — bl| = :=—7 < 2. Luego,

T—Te=al
le™®) =7 )l =167 (e = )l < b7 [llle — bl| < e.

1 1

Esto prueba que ¢! es continua en e y por lo tanto, ¢! es continua sobre G(A). O

1.2. La algebra B(X)

Ha llegado el momento de presentar la algebra de Banach unitaria de los operadores lineales acotados
que serd fundamental en este trabajo. La importancia de esta dlgebra es remarcable en la diversidad de
problemas que se formulan como problemas lineales tanto en matematicas como en fisica y en muchas

otras areas [21]. Por ello el estudio de esta dlgebra ha sido nombrado Teoria de operadores.

Definicion 1.2.1. Sean X,Y dos espacios normados sobre el campo de los nimeros complejos. Una
funcion T : X =Y es una transformacion lineal de X enY, si para cualesquiera x,y € X y a € C, se
cumple que

T(az +y) = oT(z) + T(y).

Ejemplo 1.2.2. 1. Sea A un subconjunto abierto, conexo y acotado de C. Considere X = {f : A = R :
f es continua sobre A, dos veces diferenciable y armdnica sobre A yY = C(0A,R) el espacio de
funciones continuas definidas sobre A (vea el Ejemplo . Entonces, T : X — Y dado por

T(f) = floa es una transformacidn lineal.

El problema de Dim'chleﬂ consiste en: dado g €Y, encontrar f € X tal que T(f) = g. La solucion
de este problema por Ivar Fredholn{l, en 1900 en “On a new method for the solution of Dirichlet’s
problem” marco el inicio del estudio del espacio de las funciones continuas y de la teoria espectral

(vea [21)] para la discusidn de este problema,).

2Una funcién es arménica sobre un dominio A C C si satisface la ecuacién de Laplace A(f) = 0, donde A denota el
operador de Laplace [8, Capitulo X].

3Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet, 1805 —1859, Diiren, Alemania.

4Erik Ivar Fredholm, 1866 — 1927, Estocolmo, Suecia.
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2. Sea 1 < p < o0. El conjunto IP(Z) consistente de todas las sucesiones {£,}°, en C tales que
o0
D [énl? < oo
—0o0
es un espacio lineal sobre el campo de los nimeros complejos. Mds aun, I[P es un espacio de Banach

]l = <Zlfn|”) ,

para todo v = {&,} € IP(Z) (vea [22, Seccion 2.10, 2.11]). En el caso especial cuando p = 2, [P es

un espacio de Hilbert (vea [19, Capitulo 5]) con el producto interior definido como

con la norma:

<$L‘, y> = Z fn?n,

para todo x = {£,},y = {¢n} € IP(Z), donde ¢, denota el conjugado de C,.

También, el conjunto LP([a,b]) de todas las funciones f de valores complejos definidas sobre el

intervalo [a,b], con b > a, tales que |f(t)| es Lebesgue integrable sobre [a,b] es un espacio de Banach

) :
1l = (/ If(t)p> ,

para todo f € LP([a,b]) (vea [22, Seccion 2.10, 2.11]).

con la norma

Mds ain, cuando p =2, LP([a,b]) es un espacio de Hilbert con producto interior definido como

b
(f.9) = / F(Hg (@) dt,

para todo f,g € LP([a,b]). Una importante relacion entre los espacios 12(Z) y L2([0,27]) es que cada
f € L?([0,27]) define un elemento en 1*(Z) por medio de una trasformacién lineal de la siguiente
manera: Sea T : L*([0,27]) — 12(Z) dado por T(f) = {&,} para todo f € L*([0,27]), donde

1 27‘(‘ .
= —— e "dt, ¥n € Z.
b= = /0 f(t)e n

Los nimeros &, son los coeficientes de Fourier para f (vea [19, Teorema de Series de Fourier 5.48,
Ejemplo 5L)).

3. Sea k € C([0,1]%,C). Se define T : C(]0,1],C) — C([0,1],C) dado por

1
T(f)(t) = / k(s,0)f(s)ds, ¥ f € C((0,1],C). (1.3)

La ecuacion se llama transformacion integral de Fredholm de primer tipo. Con la introduccion

de un pardmetro complejo en se obtiene la transformacion integral de Fredholm de sequndo
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tipo, el cual estd definido de la siguiente manera: sea L : C([0,1],C) — C([0,1],C) definido por

1
L(F)(t) = £(t) + A / k(s,0)f(s)ds, ¥ f € C((0,1],C):

con A € C.
Tanto T como L son transformaciones lineales. Posteriormente en la Seccion[I.3, se hard un andlisis

de estas transformaciones.

De aqui en lo que resta del escrito, cuando se diga que X es un espacio normado se entenderd de
antemano que X es un espacio normado sobre el campo de los niimeros complejos.

Dado, X y Y espacios normados, denote con £(X,Y") al conjunto de transformaciones lineales de X
en Y. Por simplicidad, cuando X =Y solo se escribe £(X).

El conjunto £(X,Y) es un espacio lineal complejo, con las operaciones usuales de suma de funciones
y producto de un escalar por una funcién. También, el neutro aditivo estd dado por O : X — Y como

O(z) =0, para todo = € X, el cual se llama transformacion nula.

Definicién 1.2.3. Sean X,Y espacios normados y T € L(X,Y). Se definen el nicleo de T, denotado
por N(T), como
N(T)={reX: T(zx) =0},

y el rango de T, denotado por R(T), como
R(T)={yeY: y=T(z) para algin x € X}.

Tanto el nicleo como el rango de una tranformacién lineal son subespacios lineales de X.

Definicién 1.2.4. Sean X,Y espacios normados yT € L(X,Y). Entonces T estd acotada si existe 8 > 0

tal que
1T ()] < Bllzll, Vo e X. (1.4)

La norma en el lado izquierdo de la desigualdad en es la norma en'Y y la norma en el lado derecho

la norma en X.

Lema 1.2.5. Sea T € L(X,Y). Entonces T estd acotada si y solo si T transforma conjuntos acotados

de X en conjuntos acotados de Y .

DEMOSTRACION: Vea [19, Proposicién 4.12]. O

El siguiente teorema muestra que continuidad, continuidad en un punto, continuidad uniforme y

acotamiento son conceptos equivalentes.

Teorema 1.2.6. Sean X,Y espacios normados y T € L(X,Y). Los siguentes enunciados son equivalen-

tes:

(i) T estd acotada.

(i) T es continua uniformemente.
(iii) T es continua.

(iv) T es continua en 0 € X.
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DEMOSTRACION: Suponga que T' € £(X,Y) estd acotada. Sea 8 > 0 tal que ||T(z)|| < B||z|, para todo
z e X.

Sea € > 0y haga § = §. Luego, ||T'(21) — T'(x2)| < Bllz1 — x2f| < ¢, para todo 1, z2 € X tales que
|lz1 — 2] < d. Por lo tanto (i) implica (ii).

Continuidad uniforme implica continuidad y esta a su vez continuidad en un punto. Asi, (ii) implica
(iil) y (iil) implica (iv).

Suponga que T es continua en 0 € X y sea § > 0 tal que si ||z| < J, entonces || T(z)| < 1.

ox 0
Sea x # 0. Entonces Hm ‘ = 5. Luego,
) ox
i@l = |7 (51 )] <
2| 2||z|
Por lo tanto, ||T'(z)|| < 2|, para todo z € X, de donde (iv) implica (i). O

Denote con B(X,Y) al conjunto de las transformaciones lineales de X en Y que estén acotadas. Cuando
Y = X solo escriba B(X). Los elementos de B(X,Y) se llaman transformaciones lineales acotadas y los
elementos de B(X), operadores acotados.

Se puede verificar que el conjunto B(X,Y") es un subespacio lineal de £(X,Y). Ademds, el espacio

B(X,Y) es un espacio normado complejo como se muestra a continuacion.

Teorema 1.2.7. Sean X,Y espacios normados. La funcién || - || : B(X,Y) — RT U {0} definida por
IT| =nf{8>0: |T(z)] <B|z|, Ve e X}, VT € B(X,Y), (1.5)

es una norma sobre B(X,Y).

DEMOSTRACION: Sean 7,5 € B(X,Y) y A € C. Observe que para todo € > 0 se cumple que ||T(z)|| <
(IT]| + e)||z||, para todo x € X. Asi,

IT(@)|| < Wf{||T| +€: € > O}zl = [T[z], V&eX. (1.6)
De (L.6), ||T|| = 0 si y solo si T = O. Ahora, usando (1.6)) se tiene,
[AT) (@) = AT (@) < AT M]]], Vo e X.

Por consiguiente, |AT|| < |A|||T]|- Por otro lado,

[AT) @) _ [IAT]

IT@) = S5 <y

llzll, Ve X, X#0.
De donde, |A|||T|| < [|AT]]. Por lo tanto, ||AT|| = |A|||T]].
Nuevamente por ,
(T + 8)(@)[| = IT(x) + S@)| < T @) + [|S@)[| < ([T + ISl VoeX.

Por lo tanto, ||T'+ S|| < ||T'|| + ||S]|- De todo lo anterior, || - || es una norma para B(X,Y). O
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La norma para B(X,Y) definida en (1.5)), se llama la norma uniforme en B(X,Y). Existen formas

equivalentes para calcular la norma de T' € B(X,Y’), las cuales en muchas ocasiones son de gran utilidad.

T
1Tl = sup |T()] = sup |T(x)] = sup -, (L7)
] <1 llo]=1 e#0 7|

Ejemplo 1.2.8. Sea X =[P(N) con p > 1. Se denota con x(k) la k—ésima componente de x € X.
Luego, dado T € L(X) y x € X, se denota con T(x)(k) la k—ésima componente de T(z) € X.

Dicho lo anterior:

1. DefinaT; : X — X por Ti(z)(k) = z(k + 1), para todo © € X y k € N. Claramente T; es una
tranformacion lineal de X en X. Entonces, por ,

Tl = s T2

(oo}

= sup ||
lel=1 \i=
oo

< sup |3
lel=1 \i={

= 1.

=

S

Ahora, sea ea € X definido por ea(k) =1 si k =2 y ea(k) =0 si k # 2. Entonces 1 = || Ti(e2)]| <
IT3l. Por lo tanto ||T;|| = 1.

El operador T; se llama operador desplazamiento hacia la izquierda.

2. Defina T, : X — X por T.(x)(1) = 0 y T-(z)(k) = x(k — 1), para todo k > 2 y todo x € X.
De forma directa se tiene que ||Ty|| = 1. Este operador se llama operador desplazamiento hacia la

derecha.

3. Sean €N ydefinaT, : X - X por Tp(z)(k) =0 si k <n yT,(z)(k)=x(k) si k> n, para todo

x € X. De forma similar como en 1., |T,| = 1.

Un resultado importante en la teoria de operadores es que el espacio de transformaciones lineales

acotadas de X en Y es un espacio completo cuando Y es un espacio completo.

Teorema 1.2.9. Sean X,Y espacios normados. Si'Y es un espacio de Banach, entonces B(X,Y) es un

espacio de Banach.

DEMOSTRACION: Asuma que Y es un espacio de Banach. Considere una sucesién de Cauchy en B(X,Y),
digamos {T},}. Sea z € X. Por la desigualdad (I.6), la sucesién {T},(x)} es una sucesién de Cauchy en Y.
Entonces existe y, € Y tal que im T),(z) = y,.

Defina T': X — Y por T(x) = y,, para todo « € X. Por la unicidad del limite, T" estd bien definida.
Ademsds, por la continuidad y linealidad de T,,, para cadan € N, T € L(X,Y).

Sea € > 0. Luego, existe ng € N tal que si m,n > ng, entonces ||T,, — Tp,|| < €. Por lo que || T, (z) —

T (2)|| < | T — Tinlll|z]] < €||z]|, para todo € X. Asi, por la continuidad de la norma en Y, se tiene
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que
T (x) — T(x)|| <e€|z|, Ve X, Vn > no. (1.8)

Sea n > ng. Por (L.8), T,, — T € B(X,Y). Por lo tanto, T =T, — (T,, — T) € B(X,Y).

Por otro lado, para todo n > ng,

1T =Tl = sup [[To(x) = T(2)]| <e

llzll=1

Por lo tanto, {T},} converge a T O

En este punto se puede definir una operacién producto en B(X) por la composicién usual de funciones.
Dado que todo operador acotado de X en X es continuo, la composicién de operadores lineales acotados
es continuo. Esto hace que la operacién producto asi definida sea cerrada en el espacio de los operadores
acotados. Este hecho se puede probar de una forma sencilla en el caso general de la composicién de

transformaciones lineales acotadas.

Proposicién 1.2.10. Sean X,Y,Z espacios normados. Si T € B(X,Y) y S € B(Y,Z) entonces ST €
B(X,Z). Mds ain,
ST < [IS|IT- (1.9)

DEMOSTRACION: Asuma que T' € B(X,Y) y S € B(Y, Z). Entonces
IST(@) | = ST DI < ST @) < ISIIT =], Ve X.
Por lo tanto ST € B(X,Z) y ||ST| < [ISIIT- O

Definicion 1.2.11. Sea X un espacio normado. Se define la transformacion lineal identidad, I : X — X
como
I(z)=z, Vx e X. (1.10)

Observe que I es una transformacién lineal acotada con ||I|| = 1. Ademds, para todo T' € B(X),
TI =T = IT. De esta manera, si X es un espacio normado. Por la desigualdad , el espacio de los
operadores acotados B(X) es una algebra normada unitaria, donde el operador identidad I es la unidad
en B(X) y el producto la composicién usual de funciones. Si en adicién, se supone que X es un espacio
completo, por el Teorema B(X) es una dlgebra de Banach unitaria. Este argumento prueba el

siguiente teorema.

Teorema 1.2.12. Sea X un espacio de Banach. Entonces B(X) es una dlgebra de Banach unitaria.
De aqui en adelante, cuando X sea un espacio de Banach, se dird que B(X) es la dlgebra de operadores

acotados.

Invertibilidad

Asuma que X es un espacio de Banach y considere la dlgebra de los operadores acotados definidos
sobre X, B(X). De acuerdo con la Definicién T € B(X) es invertible en B(X) si existe T~! € B(X)
tal que T~'T = TT~! = I. Equivalentemente, T € B(X) tiene inversa en B(X) si y solo si T es inyectivo,
sobreyectivo (M (T) = {0} y R(T) = X respectivamente [vea [19] pdg. 57]) y con inversa continua.
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Propiamente la continuidad de la inversa de un operador T' € B(X) (asumiendo con anticipacién que
tiene inversa) depende en gran medida de la naturaleza de T' € B(X). Se verd qué condicién tiene que

cumplir T para asegurar la continuidad de su inversa.

Definicién 1.2.13. Sean X y Y espacios normados. Entonces T € L(X,Y) tiene inversa si existe una
funcion T~ :Y — X tal que T™'T = Ix y TT! = Iy, donde Ix e Iy son los operadores identidad

definidos sobre X y Y, respectivamente. En este caso, se dice que T~ es la inversa de T.

Con un répido calculo se verifica que si existe la inversa de una transformacion lineal, entonces es
tinica. Ademds, también es una trasformacién lineal. Ahora, si T € £(X,Y) tiene inversa T~! € L(Y, X)

y ademds T~ € B(Y, X), entonces se dice que T tiene inversa continua.

Definicién 1.2.14. Sean X,Y espacios normados. Entonces T € L(X,Y) estd acotada por abajo si
existe k > 0 tal que
lz]] < BT ()],

para todo x € X.

Note que si T' € L(X,Y) estd acotada por abajo, entonces T es inyectiva. El siguiente resultado da
condiciones equivalentes para que una transformacién lineal que no esté acotada por abajo en términos

de sucesiones.

Proposicién 1.2.15. Sean X y Y espacios normados y T € L(X,Y). Las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

(i) T no estd acotada por abajo.

(ii) Existe una sucesion {x,} en X tal que |z,|| = 1 para cada n € N y lim ||T'(z,,)| = 0.
(i1i) Para cada € > 0, existe z. € X tal que ||zc|| =1 y | T(ze)] < e.

DEMOSTRACION: Es claro que (iii) implica (ii). Suponga (ii). Entonces para todo € > 0 existe ng € N tal
que si n > ng, entonces ||T(z,)|| < € = €||x,]||. Por lo tanto, T' no estd acotada por abajo.

Por ultimo, suponga que T no estd acotada por abajo. Entonces para todo € > 0, existe y. € X tal

Ye
llyell

que €||y|| > ||T(y)||. Haciendo x, = se tiene (iii). O

Ahora se caracterizard una transformacion lineal acotada por abajo. Para esto se hace uso del Teorema
del Mapeo Inverso. El enunciado de este importante teorema en la teoria de operadores (asi como lo es
el Teorema del Mapeo Abierto, el Teorema de la Grafica Cerrada y el Teorema de Banach-Steinhaus) lo

puede consultar en el Apéndice y su demostracién en [19].

Proposicién 1.2.16. Sean X,Y espacios de Banach yT € B(X,Y). Entonces T estd acotada por abajo

sty solo si T es inyectiva y R(T') es cerrado en'Y .

DEMOSTRACION: Suponga que T € B(X,Y) estd acotado por abajo. Sea {y,} una sucesién en R(T)
que converge a y € Y. Entonces para cada n € N, existe z,, € X tal que y, = T(x,). Dado que {y,} es
una sucesién de Cauchy en Y y T estd acotada por abajo, {x,} es una sucesién de Cauchy en X. De esta
forma, existe z € X tal que limx,, = . Ahora, como T es continua, imT'(z,) = T(z). Asi, y =T(z) y

por lo tanto R(T) es cerrado en Y.
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Reciprocamente, suponga que T' € B(X,Y) es inyectivo y R(T) es cerrado en Y. Dado que Y es
un espacio de Banach, el rango de T también es un espacio de Banach. Por el Teorema del Mapeo
Inverso A[l7 existe T~ € B(R(T),X) inversa de T € B(X,R(T)). Entonces, existe 8 > 0 tal que
IT=(y)|l < Bllyll, para todo y € R(T). Asi, ||z|| = [|T~(T(x))| < B||T(z)|, para todo z € X. Por lo

tanto, T' estd acotada por abajo. O

Un punto importante que se desprende de la Proposicién [1.2.16es: si T € B(X,Y) estd acotado por

abajo, donde X y Y son espacios de Banach complejos, entonces T € B(X, R(T")) tiene inversa continua.

Dualidad

Muchos problemas de optimizacién pueden describirse por medio de transformaciones lineales. Para
poder solucionar estos problemas se tiene que recurrir a las propiedades de una trasformacién asociada a

la transformacién inicial. Esta es la tranformacién adjunta (vea [22]).

Definicién 1.2.17. Sea X un espacio normado. Entonces toda f € B(X,C) se llama funcional lineal

sobre X. También, se define el espacio dual de X como el espacio de todas la funcionales lineales sobre

X y el cual es denotado por X*. Es decir, X* = B(X,C). Denote con z* a los elementos de X*.
Observe que X* es un espacio de Banach, pues C es un espacio de Banach. Se denota con X** el

espacio dual de X*, y se le llama el doble dual de X.

Ejemplo 1.2.18. 1. Sean 1 < p,q < oo tales que %—F% = 1. Entonces para toda f € IP(N)* existe
una unica y = {n,} € 19(N) tal que

F@) = Mmén, Vo ={&}eP(N),

En este caso hay un isomorfismo isométrico entre el dual de IP(N) es I9(N) (vea [27, Proposicion

49])-

2. [Teorema de representacion de Riesz] Sea X = C([a,b],C) con b > a. Entonces para cada f € X*

existe una unica funcion v de variacion acotada (vea [2, Capitulo 6]) sobre [a,b] tal que

b
f(z) :/ z(t)dv(t), Vze X. (1.11)
a
Ademds, la norma de f es igual a la variacion total de v, donde la integral en , es la integral
segin Riemann Stieltjes (vea [2, Capitulo 7]).

3. Sean 1 < p,q < oo tales que % + % = 1. Entonces para todo F € LP([a,b])* existe una dnica
g € Li([a,b)]) tal que
b
F(H) = [ fOa®de, ¥ f & L7 (a.b)

En este sentido se dice que el espacio dual de LP([a,b]) es Li([a,b]) (vea [27, Proposicion 46]).

4. [Teorema de Riesz-Fréchet] Si X es un espacio de Hilbert, entonces para todo f € X* existe un

dnicoy € X tal que f(x) = (x,y), donde = {-,-) denota el producto interior en X (vea [27, Teorema

50)).
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Definicién 1.2.19. Sean X,Y espacios normados. Entonces J € L(X,Y) es una isometria si
[T (z1) = J(z2)| = [lz1 — w2,

para todo x1,x2 € X.

Observe que si J € L£(X,Y) es una isometria, entonces J es continua e inyectiva. Si ademds, J es
sobreyectiva, entonces su inversa también es una isometria y por lo tanto continua. En efecto, suponga
que J € L(Y, X) es una isometria sobreyectiva. Sean y1,y2 € Y, entonces existen unicos 1,22 € X tales
que y1 = J(21) y y2 = J(x2). Luego, [[y1 — ya| = ||/ (x1) = J(@2)|| = |21 — 22| = [T (y1) = T~ (g2)]-
Con esto J~! es una isometria y por lo tanto continua.

De lo anterior, si J € £L(X,Y) es una isometria sobreyectiva, entonces se dice que J es un isomorfismo

isométricoy que X y Y son isométricamente isomorfos.

Definicién 1.2.20. Sea X un espacio lineal. Se denota con dim(X) la dimensién de X (nimero de ele-
mentos en X linealmente independientes que generan a X, vea [19, Capitulo 2]). Si X no tiene dimensidn

finita se escribe dim(X) = oo.

En la siguiente observacion se vera como esta relacionado la dimension de un espacio normado con la

dimensién de su espacio dual.
Observacion 1.2.21. Sea X un espacio normado complejo.
1. Sidim(X) < oo entonces dim(X) = dim(X*) = dim(X**).
En efecto, sea {e;}1, una base de Hamel para X y x € X. Entonces existe una unica sucesion
{&3 CCtal quex =Y, &e;. Ast, para cadai € {1,...,n}, defina x} : X — C por x}(x) = &.
Note que z} es lineal para todo i € {1,...,n}, ademds, como toda transformacion lineal entre

espacios de dimension finita es continua ([I9, Corolario 4.31]), xf es continua, para todo i €
{1,...,n}.

Ahora, suponga que

n
> iy =0, (1.12)
=1

donde a; € C, para todo i € {1,...,n}. Observe que x}(er) = d;k, donde 6, es la funcion delta
de Kronecker. Al evaluar en cada e;, se obtiene que o; = 0, para todo i € {1,...,n}. Por lo

tanto, {x}"_ es linealmente independiente.

Siz* € X*, entonces z* =Y x*(e;)x;. En efecto, sea x € X, entonces

(Z w*(enx:) (@) =Y " (e)ai(@) = Y 6a'(e:) = 2" (@)

Ast, {xf}1, es una base de Hamel para X*, de donde se concluye que dim(X*) = dim(X).

2. dim(X) = oo st y solo si dim(X™*) = oco.
Suponga que dim(X) = oo pero que dim(X*) < oo. Entonces por el inciso anterior, dim(X**) =
dim(X*). Luego, como X es isométricamente isomorfo a un subespacio de X** ([19, Teorema 4.66]),
se tiene que, dim(X) < dim(X**) = dim(X™*) < oo, lo cual es una contradiccion. El reciproco se

obtiene directamente del inciso anterior.
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Ahora se definira la transformacion lineal adjunta de una transformacién lineal continua.

Definicién 1.2.22. Sean X,Y espacios normados y T € B(X,Y). Se define la transformacion adjunta
deT, T*:Y* = X* como
T*(y*) =a*, Vy eYr,

donde la regla de correspondencia para x*, estd dada por x*(x) = y*(T(z)), para todo x € X. Cuando

Y = X, se dice que T* es el operador adjunto de T'.
Proposicion 1.2.23. Sean X,Y,Z es espacios normados. Luego
(i) SiT e B(X,Y), entonces T* € BY*, X*) y |[T*|| = ||T]|-

(i) Si Ty, Ts € B(X,Y), entonces (Ty + To)* =Ty + T

(iii) SiTh € B(X,Y) y Ty € B(Y, Z) entonces (ToT1)* € B(Z*,X*) y

(ToTh)* =TIy
DEMOSTRACION: Solo se probard (i). Sea T' € B(X,Y). Entonces para todo y* € Y*,

1T (™) @) = [ly* (T <y T @I < Iy T

para cada x € X. Asi, [|[T*(y*)|| < |ly*|||T||. Por lo tanto, T* € B(Y*, X*) y ademads ||T™*| < ||T.
Tome y € R(T) con y # 0 y sea € X tal que y = T(x). Luego, por el Teorema de Hahn-Banach
A20] existe y* € Y* tal que [ly*|| =1y y*(y) = [ly[|. Con esto,

1T (@) = [ly™ (T @) = T (") @l < 1Ty [l = T[],
y por consiguiente, ||T|| < ||T%*||. Por lo tanto, | T|| = |7l O

Ejemplo 1.2.24. 1. Sea X = C" y considere T € B(X). Entonces T estd representado por una
matriz A de tamanio n xn con entradas en C. Luego, T* esta representado por la matriz transpuesta
conjugada de A (vea [22, pdg. 152].

2. Sea X = Ly([0,1]) y k € C([0,1]?). Defina T : X — X por
1
T(x) = / k(s,t)x(t)dt, con s € 0,1].
0

FEntonces

1
T*(y) = / k(t, s)y(t) dr,

(vea [22, pdg. 153]).

1.3. La algebra de Calkin

El estudio de los operadores compactos inicia con el trabajo de Ivar Fredholm en su articulo ”On

a new method for the solution of Dirichlet’s problem “ publicado en 1900. En este trabajo, Fredholm da
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solucién al problema de Dirichlet, al encontrar un método que resuelve ecuaciones integrales del tipo:

y(t) = z(t) — )\/O ' k(s,t)z(s)ds, (1.13)

donde z,y € C([0, 27, C) con z(t) desconocido, k(s,t) € C([0,27]?,C) y A € C un pardmetro desconocido.
La ecuacién se llama ecuacidn integral de Fredholm de sequndo tipo y k(s,t) se llama el kernel de la
ecuacion integral ((1.13)). Nos referimos a [27] para una exposicién detallada sobre la solucién analitica de

dicha ecuacion.

Definicion 1.3.1. Sea X un espacio normado. Un subconjunto U de X estd totalmente acotado, si para

todo € > 0 existe Uc C U finito tal que para todo x € U, || — u.|| < € para algin u, € U,.
Algunos resultados que seran frecuentemente utilizados en adelante son los siguientes:
Observacion 1.3.2. Sea X un espacio normado y U C X.
1. Si U estd totalmente acotado entonces U estd acotado en X, [19, Corolario 3.71].

2. U estd totalmente acotado si y solo si toda sucesidn en U tiene una subsucesion de Cauchy, [19,
Lema 8.73].

3. Sea Y es un espacio normado. St f : X — Y es una funcion uniformemente continua, entonces

f(U) estd totalmente acotado, si U estd totalmente acotado, [19, Teorema 3.7/).
4. U es compacto en X siy solo si U es completo y totalmente acotado, [19, Teorema 3.78].

5. U es compacto en X si y solo si toda sucesion en U tiene una subsucesion que converge en U, [19,
Teorema 3.80].

6. Si X es un espacio de Banach, entonces U es compacto en X si y solo si U es cerrado y totalmente
acotado, [19, Corolario 3.84).

Definicién 1.3.3. Sean X,Y espacios normados complejos. Entonces T € L(X,Y) es compacto si para

todo U C X acotado, T(U) es compacto en'Y .

Observacién 1.3.4. Suponga que T € L(X,Y) es compacto. Sea U subconjunto acotado de X . Entonces
por la Observacion T(U) estd totalmente acotado. Esto implica que T(U) estd acotado y por el
Lema|1.2.5, T € B(X,Y).

El conjunto de operadores compactos de X en Y es denotado por K(X,Y’). Cuando tenemos K (X, X)
solo se escribe K (X). Por la Observacién se tiene que K(X,Y) C B(X,Y).

Veamos algunas expresiones equivalentes para una transformacién lineal compacta.

Proposicién 1.3.5. Sean X,Y espacios normados y T € L(X,Y). Los siguientes enunciados son equi-

valentes:
(i) T es compacto.
(i) T(Bx[0,1]) es un conjunto compacto en'Y .

(#ii) T mapea cada sucesion en Bx[0,1] en una sucesion que tiene una subsucesidn convergente.
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(iv) Para cada sucesion acotada {x,} en X, {T(x,)} tiene una subsucesidn convergente.
Cada uno de los anteriores enunciados implica que

(v) T(U) estd totalmente acotado para cada U C X acotado.
(vi) T(Bx[0,1]) estd totalmente acotado.

S1Y es un espacio de Banach, todos los enunciados anteriores son equivalentes.

DEMOSTRACION: Por la Definiciénm (i) implica (ii). Por la Observaciénm (ii) implica (iii).

Suponga (iii). Sea {x,} una sucesién acotada en X. Entonces existe 8 > 0 tal que 5 > sup{||lz,|| : n €
N}. Luego {%} es una sucesion en Bx|[0,1]. Por lo tanto, {%} tiene una subsucesién convergente,
de esta forma {T'(z,)} tiene una subsucesién convergente. Asi, se ha probado que (iii) implica (iv).

Suponga (iv). Sea U un conjunto acotado de X. Entonces toda sucesién en T'(U) tiene una subsucesién

convergente en Y. Como T'(U) es cerrado, toda sucesién en T'(U) tiene una subsucesién convergente en
T(U). Asi, por la Observacién m, T(U) es compacto en Y. Por lo tanto, (iv) implica (i).
Ahora, asuma que T € L(X,Y") es compacto. Entonces T'(U) es compacto. Por la Observacién m

T(U) estd totalmente acotado y por lo tanto T'(U) estd totalmente acotado. Entonces (i) implica (v).

Claramente (v) implica (vi).

Por tltimo, suponga que Y es un espacio de Banach y que T(Bx|[0, 1]) estd totalmente acotado. En-
tonces T(Bx|0, 1]) es cerrado y totalmente acotado, asf por la Observaciénm T(Bx][0,1]) es compacto
en Y. Por lo tanto, (vi) implica (ii). O

Ejemplo 1.3.6. 1.- Seal <p<ooyX =IP(N). Seaa = {a;} € I°(N), donde (°(N) denota al espacio
de sucesiones en C que convergen a 0. Se define el operador D, : X — X por D,(z)(k) = apzy,

para todo x = {x;} € X. Entonces el operador D, es compacto. En efecto, observe que

IDall = sup [|Da(z)]
llzll=1
1
oo P
= sup Z|aixi\p
lz]|=1 i=1
1
oo P
< sup | supa Z|5€i|p
lz=1 \ ieN ~
= sup|a;l.
ieN

Defina e; € IP(N) por e;(k) = 0,5, para todo i € N, donde ;1 es la funcion delta de Kronecker.
Luego, Dg(e;)(k) = d; ra; para todo i € N. Con esto, ||Dy| > sup;ey|ai|. Por tanto, ||Do| =
Sup;en |ai-

Ahora, sea n € N y defina el operador D,, : X — X como Dy(z)(k) = a;x;, para todo k < n y
D, (z)(k) =0, para todo i > n+ 1, para todo x = {z;} € X.

Se tiene que ||D,, — D|| = sup{|a;| : i > n+ 1}. Ahora, como 0 = lima; = limsup af’}, lim D,, = D.
Por el Teorema |1.3.11), D es un operador compacto, pues para cada n € N, D, tiene rango de

dimension finita.

Slfmsup an = limp— 00 sup{|ax| : k > n+ 1}, donde {a,} C C
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Sea k € C([0,1)2,C) y defina K : C([0,1],C) — C([0,1],C) como

1
K(f)(t) = / k(s,0)/(s)ds, ¥ f € C((0,1],C). (1.14)

Entonces K es un operador compacto. En efecto, sea f € C([0,1],C) y considere t,t' € [0,1]. Luego,

INGIOESNOIG]

/0 (s, £) — (s, )] f(s)ds

1
< / Ik(s,8) — k(s, )] [ (s)]ds
0
< sup [k(s,t) = k(s,t)] sup |£(s)
s€[0,1] s€[0,1]
= sup [K(s,t) — k(s, )| £].
s€10,1]

Puesto que [0,1]? es compacto en R?, la funcion k es uniformemente continua sobre [0,1]2. Asf,
dado € > 0 existe § > 0 tal que si ||(s,t) — (s, )| = [t — t'| <9, entonces |k(s,t) — k(s,t')| <e. De

esta forma, si |t —t'| < J, se tiene

(K@) = KN E)] < el £l (1.15)

Por lo tanto, K(f) € C([0,1],C), para todo f € C([0,1],C). Ahora, sea f € C(]0,1],C), se sigue

que

1K

sup

1
s / k(s ) (s)ds

< sup [sup |k(s,t)| sup [f(s)]]
te[0,1] s€[0,1] s€[0,1]

KA

(1.16)

Esto muestra que ||K|| < ||k|| y por lo tanto, K es continuo (vea Teorema[1.2.6)).

Considere el conjunto S = {f € C([0,1],C) : | f|| < 1}. Observe que por (1.16)), el conjunto K(S)
estd acotado. Sea f € S y e > 0. Luego, existe § > 0 tal que si |t —t'| < § se verifica . De
donde,

K(f)(t) — K(f)')| <e.

Por lo tanto, para cada f € S, K(f) es uniformemente continua sobre [0,1]. Por el Teorema de
Arzela-Ascoli A cada sucesion en K(S) tiene una subsucesion convergente y por la Proposicion

K es un operador compacto.

Si X es un espacio normado complejo con dim(X) = oo, entonces I € B(X) no es compacto. En
efecto, asuma que I es un operador compacto. Considere el conjunto Sx = {z € X : ||z|| = 1}.
Como I es compacto, I(Sx) = Sx = Sx es compacto en X. Por la Proposicion A@ dim(X) < oo,

lo cual es una contradiccion.

De esta manera, si X no tiene dimension finita, entonces el conjunto de los operadores compactos

estd propiamente contenido en el conjunto de los operadores acotados sobre X.
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Proposicion 1.3.7. Sean X,Y espacios normados. Entonces

(i) K(X,Y) es subespacio lineal de B(X,Y).

(i) SiY es un espacio de Banach, entonces K(X,Y) es un subespacio lineal cerrado de B(X,Y).

DEMOSTRACION: Solo se probara (ii). Asuma que Y es un espacio de Banach y suponga que {7} es

una sucesién en K(X,Y) que converge a T € B(X,Y). Sea € > 0, entonces existe ng € N tal que

€
1T = Tn) @) < IT = Tnollllz]] < Sllll, Ve € X. (1.17)

Dado que T, es compacto, por la Observacién 1.3.2L T, (Bx[0,1]) estd totalmente acotado. Por lo
que, T,,(Bx][0,1]) estd totalmente acotado. Asi, existe Yy C T,,,(Bx]|0,1]) finito tal que para todo y €

T, (Bx[0,1]), existe yo € Yy tal que ||y — yol| < §. Sea x € Bx|0,1]. Luego, existe y, € Yy tal que
T, (2) — yo|l < 5. Tomando en cuenta ([1.17)), se tiene

IT@) = goll = IT() = Tog (@) + T (@) — 1
< |T@) = Ty @) + [T (@) - v
< Slel+3
< e

Es decir, T(Bx|0,1]) esta totalmente acotado y por la Proposicién (vi), T es compacto. De esta

forma termina la prueba. 0

Lema 1.3.8. Sea X un espacio normado. Entonces KT, TK € K(X) para todo K € K(X) y todo
T e B(X).

DEMOSTRACION: Suponga que K € K(X) y T € B(X). Sea U un subconjunto acotado de X. Por
el Lema m, T(U) estd acotado en X. Como K es compacto, K(T'(U)) es compacto. Por lo tanto,
KT € K(X).

Por otro lado, como K es compacto, K(U) es compacto en X. Entonces T(K (U)) es compacto en X,

pues T' es continuo. Ahora como

se sigue que T'(K(U)) es compacto en X. Por lo tanto, TK € K(X). O

Como consecuencia del Lema si X es un espacio de normado, entonces el espacio lineal de los
operadores compactos definidos sobre X es un ideal bilateral de la dlgebra de los operadores acotados

sobre X, més aun, si X es un espacio de Banach, entonces K (X) es un ideal bilateral cerrado de B(X).
Teorema 1.3.9. Sea X un espacio de Banach. Entonces K(X) es un ideal bilateral cerrado de B(X).

DEMOSTRACION: Consecuencia inmediata de la Proposicién y del Lema, m O

Ahora se mostrara una clase especial de operadores compactos.
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Definicién 1.3.10. Sean X,Y espacios normados. Se define y se denota por By(X,Y) al conjunto de

operadores lineales acotados de X en'Y que tienen rango de dimension finita, en decir,
Bo(X,Y)={T € B(X,Y): dim(R(T)) < oo}.

SiT € By(X,Y), entonces se dice que T es una trasformacién de rango finito y cuando Y = X, se dice

que T es un operador de rango finito.

Proposicién 1.3.11. Sean X,Y espacios normados. Si T € By(X,Y) entonces T € K(X,Y).

DEMOSTRACION: Suponga que T' € By(X,Y) y sea U C X acotado. Entonces T(U) es cerrado y acotado

en R(T). Como todo conjunto cerrado y acotado en un espacio de dimensién finita es compacto, T(U)

es compacto en R(T). Asi, T(U) es compacto en Y. Por lo tanto, T € K(X,Y). O

Corolario 1.3.12. Sean X,Y espacios normados y T € B(X,Y). Si dim(X) < oo, entonces T €
K(X,Y).

DEMOSTRACION: Consecuencia de la Proposicién [1.3.11} tomando en cuenta que
dim(N(T)) + dim(R(T)) = dim(X).
(Vea [19, Problema 2.17]). O

Observe que si X, Y son espacios normados con Y completo, entonces K(X,Y) es cerrado en B(X,Y)
(Proposicidn [1.3.7). Por lo tanto toda sucesién convergente en By(X,Y) tiene limite en K(X,Y"). Este

argumento prueba el siguiente teorema.

Teorema 1.3.13. Sean X y Y espacios normados complejos con Y completo. Entonces toda sucesion
convergente en Bo(X,Y) tiene limite en K(X,Y).

Una &algebra muy importante en la teoria de operadores es la dlgebra de Calkin, la cual surge al

considerar el espacio cociente de los operadores acotados moédulo el espacio de los operadores compactos.

Definicion 1.3.14. Sea X un espacio lineal y N un subespacio lineal de X. La clase de equivalencia de

x € X mddulo N se define y se denota como:
x4+ N={yeX:y=ux+n para algin n € N}. (1.18)
Con esto, se define el espacio cociente de X mddulo N, denotado por X/N, como
X/N={z+N: zeX},
donde la suma y el producto por escalar estdan definidos por
(x+N)+y+N)=(@+y)+N yax+ N)=oax+N, (1.19)

para cualquier x,y € X y todo a € C. El neutro aditivo en este espacio lineal estd dado por 0+ N.
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De forma inmediata surge una funcién entre el espacio lineal X y el espacio cociente de X médulo N.

Esta es la funcién 7 : X — X/N dada por nw(x) = z + N, para todo = € X. Esta funcién satisface
m(z +y) =m(z) +7(y),

para cualesquiera x,y € X. Por esta razén, m es llamado el homomorfismo natural entre X y X/N.
Ademds, 7 es sobreyectiva.

Si N un subespacio lineal cerrado de X, entonces el espacio X/N es un espacio normado con la norma
|l + N|| =f{|]x+n|: n€e N}, Vx+ N € X/N, (1.20)

ademds, esta norma es submultiplicativa en X/N. En efecto, sean z,y € X y o € C. Luego,

|l + N|| > 0.

Suponga que ||z + N|| = 0. Entonces inf{||z +n|| : n € N} = 0. Lo cual implica que x € N = N,
pues N es cerrado en X. Por lo tanto, x + N = N.

Claramente || N|| = 0. De todo esto, ||z + N|| =0 siy solosi z + N = N.

la(z + N)|| = ||ax + N|| = inf{|jax +n| : n € N} = inf{[jax + an|| : n € N} = |o| nf{||z + n]| :
n € N} = |a|l|lz + N|.

e+ N)+(y+N)||=|[(z+y)+N||=f{||lz+y+n||: ne N} =inf{|lc+y+n+n|: ne N} <
mf{[e+n|+lly+nll : n € N} < inf{|z+n|| : n € N} +if{|ly+n| : n € N} = |a+N|+[ly+N]|.

También, el homomorfismo 7 cumple con
7 (@) <[],

para todo z € X. De ésto se deduce que 7w € B(X, X/N). Ahora, si se supone que X es una dlgebra de
Banach unitaria y N un ideal bilateral cerrado de X. Entonces se puede definir una operacién producto
en X/N como

(x+N)(y+ N)=xy+ N, (1.21)

para cualesquiera z,y € X. Esto a su vez anade una propiedad més al homomorfismo , la cual es,

m(zy) = m(x)7(y),
para cualesquiera x,y € X. Pongamos todo lo anterior en un solo teorema.

Teorema 1.3.15. Sea A una dlgebra de Banach unitaria e Z un ideal bilateral cerrado de A. Entonces

el espacio cociente de A mddulo T, AJZ, es una dlgebra de Banach unitaria, la cual estd dada por e +Z,

con las operaciones definidas como en Yy y la norma como en .

DEMOSTRACION: Con un cdlculo répido se verifica que A/Z es una dlgebra con las operaciones definidas .

Se probard que A/Z es una dlgebra normada, para esto es suficiente probar que la norma en A/7
es submultiplicativa. Sean a1 € a +Z y by € b+ Z. Como Z es un ideal bilateral de A, entonces
arby —ab = a1by — arb + a1b — ab = a1(by — b) + (a1 — a)b € Z. Por lo que, a1by € ab+ Z. Asi,
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lla+Z)(b+I)|| = llab+Z| < ||arb1]| < |Jar||||b1]]- Dada la arbitrariedad de a1 € a+Z y by € b+7Z, se
tiene que
@+ )b+ D) < lla+Z|[llb+ZI|.

Por lo tanto, A/Z es una &lgebra normada.

Sea e € Ala unidad en A. Luego (a+Z)(e+Z)=ae+Z=a+Zy (e+I)(a+I)=ea+I=a+T.
Por lo tanto e + Z es la unidad en A/Z. Asi, se concluye que A/T es una dlgebra normada con unidad
e+7T.

Suponga que {a, + Z} es absolutamente sumable. Dado que en un espacio de Banach toda sucesién
absolutamente sumable en este espacio es sumableﬁ (vea [19, Proposicién 4.4]), es suficiente probar que
{a, + I} es sumable.

Por la propiedad del infimo, para cada n € N, existe i,, € Z tal que

. 1
17 (an)ll < llan +inll < lim(an)ll + o -

Entonces, {a, + i, } es absolutamente sumable. Como A es un espacio de Banach, {a,, + i, } es sumable,

es decir, existe b € A tal que limb,, = b, donde b,, = >_"" | a,, + i,,. Luego, note que

= [l (bm) = w(O)] < [|bm — bI|.

> wlan) —m(b)

Como el homomorfismo 7 es continuo, entonces la sucesién z,, = Y .- m(a,) converge a w(b). De esta

forma, {a, + Z} es sumable y por tanto, A/Z es un espacio de Banach. De todo lo anterior, A/Z es una

algebra de Banach unitaria. O

Con los resultados anteriore se estd en condiciones de definir la dlgebra de Calkin.

Definicion 1.3.16. Sea X wun espacio de Banach. Se define y denota la dlgebra de Calkin sobre X,
C(X), como el espacio cociente de B(X) mddulo K(X). Es decir,

C(X)=B(X)/K(X)={T+K(X): TeBX)} (1.22)

La Definicién [1.3.16] es consistente, pues de acuerdo con el Teorema [1.2.12] B(X) es una dlgebra de
Banach unitaria, y por el Teorema K (X) es un ideal bilateral cerrado de B(X). Ademas, como I
es el elemento unidad en B(X), entonces I + K (X) representa la unidad en la dlgebra de Calkin C'(X).

1.4. Funciones de valores en un espacio de Banach

La diferenciacién e integracién de funciones definidas sobre el campo de los ntimeros complejos con
valores en un espacio de Banach resulta de una generalizacién de la teoria de funciones de una variable
compleja. Este tema es demasiado amplio si se desea saber a cabalidad todos los elementos involucrados
para poder integrar funciones entre espacios abstractos. Dada nuestra necesidad, nos basta con solo

considerar funciones de C en un espacio de Banach.

Definicion 1.4.1. Un dominio en C es un subconjunto de C que es abierto y conexo.

6Una sucesién {an} en un espacio normado X es sumable si la sucesién de sumas parciales ym, = S| an converge en
X y es absolutamente sumable si la sucesién zm = > 1", ||an|| converge en R.
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Cuando hablamos de funciones de valores en un espacio lineal topolégico en general, existen dos formas
de definir diferenciabilidad. Una es utilizando la topologia del espacio y la otra con la topologia débil
(vea [29]). En espacios de Banach, estas dos topologias resultan ser las mismas. Asi tenemos la siguiente
definicion.

Definicion 1.4.2. Sea X un espacio de Banach y €2 un subconjunto abierto de C. Una funcion f : Q — X
es diferenciable en Mg € Q si existe f'(Aog) € X tal que

F0a) — i LA =S O0)

1.2
A— o A — )\() ( 3)

En este caso se dice que f'(M\g) es la derivada de f en Ao (el cociente en en realidad expresa
(A= 20) " HFf(\) = f(Xo))). Denotamos con f*)(Ng) a la k-ésima derivada de f en Ao para k € N.

Si f es diferenciable en \g, para todo \y € §2, entonces se dice que f es analitica en €.

Ejemplo 1.4.3. 1. Sea n € N y A una dlgebra de Banach con unidad e. Definap : C — A por
p(\) = A\"e, para todo A € C. Entonces

F') = (n=1)A" e,

para todo A € C.

Proposicién 1.4.4. Sean Q C C abierto, X un espacio normado y f,g: Q2 — X. Si f y g son diferen-

ciables en g € €, entonces
(af +9) (M) =af (Xo) + ¢ (No), conacecC.
DEMOSTRACION: Aplicar propiedades del limite. O

Definicién 1.4.5. Sean a,b € R tales que b > a. Una funcién ~ : [a,b] — C es de variacion acotada si
sup {Z |v(ti) —y(ti—1)|: P={a=ty <t1 <...<t, =b}es particion de [a,b]} < 00, (1.24)
i=1

El niimero del lado izquierdo de es la variacidn total de v y se denota por Var(vy) (vea [2, Capitulo
6]).

Definicién 1.4.6. Sea Q@ C C. Una trayectoria en Q es una funcion continua v : [a,b] — Q para
algin intervalo cerrado [a,b] en R. Una curva en Q es la imagen de una trayectoria v en S0 y se denota
simplemente por 7.

Si v es una curva en ) que es de variacidn acotada decimos que 7y es una curva rectifcable. Una
curva vy en § es cerrada si y(a) = vy(b), si ademds v satisface que para todo t,t1 € (a,b) si y(t) = v(t1),
entonces t = t1 (i.e vy es inyectiva sobre (a,b)). En este caso se dice que y es una curva simple.

Una curva de Jordan es una curva simple y rectificable en ).

El Teorema de la curva de Jordan establece que si v es una curva de Jordan en C, entonces el
conjunto C\~y (se entiende que v = 7([a,b])) tiene exactamente dos componentes conexas, una de las
cuales estd acotada y otra que no lo estd, consulte [I8] para un estudio detallado del Teorema de la curva

de Jorda asi como el tema de componentes conexas.
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Definicién 1.4.7. Sea v una curva de Jordan en C. El interior de vy, denotado por int(y), es la com-

ponente acotada de C\7y([a,b]). El exterior de v, denotado por ext(y) es la componente no acotada de

C\y([a;b]).

Una curva de Jordan ~ estd positivamente orientada si al recorrer la curva, el interior de v queda a

la izquierda.

Ahora veamos como se define la integral de Riemann-Stieltjes (vea [2, Capitulo 7]) de funciones de

valores en espacios de Banach.

Definicién 1.4.8. Sean Q@ C C y X un espacio de Banach. Sean también f : Q — X y v : [a,b] = Q

funciones. Se define la norma de una particion P={a =1y <t; < ...<t, = b} de [a,b] como
| P|| = méx{t, —t;_1: i€ {1,...,n}}.

Se dice que f es integrable a lo largo de vy si existe L € X tal que para todo € > 0, existe § > 0 tal que si
P={a=ty<ti <...<t,=0>b} es una particion de |a,b] con ||P|| < J, entonces

1L — Z FOr(ma) (v (ts) = (ti1))l <e,

para cualquier eleccion de puntos T; € [t;—1,t;] para todo i € {1,...,n}. En este caso, L es la integral de

f alo largo de v y se denota por

/ 1) ©).

Si f es continua y y una funcién de variacién acotada, entonces la integral de f a lo largo de ~y existe
y es unica. Para la demostracién de este hecho consulte [I5 Teorema 3.3.2, pag. 63]. Con base a esto, se

define la integral de funciones continuas a lo largo de curvas.

Definicién 1.4.9. Sea  subconjunto de C. Suponga que I : [a,b] — Q es una curva rectificable en Q y

que f: Q1 — X es continua. Se define y denota la integral de contorno de f a lo largo de la curva T’ como

b
/ FO) A= / FT©)d(T(©)). (1.25)
I a

En adelante X denota un espacio de Banach. Las operaciones con la integral de contorno en este caso

son analogos al caso complejo.

Teorema 1.4.10. Sean Q2 C C y X un espacio de Banach. Suponga que f,g : @ — X son continuas

sobre Q y T': [a,b] = Q una curva rectificable en ), entonces

(i) Para cada o € C,
/F(af-i-g)()\)d)\:a/rf(/\)d/\+/rg(/\)d/\.

(ii)

[ o dAH < sup{lf (V) | : A€ THVar ().
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(i1i) Sea T € B(X,Y) con'Y espacio de Banach. Entonces

T(/Ff(/\)d/\> =/FT(f(/\))d/\.

(i) Si {fx :+ & — X} es una sucesion de funciones continuas tal que la serie infinita > py fr(N)

converge uniformemente[] sobre ', entonces
[ awar=3 [ noda
T =1 k=1"T

DEMOSTRACION: Suponga las hipétesis del teorema. Los incisos (i) y (ii) se verifican directamante.

(iii) Asuma que T' € B(X,Y), donde Y es espacio de Banach. Se define la funcién T'(f) : 2 — Y como
T(f)(A) = T(f(N), para todo A € 2. Como T estd acotada y la composicién de funciones continuas es
continua, T'(f) es continua sobre (.

Sea P={a =ty <t <...<t,=>b} una particién de [a,b]. Entonces para cualquier eleccién de

puntos 7; € [t;i—1,t;], con i € {1,...,n}, se tiene que

T (Z F@ )T () — F(t“))> =D T (f(T(7) (L(t:) = L(ti1)) (1.26)
i=1 ]

Como T es continua, podemos tomar el limite en ambos lados de (1.26) cuando n — oo, de donde se

T(/Ff()\)dA> :/FT(f()\))d)\.

(iv) Suponga que {fr : € — X} es una sucesién de funciones continuas tal que la serie infinita
> rey fe(A) converge uniformemente sobre I'. Para cada n € N defina g,(\) = Y;_, fe(A), g(A) =
>y fe(A) paratodo A € Ty s, = >_p_; [ fu(X) dX. Entonces la sucesién de funciones {g,,} converge

obtiene

uniformemente a g sobre I'.
Sea € > 0y haga 1 = 3,5y Como {gn} converge uniformemente a g sobre I', existe ng € N tal que
sin > ng, ||lg(A) — gn(N)|| < €1, para todo A € T'. Luego, por los incisos (i), (ii),

\/Fgumsn

[ - 5,00 a2

sup{[[g(A) —gn (M| : A € T}Var(T)
e1Var(T)

AN VAN

€,

para todo n > ng. Por lo tanto la sucesién {s, } converge a [, g(A) d A. Con esto termina la demostracion.
O

Resultados clasicos de variable compleja pueden ser formulados en este contexto. Algunos que podemos

enunciar son el Teorema de Cauchy, el Teorema de la férmula integral de Cauchy y el Teorema de Liouville.

"Una sucesién de funciones {fj : S — X} converge uniformemente a f sobre S C C, si para cada € > 0, existe ng € N
tal que ||f(A) — f(N)|| < ¢, para todo A € S.

Una serie infinita de funciones continuas sobre S converge uniformemente sobre S, si las sumas parciales de la serie
converge uniformemente sobre S (vea [2, Capitulo 9]).



24 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Teorema 1.4.11 (Teorema de Cauchy). Sean Q un dominio en C y f : Q@ — X analitica sobre Q).

FEntonces

[rar=o,
r
para cada curva de Jordan I' en € orientada positivamente.

DEMOSTRACION: Sea z* € X*. Entonces z*(f) : Q@ — C dada por z*(f)(\) = z*(f())), para todo A €

es diferenciable en 2.
Por el Teorema [1.4.10[y el Teorema de Cauchy versién compleja [8, Teorema 6.6], se tiene que

" </Ff(>\)d)\> :/F:v*(f()\))d)\:o, (1.27)

para toda curva de Jordan I' en Q orientada positivamente. Dado que ((1.27]) se cumple para todo z* € X*,
el Teorema de Hahn-Banach A[20]implica que,

/Ff()\)d/\ ~0.

O

Teorema 1.4.12 (Férmula integral de Cauchy). Sean @ C C un dominio en C y f : Q — X wuna funcion
analitica sobre Q). Entonces f tiene derivada de todos los ordenes sobre 2, mds aun, para cada \g € Q0 y

k>0, se cumple

F900) = 5 [ T con £90) = %), (1.28)

donde T' es una curva de Jordan en 2 orientada positivamente tal que Ao € int(T').
Ademds, f tiene una representacion en series de potencia en una vecindad de Ny, esto es de la forma
F® ()

FO) = ar(A=X)*s ap = =, (1.29)
k=0

para todo A€ D ={A € C: |A— | <r} CQ, para algin r > 0.

DEMOSTRACION: Sea z* € X* y defina F' : Q — C por F(\) = 2*(f()\)), para todo A € 2. Como f es
diferenciable en €2, F' es diferenciable en 2, asi, F' es infinitamente diferenciable para cada Ao € Q ([8|
Corolario 2.12]), ademds por el Teorema de la Férmula de Cauchy versién compleja ([8, Teorema 5.6)),
se tiene que, para cada A\g € int(T") y k > 0,

k! F(\)
k _ 0) _
F®R(\g) = o /F B g T dX con FO = F()),

donde I" es una curva de Jordan orientada positivamente.

Entonces F' tiene una representacion en series de Taylor en una vecindad de A\g. Es decir,

i S [ Q) T
00 =3 g [ g 4| - (1.30)

donde OC es la frontera de un disco C' con centro en Ay contenido en Q. Ademds, la serie en (|1.30))
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converge en el interior del disco D. Luego, por el Teorema [1.4.10] (iii),

z* (f()\o) = [217”/8 (C_f/(\?)kﬂdg} (A—Ao)k> =0. (1.31)

k=0

Dado que (|1.31)) se cumple para todo z* € X*, por el Teorema de Hahn-Banach A

[ f(©)
F(Xo) = kz:% |:27T7'/6 ESWE dg‘] (A= Aok (1.32)

Es decir, f tiene una representacién en series de potencias sobre D. Por lo tanto, f tiene derivada de

todos los ordenes sobre D (vea [I7), Proposicién 46.3]), més aun,

k!
F9(0) = o /a T J gkﬂ ac.

Como 2 es un dominio en C, entonces

£ (0) = 5 /F «fiiim d¢ con 1 = f(o),

donde I" es una curva de Jordan orientada positivamente con A\ € int(I") incluida en €. O

El Teorema [I.4.12] es muy importante, pues establece que la diferenciabilidad de f en un dominio
en C es una condicién suficiente para que f tenga derivadas de cualquier orden, ademés de admitir una
representaciéon en series de potencia.

La prueba de los siguientes teoremas siguen técnicas similares a las utilizadas en la demostracién de

los Teoremas anteriores, asi que se omitiran.

Teorema 1.4.13 (Teorema de Liouville). Si f : C — X es analitica en C y acotada (existe K > 0 tal
que || f(N)|| < K para todo A € C), entonces f es constante.

Teorema 1.4.14 (Teorema de Cauchy para dominios multiplemente conexos). Sean I',T'1,... T, curvas
de Jordan en un dominio Q0 de C orientadas positivamente tales que T'; C int (I') para todo i € {1,...,r}
y Ty Cext (') y para todo i # j. Si

Q = int (T ﬂ lﬂ ext (T;)

cO

y f:Q — X es continua en 0 y analitica en SAZ, entonces

/Ff(z)dz:i/mf(z)dz.

Teorema 1.4.15 (Expansién en series de Laurent). Sea @ = {A € C: 0 < r; < |A— Xo| < 72} para
algunos ro > 11 > 0. 51 f : Q@ = X es una funcidn analitica sobre (), entonces f tiene una representacion

unica en series de Laurent dada por

oo o0 b
\) = A= Ao)" ——k ap, by € X, 1.33
f( ) ]CE_:Oak( 0) +kz::l(A_AO)k ak, 0 € ( )
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donde los coeficientes estan dados por

1 f(¢

w = - ac(c—io))kﬂdc’ vk e NU {0}
1 }

b = %/acf(g)(ngo)k Ld¢, Yk EN,

donde OC' es la frontera (orientada positivamente) del disco D = {\ € C: |A— Xo| = p} conr1 < p < ra.

Definicién 1.4.16. Bajo las hipdtesis del Teorema[I.7.15, decimos que N es una singularidad removible
si b, =0, para todo k € N, un polo de orden p si b, # 0 y by, =0, para todo k > p (polo simple sip=1)

y una singularidad esencial si by, # 0, para un numero infinito de k € N.



Capitulo 2

Teoria espectral

La teoria espectral es una rama de la matematica que se encarga del estudio de las transformaciones
lineales definidas sobre espacios matemaéticos abstractos. Mas especificamente, en teoria espectral se trata

de dar solucién a la ecuacién
(M =T)(z) =y, (2.1)

donde T € B(X), I es el operador identidad sobre X, y € X, A € C es un pardmetro desconocido y z € X
es desconocido. Sorpresivamente los valores A € C que no satisfacen , determinan por completo al
operador T. Como ejemplo de este hecho tenemos el teorema de descomposicién espectral [23, Teorema
1.26].

En esta primera seccion se hard un estudio de las propiedades més importantes del espectro sobre
algebras de Banach unitaria. A lo largo de este capitulo, A denotard una élgebra de Banach unitaria

(sobre C) con mds de un elemento y unidad e.

2.1. El espectro

Definicién 2.1.1. Sea a € A. Se define el resolvente de a, p(a), como
pla)={reC:de—aecG(A)},

y el espectro de a, como

ola) =C\p(a) ={AeC:de—a ¢ G(A)}

También, se define la funcion resolvente de a como 1, : p(a) = A dada por
ra(A) = (e —a) 71, (2.2)

para todo A € p(a).
Por simplicidad, Ae se reemplaza por A cuando A € C.
Ejemplo 2.1.2. 1. Sea a € A. Entonces o(e) = {1} y o(0) = {0}.

2. Sea A= C([0,1],C) (vea el Ejemplo[1.1.) y f € A. Luego, si A € C, entonces A — [ es invertible
en A siy solo si (A— f)(t) # 0 para todo t € [0,1]. Por lo tanto o(f) = f([0,1]).

27
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3. Sea X un espacio normado con dim(X) < co. Entonces todo operador T € L(X) estd acotado (vea

[19, Corolario 4.80]), es decir, todo operador lineal definido sobre un espacio de dimensidn finita es
continuo. También, T € L(X) es inyectivo si y solo si es sobreyectivo. Por lo tanto, el espectro de

T consta de los valores propios de la matriz cuadrada que representa a T .

. Sea X = C([0,1],C) y sea zg € X. Defina T : X — X por T'(x)(t) = xo(t)z(t), para todo z € X y
1

todo t € [0,1]. Luego, T € B(X) con ||T|| = ||zo|. Se mostrard que o(T) = x¢([0,1]). En efecto, sea
A ¢ 20([0,1]) y tome y € X. Entonces la ecuacion (A — T)(z) = y tiene solucion inica dada por
x(t) = y(t)/ (A — zo(t)) para todo t € [0,1]. Asi, o(T) C 20([0,1]).

Ahora, sea A € x0([0,1]) y suponga que A\ — T es sobreyectivo. Entonces existe x € X tal que
(A =T)(z)(t) = 1 para todo t € [0,1]. Por otro lado, existe tg € [0,1] tal que A = xo(to). De esta
manera, 0 = (A — zo(to))x(to) = 1, lo cual es una contradiccion. Ast, xo([0,1]) C o(T') y por lo
tanto o(T') = zo([0,1]).

. Sea A = B(X) donde X es un espacio de Banach con dim(X) = oo. Si T € K(X) (operador

compacto), entonces 0 € o(T). Para probar esto, se debe probar el siguiente resultado: Si R(T) es
cerrado entonces dim(R(T)) < co. En efecto, como R(T) es cerrado, entonces R(T) es un espacio
de Banach. Asi, por el Teorema de Mapeo abierto A T:X — R(T) es un mapeo abierto. Asi,
T(Bx(0,1)) es abierto en R(T), es decir, existe 6 > 0 tal que Br(r)(0,6) € T(Bx(0,1)). Puesto
que Br(1)[0,0] = Br(1y(0,0) C T(Bx(0,1)) y T' es compacto se tiene que Br(r)[0,0] es compacto
en R(T). Por la Proposicién Al dim(R(T)) < cc.

Suponga que dim(R(T)) = oo pero que 0 ¢ o(T'). Entonces R(T) = X. El pdrrafo anterior implica

que X no es cerrado, lo cual es una contradiccion.

Una propiedad topoldgica esencial del espectro es que es un subconjunto compacto y no vacio de C.

Esto no siempre sucede cuando el campo sobre el cual se trabaja no es el de los niimeros complejos. Para

demostrar este resultado se hace uso de la teoria de funciones de valores en A definidas sobre el campo

complejo.

Proposicién 2.1.3. Sea a € A. Si ||a|| < 1, entonces e —a € G(A) y

Ademds, ||(e —a)™! —e—a| < lall®

efa E a”

n=0

1—lall*

DEMOSTRACION: Suponga que |la|| < 1. La primera parte se ha demostrado en la Proposicién m

Ahora,
-1 2N e i [lall?
le—a) —e—af = = [ S| <ot St = £
O
Observe que si a,b € G(A), entonces ab € G(A) y ademés (ab)~! = b~ la™1.

Proposicién 2.1.4. Seaa € G(A). Sih € A es tal que ||h]| < w, entonces a+h € G(A). Mds ain,

I(a+h)"" —a™" +a™ ha™ || < 2la™ |71,
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DEMOSTRACION: Sean h € A tal que ||h| < w Luego, a + h = a(e + a'h). Como |la!h| <
la='||||r]| < %, por la Proposicién e+a"th € G(A). Por lo tanto, a + h € G(A) con (a + k)~ =
(e +a~th)~ta~!. Nuevamente por la Proposicién se tiene
[(a+h)™ —at+atha™|| = |(etath)rat —at +atha™t
< llet+a™'m)™ —eta™ h)lla”;
la™ Al
< LD L —
< el
< 2l PRl
O
Sea a € A. Observe que para todo A € p(a) se satisface,
e+ 1a(AN)a = Arg(A) = e+ arg(N). (2.3)
Esto implica que a y 7,(\) conmutan para todo A € p(a). Ahora si A, 1 € p(a), entonces
ra(A) = ra(p) = (= Mra(N)ra(p). (2.4)

De esto se deduce que 7,(\) v r4(8) conmutan para cualesquiera A # u. La identidad expresada en (2.4))

se llama primera identidad del resolvente.
Teorema 2.1.5. Sea a € A. Entonces

(i) Si X € C es tal que |\ > ||a]|, entonces X € p(a) y

oo an
ra(A) =) T (2.5)
n=0
Ademds,
1
ra(N)| € 77— (2.6)
IraMI < ST

(ii) El resolvente de a es un conjunto abierto de C y la funcidn resolvente, rq, es analitica sobre p(a).

DEMOSTRACION: (i) Suponga que |A| > ||a]|. Entonces % < 1, asf, por la Proposiciénm

n

> a
TG(A) = Z Ant+1l”
n=0

Luego,
n_ 1 1 B 1
A T=1%ll I =llall”

am
/\n+1

= 1 a
o < X || < [
n=0 n=0

(ii) Defina g : C — A por g(A) = XA — a, para todo A € C. Note que g es continua sobre C. También,
g HG(A) ={ e C:le—acG(A)} = p(a). Puesto que G(A) es abierto en C (Teorema [1.1.8)), p(a) es
abierto an C.

Sea A € p(a) y considere p € C tal que |[(u — M| < % Por la Proposicién p—a =
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A=—a)+(p=A)€GA) Yy
70 (1) = 7a(A) + ra(A) (1 = Ara(W)[| < 2)ra(N) [P — A%

Por consiguiente,

ra(p) = ra(N) 2 3
+ (ra(A <207 (M7 | — Al
Y (ra(N)) WPl = Al
Tomando el limite cuando g — A, se tiene que 7/,(\) = —r,(A)2. Por lo tanto, r, es analitica sobre p(a).

O

Teorema 2.1.6 (Gelfand-Mazur). Sea a € A. Entonces o(a) es compacto y no vacio en C, ademds,
o(a) S{A e C: A < all}.

DEMOSTRACION: Por el Teorema [2.1.5] si |A| > ||a||, entonces A € p(a). Por lo que,
o(a) S{A e C: A < al]}.

Nuevamente, puesto que o(a) = C\p(a) y p(a) es abierto en C (Teorema[2.1.5), entonces o(a) es cerrado
en C. Asi, o(a) es cerrado y acotado en C y por tanto compacto en C.

Ahora, asuma que o(a) = (). Por el Teorema r, es analitica y acotada sobre C, asi, por el Teorema
de Liouville 7o es constante. Como ||r4(A)|| — 0 cuando [A| = 0 (vea ecu. (2.6)), 7a(A) = o, para

todo A € C. Pero esto es una contradiccién, pues o ¢ G(A). O

Definicién 2.1.7. Sea a € A. Se define y se denota el radio espectral de a por
r(a) =sup{|A|: A € a(a)}. (2.7)

Por el Teorema r(a) siempre existe, para cada a € A. Existe una férmula explicita la cual

permite el cdlculo del radio espectral, la cual se llama Férmula del Radio Espectral, y esta dada por
— ttm [ = fuf o]
ra) = i fa"[% = fuf o (2)

para todo a € A. Por el momento, se tomard como verdadera esta férmula. En lineas posteriores se

daréd su demostracion.

Observacién 2.1.8. Sea a € A. Entonces

1. La expansion en series de potencia para r, en el Teoremafunciona |A| > r(a). En efecto, si
r(a) = ||la|]| no hay nada que probar. Suponga que r(a) < ||a|| y considere el conjunto D = {\ € C:
r(a) < |\ < 71}, donde r1 > |la||. Observe que D C p(a), ast, por el Teorema [2.1.5, la funcidn
resolvente, rq, es analitica sobre D. Sea A € D con [\ > ||a||. Nuevamente por el Teorema [2.1.5,

ra(A) tiene la siguiente representacion en series de potencia:

o0 ak
(V) = e (2.9)
k=0
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Por el Teorema|l.4.19, 4 tiene una unica expansion en series de Laurent sobre D. Por lo tanto,
la expresion en @ es vdlida para todo A € D.

2. Si A €iso(o(a)) (un punto aislado del espectro), entonces Ay es un polo o una singularidad esencial
de rq (vea la Definicion . Sea \g € iso(o(a)) y suponga que Ao es una singularidad removible

de ro. Entonces por el Teoremal|l.4.15
ra(A) = ar(A = X0)*, ax € A,
k=0

en una vecindad de Ao contenida en p(a), digamos D ={A € C: 0 < |\ — Xo| <1} C p(a). Ahora,

tome una sucesion {A,} en D que converja a Ag. Entonces, para cada n € N,
o0
Ta()\n) - Zak()\n — )\0)’6
k=0

Esto muestra que T4(\p,) — ag cuando n — 0o y por tanto rq(A,)(Ag — a) = ap(Ao — a) cuando

n — 0o. Pero
Ta(An) (Mo — a) = 7a(An)(An — @) — (An — X)) = € = 7a(An)(An — Ao),

entonces ag(Aoe — a) = e. Con argumentos similares se prueba que (Aoe — a)ag = e. De todo lo
anterior, Ao € p(a), lo cual es una contradiccion. Por lo tanto Ao es un polo o una singularidad

esencial de .

Definicién 2.1.9. Sea a € A. Entonces a es nilpotente si existe n € N tal que a™ = o y es cuasi-nilpotente
st r(a) =0.

Observe que todo elemento en A nilpotente es cuasi-nilpotente. El reciproco no siempre se cumple.
En el caso de la élgebra de los operadores acotados B(X), calcular el espectro de un operador no es
sencillo en la mayoria de los casos. Ahora se mostrard lo util del Teorema y de la Férmula del Radio

Espectral para el cdlculo del espectro.

Ejemplo 2.1.10. 1. Sea a € A nilpotente o cuasi-nilpotente. En ambos casos r(a) = 0. Como el

espectro de a no es vacio, o(a) = {0}.

2. Considere el operador desplazamiento a la izquierda T; € B (IP(N)) del Ejemplo . Observe que
77"l = 1, para cada n € N. Ast, por la Férmula del Radio Espectral, o(T;) C B[O, 1].
Ahora, la ecuacion Ty(z) = Az con A € C y & = (x1,22, -+ ,) € I*(N) implica que x,41 = A\&p,
para todo n € N. Haciendo x1 = 1, se tiene que v = (1, \,A%,...) € I2(N) si y solo si |\ < 1. Es
decir, si |\| < 1, entonces \ es un eigenvalor de T;. Asi, B(0,1) C o(T}). Puesto que el espectro es
cerrado en C, o(T}) = B[0, 1].

2.2. Calculo funcional

Un teorema muy importante en la teoria espectral es el denominado Teorema Espectral para funciones

analiticas. Y no es para menos, pues este resultado ademas de ayudar a calcular el espectro también sirve
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como argumento en la demostracion de numerosos teoremas. La idea es definir elementos en A por medio
de una integral de contorno de funciones analiticas. El objetivo de las siguientes lineas es describir este
procedimiento, pues algunos resultados planteados aqui son fundamentales para el desarrollo de nuestro

trabajo en el Capitulo [4]

Definicién 2.2.1. Sea D un dominio acotado en C. Si D (frontera de D) es la unidn de un nimero
finito de curvas de Jordan que son ajenas entre si, entonces se dice que D es un dominio elemental de
Cauchy. La union de un numero finito de dominios elementales de Cauchy con clausuras ajenas se llama

dominio de Cauchy.

Ejemplo 2.2.2.

1. Sean rg > r1 > 0. El conjunto D ={A € C: r < ||| <r2} es un dominio de Cauchy.
El siguiente teorema establece bajo qué condiciones existen dominios de Cauchy.

Teorema 2.2.3. Sean E compacto y ) abierto en C tales que E C 2. Entonces existe D dominio de
Cauchy tal que EC D C D C Q.

DEMOSTRACION: Observe que E y (C\Q2) son subconjuntos compactos de C ajenos entre si, entonces
dist(C\, E) > 0. Asi, sea ¢ = dist((C\Q,E)ﬂ

Para cualesquiera k, j € NU {0}, defina z; ; € C dados por 2z ; = %7”)6 y Bi,; = B(zg,;,T), donde
7 € (5,5). Luego, la coleccién {By; : k,j € NU{0}} es una cubierta abierta de E. Entonces existe
n €N tal que E CJ;_, By,j, Y EN By, j, # 0 con ki, j; € NU{0}, para todo I = {1,...,n}.

Ponga D = J;_, Bk, j,- Entonces D es abierto y acotado tal que E C D. Se probard que D es un
dominio de Cauchy tal que D C Q. Suponga que D ¢ Q y tome d € D\Q. Luego, existe [ € {1,...,n}

tal que d € By, j,. Ademds, como E N By, j, # 0, dist(d, E) < 27 < e. Pero
e = dist(C\Q, E) < dist(d, FE) < e,

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto D C €.

Para cada | € {1,...,n} haga B; = By, j, v defina x; = {k € {1,...,n} : B; N By # 0}. Por ultimo,
para todo I € {1,...,n} ponga D; = UkeXL By. Sea l € {1,...,n}, entonces D; es abierto, conexo y
acotado en C. También, C\(D; U dD;) es conexo y abierto en C, ademds 9D; = 9[C\(D; U 9D;)]. Note
también que C = D;UOD; U (C\(D,UdDy)). Asi, dD; es una curva de Jordan en C (vea [I8 Proposicién
XII.14.20]) y por lo tanto, D; es un dominio elemental de Cauchy.

Sean i,1 € {1,...,n} tales que i & x; y | ¢ xs. Suponga que D; N D; # () y tome z € D; N D;. Luego,

| < 7. Ademds,

<7y l|z—zk

— psJp

existen m € x; y p € x; tales que z € By, y 2z € By. Asi, |z — 2

msyJm

note que 2k, j,. # Zk,.j,» pues Dy N D, = 0. De esta forma, € < |z, j,, — 2k,.5,| < 27 <€, lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto D; N D; = () para todo 4,5 € {1,...,n}.
Por lo tanto D es un dominio de Cauchy tal que £E C D C D C Q. O

Con el Teorema [2.2.3] se puede encerrar el espectro en un dominio de Cauchy.
Definicién 2.2.4. Sea a € A y f una funcion compleja de variable compleja. Se define el conjunto

H(a) ={f: A(f) = C: A(f) es abierto y acotado en C, o(a) C A(f)y f diferenciable en A(f)},

1Si E C C cerrado y A € C se define y denota la distancia de A a E como dist(\, E) = inf{|\ —e| : e € E}. Si E, A son
conjuntos cerrados de C entonces la distancia de A a E se define y denota por dist(A, E) = inf{dist(a, E) : a € A}.
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donde A(f) denota el dominio f.

Por el Teorema es plausible considerar el siguiente conjunto para cada f € H(a):
F(f,a) ={0B: B es un dominio de Cauchy tal que o(a) C B C B C A(f)}.

Definicién 2.2.5. Sea a € A, f € H(a) y C € F(f,a). Se define f(a) € A como

@) = g [ 1) d (210)

donde todas las curvas de Jordan en C' estdn orientadas positivamente.

Cabe aclarar que f(a) solo denota a la integral en (2.10), pues es ficil pensar que se trata de la

evaluacién de f en a, aunque esto sea asi en algunos casos como se mostrard en unos momentos.

Observacién 2.2.6. La integral en no depende de la eleccion de C € F(f,a). En efecto, sea
C' € F(f,a) distinto de C. Entonces C = 0B y C' = 0B’ para algunos B y B’ dominios de Cauchy tales
que o(a) C BC BC A(f) yo(a) C B' C B" C A(f). Sea B” = BN B'. Note que B" es abierto en C tal
que o(a) C B”, entonces por el Teoremam existe D dominio de Cauchy tal que o(a) C D C D C B".
Ademds, como o(a) C D C D C A(f) se tiene que D € F(f,a).

Ahora, dado que 0D estd propiamente contenida en B, por el Teorema de Cauchy para Dominios

Multiplemente Conexos|1.4.14}, se tiene que

FO)ra(A) dA = /C F)ra(A) d

oD

Con argumentos similares se tiene que

fraN)dA = [ f(A)ra(A)dA.
oD lol

Ast,
[ fomar= [ oreyan
C [l

Denote con B()) la bola abierta en C centrada en A € C y radio € > 0 y con B[A] la bola cerrada
en C centrada en A € C y radio € > 0.

Ejemplo 2.2.7. Sea a € A. Entonces

1. 8i f(N) = A", para todo A € C conn >0, entonces f(a) = a™.
Sean r,r1 € R tales que r1 > r > r(a) y considere los conjuntos A(f) = {A € C: [N\ <ri}y
D={NeC: |\ <r}. Observe que f es analitica en A(f) y D es un dominio de Cauchy tal que
o(a) €D C D CA(f), de esta forma D C F(f,a). Ahora, sea X\ € OD. Por la Observacién

1., se tiene que

o0 an
ro(A) = C (2.11)
k=0
FEntonces -
an
FraN) =2 e (2.12)
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Como la serie en converge uniformemente para todo A € 0D, la serie en se puede
integrar término a término a lo largo de la curva 0D (vea Teorema|l.4.10] (iv)). Pero observe que
para cada k € NU {0} se cumple que

/ ok . 0 sik#n
oD )\kfnJrl

2mia™  sik=n

Por lo tanto, f(a) = a™.

2. Si f(A) = % para todo X # 0 y 0 ¢ o(a) entonces f(a) =a™"'.

En efecto, por un lado existe € > 0 tal que (c(a)). N B(0) = 0, donde (o(a))e = {\ € C :
dist(\,o(a)) < €}. Ahora sean r,ry € R tales que ry > > r(a) y considere A(f) ={A e C: § <
A <rm}yD={NeC:e<|\ <r}. Entonces f es analitica sobre A(f) y D es un dominio de
Cauchy tal que o(a) C D C D C A(f), asi, 0D € F(f,a). Luego

donde D1 = B;(0) y Dy = B.(0). Siguiendo las mismas ideas del inciso 1., se cumple que

Ta(A)
d\ = 0.
fio, 5

Ahora, puesto que r4(\) es analitica en Ds y 7,(0) # o, T“T(A) tiene un polo simple en 0 (vea la

Definicién . Ast,

/ Md)\ =27ire(0) = 2mia™?,
oD, A

y por lo tanto, f(a) =a~?'.
Se definen las operaciones algebraicas en H(a) como: para cada « € Cy f,g € H(a) sean
1. (af)(N) = af(N), para cada A € A(f).
2. (f+9)(A) = F(A) +9(A), para todo A € A(fg) = A(f) N A(g).

3. (fg)(A) = f(N)g(A), para todo A € A(fg) = A(f) N A(g).

Estas operaciones inducen operaciones algebraicas sobre el conjunto {f(a) : f € H(a)}.
Proposicién 2.2.8. Sea a € A. Entonces para todo f,g € H(a) y a € C se cumple:
(1) (af)(a) = af(a).
(ii) (f +9)(a) = f(a) + g(a).
(i) (fg)(a) = f(a)g(a).

(iv) Si f(\) #0, para todo \ € o(a), entonces (f(a))™! = (%) (a).
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DEMOSTRACION: Los incisos (i) y (ii) se verifican directamente.

(iii) Sea C € F(fg,a). Entonces C' = D para algtin D domonio de Cauchy tal que o(a) C D C D C
A(fg). Ahora, por el Teorema existe D1 dominio de Cauchy tal que o(a) C Dy C D; C D. Asf
0D, € F(fg,a). Ponga C; = 0Dy y note que C,Cy € C(f,a) y C,Cy € C(g,a). Entonces

faga) = g [ SO g [ girao
= (o) L1 sovstrooratan] ax

2
ra(A) = ra(p)
/C{ . f()\)g(ﬂ)ﬁ du} dA, (ecu. (2.4))

(L[ fan) ar- s ][, 2 an] o
9(n)

| [ 1) UC S ] ar- ], st o]

Como C C ext(Cy), fCl )\ = 0. También, como C; C int(C), [, /fL(—)\))\ dX = —2mif(u) (Teorema de

Il
/N N N
|-
~.

N~ N N

Cauchy versién compleja [8]). Asf,

1
211

f(a)g(a) = /C g(W)ralin) f () dps = (F9)(a),

y por lo tanto, f(a)g(a) = (fg)(a).

(iv) Suponga que f(A) # 0, para todo A € o(a), entonces existe A C A(f) abierto en C tal que
o(a) C Ay f(\) #0, para todo A € A. En efecto, sean A € o(a) y € = If()‘)‘ > 0. Por la continuidad de
fen A, existe 05 > 0 tal que si 8 € Bs, (A) € A(f), entonces |f(8) — f(/\)| < e. Luego,

I < 1) = FOI+ £ (B)]
< e+ |f(B)I.

Asi, | f(B)| > 0, para todo 8 € B, (A). Haciendo A = (¢, (,) Bs,(A) se obtiene el resultado.

Ahora, la fun01on : A — C dada por ?()\) = (f(\))~!, para todo A € A es analitica sobre A. Con
esto, 7 € H(a). Luego por el inciso (iii),

Observacién 2.2.9. Sea a € A. Se ha definido las operaciones multiplicacion por escalar, suma y

producto en H(a). Ahora defina el conjunto

Ao ={f(a): f € H(a)}.
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Por la Pmposicio’n A, es una subdlgebra de A, mds ain, ab = ba para todo a,b € A, (i.e A es

una dlgebra conmutativa).

Existe una forma facil de calcular el espectro de f(a) cuando se sabe apriori quién es el espectro de
a. Este es el Teorema Espectral para funciones analiticas. Este teorema es uno de los mas importantes

en Teoria Espectral.
Teorema 2.2.10 (Teorema Espectral). Sea a € A y f € H(a). Entonces o(f(a)) = f(o(a)).

DEMOSTRACION: Sea u € o(f(a)) y suponga que p ¢ f(o(a)). Entonces la funciéon g : A(f) — C
dada por g(A) = p — f(A), para todo A € A(f), cumple con g(A) # 0, para todo A € o(a). Por la
Proposicién (iv), g(a) € G(A). Pero nuevamente por la Proposicién (ii) y por el Ejemplo
1., ue — f(a) = g(a) € G(A), lo cual es una contradiccién.

Reciprocamente, sea u € f(o(a)) pero suponga que u € p(f(a)). Por una parte, existe 5 € o(a) tal
que u = f(B). Asi, defina la funcién g : A(f) — C como

f(k))\:g(ﬁ) siA#£B
g(A) =

fB)y  six=p

Note que g es analitica sobre A(g), ademds, g(A)(8 — ) = f(B8) — f(N\), para todo A € A(f). Asi, por la
Proposicién 2.2.8} g(a)(Be — a) = f(B)e — f(a) = pe — f(a).

Luego, como u € p(f(a)) se tiene que
e = (pe — f(a)) ™ (ue — f(a)) = [(ue — f(a) " g(a)](Be - a),
y por la Proposicién 2.8
e = (ue — f(a))(ue — f(a))™" = g(a)(Be — a)(ue — f(a)) ™! = (Be — a)g(a)(ne — f(a))™".

Esto anterior muestra que 8 € p(a), lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, u € o(f(a)). O

Ejemplo 2.2.11. Sea a € A.

1. [Teorema Espectral para polinomios] Sea n € N y p(A) = Bo + 1A+ ... + 8o A™ un polinomio con
coeficientes en complejos. Por el Ejemplo[2.2.7 1.,

pla) = Boe + Bra+ ...+ fBna”.

Ast, por el Teorema espectral[2.2.10, o(p(a)) = p(co(a)), es decir, el espectro de p(a) es la imagen

de o(a) bajo el polinomio p.

2. Suponga que 0 ¢ o(a) y sea f(A) = %, para todo X # 0. Del Ejemplo 2., f(a) = a=t. Por el
Teorema Espectml ola)y={\"t: Neo(a)}.

Ahora, se esta en condiciones de demostrar la Férmula del Radio Espectral, para esto se necesita del

siguiente lema.
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Lema 2.2.12. Sea a € A\{0}. Entonces ¢ : A* — C definida por ¢(¢) = ¢(a) para todo ¢ € A* cumple
con p € A7 y [lo| = [la].

DEMOSTRACION: De forma directa se tiene que ¢ es lineal. Luego,

[p(9)] = l¢(a)] < [lallll#]-

Asi, [l¢|| < |la|| y por tanto ¢ € A**. Ahora, por el Teorema de Hahn-Banach A0} existe ¢; € A*
tal que [|¢1]] =1y ¢1(a) = [lal|. De esta manera, ||a]| = [¢1(a)| < [|¢]|. Por tanto ||| = [|al| N

Teorema 2.2.13 (Beurling). Sea a € A. Entonces
; nt _ . n %
r(a) = lim ™|~ = fof [la"]>. (2.13)

DEMOSTRACION: Sea A € o(a). Dado n € N, por el Teorema espectral para polinomios (Ejemplo [2.2.11
1.), se tiene que A™ € o(a™). Entonces |[A\|™ < ||a™|| para todo n € N. Por tanto

r(a) < fof [|a”||* < lminf [|a”||*.
n>1

SeaG={AeC:0<|\< Tla)} haciendo G = C\{0} cuando r(a) = 0. Note que si A € G, entonces
A1 € p(a). Asi, sea ¢ € A* y defina f : G — C como f(\) = ¢((e — Aa)~!) para todo X € G. La funcién
f es analitica en G. En efecto, la funcién g : C\{0} — C dada por g(\) = A~! para todo A € C\{0} es
analitica. También, h : p(a) — C definida por h(A) = ¢(rq(N\)) para todo A € p(a) es analitica en p(a).
Luego, f(A) = g(A)h(g(N\)) para todo A € G. Asi, f es analitica en G. Sea r < % y A € B(0,7)\{0}.

Entonces ||g(A)|| > r(a). Utilizando (2.6]) se tiene que

IolllgMT ¢l

< =Tl < T=r[al”

Asi f esta acotada en B(0,r)\{0} y por tanto f es analitica en B% (0) (vea [28, Teorema 10.20]). De

esta forma, f tiene una unica representacion en series de potencias digamos

oo

FO) =" endn,

n=0

para todo A € B i (0) donde ¢, € C para todo n > 0. Sea |A| < ﬁ < T(la), Entonces ||Aa|| < 1. Por la

Proposicién 2.1.3]

(e—Xa)"' = i Aa™.
n=0
Asi,
FO) =D dlamA", (2.14)
n=0

Por lo tanto, li es la representacion de f en series de potencias para todo A € B% (0). Cabe
notar que la serie en {j converge absolutamente a f(\) para todo A € B =+ (0). De esta forma para

cada \ € B%(O), existe My > 0 tal que sup,,~q [A["[|¢(a")]| < M.



38 CAPITULO 2. TEORIA ESPECTRAL

Ahora, sea A € G y defina para cada n > 0, ¢, : A* — C como ¢, (¢) = ¢(A\"a™) para todo ¢ € A*.
Por el Lema [2.2.12] ¢, € A** v ||on| = [A|™|la™|| para cada n > 0. Por otro lado, para cada ¢ € A*,

sup || (@)[| = sup |p(A"a™)|| < M.
n>0 n>0

Por tanto, por el Principio de Acotamiento Uniforme de Banach-Steinhaus A[T9] existe C\ > 0 tan
que ||¢n|| < Cx para todo n > 0. De esta forma

3=

(Cy)
Al

™|+ <

para todo n > 0. Asi,

1
lim sup ||a”|\% < —.

De donde se concluye que

lim sup [|a™[|* < ||
para todo |z| > 7(a). Por tanto limsup ||a™||* < r(a). Con esto se concluye la prueba. O

Considere la dlgebra de los operadores acotados B(X). Dado T € B(X), el Teorema de descomposicién
espectral ([23] Teorema 1.26]) establece bajo qué condicionesel espectro de T' es la unién ajena de los
espectros de operadores méas simples. Para este resultado se hace el estudio de los llamados conjuntos es-
pectrales, los cuales son subconjuntos especiales del espectro. Ahora se hard un estudio de estos conjuntos

los cuales ayudaran a establecer resultados importantes para este trabajo en el Capitulo [

Definicién 2.2.14. Sea a € A y A C o(a). Entonces A es un conjunto espectral para a si A y o(a)\A

son conjuntos cerrados de C.

Se puede describir a un conjunto espectral por sus propiedades topolégicas. Para esto, o(a) se dota

de la topologia relativa generada por o(a) (vea [25]).

Proposicién 2.2.15. Sea a € A. Entonces A C o(a) es conjunto espectral para a si y solo si A es abierto

y cerrado en o(a).

DEMOSTRACION: Sea a € Ay A C o(a). Suponga que A es conjunto espectral para a. Por un lado,
observe que A = AN o(a). Por hipétesis A es cerrado en C. Asi, A es cerrado en o(a). Por otro lado,
A =o(a)\ (o(a)\A)). Como o(a)\A es cerrado en C, A es abierto en o(a).

Reciprocamente, asuma que A es cerrado y abierto en o(a). Entonces A = o(a) NU = o(a) NV, con
U cerrado y V abierto en C, respectivamente. Por el Teorema de Gelfand-Mazur o(a) es cerrado
en C. Asi, A es cerrado en C. Luego, note que o(a)\A = o(a) N (C\V). Como V es abierto en C y por el
Teorema de Gelfand-Mazur o(a)\A es cerrado en C. O

Ejemplo 2.2.16. Sea a € o(a).

1. X €iso(o(a)) siy solo si {\} es un conjunto espectral para a. En efecto, asuma que X € iso(o(a)).
Entonces existe € > 0 tal que B.(\) No(a) = {\}. Asi, {\} es abierto en o(a). Observe también
que B[N No(a) = {A}. Entonces {\} es cerrado en o(a). Por la Proposicion {A} es un

conjunto espectral para a. El reciproco se prueba de forma directa.
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2. Sea Ty € B(I13(N)) el operador desplazamiento hacia la izquierda del Ejemplo . En el Ejemplo

2.1.10 se mostré que o(T;) = BI0,1]. Entonces los tnicos conjuntos espectrales para T; son el

congunto vacio y o(T}).

3. [23, Ejemplo 1.20] Sea {61,0z,...,} =[0,1]NQ y defina T : 1*(N) — I*(N) como

0 sik=1

T(x)(k) = 22(2) sik=2

exp(2mlg)xpto  si k> 2.

Se tiene que T € B(I?(N)) y que o(T) = {0,2} U{X € C : |\| = 1}. Entonces iso(c(T)) = {0,2}.
Por el inciso 1. los conjuntos {0} y {2} son conjuntos espectrales para T. También los conjuntos

{0,2} y {A € C: |A| = 1} son conjuntos espectrales para T .

Definicion 2.2.17. Sea D un dominio de Cauchy. Si cada curva de Jordan en la frontera de D estd posi-
tivamente orientada decimos que 0D es un contorno de Cauchy. Si C un contorno de Cauchy, se define el
interior de C, denotado por int(C), como int(C) = D y el exterior de C, denotado por ext(C'), como
ext(C') = C\D, donde D es el dominio de Cauchy determinado por C.

Proposicién 2.2.18. Sean Ei,E, C C con E; compacto y E5 cerrado en C. Si E1 N Ey = (), entonces
existe C' contorno de Cauchy tal que F1 C int(C) y Es C ext(C).

DEMOSTRACION: Suponga que By N Ey = ) y sea Q = C\Es. Luego, F1 C Q, asf por el Teorema [2.2.3
existe un dominio de Cauchy D tal que E; € D C D C Q. Orientando positivamente las curvas de Jordan
en 9D se tiene que dD es un contorno de Cauchy. Observe que E; C int(0D) y E; = C\Q C C\D =
ext(dD). O

Observacién 2.2.19. Sea a € A.

1. Sea A C o(a) conjunto espectral para a. Entonces existe C contorno de Cauchy tal que A C int(C)
y o(a)\A C ext(C), mds aun, C C p(a). En efecto, suponga que A C o(a) es un conjunto espectral
para a. Entonces A es compacto en C. Ademds AN (o(a)\A) = 0. Por la Proposicién [2.2.18, existe
un contorno de Cauchy C tal que A C int(C) y o(a)\A C ext(C). Dado que C es la union ajena de
los conguntos int(C), C y ext(C) se tiene que C' C p(a).

2. Sea A conjunto espectral para a. Entonces existen Uy, Uy conjuntos abiertos y acotados en C tales
que A C Uy, o(a)\A C Uy y Uy NUy = 0. Puesto que A y o(a)\A son conjuntos compactos en C y

ajenos entre si, el resultado se sigue de inmediato.
De la Observacion [2.2.19] 1. considere la siguiente definicion .

Definicién 2.2.20. Sea a € A y A conjunto espectral para a. Defina el conjunto C(a, A) como

Cla,A) ={C C p(a) : C es un contorno de Cauchy tal que A C int(C) y o(a)\A C ext(C)}.
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También, se define la proyeccion espectral asociado a a y A, denotado por p(a,\) € A, como

pla, ) = —— /C ra(\) dA, (2.15)

271

donde C € C(a, A).

Observacién 2.2.21. Sea a € A, A es un conjunto espectral para a y C € C(a, ). Se puede probar de
forma similar como a la prueba de la Observacion que p(a, A) no depende de la eleccion de C' en
C(a,A), por lo tanto p(a,A) estd determinada de forma inica.

Por otro lado, por la Observacion[2.2.19, existen Uy, Us conjuntos abiertos y acotados en C tales que
UpnNUs =0, ACU; yo(a)\A C Us. Con esto defina f: Uy UUy — C como

1 stAel
F) = (2.16)

0 si A€ Us

Claramente f € H(a). Asi, sea C € F(f,a). Como Uy NUsy = 0, entonces C = Cy U Ca, donde Cy y
Cy son contornos de Cauchy tales que C; C Uy y Cy C Us. Luego,

1 1 1
fla) = %/Cf()\)ra()\) d\ = — [ . FN)re(N) dX + . FN)re(N) d)\} = /C1 ra(X) dX = p(a, A).

21 2mi

Esto muestra una forma alternativa de ver la proyeccion espectral.

Teorema 2.2.22. Sean a € A y A conjunto espectral para a. Entonces (p(a,\))? = p(a,A) y p(a,A)

conmuta con r4(p), para todo p € p(a).

DEMOSTRACION: Por la Observacién 2., existen Uy, U, conjuntos abiertos y acotados en C tales
que U1 NU; =0, A CU; y o(a)\A C Us. Defina f : U; UUs — C como enm Entonces f € H(a) y
f(a) = p(a, A). Luego, por la Proposicién [2.2.| (iii), (p(a,A))? = f(a)f(a) = (ff)(a) = f(a) = p(a, A).

Ahora, sea C € C(a,A) y pu € p(a). Por la Primera Identidad del Resolvente (2.4), r, () conmuta con
rq(A), para todo A € C. Asi,

pad) = o [ raan] ratw

1

= 5 ra(AN)re(p) d A
T C

= QL ro(p)ra(N) d A
™ Jo
1

= ra(,u)/cra()\)d)\

omi
= ra(p)p(a, A).

Por lo tanto, p(a, A) conmuta con rq (), para todo 8 € p(a). O

Por ultimo, un resultado que serd de utilidad en el cuarto capitulo.

Teorema 2.2.23. Sea a € A y A conjunto espectral para a. Entonces p(a,\) = o si y solo si A = 0.
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DEMOSTRACION: Suponga que p(a,A) = o, pero que A # (). Considere la funcién f de la Observacién

2.2.21] Entonces f(a) = p(a,A). Por el Teorema espectral 2.2.10} o(p(a,A)) = f(o(a)). Pero, por un
parte, o(p(a,A)) = {0} y por otra parte f(o(a)) = {1} o f(o(a)) = {0, 1}, lo cual es una contradiccién.
Reciprocamente, suponga que A = (). Entonces p(a, A) = f(a) = o. O






Capitulo 3

Teoria de Fredholm

La teoria de Fredholm es de suma importancia en la teoria de operadores debido a que permite
considerar ciertas clases de operadores los cuales se pueden caracterizar por medio de los elementos
invertibles de la dlgebra de Calkin C(X). Esta relacién nos permitird en el cuarto capitulo estudiar
ciertas partes del espectro.

Aunque la teorfa de Fredholm se desarrolla en general sobre el espacio B(X,Y’), donde X es un espacio
normado y Y un espacio de Banach, en este apartado se hara solo sobre la adlgebra de operadores acotados
B(X) cuando X es un espacio de Banach. Cuando se ponga B(X) se entendera que es la dlgebra de los
operadores acotados, donde X es un espacio de Banach. También, dado un espacio normado X, Bx (z,€)
denotard la bola abierta en X centrada en x con radio € > 0y Bx|x, €] la bola cerrada en X centrada en

x con radio € > 0.

Definicién 3.0.24. Sea T' € B(X). Las dimensiones de los subespacios N'(T) y X/R(T) (espacio cociente
de X mddulo R(T)) se denotan con o (T) y B(T), respectivamente. Cuando la dimensién de N(T') no

es finita hacemos o (T) = oo. Similarmente, si X/R(T) no tiene dimension finita se hace B (T) = co.

Si B(T) < oo entonces R(T') es cerrado en X (Corolario AJl4). Este resultado es atribuido a Kato y

puede consultar su demostracion en el Apéndice. En base a este hecho, se definen los siguientes conjuntos

KA
+
>

|

{TeB(X):a(T) <oy R(T) es cerrado}
{T € B(X):8(T) < oo}.

~
s
[

Los elementos de @ (X) se llaman operadores semi-Fredholm superior y los elementos de ®_ (X)
operadores semi-Fredholm inferior.

También, se definen los operadores semi-Fredholm como el conjunto
Py (X) =24 (X)UD_ (X),

y los operadores Fredholm como
P(X)=d, (X)NP_(X).

Por tltimo, se define la funcidn indice i : @4 (X) — Z U {—o0, +00} como
i(T) = a(T) = B(T), (3.1)

43
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para todo T' € @4 (X) y se dice que i (T) es el indice de T'.
Ejemplo 3.0.25. 1. Sea T € G(B(X)). Entonces a(T) =0y (T) =0. Asi, T € ®(X) con i(T) = 0.

2. Sea P una proyeccion acotada no cero con dim(R(P)) < oo (Definicion A@. Entonces X =
R(P) & N(P) = R(P) & R(I — P) (Proposicién A[I1)). De esta forma

B(I - P) = dim(R(P)) = a(I — P).

Por tanto i(P) = 0. Como P # O, entonces I — P no es sobreyectiva y por tanto I — P no es

invertible en B(X). Este es un ejemplo de un operador con indice cero pero que no es invertible.

3. Sea X =IP(N) con p > 1. Considere el operador desplazamiento hacia la izquierda T; del Ejemplo
[1.2.8 Entonces o(T)) =1 y B(T;) = 0. Asi, T) € ®(X) e i(T;) = 1.
Ahora considere el operador desplazamiento hacia la derecha T, del Ejemplo . Entonces o(T,) =
0ypB(Ty) =1. Ast, T, € (X)) e i(T,) = —1.

Se puede hacer una generalizacion de este inciso de la siguiente manera: Sean € N. Si T}, = 1"
(composicion de T; consigo mismo n veces), entonces a(Ty,) =n y B(11,) = 0. Asi, T € ®(X)

con i(Tyn) =n.

Si Ty =T

o

entonces a(T, ) =0 y B(Tyn) = n. De esta forma, T € ®(X) con i(T},) = —n.

4. Sea X =1P(N) conp>1. DefinaT : X — X como T(x)(k) =0 si k es par y T(x)(k) = (k1 + 1)
stk =2ky+1 con ky > 0, para todo x € X. Entonces T es inyectivo con rango cerrado. Pero
B(T) =00. Asi, T € & (X) pero T ¢ &_(X).

5 Sea X =1IP(N) conp > 1y sean € N. DefinaT, : X — X por Tp,(x)(k) = z(k) si k < n
y Tn(x)(k) = 0 si k > n, para todo x € X. Entonces o(T,,) = oo y B(T) = oo y por tanto,
T¢ o, (X).

3.1. Dualidad de los operadores semi-Fredholm

Como se ha mencionado en la Seccién el adjunto de un operador puede dar informacién util
acerca del operador considerado. Con los operadores semi-Fredholm no se puede esperar menos. Ahora

se vera como se relaciona un operador semi-Fredholm con su adjunto.

Definicion 3.1.1. Sean X un espacio normado y E, F subespacios lineales de X y X*, respectivamente.

Los aniquiladores de E y F estan definidos como

Etr={z*c X*:2*(2) =0, x € E}

LF={zeX:2*(x)=0, ¥ € F},

respectivamente.
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Observacién 3.1.2. Los conjuntos E+- y - F son cerrados en X* y X, repectivamente. En efecto, observe
que
LFP= ﬂ N (z").
¥ €F

Dado que z* es continua para todo x* € F, N(x*) es cerrado, para todo x* € F. Por lo tanto, *F es
cerrado en X.

Ahora, sea x € E y considere f, : X* — C definida como f,.(x*) = x*(x), para todo =* € X*. Luego,
fz € X** y por tanto, N(f) es cerrado en X*. Ademds, como

Et = m N(fz)7

z€E

se tiene que E* es cerrado en X*.

Lema 3.1.3. Sean X, Y espacios de Banach y T € B(X,Y). Si R(T) es cerrado, entonces existe K > 0
tal que para cada y € R(T) existe x € X cony=T(x) y ||z]| < K|yl

DEMOSTRACION: Suponga que R(T') es cerrado en Y. Luego, T € B(X, R(T')) es sobreyectiva, donde X
y R(T) espacios de Banach. Por el Teorema del Mapeo Abierto A[I6] T(Bx(0,1)) es abierto en R(T).
Asi, existe § > 0 tal que Bg(r)(0,0) € T'(Bx(0,1)).
Haga K = % y seay € R(T). Si y = 0, basta tomar x = 0, asi, asuma que y # 0. Luego, existe
2[ly[l

(
z € Bx(0,1) tal que T(z) = 2?5 %

ik Haciendo x =

se tiene que

y= ) = 1oy

2[lylli=ll
5 =

]| = Iyl = Kllyl-

[STIN V)

O

Proposicién 3.1.4. Sean X, Y espacios de Banach yT € B(X,Y). Si R(T) es cerrado, entonces R(T™*)
es cerrado en X* y R(T*) = N(T)*.

DEMOSTRACION: Suponga que R(T') es cerrado en Y y sea z* € R(T*). Entonces existe y* € Y* tal que
x* = T*(y*). Luego, z*(z) = y*(T'(x)) = y*(0) = 0, para todo z € N(T). Asf, * € N(T)L y por tanto
R(T*) CN(T)*.

Ahora, sea x* € N(T)* y defina y : R(T) — C como yi(T(z)) = x* (), para todo x € X. Observe
que dado que z*(N(T)) = {0}, y; estd bien definida . Luego, por el Lema existe K > 0 tal que
para todo y € R(T) existe x € X tal que y =T'(x) y ||z]| < K||y||- Con esto,

g0 (W = llyo (T = [l (@) < lz"[ll=[] < K="yl

para todo y € R(T'). Es decir, yj estd acotada. Por el Teorema de Hahn-Banach A existe y* € Y*
extensién de y; tal que y*(T'(z)) = z*(z), para todo z € X. Asf, 2* € R(T*) (vea Definicién [1.2.22) y
por lo tanto, N'(T)+ C R(T*).

De todo lo anterior, N'(T)+ = R(T*) y por consiguiente R(T*) es cerrado en X* (vea la Observacién
31.0). 0
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Proposicién 3.1.5. Sean X, Y espacios de Banach yT € B(X,Y). Si R(T*) es cerrado, entonces R(T')
es cerrado y R(T) =+ N(T*).

DEMOSTRACION: Suponga que R(T*) es cerrado en X*. Sea y* € N(T*). Entonces y*(T(x)) = 0, para
todo x € X. Asf, R(T) C+ N(T™).

Ahora, suponga que “N(T*) € R(T) y tome y €+ N(T*)\R(T). Por el Teorema de Hahn-Banach
[19} Corolario 4.63], existe y5 € Y* tal que yi(z) = 0 para todo x € R(T) y y5(y) = 1. Asi, yg € N(T*)
v y5(y) # 0, lo cual es una contradiccién, pues y € N(T*). Por lo tanto, *N(T*) C R(T) y por
consiguiente, R(T) =+ N(T*). De la Observacién se concluye que R(T') es cerrado en X. O

Lema 3.1.6. Sea X un espacio de Banach. Si E es un subespacio lineal cerrado de X, entonces
(i) E* es isométricamente isomorfo a X*/E*.
(ii) (X/E)* es isométricamente isomorfo a E*.

DEMOSTRACION: Sea E un subespacio lineal cerrado de X. Entonces

(i) Defina ¢ : X*/E+ — E* por ¢(z* + E+) = 2*|g, para todo z* + E+ € X*/E+. Observe que
¢ estd bien definida , pues z* + E+ = y* + E+ si y solo si 2* — y* € E* esto a su vez si y solo si
2*|p = y*|p. Ademds, ¢ es una isometria sobreyectiva (vea Definicién [1.2.19)). En efecto, la linealidad de
¢ es inmediata. Sea y* € E*. Como E es subespacio cerrado de X, por el Teorema de Hahn-Banach A [20]
existe z* € X* tal que z*(e) = y*(e), para todo e € E' y asi ¢(z*) = y*. Por lo tanto, ¢ es sobreyectiva.

Ahora, sea z* € X* y considere y* € z* + E*. Entonces y* es una extensién de 2*|g = ¢(z* + E+) y
lp(z* + EL)|| < |ly*||. Asi, se tiene que

lo(z™ + BN < mf{lly"|| : y* € 2™ + B} = ||a* + E*|.

Por otro lado, sea 2* € X*. Nuevamente, por el Teorema de Hann-Banach A20] existe y* € X* tal
que y*(e) = x*(e), para todo e € E y |ly*|| = ||¢(z* + E1)|. Luego, y* — 2* € E+ y por consiguiente

lo* + B4 = inf{[la” +e*| - e" € BV} < [l2” +y" — 2| = lo(a” + EY).

De la discusién anterior, ||¢p(z* + E1)|| = ||z* + E1||, para todo z* € X*. Asi, ¢ es una isometria

sobreyectiva entre X*/E+ y E*. Por tanto E* es isométricamente isomorfo a X*/E*.

(ii) Sean 7 el homomorfismo natural entre X y X/E (vea la Definicién[1.3.14). Luego, como E
es subespacio cerrado de X, X/E = R(w) es un espacio de Banach y por tanto cerrado en X (vea
demostracion del Teorema . Asi, por la Proposicién R(m*) = N(m)+ = E+. De esta forma,
7*: (X/E)* — E+ es sobreyectiva.

Sea z* € (X/FE)*. Entonces

7% (@) (@) = [la" (x (@) < [l [[l|x (@) < [l ],

para todo = € X, pues ||7(z)|| < ||z|| (vea el Teorema [1.3.15)). Asi ||7*(z*)] < ||=*|.
Por otro lado, sea y € X/FE tal que |ly|| = 1. Luego, existe yo € X tal que y = yo + F, ademads
por la propiedad del infinmo, para cada € > 0, existe e. € E tal que ||yo + ec|]| < |lyll + € = 1+ €. Sea
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z* € (X/E)*, entonces
2= ()]l = [l (x(yo)) | = [l (7 (yo + er)) | = [[77 (") (yo + e )[| < l7" (") [[llyo + er]l < [l7 (@)L + 7).

De lo anterior,

lz*|| = Sup [ ()l < Mo fl7* (@) [[(1+7) = (|7~ (")l
y =
Asi, [|z*|| < [|[7*(z*)| y por lo tanto, ||z*|| = ||7*(z*)||. De todo lo anterior, 7* es un isomorfismo
isométrico entre (X/E)* y E+ y por tanto X/E* es isométricamente isomorfo a E=. O

Teorema 3.1.7. Sea T € B(X). Si R(T) es cerrado en X, entonces o (T) = §(T*), B(T) = o (T*).

DEMOSTRACION: Suponga que R(T) es cerrado en X. Entonces, por la Observacién a(T) =
dim((N(T))*). Por el Lema (i), (M(T))* es isométricamente isomorfo a X* /N (T)*, entonces o(T) =
dim (X*/N(T)*). Por hipétesis R(T) es cerrado, entonces por la Proposicién R(T*) = N(T)*.
Asf, a(T) = dim (X*/R(T*)) = B(T™).

Observe que z* € N(T*) es equivalente a que z*(T(x)) = 0, para todo z € X. Entonces R(T)* =
N(T*). Luego, por la Observacién B(T) = dim ((X/R(T))*). Por el Lema(ii)7 B(T) = R(T)*.
Por lo tanto, 3(T) = dim(N (T*)) = «(T*). O

Utilizando el Teorema se tienen las siguientes relaciones de dualidad de los operadore semi-
Fredholm.

Teorema 3.1.8.
Ted, (X) siysolosi T e d_(X"). (3.2)

Ted_ (X) siysolosi T" € Py (X7). (3.3)

DEMOSTRACION: Por las proposiciones y R(T) es cerrado en X siy solo si R(T™*) es cerrado

en X*. De esta forma este teorema se deduce inmediatamente del Teorema [3.1.7] O

Del Teorema se puede concluir que T' € B(X) es operador semi-Fredholm si y solamente si T*
es operador semi-Fredholm. Esta es una afirmaciéon importante que relaciona a todo operador con su
operador adjunto. Ahora se verd algunas consecuencias del Teorema [3.1.8] para esto se demostrard un

teorema preliminar.

Teorema 3.1.9. Sea T € B(X). Entonces T € (X)) si y solo si T(E) no estd totalmente acotado para
todo E C X acotado que no estd totalmente acotado (vea la Definicion .

DEMOSTRACION: Suponga que para cada subconjunto acotado F de X que no estd totalmente acotado
se tiene que T(E) no estd totalmente acotado pero que a(T') = oo. Luego, por la Proposicién A[7] el
cojunto Syry = {z € N(T) : [|z|| = 1} no esta totalmete acotado. Pero, por hipétesis, {0} = T'(Sn/(r))
no estd totalmente acotado, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, o (T') < oo.

Por lo probado anteriormente y la Proposicién A[I2] existe W subespacio cerrado de X tal que
X = N(T) ® W. Suponga que T|w no estd acotada por abajo. Entonces, por la Proposicién
existe una sucesién {w,} en W con ||w,| = 1, para cada n € N tal que ||T" (wy,) || = 0. Luego, T ({w,,})
estd acotado y por consiguiente estd totalmente acotado. Asi, por hipétesis, {w,} estd totalmente aco-
tado. Ahora, por la Observacién {w,} tiene una subsucesién de Cauchy, digamos {w,, }. Como X
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es un espacio de Banach, W es un espacio de Banach, de esta manera, existe w € W tal que w,, — w.
Pero por la continuidad de T, T (wy, ) — T (y), y asi, T(y) = 0. Esto demuestra que, y € N(T) N W, lo
cual implica que y = 0. Esto es una contradiccién, ya que |Jwy, || = 1, para todo k € N. Por lo tanto, T|w
estd acotada por abajo. Por la Proposicién R(T) = R(T|w) es cerrado en X.

Reciprocamente, suponga que T' € &, (X) pero que existe E C X acotado que no esté totalmente aco-
tado tal que T(E) estd totalmente acotado. Por una parte, por la Proposicién A existe W subespacio
cerrado de X tal que X = N (T) @ W.

Por otro lado, por la Observacién existe una sucesién {x,, } en E que no tiene ninguna subsucesién
de Cauchy. Ademads, {T'(z,)} estd totalmente acotado.

Ahora, para cada n € N, existen tnicos v, € N(T) y w, € W tales que z, = v, + wy, y asi,
T(xy) = T(w,), para cada n € N. Nuevamente por la Observacién {T'(wy,)} tiene una subsucesién
de Cauchy, digamos {T'(wy,,)}-

Observe que T|w € B(W,R(T)) es biyectiva, donde W y R(T') son espacios de Banach. Entonces,
por el Teorema del Mapeo Inverso A existe T|;;7 € B(R(T),W) inversa de T|w y asi {wy,,} =
{T) (T (wn,))} es una sucesién de Cauchy, pues Ty estd acotada.

Como {x,, } v {wn, } son sucesiones acotadas, {v,, } estd acotada. Dado que todo conjunto acotado
en un espacio de dimensién finita estd totalmente acotado (vea demostracién de [I9, Teorema 3.83]),
{vn, } tiene una subsucesién de Cauchy, digamos que es {vy, }. Por tanto {zn,, } = {vn,, +wy, } es una

subsucesién de Cauchy de {z,}, lo cual no puede ser. O

Con el Teorema se puede demostrar que el conjunto de los operadores semi-Fredholm superior e

inferior son cerrados bajo la composicién.

Corolario 3.1.10. Sean T1,T5 € B(X). Si Th,To € ®(X), entonces T1Ta € ®(X). También, si
T, Ty € D_(X), entonces TY'Ty € D_(X).

DEMOSTRACION: Suponga que 17,75 € ®4(X). Sea F C X acotado tal que no estd totalmente aco-
tado. Por el Teorema T>(E) no estd totalmente acotado. Aplicando nuevamente el Teorema
T1(T2(E)) no estd totalmente acotado. Por lo tanto, 7175 € @ (X).

Ahora suponga que 71,75 € ®_(X). Entonces, por el Teorema 5, Ty € ©4(X*). Asi, de
la primera parte se tiene que, TyT;y € &, (X*). Por tanto, aplicando nuevamente el Teorema
1T € @_(X) (pues T5Ty = (ThTe)*). O

Corolario 3.1.11. Sean T1,T» € B(X). Luego, se tiene que:
(i) Si ThTy € D, (X), entonces Ty € D4 (X).
(i) Si Th'Ty € D_(X), entonces Ty € P_(X).

(iii) Si Th'To € ®(X), entonces Ty € D_(X) y Tr € D4 (X).

DEMOSTRACION: (i) Suponga que 7175 € &, (X) pero que Ty ¢ &, (X). Por el Teorema [3.1.9] exis-
te E C X acotado que no estd totalmente acotado tal que T5(F) estd totalmente acotado. Entonces
T1 (T»(E)) estd totalmente acotado, asi, por el Teorema T Ty ¢ &, (X), lo cual es una contradiccién.
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(ii) Suponga que T1T5 € ®1(X). Por el Teorema (ThT3)* € & (X™). Entonces, por el inciso (i),
Ty € &, (X*). Nuevamente por el Teorema [3.1.8) 77 € &_(X).

(iii) Consecuencia inmediata de (i) y (ii). O

Corolario 3.1.12. Sean T1,T5 € B(X). Se cumple que:
(1) SiTh € (X)) y T € K(X), entonces Ty + Tz € 4 (X).
(i) SiTh € ®_(X) y Ty € K(X), entonces Ty +T> € &_(X).
(iii) SiTh € ®(X) yTo € K(X), entonces Th + Tz € P(X).
DEMOSTRACION: Observe que si E, E2 C X estdn totalmente acotados, entonces By —Fy = {e1—ez; €1 €

Eq, es € Ey} estd totalmente acotado.

(i) Suponga que Ty € &, (X)y Tr € K(X) pero que T1 +T ¢ @ (X). Entonces existe E C X acotado
que no estd totalmente acotado tal que (T + T2)(E) esta totalmente acotado. Como Tp € K(X) y FE
est4 acotado, por la Proposicién[1.3.5] (v), T»(E) estd totalmente acotado. De donde, (T +1%)(E) —T»(E)
y asi T1(E) estd totalmente acotado. Por el Teorema [3.1.9) 71 ¢ @, (X), lo cual es una contradiccion.

(ii) Suponga que T3 € ®_(X) y To € K(X). Por los teoremas y A5 Tt € o.(X*) y
Ty € K(X*), respectivamente. Por inciso (i), (T1 + T2)* = T} + Ty € ®,(X*). Nuevamente por el
Teorema T+ T € &_(X).

(iii) Consecuencia inmediata de (i) y (ii). O

Se termina esta seccién con una importante observacién.

Observacién 3.1.13. SiT € K(X) y A # 0, entonces A\—T € ®(X). En efecto, en este caso I € (X),
pues es inyectivo y sobreyectivo, asi por el Corolario (iii), X —T es un operador Fredholm.

3.2. Operadores Fredholm

Los operadores Fredholm se pueden caracterizar por medio de los elementos invertibles en la algebra
de Calkin C(X). Este es un resultado importante que relaciona la dlgebra de los operadores acotados con

la 4lgebra de Calkin.

Proposicién 3.2.1. Sea T € B(X). Entonces T € ®(X) si y solo si existen T1,To € B(X) y K1,K3 €
K(X) tales que

T = I+K,;
TT, = I+ K.

Mads aun, Ty y Ts pueden ser escogidos de tal forma que sean operadores Fredholm.
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DEMOSTRACION: Suponga que 7' € ®(X). Entonces, por la Proposicién A[12] (i) y (ii), existen X1, X»

subespacios lineales cerrados de X tales que
X =N(T)® X, =R(T) & X,

con dim(Xs) = dim(X/R(T)) < co. Por un lado, observe que T|x, : X1 — R(T) (la restriccién de T a
X1) es biyectiva, donde X7 y R(T') son espacios de Banach, asi por el Teorema del Mapeo Inverso A
existe T\;{} € B(R(T), X1) inversa de Tx, .

Por otro lado, por la Proposicién A exsiten Py, P» proyecciones acotadas de X sobre N (T) y R(T),
respectivamente. Con todo lo anterior, defina 77 = T = T\}} Py, K1 =—P,y Ky =—(I — P,). Observe
que T3, T son operadores Fredholm, pues N(T1) = Xo = N (T2) y R(T1) = X7 = R(T2). También, note
que R(K1) = N(T) y R(K3) = X, los cuales tienen dimensién finita, asf por la Proposicién
K1, Ks € K(X).

Ahora, sea x € X. Entonces, existen tnicos n € N (T) y z1 € X; tales que x = n + x1. Luego,

TT(x) =Ty T(n+ x1) =Ty (T(n) + T(21)) = T1(T(21)) = T|x Pa(T(x1)) = T|x (T(21)) = 21

I+ K)(x)=[T+K))(n+2x1)=n+z1 —n=ua.

Por lo tanto, T1T = I+ K. De forma similar se prueba que 715 = I+ K> utilizando la descomposicién
X =R(T) ® Xo.

Reciprocamente, suponga que existen 17,7y € ® (X) y Ki,Ks € K (X) tales que h'T = I + K3
y TT> = I + K,. Entonces, se tiene que N(T) C N(I + K1) y R(I + K2) C R(T). Por consiguiente,
o(T) < a(I+Ky) y B(T) < B(I+K>) (vea el Lema A[10)). Puesto que K; y K5 son operadores compactos,
por la Observacién I+ K, y I+ K> son operadores Fredholm, de esta forma «(T) y S(T) son

finitos y por lo tanto T es un operador Fredholm. O

Es el momento de caracterizar a los operadores Fredholm por medio de los elementos invertibles de
la dlgebra de Calkin.

Teorema 3.2.2. Sea T € B(X). Entonces T € ®(X) si y solo si m(T) € G(C(X)).

DEMOSTRACION: Suponga que T € & (X). Por la Proposicién existen T1,T» € B(X) y K1, Ks €
K (X) tales que T'T = I + Ky y TTy = I + K;. Aplicando el homomorfismo natural 7 entre B(X) y
C(X), se tiene que n(T1)w(T) = n(I) y m(T)m(T2) = w(I). Es decir, m(T) es invertible por la izquierda y
por la derecha en la dlgebra de Calkin C'(X) y por lo tanto, w(7T') es invertible en C'(X).
Reciprocamente, suponga que 7(T) es invertible en C(X). Entonces 7 (T') tiene inversa por la izquierda
y por la derecha en C(X). Es decir, existen T1, T € B(X) tales que n(Th)7(T) = n(I) y n(T)n(T2) = =(I).
Asi, existen K1, Ky € K(X) talesque h'T—I = K1 yTTo —1 = K. Por la Proposicién T e o(X).
O

En el siguiente teorema se muestra que la composicién de operadores Fredholm es un operador Fred-
holm (cerrado bajo el producto en B(X)), ademas, el indice de tal composicién es la suma de los indices

individuales de los operadores.
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Teorema 3.2.3. Sean S,T € ® (X). Entonces TS € ® (X). Ademds,
i(TS)=14i(T)+i(S).

DEMOSTRACION: Sea Xy = R(S) NN (T). Luego, dado que a(T') < oo, entonces dim(Xp) < co. Por la
Proposicién AJ12] (i), existen X y X, subespacios cerrados de R(S) y N (T), respectivamente, tales que

2
)
I

Xo ® X3 (3.4)
Xo @ Xs. (3.5)

=
3
I

Puesto que g (5) < oo y R(S) N Xz = {0}, por la Proposicién A (ii), existe X3 subespacio cerrado

de dimensién finita de X tal que

X =R(S)® Xa ® Xs. (3.6)
Se afirma que:

B(S) = dim(Xs)+ dim (X3) (3.8)

B(TS) = pB(T)+dim(X3). (3.10)

La ecuacion se sigue de y la ecuacién de . Para probar defina f: N(TS) —
Xo como f (z) = S (x), para todo x € N(TS). Si z¢ € Xo, entonces existe x € X tal que zg = S(z) y
T(zo) = T(S(z)) = 0, de modo que f es sobreyectiva. Luego, como a(S) < co con N (S) C N(T'S), Por
la Proposicién A[12] (i), existe X, subespacio cerrado de N'(T'S) tal que N'(T'S) = N'(S) @ X4. Note que
N(f) = N(S), de esta forma N (T'S) = N (f)@® X,4. Por consiguiente, f|x, es inyectiva y sobreyectiva y asi,
dim(X,) = dim(Xy) < oo y por lo tanto dim(N(T'S)) = a(S) + dim(Xy) = dim(N(f)) + dim(Xp) < oco.

Para probar ([3.10), observe que X = R(S)®Xo® X3 = N(T)® X, X3. Dado que N (T)N (X1 B X3) =
{0}, R(T) =T(X1) ® T(X3). Asi, dado que R(T'S) =T(Xo) + T(X;1) = T(X1) se tiene que

R(T) = R(TS) & T(X3).

Puesto que 3(T') < oo, por la Proposicién A[12] (i), existe Z subespacio cerrado de X de dimensién
finita tal que X = R(T) & Z. Asi,
X=R(TS)eT(X3)® Z.

Ahora considere g : X3 — T (X3) dada por g(z3) = T (z3), para todo z3 € X3. Claramente g es
sobreyectiva. Ademads, g es inyectiva, pues N (T) N X5 = {0}. De esta manera, dim(7'(X3)) = dim(X3) <
o0. Por lo tanto, dim(X/R(TS)) = dim(T'(X3)) + dim(Z) = dim(X3) + 8(T) < 0.

De la discusién anterior, T'S es un operador Fredholm con ¢(T'S) = i(T) + i(S). O

Corolario 3.2.4. Sea T € B(X) yn e N. SiT € ®(X), entonces T™ € &(X) e i(T™) = ni(T).

DEMOSTRACION: Aplicar directamente el Teorema O

Por tultimo, se tiene una generalizacion de los argumentos utilizados en el Teorema [3.2.3] el cual serd de

gran utilidad en el trabajo desarrollado del cuarto capitulo.
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Teorema 3.2.5. Sean T, S € B(X). Entonces
(i) Si B(S) < 00 y a(T) = o0, entonces a(TS) = oc.
(i) Si B(T) = oo, entonces B(T'S) = oo.

(ii5) St a(T) < 0o y aS) < o0, entonces a(T'S) < 0.

DEMOSTRACION: (i) Sea X = N(T) NR(S) y defina V : N(T'S) — Xy como V(z) = S(x), para todo
x € N(TS). Sea y € X, entonces existe z € X tal que y = S(z) y T(y) = T(S(x)) = 0, asi, V es
sobreyectiva. Luego, observe que N' (V) C N(S), ademds como N (S) C N(T'S), entonces N'(S) C N (V).
Por lo tanto N'(V) = N (S).
Entonces
dimN(T'S) = dim(N (V) 4 dim(Xy) = dim N(S) + dim(Xp).

Asuma que dim(X,) < oco. Por la Proposicién A[12] (i), existe X; subespacio cerrado de N'(T) tal que
N(T) = Xy ® X;. También, como 3(S) < oo, por la Proposicién A[12] (ii), existe X» subespacio cerrado
de dimensién finita de X tal que X = R(S) @ Xo.

Ahora, sea {xj}res una base de Hamel para X;, donde J es un conjunto de indices. Entonces para
cada k € J, existen 1, € R(S) y yr € Xo tales que x3, = 7% + yp. Suponga que ), ;aryr = 0 con
ar € C, para todo k € J. Entonces Y, . ;arxr = > oy axrr € R(S). También, Y, _ apxy, € N(T).
Ast, > e arxr € Xo N Xy = {0}. Lo cual implica que a = 0, para todo k € J. Es decir, {yx}res es
linealmente indepenciente en X5. Asi, dim(X;) < dim(X3) < oo, de donde dim(N(T)) < oo, lo cual es
una contradiccién. Asi, dim(Xg) = oo y por lo tanto, a(T'S) = dim(N(T'S)) =

(ii) Suponga que B(T') = co. Dado que R(T'S) C R(T), por el Lema A [10]se concluye que 3(T'S) = oo

(iii) Vea demostracién del Teorema O

3.3. El ascenso y descenso de un operador

Sean T, S € B(X). Observe que N (S) C N(T'S) y R(T'S) C R(T). Entonces se tiene que

N(T™) € N((T™Y), ¥neNu{o},
R(T™) C R(T™), VneNu{0},

donde T° = I. De este hecho se tiene la siguiente definicién .

Definicién 3.3.1. Sea T € B(X). Se define el ascenso de T € B(X) como

p(T) = min{n € NU{0} : N(T™) = N(T"1)} (3.11)
y el descenso de T' como

q(T) = min{n € NU{0} : R(T") = R(T™)}, (3.12)

haciendo p(T) = min() = oo y ¢(T) = min ) = co.
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Se dice que el ascenso de T, p(T), es finito si p(T) € NU {0} e infinito cuando p(T) = co. De igual

manera se hace para el descenso de T'.
Definicién 3.3.2. Sea T € B(X). Se define el hiper-nicleo de T € B(X) por
N=(T) = | N(T™),
n=0
y el hiper-rango de T por
R®(T) = [ R(T™).
n=0
Definicién 3.3.3. Sea T € B(X) y E subespacio lineal de X. Entonces se dice que E es T-invariante si
T(E)CE.
Observacién 3.3.4. Si T € B(X), entonces
(i) Los conjuntos N°°(T) y R°(T) son subespacios T—invariantes.
(1) p(T) =0 si y solo si T es inyectivo y q(T) =0 si y solo si T es sobreyectivo.

El ascenso y descenso de un operador acotado T € B(X) da informacién importante sobre la relacién

entre los ntimeros o(7T') y S(T'). Para dejar ver esta relacién se tiene que iniciar con la siguiente proposicién.
Proposicién 3.3.5. Sea T € B(X). Entonces

(i) Sip(T) < oo, entonces N(T™) = N(T™), para todo m,n > p(T).

(i) Siq(T) < oo, entonces R(T™) = R(T™), para todo m,n > q(T).

DEMOSTRACION: (i) Suponga que p = p(T') < ooy sea x € N (T?T™) con m € N. Entonces TPt (z) = 0,
es decir, TP (T 1(z)) = 0. De esto, T™ ! (z) € N(TP*1) = N(TP). Entonces TP ™ 1(z) = 0 y asi,
x € N(TPT™~1). Asi, se ha mostrado que

N(TPT™) C N(TPT™ 1) C ... C N(TP).

De (3.11]), se obtiene el resultado.

(ii) Suponga que ¢ = ¢(T) < oo y sea y € R(T9T™) con m € N. Entonces existe z € X tal que
y =T ™ (z) = T™(T9(z)). Dado que R(TP) = R(TPT1), existe z € X tal que T9(x) = TI1(2), y asi,
y =T (T (z)) = Tt (z) € R(T™T9H1). Lo anterior muestra que

R(TTH) C R(T?) C ... C R(TIT™).
Con esta cadena de inclusiones y (3.11)) termina la prueba. O

Lema 3.3.6. Sea T € B(X). Siq(T) =0 y p(T) < oo, entonces p(T) = 0.

DEMOSTRACION: Suponga que ¢(T') = 0y que p(T') < oo pero que p(T) # 0. Entonces T es sobreyectivo
y {0} S N(T). Sea x1 € N(T)\{0}. Luego, existe x5 € X tal que T(x3) = z1 y T?(x2) = 0. Procediendo

inductivamente, para cada n > 2 existe z,41 € X tal que T(zp11) = 2, y T"(2,11) = 0. Entonces,
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Tp1 € N(TPTH\N(T™), para todo n € N. Asi, p(T) = oo, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
p(T) = 0. O

Proposicién 3.3.7. Sea T € B(X). Si p(T) < 00 y ¢(T') < o0, entonces p(T) = q(T).

DEMOSTRACION:  Suponga que p = p(T) < ooy ¢ = ¢(T) < oo. Sea Ty = T|g(rq). Luego, por la
Proposicién R(T9) = R>®(T), asi, To(R(T?)) € R(T?), pues R>°(T’) es subespacio T'—invariante.
Més atin, como T(R(T9)) = R(T9T') = R(T?). Por tanto, Ty es sobreyectivo y por tanto q(Tp) = 0.
Ademds, como p < oo, p(Ty) < co. Asi, por el Lema p(To) = 0 y por la Observacién m Ty es
biyectivo.

Sea x € N(T9"1) y haga y = TY(x). Luego, To(y) = T ! (z) = 0. Dado que Ty es biyectivo, y =0y
lo por tanto, x € N (T?). asi, p < q.

Ahora, si ¢ = 0, por el parrafo anterior p < 0 y por tanto, p = 0. Suponga que ¢ > 1 y sea
y € R(T91)\R(T?). Entonces existe € X tal que y = T9 !(z). Ponga 2z = T(y) = T(x) € R(TY).
Como Ty es biyectivo, existe w € R(T'?) tal que z = T9(w). Luego, haga u = & — w. Asi, se tiene que
Tl =TYz) —TH(w) =0y T (u) =y — T Y (w). Como y € R(TT)\R(TY) y T }(w) € R(TY),
T9Y(u) # 0. Por lo tanto, N(T9"1) ¢ N(T9) y asi, p > ¢. De todo lo anterior, se concluye que
p(T) = ¢(T). o

Lema 3.3.8. Sean T € B(X) y m € NU{0}. Entonces:
(i) p(T) <m < oo siy solo si R(T™)NN(T™) = {0}, para todo n € N.

(1) q(T) < m < oo si y solo si, para cada n € N, exziste Y,, subespacio de N(T™) tal que X =
Y, & R(T™).

DEMOSTRACION: (i) Suponga que p(T) < m < co. Seann € Ny y € R(T™) N N(T™). Entonces existe
z € X tal que y = T™(z) y T"(y) = T™(T™(z)) = 0. Con esto x € N(T™*") = N(T™) (Proposicién
y asi y = 0. Por tanto R(T™) NN (T") = {0}.

Reciprocamente, suponga que para cada n € N, R(T™) NN (T") = {0}. Sean € Ny x € N(T™").
Entonces T™(z) € N(T") y T™(z) € R(T™). Por hip6tesis, T™(z) = 0 y por tanto x € N(T™). Es
decir, N (T™*") C N(T™). Como n € N es arbitrario, p(T) < m < oo.

(ii) Suponga que ¢(T) < m < oo. Sean € Ny Y subespacio de X tal que X = Y @R(T™) (véase [19]).
Sea {y;}jes una base de Hamel para Y, donde J es un conjunto de indices. Por la Proposicién m (ii),
para cada j € J, existe z; € X tal que T™(y;) = T™ " (x;). Asi, para cada j € J sea z; = y; — T"(x;).
Observe que {z;}je; € N(T™). Luego, ponga Y,, = ({z;};es) (espacio generado por {z;};es).

Sea x € X. Entonces existe y € X tal que x = Zjeja‘jyj +T"(y), para algin y € X y a; € C, para
todo j € J. Luego,

o= Y a(z+ T () + T"(y)
JjeJ

= Zajzj—FT" Zaj:sj +y

jeJ jeJ
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Por lo tanto, X =Y, + R(T™). Ahora, sea z € ¥;, N R(T™). Entonces existe y € X tal que x = T"™(y) y
para todo j € J, existe a; € C tal que z = ZjEJ a;z;. Luego,

doajy; = Y ai(z+ T ()

jed jeJ

T Yy + Zajxj
jeJ

Entonces 3, ;a;y; € R(T") NY = {0}. Luego, dado {y;}jes es linealmente independiente se tiene
que a; = 0, para todo j € J. Asi, x = 0 y por consiguiente ¥;, N R(T™) = {0}. De todo lo anterior,

X =Y, ®R(T™).
Reciprocamente, suponga que para cada n € N, existe Y,, subespacio de N (T™) tal que X =Y, @
R(T™). Sean € N. Entonces T (X) = T"(Y,,)+T™(T™(X)) = T™"(X). Por lo tanto, ¢(T) < m < oco.
O

Teorema 3.3.9. Sea T € B(X). Entonces:
(i) Sip(T) < oo, entonces o(T) < B(T).
(ii) Si q(T) < oo, entonces B(T) < o(T).
(iii) Si p(T) = ¢(T) < oo, entonces a(T) = B(T) (posiblemente infinito).
(iv) Sia(T) = B(T) < o0 yp(T) < o0 o B(T) < oo, entonces p(T') = q(T).

DEMOSTRACION: (i) Suponga que p = p(T') < oco. Si 8(T) = oo no hay nada que probar. Asuma que
B(T) < oo. Entonces por el Corolario (ii), TP € ®_(X) y asi B(TP) < oo. Por otra parte, por
el Lema [3.3.8] R(T?) N N(T) = {0}. Sea Y = R(T?) & N(T), entonces, por el Corolario y la
Proposicién [3.3.5] (i)

a(T) = dim(N(T)) = dim(Y/R(T?)) < dim(X/R(T?)) = B(T?) < oo.

Por lo tanto, T' € ®(X).

Ahora, sea n > p. Entonces
ni(T) = i(T™) = a(T™) - B(T™) = a(T?) — B(T"), (3.13)

Luego, si ¢ = ¢(T) < oo, por el Corolario [3.3.7} p(T') = ¢(T). Asi, por la Proposicién ni(T) =
a(T?) — B(T?). Cuando n € N es suficientemente grande, i(T) = 0 y por lo tanto a(T) = B(T).

Si ¢(T) = oo, entonces R(T"+!) C R(T™), para todo n € N y por consiguiente 3(T") < B(T"*1),
para todo n € N. De esta forma, 5(7™) — oo cuando n — oco. Asi, existe r > p tal que a(T?) < S(T7).
Por lo tanto, de se concluye que a(T) < B(T).

(ii) Suponga que ¢ = ¢(T) < oo. Si (T) = oo termina la prueba. Asuma que «(T) < oco. Por el
Teorema (iii), a(T?) < oo. Por otro lado, por el Lema existe Y, subespacio de N (T'?) tal que
X =Y, eR(T). Asi, (T) = dim(Y;) < o(T9) < oo y por lo tanto T' € ®(X).
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Sea n > ¢. Por el Corolario [3.2.4]y la Proposicién [3.3.5] (i),
ni(T) =i(T") = a(T™) — B(T™) = a(T™) — B(TT). (3.14)

Sip =p(T) < co. Entonces p = ¢y por tanto, ni(T) = a(T9)—F(T9). Cuando n € N es suficientemente
grande, i(T") = 0. Por lo tanto o(T) = B(T).

Si p = p(T) = occ. Entonces N'(T™) C N(T"*1), para todo n € Ny asf, a(T™) < a(T™*1), para todo
n € N. De esta forma, a(T™) — oo, cuando n — oco. De lo anterior, existe r > ¢ tal que a(T7) > S(T9).
De esto y de (3.14)), se tiene que i(T') > 0 y por lo tanto a(T) > B(T).

(iii) Aplicar directamente incisos (i) y (ii) de este teorema.

(iv) Suponga que a(T) = B(T) < oy p = p(T) < oo. Sea n € N. Entonces a(T") = S(T"), pues
i(T™) = ni(T) = 0. Por la Proposicién [3.3.5] (i), se tiene que,

dim(X/R(T?)) = dim(N(T?)) = dim(N (T?*")) = dim(X/R(T**™)).
Asi, R(T?) = R(TP*™). Por lo tanto, q(T) < oo y asi p(T') = q(T') (Proposicién [3.3.7). De forma anéloga
se prueba el resultado cuando ¢(T) < oo. O

El ascenso y descenso de un operador Fredholm, da informacién acerca de su indice.
Corolario 3.3.10. Sea T € ®(X). Si p(T) < 00 y q(T) < oo entonces i(T) = 0.

Los operadores Fredholm con ascenso y descenso finito, son llamados en la literatura operadores
Riesz-Schauder.

Corolario 3.3.11. Sea T € B(X). SiT € ®(X) yp(T) < 00 y ¢(T) < oo entonces T es inyectivo si y

solo si T es sobreyectivo.

Por tltimo, en la Observacién [3.1.13| se mencioné que si A # 0y T € K(X), entonces A — T es un
operador Fredholm. Pero se puede decir algo mas acerca de este operador.

Teorema 3.3.12. SiT € K(X) y A #0, entonces A\—T € ®(X) ei(A—-T) =0.

DEMOSTRACION: Sea T' € K(X) y A # 0. Observar que por el Corolario [3.3.10] es suficiente probar que
p(A—=T) < ooy q(A—T) < co. Para todo n € N, sea N,, = N((A—T)") y suponga que p(A —T') = cc.
Entonces N,, & N, 41 para todo n € N. Luego, por el Lema de Riesz A@ para cada n € N, existe x,, € N,

tal que ||@,|| =1y || + Np—1]| = 4. Asi, {x,} estd acotado en X. Ahora, si m > n, entonces
T(xm) —T(xn) = A — (A= T)(@m) — Aty + (A= T)(2n) = A2y, — 2,

donde z = (A = T) (@) + Axp — (A = T)(s) € Npp—1.

Luego,

Z s A
NESrE
A 2
Por lo tanto, la sucesién {T'(z,)} no estd totalmente acotada. Asf, por la Proposicién [[.3.5] T no es

1T (2m) = T(zn)ll = [Azm = 2] = [All|zm —

compacto, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, p(A — T') es finito.
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Como T es compacto, por el Teorema de Schauder A T* es compacto, ademds A — T* € &(X*)
(Observacion [3.1.13)). De la primera parte de este teorema, p(A — T*) < co. Ahora como (A — T*)PT™ es
un operador Fredholm, R((A —T*)P™") es cerrado en X*, para todo n € N. Asi, por la Proposicién

R(A=T)P) == N((A = T*)P) =4 N((A = T*)"*") = R((A = T)P*™),

para todo n € N. Por lo tanto ¢(A — T') es finito. O

3.4. Caracterizacion de los Operadores semi-Fredholm

Los elementos invertibles por la izquierda y por la derecha de la algebra de Calkin estdn intimamente
relacionados con los operadores semi-Fredholm superior e inferior, respectivamente. Establecer tal relacién
es el objetivo de esta seccién.

En espacios de dimensién finita todo conjunto acotado estd totalmente acotado ([19, Teorema 3.83]).
Reciprocamente, todo conjunto totalmente acotado estd acotado. Con esta observacién se enuncia el

primer lema.

Lema 3.4.1. Sean X un espacio normado, X1 y Xs subespacio de X tales que X1 es cerrado y dim(Xs) <
00. 951 X' = X1 ® Xo, entonces X' es cerrado en X.

DEMOSTRACION: Suponga que X' = X; @ X5 y defina P : X' — X5 como P(z) = xs, para todo z € X',
donde 2 = 1 + @2 con 21 € X7 y 23 € X5. Observe que P € L(X', X5).

Asuma que P no estd acotada. Entonces, existe una sucesién {x,} en X que converge a cero con
|IP(z,)|| = 1, para todo n € N. Asi, {P(z,)} es una sucesién acotada en X y por tanto totalmente
acotada, pues X5 tiene dimensién finita. Luego, por la Observacién m (ii), {P(zn)} tiene una subsu-
cesién de Cauchy, digamos {P(z,, )}. Nuevamente, como dim(Xs) < oo, entonces X es un espacio de
Banach, asi, existe o € X3 tal que P(x,,) — z2. De donde, (I — P)(z,,) — —x2, luego, puesto que
{(I—=P)(zn,)} € X1y X; es cerrado en X, entonces zo € X;. Asi, o = 0, pues 22 € X; N Xy = {0}.
Pero esto es una contradiccién ya que 1 = ||z, ||, para todo k € C. Por lo tanto P estd acotada.

Ahora, sea {x,} una sucesién en X’ tal que z,, — z. Entonces {z,,} es una sucesién de Cauchy en
X. Dado que P esté acotada, {P(z,)} es una sucesién de Cauchy en Xo. Asi, existe x5 € X5 tal que
P(x,) — x2. Luego, note que (I — P)(x,) — x — x9 € X1, pues X es cerrado. De esta forma, x € X'.

Por lo tanto, X’ es cerrado en X. O

Teorema 3.4.2. Sea T € &, (X). Entonces existe € > 0 tal que para todo U € B(X) con ||U| < e,
T+Ued (X). Ademds

a(T+U) < a(T) mds ain, si B(T) = o0 entonces (T 4+ U) = co.
DEMOSTRACION: Por la Proposicién A existe () subespacio cerrado de X tal que
X =N(T) Q.

Luego, note que T'|g € B(Q, R(T')) es biyectiva, donde @ y R(T) son espacios de Banach, asi, por el
Teorema del Mapeo Inverso A existe T|Z?1 € B(R(T), Q) inversa de T'|g. Por la Proposicién |1.2.16
T|q esta acotado por abajo, es decir, existe K > 0 tal que ||T(¢)|| > K||q||, para todo ¢ € Q.
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Sea € = £ y considere U € B(X) tal que ||U|| < e. Entonces

K
0 < [Tl <ellal = = llal (3.15)

T+ U)DI= T @I = 1T = [ KTlgll = EHQIH = %IICJII, (3.16)

para todo g € @Q. De , (T + U)|q esté acotado por abajo. Nuevamente por la Proposicién
RU(TH+U)lg)= T+ U)(Q) es cerrado en X.

Sea p = «(T) y suponga que N (T + U) tiene p + 1 elementos linealmente independientes, digamos

{z,}P1]. Como (T + U)|g esté acotada por abaJO (T4 U)lq es invertible sobre su rango, asi, N (T +
U)N@Q = {0} y por consiguiente, {z, + Q} 1 es linealmente independiente en X/@Q. Pero esto no puede
ser, pues dim(X/Q) = p (vea el Lema A[I0] (i)). Por tanto, a(T + U) < a(T).

Ahora, observe que Q C Q&N (T+U). Por el Lema A[10] (ii), dim(X/(Q@®N (T +U))) < dim(X/Q) =
a(T) < oo. Asi, por la Proposicién A (ii), existe Z subespacio cerrado de X de dimensién finita tal
que

X=QaeNT+U)s Z

De lo anterior, y dado que (T'+ U)(Q) N (T + U)(Z) = {0} se tiene que
R(T+U)=T+U)Q) & (T+U)(2). (3.17)

Luego, como dim(Z) < 00, dim((T+U)(Z)) < oo. También, (T +U)(Q) es cerrado en X, de esta manera
por el Lema 1 R(T + U) es cerrado en X.

Ahora suponga que (T") = co. De ( - y -,

IT() ~ (T + V)@ = 0] < gl < T2
Y 3||U T+U
I + V)(0) - T@I = 0@ < 101l < 2oLz + 0)(g)) < 1T DI
para todo g € Q.
Ponga, R1 = R(T|q), R2 = R((T'+ U)|g) y sea g € @, entonces
I7(a) + Roll < |7(a) — (T + U)(@)]| < 1T (3.18)
Y T
T+ V)(0) + Ball < (T + U)a) - T(a) | < LTHED@N (3.19)
De y se tiene
(R Be) = s{IT@)+ ol [T =1} < 3
e ) = suplI(T+0)a) + Bl T+ D)@l = 1) < 5.

Por tanto §(Ry, Rz) = méx{((R1, R2),((R2,R1)} < 3. Como Ry y R son subespacios cerrados de X,
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entonces §(R{-, Ry ) = 0(R;, R;) < 3 < 1. Entonces R{ y Ry tienen ambos dimensién infinita o ambos
tienen la misma dimensién ﬁnitaﬂ (vea [30, Apéndice]).

Note que Ry € R(T'). Entonces dim(X/R(T)) < dim(X/R;). Como B(T) = oo, entonces dim(X/R) =
oo. Asi, por la Observacién 2., dim((X/R1)*) = o0. Por el Lema (ii), dim(R{) = oo y por lo
dicho en el parrafo anterior, dim(Rj3 ) = co. Procediendo inversamente, dim(X/Ry) = oo.

Se concluye que dim (X/R(T + U)) no es finita, pues de lo contrario, por la Proposicién A (ii),
existe W subespacio de X de dimensién finita tal que X = R(T+U)eW = (T+U)(Q)® (T+U)(Z)®
W =Ry®(T+U)(Z)®W, donde Z es subespacio de X de dimensién finita. Entonces dim(X/Rs) =
dim((T' 4+ U)(Z) @ W) < oo. Pero esto no es posible pues se habia dicho que dim(X/Rs) = co. Por lo
tanto, B(T + U) = oo. O

Teorema 3.4.3. Sea T € ®_(X). Entonces existe € > 0 tal que para cada U € B(X) con |U| < ¢,
T+Ued®_(X). Ademds

BT+ U) < B(T) mds ain, si a(T) = o0 entonces a(T +U) = 0.

DEMOSTRACION: Consecuencia de las relaciones de dualidad del Teorema y el Teorema O

Corolario 3.4.4. Los conjuntos ®4(X), ®_(X), ®4(X) y ®(X) son abiertos en B(X).

DEMOSTRACION: Resulta de los Teoremas [3.4.2] O

Al inicio de este capitulo se definié la funcién indice i : 4 (X) — ZU{—00, 00} por i(T) = a(T)—5(T),

para todo T' € &4 (X). Con esto en mente, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.4.5 (Continuidad del indice). Sea T € ®4(X). Entonces existe § > 0 tal que para todo
Ve B(X) con ||V —-T| <0 se tiene que V € &L (X) e i(V) =4i(T).

DEMOSTRACION: Suponga que T' € ®(X). Por el Corolario ®(X) es abierto en B(X), asi, existe
91 > 0 tal que para cada V' € B(X) si ||V —T|| < é; entonces V € ®(X). Por otro lado, por la Proposicién
existen Ty € ®(X) y K € K(X) tales que TTy = I + K, de aqui, por los teoremas y
i(T) = —i(Tp). Sean ¢ = min{mﬁl} y Ve B(X) tal que |V —T| < §. Entonces V € ®(X) y ademds

si se pone U =V — T se tiene que,
T+U0)Ty=TTy+UTy =1+ K+ UT,. (3.20)

Observe que |[UTp|| < 1. Por la Proposicién I+ UT, € G(B(X)). De (3.20), (I +UTy) (T +
U)To = (I+UTy) ' K+1. Como K(X) es un ideal bilateral de B(X), (I+UTy) 'K € K(X). Nuevamente
por los teoremas [3.3.12] y 3.2.3] i((I + UTy)™") +i(T + U) +i(Tp) = 0. Por lo tanto, i(V) = i(T + U) =
—i(Ty) = i(T).

El resto de la prueba se sigue de los teoremas [3.4.2] y [3.4.3] O

El Teorema que se llama Teorema de la continuidad del indice, no estd enunciado propiamente

de acuerdo a la definiciéon de continuidad de una funcién, aunque si es muy similar en el sentido que:

1Sean E, F subespacios cerrados de X. Sea ((E, F') = sup{|lz+ F|| : z € E, ||z|| = 1}, donde ((E, F) = 0si E = {0}. Se
define la abertura entre E y F como el maximo entre {(E, F) y ((F, E), el cual se denota con 0(E, F).

Si E, F son subespacios cerrados de un espacio de Banach X entonces 0(E, F) = 0(EL, F1). También, si 0(E, F) < 1
entonces E' y F ambos tienen dimensién infinita o ambos tienen la misma dimensién finita. Para ver los detalles de estos
resultados vea [30, Apéndice] .
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dado un operador semi-Fredholm 7', existe una vecindad de T tal que el indice de cualquier elemento en
esta vecindad es el mismo que el de T
Antes de ver la relacién entre los elementos invertibles por la izquierda y por la derecha de la dlgebra

de Calkin C'(X) y los operadores semi-Fredholm superior e inferior se necesitan de algunos lemas previos.

Lema 3.4.6. Sean X un espacio normado, X1, Xo subespacios de X tales que X1 es cerrado de X y
dim(X5) < 00. Si X' = X1 + X, entonces X' es subespacio cerrado de X .

DEMOSTRACION: Suponga que X' = X7 + X5 y ponga X3 = X; N X5. Observe que dim(X3) < oo.
Por la Proposicién A (i), existe X4 subespacio cerrado de X tal que X; = X3 @ X4. Con esto,
X' =X38 X4+ X9 =X4 D Xs. Por el Lema X' es cerrado en X. O

El Lema es mas débil que el Lema [3.4.1
Lema 3.4.7. SiT € ®,(X) y E es un subespacio cerrado de X entonces T(E) es cerrado.

DEMOSTRACION: Sean T' € ®(X) y F un subespacio cerrado de X. Como a(T) < oo, por el Lema
A (i), existe N subespacio cerrado de X tal que X = M (T) @ N. Ahora, como T|y es biyectivo, por
el Teorema del Mapeo Inverso A T|n tiene inversa sobre su rango.

Ahora, sea {e;+ENN };c; base de Hamel para E/ENN, donde J es un conjunto de indices. Luego haga
> jesajlej+N) = N. Esto implica que >, ; jeJ
> jesiej+ ENN) = ENN. Esto implica que o;; = 0 para todo j € J. Asf, {€; + N}jes es linealmente
independiente en X/N. Luego, como dim(X/N) = a(T') < oo, dim(E/E N N) < co. Nuevamente por el
Lema A (ii), existe M subespacio cerrado de dimensién finita tal que E = (ENN)® M, de esta forma,
T(E)=T(ENN)+T(M). Dado que dim(M) < oo, dim(T(M)) < co. Ademds, como T'|y es invertible
sobre su rango y ENN es cerrado en X, T(E N N) es cerrado en X. Por el Lema [3.4.6] T(E) es cerrado.

O

aje; € N. Ademds, observe que ) . ; aje; € E. Entonces

Teorema 3.4.8. Sea T € B(X). Entonces n(T) € G, (C(X)) si y solo si T € ®_(X) y N(T) es

complementado en X (vea la Definicién[§), donde 7 es el homomorfismo natural entre B(X) y C(X).

DEMOSTRACION:  Suponga que 7(T) € G,(C(X)). Entonces existen U € B(X) y K € K(X) tales que
TU = I + K. Luego, por el Teorema I+ K e ®(X) y asi, por el Corolario (iii), T € ®_(X)
y U € &, (X).

Ahora, por el Lema A existe W subespacio cerrado de X tal que X = N(TU) & W y por el Lema
3.4.7, U(W) es cerrado en X.

Sea y € N(T) N U(W). Entonces existe w € W tal que y = U(w) y 0 = T(y) = T(U(w)). Asi,
w € N(TU) N W. Esto implica que w = 0 y por consiguiente y = 0. Por lo tanto, N'(T) N U (W) = {0}.

Luego, N(T)@U(W) es cerrado en X. En efecto, observe que T(N(T)®U(W)) = TU(W) es cerrado,
pues TU € ®(X). Por otro lado, T~ (T(N(T)®U(W))) = N(T)dU(W). Seaz € T~ HT(N(T)aU(W))).
Entonces T'(z) € T(N(T) @ U(W)). Luego, existen tinicos n € N(T) y w € U(W) tales que T'(z) =
T(n+ w) = T(w). Esto implica que 2 — w € N(T). Asi, z = w + n, para algtin n € N(T) y por tanto
x € N(T) @ U(W). La otra contencién es directa. Como T es continua, N (1) & U(W) es cerrado en X.

También se cumple que dim(X/[N(T) @ U(W)]) < co. En efecto, sea {z,, + N (T) @ U(W)}¥ _, lineal-
mente independiente en X/ [N(T') & U(W)]. Luego, se cumple que {T'(z,,) + TU(W)}’_, es linealmente
independiente en X/TU(W). Pero TU(W) = R(TU) y B(TU) < o0, asi, p < B(TU) < oo. Por lo tanto,
dim(X/ [N(T) @ U(W)]) < oo. Luego, por la Proposicién A[12] (ii), existe Z subespacio cerrado de X
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de dimensién finita tal que X = N(T) @ U(W) @ Z. Como U(W) es subespacio cerrado de X y Z es
subespacio de dimension finita, por el Lema se tiene que U(W) @ Z es cerrado en X, de donde se
concluye que NV (T') es complementado en X.

Reciprocamente, suponga que T' € ®_(X) y que N (T) es complementado en X. Entonces existe W
subespacio cerrado de X tal que X = N(T) @ W. También como S(T) es finito, existe F subespacio
cerrado de X de dimensién finita tal que X = R(T) @ F. Por la Proposicién A[l]] existe P € B(X)
proyeccién acotada de X sobre R(T'). Note que T'|w es biyectiva. Por el Teorema del Mapeo Inverso
Al17] existe |y} € B(R(T), W).

Entonces Ty} P € B(X). Ademés, R(TT|;;,} P) = T(W) = R(T) y N(TT|y,} P) = F. Asi, o(TT |,/ P) =
dim(F) < oo y B(TT[;}P) = dim(F) < oco. Asi, TT|;}P € ®(X). Por el Teorema existe
U € B(X) tal que n(TT|;} P)r(U) = w(I). Pero, n(TT|;;} P)x(U) = n(T)7(T|y;; PU) = =(I). Por
tanto 7(T') € G,(A). O

Teorema 3.4.9. Sea T € B(X). Entonces n(T) € G;(C(X)) si y solo si T € & (X) y R(T) es comple-

mentado en X.

DEMOSTRACION:  Suponga que 7(T) € G;(A). Entonces existen U € B(X) y K € K(X) tales que
UT = I+ K. Por el Teorema I+ K € ®(X). Asi, por el Corolario Ued_ (X)y
T € &, (X). Asi, existe W subespacio cerrado de X tal que X = N(UT) @& W. Procediendo como en la
primera parte de la demostracién del Teorema m T(W)y N(U)@® T (W) son subespacios cerrados de
X y X/IN(U) @ T(W)] tiene dimensién finita.

Sea y € T(N(UT)) N T(W). Entonces existen u € N(UT) y w € W tales que y = T(u) = T(w).
Luego, u—w € N (T). Pero N(T) C N(UT), entonces u—w € N (UT). Esto implica que w € N(UT)NW
y por consiguiente w = 0 y asi, y = 0. Lo anterior muestra que T (N (UT)) NT(W) = {0}. De esta forma
R(T)=TWNUT)) @ T(W).

Luego N(U)+R(T) =NU)+ [TWNUT)aT(W))] = NU)eT(W)]|+TN(UT)). Como N(U) &
T(W) es cerrado y T(N(UT)) tiene dimensién finita, por el Lema[3.4.6] N'(U) + R(T) es cerrado en X.

Ahora, haga Z; = N(U)NT(N(UT)). Como a(UT) < oo, dim(Z;) < oo, asf por la Proposicién A[12]
existe Z subespacio cerrado de X tal que N(U) = Z; & Z. Como Z; C R(T), N(U)+R(T) = Z +R(T).
Se cumple que ZNR(T) = {0}. En efecto, seay € ZNR(T) y sea z € X tal que y = T'(z). Luego, como
y e NWU), 0=U(y) = U(T(x)). Asi, z € N(UT) y por tanto y € T(N(UT)), es decir, y € Z1 N Z, lo
cual implica que y = 0. Por lo tanto, Z N R(T) = {0}.

Observe que N (U)ST(W) CN(U)+R(T) = Z&R(T). Por el Lema A[10] (ii), dim(X/[Z ®R(T)]) <
dim(X/[NV(U) & T(W)]) < oo y por la Proposicién A[12] (ii), existe M subespacio de X de dimensién
finita tal que X = ZOR(T)® M = R(T) @ [Z & M]. Como Z es cerrado en X y M tiene dimensién
finita, Z & M es cerrado en X. De la discusién anterior, R(T") es complementado en X.

El recipro se prueba de forma andloga a la demostracion del reciproco del Teorema [3.4.8 O

3.5. Descomposiciéon del espectro

Las diferentes condiciones de invertibilidad de un operador acotado inducen subconjuntos del espectro.

Estas son las siguientes:
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Definicién 3.5.1. Sea T € B(X). Se define el espectro punto, o,(T), como
op(T) = (A €C: N(A—T) £ {0}}
y el espectro punto aproximado, oap(T), como
Oap(T) ={A € C: X —T no estd acotado por abajo}.

Los elementos de o,(T) se llaman eigenvalores de T'.

Puesto que todo operador invertible es un operador Fredholm, el conjunto de los operadores Fredholm

y semi-Fredholm también inducen subconjuntos del espectro.

Definicién 3.5.2. Sea T' € B(X). El espectro Fredholm de T, o.(T), se define como
0o(T) ={AeC: A-T ¢ ®(X)},
el espectro semi-Fredholm de T, os_p(T), como
os—p(T)={Ae€C: A\=T ¢ >,(T)}.
También se define el espectro esencial izquierdo de T, 01.(T), como
01(T) ={A e C: (A -T) ¢ G(C(X))}
y el espectro esencial derecho de T, o,..(T'), por
ore(T) ={A € C: (A =T) ¢ G,(C(X))}
respectivamente. Y por ultimo, se hace
oire(T) = o1(T) N o (T).

Proposicién 3.5.3. Sea T € B(X). Entonces
(i) Los conjuntos os_p(T), 01e(T) y 0re(T) son cerrados en C.
(ii) oe(T) es compacto y no vacio en C. Ademds, oe(T) = 01e(T) U 0,e(T).

DEMOSTRACION: (i) Por el Corolario @, (X) es abierto en B(X), entonces C\os_p(T') es abierto
en C. Asi o5_p(T) es cerrado en C. También, por el Teorema GI(C(X)) y G-(C(X)) son abiertos
en B(X). Entonces C\0;.(T) y C\o,.(T) son abiertos son abiertos en C. Por lo tanto, 0ic(T) y 0.e(T)

son cerrados en C.

(ii) Por el Teorema |3.2.2]

0. (T)={AeC:7(A=T) ¢ G(C(X)} =0(n(T)) = 01c(T) Uore(T).

Asi, por el Teorema oe(T) # 0. O



Capitulo 4

Continuidad del espectro

En el Capitulo[2]se ha demostrado que en una dlgebra de Banach unitaria A, el espectro es un conjunto
compacto y no vacio de C. Asi, si se denota con S(C) la coleccién de subconjuntos compactos no vacios
de C, el espectro induce una aplicacién o : A — S(C) que a cada a € A le asigna su espectro o(a) en
S(C).

Cuando A es la §lgebra de los operadores acotados B(X), conocer el espectro de un operador T €
B(X), donde X es un espacio de Banach de dimensién no finita implica una ardua tarea. Por esta razén se
busca hallar el espectro de un operador de forma aproximada. Esto quiere decir que se trata de conocer de
manera aproximada el espectro de un operador T por medio del espectro de operadores que se aproximan
a T. Es en este contexto donde la continuidad de o toma un rol esencial. Formalmente, el problema se
plantea de la siguiente manera: Sean 4 una dlgebra de Banach unitaria, a € Ay {a,} una sucesién en A
tales que

an — a, (4.1)

bajo algun criterio de convergencia, ;qué condiciones se requieren para que
o(an) — o(a)?, (4.2)

usando la métrica de Hausdorff en . Este problema, asi como problemas afines derivados al traba-
jar sobre algebras de Banach unitarias en especifico y elementos particulares de tal dlgebra, han sido
tratados por diversos autores utilizando diversos criterios de convergencia en . Por ejemplo, cuando
A es la dlgebra de los operadores acotados, los criterios de convergencia utilizados en han sido en
convergencia puntual, colectivamente compacta [7, 3], regular [I], estable y fuertemente estable [6], en
resolvente [20], en norma (la norma en B(X)) y en v-convergencia.

J. D. Newburgh en [26] fue pionero en hacer una investigacién sistemética sobre este problema usando
convergencia en norma en ([4.1). J. B. Conway y B. B. Morrel en [8, [9, [10] caracterizaron los puntos de
continuidad de o usando convergencia en norma en cuando A = B(X), donde X es un espacio de
Hilbert. Recientemente S. Sdnchez-Perales en [31] establecié condiciones suficientes para la continuidad de
o cuando A = B(X), donde X es un espacio de Banach usando convergencia en norma en . También
podemos citar los siguientes articulos relacionados con este tema: [9, [10] 26, 33| 32, 311, [5] I3 1] [].

Recientemente, M. Ahues et al. en su libro “Spectral computations of bounded operators” [23], presenta

un nuevo criterio de convergencia sobre B(X) llamado v—convergencia ([23], pdg. 72]), el cual esta definido

63
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como (generalizado a dlgebras de Banach unitarias): la sucesién {a,} C A converge en v—convergencia a
ac Asi
{llan||} esta acotada, |(an —a)anll =0 v |(an —a)a,| — 0.

La virtud principal de este criterio de convergencia es que se pueden aproximar operadores acotados
no necesariamente compactos por medio de sucesiones de operadores de rango finito (vea [19, Ejemplo
2.3]) (esto no se puede hacer cuando se usa la norma en [4.1)), vea el Teorema [1.3.13)). Este hecho es
verdaderamente titil para el cdlculo del espectro computacionalmente, pues, si Ty € By(X) es una apro-
ximacién de T' € B(X) (no necesariamente compacto) bajo v—convergencia y si o(Tp) aproxima o(T),
entonces los valores propios de T seran una aproximacién del espectro de T, los cuales se pueden calcular
computacionalmente de manera eficiente.

Por esta razén, surge la necesidad de realizar un estudio sistemético acerca de la continuidad (en
el sentido que se ha planteado el problema) del espectro utilizando v—convergencia en . Hasta el
momento solo existen resultados para el espectro punto (conjunto de valores propios) obtenidos por M.

Ahues en [23] en la dlgebra de los operadores acotados.

4.1. Meétrica de Hausdorff

En esta seccién, X denotard un espacio métrico con métrica d. También, dado z € X y € > 0, B.(z)

denotara la bola abierta centrada en x de radio € y B.[z] la bola cerrada centrada en x de radio e.
Definicion 4.1.1. Sean E C X y € > 0. Se define la nube de E con radio € como
(E)e ={x € X : dist(z, E) < €},
donde dist(z, F) = inf{d(z,e) : e € E} es la distancia de x a E.
Se ilustra este concepto con algunos ejemplos.
Ejemplo 4.1.2. 1. Seanx € X y e > 0. La nube de E = {x} con radio € es (E). = Be(x).

2. Considere el conjunto E = {\ € C: |\[ =1} en C. Sea € = 5. Entonces (E)e ={A€C: 1 < |\ <
3
2}

Observe que (E). es un conjunto abierto que contiene a E, pues

(E)e = U BE(e)'

eckE

Definicion 4.1.3. Sea S’(X) la coleccion de conjuntos cerrados, acotados y no vacios de X. La funcion
h:S8(X)x 8(X) = R U{0} definida por

WE,F)=if{e>0: EC(F). y FC(E).}, VE,FeS(X),

es una métrica sobre S(X) (vea [16]). Esta métrica se conoce como métrica de Hausdorff.
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Observacion 4.1.4. Dado que todo conjunto compacto en X es cerrado y acotado en X, se puede

considerar la coleccion:
S(X)={FE CX: Ees compacto y no vacio enX}. (4.3)

Entonces S(X) C S‘(X) Luego, se puede restringir la métrica de Hausdorff a este espacio y considerar a
S(X) como un espacio métrico. Ahora, cuando X es un espacio normado de dimension finita un conjunto

es compacto si y solo si es cerrado y acotado ([19, Corolario 4.32]). En este caso S(X) = S(X).

Ejemplo 4.1.5. Considere los conjuntos By = {A € C: [A+2| =2} yE,={Ae€C:|A—-1 =1} en
C. Entonces E1,Ey € S(C). Observe que Ey C (E2)aye y Eo C (E1)a4e con e > 0, pero By € (E3), si
a < 4. Pero sucede que E1 C (E2)aye Yy Fa C (E1)ate, para todo € > 0. Por lo tanto h(Eq, Es) = 4.

Es de nuestro interés saber cémo se comporta la convergencia en S(X) con la métrica de Hausdorff.
Para nuestro objetivo, verificar directamente si una sucesién {E,} en S(X) converge a F € S(X) resulta
complicado; asi, conviene verificar la convergencia en S(X) de un modo més sencillo. Esto se logra a

través de los conceptos de limite superior y limite inferior de una sucesién de elementos en S(X).

Definicién 4.1.6. Sea {E,} una sucesion de subconjuntos en X. Se define respectivamente, el limite

inferior y el limite superior de la sucesion {E,} como:

liminf E,, = {z € X : para cada € > 0 existe ng € N tal que B.(x) N E, # 0 para cualquier n > ng},
limsup F,, = {xz € X : para cada € > 0 existe J C N infinito tal que B.(x) N E,, # 0 para todo n € J}.

Ejemplo 4.1.7. 1. Para cadan € N, sea E,, = {(z,nz) € R* : z € [0,1]}. Entonces liminf E,, =
{0} x [0,00) = limsup E,.

2. Considere {x,} una sucesidn de puntos en X y para cada n € N, haga E,, = {x,}. Suponga que
{zn} converge a x € X. Dado que el limite de {x,} es unico, liminf E,, = {x}. También, como
toda subsucesion infinita de {x,} tiene como limite a x, limsup E,, = {z}.

Ahora, suponga que {x,} no converge. Entonces liminf E,, = 0. Si en adicién se supone que {x,}

no tiene una subsucesidn convergente, entonces limsup E,, = ().

3. Sea X =[0,1] x [0,1] con la métrica usual en R?. Para cadan € N impar sea E,, = [0,2] x {1} y
1
3

51 x{0}.

Los ejemplos anteriores muestran que el limite inferior y el limite superior de una sucesiéon de sub-

para n € N par sea E, = [%, 1] x {%} Entonces limsup E,, = [0,1] x {0} y liminf E,, = |

conjuntos de X pueden ser iguales al vacio, ser no acotados y posiblemente distintos, no obstante, todos

ellos son cerrados.

Proposicién 4.1.8. Sea {E,} una sucesion de subconjuntos en X. Entonces
(i) liminf E,, C limsup F,,.
(#i) Los conjuntos liminf F,, y limsup F,, son cerrados en X.

DEMOSTRACION: (i) Se obtiene directamente de la Definicién [4.1.6}
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(ii) Se probard que liminf F,, C liminf E,,. Sean « € liminf E,, y € > 0. Luego B.(z) Nliminf E,, # 0.
Tome y € Bc(z) Nliminf F,,. Entonces existe r > 0 tal que B, (y) C B(x) y, existe ng € N tal que para
cada n > ng, B.(y) N E, # 0. Asi, para todo n > ng, Bc(x) N E, # 0. Por lo tanto, € liminf F,. De

forma similar se prueba que limsup E,, es cerrado en X. O

A continuacion se caracterizan los elementos de los conjuntos limite superior y limite inferior de una

sucesién {E,} por medio de sucesiones de puntos.
Proposicién 4.1.9. Sea {E,} una sucesidn de subconjuntos no vacios en X. Luego

(i) x € limsup E,, si y solo si existen una sucesion creciente de nimeros naturales ny < ng < ...y

puntos Ty, € Ey,, para todo k € N tales que limz,, = x.
(i1) = € liminf E,, siy solo si existe una sucesion {x,} con x,, € E,, para cadan € N tal que limz,, = .

DEMOSTRACION: (i) Sea x € limsup E,,. Luego existe J; C N tal que J; es infinito y E, N By(z) # 0
para cada n € J;. Elijamos ny € J; y x,, € E,, N Bi(x). Andlogamente, existe Jo C N tal que Jy es
infinito y E, N By (z) # () para cada n € Jy. Elijamos ny € Jo tal que ny < ns y Tn, € En, N B%(x).
Siguiendo con este procedimiento, de forma inductiva, se construye una sucesién creciente de nimeros
naturales ny < ng--- y una sucesién de puntos z,, € E,, para cada k € N tales que d(zp,,z) < % Por

tanto, lim x,,, = . La reciproca es inmediata.

(i) Considere € liminf E,. Para cada k € N, sea Ji, = {j € N: Bi(z) N E, # 0, ¥n > j}. Por
hipétesis, cada Jy, es diferente del (). Luego, para cada k € N, se define N = min Ji. Note que Ng < Npiq
para todo k € N, ya que Jx41 C Ji.

Si existe p € N tal que N = N, para todo k& > p. Entonces para cada n > N, B% (z) N E, # 0 para
cualquier £ > p. Para cada n < N,, tome z,, € E, y para cada n > N, considere z,, € Bpﬁ () N E,.
Luego la sucesién {z,} cumple las condiciones requeridas, esto es, z,, € F,, para todo n y, limz,, = x.

Suponga ahora que para cada p € N, existe £ > p tal que Ni, > N,,. Con esto es posible construir una
sucesion creciente de nimeros naturales 1 = n; < ng < n3--- tal que Np, < Ny, < Ny, ---. Defina la

sucesién {x,} como sigue:
» Vn < N,,, sea x, € E,.

s VEEN, VN, <n<N,

k+1)

sea &, € E, N B4 (x).

k
Claramente z, € F, para cualquier n € N. También limz,, = z. En efecto, sea ¢ > 0. Puesto que
h’mnik = 0, existe k* € N tal que para cada k > k*, nik < €. Sean > Ny,., luego existe k > k* tal que
Ny, <n <N, Asi

k+1°

1
d(xp,z) < — < e
N

Lema 4.1.10. Sean E C X es cerrado en X y x ¢ E. Entonces existe € > 0 tal que Be(x) N (E)e =

DEMOSTRACION: Sea € =
tome y € Be(z) N (E).. Entonces d(z,y) < e y d(x, 2) < ¢, para algin z € E. Asi,

w. Luego € > 0, de lo contrario « € E. Suponga que Be(x)N(E). £y

dist(z, B) < (v, 2) < d(z,y) +d(y, 2) < 2€ = d(a, E),
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lo cual es una contradiccion. O

Lema 4.1.11. Sea {E,} una sucesion de subconjuntos no vacios de X. Si E es un subconjunto cerrado

y no vacio de X y existe K subconjunto compacto de X tal que E,, C K, para todo n € N, entonces
Ve>0,IN. e N:Vn >N, E, C(E)] <= limsupF,, C E. (4.4)

DEMOSTRACION: Suponga que la parte izquierda de se cumple pero que limsup E,, ¢ E. Tome
x € limsup E,\E. Por una parte, por el Lema existe € > 0 tal que B.(z) N (E). = 0. Asi,
por hipétesis existe N. € N tal que E,, C (F). para todo n > N.. Por otro lado, por la Proposicién
@ existen una sucesion creciente de nimeros naturales n; < ng < ...y puntos z,, € E,, tales que
limz,, = z. Sea k* € N tal que ng+ > Ne y d(zp,.,x) < €. Entonces z,,. € Bc(z)NE,,. C B(z)N(E),
lo cual es una contradiccion.

Reciprocamente, suponga que limsup E,, C E pero que la parte izquierda de es falso. Entonces
existe € > 0 y una sucesién creciente de nimeros naturales ny < ng < ... tales que E,, ¢ (E)., para
todo k € N. Para todo k € N, sea x,, € E,, \(E).. Observe que {z,,} C K. Por la Observacién
la sucesién {z,,} tiene una subsucesién convergente, digamos {xnkl} tal que limz,, = x, para algin
x € K. Asi, por la Proposiciénm (ii), z € limsup E,, C E. Pero, dado que {zy, } C X\(E)e y X\(E)e
es cerrado en X, x € X\(FE). y asi ¢ E, lo cual es una contradiccién. O

Lema 4.1.12. Sea {E,} una sucesion de subconjuntos no vacids en X y E subconjunto compacto de X .
Entonces
Ve>0,iIN. eN:Vn> N, EC (E,)] < E Climinf E,. (4.5)

DEMOSTRACION: Suponga que la parte izquierda de se cumple. Sean x € E y € > 0. Por hipdtesis
existe N, € N tal que dist(z, E,,) < ¢, para cualquier n > N,. Esto implica que existe x,, € E,, tal que
d(x,x,) < €, para todo n > N.. Asi, B.(z) N E,, # 0, para todo n > N, y por lo tanto = € liminf F,,.
Reciprocamente, suponga que F C liminf E,,. Sea ¢ > 0. Como FE es compacto existen y1,...,ym € E
tales que E C U;"Zl B (y;). Luego, por hipétesis, para cada j = 1,...,m, existe N; € N tal que
Be(y;) N En # 0, para todo n > Nj. Considere N = max{Ni,...,N,,} y sean 2 € E'y n > N. Entonces
existe j € {1,...,m} tal que 2 € B¢ (y;). También, puesto que Be (y;) N E,, # 0, existe z € E,, tal que
d(y;,z) < §. Asi, d(x,z) < d(x,y;) +d(y;,2) < € y por tanto z € (E,).. Por lo tanto £ C (E,)., para
todon > N. O

Teorema 4.1.13. Sea {E,} una sucesién en S(X) y E € S(X). Si existe K € S(X) para el cual E,, C K

para todo n € N, entonces E,, — E con la métrica de Hausdorff si y solo silimsup E,, = liminf £, = F.

DEMOSTRACION: Consecuencia inmediata de los lemas [4.1.11] [4.1.12| y la Proposicién (i). O
Ahora unas aplicaciones del teorema

Ejemplo 4.1.14. 1. Considere la sucesion {E,,} del Ejemplo inciso 3. En este caso liminf F,, #

limsup E,,. Por tanto la sucesion {E,} no converge con la métrica de Hausdorff.

2. Para cadan € N sea E, = {\ € C: |\ — 1| = 1} Note que E,, € S(C) para cada n € N. También,
observe que 0 € E,, para todo n € N. Luego, {0} C liminf F,, C limsup F,,. Pero se tiene que
liminf E,, = limsup E,, = {0}. En efecto, suponga que existe z € limsup E,, tal que z # 0. Luego,



68 CAPITULO 4. CONTINUIDAD DEL ESPECTRO

existe € > 0 tal que 0 ¢ B[z]. Asi, existe J C N infinito tal que B.(z) N E,, # 0 para cada n € J.
Ponga A, = Blz,¢] N B%[%] para cada n € J. Luego, para cada n € J, A, es distinto del vacio,
cerrado, acotado y ademds, Ap+1 C A,. Por el Teorema de encaje de Cantor (vea [2, Teorema
3.25]), existe y € (\,cy An = Bc[z] N (ﬂ B[ ]) Entonces y = 0 y, por tanto, 0 € B.[z], lo cual

1
n
es una contradiccion. En consecuencia limsup E,, = {0}.

Por el Teorema la sucesion {E,} converge a {0} con la métrica de Hausdorff.

4.2. v—convergencia

En esta seccién A denota una algebra de Banach unitaria con unidad e.

Definicién 4.2.1. Sean a € A y {a,} una sucesion en A. Se dice que {a,} converge en norma hacia a,
n .
denotado con a,, — a, Si

llan, — a|| — 0.
Se denota con a, - a si {an} no converge en norma a a.

Observacién 4.2.2. Considere la dlgebra de los operadores acotados B(X). En este espacio se pueden
definir dos formas de convergencia aparte de la convergencia en norma: convergencia puntual y conver-
gencia débil. Estas se definen como: Sean T € B(X) y {Tn} una sucesion en B(X). Se dice que {T},}
converge puntualmente a T si

[T () = T(x)[| = 0,

para todo x € X y que converge débilmente a T si
| (T,) — «*(T)| — 0,

para todo x* € (B(X))*. En general, convergencia en norma implica convergencia puntual y convergencia

débil. Aunque el reciproco no siempre es cierto (vea [19]).
Ahora se define v—convergencia en A.

Definicién 4.2.3. Sean a € A y {a,} una sucesion en A. Entonces la sucesidn {a,} converge en

v—convergencia a a, denotado por a, - a, si:
{llan||} estd acotada, ||(an —a)an|| =0 y |(an —a)an| — 0. (4.6)

v . .
Se denota con a, » a si {an,} no converge en v—convergencia a a.

v-convergencia es mas general que convergencia en norma, pues convergencia en norma implica
v—convergencia, mientras que rv—convergencia no necesariamente implica convergencia en norma, co-

mo se verd en el Ejemplo
Proposicién 4.2.4. Sean a,b € A y {a,},{bn} sucesiones en A. Luego
(i) Sian = a, entonces a, — a. Reciprocamente, si a € G.(A) y a,, — a, entonces a, — a.

(ii) Sian 2 a y by, =5 b, entonces (an +by) = (a+b) siy solo si (an, —a)b -5 o.
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DEMOSTRACION: (i) Suponga que a,, — a. Luego, {|la,||} estd acotada. Note que

[(an — a)al| < [lay — alllal|

l(an — a)an| < |lan — al|sup{flan|| : n € N}.
Puesto que ||a,, —al| = 0, ||(an — a)al| = 0y ||(an — a)a,|| — 0. Por lo tanto, a, = a.

Reciprocamente, suponga que a, — a con a € G, (A). Entonces, existe a; € A tal que aa; = e. Luego,
lan —all = [[(an — a)aas]| < [[(an — a)alll|a]].

Como ||(a, — a)al| = 0, a, = a.

(ii) Suponga que a,, 5 ay b, 5 b. Asuma que a, + b, — a + b. Luego, note que
(an—a)b = ((an+bn)—(b+a)— (b, —b))(b+a—a) = ((an+bn)—(a+b))(b+a) — (an —a)a— (b, —b)(b+a).

Por hipétesis, ||((an + by) — (a +0))(b + a)|| — 0, |[(an, — a)a| — 0y ||b, — ]| — O y por lo tanto
(an —a)b > o.

Reciprocamente, suponga que (a, — a)b — o. Luego, como ||a,, + by|| < |lan|| + ||bn||, para todo n € N

v {llbnll} ¥ {llan||} estédn acotadas, {||a, + by} estd acotada. Por otra parte se tiene que
((an +bp) — (@+b))(a+b) = (an —a)a+ (a, —a)b+ (b, — b)(a + b).

Entonces, ||((an + byn) — (a +b))(a + b)|| = 0, pues ||(a, — a)a| — 0, ||(an, — a)b]| = 0y ||bn, — b|| — 0.

También,
((an + b)) — (@ + b)) (an + by) = (an, — a)an + (an, — a)by, + (b, — b)(an + by).

Pero (a,, — a)b, = (ap, — a)(b, — b+ ) = (a, — a)(b, — b) + (a, — a)b, entonces
Il((an + bp) — (a +b))(an + by)|| — 0. Por lo tanto, (a, + b,) = (a + b). O

A continuacién se presenta un ejemplo de un operador no compacto que se puede aproximar por medio

de operadores de rango finito bajo v—convergencia, pero que no converge en norma.

Ejemplo 4.2.5. [23, Ejemplo 2.3] Sea A = B(X), donde X =IP(N). DefinaT : X — X por

z(k+1), k impar

0, k par
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para todo x € X. También, para cada n € N, defina T, : X — X como

z(k+1) kimparyk <2n-1
Ty (z)(k) =

0 kparok>2n—1

para todo x € X. En este caso, |T,,|| = 1, para todo n € N. Asi, {||T,||} estd acotada. Sea n € N.

Entonces,

—x(k+1) kimparyk>2n+1
(T = T)(x)(k) =

0 kparok<2n+1

Luego, | T, — T|| = 1, para todo n € N y asi, T,, - T. Por otro lado, se tiene que (T, — T)T = O =
(T, — T)T,,. Por lo tanto, T, = T. De todo lo anterior, T, = T, pero T, - T.

Ahora, para cada n € N, sea es, € X dado por ean(k) =1 si k = 2n y eq, (k) =0 si k # 2n. Como
llean|l = 1, para todo n € N, {ean} estd acotada en X. Pero, {T(e2,)} no estd totalmente acotada en X.
Ast, por la Proposiciénm T no es compacto. También observe que dim(R(T},)) < n, para todon € N,
es decir, T,, € Bo(X), para todo n € N.

Por lo tanto, {T,,} es una sucesion de operadores de rango finito que converge en v—convergencia a

un operador T' que no es compacto.

Una desventaja de trabajar con v—convergencia es que no es cerrada bajo la suma y el producto en

la dlgebra de operadores B(X). Esto se ilustra con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.2.6. Sea A= B(X), donde X = 1P(N) y considere T y la sucesion {T,,} del Ejemplo [.2.5

1. Sea n € N. Entonces para todo x € X,

x(k)+xz(k+1), k impar
(T + I)(x)(k) =

z(k), k par

x(k)+x(k+1), kimparyk<2n-—1
(T + I)(z) (k) =

z(k), k parok>2n—1
Observe que (T, +1)—(T+I)(T+1I) = (T,—T)(T+I) = (T,,—T). Luego, como {T,,} no converge

en norma a T, {T,,+1} no converge en v—convergencia a T+1. Pero T, 5 T eigualmente I, = 1,

donde I, = I, para todo n € N. Por lo tanto, v—convergencia no es cerrado bajo la suma.
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2. Sea T, el operador desplazamiento hacia la derecha (vea Ejemplo . Entonces, para todo x € X,

z(k—1), k par
0, k tmpar

Luego, observe que (T, T, — TT,)TT, = (T,, — T)T, TT,. Entonces, para todo x € X,

xz(k), k imparyk>2n+1
(T, — T, TT,(x)(k) =

0, kparok<2n+1

De lo anterior se tiene que |(T,, — T)T,TT,|| = 1, para todo n € N y por tanto, {T,,T,.} no converge

en v—convergencia a TT,.. Por lo tanto, v—convergencia no es cerrada bajo la composicion.

Otra desventaja de v—convergencia es que con este modo de convergencia existe pseudo-convergencia,
es decir, puede que una sucesién {a,} C A converjaa a € Ay ab € A en v—convergencia sin que a y b

sean iguales.

Proposicién 4.2.7. Sean a,b € A y {a,} una sucesion en A tales que a, ~ a. Entonces a, — b si y
solo si (a —b)b = (a —b)a = o.

DEMOSTRACION: Suponga que (a — b)b = (a — b)a = 0. Como a,, — a, la sucesion {||a,||} estéd acotada.
Ahora, observe que,

(an, — )b = ((an —a) + (a —b))b = (an — a)b+ (a — b)b = (a,, — a)b. (4.7
Puesto que ||a, — al| = 0, ||(a, — b)b|| — 0. Por otro parte,
(an —b)an = ((an, —a) + (a —b))an = (an — a)an, + (@ — b)ay,. (4.8)

Luego, como (a — b)a, — (a —b)a = oy ||an — a|| = 0, ||(an — b)a,|| — 0. Por lo tanto, a,, — b. La
condicién necesaria se prueba utilizando (4.7)) y (4.8]. O

Afortunadamente para nuestro trabajo, si a,b € Ay {a,} es una sucesién en A tales que a, Say
an 2 b, entonces o(a) = o(b). En el teorema [4.2.11]se prueba este hecho, pero antes de eso se necesita la

siguiente proposicién.
Proposicién 4.2.8. Sean a,b € A. Luego
(i) [Segunda Identidad del Resolvente] Si A € p(a) N p(b), entonces

Ta(A) = 15(A) = 1a(N)(a — b)ry(A) = rp(A)(a — b)ra (V).

(i) [Sequnda expansion de Neumann] Si A € p(a) y r((b— a)rqe(N)) < 1, entonces A € p(b) y

o0

(A = ra(A) Y (b —a)ra (V).

k=0
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Sidepla) yl||(d—a)ra(N)| <1, entonces

Iral
I < TG = a0l

Sixepa) yl|[(b—a)ra(N)]?| <1, entonces A € p(b) y

Hra e+ (b= a)ra(V]]

IOl = i e oozl

DEMOSTRACION: (i) Sea A € p(a) N p(b). Entonces
ra(N) (@ =0)rs(A) = 1o (N (A =) — (Ae — a))rp(A) = ro(A) — rp(A).

De manera similar, r,(A)(a — 0)rq(A) = 14 (A) — rp(A).

(ii) Sea A € p(a) y suponga que r((a — b)r,(N)) < 1. Luego,
A—=b=A—a)—(b—a)=[e—(b—a)ra(N)](A —a).

Como 7((b — a)ra(N) < 1, 1 € p((b — a)re(N)) y por tanto e — (b — a)rq(A) € G(A). Asi, A € p(b) v
5(A) = ra(A)(e — (b — a)ry(A\)) 1. Por otro parte, por la Observacién inciso 1.,

oo

(e — (b—a)rqa(A Z —a)ra(A
k=0
Por lo tanto,
r(A) = 1a(A) Y (b= a)ra(N)". (4.9)
k=0

Ahora, asuma que A € p(a) y que [|(b — a)rq(A)]| < 1. Por el Teorema del Radio Espectral [2.2.13] (radio
espectral), r((b — a)ra(A)) < [|[(b — a)ra(N)]| < 1. Asi, A € p(b) y rp(A\) estd representada en series de
potencia como en (4.9)). Luego,

T S eV
s (N < |l a<A>IIkZ:0H<b eI = T = oy

Por ultimo, suponga que \ € p( ) con ||((b — a)ra(N))?|| < 1. Nuevamente, por el Teorema del Radio
Espectralm (b — a)ra(N) < [[((b—a)ra(A\)?]|2 < 1. Asi, X € p(b) v

r(A) = ra(}) lZ((b— a)ra(N))*
k=0

+ 7a(N) lZ((b - a)ra()\))gkﬂl

k=0

= ro(A) e+ (b—a)ra(N)] Z [((b— a)ra()\))z} "

k=0



4.2. v—CONVERGENCIA 73
Asi,

[ra(Mlllle + (b = a)ra(M]]

—a)r —a)r k
I < ralle + (6~ a)ra(V)] Z (0= ayra )2 = SN
O
Lema 4.2.9. Sean a,b € A. Si X € p(a) con X # 0, entonces
(b —a)ra(N)? = %[(b —a)h—(b—a)a+ (b—a)arg(A\)(b— a)]ra(A).
DEMOSTRACION: Suponga que A € p(a) con A # 0. Luego,
(a7 = -0 TN gy,
= %[(b —a)b—(b—a)a+ (b—a)ar,(A\)(b— a)]rq(N).
O

Proposicién 4.2.10. Sean a € A y E C p(a) cerrado y no vacio en C. Entonces
01(E) = sup{|lra(N)]| : A € E} < 0.

Ademds, si {a,} es una sucesion en A tal que a, 2> a, entonces existe ng € N tal que E C p(ay,), para
todon >ngy y
02(E) = {|Ira, M|l : X€ E, n>ng} < oo.

DEMOSTRACION: Si |A| > ||al|, entonces por el Teoremam (i), lraN)] < Asi,

S
A=lall

lim [lra (M) = 0.

llall <|Al—o0
Por tanto, existe Sy > ||a| tal que ||ra(N)|| < 1, para todo |A| > So. Entonces, [|rq(A\)|| < 1, para todo
A € E con |A| > fy. Por otra lado, sea Ey = B[0,5p] N E y defina R : Eo — R por R(A) = [|ra(N)]],
para todo A € Ey. Luego, como r, es continua sobre Ey (Teorema [2. al igual que la norma en A, R
es continua. Dado que Ej es compacto en C, por el Teorema de Weiertrass ([19, Teorema 3.86]), existe
B1 > 0 tal que R(\) = ||ro(N\)]] < B, para todo A € Ey. Por lo tanto, §; (E) < max{1, 5} < oco.

Ahora, suponga que {a,} es una sucesién en A tal que a,, — a. Se identifican dos casos:
Caso 1: 0 € p(a).

Por la Proposicién (ii), a, = a. Entonces, existe ng € N tal que ||a, —al| < ﬁ(E)’ para cualquier
n > ng. Sea A € E'y n > ng. Luego

l(an = a)raMI < llan = allllra(M < 5

Por la Proposicién A€ plan) y |Ira, N < % < 201(F). De donde, 62(F) < 26;(F) <

Q.
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Caso 2: 0 € o(a).
Esto implica que 0 ¢ E. Por el Lema [4.1.10} existe ¢ > 0 tal que B.(0) N E = (). Con esto |A| > € > 0,
para todo A € E. Sea A\ € E. Luego, por el Lema [£.2.9]

((an —a)ra(N)? = %[(an —a)an — (an — a)a+ (an — a)ara(N)(an — a)lra(A).
Asi,
I((an — a2 < Sy, a)a) 40— a)all + 1@ — a)all W] @~ @]
5.(E)

IN

— lll(an = a)anl + l[(an — a)al| + &1 (E)M]|(an — a)all]

donde M = sup{||la, —al| : n € N}. Como a,, = a, existe ng € N tal que sin > no, ||((an—a)ra(N))?| < 1.

Asi, por la Proposicién A € p(ay,), para todon > ng y

[ra(MlHlle + (an = a)ra(A)||

L= @ = < 2 E)lell + Mo (E)).

I, (M| <

Por lo tanto, J3(F) < oo.
De todo lo anterior, existe ng € N tal que si n > ng, entonces E C p(a,) y d2(F) < oo. O

Teorema 4.2.11. Sean a,b € A y {a,} una sucesién en A. Si a, = a y a, — b entonces o(a) = o(b).

DEMOSTRACION: Sea A € p(a). Si A = 0, entonces por la Proposicién m (i), a, = a. Asi, por la
Proposicién (a —b)a = 0o = (b— a)b. Entonces e = ba~! y e = (a=2b)b y por lo tanto 0 € p(b).
Suponga que A # 0 y haga E = {A}. Por la Proposicién existe ng € N tal que F C p(a,,), para
todo n > ng, mas ain, d3(F) < co. Luego, se identifican dos casos:
Caso 1: 0 € p(b).

Por la Proposiciénm (i), a, —% b. Asi, existe n; > ng tal que ||a, —b|| < ﬁ(bﬂ), para todo n > nj.
Luego,

16— an)ra, W < 116 = an)[Ira, (W] < ﬁm‘;ﬂ) ==

Por la Proposicién [4.2.8] A € p(b).
Caso 2: 0 € o(b).
Como X # 0, existe € > 0 tal que |A| > €. Sea n > ng. Luego, por el Lema

((b—an)ra, ()‘))2 = <[(b—an)b— (b—an)an + (b — an)anra, (N (b — an)lra, (V).

> =

Ast, [[((b = an)ra, W21 < £llI(6 = an)bll + [[(b = an)an|| + 62(E)M]|(b — an)an|]d2(E), donde M =
sup{||b— a,|| : n € N}. Como a,, > b, existe ny > ng tal que ||((b— a,)rq, (V)| < 3, para todo n > n.
De esta manera, por la Proposicién A€ p(b).

De todo lo anterior se concluye que p(a) C p(b). De forma andloga se tiene que p(b) C p(a) y por lo
tanto, p(a) = p(b). O

El Teoremal4.2.11] permite el estudio de la aproximacion del espectro de a € A por medio de sucesiones

que convergen en v—convergencia a a. Esto gracias a que no existe ambigiiedad en el limite de los espectros
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de la sucesién.

4.3. Aproximaciéon de espectros totalmente disconexos

En estos momentos se define la funcién espectro.

Definicién 4.3.1. Se define la funcidn espectro o : A — S(C), como la aplicacion que a cada a € A le

asigna su espectro o(a) en S(C).

. . .z v . .z
Si se tiene a € Ay {a,} una sucesién en A tales que a, — a, entonces {o(a,)} define una sucesién

en S(C). La pregunta es:
;La sucesién {o(a,)} converge a o(a) con la métrica de Hausdorff?

En las siguientes lineas se buscaran condiciones bajo las cuales se responde de manera afirmativa a
esta pregunta. En la Seccién [A.1] se caracterizé la convergencia en S(C) en términos del limite inferior y el
limite superior de una sucesién de suconjuntos en un espacio métrico. Ahora se establecerd la convergencia

del espectro en términos de estos dos conceptos.

Proposicién 4.3.2. Sea {a,} una sucesion acotada en A. Entonces existe K € S(C) tal que o(a,) C K,

para todo n € N.

DEMOSTRACION: Puesto que la sucesién {a, } estd acotada, existe M > 0 tal que ||a, | < M, para todo
n € N. Luego, para todo n € N se tiene

olan) C{AeC: N <Janfl} CS{AeC: [N\ <M}

Haciendo K = {\ € C: |A| < M} se tiene lo requerido. O

Sea a € Ay {an} una sucesién que converge en v—convergencia a a. De la Proposicién y
del Teorema es suficiente verificar que liminfo(a,) = o(a) = limsupo(a,) para concluir que
o(a,) converge a o(a) con la métrica de Hausdorff. En general se cumple que limsupo(a,) C o(a) (vea
el Teorema . Pero para que o(a) C liminfo(a,) se requieren condiciones sobre las propiedades
topoldgicas del espectro (vea el Teorema |4.3.11]).

Teorema 4.3.3. Sean a € A y {a,} una sucesion en A tales que a,, = a. Entonces limsup o(a,) C o(a).

DEMOSTRACION: Sea € > 0. Luego, C\(c(a)). es cerrado y no vacio en C, ademés C\ (o (a)). C p(a). Por la
Proposicién [4.2.10} existe ng € N tal que C\(c(a))e C p(an), para todo n > ng. Es decir, o(a,) C (o(a))e,
para todo n > ng. Por el Lema [4.1.11] limsup o(a,) C o(a). O

Observacién 4.3.4. Suponga que a € A y {a,} es una sucesion en A tales que a,, — a. Sea {\,} una
sucesion de nidmeros complejos tales que A\, € o(ay), para todo n € N. Si {\,,} es una subsucesion de

{an} tal que \,, — X € C, entonces por la Proposz'cz'én A € limsupo(a,) y el Teorema
implica que X € o(a).

Hasta este momento solo queda verificar que o(a) C lim inf o(a,,) para que el espectro de a,, converja
con la métrica de Haudorff a al espectro de a. El primer paso es construir conjuntos espectrales para a,

. . 14
a partir de un conjunto espectral para a cuando a,, — a.
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Proposicién 4.3.5. Sean a € A, A C o(a) conjunto espectral para a (vea la Definicion|2.2.14}) y
C € C(a,\) (vea la Definicion . Si {an} es una sucesion en A tal que a, <> a, entonces existe
ng € N tal que para cada n > ng, A, = o(a,) Nint(C) es conjunto espectral para a, y C € Clay, Ay,).
Mds ain, si para todo n > ng, p=p(a,A) y p, = plan, ), entonces

. p]) < YLerlQ)n(©)

o [pn < Yarl€)(©),

o lpn — p|| < LR g, — g,

v [[(pn — p)pl| < LD (g, — a)p]|.

o [|(pn — p)pa| < LeO2UDEEC) (g, — a)p,|.
Si ademas, 0 € ext(C), entonces

v [[(an — a)p|| < Y22 (a,, — a)a.

v [[(an — a)pn]| < YR (0, — a)an]|.

Donde M = mm{| N AEC’}

DEMOSTRACION: Suponga que {a,} es una sucesién en A tal que a,, — a. Observe que C' es compacto
y no vacio en C tal que C' C p(a), asi, por la Proposicién existe ng € N tal que C C p(ay,),
para todo n > ng, méas ain, §;(C) < oo y d2(C) < oo. Para cada n > ng, defina A,, = o(a,) Nint(C).
Puesto que C' C p(ay), entonces A,, = o(ay,) N (int(C) U C), de esta manera A, es abierto y cerrado en
o(a). Asi, por la Proposicién A,, es conjunto espectral para a,. También, note que A,, C int(C)
y o(an)\Ap C ext(C) y por tanto, C' € C(an, Ay).

Ahora, para cada n > ng, sea p, = p(a,,A) y p = p(a,A), es decir,

i/cran(x)cu v p=plaA) = /ra(/\)d/\.

n — "y An =
p pla ) 274 2mi

Luego, por el Teorema|1.4.10| (ii), se tiene que

1 51(C)Var(C)
< _ s 7 @@ 7
Ipll < 5 sup {ra(X) [} Var(C) Vor@),
1 62 (CYVar(C
”an g 2 Sup{”’ran ()\)H : )\ S C}VCL’]"(C) = w
T xeC -

1
lpn = pll < 5 sup{[lra, (A) = ra(N)[|}Var(C)
T xeC

Dado que A € p(a) N p(ay), para todo A € C, de la Segunda Identidad del Resolvente (Proposicién
(i)) se tiene que,
Ta,(A) = Ta(A) = 1a, (A)(an — a)ra(N),

para cualquier A € C. De esta forma

51(C)52(CYVar(C)
2w

Ipn —pll < = 37 S0 {lIra, Mlllan = afllraWI}Var(C) <

lan — all
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Teniendo en cuenta que p conmuta con 74 (A) y p, conmuta con 7, (1), para todo A € C' (veala Proposicién

2.15)). Usando nuevamente el Teorema [1.4.10| (ii), se tiene que

VGT(C (51(0 (52(0
(o~ pl < LELOOLDRED y( — pp
' Var(©)n(C)(C)
ar
(o~ p)pl) < LNy gy
77
Ahora, asuma que 0 € ext(C). De la identidad rq(X\) = W, para cada A € p(a), se tiene que,
- L[ ovan
P = 21 C N
1
_ 7/ ara()\)—ked)\
211 e} A

1 arq () dA
= 27m[/c 3 d)\+e/c)\}

Puesto que 0 € ext(C), [, 4 = 0. Por tanto,

c
a Ta(N)
= — dM. 4.10
271 C A ( )
Similarmente, se obtiene que

an Ta, (A)
n=— | ———=dA\. 4.11
Pr=ori . A (411)

Luego, poniendo M = ml’n{ﬁ :A€C} >0, de 1) y lj se obtiene que,

Ian — < 5-len — el sup { I b varey < 2D, — agal
y
0 = @l < e = el sup { P2l varie) < 2D o, — aja .

O

Corolario 4.3.6. Con la notacion y las hipdtesis de la Proposicién si 0 ¢ A, entonces py, 5.

DEMOSTRACION: Suponga que 0 ¢ A. Si 0 ¢ o(a) la conclusién se sigue de las Proposiciones y
4.5.0)

Si 0 € o(a), entonces 0 € ext(C). Asi, por la proposicién l(pn —2)D|l = O, ||(Pr, — D)P0]| = 0y
{llpn|l} esté acotada. Por lo tanto p, — p. O

Corolario 4.3.7. Con la notacion y las hipdtesis de la Proposicion[{.3.5 se cumple que,
(i) Si A =0, entonces existe ny > ng tal que A, = 0, para todo n > n;.
(i1) Si0 ¢ A, entonces A #£ 0 si y solo si existe ny > ng tal que A, # 0, para todo n > n;.

(iii) Si0 ¢ A, entonces para todo € > 0 existe ny > ng tal que Ay, C (A)e, para todo n > n;.
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DEMOSTRACION: (i) Suponga que A = ). Esto implica que o(a) C ext(C). Como o(a) es compacto y
ext(C) es abierto en C, existe ¢ > 0 tal que (o(a))e C ext(C). Luego, por el Teorema limsup o(ay) C

o(a), asi, por el Lema [4.1.11] y la Proposicién existe n1 > ng tal que o(ay,) C (o(a))e C ext(C),
para todo n > n;. Por lo tanto A,, = o(a,) Nint(C) = (), para todo n > n;.

(ii)) Asuma que 0 ¢ A. Suponga que A # (), pero que para todo m > ng existe n > m tal que A,, = 0.
=0

)

Entonces, se construye una sucesién creciente nq < ng < ... < de nimeros naturales tales que A,,,
para todo k € N. Luego, por el Teorema Pn, = 0, para todo k € N.

Por otro lado, por el Corolario Dns, 5 py asi, DPniD Sp2=p (vea el Teorema . Entonces,
p = o, pero esto es una contradiccién, pues, nuevamente por el Teorema [2.2.23] p # o.

Reciprocamente, suponga que existe ny > ng tal que A,, # (), para todo n > n; pero que A = ). Dado
que pn, = p (Corolario, P2 —ppn 2 0. Nuevamente por los teoremasy Pn — 0. Luego,
como limsup o(p,) C o(p) (Teorema , por el Lema y la Proposicién m existe m > ny tal
que o(p,) C (0(0))% = B1(0), para todo n > m. Pero dado que A,, # ), por el Teorema Dn F# 0O,

2

para todo n > m. Asi, o(p,) = {0,1} € B1(0) 0 o(ps) = {1} € B1(0), para todo n > m, lo cual es una

contradiccion.

(iii) Suponga que 0 ¢ A. Si A = ), por inciso (i), se sigue inmediatamente el resultado. Suponga que
A # 0 pero que existe e; > 0 tal que para todo m > ng existe n > m tal que A,, € (A),,. Con esto, se
construye una sucesién creciente de niimeros naturales n; < ne < ... tales que A, ¢ (A),, para todo
k € N. Por otra parte, por el inciso (ii), existe m > ng tal que A,,, # 0, para todo ny > m. Asi, para
cada ng > m, sea A, € Ap, \(A)e,. Luego, como int(C) U C e compacto en C y {A,,} C int(C)U C,
existe {Ay,, } subsucesién de {\,, } tal que A, — A, para algin A € int(C) UC. Asi, por la Observacién
A € o(a) y por lo tanto, A € A. De esta forma, existe [ € N tal que \,, € B, () C (A),,, para

todo k > [, lo cual es una contradiccién. O

Proposicién 4.3.8. Seana € Ay )\ € iso(o(a)) con A # 0. Si {a,} es una sucesion en A tal que a,, = a,

entonces A € liminf o(ay,).

DEMOSTRACION: Sea {a,} una sucesién en A tal que a, — a y suponga que A ¢ lim inf o(a,,). Entonces,
existe e > 0 tal que para todo ny € N existe n > ny tal que B, (A\) N (0(an))e, = 0. Luego, existe una
sucesién creciente nq < ng < ... de nimeros naturales tales que Be, (A\)N (o (an,))e, = 0, para todo k € N.
Por otro lado, como A € iso(o(a)), existe e2 > 0 tal que Be,[A] N (o(a)\{A\}) = 0. Sea € = min{er, e} y
haga A = {\}. Entonces A es un conjunto espectral para a (vea el Ejemplo y OB\ € C(a, A)
cuando se orienta positivamente. Ahora, como a,, % a, por el Corolario m existe kg € N tal que
Ay = o(an,) N Be(A) # 0, para todo k > ko y asi Be, (A) N (o(ay))e, # 0, para todo k > kg, lo cual es

una contradiccion. O
Observacién 4.3.9. De la Proposicion se deduce que si 0 ¢ iso(o(a)) entonces iso(o(a)) C
liminf o(a,), pues liminf o(a,) es un conjunto cerrado de C.

Definicién 4.3.10. Sea A C C. Se dice que A es totalmente disconexo si A =iso(A), es decir, todos los

puntos de A son puntos aislados.

Corolario 4.3.11. Sea a € A tal que o(a)\{0} es totalmente disconexo. Si 0 € acc(o(a)) y {an} es una

sucesion en A tal que a,, — a, entonces o(a,) — o(a) con la métrica de Hausdorff.
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Hasta el momento solo se ha encontrado cierta clase de elementos de A donde la funcién espectro
o es continua utilizando v—convergencia en A. En la siguiente seccién se estudiard la continuidad de o

usando v—convergencia sobre la dlgebra de los operadores acotados B(X).

4.4. Aproximacién en B(X)

En esta seccion X denota un espacio de Banach. Se habia mencionado en el Capitulo [2] que una de
las aplicaciones del estudio de los conjuntos espectrales es la descomposicion del espectro por medio de

operadores mas simples. Se enuncia este teorema sin demostracion.

Teorema 4.4.1 (Teorema de Descomposicién Espectral). Sea T € B(X) y A un conjunto espectral para T
con P = P(T,A) (proyeccién asociada aT y a A). Entonces R(P) y N'(P) son subespacios T—invariantes

(Deﬁnicién que satisfacen,
o(Tlrp) = A, o(T|np)) =o(T)\A y X =R(P) @ N(P).

DEMOSTRACION: [23] Teorema 1.26] O

Proposicién 4.4.2. Sean T € B(X) y A € iso(o(T)) con P = P(T,{\}). Entonces
(i) N*(\~T) CR(P) y N(P) C R®(\~T).

(i1) Si m = dim(R(P)) < oo entonces N((A—T)™) = R(P), N(P) = R(AN—T)™) y X = N(()A —
T)™) @ R((A—=T)™). Ademds, X es un eigenvalor de T

DEMOSTRACION: [23] Proposicién 1.31] O

Proposicién 4.4.3. Sean T € B(X) y A C o(T) congunto espectral para T con P = P(T,A). Entonces
dim(R(P)) < oo si y solo si A ={\1,..., A} conmj =dim(R(P;)) < oo (P; = P(T,{)\;})), para todo
je{l,...,r}. Ademds,

T T
P:ZPj’ m:ij, Yy PjPi:O, Vj;éz,
j=1

Jj=1

DEMOSTRACION:  [23], Teorema 1.32] O

Lema 4.4.4. Sea T € operador tal que T ¢ G(B(X)). Sip=p(T) = q(T) < o0, con p # 0, entonces

(i)
X = N(T?) & R(T?).

(ii) Los subespacios N (T?) y R(TP) son T—invariantes.

(iii) Sean Ty : R(T?) — R(T?) y To : N(TP?) — N(TP) dados por T1 = T|grry y To = T|n(1r),

respectivamente. Entonces Ty es biyectivo y Ty es nilpotente.

(iv) Si R(TP) es cerrado, entonces existe € > 0 tal que p(A —T) = 0, para todo 0 < || < e.
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(v) Si a(T) < oo, entonces 0 € iso(o(T)) y P = P(T,{0}) satisface que R(P) = N(T?) y N(P) =
R(T?).

DEMOSTRACION: Suponga las hipétesis del Lemma. Luego
(i) Por el Lema existe Y}, subespacio de N (T?) tal que X =Y, ®R(T?) y R(T?)NN(T?) = {0}.
Por lo tanto, X = N (T?) & R(TP).

(ii) Consecuencia de la Observacién [3.3.4)) y la Proposicién [3.3.5]

(iii) Por la Proposicién se tiene que T1(R(T?)) = T(R(TP)) = R(TPTL) = R(TP), asf, T} es
sobreyectivo. También, T} es inyectivo, pues por el Lema [3.3.8] R(T?) N N(T) = {0}. Por otra parte,
como TP(x) = 0, para todo x € N(T?), T es nilpotente.

(iv) Suponga que R(TP) es cerrado pero que para todo € > 0, existe A € C con 0 < |\| < € tal que
p(A—=T) > 0. Asi, se contruye una sucesién {\,} de nimeros complejos tal que A\, = 0y p(A\, —=T) > 0,
para todo n € N. Entonces, {0} € N(\, —T), para todo n € N. De esta manera, para cada n € N, sea
Ty E NN\, = T) con ||z,| = 1.

Ahora, sean n € Ny y € N(\, — T). Entonces T?(y) = (\,)Py. Asi, y € R(TP) y por tanto,
{zn} C R(TP). Por otro lado, por el Teorema del Mapeo Inverso A existe T, ' € B(R(T?)) inversa de
T (vea inciso (iii)). Luego, dado que {z,} estd acotada, ||T(x,)|| < |A\n|sup{||z.|| : n € N}, para todo
n € Ny por tanto T(z,) — 0. Ast, z,, = Ty (T (x,)) — Ty '(0) = 0. Pero esto es una contradiccién,
pues ||z, | = 1, para todo n € N.

(v) Suponga que a(T') < cc. Por el Teorema[3.3.9| (iii), 7 € ®(X) e i(T) = 0. Como ®(X) es abierto,
existe e > 0 tal que si |A] < e, A =T € ®(X) e i(A —T) = 0. También, por el inciso (iv), existe
€2 > 0 tal que p(A —T) = 0, para todo 0 < || < €2. Sean ¢ = min{e1, 2} y A € B(0,¢)\{0}. Entonces
pA=T)=0y A=T € &(X) con i(A—T) = 0. Esto implica que A — T es biyectivo con R(A —T) cerrado
en X (Observacién [3.3.4 (ii)). Asi, por el por Teorema del Mapeo inverso A[17] existe (A — T)~! € B(X)
inversa de (A — T). Asi, B(0,¢)\{0} C p(T) y en consecuencia 0 € iso(c(T)), pues T ¢ G(B(X)).

Por la Proposicién N(TP) = N°°(T) C R(P). Suponga que N (T?) C R(P) y defina U :
R(P)/N(TP) — R(P)/N(TP) por U(x + N(T?)) = T(x) + N(T?) para todo z € R(P). Como R(P) es
T—invariante, U estd bien definida . Ademéds, como N (T?) = N(TP+1), U es inyectiva.

Por el momento suponga que R(U) es cerrado. Por la Proposicién U estd acotada por abajo.
Asi, existe ¢ > 0 tal que clla + N(T?)|| < ||[U(x + N(T?))]||, para todo = € R(P). Entonces, observe
que para todo n € N y todo z € R(P), ¢"[|lz + N(T?)|| < [|[U(x + N(T?))||. Sean L = T|g(p) y
zo € R(P)\N(T?) con ||zg]| = 1. Se tiene que,

c"llzo + N(TP)| < U™ (wo + N(T?))|| = [T (wo) + N(T*)| < T (xo)[| < [IL"]],

para todo n € N. Asf, 0 < ¢ < lim(||L"||)# = r(L). Por esto no puede ser, pues, o(L) = {0}. Por lo tanto
R(P) = N(TP).

Ahora se verd que R(U) es cerrado. Observe que R(U) = (R(L) + N(T?))/N(T?). Como P es una
proyeccién acotada, R(P) es cerrado y con ello R(L) = R(T)NR(P) es cerrado en X (vea la Proposicién
AlT). Luego, como N(T?) tiene dimensién finita, por el Lema R(L) + N(TP) es cerrado en X.
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Por ultimo, por Teorema R(U) es cerrado.

Por otra parte, por el Teorema o(T|n¢py) = o(T)\{0}. Entonces por el Teorema espectral
cr(T|§)v(P)) = (o(T))P\{0} y por tanto TW\/(P) € G(B(N(P))). Asi, para cada x € N(P) existe
y € N(P) tal que z = T?(y). Por lo tanto, N'(P) C R(T?).

Sea y € R(T?). Entonces, existe x € X tal que y = T?(x). Dado que R(P) = N (T?), P(z) € N(TP).
Luego como P y T conmutan (pues P es una proyeccién acotada sobre R(T')), se tiene que P(y) =
P(T?(z)) =TP(P(x)) = 0. Asi, R(T?) C N(P) y por lo tanto, R(T?) = N(P). O

Teorema 4.4.5. Sea T' € B(X) y Ao € o(T'). Luego, a(hg —T) <00 yp(Ao—T) =q(h—T) <00 si y
solo si Mg € iso(a(T)) y dim(R(P)) < oo, donde P = P(T,{Ao})

DEMOSTRACION:  Suponga que \g € iso(o(T)) con m = dim(R(P)) < oo. Por la Proposicién [1.4.2]
NPXN—=T) CR(P)=N((Ao—T)") y R((Ao—T)™) = N(P) C R>®(Ao—T). Por lo tanto, p(Ag —T') =
q(Mo — T) < oo (vea la Proposicién [3.3.7).

Nuevamente, por la Proposicién [£.4.2] B((Ag —T)™) = dim(X/R((Ao—T)™)) = dim(N (Ao —T)™)) =
dim(R(P)) = m < occ. Es decir, (A\g — T)™ € ®(X). Por el Corolario [3.1.17] (iii), A\o — T € ®(X) y por lo
tanto, a(Ag — 1) < oo.

Reciprocamente, suponga que A\g € o(T) con a(Ag —T) <occyp=pho—T) =q(Ag —T) < 0. Ya
que Ao — T no es invertible en B(X), por el Lema [£.4.4] 0 € iso(c(Ao — T)) con N ((Ag — T)?) = R(P1)
y R((Ao = T)P) = N(P1), donde P, = P(XAo — T,{0}). Dado que 0 € iso(a(Ag — 1)), Ao € iso(ca(T)) v
P =P(T,{N}) = P(Ao—T,{0}) = P;. Luego, como a(Ag—T) < 00, a((Ag — T)P) < oo (vea el Teorema
B:2.5). Por lo tanto, dim(R(P)) = dim(R(P1)) = a((Ag — T)P) < 0. O

A continuacién se definen partes del espectro usando los operadores Fredholm y semi-Fredholm.

Definicién 4.4.6. Sea T € B(X). Para cada k € Z U {—o00,+00} sea
P (M) ={NeC: A\=TcdL(X)ei(A—T) = k}.

También, se define

—+o00
Pl (M) = b r(D
k=1
ps_p(T) = U P?—F(T)
k=—oc0
P;t—F(T) = ID:_—F(T)UPS_—F(T)
Pp(T) = pio%(T) U p 2 (T).

Los teoremas y motivan las siguientes definiciones.
Definicién 4.4.7. Sea T € B(X). Se definen

broo(T) = {N€pI°%(T): N(A—T) es complementado en X}
¢(T) = {Nepl o(T): N(A—T) es complementado en X}
6 (T) = {Nep,_p(T): R(N—=T) es complementado en X}

b—c(T) = {N€p,°%(T): R(A=T) es complementado en X}.
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Y por dltimo se hace, ¢p1oo(T) = ¢—oo(T) U p1oo(T).

Proposicién 4.4.8. Sea T € B(X). Entonces los conjuntos ¢_oo(T), ¢100(T) y p*_ 5 (T), para cada
k€ ZU{—o00,+00} son conjuntos abiertos de C.

DEMOSTRACION: Considere A € p¥ (T) con k € Z U {—o0,+oc}. Por la continuidad del indice (vea
Teorema [3.4.5)), existe € > 0 tal que si |8 — A| < ¢, entonces 8 —T € P (X)ei(f—-T)=i(A-T) =k.
Por lo tanto, p¥_.(T) es abierto en C. Utilizando este resultado y el hecho que G;(C(X)) y G,(C(X))

son abiertos en C(X) se prueba que los conjuntos restantes son abiertos en C. O

Teorema 4.4.9. Sean T € ®(X) y {T,,} una sucesion en B(X) tales que T, = T. Para todo k €
(—o00,00], si A € pk_L(T), entonces existe ng € N tal que X\ € p* .(T,), para todo n > ng. Si ademds,

R(A—T,) es cerrado en X, para todo n € N la conclusién también es cierta para k = —oo.

DEMOSTRACION: Como T, % T, (A —T,)T) % (A= T)T). Sea A € p*_.(T), donde k € (—o0, ).

Si k € Z, entonces, por el Teorema [3.2.3) (A — T)T € ®(X). Asfi, por el Teorema de la continuidad
del indice existe ng € N tal que (A = T,,)T € ®(X) e i((A—=T,)T) = i((AN=T)T) = k + 4(T),
para todo n > ng. Sea n > ng. Luego, por el Teorema [3.2.5] (i), B(T') = 0o 0 a(X — T;,) < oo. Dado que
B(T) < oo, entonces a(A — T},) < co. Por otro lado, por Corolario B(A—T,) < ooy por lo tanto,
A—T, € &(X).

Nuevamente por el Teorema se concluye que i(A — T},) = k. Por lo tanto, A € p’StF(Tn)7 para
todo n > ng.

Si k = oo, entonces A\ —T € ®_(X) e i(A—T) = occ. Por el Corolario[3.1.10}, (A—T)T € ®_(X) y por
el Teorema [3.2.5] (i), i((A—T)T) = co. Asi por el Teorema[3.4.5 existe ng € N tal que (A—T,)T € ®_(X)
e i((N—1T,)T) = oo, para todo n > ng. Sea n > ng, entonces a(A — T,) = oo, de lo contrario
i((A=T,)T) < o0, lo cual es una contradicién (Teorema[3.2.5 (iii)). También, por el Corolario (i),
B(A—T,) < oo. Asi, i(\ — T,,) = co. Por consiguiente, A € p°%.(T), para todo n > ng.

Sea X € p_°5(T) y suponga que R(A — T5,) es cerrado en X, para todo n € N. Entonces, A — T €
b, (X) ei(A—=T) = —c0. Por el Teorema (ii), B((A = T)T) = oo. Asi, por el Corolario
AN=TT € &,(X) e i((A = T)T) = —oo. Por la continuidad del indice existe ng € N tal que
AN=—T)T €, (X) ei((A—T,)T) = —o0, para todo n > ng. Sea n > nyg, entonces, a((A — T,,)T) < co.
Nuevamente por Teorema [3.2.5] (i), 3(A—T},) < 00 0 B(T) = o0. Como B(T) < o0, a(A—T},) < oc. Ahora,
observe que B(A —T,,) = oo, de lo contrario i((A — T,,)T) < oo, lo cual es una contradiccién. Puesto que

R(A —1T,) es cerrado en X, para todo n € N, A € p_ °%.(T'), para todo n > ny. O

Teorema 4.4.10. Sea T € ®(X). Si {T,,} es una sucesion en B(X) tal que T,, % T, entonces

U pF_w(T) C liminf o(T5,).
kE(Z\{O})U{foo,oo}

DEMOSTRACION: Sean k € (Z\{0})U{—o00,00} y A € p*_(T) y suponga que A ¢ liminf o(T},). Entonces,
existe una sucesién creciente {n;} de nimeros naturales tales que A ¢ o(7T,,), para todo k € N. Asf,
A€ pY n(Ty,), para todo k € N. Esto tltimo implica que R(XA — T}, ) es cerrado en X para todo k € N.
Ahora, como T, 4 T, por el Lema existe kg € N tal que )\ € pfj_F(Tnk), para todo k > kq. Asi,
A€ pF o (Tn) N P°_p(T,), para todo k > ko, lo cual es una contradiccién. O
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Ahora se inicia la parte final de este trabajo. En esta parte se hard un anélisis de las componentes
conexas del espectro y se establecerdan condiciones suficientes para que un elemento en B(X) sea punto

de continuidad de la funcién espectro o cuando se usa v—convergencia en B(X).
Proposicién 4.4.11. [31, Proposicion 3.3] Sea T € B(X). Entonces

(i) 0e(T) = 04— p(T) U pE5(T).

(1) 0e(T) = o1re(T) U ¢oo(T).
(i11) 0oe(T) C os—p(T).
DEMOSTRACION: (i) Se verifica directamente.

(ii) Sea X\ € ¢.(T). Por la Proposicién 7(A=T) ¢ G(C(X)) or(A=T) ¢ G.(C(X)). Suponga

que 7(A = T) € G,(C(X)). Por el Teorema[3.4.8] A —T € ®_(X) y N(A —T) es complementado en X.

Pero como A € 0.(T), a(A —T) = oo. Por lo tanto, A € ¢4 (T).
De forma similar, si 7(A —T') € G;(C(X)) entonces A € ¢_o(T'). De todo lo anterior

Oe (T) C oyre (T) U ¢:|:00(T)

Ahora, observe que 0y,.(T) C 0.(T), asi, sea A € ¢p1o0(T). Entonces i(A — T') no es finito y por tanto
A—T ¢ ®(X). De esta forma, ¢p1oo(T) C 0c(T). Por lo tanto, 0.(T) = 01pe(T) U proo(T).

(iii) Se satisface que p=°%(T) C int(o.(T)). En efecto, sea A € p°%(T). Entonces i(A — T) = oc.
Por el Teorema de continuidad del indice, existe € > 0 tal que si |3 — A| < ¢, entonces § —T € P4 (X)
e i(8 —T) = oco. Asi, B(\,e) C 0.(T) y por tanto, p>%. C int(c.(7)). De manera aniloga, p, % C
int(o.(T)).

Por la Proposicién [3.5.3] (i), oc(T) es cerrado en C, entonces

90e(T) = oe(T)\int(0¢(T)) S 0e(T)\p;=5(T).

Por el inciso (i), 9oe(T) C 05— (T). O

Proposicién 4.4.12. [31, Teorema 3.4] Sea T € B(X). Si C es una componente conexa de oiro(T) y

CNoroo(T) =0, entonces C es una componente conexa de o.(T').

DEMOSTRACION: Por la Proposicién [4.4.11
e(T) = [01re(T)\Ob+o0 (T)] U oo (T). (4.12)

Suponga que [07e(T)\0¢+00(T)] N d1oc(T) # 0y tome XA € [04e(T)\0P100(T)] N P00 (T). Como
D100(T) = P100(T) U 0p1oo(T), se tiene que A € ¢1oo(T). Asuma que A € ¢yo. Por el Teorema
7(M —T) € G.(C(X)). Asi, A ¢ 0,..(T), lo cual contradice que A € 04¢(T) = 01(T) N o, (T).

Similarmente, si se supone que A € ¢_(T") también se llega a una contradiccién. Por lo tanto:

(01 (T)\O¢ 200 (T)] N P00 (T) = 0 (4.13)
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Ahora, sea C' una componente conexa de O’lre(T) tal que CN¢oo(T) = (). También, sea D una componente
conexa de 0.(T) tal que C C D. Luego, por ,

D = [D N [01re(T)\0¢+00(T)]] U [D N oo (T)]-

Sea E = DN [017¢(T)\Op+oo(T)]. Como CN¢1oo(T) = B, C C E. Suponga que E es separable en oy, (T)
(Definicién A. Entonces, existen E;, E5 subconjuntos compactos de oy..(T') tales que Ey # 0, Ey # 0,
E1 OEQ :(Z)yE:EluEg ASf,

D =Ey U[E, U[D N droo(T)]].

Luego, por lj EiN[E2U[DN¢ia(T)]] =0y E1 N EyU[DNgroo(T)] = 0. Por lo tanto, D es
separable, lo cual es una contradiccién. Asi, FE es conexo en oy,..(T) y puesto que C' C E, se tiene que
E =C. Asi,

D= CUDNden(T).

Como, CNDN¢ioo(T) =0y D es conexo, DN proo(T) = 0. De esta manera, D = C'y por lo tanto, C

es componente conexa de o (7). O

Observe que se cumple C\0y,¢(T) = (C\oe(T))Ud+oo(T). Luego, por el Teorema[3.3.9] si ¢(8—T) < oo,
para todo 8 ¢ oy (T'), entonces i(8—T) > 0, para todo 8 ¢ 0y,..(T) y por lo tanto ¢_ ( ) = (). Utilizando
la Proposicién se ha probado el siguiente enunciado:

Corolario 4.4.13. Sea T € B(X) tal que ¢(8—T) < 00, para todo B ¢ oie(T). Si C es una componente

conexa de oppe(T) y C N dioo(T) =0, entonces C es una componente conexa de oo(T).

De forma anéloga, por el Teoremam sip(B—T) < oo, para todo 8 & oy.(T'), entonces ¢ o (T) = 0.
Asi, por la proposicién [1.4.12] se ha probado el siguiente corolario:

Corolario 4.4.14. Sea T € B(X) tal que p(8—T) < oo, para todo B ¢ oi.(T). Si C es una componente

coneza de 01..(T) y C N ¢_oo(T) = B, entonces C es una componente conexa de oo(T).

Teorema 4.4.15. Sean A una dlgebra de Banach unitaria y a € A. Si {an}nen €s una sucesion en A

14
tal que a,, — a, entonces

w SiU es abierto en C que contiene una componente coneza de o(a) y 0 ¢ U, entonces existe ng € N

tal que para todo n > ng, U contiene una componente de o(ay).

DEMOSTRACION: Sea U subconjunto abierto de C tal que tiene una componente conexa C' de o(a) con
0 ¢ U. Observe que o(a)\U es cerrado en o(a) y C N (c(a)\U) = 0. Por el Lema AJ5] existe A abierto
y cerrado en o(a) tal que C C Ay AN [o(a)\U] = 0. Asi, C C A C U, ademds, como C # 0, A # .
Por la Proposicién A es conjunto espectral para a. También, note que A C U N [C\(o(a)\A)],
donde U N C\(o(a)\A) es abierto en C. Por el Teorema existe D dominio de Cauchy tal que
ACDCDCUN[C\(o(a)\A)].

Orientando positivamente las curvas de Jordan en la frontera de D, se tiene que 9D € C(a,A).
Luego, por la Proposicién [4.3.5 existe n; € N tal que A,, = o(a,) N D es conjunto espectral para a, y
oD € C(ay, ), para todo n > ny. Para cada n > ny, sea p = p(a,A) y pp, = p(an, Ay,), es decir,

1 1
Pn = p(avuAn) = 7/ ran()\) dX y p= p(a,A) = T/ Ta(/\)d)‘
oD T JopD
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Dado que 0 ¢ U, 0 ¢ A, asi, por el Corolario (ii), existe ng > ny tal que A, # 0, para todo
n > ng. Seann > ng y B € A,. Considere Cg la componente conexa de o(a,) que contiene a 3. Como
A,, es abierto y cerrado en o(ay,), entonces Cg C A, € D C U (Proposicién A. Asi, U contiene una

componente conexa de o(a,), para cada n > ng. O

Corolario 4.4.16. Sean T € B(X) y {T,} una sucesion en B(X) tal que T, % T. Luego

v SiU es abierto en C que contiene una componente conexa de o.(T) y 0 ¢ U, entonces existe ng € N

tal que Yn > ng, U contiene una componente conexa de o¢(T},).

DEMOSTRACION: Por la Proposicién 0.(T) = o(7(T)), ademés, como T}, = T y el homomorfismo
7 entre B(X) y C(X) es continuo, 7(T},) = 7(T). Luego, dado que C(X) es una algebra de Banach, por
el Teorema [£.4.15] se obtiene el resultado. O

Lema 4.4.17. Sean T € B(X) y {T,} una sucesion en B(X) tal que T, = T. Si A € C es tal que

A ¢ droo(T) con A # 0 y para todo € > 0, B.(\) contiene una componente conexa de oire(T), entonces
A€ liminfo,_p(T,).

DEMOSTRACION: Sea A € C tal que A ¢ ¢o(T) con A # 0 y suponga que para todo € > 0, B.(\)
contiene una componente conexa de oy, (T). Sea € > 0. Por una parte, existe e; > 0 tal que 0 ¢ B, ()
¥ B, (A) N ¢400(T) = 0. Haga €y = min{e, ¢; }. Entonces, existe C' componente conexa de ay,..(T) tal que
C' C Bey(\). Ast, C N ¢ioo(T) = 0, asi, por la Proposicién C' es componente conexa de o.(T).
Luego, por el Corolario [4.4.16] existe ng € N tal que para cada n > ng, existe C;, componente conexa de
o.(Ty) tal que Cy, C B, (A).

Sea n > ng y asuma que dC, = ). Como C,, es cerrado en o.(T},), entonces C,, es compacto en C.
Luego, 0C,, = C,\int(C,,). Asf, C,, = int(C,,). De esta manera C,, es abierto y cerrado en C. Puesto que
C es conexo, entonces C,, = ) o C,, = C. Pero C,, # () y C,, estd acotado, lo cual es una contradiccidn.
Por lo tanto, 9C,, # 0.

Ahora, por la Proposicién [4.4.11] (iii)
0 # 0C, C doe(Ty) C os—r(Th).
Asi, Be(A) Nos_p(Ty) # 0, para todo n > ng. Por tanto, A € liminf os_ g (7T,,) (Definicién [4.1.6]). O

Observacién 4.4.18. En el Lema el conjunto @1 (T) se puede reemplazar por ¢4 (T) bajo la
condicion q(8—T) < oo, para todo B & oirc(T) y por ¢—oo(T) bajo la condicion p(B—T) < oo, para todo

B ¢ ouwe(T) (vea los corolarios[§.4.13y .

Teorema 4.4.19. Sean T € ®(X) tal que ¢(8 —T) < 00, para todo B ¢ o1,¢(T) y {T,} una sucesidn en
B(X) tal que T,, % T. Si para todo A € o(T)\¢p1o0(T) con X # 0 y e > 0, Bc(\) contiene una componente
coneza de o1.(T), entonces o(T)\{0} C liminf o(T5,).

DEMOSTRACION: Por el Teorema [4.4.10|y la Proposicién m (ii), se tiene que

¢100(T) C p>5(T) C liminf o(T,,) C liminf o(T},).

Ahora, sea A € 0(T)\¢+o0o(T) con A # 0. Considere dos casos:



86 CAPITULO 4. CONTINUIDAD DEL ESPECTRO

Caso 1: A & 0y,¢(T). Por hipétesis, g(A — T') < oo, asi, por el Teorema [3.3.9] i(A — T') > 0. Ahora, si
i(A—T) > 0, entonces A € p! ,(T) y por el Teorema A € liminfo(T},). Si i(A —T) = 0, por el
Teorema [3.3.9] (iv), p(A = T) = ¢(A — T) < oo. Luego, por el Teorema[4.4.5] A € iso(c(T')). Como A # 0,
por la Proposicién A € liminf o(T5,).
Caso 2: A € 0,.(T'). Entonces, por el Lema A€ liminfo,_p(T),) C liminf o(T5,).

Por lo tanto, o(T)\{0} C liminf o(T,). O

Corolario 4.4.20. Sean T € ®(X) tal que 0 € acc(o(T)) y q(f —T) < oo, para todo B ¢ ope(T) y
{T,.} una sucesion en B(X) tal que T, = T. Si para todo X € 0(T)\¢p+00(T) y € >0, Bc(\) contiene una

componente coneza de oy..(T), entonces o(T,,) — o(T) con la métrica de Hausdorff.

DEMOSTRACION: Consecuencia del Teorema m Proposicion Teorema [4.4.19|y Teorema 4.1.13
O

De forma andloga como el Teorema [4.4.19] se prueba el siguiente teorema.

Teorema 4.4.21. SeanT € (X)) tal que p(B—T) < o0, para todo 8 ¢ o1.(T) y{T} es una sucesion en
B(X) tal que T, % T. Si para todo X\ € o(T)\¢—_oo(T) con X # 0 y e > 0, Bc(\) contiene una componente
coneza de oir¢(T'), entonces o(T)\{0} C liminf o(T5,).

Corolario 4.4.22. Sean T € ®(X) tal que 0 € acc(o(T)) yp(B8—T) < 00, para todo ¢ o1e(T) y {Tn}
es una sucesion en B(X) tal que T, = T. Si para todo X € o(T)\¢_oo(T) y € > 0, B(\) contiene una

componente coneza de 0y,..(T), entonces o(T,,) — o(T) con la métrica de Hausdorff.

DEMOSTRACION: Consecuencia del Teorema m Proposicion Teorema [4.4.21|y Teorema 4.1.13
O



Conclusion

Los primeros dos capitulos de esta tesis son inovadores dentro de la teoria espectral, pues, se realizd un
estudio a detalle del espectro en algebras de Banach conectdndolo con la teoria de funciones complejas
de valores en algebras de Banach. Asi mismo, un punto importante es que se muestra lo fundamental que
es el calculo funcional de funciones de valores en dlgebras de Banach como herramienta para el estudio
del espectro.

Particularmente, en el Capitulo [1] se demostré que el espacio de los operadores acotados B(X) es una
algebra de Banach unitaria cuando X es un espacio de Banach. También se mostré que el espacio cociente
de B(X) médulo K(X), C(X) = B(X)/K(X), es una algebra de Banach unitaria, la cual usualmente se
llama algebra de Calkin. En la ultima seccién de ese capitulo mostramos que algunos resultados clédsicos
de la teoria de funciones de variable compleja son validos también en el caso de funciones definidas sobre
los niimeros complejos con valores en un espacio de Banach.

En el Capitulo [2 se demostré que el espectro o(a) de a € A es un conjunto compacto y no vacio de
C (Teorema de Gelfand- Mazur . En la segunda seccion se definieron elementos en una algebra de
Banach unitaria A a partir de un elemento fijo a € A y de funciones analiticas de variable compleja que
contienen en su dominio al espectro de a (vea Deﬁnicién. Con ayuda de esto se demostro el Teorema
Espectral (Teorema . Posteriormente con el uso de conjuntos espectrales para a se definieron las

proyecciones espectrales asociadas a a y a A, donde A es un conjunto espectral para a (vea definiciones

2.2.14] y |2.2.20). La utilidad de las proyecciones espectrales se ven reflejadas en el Teorema y las
proposiciones [£.4.2] y {.4.3]

Con respecto al tercer capitulo, se puede decir que se abordé la teoria de Fredholm a gran detalle,
demostrando cada uno de los resultados involucrados. Para lograr esto, se realizé una revision bibliografica
extensa, de tal forma que este capitulo fuera lo suficientemente autocontenido. Los resultados que se
pueden resaltar de este capitulo son los que muestran la estrecha relacion entre los operadores Fredholm

y semi-Fredholm con los elementos invertibles del algebra de Calkin. Estos son:
» T € B(X) es Fredholm si y solo si w(T') es invertible en la dlgebra de Calkin (Teorema [3.2.2)).

s Sea T € B(X). Entonces m(T') es invertible por la derecha en la dlgebra de Calkin si y solo si T es
semi-Fredholm inferior y A/(T') estd complementado en X (Teorema [3.4.8]).

» Sea T € B(X). Entonces 7(T') es invertible por la izquierda en la 4lgebra de Calkin si y solo si T" es
semi-Fredholm superior y R(T) estd complementado en X (Teorema [3.4.9)).

En el Capitulo 4] es donde se encuentra el aporte principal de esta tesis a la teoria espectral. En la
primera seccién de este capitulo estudiamos la convergencia en S(X) con la métrica de Hausdorff. En la

literatura clasica [I6] se sabe que existe una caracterizacién de esta convergencia a través de los conceptos
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de limite inferior y el limite superior de una sucesién de subconjuntos de X, cuando X es un espacio
métrico compacto. En esta parte se logran dar condiciones para que se cumpla esta caracterizacién sin la
necesidad de que el espacio total X sea compacto.

En la segunda seccién, se toma de [23] el concepto de v—convergencia definida sobre B(X) y se extiende
a algebras de Banach unitarias, haciendo ver las ventajas y desventajas de trabajar con este criterio de
convergencia. En la tercera seccion se logran obtener generalizaciones a algebras de Banach unitarias de
resultados de la seccién dos de [23] respecto a la aproximacién de espectros totalmente disconexos sobre
la dlgebra de los operadores acotados.

Por 1ltimo, en la tercera seccidon se logra el objetivo de esta tesis que es generalizar los resultados
obtenidos en el articulo [31] utilizando ahora v—convergencia en B(X).

Cabe mencionar que, al no ser v—convergencia cerrada bajo sumas y composiciones se tuvieron que
crear nuevas técnicas para establecer dichos resultados.

Gran parte de este capitulo de la tesis es una aportacion original que se hace a la literatura de la
Teoria Espectral. Los resultados obtenidos abrieron la oportunidad de participar con un cartel titulado
“spectral continuity using v—convergence” en el “Eleventh Intenational Conference Approximation and
Optimization in the Caribbean, APPOPT XI” celebrado en la Benemérita Universidad Auténoma de
Puebla (BUAP) del 13 al 18 de Octubre del 2013.

Existen tareas e interrogantes abiertas acerca de la aproximacion del espectro utlizando v—convergencia,

dentro de las cuales se pueden enunciar las siguientes:

1. Encontrar un ejemplo en el que corrobore el Teorema [£.4.19}

2. En la tesis se ha dado ejemplos de operadores no compactos que se pueden aproximar bajo v-
convergencia por medio de operadores de rango finito. Dado T' € B(X) no necesariamente compacto

serd posible aproximar 7' con v-convergencia por una sucesién de operadores de rango finito?

3. Estudiar la continuidad del espectro sobre otras partes del espectro. Es decir, ver si 04y, 0¢, 0p, 0s—F,

Ole, Ore, Olre SON continuas usando v—convergencia en B(X).

4. En los Teoremas y se dan condiciones suficientes para que un punto del algebra
B(X) sea punto de continuidad del espectro utilizando v—convergencia. La pregunta es json estas

condiciones necesarias?



Apéndice

Componentes conexas

Definicién A. 1. [1§] Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Entonces X es conexo si para todo par Uy, Us € T
tales que X = Uy UUy y Uy NUy = O implica que Uy = 0 6 Uy = 0. X es separable si no es conexo.
Un subconjunto M de X es conexo en X, si M es conexo en (M, T|y), donde 7|pr denota la topologia

relativa a M. M es separable si no es conexo en X.

Proposicién 4.4.23. [I8, Proposicion XII 1.4] Sea (X,T) un espacio topoldgico. Los siguientes enun-

ctados son equivalentes:
(i) X es conexo.

(i1) Para todo par de cerrados Uy,Us en X tales que X = Uy UUy y Uy NUs = 0 se tiene que Uy =
6 Uy = 0.

(#ii) Para todo subconjunto propio y no vacio M de X, OM # ().

Definicién A. 2. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Un subconjunto C de X es una componente conezxa
de X, si C' es conezxo y no existe K C X conexo tal que C C K yC # K.

Definicién A. 3. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y x € X. Defina el conjunto
C’z:U{CQX: xz€C yC esconexo }.

El conjunto C), es conexo, mas aun, es el maximo conjunto conexo que contiene a x. Asi, se dice que

C, es la componente conexa en z € X.
Proposicién A. 4. Sean (X, T) un espacio topoldgico y x € X. Entonces
(i) Cy es cerrado en X.
(i) Si U es abierto y cerrado en X con x € U, entonces C, C U.
DEMOSTRACION: (i) Como C, es conexo, C, también es conexo. Por lo tanto, C, = C,.
(ii) Sea U abierto y cerrado en X con z € U. Observe que U N C, # ) es abierto y cerrado en C,.

Como en un espacio conexo, los tinicos subconjuntos que son abiertos y cerrados son el vacio y el propio

conjunto, entonces U N C,, = C, y por lo tanto C, C U. O
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Lema A. 5. Sean X un espacio métrico compacto, C, componente conexa de x € X y I subconjunto
cerrado de X tal que CK N C = (). Entonces, existe A C X abierto y cerrado en X tal que C, C Ay
ANF=0.

DEMOSTRACION: Como X es un espacio métrico, existen Uy, Us subconjuntos abiertos de X tales que
C, CU, FCUyy U NUy = 0. Luego, dado que X es compacto y X\U; es cerrado en X, entonces

X\U; es compacto en X. Ahora, observe que la coleccién
U={X\ACX:z2€ Ay A es cerrado y abierto en X}

es una cubierta abierta de X\U;. Asi, existen X\ Ay, ..., X\ A, tales que

X\U; € O X\4; = X\ O A;.

=1 =1

Haga A = U;.Lzl A;. Entonces A es abierto y cerrado en X tal que x € Ay A C Us. Asi, ANF =0y
ademds, por el Lema A (i), C, C A. 0O

Algebra lineal

Lema A. 6 (Lema de Riesz). Sean X un espacio normado, E un subespacio cerrado propiamente con-

tenido en X y 0 < e < 1. Entonces existe xg € X con ||zo|| =1 tal que ||zo + E|| > 1 —e.

DEMOSTRACION: Sea y € X tal que y ¢ E. Entonces d = ||y + F|| > 0 pues E es cerrado en X. Luego,
como 1L > d, existe u € E tal que 0 < d < ||y — u|| < 1%. Haga z¢ = ﬁ Entonces

d
ly+E|| = — >1—e

ly —u+lly—ulE| =
ly — ull

— U
|xo+E||=Hy—|—EH: —
lly — ull |y — ull

lly — ull
O

El siguiente resultado da una caracterizacion de los espacios normados de dimensién finita con respecto

a propiedades topoldgicas del espacio.

Proposiciéon A. 7. Sea X un espacio normado. Los siguentes enunciados son equivalentes
(i) dim(X) < oo.
(i) Sx es compacto.

(iii) Sx estd totalmente acotado,

donde Sx ={x € X : ||z| =1}.

DEMOSTRACION: Dado que todo conjunto cerrado y acotado en un espacio de dimensién finita es com-
pacto ([19, Corolario 4.32]), (i) implica (ii). Por la Observacién[L.3.2] (iv), todo conjunto compacto esté to-
talmente acotado, asi, (ii) implica (iii).

Suponga que Sy estd totalmente acotado pero que X no tiene dimensién finita. Entonces, existe

E C Sx finito tal que para todo z € Sy, |z —e|| < 1, para algiin e € E. Como dim(X) = oo, entonces el
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espacio E= (E) (conjunto generado por E) estd propiamente contenido en X. Asi, por el Lema de Riesz
A@, existe zo € Sx tal que |lzo + E|| > 1. En particular, ||2g — e[| > 1, para todo e € E, lo cual es una
contradiccion. O

Definicion A. 8. Sean X un espacio normado y M subespacio cerrado de X. Se dice que M estd com-

plementado en X si existe N subespacio cerrado de X tal que
MNN={0} y X=M+N. (4.14)

Si M y N son subespacios de X tales que se satisface[{.1] se dice que X es suma directa de M y N y
es denotado con X = M & N.

Definicién A. 9. Sean X un espacio normado, E subespacio de X y P € L(X). Entonces P es una
proyeccion acotada de X sobre E si P € B(X), P2=P yR(P)=E.

Lema A. 10. Sean X un espacio normado y M, N subespacios de X. Entonces
(i) Si X =M @& N, entonces dim(X/M) = dim(N).
(i) Si M C N, entonces dim(X/N) < dim(X/M).

DEMOSTRACION: (i) Suponga que X = M ¢ N. Entonces 7|y es inyectiva y sobreyectiva, donde 7 es el
homomorfismo natural entre X y X/M. Por lo tanto, dim(N) = dim(X/M) ([19, Toerema 2.12]).

(ii) Suponga que M C N. Sea {x; + N} c; una base de Hamel para X/N, donde J es un conjunto
jeJ aj(xz; + M) = M (suma finita), donde a; € C, para todo j € J. Como M C N,
lo anterior implica que, 3, ;
X/N, {z; + M};c; es linealmente independiente en X/M. Por lo tanto, dim(X/N) < dim(X/M). O

de indices y haga

a;(x;+ N) = N. Puesto que {x; + N};e; es lincalmente independiente en

Proposicion A. 11. Sean X un espacio normado y M subespacio cerrado X. Entonces M es comple-

mentado en X si y solo si existe una proyeccion acotada de X sobre M.

DEMOSTRACION: Suponga que P € B(X) es una proyeccién acotada de X sobre M. Como P es conti-
nua, N (P) = R(I — P) es cerrado en X. Por otro lado, = P(z) 4+ (I — P)(z), para todo = € X. Asi,
X = R(P)+N(P). Seaz € R(P)NN(P). Entonces, existen y, z € X tales que z = P(y) y z = (I—P)(2),
asi P(y) + P(z) = z. Como P? = P, P(y) + P(z) = P(z), de donde z = 0. Asf, P(X) NN (P) =0y por
lo tanto X = R(P) & N(P).

Reciprocamente, suponga que X = M @& N con N subespacio cerado de X. Dado que para todo z € X
existen unicos m € M y n € N tales que x = m + n, defina P : X — X como P(x) = m para todo
x € X. Luego, se tiene que P € L(X), R(P) =M y P? = P.

Ahora, considere el conjunto G = {(z, P(z)) : © € X}. Sea {(zn, P(z,))} una sucesién en G tal que
converge a (x,m) € X x X. Puesto que {P(z,)} C M converge a m'y M es cerrado en X, se tiene que
m € M. De igual manera, como {x,, — P(x,)} C N converge e xt —m y N es cerrado en X, x —m € N.
Asi, (z,m) € G. Esto muestra que G es cerrado en X x X. Por el Teorema de la Grafica cerrada ([19,

Teorema 4.25]), P es continua. O
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Proposicion A. 12. Sea X un espacio de Banach y M subespacio de X. Entonces
(i) Sidim(M) < oo, entonces M es complementado en X .
(i1) Si dim(X/M) < oo, entonces existe N subespacio de X tal que X = M @ N.

DEMOSTRACION: (i) Si M = X, no hay nada que probar. Suponga que M ¢ X tal que n = dim(M) < oc.
Sea {xj}7_, base de Hamel para M y para cada k € {1,...,n}, defina My = (M\{:ck}>|ﬂ Observe que
Mj; es un subespacio cerrado de X, pues M, tiene dimensién finita ([I9, Corolario 4.29]), asi, para cada
ke {l,...,n}, existe zj € X* tal que zj(zx) = 1 y x}(x) = 0, para todo x € M;, ([19, Corolario 4.63]).
Con esto, defina P : X — X como P(z) = Y.;_, z5(x)xg, para todo x € X. Entonces P € B(X) y
R(P) C M. También, observe que P(xy) = x, para todo k € {1,...,n}.

Sea z € M, entonces existen ay, € C tales que z = >_}'_, ayzy. Luego, P(z) = Y 1_, oy P(xy) = z,
asi, x € R(P) y por lo tanto, R(P) = M. Ahora, tome z € X. Entonces P(P(z)) = P(}_;_; z}(x)x), =
S zi(x)P(zg) = >4 _, i (x)zy = P(z). Por tanto P2 = P. De todo lo anterior, P es una proyeccién
acotada sobre M y por la Proposicién AT} M es complementado en X.

(ii) Suponga que n = dim(X/M) < oo. Sea {zy + M}}_, una base de Hamel para X/M y ponga
N = ({ap}p_,). Como {zp + M}}_, es linealmente independiente en X/M, {z)}}_, es linealmente
independiente en X. Asi, dim(N) = n.

Sea z € X, entonces existen oy € C tales que z + M = >} ap(zp + M) = (31, capay) + M.
Haciendo z = >_}_; aga, € N se tiene y =z — z € M. Por tanto X = M + N.

Sea x € M N N, entonces existen «j € C tales que z = EZ:I agxr v * + M = M. Luego, como
{x), + M}, es linealmente independiente en X/M y > }_, ax(xy + M) = z + M = M, se tiene que
a =0, para todo k € {1,...,n}, de donde z = 0. Asi, M N N = {0} y por lo tanto X = M & N. O

Sean X, Y espacios de Banach. El producto cartesianode X y Y, X XY = {(z,y): € X,y € Y} esun
espacio lineal normado con las operaciones (x1,y1) + (22, y2) = (z1 +x2,y1 +y2) y a(z1,y1) = (ax1, ay1),
para cualesquiera (z1,¥1), (z2,92) € X XY y a € C con la norma |[(x,y)|| = ||z|| + ||y||, para todo
(r,y) € X x Y. Més atin, X X Y es un espacio de Banach.

Proposicién A. 13. Sean X un espacio de Banach y T € B(X). Si existe Z subespacio cerrado de X
tal que X = R(T) @ Z, entonces R(T) es cerrado en X.

DEMOSTRACION: Suponga que Z es un subespacio cerrado de X tal que X = R(T) & Z. Observe que
si T € B(X) entonces T" : X/N(T) — R(T) definida como T"(x + N(T)) = T(x), para todo z € X es
continua e inyectiva, donde X/AN(T) es un espacio de Banach. Por esta razén, suponga sin pérdida de
generalidad que T € B(X) es inyectiva. Luego, defina S : X x Z — X como S(z,z) = T(z) + z, para
todo z € X y todo z € Z. Luego, S € B(X x Z,X) y también, como S(X,Z) =R(T)+ Z = X, S es
sobreyectiva. Ahora, puesto que R(T) N Z = {0}, S es inyectiva. Asi, por el Teorema del Mapeo Abierto
All7 S~ e B(X, X x 2).

Sea z € X. Entonces |z| = ||(z,0)]| = |S™HT(z))|| < |STY|IT(x)|. Asi, T estd acotada por abajo
y por la Proposicién R(T) es cerrado en X. O

1<A> denota el conjunto de combinaciones lineales de elementos en A, usualmente éste conjunto es llamado el generado
por A.
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Corolario A. 14. Sean X un espacio de Banach y T € B(X). Si X/R(P) tiene dimension finita,

entonces R(P) es cerrado en X.

DEMOSTRACION: Consecuencia de las Proposiciones A[12]y A[T3] O

Sean X,Y espacios normados y T' € B(X,Y'). Entonces las funciones Jx : X - X*™* y Jy : Y — Y**
deifnidas como para cada z € X, Jx(x)(z*) = z*(x), para todo z* € X* y paracaday € Y, Jy (y)(y*) =
y*(y), para todo y* € X* son isométrias de X sobre X** y de Y sobre Y**, respectivamente (vea [19,

Teorema 4.66]). Estas dos isométrias estds relacionadas por la siguiente expresion:
T Jx = JyT. (4.15)
En efecto, sea z € X entonces,

T JIx(2)(y") = Ix (@) (T*(y") = T"(y") (@) = y* (T'(2)) = Jy (T'(2))(y"),
para todo y* € Y*. Por esta razon, se dice que T** es una extensién de T bajo las isometrias Jx y Jy.

Teorema A. 15 (Teorema de Schauder). Sean X wun espacio normado y Y un espacio de Banach.
Entonces T € K(X,Y) si y solo si T* € K(Y™*, X*).

DEMOSTRACION: Sean T' € K(X,Y) y € > 0. Entonces, por la Proposicién [1.3.5] T(Bx|0,1]) estd total-
mente acotado, es decir, existe {zx}}_; € Bx|0, 1] tal que para todo = € Bx[0,1], [|T(z) — T'(x)|| < £,
para algin k € {1,...,n}.

Defina U : Y* — C" como U(y*) = (y*(T(x1)),...,y*(T(x,))), para todo y* € Y*. La linealidad

y continuidad de cada y* € Y* implica que U € B(Y*,C"). Luego, por la Proposicién [1.3.11] U es

p

compacto, pues U tiene rango de dimensién finta. Asi, existe {yj}i_; C By~[o",1] tal que para todo

y* € By«[o" 1], [U(y") = U(y;)|l < 5, para algin j € {1,...,p}.

Considere la norma del méximo en C" y sea y* € By=«[0*, 1]. Entonces existe j € {1,...,p} tal que
U =U@)II = (" =y)(T(z1)),. .., (4" = y;)(T(zn)))|l
= méx{|(y" —y;)(T(z;))]: j€{1,...,n}}
€
< =.
3

De donde se deduce que, |(y*—y;)(T(xx))| < §, paratodo k € {1,...,n}. Por otro parte, sea x € Bx|0, 1],
entonces ||T(x) — T'(xy)|| < §, para algin k € {1,...,n}. Luego, se tiene que

IT* () @) =T @) @) = |y (T(@) 5 (T@)
[y (T(x) = T(@)| +1(y" = v (T (@) + |y} (D) = T(@))]
ly*ll5 + 5 + 951l

€.

VAN VAN

Asi, T*(By~[0*,1]) estd totalmente acotado y por lo tanto, T es compacto (Teorema [1.3.5)).
Suponga que T™ es compacto. De la primera parte, T** es compacto. Dado que T** es una extencion

de T bajo las isometrias Jx y Jy, T es compacto. O
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Teoremas importantes

Teorema A. 16 (Teorema del Mapeo Abierto). Sean X,Y espacios de Banach. Si T € B(X,Y) es

sobreyectivo, entonces T es un mapeo abierto.

Teorema A. 17 (Teorema del Mapeo Inverso). Sean X,Y espacios de Banach. Si T € B(X,Y) es
inyectivo y sobreyectivo, entonces T~! € B(Y, X).

Teorema A. 18 (Principio de Acotamiento Uniforme). Sean X un espacio normado y F subconjunto

no vacio de X. Si para cada v € F, sup,.cx- ||z* ()| < 0o, entonces sup, ¢ ||z]| < oo.

Teorema A. 19 (Teorema de Banach-Steinhaus o Principio de Acotamiento Uniforme). Sean F subcon-

Junto no vacto de B(X). Si para cada x € X, suppep ||T(2)| < oo, entonces suprep [T < 00.

Teorema A. 20 (Teorema de Hahn-Banach para espacios normados). Sean X un espacio normado y

M subespacio lineal de X. Entonces cada funcional lineal acotada f: M — C tiene una extension lineal
acotada [ : X — C tal que || f|| = ||f]|.

Teorema A. 21 (Teorema de Arzela-Ascoli). Sea X un espacio métrico separable. Suponga que F es
una coleccion acotada de funciones de wvalores complejos definidos sobre X wuniformemente continuas.

Entonces cada sucesion {f,} en F tiene una subsucesion convergente sobre cada conjunto compacto de
X.
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