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Prefacio

La Teoria de Ramsey es una de las herramientas matematicas mas importantes en el area de com-
binatoria. Esta teoria estd inspirada en un teorema clasico de F.P. Ramsey, conocido como el Teorema
de Ramsey, y su importancia se debe a que permite demostrar una gran cantidad de resultados sobre
la existencia de ciertos ntimeros. Sin embargo en espanol no existe suficiente material para aquellos que
se interesan en esta materia. El objetivo de este trabajo es tratar de satisfacer esta necesidad para los
estudiantes de matematicas de la UTM.

Como veremos més adelante, la Teor{a de Ramsey tiene un alcance bastante amplio por lo que exponer
todos los resultados obtenidos en ella requeriria una obra mas larga. Por este motivo se ha decidido
enfocarse en un problema en particular. El resultado que se ha decidido abordar es el famoso Teorema de
Erdds-Szekeres, el cual afirma que: dado n € N existe un entero positivo ES(n) tal que cualquier coleccién
con al menos ES(n) puntos en el plano, en posicién general, contiene n puntos siendo los vértices de un
poligono convexo. Cabe resaltar aqui, que el motivo de esta eleccién no fue arbitraria, sino que estuvo
motivada por el hecho de que este resultado fue el que impulsé el desarrollo de la Teoria de Ramsey. Lo
anterior podria hacernos pensar que ya no queda mucho que decir acerca del Teorema de Erd6s-Szekeres,
pero como veremos mas adelante aun existe una gran cantidad de trabajo por hacer.

Debido a que gran parte de la notacion utilizada en la Teoria de Ramsey, y en general en el area de
matematicas discretas, no se halla estandarizada se ha decidido hacer mencién de la notacion utilizada
en este trabajo. Esto se hace en el Capitulo 1 concerniente a la introduccién.

Como es comun en matematicas muchos de los resultados méas importantes son meras generalizaciones
de hechos relativamente simples. En el Capitulo 2 veremos que este es el caso del Teorema de Ramsey,
el cual puede ser considerado como una generalizacion del conocido Principio del Palomar. También en
este capitulo se tratan algunos de los problemas con los que se enfrenta la Teoria de Ramsey.

Como ya se menciond, en esta tesis nos centramos en estudiar el Teorema de Erdos-Szekeres, al estudio
de este resultado estan dedicados los Capitulos 3 y 4. En el Capitulo 3 se analiza la versién bidimensional
del teorema y en el Capitulo 4 se generaliza a dimensiones superiores.

Como un ultimo comentario respecto a este trabajo, deseamos hacer la aclaracién respecto al uso de
los siguientes simbolos, los cuales aparecen con frecuencia dentro de la tesis:

O Denota el término de una demostracion, y
B Denota el fin de un ejemplo.

Esto se hizo con el fin de facilitar al lector el seguimiento de este trabajo.
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Capitulo 1

Introduccion

La combinatoria es una rama de las matemaéticas que en la actualidad goza de un gran interés, debido
principalmente a que los problemas que se abordan en ella han resultado tener varias aplicaciones en
diversas ramas del saber que son de interés practico, como son: la computacion, la fisica y la quimica. Sin
olvidar que también algunos de sus resultados tienen aplicacién en otras ramas de la matematica pura
como: la teoria de niimeros, el andlisis y la topologia, por mencionar algunas.

Aunque los resultados obtenidos en esta area tienen por derecho propio un gran valor teérico, tanto
por su belleza como por la profundidad de los conceptos manejados, es sin duda el interés préactico de la
materia lo que ha impulsado su desarrollo.

El atractivo de los problemas combinatorios reside en la simpleza de sus enunciados la cual muchas ve-
ces enmascara la dificultad de los mismos, pues no es raro hallarse con problemas sumamente complicados

los cuales se esconden atras de un enunciado sencillo y de apariencia inocente.

1.1. Notacion

En el desarrollo del presente trabajo tratamos de apegarnos a la notacion usual en matemaéticas, sin
embargo mucha de estd notaciéon no se encuentra del todo estandarizada por lo cual decidimos exponer

de manera precisa la notacién que utilizaremos. La siguiente es notacién usual de la teoria de conjuntos:
Definicién 1.1. Dados los conjuntos A, B se tiene que:

= A C B si para todo elemento z € A se cumple que = € B.

» AUB={zlx€ A o x € B}.

» ANB={z|lr€ Ay < B}

» A\B={zlr€ Ay x ¢ B}.

Definicién 1.2. Dado un conjunto finito A definimos el cardinal de A como el nimero de elementos que

pertenecen a A. Denotamos con |A| al cardinal del conjunto A.

Definicién 1.3. Dado un conjunto S, el conjunto potencia de S se define y se denota por:

P(S)={A:ACS}.
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Definicién 1.4. Sea S un conjunto finito y n,r € N. Entonces, si |S| = n diremos que S es un n-
conjunto. De manera andloga, si A C S con |A| = r diremos que A es un r-subconjunto de S. Con P,(S)

denotaremos a la coleccién de todos los r-subconjuntos de S.

A los conjuntos S que satisfacen que |S| = 1 los llamaremos conjuntos singulares. Andlogamente, dado

un conjunto S los 1-subcojuntos de S los llamaremos subconjuntos singulares de S.

1.2. Conceptos basicos de la Teoria de Graficas

Para el desarrollo de algunas ideas necesarias en el presente trabajo se requerird de algunos conceptos

de la teoria de gréaficas, mismos que se exponen a continuacién.

Definicién 1.5. Sea V un conjunto finito no vacio. Una grdfica sobre V es un par G = (V, E) donde

E C P5(V). Los elementos de V' y E son los vértices y aristas de G respectivamente.

Una griafica G = (V, E) admite una representacién en el plano de la siguiente manera: a cada vértice
u € V se le asigna un punto en el plano (puntos distintos se asignan a vértices distintos), y cada arista
{u,v} € E se representa por una linea entre los puntos que le corresponden a los vértices u y v. La
manera en la que los puntos y las lineas es dibujada es irrelevante, pues lo que interesa es saber cudles

vértices determinan una arista y cudles no.

Figura 1.1: Gréfica sobre V = {a,b, ¢,d} con conjunto de aristas F = {{a, b}, {a,c},{a,d},{b, c},{c,d}}.

Si las lineas que representan las aristas son todas lineas rectas, diremos que tenemos una grdfica
geométrica. Al dibujar una grafica es comin omitir los nombres de las aristas y solo etiquetar los vértices.
Una grafica cuyos vértices son etiquetados pero cuyas aristas no lo son, es llamada grdfica etiquetada.
Por el contrario, una grafica en la cual ni las aristas ni los vértices son etiquetados es llamada grdfica no
etiquetada. En el presente trabajo, salvo algunos ejemplos, se trataran Unicamente graficas geométricas
no etiquetadas, por lo que nos referiremos a ellas solamente como graficas.

Dada una grafica G, sus conjuntos de vértices y aristas se denotan por Vi y E¢ respectivamente. Esta
convencion es independiente de los nombres asignados a estos conjuntos, asi el conjunto de vértices W de
una grafica H = (W, F) se seguird denotando por Vi, no por Wg. No siempre se distinguird estrictamente
entre una grafica y sus conjuntos de vértices y aristas. Por ejemplo, se puede hacer referencia a un vértice
v € G (en lugar de v € Viz), 0 a una arista e € G (en vez de e € Eg).

Los cardinales |Vi| v |Eg| son llamados el orden y el tamario de G respectivamente. Una gréfica
es trivial si su orden es 0 o 1. Una arista {u,v} € Eg serd escrita usualmente como wv, de este modo
tenemos que uv = vu. Para una arista e = uv € Eg diremos que los vértices u y v son sus extremos. Si

un vértice v es extremo de alguna arista e diremos que e incide con v, y viceversa.
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Dos vértices u,v € G son adyacentes, si uv € Eg. Dos aristas e, f € Eg son adyacentes, si tienen
un extremo en comun. Dos vértices o aristas no adyacentes seran llamados independientes. Mas aun, un
conjunto de vértices o aristas es independiente si no contiene algin par de elementos adyacentes.

Una grafica G que satisface que todos sus pares de vértices son adyacentes es llamada una grdfica
completa. Una grafica completa de orden n se denota por K,. De la definicién de grafica completa se

= |Po(Vi,)| = (3) = "1,

sigue que |Fg,,

Ejemplo 1.1. La siguiente figura muestra un conjunto de 4 vértices independientes, y una grafica com-

pleta de orden 4.

a) Conjunto de 4 vértices independientes. b) K.

Figura 1.2: Un conjunto de 4 vértices independientes y un Kjy.

Dado un vértice v € G, el grado de v, denotado por p(v), se define como la cantidad de aristas que

inciden con él.
Proposicién 1.1. En cualquier grafica G = (Vg, Eg) el nimero de vértices con grado impar es par.

Demostracion. Al sumar los grados de todos los vértices en G, cada arista de G es contada dos veces,

una por cada uno de sus extremos. Luego

S p(v) = 2|Egl.

veVg

De esta igualdad se sigue que solo puede haber un nimero par de vértices con grado impar.

Definicién 1.6. Dada una gréafica G, diremos que:
= Una gréfica H es una subgrdfica de G, lo que denotaremos con H C G, si Vg C Vg v Ey C Eg.

» H = (Vy,Epg) es una subgrdfica generada por U, si Vg =U C Vg y Ey = Eg N Py(U). Nétese que

las aristas de H son todas las aristas de G que tienen sus extremos en U.

» La gréfica G es el complemento de G, si Ve =Vay Eg = P2(Vg) — Eg. Observe que uwv € Eg siy

sélo si los vértices u, v son independientes en G.

Ejemplo 1.2. La siguiente figura muestra una gréfica G y a su complemento G.
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U1 ’U.2 V1 V2
vs Vg Vs Vs o6 vs
V4 V4
a) G. b) G.

Figura 1.3: Una grafica G y su complemento G.

En el inciso a) de la Figura 1.3 es facil ver que la gréfica H = (Vy, Eg) dada por Vi = {vy, vs,vs}
y Eg = {vivg, v5v6}, es una subgréfica de G. En el inciso b) tenemos que la grafica L = (Vy, Ey) dada
por Vi = {vi,ve,v3} v B = {v1va,v2v3,v3v1} es una subgréfica de G, que ademéds es generada por

{’Ul,’Ug,U?,}.

Definicién 1.7. Dada una grafica G, un camino de longitud n en G es una secuencia alternada de
vértices y aristas: vg, €9, v1,€1,--.,€n—1,Un, tal que e; = v;v;41 parai=0,1,...,n— 1. Un camino en G

se representa por la secuencia de vértices que lo componen.

Si vg,v1,...,v, es un camino en G, diremos que el camino conecta vy con v,. Los vértices vy y v,
son llamados los extremos del camino, donde vy es el vértice inicial y v, el vértice final; los vértices
V1,...,Un_1 son los vértices internos. En caso que vg = v,, el camino es llamado camino cerrado.

Los caminos que satisfacen que todos sus vértices son distintos es llamado camino simple. Un camino

cerrado vg,v1,...,Vnh_1,09 €s llamado un ciclo si vg,v1,...,v,_1 €s un camino simple.

Ejemplo 1.3. En la siguiente gréafica G se tiene que:
= V1,3, U4, U7, Vs, U4, Vg, U5 €S un camino de longitud 7 que conecta vy con vs.
= Vg, Vg, Vg, U7, Vs, U4, U1, Vs €S UN camino cerrado de longitud 7.
= V1, U4, Vg, Vs €S Un camino simple de longitud 3.
= V1, Vs, Uy, U7, Vg, U2, V1 €s un ciclo de longitud 6.

U1

&

Ug

Vg
Us

vr
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]
Definicién 1.8. Sean G = (V, E) y G' = (V', E’) dos gréficas. Se dird que G y G’ son isomorfas, si
existe una funcién biyectiva ¢ : V. — V' tal que uwv € E si y sélo si ¢(u)p(v) € E’ para todo u,v € V.

Una funcién ¢ que satisface lo anterior es llamada un isomorfismo de graficas. Y para denotar que G y

G’ son isomorfas se escribe G ~ G'.

Ejemplo 1.4. La Figura 1.4 muestra dos gréficas isomorfas, G y G’. Un isomorfismo estd dado por:

p(v1) = v3, p(v2) = 01, @(v3) = vy, p(va) = V5.

U1 U1

V2 V3 Uy (%

V4 1)21

Figura 1.4: Dos gréficas isomorfas G y G'.

En este trabajo no se hard distincién entre gréficas isomorfas. Asi, al hablar de graficas completas

diremos cosas como la grafica completa sobre 6 vértices, etc.

Definicién 1.9. Una k-coloracion de las aristas de GG es una funcién ¢ : Eg — C, donde C es un

conjunto de k colores. Es comin tomar al conjunto C' como {1,2,...,k}.
Una k-coloracién de las aristas de una gréfica G puede pensarse como una particién {Cy, Cy, ..., Ci}
de Eg, donde cada conjunto C; estd definido como C; = ¢~ 1(i), para i = 1,.. .7kE| Los conjuntos C;

son llamados clases de coloracién. Queda claro que una k-coloracion estd completamente definida si se
conocen las k clases de coloracion Cq, Cs, ...,C). Por este motivo es comun referirse a una k-coloracién
mediante sus clases de coloracion.

Si en la Definicién el valor de k es pequeno, a veces se nombran los elementos del conjun-
to C' con nombres de colores. Por ejemplo, si k = 3, el conjunto de colores C' puede tomarse como
C = {azul, rojo, verde}, en vez del usual C = {1,2,3}. Las clases de coloracién se siguen indexan-
do con los nombres de los colores, asi siguiendo el ejemplo anterior tendriamos las siguientes clases:
Cazul» Crojm Cverde~

Ejemplo 1.5. En la siguiente gréfica se ha definido una 3-coloracién de aristas. El conjunto de colores

es C = {azul,rojo,verde}. Las clases de coloracién son:

Cazul = {0102, 0207, 0304}, Crojo = {107, V307, V405, V407, 0507} ¥ Cyerde = {V305, v6U7}.

1Estrictamente no se trata de una particién pues es posible que algiin C; sea vacio.
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U2

v
U1 4

7

Figura 1.5: Una 3-coloracién de una grafica.

Dada una k-coloracion de las aristas de la grafica G, diremos que la subgrafica H C G es monocromadtica
si By C C;, para algin i (1 <4 < k). En este tltimo caso se dice que H es de color i. Por ejemplo, con-
siderando la gréfica de la Figura la subgréfica H generada por Vi = {v1,v4,v5, v7} €s monocromética

de color rojo.

Definicién 1.10. Una grdfica dirigida (o digréfica) D sobre un conjunto finito no vacio Vp consiste de
los elementos de Vp, llamados vértices de D, y un subconjunto Ep, de V x V| que contiene las aristas

dirigidas de D. Escribiremos D = (Vg, Ep) para denotar a la gréfica dirigida.

Siu,v € Vp y (u,v) € Ep, entonces existe una arista de u a v, la cual denotaremos por ub. El vértice
u es llamado el origen de la arista, mientras que el vértice v serd llamado destino de la misma. Ademas
diremos que v es adyacente desde u, y que u es adyacente hacia v. Si u # v entonces b =+ ﬁ, una arista
de la forma ud es llamada un lazo en u. En este trabajo se consideraran solo graficas dirigidas sin lazos,
por lo que cuando se haga referencia a una arista dirigida wb se sobreentenders, que u # v.

Dada una grafica dirigida D, se puede asociar con esta una grafica G sobre el mismo conjunto de
vértices, reemplazando cada arista wb € Ep por la correspondiente arista uv € FEg. La gréfica G
asi obtenida se llama grdfica subyacente de D, y se representa por G(D). También se puede obtener
una grafica dirigida D a partir de una grafica arbitraria G, para ello se toma Vp = Vg y se reemplaza
cada arista uv € Eg por exactamente una de las posibles aristas dirigidas: b o vl. La grafica dirigida
D que se obtiene es llamada una orientacion de G.

Las gréficas dirigidas, al igual que las graficas, admiten una representacién en el plano. Una grafica
dirigida D se representa por un dibujo de su gréfica subyacente G(D), junto con flechas sobre las lineas
que representan las aristas, cada flecha apuntando hacia el destino de dicha arista en D. Cuando las dos

aristas ud y o0 estdn en FEp, se dibujan dos lineas con flechas, una apuntando hacia v y la otra hacia .

Ejemplo 1.6. La siguiente es una representacién de la gréfica dirigida D = (Vp, Ep), donde Vp =

— sy
{v1,v2,v3, 04} y Ep = {0103, U104, V203, V407, V4V3 }

U1 V2

Figura 1.6: Una representacion de la grafica dirigida D.
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Los términos establecidos para gréficas simples tienen su andlogo en graficas dirigidas, solo definiremos

aquellos conceptos que se utilizaran en este trabajo.

Definicién 1.11. Un torneo sobre n vértices, T,,, es una orientacién de K,,. Es decir, T}, tiene n vértices

y para cada par distinto u,v de vértices, exactamente una de las aristas Wb o VU estd en T,

Ejemplo 1.7. El siguiente es un ejemplo de un torneo sobre 5 vértices.

Definicién 1.12. Dada una gréfica dirigida D, un camino dirigido de longitud n en D es una secuencia
V0, €0, V1, €1, .-, En_1,Vy, alternada de vértices y aristas tal que e; = v;v;41 para¢ =0,1...,n — 1. Un

camino dirigido en D se representa por la secuencia de vértices que lo componen.

Un camino dirigido vg, v1,...,v, en el que vg = v, se llama camino dirigido cerrado. Si el camino
dirigido no repite vértices se llama camino dirigido simple. Un camino dirigido cerrado vy, vy, ..., vUp—1, Vg
es llamado un ciclo dirigido si vy, v1,...,v,—1 €s un camino dirigido simple.

Definicién 1.13. Dada una grafica dirigida D, cualquier funcién w : Ep — R es llamada funcion de
peso. Si D es una gréfica dirigida en la cual se ha definido una funcién de peso w, diremos que D es una

grafica dirigida pesada.

Para tener una representacion en el plano de una gréfica dirigida pesada, se procede del mismo modo
que con las gréficas dirigidas no pesadas solo que esta vez cada arista dirigida e € Ep se etiqueta con el

valor que le asigna la funcién w.

Ejemplo 1.8. La siguiente representaciéon corresponde a la gréfica dirigida pesada D, dada por Vp =
{v1,v2,v3,v4,v5} v Ep = {0103, 0303, 0301, 0401, V405, U5V5 }, donde la funcién de peso w estd dada como:
w(v1vs) = 3.5, w(vzvs) = V3, w(vzv]) = —1, w(vaw]) = V2, w(v4v5) = 2.7 y w(v503) = 7.

Vg

Figura 1.7: Representacién de la grafica dirigida pesada D.






Capitulo 2

Teoria de Ramsey

Bajo el nombre de Teoria de Ramsey se agrupa una clase especial de resultados que tratan con el
estudio de particiones finitas de estructuras discretas, tales como: graficas, colecciones finitas de puntos,
subconjuntos de enteros, etc. En términos generales, los resultados de la Teoria de Ramsey determinan
bajo qué condiciones se garantiza que alguna configuracién de interés aparezca en alguna de las clases
de la particién. Asi, dichos resultados tienen la siguiente forma tipica: Dada una estructura discreta
suficientemente grande y una particion finita de €sta, se asequra que cierta configuracion estd contenida
en alguna de las clases de la particion. Los resultados que adoptan esta forma son conocidos como
resultados tipo Ramsey.

La Teoria de Ramsey es nombrada asi en referencia al matematico inglés Frank Plumpton Ramsey,
quien demostré un importante resultado conocido como el Teorema de Ramsey, el cual constituye una de
las piedras angulares en la que descansa la teoria. El Teorema de Ramsey constituye una generalizacion
a un resultado bastante simple, conocido como el Principio del Palomar o Principio de las Casillas de

Dirichlet, mismo que se trata en la siguiente seccion.

2.1. Principio del Palomar

El Principio del Palomar admite varias formulaciones, siendo una de las méds comunes la siguiente:

Teorema 2.1 (Principio del Palomar Forma Simple). Si n+1 objetos se distribuyen sobre n contenedores

entonces algin contenedor contiene por lo menos dos objetos.

Demostracién. En efecto, si suponemos que no hay un contenedor con al menos dos objetos, entonces
cada contenedor tiene como maximo un objeto, luego el nimero total de objetos distribuidos serd a lo

maés tantos como la cantidad de contenedores, es decir, n. Lo que es una contradiccion.
O

Obsérvese que el Principio del Palomar es un resultado tipo Ramsey, donde la estructura discreta es
un conjunto finito de tamano n+1 el cual es particionado en n clases (los contenedores), y la configuracién
cuya existencia se asegura en alguna de las clases de la particion, es un subconjunto de tamano al menos
igual a 2.

Ahora veremos algunos resultados que se valen del Principio del Palomar para su demostracién.

9
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Proposicién 2.1. Sea N > 1 un entero primo relativo con 10, es decir, med(N,10) = 1. Entonces si

a€{1,2,...,9} se cumple que N divide a alguno de los elementos de la sucesién dada por

T =a, Ta=4aa, ..., Tp= aa...q,

n—digitos

Demostracién. Basta con mostrar que uno de los primeros N elementos de la sucesion es divisible por
N. Para esto consideremos los residuos que resultan al dividir los primeros N elementos de la sucesion
por N. Si uno de estos residuos es 0 hemos terminado. Supongamos pues que todos estos residuos son
distintos de 0, es decir, que solo toman valores entre 1 y N —1. Como tenemos IV residuos, por el Principio
del Palomar debe haber al menos dos términos que dejan el mismo residuo al dividirlos por N. Sean z;
y x; los términos que cumplen lo anterior, sin perdida de generalidad supongamos que i < j.

Como z; y x; tienen el mismo residuo cuando se dividen por IV, por el algoritmo de la divisién tenemos

que existen enteros positivos g;,q; y v con r < N tales que:

i =q¢N+7r
T = QjN =+ 7.
De aqui se sigue que
Tj—x; = (Qj —qi)N, (2.1)

luego (z; — x;) es divisible por N.
Observe que si bien hemos logrado probar que x; — x; es divisible por NN, este entero no forma parte
de nuestra sucesién. Para obtener un elemento de la sucesién que sea divisible por N, basta con fijarse

que el entero x; — x; estd formado por j — ¢ digitos iguales a a e 7 digitos iguales a 0. Esto es:

rj—x;=a...a0...0=mz;_;10" (2.2)
N N~

(=9

De (2.1) y (2.2) tenemos que
j-i10" = (¢j — @;)N.

Ahora como med(N,10) = 1, se sigue que también mcd(N, 10°) = 1 y asi N debe dividir a z;_;.
O

Ejemplo 2.1. Como una consecuencia del ejemplo anterior tenemos que entre los miembros de la suce-
sién: {3,33,333,3333,...} existe uno que es divisible por 10001. Por métodos aritméticos puede hallarse

que el menor elemento de la sucesién que es divisible por 10001 es 33333333.

Otra formulacién de la forma simple del Principio del Palomar es la siguiente.

Teorema 2.2 (Principio del Palomar Forma Simple). Si n objetos son colocados en n contenedores y

ningin contenedor tiene méas de un objeto, entonces cada contenedor tiene exactamente un objeto.

Esta formulacién serd 1til para probar el siguiente resultado.
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Teorema 2.3 (Teorema Chino del Residuo). Si m y n son enteros positivos tales que med(m,n) = 1,

entonces el sistema de congruencias:
{ x = a (mod m)

x =b (mod n)

tiene solucion.

Demostracién. Ya que a es congruente médulo m con alguno de {0,...,m — 1} y b es congruente
médulo n con alguno de {0,1,2,...,n — 1}, podemos asumir que 0 < a < my 0 < b < n. Considérense
los siguientes enteros:

a,a+m,a+2m,...,a+ (n—1)m.

Claramente cada uno de estos enteros deja un residuo de a cuando es dividido por m. Analicemos
ahora los residuos que dejan al ser divididos por n. Supongamos que hay dos que dejan el mismo residuo
r al ser divididos por n, digamos (a + im) y (a + jm) donde 0 < i < j < n — 1. Luego por el algoritmo

de la divisién existen enteros ¢; y ¢; tales que:
at+im=qgn+ry a+jijm=gqgn+r.
Restando la primera igualdad de la segunda obtenemos:

(j —i9)m = (g5 — qi)n.

Ya que med(m,n) = 1, tenemos que n|(j — ). Pero 0 < j —¢ < n — 1, lo cual es una contradiccién.
Por tanto, los n enteros: a,a + m,...,a + (n — 1)m, dejan residuos diferentes al dividirlos por n. Asf,
por el Principio del Palomar, tenemos que cada uno de los nimeros: 0,1,...,n — 1, aparece como residuo
exactamente una vez. En particular el nimero b debe aparecer como residuo. Sea a+km con 0 < k <n-—1
el numero que deja el residuo b cuando es dividido por n. Entonces por el algoritmo de la divisién, existe
un entero q tal que a + km = gn + b. De aqui se sigue que el entero x = a + km = gqn + b es solucién del

sistema.
O

Presentaremos ahora la versién general del Principio del Palomar, llamada asi debido al hecho que la

forma simple no es més que un caso particular de esta.

Teorema 2.4 (Principio del Palomar Forma General). Sean ¢1, ¢a,. .., ¢, enteros positivos. Si g1 + g2 +
...+ qn —n+ 1 objetos son distribuidos en n contenedores, entonces se cumple que el primer contenedor
tiene al menos ¢q; objetos, o el segundo contenedor tiene al menos gs objetos, ..., o el n-ésimo contenedor

tiene al menos g, objetos.

Demostracion. Supongamos que no es posible distribuir los objetos como lo enuncia el teorema, entonces
debemos tener que para cada i € {1,2,...,n} el i-ésimo contenedor tiene a lo mds g; — 1 objetos. Luego

el nimero total de objetos contenidos en los n contenedores es a lo mas:
(-4 (@-D+...+(@-D=a+a@+.. . +g¢-n

Lo que es una contradiccion.
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El caso en que q1 = ¢2 = ... = ¢, = r tiene importantes aplicaciones, por este motivo merece mencién

aparte como corolario al teorema anterior.

Corolario 2.1. Si n(r — 1) + 1 objetos se distribuyen en n contenedores, entonces al menos uno de los

contenedores contiene 7 0 mas objetos.

Demostracion. Basta hacer ¢; = ¢2 = ... = ¢, = r en el enunciado del teorema anterior.
|

Como una primer aplicacién del Corolario obsérvese que si se toma r = 2 se obtiene la forma

simple del Principio del Palomar. Otra aplicacién se da en la prueba del siguiente teorema.

Teorema 2.5 (Erdés-Szekeres). En cada sucesién de n? + 1 niimeros reales, siempre es posible hallar

una subsucesién mondtona de al menos n + 1 elementos.

Demostracién. Sea {ai,as,...,a,2,1} una sucesién de n? + 1 niimeros reales. Supongamos que no
existe una subsucesién creciente de longitud n+ 1 y veamos que entonces debe de existir una subsucesién
decreciente de longitud n + 1.

En efecto, sea L; la longitud de la subsucesion creciente més larga que comienza con el término a;,
1 < i < n?+1. Como estamos suponiendo que no hay subsucesiones crecientes de longitud al menos n+1,
entonces debemos tener que 1 < L; < n para toda i. Haciendo r = n+ 1 en el Corolario tenemos que

al menos n + 1 de los enteros Ly, Lo, ..., L,2,1 son iguales, sean dichos enteros los siguientes:

LilaLiza" '7Lin+1a

donde 1 <11 < iy < ... <ipy1 < n? + 1. Observe que si hay un 1y con 1 < j < n tal que a;; < ay;,,,

entonces la subsucesién creciente de longitud L que comienza en a;,,, da lugar a una subsucesion

41

creciente de longitud L lo que contradice que

L. =L

ij4n T 1 que comienza en a;;, con lo que L;; > L, ,,

Por tanto lo que se debe cumplir es:

i UEEE

Agq Z Ajg -« Z ai"Jrl,
y obtenemos una subsucesién decreciente de longitud n + 1.

O

El resultado del ejemplo anterior es el mejor posible, en el sentido de que existen sucesiones de n?
nimeros reales las cuales no contienen subsucesiones monétonas de longitud n + 1. Un ejemplo de una

sucesion asi es el siguiente:
(nymn—1,...,1,2n,2n—1,...,n+1,...,n%,n* —1,...,n* —n+1).
Esta sucesién consta de n? elementos, los cuales han sido arreglados para no hallar subsucesiones
mondtonas de longitud n 4 1.
2.2. Teorema de Ramsey

En [I7] F. P. Ramsey prueba un teorema combinatorio que posteriormente se convertiria en un resul-

tado fundamental para el desarrollo de la Teoria de Ramsey. Mas adelante veremos que este teorema es
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en cierto sentido una generalizacion del Principio del Palomar.
La siguiente definicién es una generalizacién de la de coloracién de las aristas de una grafica, y sera de

utilidad para enunciar el Teorema de Ramsey.

Definicién 2.1. Sean r, k € N, S un conjunto finito y P,(S) la coleccién de r-subconjuntos de S. Una
k-coloracion de P.(S) es cualquier funcién ¢ : P.(S) — C, donde C' es un conjunto de k colores. Es

comiin tomar al conjunto C como {1,2,...,k}.

Si S es el conjunto de vértices de alguna gréfica GG, entonces haciendo r = 2 en la definicién anterior
obtenemos la definicién de k-coloracién de las aristas de G. Al igual que en el caso de la coloracién de
aristas de una gréfica, una k-coloracién de P,.(S) puede considerarse como una particiérﬂ {C1,C4,...,C}
de P,(S), donde cada clase C; estd dada por el conjunto de los r-subconjuntos a los que se les asigna el
color i, esto es, C; = ¢ 1(i). Es claro que toda k-coloracién queda totalmente determinada si se conocen las
k clases de coloracién, por tanto las k-coloraciones de P,.(S) no se denotaran por la funcién de coloracion,
sino por la particién formada por las clases de coloracién.

Sea S un conjunto finito, r € N, {C1, C4,. .., Ci} una k-coloracién de P,.(S), y A C S con |A| > r. Si

se cumple que P,(A) C Cy, para algun i (1 < i < k), se dice que P,(A) es monocromdtico de color i.

Teorema 2.6 (Ramsey). Para cualesquier enteros positivos k > 1, r > 1,y ¢1,¢2,...,qr > 7, existe un
entero positivo N tal que para todo conjunto finito S con |S| > N se cumple lo siguiente. Para cada
k-coloracién {Cy,Cy,...,Cy} de P.(S) existe al menos un i € {1,2,...,k} y un ¢;-subconjunto S; de S
tal que P,.(S;) C C;.

El menor entero Ny que satisface el Teorema se llama ntimero de Ramsey y se denota comcﬂ
R(Ql) q2, - qk; 7’).
Antes de dar una de demostracion de este resultado, se probara primero el caso en que k = 2, el cual

puede ser enunciado como sigue:

Teorema 2.7. Para cualesquier enteros positivos p, g, r tales que p, ¢ > r, existe un entero positivo N tal
que para todo conjunto finito S con |S| > N se cumple lo siguiente. En cualquier 2-coloracién {Cy,Ca}
de P.(9), existe un p-subconjunto S; de S tal que P.(S1) C C; o bien existe un g-subconjunto S de S
tal que P,.(S2) C Cs.

Demostracién. Basta con demostrar que R(p, ¢;r) existe para cualesquier enteros positivos p, g, r. La
demostracién sera por induccion sobre p,q y 7.

1).- Si r = 1 el teorema se cumple para cada p y ¢, en este caso se tiene R(p,q;1) = p+ ¢ — 1.
En efecto, note que los elementos de P;(S) son los subconjuntos singulares de S, luego se tiene que
|P1(S)| = |S]. Sea n = |S|, ahora haciendo g1 = p ¥y g2 = ¢ en la forma fuerte del Principio del Palomar,
y tomando las clases de coloracién C7 y Cs como los contenedores se sigue que con n = p+¢q — 1 se
garantiza la existencia de p subconjuntos singulares: {1}, {z2},...,{z,} € P1(S) perteneciendo a C1, o

¢ subconjuntos singulares: {y1}, {y2}, ..., {ys} € P1(S) perteneciendo a Cs. Tenemos pues dos casos:

» En el primer caso basta tomar S; = (J/_,{x;} para tener que P;(S1) C Ci.

» Para el segundo se toma Sy = [JI_,{v;}, con esto se garantiza que P;(S) C Cb.

1Estrictamente no se trata de una particién en el sentido usual, pues se permite que alguna clase C; sea vacia.
20tra notacién usual para el nimero de Ramsey es R, (q1,q2, - -,qx)-
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De lo anterior se deduce que R(p,q;1) <p+q—1.

Ademas de la demostracién del la forma fuerte del Principio del Palomar se sigue que n = p+q—1 es el
menor entero con el que se asegura que habré al menos p subconjuntos singulares en C7 o ¢ subconjuntos
singulares en Cs. Por lo tanto R(p,q;1) > p+q— 1y asi R(p,¢;1) =p+q— 1.

2).- Para cualquier entero r > 1 se verifica que

R(r,q;v)=q 'y  R(p,rr)=np.

En efecto, probaremos el caso en que p = r, cuando ¢ = r la demostracién es aniloga. Sea pues S un
conjunto tal que |S| = q y {C1,Ca} una 2-coloracién de P.(S). Si C; = 0, entonces P.(S) = Cy y
tomando S3 = S tendriamos un g-subconjunto de S con P.(S2) C Cs. Si Cy # 0, entonces tomando un
r-subconjunto Sy € C1, se satisface que P,.(S1) = {S1} C C}. De lo anterior se deduce que R(r,¢;7) < g.
Ahora supongamos que |S| < ¢ — 1. Considerando la coloracién {C7 = 0,C2 = P.(S)} es claro que
no existe un r-subconjunto S; € S con P.(S) C C; ni un g-subconjunto So C S con Sy C Cy. Luego
R(r,q;r) > q y por tanto R(r,q;r) = q.

3).-Supongamos que p,q > r y que el teorema se verifica en los siguientes casos:
i) Para (r — 1) y cada p, q.

ii) Parar,py (¢ —1).

iii) Parar,(p—1) vy q.

Probaremos que también se cumple para r,p y ¢, y en virtud de 1) y 2) se tendrd que el teorema ha
quedado demostrado.

Procedamos por contradiccién y supongamos que no es posible hallar el nimero R(p, ¢; r). Elijamos un
entero p; tan grande que si S| = p; entonces existe un (p — 1)-subconjunto S; C S tal que P.(S1) C C4
o un g-subconjunto Se C S tal que P.(S2) C Cs. Esta eleccién de p; queda justificada por la hipdtesis de
induccién iii), pues basta tomar p; = R(p — 1, ¢; 7).

Similarmente, por la hipé6tesis de induccién ii) podemos elegir un valor ¢; tan grande que si |S| = ¢
entonces existe un p-subconjunto S; C S tal que P.(S1) € C7 o un (¢ — 1)-subconjunto S C S tal que
P.(S3) C Cs, basta tomar ¢; = R(p,q — 1;7).

Sea N > R(p1,q1;7 — 1)+ 1y |S] = N. Témese un elemento x € S y consideremos el conjunto
S1 = S\ {z}. Es claro que |S1| = N —1 > R(p1,q;7 — 1). Si {C, D} es una 2-coloracién de P,.(S)
definamos:

Ci={AeC:2¢ A} y Di={AeD:x¢gA}

Obsérvese que {C4, D1} es una 2-coloracién de P,(S7). Ahora consideremos los siguientes conjuntos:
C,={AeP._1(5)):AUu{a}eC} y D,={A€P._1(5): Au{z} € D}.

Para cualquier A € P,._1(S51), se tiene que AU {z} € P.(5), luego AU {z} € C 0o AU{z} € D,
esto tltimo implica que A € C, 0 A € D,. Luego {C,, D,} es una 2-coloracién de P,_1(S1). Ya que
|S1] > R(p1,q1;7 — 1) y aplicando la hipétesis de induccién i), se debe cumplir alguna de las siguientes

opciones:

a) Existe un pj-subconjunto U C S tal que P._1(U) C C,.
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b) Existe un g;-subconjunto V' C S tal que P,_1(V) C D,.

En el caso a), dado que p1 = R(p—1,¢;r) y {C1, D1} es una 2-coloracién de P,.(S7), por la hipétesis de
induccién iii) existe ya sea un (p — 1)-subconjunto Uy C U tal que P.(U;) € Cy € C o un g-subconjunto
Us C U tal que P.(Uz) C Dy C D. Silo que se tiene es el (p — 1)-subconjunto Uy, entonces Uy U {z} es
un p-subconjunto de S. Si A C Uy U {z} es un r-subconjunto, tenemos que si ¢ A, entonces A C Uy,
luego A € C; si ocurre que = € A, entonces A \ {z} es un (r — 1)-subconjunto de U, asi A\ {z} € C,,
y por tanto A = (A \ {z}) U {z} € C. Lo anterior nos muestra que U; U {z} es un r-subconjunto de S
para el que P.(U; U {z}) C C. Por otro lado, si lo que se tiene es un g-subconjunto Uy C U, entonces el
propio Us el un g-subconjunto Us C S tal que P,.(Us) C D.

Para el caso b), como ¢; = R(p,q—1;r) y Cy, D1 es una 2-coloracién de P, (S ), luego por la hipdtesis de
induccién ii), existe ya sea un p-subconjunto U; C U tal que P.(U;) € C; C C o un (g — 1)-subconjunto
Us C U tal que P.(Uz) € D; C D. Obsérvese que en el primer caso ya tenemos un p-subconjunto
Uy C S con P.(Up) C C. En el dltimo caso, tenemos que Uz U {z} C S es un ¢g-subconjunto para el cual
P.(UyU{x}) C D.

De lo anterior se sigue que:
R(p,q;r) < R(R(p—1,¢;7), R(p,q — Lir);r — 1) + 1.

Por las hipdtesis de induccién se tiene que el lado derecho de la desigualdad existe y es finito, por lo

tanto R(p, q;r) existe para cada p,q,r € N con p,q > r.
O

Ahora que la existencia del nimero de Ramsey R(p,q;r) ha quedado establecida procederemos a

exponer la demostracion del caso general.

Demostracién (Teorema de Ramsey). De manera anéloga a la prueba del teorema anterior, basta con
demostrar que el nimero de Ramsey R(q1, ¢, - - .,qx;T) existe. La demostracién se hard por induccién el
nimero de colores: k.

Si k =1, el teorema se verifica trivialmente pues P.(S) es una 1-coloracién de P,(S) mismo. Si k = 2
estamos en el caso del teorema recién demostrado.

Supongamos que el teorema se verifica para (k— 1) colores, es decir, para cualesquier enteros positivos

r>1yqi,qe,...,q—1 tales que ¢; > r (1 <i < k—1) el nimero de Ramsey R(q1,qo,-..,qk—1;7) existe.
Veamos que también se cumple para k colores.

En efecto, para k > 3, sean {C,C5,...,Cr} k clases de coloraciéon. A partir de éstas formemos k — 1
clases de coloracién de la siguiente manera: {Cy,Cs,...,Cg—2,Dk_1}, donde Dy_1 = Ck_1 U Cj. Del

teorema anterior tenemos que pr_1 = R(qr—_1,qx;7) existe, y por hipdtesis de induccién tenemos que
R(q1,92,---,qk—2,pr—1;7) también existe.

Ahorasi S| > R(q1, 92, - - -, qk—2,Pk—1;7), dado que {C1, Ca, ..., Cx—2, Di_1} es una (k—1)-coloracién
de P.(S), entonces existe al menos un g;-subconjunto S; C S tal que P.(S;) C C; donde 1 <4 < k —2
0 un pi_1-subconjunto Uy_1 C S tal que P,.(Ux—1) € Di_1. En el primer caso no hay nada que hacer,

pues el teorema se seguiria de inmediato. Para el segundo caso, consideremos las siguientes clases:

Er_ 1= {A (S Pr(Uk—l) :Ae Ok—l} Yy Ep = {A S Pr(Uk:—l) Ae Ck}



16 CAPITULO 2. TEORIA DE RAMSEY

Obsérvese que {Ej;_1, Ex} es una 2-coloracién de P.(Ui_1). Como |Ux_1| = pr—1 = R(qr—1,qx;7),
entonces existe un gg_i-subconjunto Sx_1; C Ug_; tal que P.(Sk—1) € Ex_1 0 un gg-subconjunto Sy C
Uy—1 tal que P.(Sg) C Ej. Ahora note que por construccién se tiene que Ex_1 C Cy—1 v Ex C Cy. Esto
implica que existe ya sea un gx_1-subconjunto Si_; C S tal que P,.(Sk—1) C Cx—1 0 un gg-subconjunto
Sk C S tal que P.(Sk) C Ck.

De lo anterior se sigue que:

R(q1,q2, .- qr;7) < R(q1,02, -+ -, Qr—2,Pk—1;T)-

El ntimero de la parte derecha de la desigualdad existe en virtud de la hipdtesis de induccién. Por
tanto, R(q1,q2, . - ., qk; ) existe para cualesquier enteros positivos q1, ¢z, . . ., gk, r para los que se verifique

que q1,92,---,qk > T

]

Debemos resaltar que en la prueba del Teorema de Ramsey no se obtiene el valor exacto del ntimero
R(q1,-.-,qx; 7). Esto ocurre frecuentemente dentro de la Teorfa de Ramsey, pues la mayorfa de las de-
mostraciones solo proporcionan cotas superiores para el tamano de las estructuras combinatorias de
interés, lo cual es suficiente para asegurar la existencia de la configuracién deseada en alguna de las
clases de la particion. La determinacién de los valores minimos con los que se cumplen los resultados tipo
Ramsey es uno de los problemas mas importantes en esta teoria.

Recordemos que al principio de este apartado se mencioné que el Teorema de Ramsey era en cier-

to sentido una generalizaciéon del Principio del Palomar, nuestro siguiente objetivo es justificar dicha

afirmacién.

Teorema 2.8. Si r = 1, entonces el nimero de Ramsey R(q1,q2,...,qk;1) es el entero mds pequeno,
n, tal que si los elementos de un n-conjunto son coloreados con k-colores {C1,Cs,...,Ck}, entonces se
cumple que hay ¢; elementos en la clase C7, o hay g2 elementos en la clase Cs,. .., o hay g elementos en

la clase C. Ademas se tiene que:
R(ql,qg,...,qk;].)ZQ1+Q2+...+Qk—]€+1.

Demostracion. Basta con observar que este teorema no es otra cosa que el Principio del Palomar en su

forma general, donde las clases de coloracién hacen el papel de los contenedores.

2.3. Aplicaciones del Teorema de Ramsey

En esta seccion se presentan algunos resultados tipo Ramsey, asi como algunos problemas que per-

manecen abiertos y que son parte importante dentro del desarrollo de la teoria.

2.3.1. Teorema de I. Schur

Ahora presentamos el primer teorema de tipo Ramsey, debido a I. Schur, el cual afirma que para

cualquier coloracion de los naturales siempre es posible hallar subsucesiones monocromaticas arbitraria-
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mente largas con la propiedad que el término mayor de la subsucesién es la suma de los que le preceden.

El enunciado preciso del teorema es el siguiente:

Teorema 2.9 (Teorema de I. Schur). Para cualesquiera enteros positivos k, [ con | > 2 existe N(k,l) € N
tal que, si n > N(k,l) y {C1,Cs,...,Ck} es una k-coloracién de {1,2,...,n}, entonces existe una clase

de coloracién Cy, y x1,22,...,2; € {1,2,...,n} (no necesariamente distintos), tales que

-1
{z1,29,..., 21} CCy y xl:in.
i=1

Demostracién. Veamos que con N(k,1) = R(l,1,...,1;2) se cumple lo especificado en el teorema. En
—_———
k—veces
efecto, sea n > R(l,1,...,1;2) y {C1,Cq,...,Ck} una k-coloracién de {1,2,...,n}. Ahora definase una
———
k—veces

k-coloracién {Aj,..., Ak} de P>({1,2,...,n}) como: {z,y} € A; siy sblo si |z —y| € C;, para cada
i € {1,...,k}. Esta k-coloracién de P5({1,2,...,n}) es vélida, pues si se tiene que {z,y} € 4; N A4;
entonces, por definicién, |z —y| € C; y |z — y| € C}, como {C4,Cs,...,Cy} es una k-coloracién se tiene
que 7 = j, luego A; = A;.

Por el Teorema de Ramsey, existe un ¢t € {1,2,...,k} y un l-subconjunto U = {uj,ug,...,uy} C
{1,2,...,n} tal que P,(U) C A;. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que u1 < ug < ... < .

Luego {u;,u;} € Ay y u; —u; € Cp para todo i < j. Finalmente para 1 <i <[ —1 témese z; = uj41 — u;

-1
y 1 = u; — uy. De este modo se tiene que x; € C; paratodo 1 <i<lyax; =) z;.
i=1
a

Al valor minimo que puede tomar N(k,!) lo denotaremos con Ny(k,). Asi de la demostracién del
Teorema se sigue que No(k,1) < R(1,1,...,1;2).
———

k—veces

Ejemplo 2.2. Ny(2,3) =5.

Solucién. Supongamos que los colores son rojo y azul, veamos qué tan lejos podemos llegar coloreando
los enteros positivos sin que se cumpla la propiedad pedida. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que el 1 se ha coloreado de rojo, luego el 2 tiene que ser azul ya que 2 = 1 + 1, andlogamente el 4 debe

ser rojo pues 4 = 2 + 2; de esto se sigue que el 3 es azul pues 4 = 1 + 3. Hasta este punto tenemos:
1, 2, 3, 4.

Pero ahora el 5 no puede colorearse sin que se cumpla que es suma de dos niimeros monocromaticos,
pues 5 = 144 = 2+3. De lo anterior se sigue que Ny(2,3) < 5. Por otra parte, en la coloracién: 1, 2, 3, 4,
no existen tres enteros con la propiedad deseada. Por tanto Ny(2,3) > 4, y asi Ny(2,3) = 5.

Como veremos mas adelante R(3,3;2) = 6, asi este ejemplo muestra que en general Ny(k,l) #
R(1,...,1;2).
——

k—wveces



18 CAPITULO 2. TEORIA DE RAMSEY

2.3.2. Teorema de Ramsey en la Teoria de Graficas

En esta seccién veremos que las graficas resultan ser particularmente convenientes para analizar los
ntimeros de Ramsey de la forma R(p1, pa, . . ., pk; 2). En este caso podemos enunciar el Teorema de Ramsey

de la siguiente manera:

Teorema 2.10 (Ramsey Para Graficas). Sean p1,pa,...,pr € N tales que p1,pa,...,pr > 2. El nimero
de Ramsey R(p1,p2,---,pk;2) es el orden de la gréfica completa mds pequeiia la cual al ser sus aristas

k-coloreadas, posee un K,, mocromético de color ¢, para algin ¢ € {1,2,...,k}.

Demostracién. En efecto, si G es una grifica completa se tiene que Eg = P>(V), luego el enunciado

del teorema anterior no es otra cosa que el Teorema de Ramsey para el caso en que r = 2.
O

Presentamos a continuaciéon un resultado no trivial relativo a gréficas, el cual fue probado por Erdos

y Szekeres en [1].

Teorema 2.11. Dados k,l € N, se cumple que cualquier grifica G con |Vg| > R(k,[;2) contiene un

subconjunto independiente U con |U| = k, o una subgréfica completa K.

Demostracién. Sea G una grafica tal que |Vg| > R(k,l;2). Consideremos la siguiente 2-coloracién de
aristas para la grafica completa sobre |Vg| vértices:

Dada una arista e € K|y, ésta serd coloreada de rojo si e € E, mientras que si e € Eg serd coloreada
de azul. Luego por el Teorema de Ramsey se sigue que G debe contener ya sea un K} rojo o un K;
azul. En el primer caso tendriamos que los vértices de Kj forman un subconjunto independiente de G.

Mientras que en el segundo caso tendriamos una subgréafica completa de orden I.
|

En la siguiente seccién veremos como la interpretacion grafica del Teorema de Ramsey puede ser 1itil

para determinar algunos niimeros de Ramsey de manera exacta.

2.3.3. Numeros de Ramsey

Una vez que se ha establecido el Teorema de Ramsey lo mas natural es preguntar por el valor exacto de
los niimeros de Ramsey. En el siguiente teorema se presentan algunos resultados relativos a estos nimeros,
mismos que nos seran de utilidad para acotarlos superiormente, y en algunos casos para conocerlos de

manera precisa.
Teorema 2.12. Para los nimeros de Ramsey se verifica lo siguiente:
a) R(p1,p2,---,pk;1) =p1+pa+...+px —k+1
b) R(p,r;r) = R(r,p;r) = p.
) R(p,q;r) < R(R(p—1,q;7), R(p,q — L;r);r — 1) + 1.
d) R(p,q;2) < R(p—1,q;2) + R(p,q — 1;2).

e) R(p,q;2) < R(p—1,¢;2)+ R(p,q— 1;2), siempre que R(p—1,¢;2) y R(p,q— 1;2) son ambos pares.
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f) R(p17p2> e 7pk§7") S R(p17p27 e apk72aR(pkfl7pk;r);T)'

Demostracién. El inciso a) es el Teorema y los incisos b) y c) fueron establecidos en la demostracién
del Teorema [2.61

El inciso d) se sigue de a) y c), pues por c) se tiene:
R(p,¢;2) < R(R(p—1,¢;2), R(p,q — 152);1) + 1,
y aplicando a) al lado izquierdo de la desigualdad se obtiene:
R(p,¢;2) < (R(p—1,¢:2) + R(p,qg — 1;2) =2+ 1) + 1= R(p - 1,¢;2) + R(p,q — 1;2).

Veamos la prueba de e). Sea G = (V, E) una grafica arbitraria con |V| = R(p—1, ¢; 2)+R(p,q—1;2)—1.
Si probamos que en G existe un subconjunto U de p vértices independientes o una subgrafica completa
K, en virtud del Teorema tendriamos que R(p,q;2) < R(p —1,¢;2) + R(p,q — 1;2) =1 < R(p —
1,4;2) + R(p,q — 1;2), v el teorema se seguiria. Veamos que, en efecto, esto sucede.

Si ocurre que para algin vértice v € V, p(v) > R(p,q — 1;2) entonces la subgréfica generada por
los vértices adyacentes a v tiene p vértices independientes o una subgrafica completa de ¢ — 1 vértices
que, junto con v generan una K,. Por otro lado, si en vez de que p(v) > R(p,q — 1;2) se tuviera que
p(v) < R(p,q — 1;2) — 2 para algun vértice v, entonces al menos tendrfamos R(p — 1,¢;2) vértices no
adyacentes a v, luego la grafica generada por estos vértices posee p — 1 vértices independientes, que junto
con v forman un subconjunto independiente de p vértices, o una subgrafica completa K. Si no ocurre
ninguno de los casos anteriores, entonces se tendria que p(v) = R(p,q — 1;2) — 1 para todo v € V, pero
esto es imposible ya que entonces tendriamos una grafica con un nimero impar de vértices con grado
impar. Por tanto, en G siempre existe un subconjunto independiente U de p vértices o una subgrafica
completa de orden ¢. Asi;, R(p,q;2) < R(p —1,¢;2) + R(p,q — 1;2).

Por ultimo, el inciso f) también ya habia sido establecido en la demostracién del teorema 3.
O

Obsérvese que los incisos a) y b) nos proporcionan valores exactos para los nimeros de Ramsey, sin
embargo estos valores resultan evidentes de la definicién de nimero de Ramsey, luego los valores obtenidos
por estos incisos podemos considerarlos como triviales.

Antes de ver cémo el Teorema [2.12| nos resulta 1til para calcular nimeros de Ramsey no triviales,

mostremos que R(3,3;2) = 6.

Ejemplo 2.3. R(3,3;2) = 6. Es decir, K¢ es la gréfica completa de menor orden que satisface que en

cualquier 2-coloracién, digamos con los colores rojo y azul, hay un K3 rojo o un Kjs azul.

Solucidén. De la siguiente 2-coloracién de K se tiene que R(3,3;2) > 5. Pues claramente no hay un K3

rojo o azul.
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Ahora veamos R(3,3;2) < 6, en efecto dado que cada vértice de Kg incide con 5 aristas, por el
principio del Palomar tenemos que para cualquier 2-coloracién de las aristas de Kg con los colores rojo y
azul, cada vértice incide con al menos 3 aristas azules, o al menos 3 aristas rojas. Supongamos que algiun

vértice es incidente con al menos 3 aristas azules:

Y

Si las aristas que unen estos vértices son rojas, ya terminamos pues tendriamos un K3 rojo:

LN

Si este no es el caso, entonces al menos una de las aristas entre estos vértices es azul, luego esta arista

azul junto con las otras dos aristas azules que unen estos vértices con nuestro vértice inicial forman un

N

K3 azul.

Si no hay un vértice en el cual incidan 3 aristas azules, entonces en todos los vértices inciden al
menos 3 aristas rojas, y por un razonamiento analogo al anterior obtendriamos de igual manera un K3

monocromdtico. Por tanto R(3,3;2) =6
|

Ejemplo 2.4. R(3,4;2) = 9. Es decir, en cualquier 2-coloracién de Ky con colores rojo y azul, hay un
K3 rojo o un K4 azul. No obstante, para n < 9 existen coloraciones de K,, que no contienen K3 rojos ni

K, azules.

Solucién. Por el inciso b) del Teorema tenemos que R(2,4;2) = 4, ademds por lo recién visto
R(3,3;2) = 6, luego por el inciso e) del Teorema se cumple que:

R(3,4:2) < R(2,4;2) + R(3,3;2) = 10.

Asf que R(3,4;2) <9.

Ahora obsérvese que en la siguiente 2-coloracion de Kg no hay K3 rojos, ni Ky azules.
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De esto se sigue que R(3,4;2) > 8, y por lo tanto R(3,4;2) = 9.
|

Ejemplo 2.5 (R. E. Greenwood, A. M. Gleason [10]). R(3,5;2) = 14. Esto es, en cualquier 2-coloracién
de K74 con los colores rojo y azul, hay un K3 rojo o un Kj5 azul. Pero existen 2-coloraciones de K, para

n < 14, que no contienen ni K3 rojos ni K5 azules.

Solucién. Tenemos que R(2,5;2) = 5 y por lo recién obtenido R(3,4;2) = 9, luego por el inciso d) del
Teorema [2.12] tenemos que:
R(3,5;2) < R(2,5;2) + R(3,4;2) = 14.

Ademas de la siguiente 2-coloraciérE| de K3 se sigue que R(3,5;2) > 13. Pues como puede observarse

esta no contiene K3 rojos o K5 azules.

Por tanto, R(3,5;2) = 14.
[ ]

Ahora veremos algunos resultados que permiten hallar cotas superiores para los nimeros de Ramsey.

Para comenzar tenemos el siguiente resultado:
Teorema 2.13. Sik > 2y p1,ps2,...,pk > 3, entonces:
R(p1,p2, .- pk32) < R(p1 — Lp2, .. pk; 2) + R(pr,p2 — 1, pii 2)+
...+ R(p1,p2,. - 0k — 1;2) — k+ 2.
Demostracién. Para 1 < i < k definamos:
R, =R(p1,..-,Pi-1,0i — L, Pit1,. -, Dk;2).

Sean = R;+ Ro+ ...+ Ry — k+ 2, basta probar que en cualquier k-coloracién de la grafica completa
K, con las clases de coloracién {C1,Cs,...,Cy}, existe i € {1,...,k} y una subgrédfica completa K,

monocromatica de color 3.

3En el Apéndice [Alse explica como se obtuvo esta coloracién.
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Sea v € Vg, arbitrario, y consideremos el conjunto
Vi={w e Vg, |w#v y wve C;}.

Ahora como:
k k
S Wil=n-1=> Ri—k+1.
i=1 i=1

Por el Principio del Palomar en su forma general, se sigue que para algin ¢ € {1,2,...,k} se tiene
|Vi| > R;. Luego, la subgréfica generada por V; contiene una subgrafica completa K, monocromética de
color j, para algin j # ¢, o contiene una subgrafica completa K,,_; de color i. Si ocurre el primer caso
ya hemos terminado, y si ocurre el segundo, entonces los vértices de K,,_1 y el vértice v generan una

subgréfica completa K, monocromaética de color i.

Como una aplicacién de este resultado veamos que R(3,3,3;2) < 17.

Ejemplo 2.6. R(3,3,3;2) < 17. Es decir, que en cualquier 3-coloracién de K77, digamos con los colores

rojo, azul y verde, existe un K3 ya sea rojo, azul o verde.

Solucién. En efecto,

R(3,3,3;2) < R(2,3,3;2) + R(3,2,3;2) + R(3,3,2;2) — 3+ 2
=3R(2,3,3;2) — 1.

Luego por el inciso f) del Teorema se sigue:
R(3,3,3;2) < 3R(2,R(3,3;2);2) — 1.
Del Ejemplo R(3,3;2) = 6, por tanto:

R(3,3,3:2) < 3R(2,6:2) — 1 =3(6) — 1 = 17.

Antes de enunciar el siguiente teorema recordemos lo siguiente:

Definicién 2.2. Sean =), , m;, donde my,ma,...,my son enteros no negativos. El coeficiente multi-

nomial se define por:

n n!
mi Mo ... Mg m1!m2! mk'

Ahora presentamos sin demostracion la siguiente proposicién, para el lector interesado una prueba de

la misma puede hallarse en [16].

Proposicion 2.2.

n n—1 n—1
= + +
my ms ... Mg mp—1 mg ... myg my mo —1 ... my
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(e )
+ .
mimg ... mp—1

El siguiente teorema nos proporciona una cota superior para todos los nimeros de Ramsey de la forma

R(p1,p2s- - Pk; 2).

Teorema 2.14.

Ripi1+1,p2+1,...,pp+1;2) < <p1+]92+...+pk>.

p1 P2 ... Dk

Demostracion. Sea k > 2 arbitraria pero fija, y procedamos por induccién sobre n = p; +ps + ... + pk.

Luego si p1 = p2 = ... = pi = 1 tenemos:

k
,2:2)=2< = kI
R(2,2,...,2;2) 2_(1 L 1) k

Supongamos que el teorema se verifica para todo n < N y veamos que también se cumple paran = N.
En efecto, para cualesquier enteros positivos p1, po, ..., pr tales que Zle p; = N, por el Teoremam se

tiene:

k
R(p1+1ap2+177pk+1a2)§ZR(pl+lap2+177p177pk+1a2)
=1

Aplicando la hipétesis de induccién obtenemos:

b N-1
Y por la Proposicién 2.2 se concluye que:

N
R(p1+1,P2+1,...,pk+1;2)§( )
P1 D2 --- Dk

|
Como tultimo resultado de esta seccién se presenta el siguiente teorema debido a Greenwood y Gleason,

éste proporciona una cota superior para el orden de una grafica completa con el cual se asegura la

existencia de un tridngulo monocromatico.
Teorema 2.15 (R. E. Greenwood, A. M. Gleason [10]). Para cada n € N se verifica que

R(3,...,3;2) < |en!| + 1.
———

n

Donde e es la base del logaritmo natural, y |z] es la parte entera de z, es decir, el mayor entero que es

menor o igual a x.

Demostracién. Por induccién sobre n. Si n = 1 trivialmente se tiene que R(3;2) = 3 = |e(1!)] + 1.

También si n = 2 por el Ejemplo se tiene que

6=R(3,32) < le()] +1=5+1.
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Ahora supongamos que el teorema se verifica para n = k — 1, es decir, que

R(3,...,3:2) < |e(k —1)!] +1.
k—1

Veamos que también se cumple para n = k. En efecto, por el Teorema se sigue que:

R(G,...,3:2) <R(2,3,...,3;2) + R(3,2,...,3:2) +...
——
k
o+ R(3,3,...,2;2) — k+ 2

=kR(3,3,...,3,2;2) — k + 2;
——

k—1
<kR(3,3,...,3,R(3,2;2);2) — k+ 2; (Inciso f) del Teorema [2.12)).
——
k—2
=kR(3,3,...,3;2) — k+2. (Pues R(3,2;2) = 3).
————
k—1

Por hipétesis de induccién se sigue que:

RG,....3:2) <k(le(k—1))] +1) — k +2
k

= kle(k — 1)!] +2.
Si tuviéramos que k(|e(k — 1)!|) = |ek!| — 1, la demostracién habria concluido. Pues ya se tendria que:
R(3,...,3;2) < (|lek!] — 1)+ 2
——

= |ek!] + 1.

Veamos pues que esto en verdad ocurre. Para ello se probara que

k

L%UZE:g

n=0

y se vera que la igualdad deseada se sigue de ésta. Por simple inspeccién puede observarse que la igualdad

anterior se cumple si k = 1, 2. Entonces para k > 2 se tiene:

o0

o= S5 =[5+ > K

n=0 n=k+1
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k

k! : :

como Zo < es entero se sigue que:
=

lek!] = nzof’: + L_i;l k—:J

% | 1
:;m+{k+1+(k+1)(k+2)+"'J'

.1 1 1 1 1 1 .
Dado que: <% GO <2 G0 < B o entonces

ijrl+(k+1)1(k+2)+"'J = &“L%J’%“LJ

(Pues k > 2).

A partir de lo anterior ya se puede afirmar que para todo entero positivo k,

k

k!
n=0
Luego:
k—1
kE—1)!
kle(k— 1) =k > ( — )
n=0
=1
e
n=0
"RR!
- n=0 E - H
= |ek!| -1

Y esto concluye la demostracién.






Capitulo 3

Teorema de Erdos-Szekeres

Para el presente capitulo seran necesarios los siguientes conceptos preliminares.

Definicién 3.1. Un poligono es una figura geométrica cerrada que consiste en una sucesién de segmentos
de linea 1, (s, . ..,1,, llamados lados. Cada par de lados consecutivos, l; y l;+1,2=1,...,n— 1, as{ como
el ultimo lado [,, con el primero [y, tienen un punto extremo en comun, llamado vértice. Un poligono es

llamado simple si ningun par de lados consecutivos se intersecan.

Poligono simple. Poligono no simple.

Cada poligono simple divide al plano en dos regiones: su interior, que consiste de los puntos dentro de
la curva, y su exterior, que consiste de los puntos fuera de la curva. Este hecho es un caso particular del
famoso Teorema de la curva de Jordan. En lo sucesivo nos estaremos refiriendo frecuentemente al interior

de un poligono simple P, por lo que lo denotaremos simplemente por int(P).

Definicién 3.2. Un poligono P es llamado convezo si cada segmento de linea que conecta dos puntos en
int(P) se halla completamente dentro del poligono. Una diagonal de un poligono simple es un segmento
de linea que conecta dos vértices no consecutivos del poligono. Una diagonal es llamada diagonal interior

si se encuentra completamente dentro del poligono, exceptuando los vértices.

d e e
a) Poligono convexo. b) Poligono no convexo.

Figura 3.1: Ejemplo de poligono convexo y de poligono no convexo.

27
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En el poligono b) de la figura anterior, el segmento de linea que conecta a con ¢ es una diagonal
interior, mientras que el segmento de linea que une b con e no lo es.

Definicién 3.3. Una triangulacion de un poligono simple consiste en la divisién del poligono en tridngu-

los, mediante la adicién de diagonales que no se intersecan.

Figura 3.2: Dos triangulaciones de un poligono simple.

Como puede verse en la figura anterior, en general los poligonos simples admiten més de una trian-
guacion.

Definicién 3.4. Dado un conjunto finito A de puntos en el plano, se define el poligono que encierra a A

como el menor poligono conveX(El, P, que satisface que todo punto de A estd en P o estd en int(P).

Definicién 3.5. Sea A un conjunto finito de puntos en el plano y P el poligono que encierra a A, el

cierre convexo de A se define y se denota como: conv(A) = P U int(P).

Figura 3.3: Cierre convexo de un conjunto de puntos en el plano. El poligono que encierra los puntos se
halla en lineas punteadas.

Por ultimo definimos lo que entenderemos por posicién general en el plano.

Definicién 3.6. Un conjunto A de puntos en el plano se halla en posicion general, si cualesquiera tres
puntos de A no se encuentran sobre una misma linea recta.

3.1. Teorema de Erdos-Szekeres

El siguiente problema fue propuesto por Esther Klein en 1933:

Problema 3.1. Probar que en cualquier configuraciéon de 5 puntos en el plano en posicién general,

siempre pueden hallarse 4 que constituyen los vértices de un cuadrilatero convexo.

1El menor en el orden dado por la contencién de conjuntos.
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E. Klein resolvié este problema analizando las posibles configuraciones de los 5 puntos. Si el cierre
convexo de los puntos es un pentdgono o un cuadrildtero, el resultado es evidente. Ya que en el primer
caso cualquier coleccion de 4 puntos determinan un cuadrildtero convexo, y en el segundo el cuadrilatero

convexo estd determinado por los puntos que forman el cierre convexo.

a) b)

Figura 3.4: En a) cualquier subconjunto de 4 puntos determinan un 4-4gono convexo. En b) el cuadrildtero
convexo estd dado por el poligono del cierre convexo.

Por 1ltimo cuando el poligono del cierre convexo es un tridngulo, los dos puntos interiores, junto con

los dos puntos que quedan del mismo lado de la recta que los une, forman el cuadrilatero convexo.

Figura 3.5: Cuadrilatero convexo cuando el cierre convexo esta determinado por tres puntos.

En [7], Erdds y Szekeres mencionan que después de dar solucién a este problema, E. Klein sugiere la

siguiente generalizacion:

Problema 3.2. ;Es posible encontrar para cada entero n > 3, un minimo entero F.S(n), tal que cualquier
configuracién de ES(n) puntos en el plano en posicién general, contenga n que formen un poligono

convexo?

P. Erdés y G. Szekeres dieron respuesta positiva a este problema, y su solucién constituye uno de
los acontecimientos més importantes dentro de la matemética discreta, ya que su articulo [7] impulsé el
desarrollo de la Teoria de Ramsey, la cual brinda solucién a miltiples problemas de existencia. En la
presente seccién se exponen diversas soluciones al problema de Erdés-Szekeres (que es como se conoce al

Problema|3.2)). Las primeras soluciones dependen del Teorema de Ramsey y nos permiten acotar el valor
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de ES(n) mediante ciertos nimeros de Ramsey. La otra solucién es mds geométrica y brinda cotas més
justas para ES(n).
Antes de pasar a las demostraciones enunciemos de manera mas formal el Teorema de Erdds-Szekeres,

para lo cual requeriremos de la siguiente definicion.

Definicién 3.7. Sea X un subconjunto de puntos en el plano en posicién general, diremos que z1,...,z, €

X se hallan en posicion conveza, si z1,...,x, constituyen los vértices de un poligono convexo.

Teorema 3.1 (Erdds-Szekeres). Para cada entero n > 3 existe un minimo entero ES(n), tal que en
cualquier configuracién en el plano de ES(n) puntos en posicién general, n de ellos se hallan en posicién

convexa.

A manera de ejemplo podemos observar que cualesquiera tres puntos en el plano en posiciéon general
determinan los vértices de un tridngulo, luego ES(3) = 3. También de la solucién al Problema se
tiene que ES(4) = 5.

o - - ———— — — — —
N

Figura 3.6: En a) tres puntos en posicién general se hallan en posicién convexa. En b) cinco puntos en
posicién general siempre contienen cuatro que forman un cuadrilatero convexo.

3.1.1. Demostraciones usando el Teorema de Ramsey

La primer prueba del Teorema de Erd6s-Szekeres que hace uso del Teorema de Ramsey es la que
aparece en [7] y es debida segtin el propio P. Erdds a G. Szekeres. Esta prueba se basa en el problema

resuelto por E. Klein y en el siguiente lemas:

Lema 3.1. Dados k£ > 4 puntos en el plano, en posicién general, si cualesquier 4 de ellos son vértices de

un cuadrilatero convexo, entonces los k puntos son los vértices de un k—gono convexo.

Demostracion. Sea [ el numero de lados del poligono que encierra los k puntos, si k = [, habriamos
terminado. Supongamos entonces que | < k y sean vi,vs,...,v; sus vértices. A partir del vértice vq
tracemos rectas hacia los vértices vq,vs,...,v;. Como [ < k, hay un punto en el interior del I-gono
convexo, ademads como los puntos estdn en posicién general, este punto debe ser interior a alguno de los
tridngulos: Avivavs, Avivsvy, . .., Aviv_1v;. Pero entonces, el punto interior y los 3 vértices del triangulo

no forman un cuadrildtero convexo, lo cual es una contradiccién.
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Para probar la existencia de ES(n) es suficiente con mostrar que este valor es finito.

Demostracién (Erdds-Szekeres [7]). Consideremos un conjunto de R(5,m;4) puntos en el plano en

posicion general. Coloreemos los cuadrilateros con vértices en este conjunto de la siguiente manera:
Si el cuadrilatero no es convexo se colorea de azul, en otro caso de rojo.

Por el Teorema de Ramsey se sigue que existen 5 puntos con todos sus cuadrilateros azules, es decir,
con todos sus cuadrilateros no convexos, o existen n puntos tal que todos sus cuadrildteros son rojos.
Como Esther Klein mostré que el primer caso no se puede dar, entonces lo que se tiene es un subconjunto
de n puntos con todos sus 4-subconjuntos rojos, es decir, con todos sus cuadrildteros convexos. Luego

por el Lema [3.1] se tiene que los n puntos forman un poligono convexo.

]

De esta demostracién se sigue que ES(n) < R(5,n;4). Veamos ahora otra demostracién del Teorema

de Erdds-Szekeres de la que se deduce ES(n) < R(n,n;3), esta demostracion es debida a A. Tarsy, pero
fue publicada por M. Lewin en [12].

Demostracién (A. Tarsy [12]). Considérese un conjunto de R(n,n;3) puntos en el plano en posicién
general, adema&s supongamos que no hay dos puntos con la misma abscisaﬂAhora denotemos los puntos
mediante P, ..., Pr(y,n;3) de acuerdo al incremento de la coordenada x, esto es desde el punto més a la
izquierda hasta el que se encuentre méas a la derecha.

Una vez hecho lo anterior, coloreemos todos los tridngulos de este conjunto como sigue:

Siel APP;Py, i < j < k, es tal que P; se encuentra por arriba del segmento P; P, el tridngulo
serd rojo, en otro caso serd azul. Equivalentemente, el tridngulo AP;P; Py, @ < j < k serd rojo, si cuando
se recorren los vértices de P; hacia Py el recorrido se hace en el sentido de las manecillas del reloj. En

otro caso sera azul.

P P Py

P; Py P;

Figura 3.7: Posibles coloraciones del tridngulo AP;P; P,

El Teorema de Ramsey nos asegura la existencia de un subconjunto S de n puntos, tal que todos
sus tridngulos son del mismo color. Afirmamos que este conjunto de puntos constituye los vértices de
un poligono convexo. En efecto, de no ser este el caso se tiene que al menos un punto P. € S estd en
el interior de conv(S). Luego si triangulamos conv(S) podemos hallar un tridngulo AP, P;P, C S, con
1 < j <k, tal que P, estd en el interior de AP;P;P.

2Si no fuera este el caso, basta con una rotacién del plano para que se cumpla.
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conv(S)

Figura 3.8: Ejemplo de triangulacién de conv(S) con un P, en su interior.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que: i < r < j. Entonces el tridngulo AP; P, P; se colorea
diferente al tridngulo AP, P, Py.

P; P;

Figura 3.9: Dos tridngulos en conv(S) con coloraciones distintas.

Lo anterior contradice que todos los tridngulos de S son monocromaticos. Por lo tanto los puntos de

S son los vértices de un n-dgono convexo.
|

La tltima demostracién del Teorema de Erdés-Szekeres que hace uso del Teorema de Ramsey es debida

a Scott Johnson y su argumento es el siguiente:

Demostracién (Johnson [I1]). Sea S un conjunto de R(n,n;3) puntos en el plano en posicién general.
Para cualquier 3-subconjunto {a, b, c} de S, sea |abc|s el nimero de puntos de S que estén en el interior

del tridngulo Aabc. Definanse los siguientes conjuntos:
A; = {{a,b,c} C S:abc|g es impar} y A, = {{a,b,c} C S :|abc|s es par}.

Por el Teorema de Ramsey, existe un n-subconjunto B de S, tal que P3(B) C A; o P5(B) C Ay,
donde como antes P3(B) es la coleccién de los 3-subconjuntos de B. Veamos que los puntos de B son los
vértices de un poligono convexo.

Supongamos que los puntos de B no son los vértices de un poligono convexo. Entonces existen 4
puntos distintos en B, digamos a, b, ¢, d, tales que d es interior al tridngulo Aabc. Si consideramos a Aabc

como el conjunto formado por el tridngulo y su interior, se tiene la siguiente igualdad de conjuntos:

Aabe = (Aabd) U (Aacd) U (Abed),
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ademds como S se halla en posicion general, se satisface que:
(Aabd) N (Aacd) N (Abed) = {d}.

Como puede verse en la siguiente figura.

Figura 3.10: El tridngulo Aabc con un punto d en su interior.

De lo anterior se sigue que:

labc|s = |abd|s + |acd|s + |bed|s + 1.

De la igualdad anterior se sigue que |abc|g, |abd|s, |acd|s,|bed|s no pueden ser todos pares o todos
impares, lo que contradice que P3(B) C A; o P3(B) C A,. Esta contradiccién nos muestra que los puntos

de B determinan un poligono convexo.

A partir de las demostraciones anteriores se sigue que:
ES(n) < min{R(5,n;4), R(n,n;3)}.

Las siguientes secciones las dedicaremos a analizar métodos que permiten hallar cotas mas justas para
ES(n).

3.1.2. Capas y Copas

Sea S un conjunto de m puntos en el plano en posicién general, tal que no hay dos con la misma
coordenada x. Nombremos los puntos en S como Py, Ps, ..., P, de acuerdo al crecimiento de su coordenada
x, de este modo P; es el punto mas a la izquierda y P, el punto mas a la derecha. Ahora sea T =
{Q1,Q2,...,Q;} un subconjunto de S, también ordenado de acuerdo al crecimiento de sus abscisas. Para

1=1,2,...,1 —1 sea m; la pendiente del segmento Q;Q;1.
Definicién 3.8. Sea T como en el parrafo anterior, T" serd llamado una l-copa o una [-capa si la secuencia:
my,Ma,...,my_1 es creciente o decreciente respectivamente. El punto ()1 serd el extremo izquierdo de

T, y el punto @Q; el extremo derecho.

Ejemplo 3.1. A continuacién se muestran ejemplos de una 4-copa y una 5-capa:
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Qs
0 Q4

Q1 Q4
\Q\/ Qs
2

Q3 Q1

Figura 3.11: Una 4-copa y una 5-capa.

La siguiente observacion serd clave para la obtencién de cotas superiores para ES(n).

Observacion 3.1. Si un punto p es extremo derecho de una capa y al mismo tiempo es extremo izquierdo

de una copa, entonces la capa o la copa puede ser extendida a una capa o copa mas larga, respectivamente.

Demostracion. Denotemos con u al segundo punto de la capa, contando desde la derecha, y sea v el
segundo punto de la copa, contando desde la izquierda. Ahora, si el angulo Zupv es menor que 180°
la capa puede extenderse hasta v, por otro lado si el angulo Zupv es mayor que 180° la copa puede

extenderse hasta u, como se muestra en la Figura 3.11.

u u

p P
v v

a) b)

Figura 3.12: En a) la capa se extiende hasta v y en b) la copa se extiende hasta wu.

Otra definicién que nos serd de mucha utilidad en algunos resultados subsecuentes es la siguiente:

Definicién 3.9. Sean A y B dos conjuntos finitos de puntos en el plano. Diremos que B estd en el fondo

de A si se cumplen las siguientes condiciones:
= i) Ninguna linea determinada por puntos de AU B es vertical.
= ii) Cada linea determinada por puntos de A pasa por encima de los puntos de B.

= iii) Cada linea determinada por puntos de B pasa debajo de los puntos de A.

Ejemplo 3.2. En la siguiente figura el conjunto B se encuentra en el fondo del conjunto A. Pero el

conjunto B’ no se halla en el fondo del conjunto A’.
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e _—

Definicién 3.10. Sean A y B dos conjuntos finitos de puntos en el plano. Se dird que B estd a la derecha

de A, si la abscisa de cada punto en B es mayor a la abscisa de todos los puntos en A.

Ejemplo 3.3. En la siguiente figura el conjunto B se halla a la derecha del conjunto A.

Se denota por f(k,l) a la menor cantidad de puntos en el plano, en posicién general, con la cual se
asegura la presencia de una k-copa o una l-capa. En [7] P. Erdés y G. Szekeres logran obtener el valor
exacto de f(k,1).

Teorema 3.2. Para k,l > 3, se cumple que:

f(k,1) = <k Zi; 4) +1.

Demostracién. El teorema es consecuencia de los siguientes hechos acerca de f(k,1):
=) fB3D =1y f(k,3) =k

El inciso 7) se sigue de la definicién de f(k,1).
Para probar ii) primero veremos que f(k,l) < f(k—1,1) 4+ f(k,l — 1) — 1, para ésto considérese un
conjunto X de f(k — 1,1) + f(k,l — 1) — 1 puntos en el plano en posicién general. Veamos que en este

conjunto siempre podemos hallar una k-copa o una l-capa.
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En efecto, considérese el conjunto Y definido como sigue:
Y = {p € X|p es extremo izquierdo de una (k — 1)-copa}.

Obsérvese que X \ 'Y no tiene (k — 1)-copas, luego si X \ 'Y tiene f(k —1,1) elementos, debe contener
una [-capa y el inciso 1) queda probado. Si ocurre que | X\Y| < f(k—1,1), entonces |Y| > f(k,l—1),yY
contiene una k-copa o una (I—1)-capa. De ocurrir el primer caso, habrfamos terminado, supongamos que se
tiene una (I—1)-capa, digamos { P, P, ..., P,_1 }. Por la manera en que se defini6 al conjunto Y, existe una
(k—1)-copa {Q1,Qx,...,Qk_1} tal que P,_; = Q. Por la observacién se sigue que se puede extender
la (k—1)-copa a una k-copa anadiendo como extremo izquierdo a P,_s, o podemos extender la (I—1)-capa
a una [-capa afladiendo como extremo derecho a Q2. Asi se tiene que f(k,1) < f(k—1,1)+ f(k,1—1)—1.

Veamos ahora que f(k,1) > f(k—1,1)+ f(k,l—1)—1. Sea F(k,l) = f(k,l)—1, y X(k,1) un conjunto
con F'(k,l) puntos en posicién general, en el cual no existen k-copas o I-capas. Nétese que la desigualdad
fk, 1) > f(k—1,0)+ f(k,1—1)—1 es equivalente a F'(k,l) > F(k—1,1)+ F(k,l—1). La dltima desigualdad
quedarfa establecida si se muestra un conjunto de F(k — 1,1) + F(k,l — 1) puntos en posicién general en
el cual no haya k-copas o [-capas.

Sean U = X (k,l—1) y V = X(k —1,1). Colocar el conjunto V de modo que se encuentre en el fondo
y a la derecha de U. Hagase X (k,1) =UUV.

Figura 3.13: El conjunto V se encuentra en el fondo y a la derecha de U.

Como V estd en el fondo y a la derecha de U, cualquier k-copa en X (k,[) se encuentra completamente
contenida en U o tiene su extremo izquierdo en U y el resto en V. De esto se sigue que no hay k-copas
en X (k,l). De manera andloga, cualquier I-capa se encuentra contenida en V o tiene su extremo derecho
en V y el resto de los puntos en U. De esto se sigue que X (k,!) tampoco contiene [-capas. Por lo tanto
F(k,1) > F(k—1,1) + F(k,l — 1) o equivalentemente f(k,1) > f(k—1,1)+ f(k,l — 1) — 1. De lo anterior
se concluye que

Fk,0) = f(k—1,0) + f(k,1— 1) — 1.

Veamos ahora que f(k,[) = (kzi?l) + 1.

La prueba es por induccién sobre k y [.
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F3,0) = (3;S4>+1— (l_ll>+1—z,

lo cual es verdadero por el inciso ).

Sik=3:

Del mismo modo el inciso ¢) garantiza la veracidad del teorema cuando [ = 3:

f(k,3) = <k23;4>+1= (:_;)—i—l:k.

Supongamos que el teorema se satisface para f(k — 1,1) y para f(k,l — 1), veamos que esto implica
que se cumple para f(k,1).

En efecto, por el inciso i) se tiene que:
f(kvl) :f(k_ 1al)+f(k,l_1) _L

y por la hipétesis de induccién:

flk,1) = ((k;_liri;l) +1> + ((k+é:12_4> +1) ~1.

Flk,1) = (k Zi; 5> + <k Zi; 5) +1= <k Zi; 4) + 1.

Como una consecuencia de este teorema tenemos el siguiente corolario:
Corolario 3.1. Sin > 3, entonces ES(n) < (27?:24) + 1.

Demostracion. En efecto, esto se sigue de que los puntos que forman una k-copa o una l-capa, son
vértices de un poligono convexo. Luego, si tomamos un conjunto con f(n,n) puntos en posicién general
entonces aseguramos la existencia de una n-copa o una n-capa, y por ende de un n-agono convexo. Esto

implica que ES(n) < f(n,n) = (27?__24) + 1.

3.2. Numeros de Erdos-Szekeres

Para cada n > 3, el valor ES(n) serd llamado el nimero de Erdés-Szekeres correspondiente a n.
Las pruebas que al momento se han hallado del Teorema de Erd&s-Szekeres no permiten determinar los
valores precisos de ES(n) para cualquier n. En el momento en que P. Erdds y G. Szekeres escribieron su

articulo, se conocian los siguientes valores:
= ES(3) = 3. (Trivial)
» ES(4) =5. (E. Klein)
» ES(5) =9. (E. Makai)

Resulta interesante notar que:
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» ES(3)=3=23"2+1.
» ES(4)=5=2%241.
» ES(5)=9=2"24+1.
A partir de esta observacién Erdés y Szekeres propusieron la siguiente conjetura:

Conjetura 3.1 (Erdds-Szekeres). Para cada n > 3 se cumple que
ES(n)=2""2+1.

Aunque no se han obtenido resultados que nos hagan pensar que esta conjetura esté a punto de
sucumbir, en [I9] prueban que ES(6) = 2672 + 1 = 17, aportando mds evidencia a la posible veracidad
de la misma.

Cémo determinar los valores exactos de ES(n) ha resultado ser una tarea sumamente dificil, en su

lugar los matematicos se han centrado en buscar cotas para dichos valores.

3.2.1. Cota inferior

Como ya mencionamos, Erdés y Szekeres conjeturaron que ES(n) = 2”2 + 1. Aunque la conjetura

permanece abierta, en [§] lograron un avance al probar que ES(n) > 2"72 + 1.
Teorema 3.3 (Erdés-Szekeres, [§]). Para cada n > 3 se cumple que: ES(n) > 2772,

Demostracion. Para demostrar esta afirmacion lo que ErdSs y Szekeres hicieron fue evidenciar la ex-
istencia de una configuracién de 2”2 puntos en posicién general en la cual no puede hallarse un n-

agono convexo. Una configuracién con esta propiedad puede obtenerse de la siguiente manera: para cada
i €{0,1,...,n — 2} sea A; un conjunto de (";?) puntos sin (n — i)-copas y sin (i + 2)—capas También
podemos asumir que no hay lineas verticales determinadas por puntos en Aﬂ es mas, podemos suponer
que las lineas determinadas por puntos de A; son casi horizontales, es decir, que para un valor de €
suficientemente pequeno, los dngulos de estas rectas con el eje X se hallan en el intervalo (—e,€). E|
Coloquemos cada conjunto A; en una vecindad de la linea horizontal: I; = {(z,y) € R?|y = —i}, de
tal modo que se encuentren a la derecha de los conjuntos que ya hallan sido colocados: Ag, 41,...,4;_1.
Comprimiendo suficientemente cada A; en sentido vertical, podemos garantizar que A; esta en el fondo

de A; para j < i. Sea X = JI_ A;, entonces

n—2 n— 2
X| = =on—2

i=0

Veamos que en X no hay n puntos que determinen un n-dgono convexo. Supongamos que Y C X
se encuentra en posicién convexa. Sean p y ¢ el menor y mayor valor de ¢ que verifica A; NY # (),
respectivamente. Si p = ¢, entonces Y no contiene (p + 2)-capas ni (n — p)-copas, de aqui que |Y| < n.

En general, por la manera en que fue construido X, se tiene que:

= YN A, es una capa de a lo més p + 1 puntos.

3Estos conjuntos existen, basta con hacer A; = X (n — 4,4 + 2) como en la demostracién del Teorema
4Si no es el caso, basta con rotar los puntos un angulo apropiado.
5Para obtener esto basta con encoger el conjunto A; en direccién vertical.
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» YN A, es una copa de a lo mas n — g — 1 puntos.
n [YNA;)| <1lparap<i<gq.

Por tanto,
Y<(p+D)+n—-q-1)4+q—p—1=n-1,

y de esta manera X no contiene n puntos que determinen un n-agono convexo.

3.2.2. Cotas Superiores

Un problema importante es determinar la cantidad minima de puntos necesarios para asegurar la
presencia de un n-agono convexo. Como ya se vio en la seccién anterior, P. Erdés y G. Szekeres probaron
que 2”2 puntos no son suficientes para garantizar la aparicién de n-dgonos convexos. Este resultado

junto con el Corolario nos proporcionan las siguientes cotas para el valor de ES(n):

2n —4
2"2+1§E5(n)§< >+1.
n—2
Como ya se menciond, Erdés y Szekeres, conjeturaron que la cota inferior es justa. Respecto a la cota
superior, ésta se mantuvo sin mejoras por casi 60 afios, hasta que en [4] Chung y Graham obtuvieron la

siguiente:

Teorema 3.4 (Chung-Graham [4]).
2n —4
< .
ES(n) < (n _q )

2n—4

Demostracién. Sea X un conjunto de (n_2

) puntos en posiciéon general, sin dos con la misma coorde-

nada y. Definase el conjunto R como:
R = {p € X|p es extremo derecho de una (n — 1) — capa}.

Observemos que (2"74) — (2"75) = (2”75). Ahora, al igual que en la prueba del Teorema podemos

n—2 n—3 n—3
suponer que |R| > (27?:35). SiR > (27?:35), entonces R contiene una n-capa o una (n—1)-copa. En el primer

caso ya no queda nada por probar, en el segundo contamos con una (n — 1)-copa cuyo extremo izquierdo
es también un extremo derecho de alguna (n — 1)-capa, y se prosigue como en la prueba del teorema
Asi, se puede asumir que |R| = (27?:35). Sea B = X \ R, es claro que |B| = (25:35). Para b € B, el conjunto
RU{b} es de tamaio (2::35) +1, luego contiene una n-capa o una (n—1)-copa. En caso de tener una n-capa
de nuevo habriamos terminado. Luego supongamos que para cualquier eleccién de b € B lo que se tiene
es una (n — 1)-copa. Si el extremo izquierdo de alguna (n — 1)-copa es elemento de R, por la observacién
habriamos terminado, pues tendriamos una (n — 1)-copa cuyo extremo izquierdo es también extremo
derecho de una (n — 1)-capa, por tanto alguna de ellas puede ser extendida y obtenerse una n-capa o una
n-copa. Para agotar todas las posibilidades debemos asumir que para cualquier (n — 1)-copa en R U {b}
su extremo izquierdo es b. Es decir, todo b € B es extremo izquierdo de una (n — 1)-copa cuyo extremo
derecho se halla en R. Un razonamiento andlogo, nos muestra que cualquier r € R es extremo derecho
de una (n — 1)-capa cuyo extremo izquierdo se encuentra en B. Sea S el conjunto de todos los segmentos

rb, donde r € Ry b € B, y existe una (n — 1)-copa o una (n — 1)-capa cuyo extremo derecho es r y
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cuyo extremo izquierdo es b. Sea rb el elemento de S que tiene la mayor pendiente. Supongamos que
r,b son extremos de una (n — 1)-copa, el tratamiento del otro caso es andlogo. Ya sabemos que existe
una (n — 1)-capa cuyo extremo derecho es r y cuyo extremo izquierdo es b'. Ahora es ficil ver que la

(n—1)-copay V', ola (n—1)-capa y b determinan un n-dgono convexo.
(Il

Como podemos ver la mejora es bastante modesta, pero este resultado permitié que otros matematicos
obtuvieran mejores resultados, siendo G. Téth y P. Valtr, los que més éxito han tenido, aunque sus
resultados todavia se encuentran lejos del valor conjeturado.

Por ultimo, para concluir esta secciéon presentamos una prueba debida a G. Toth y P. Valtr de que

ES(n) < (277_725) + 2. Para esto recordemos algunos conceptos referentes a graficas dirigidas.

Definicién 3.11. Una grdfica dirigida D = (Vp, Ep) consiste de un conjunto de vértices Vp y un

conjunto de aristas (dirigidas) Ep C Vp x Vp (sin lazos m)

Definicién 3.12. Un torneo T,, es transitivo si no contiene ciclos dirigidos, esto es, paracada3 < m <n

no existen vy, va, ..., Uy, € Vp con v103, V203, . . ., Um—_1Um, UmV1 € Ep.

Ejemplo 3.4. En la siguiente figura se muestra un torneo T5 transitivo y uno no transitivo.

a) b)

Figura 3.14: El torneo que aparece en a) es transitivo, pero el de b) no lo es.

La siguiente definicién es acerca del comportamiento de las funciones de peso sobre gréficas dirigidas.

Definicién 3.13. Sea D una grafica dirigida y w : Ep — R una funcién de peso. Un camino dirigido

V12 ...V, en D serd w-decreciente si:

w(v103) > w(vav3) > ... > w(vp_10,).
Similarmente, serd llamado no w-decreciente si:

w(v105) < w(Ua03) < ... < W(Vp_10y).

Ejemplo 3.5. Como puede observarse en la siguiente digréfica pesada, el camino: vivavsvy es w-

decreciente, mientras que el camino: vsvsvs es no w-decreciente.
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V1

Vg U5

V3 5 V4

La prueba de la cota se basa en un resultado de V. Chvatal y J. Komlds, el cual se enuncia a

continuacién sin demostracién, la cual puede hallarse en la referencia.

Lema 3.2 (V. Chvétal, J. Komlés:[5]). Sea G un torneo transitivo con més de (p;fz;l) vértices, y sea
w: V(G) = R. Entonces G contiene un camino dirigido simple w-decreciente con p vértices o un camino

dirigido simple no w-decreciente con g vértices.

Teorema 3.5 (G. Té6th, P. Valtr: [20]). Sea n € N con n > 3, entonces se cumple que

ES(n) < <2n B 5) +2.

n—2

2n—>5

Demostracién. Sea P un conjunto de N = (n_2

) + 2 puntos en posiciéon general, y como antes,
consideraremos que no hay dos puntos con la misma coordenada y. Sea p el punto mas a la izquierda en
P. Denotemos los puntos en P\ {p} por p1,pa,...,pn—1, ordenados de manera decreciente respecto a la

pendiente que forman con p.

T ePN-1

Figura 3.15: Conjunto de puntos etiquetados de manera decreciente respecto a la pendiente formada con
.

Definase un torneo transitivo sobre p1,ps, ..., py—_1 de tal modo que cada arista esté dirigida hacia el
vértice de mayor indice. Para cualquier ¢ < j, sea w la funcién de peso que asigna a cada arista p;p; el

angulo que forma dicha arista con el eje y, medido en el sentido de las manecillas del reloj.



42 CAPITULO 3. TEOREMA DE ERDOS-SZEKERES

b1

"
y2 '

oD

Figura 3.16: En a) se muestra como se construyen las aristas del torneo, y en b) como se asigna el peso
a una arista.

Por la manera en que estan dirigidas las aristas es claro que no puede haber ciclos dirigidos, luego
por el Lema [3.2] existe un camino dirigido simple p;, pi, ...p;, w-decreciente o un camino dirigido

simple p; pj, ...pj._, no w-decreciente. En el primer caso el n-dgono convexo estd determinado por:

Diy s Digs - - - » Din» €1 €l segundo por: p, pj,, Pjoy - - - Pjn_1 -

a) Un camino dirigido simple w-decreciente. b) Un camino dirigido simple no w-decreciente.

O



Capitulo 4

El Teorema de Erd&s-Szekeres en R?

En su articulo de 1935 P. Erdés y G. Szekeres afirmaron que la demostracién de su teorema podia
ser generalizada para probar un resultado andlogo en R?. El objetivo de este capitulo es presentar este
resultado y ver cémo su demostracion se sigue de manera directa del Teorema de Ramsey, mostrandonos
una vez mas el poder de este Teorema para obtener resultados de existencia. Para poder presentar la

demostracién seran necesarios algunos conceptos del anélisis convexo.

4.1. Conceptos basicos de analisis convexo.

Recordemos que al enunciar el Teorema de Erdos-Szekeres en el plano, restringimos nuestra atencién
a conjuntos de puntos que se hallaran en posicién general, esto es, conjuntos de puntos en los que
cualesquier 3 de ellos no eran colineales. El concepto de posicién general puede ser generalizado para
tratar con conjuntos de puntos en més de dos dimensiones. Por ejemplo, en R3 un conjunto X de puntos
se halla en posicién general si cualesquier tres puntos de X no son colineales y ademas cualesquier cuatro
puntos no son coplanarios.

Para establecer el concepto de posicién general para conjuntos en R, seguiremos el tratamiento dado

en [22] por R. T. Rockafellar y en [15] por James R. Munkres. Comenzamos por la siguiente:

Definicién 4.1. Un conjunto {xg,X1,...,Xk} de puntos en R? es geométricamente independiente, o

afinmente independiente, si las ecuaciones:

k
Zaixizo y Zai:O,
=0 i

tienen unicamente solucion trivial, i.e., a; = 0.

Para dar una interpretacién a lo que se quiere decir con geométricamente independiente, observemos

que al resolver la segunda ecuacién para ag obtenemos:

k
apg = — E ;.
i=1

43
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Luego al sustituir este valor en la primer ecuaciéon se tiene:

k

k k k k
0= E a;X; = agXg + E a;x; = (— E a;)xo + E a;X; = g a;(X; — Xp)-
i=0 i=1 i=1 i=1

i=1

De donde se sigue que la definicién de independencia geométrica es equivalente a decir que la ecuacién:

k
Zai(xi — Xo) =0
i=1

se satisface solo cuando a; = 0. Esta ultima afirmacién coincide con la de independencia lineal para el
conjunto de vectores {x; — Xp, ...,Xx — Xo} del espacio vectorial R%. De esto se sigue que: dos puntos
distintos forman un conjunto geométricamente independiente; tres puntos distintos son geométricamente
independientes si no son colineales; cuatro puntos en R® son geométricamente independientes si no son

coplanarios.

Definicién 4.2. Si {xp, ..., X} es un conjunto de puntos geométricamente independiente de R?, entonces

el k-plano, P, determinado por estos puntos se define como el conjunto de puntos x en R? que satisfacen:

k k
X = Z tix; donde Zti =1.
i=0 i=0

De la segunda ecuacion de la definicién anterior se tiene que:

k
tozl—Zti.
=1

Sustituyendo este valor en la primer ecuacion,

k k k

X = tQXO + Ztixi = (1 — zti)XO + Ztixi.
i=1

i=1 =1

De esta ultima cadena de igualdades se deduce que los puntos de P pueden escribirse como:

x:xo—i—Zai(xi — X0), (4.1)

para ciertos numeros ai, as, . .., ax. Como los vectores x1 —Xo, . . . , Xx —Xg Son linealmente independientes,
son base de algiin subespacio V¥ de R?, asi la ecuacién (4.1) nos permite describir a P como el plano que
pasa por el punto xy y que es paralelo a los vectores del espacio vectorial V*. Esta es la razén por la que
P recibe el nombre de k-plano.

Ahora ya estamos en condiciones de enunciar la definicién de puntos en posicién general en R%:

Definicién 4.3 ([15]). Un conjunto X de puntos en R se dice que se halla en posicién general, en R?,

si todo subconjunto de X que contiene a lo mas d + 1 puntos es geométricamente independiente.

Claramente la definicién anterior es equivalente a decir que un conjunto X se halla en posicién general,
si para todo k € {1,2,...,d—1} no hay k+2 puntos en un mismo k-plano. Es fdcil ver que esta definicién

es consistente con la definicién de posicidén general para puntos en el plano que ya habiamos mencionado.
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Una vez que se ha establecido el concepto de puntos en posicién general en R? lo que sigue es definir
de manera precisa qué es lo que se entiende por conjuntos convexos en R?. Para cumplir con este objetivo
nos apegaremos a la definicién dada en [22], para lo cual comenzaremos por presentar algunos términos

preliminares:

Definicién 4.4. Un subconjunto C' de R? se dice que es un conjunto convezxo si siempre que x,y € C'y
A € ]0,1] se cumple
(I1-X)x+ Ay e C.

La versién geométrica de la definicién puede enunciarse diciendo que C' es convexo si siempre que

x,y € C, entonces el segmento determinado por x y y esta contenido en C.

Ejemplo 4.1. En la siguiente figura, el conjunto A es convexo, mientras que el conjunto B no lo es.

|
Ejemplo 4.2. Los k-planos en R? son conjuntos convexos.
En efecto, si P es un k-plano generado por {xo,...,x}, entonces tenemos que si x,y € P se debe
tener que:
k k
X = Zaixi y y = Zbixia
i=0 i=0
k E
donde > a; =1y > b, =1. Luego si A € [0, 1], entonces
i=0 i=0
k k k
L=Nx+Ay=1=X3) axi+AD bixi= > [(1—Na; + Abi]x;.
i=0 i=0 i=0
Como
k k k
DT =Na;i+Ab] = (1=X1)D ai+AY bi=(1-N)+A=1,
i=0 i=0 i=0
se tiene que (1 — A\)x + Ay € P para todo A € [0,1], y as{ P es convexo.
|

Definicién 4.5. Sean x,y € R% una expresién de la forma (1 — A\)x + Ay donde A € [0,1], se llama
combinacién conveza de x y y. En general, una combinacién conveza de x1,Xa,...,Xx € R% es una

suma de la forma:

k
E )\ixia
1=1

k
donde > A, =1y X\, >0parai=1,2,... k.
i=1
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El siguiente resultado es una caracterizaciéon de los conjuntos convexos a partir de las combinaciones

convexas de sus elementos:

Teorema 4.1. Un subconjunto de R? es convexo si y sélo si contiene todas las combinaciones convexas

de sus elementos.

Demostracién. (<)Sea C' un subconjunto de R?, si C' contiene todas las combinaciones convexas de sus
elementos, en particular contiene las combinaciones convexas de todos los subconjuntos de dos elementos
de C, luego, por definicién, C' es convexo.
(=) Sea C un subconjunto convexo de R?, hay que probar que C es cerrado bajo combinaciones convexas
de cualquier ntimero finito, x1,X2,...,Xk, k > 2, de puntos en C. Para ello, se procederd por induccién
sobre k.

Si k = 2, hay que mostrar que si X3,Xx2 € C, entonces A\1x3 + A2X2 estd en C siempre que A\ + Ay =1

v A1, A2 > 0. Pero, de esto se sigue que Ao = 1 — A\, por tanto,
A1X1 + Aoxg = (1 — )\Q)Xl + Aoxo € C,

pues C' es convexo.
Sea k > 2 y supongamos que C' es cerrado bajo combinaciones convexas de menos de k puntos. Veamos
que también es cerrado bajo combinaciones convexas de k puntos.

Dada una combinacién convexa arbitraria de k puntos de C:

X = A\X1 + ...+ ApXy,

k
al menos un \; es distinto de 1, pues en otro caso se tendria Y A\; = k # 1. Sin pérdida de generalidad

i=1
podemos asumir que A\; # 1. Sea:
s
Yy = AoXo + ...+ N Xk, N = i
1—X

Obsérvese que A\; > 0 para ¢ = 2,...,k, y ademas

Ao+ A+t A Ao+ A

= =1.
(1—=X1) Aot A

N+ N =

Asi, y es combinacién convexa de k — 1 puntos de C, luego por hipétesis de induccién x € C. Como
x = (1— A1)y + A\1x1, entonces de la convexidad de C' se sigue que x € C, y por tanto C' contiene todas

las combinaciones convexas de puntos de C.

El siguiente teorema nos permitird deducir la convexidad de algunos subconjuntos de RZ.
Teorema 4.2. La interseccion de una coleccion arbitraria de conjuntos convexos es convexa.

Demostracién. Sea {C;};c; una coleccién arbitraria de conjuntos convexos de R?. Hagamos

c=()C

el
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Sean x,y € C'y X € [0, 1] arbitrarios. Claramente x,y € C; para cada i € I, luego se tiene que
(I-XNx+ Xy €,

para cada i € I, este debido a que cada C; es convexo. De este modo se concluye que (1 — \)x+ Ay € C.
O

La siguiente definicién nos permite generar conjuntos convexos a partir de conjuntos arbitrarios de
Rd

Definicién 4.6. Dado un subconjunto X de R?, se define el cierre convezo de X como la interseccién

de todos los conjuntos convexos que contienen a X. El cierre convexo de X se denota mediante conv(X).

A partir del teorema anterior es claro que conv(X) es convexo, es mas, podemos decir que conv(X)
es el menor conjunto convexo que contiene a X, en el sentido de que si C' es un conjunto convexo que
contiene a X, entonces conv(X) C C.

El siguiente teorema permite caracterizar a conv(X) como combinaciones convexas de elementos de
X.

Teorema 4.3. Para cualquier X C R? conv(X) consiste de todas las combinaciones convexas de ele-

mentos de X.

Demostracién. Claramente los elementos de X pertenecen a conv(X), luego por el Teorematodas las
combinaciones convexas de elementos de X pertenecen a conv(X). Veamos ahora que cualquier elemento

de conv(X) es una combinacién convexa de elementos de X. Para probar esto basta con observar que si

X =MX1+ ...+ Xk

y=my1+...+ yr

son combinaciones convexas, donde x;,y; € X, entonces el vector:
(1I—-X)x+ My,

donde 0 < A < 1, es otra combinacién convexa de elementos de X. De este modo, se tiene que el conjunto
de combinaciones convexas de elementos de X es el mismo un conjunto convexo, el cual contiene a X.
Como conv(X) es la interseccién de todos los conjuntos convexos que contienen a X, se sigue de lo

anterior que los elementos de conv(X) son combinaciones convexas de elementos de X.

|
Corolario 4.1. El cierre convexo de un subconjunto finito {xj,...,xx} de RY consiste de todos los
vectores de la forma:
A1X1 + .o ApXy,
donde )\ZZOy)\1++)\k:1
Definicién 4.7. Dado un niimero finito de puntos xi,Xz,...,xx € RZ el cierre convexo de dicha

coleccién conv({x1,Xa2,...,Xx}) es llamado un politopo.
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El siguiente teorema es un refinamiento, debido a Carathéodory, del teorema anterior y serd funda-

mental para una de las pruebas del teorema principal de este capitulo. La prueba que presentamos fue
tomada de [1].

Teorema 4.4 (Carathéodory). Sea X un subconjunto arbitrario de R?. Si x € conv(X), entonces

x € conv({x1,...,Xd+1}), donde x; € X parai=1,...,d+ 1.

Demostraciéon. Hay que probar que cualquier x € conv(X) puede ser expresado de la siguiente manera:
d+1
X = Z AiXi,
i=1
donde

Z)‘izl y X>0 x3€X para i=1,...,d+1.

Como x € conv(X), por definicién se tiene que

k
X = E )\ixia
i=1

k
donde Y A\; =1y paracadai € {1,...,k} se tiene que \; >0y x; € X.

i=1
Si k£ < d+ 1 no habria nada que probar. Supongamos que k > d + 1, entonces los vectores xo —

X1,...,XK — X1 son linealmente dependientes. De este modo existen escalares as, ..., ax no todos cero,
k

tales que Y a;(x; —x1) = 0.

i=2
Obsérvese que:
k k k
d oi(xi —X1) = Y oixi — X1 Y i,
i=2 i=2 i=2
k
luego si se define ; = — > «; v se sustituye este valor en la ecuacién anterior tendriamos:
i=2
k k k
E a;(x —x1) = E X+ Xy = E X,
i=2 i=2 i=1

De lo anterior se sigue que:

k
E a;x; =0,
i=1

k
donde Y «; =0, y no todos los «; son cero. Al menos uno de los a; es mayor que cero, pues en otro caso

i=1
la suma de los «; seria negativa. Luego:

k

k k k
X = Z)\ixi +0= Z AiXi — WZ X = Z()\z — Q)X
i=1 i=1 i=1

=1
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para todo v € R. Ahora, se elige el valor de v como sigue:

Q; h

Y Y ,
fy—lrélilnk{.ozz >0} =", para algin h e {1,...,k}.

Observe que v > 0. Ahora si o; < 0, entonces \; — ya; > 0, y si a; > 0, entonces 2—1 > 2—’; =, de
donde \; —ya; > 0. De lo anterior se concluye que A; —ya; > 0 para cada i € {1,...,k}. Particularmente
se tiene, dada la manera en que se definié 7, que A\, — yap = 0. En consecuencia x se puede expresar

Ccomao:

(Ai = you)xi,
1

k
X =

7

k
donde \; —ya; > 0 para cada i € {1,...,k}, > (N —ya;) = 1, cumpliéndose ademéds que, A\, — yayp, = 0.
i=1
De este modo se ha conseguido expresar a x como combinaciéon convexa de a lo mas k — 1 puntos en
X. Como el proceso anterior puede ser repetido mientras k > d + 2, podemos repetirlo hasta que x sea

representado como combinacién convexa de d + 1 puntos de X.

4.2. Teorema de Erdés-Szekeres en R?

Con los conceptos expuestos en la seccién anterior, casi estamos en condiciones de establecer el Teo-
rema de Erd&s-Szekeres en dimensiones superiores. A manera de referencia ponemos a continuacién la

versién bidimensional del teorema.

Teorema 4.5 (Erdds-Szekeres en R?). Para cada entero n > 3 existe un minimo entero ES(n), tal que en
cualquier configuracién en el plano de ES(n) puntos en posicién general, n de ellos se hallan en posicién

convexa.

Hace falta aclarar qué es lo que se entendera ahora cuando se hable de puntos en posicién convexa,

este es precisamente el objetivo de la siguiente definicién.

Definicién 4.8. Sea X un subconjunto de R? que se halla en posicién general, diremos que X se encuentra

en posicion convexa si para todo z € X se satisface que = ¢ conv(X \ {z}).

La definicién anterior es equivalente a decir que un subconjunto X se halla en posiciéon convexa si
y sélo si los puntos de X constituyen el conjunto de vértices de algin politopo en R?. Nétese que esta
definicién es consistente con la que se introdujo en el capitulo 3.

Siguiendo la notacién usada en [I3] presentamos la siguiente definicién:

Definicién 4.9. Para n > 1,d > 2 definimos y denotamos por Ny4(n) al menor entero positivo tal que

cualquier conjunto de Ny(n) puntos en posicién general en R? contiene n puntos en posicién convexa.
Aqui vuelven a surgir de manera natural las preguntas:
» ;Existe N4(n) para todon > 1y d > 2?

= En caso de existir, jcudl es el valor de Ny(n)?
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Para la primer pregunta la versién multidimensional del Teorema de Erd&s-Szekeres se encarga de
responderla de manera afirmativa. Mientras que para la segunda, salvo para algunos casos, aun no se
conoce la respuesta.

En la presente seccién presentaremos dos demostraciones de la versién multidimensional del Teorema
de Erdés-Szekeres, la primera serd una aplicacién del Teorema de Ramsey y para ella se requeriran un
par de resultados preliminares. El primero de ellos es el andlogo del resultado de Esther Klein para R? y

el segundo nos proporciona condiciones suficientes de convexidad para ciertos conjuntos de R<.

Lema 4.1 ([14]). Cualquier conjunto de d + 3 elementos de R? en posicién general contiene d + 2 en

posicién convexa.

Lema 4.2. Sea X un conjunto finito de al menos d + 2 puntos de R? en posicién general. Si cualesquier

d + 2 puntos de X se hallan en posicién convexa, entonces X se halla en posiciéon convexa.

Demostracion. Supongamos que X no se halla en posicién convexa, luego existe zop € X tal que
z, € conv(X \ {zo}). Entonces por el Teorema[d.4} z € conv(z1,x2,...,x441), donde z; € X \{zo} para
i=1,...,d+ 1. De esto se sigue que {zg,21,...,Z4+1} son d + 2 puntos de X que no se encuentran en

posicién convexa. Lo cual es una contradiccién, por lo tanto X se halla en posicién convexa.
|
Teorema 4.6 (Erdds-Szekeres en R?). Para cualesquier enteros n > 1y d > 2, el ntimero Ny(n) existe.

Demostracién. En efecto, consideremos R(n, d + 3;d +2) puntos de R? en posicién general. Coloréense
los subconjuntos de d+ 2 elementos de la siguiente manera: Si el (d + 2)-subconjunto se halla en posicién
convexa entonces lo coloreamos de color rojo, en otro caso se colorea azul. Ahora, por el Teorema de
Ramsey se tiene que debe haber un n-subconjunto con todos sus (d+ 2)-subconjuntos rojos, o debe haber
un (d + 3)-subconjunto con todos sus (d + 2)-subconjuntos azules. Por el Lema tenemos que el dltimo
caso no puede ocurrir, asi lo que se tiene es que existe un n-subconjunto con todos sus (d+2)-subconjuntos
en posiciéon convexa, y por el Lema este n-subconjunto se halla en posicién convexa. Por tanto Ny(n)
existe y ademds se tiene que Ng(n) < R(n,d + 3;d + 2).
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Conclusion

En algunas teorias matemadticas se trabaja con conjuntos cuyos elementos se comportan de manera
impredecible, en el sentido de que resulta imposible determinar de forma precisa cudles de ellos satisfacen
cierta propiedad. Por ejemplo, en la Teoria de Numeros se tiene que dentro del conjunto de los ntimeros
naturales los nimeros primos se distribuyen de una manera sumamente erratica, al punto de que al
momento se desconoce una férmula 1til que proporcione el valor del n-ésimo ntimero primo. Por esta
razén resulta sorprendente observar que bajo ciertas condiciones alguna propiedad ineludiblemente se
verifica en estos conjuntos. La Teoria de Ramsey se encarga de estudiar este tipo de propiedades y las
condiciones bajo las cuales se garantiza la satisfaccién de las mismas.

A pesar de su importancia la Teorfa de Ramsey no ha tenido la suficiente difusién, atin cuando los
conceptos necesarios para su estudio resultan ser relativamente simples. Consideramos que el presente
trabajo contribuird a difundir esta importante teoria dentro de los alumnos de matemaéticas de la UTM,
permitiendo que quienes tengan acceso a éste puedan hallar algunos de los aspectos més importantes de
la misma. Para hacer evidente el poder de la Teoria de Ramsey se analiza a fondo un resultado clésico
pero aun vigente dentro de la misma, este es el Teorema de Erdos-Szekeres, teorema que ha motivado
el planteamiento de nuevas cuestiones acerca de la distribuciéon de puntos en el plano y en espacios de
dimensién superior. Respecto a estas preguntas se plantean los avances obtenidos al momento y las ideas
que se han desarrollado al tratar de dar con su solucién, ésto con el objetivo de senalar el gran alcance

que la Teoria de Ramsey puede tener.
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Apéndice A
Coloraciéon de K3

En el Ejemplo se mostré que R(3,5;2) = 14. La 2-coloracién de Kj3 sin K3 rojos ni K5 azules,
presentada ahi, resulté clave para obtener este nimero de Ramsey. Si bien en aquella ocasién no se dijo
nada acerca de la idea que llevo a R. E. Greenwood y A. M. Gleason a obtener esa coloracién, en el presente

apéndice se desea aclarar esta situacién. Para ello sera necesario introducir la siguiente definicion.

Definicién A.1. Sea p un nimero primo impar y a un entero tal que mcd(a,p) = 1. Si la congruencia

ciibica #® = a (mod p) tiene solucién, entonces a se dice que es un residuo cibico de p. En otro caso, a es

llamado un no residuo cibico de p.
Ejemplo A.1. Para ilustrar la definiciéon anterior calculemos los residuos ciibicos de 13.

Solucién. Basta con probar con que elementos son congruentes los cubos de los miembros de la clase de

residuos moédulo 13. Esto es
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De aqui se sigue que los residuos ciibicos de 13 son aquellos que sean congruentes médulo 13 con
alguno de: 1, 5, 8 0 12.
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56 APENDICE A. COLORACION DE K5

Para obtener la coloracién de K;3 considérense los 13 elementos del campo Z;3 numerados de 0 a 12,

y témese cada elemento de este campo como el vértice de una grafica completa.
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La coloracion de las aristas de Ki3 serd como sigue, si la diferencia de dos vértices es un residuo
ctbico, es decir, congruente con 1, 5, 8 0 12 (mod 13), la arista que los une se colorea de rojo, en otro
caso se colorea de azul. Como 1 y —1 son ambos residuos ctbicos, el orden en que se efectiia la diferencia

carece de importancia. Se afirma que en esta coloraciéon de K33 no hay K3 rojos ni K5 azules.

En efecto, veamos primero que no puede haber K3 rojos. Si x < y < z son vértices de K3 tales que
y —x y z —y son ambos residuos cibicos entonces la tercer diferencia z —x = (z — y) + (y — x) debe
tomar alguno de los siguientes valores: 1+1, 145, 148, 1412, 545, 5+8, 5+12, 848, 8+12, 12412, ya
que tanto z —y como y — x son residuos ctibicos. Pero ninguna de estas sumas es un residuo cubico. Por

tanto, y —x, z — y y z — x no pueden ser todos residuos cubicos y asi no hay K3 rojos.

Para ver que tampoco puede haber K5 azules, tomemos un vértice v de Ki3 y formemos la lista més
grande de vértices tal que la diferencia de cualesquier dos elementos de la lista no sea congruente con 1,
5, 8 0 12 (mod 13) y que satisfaga que v sea elemento de dicha lista. Como queremos que la diferencia
de dos vértices no sea congruente con 1 (mod 13), entonces eliminamos vértices consecutivos, luego los

posibles candidatos para estar en la lista se reduce a:
v,v+2,v+4,v+6,v+8 v+ 10,v+ 12.
Como tampoco puede haber vértices con diferencia de 12, los candidatos se reducen a:

v,v+2,v+4,v+6,v+ 8 v+ 10.

Es claro que hasta el momento no se tienen dos vértices cuya diferencia sea 5. Pero cuando se eliminan
los vértices cuya diferencia es 8 solo quedan 4 posibles elementos, pues v + 8 se elimina y ademas uno de
v+ 2 o v+ 10 también tiene que descartarse. Asi, la lista de vértices tales que no hay dos con diferencia
congruente a 1, 5, 8 o 12 (mod 13) es a lo més de tamano 4, haciendo imposible la ocurrencia de un Kj

azul.



Figura A.1: Las aristas rojas y azules de Kjs.
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