CMOLOG, .
& Ca

%

FPagix ¥

UNIVERSIDAD TECNOLOCICA DE LA MIXTECA

ESPACIOS NORMADOS ASIMETRICOS

TESIS
PARA OBTENER EL TITULO DE:

LICENCIADO EN MATEMATICAS APLICADAS

PRESENTA:

ALEJANDRO VIVEROS LUIS

DIRECTOR DE TESIS:

DR. CUAUHTEMOC HECTOR CASTANEDA ROLDAN

CODIRECTOR DE TESIS:

M.C. LUZ DEL CARMEN ALVAREZ MARIN

HUAJUAPAN DE LEON, OAXACA, DICIEMBRE 2013.






Dedicado a
la mujer mas
importante
en mi vida,
mi madre
Ana Lilia Luis Ruiz






Agradecimientos

Agradezco a mi madre y a mis familiares por darme todo el apoyo econémico y

emocional, con el cual pude seguir adelante durante el transcurso de mi carrera.
A mi director de tesis el DR. Cuahtémoc Héctor Castaneda Roldan y a mi co-
director de tesis la M.C. Luz del Carmen Alvarez Marin por sus asesorias durante

el transcurso de la elaboracién de la tesis.

A mis sinodales por sus comentarios y correcciones durante el transcurso de elabo-

racion de tesis, sin el cual no podria haberla terminada.

A mis profesores de toda la carrera por sus ensenanzas, su guia, comentarios y

apoyo para seguir adelante durante la carrera.

Y finalmente a mis companeros de la carrera por su apoyo y la diversién que tuvimos

durante nuestra estadia en la Universidad.

111






Prefacio

Dentro del drea del Andlisis Matematico clasico, el estudio sobre espacios métricos y norma-
dos es uno de los temas més importantes. Estos espacios incorporan en su definicién propiedades
de simetria. Sin embargo hay estudios sobre espacios que no satisfacen dichas propiedades, y

tales espacios son conocidos como; espacios cuasimétricos y normados asimétricos [3].

La teoria de los espacios cuasimétricos y normados asimétricos estd en desarrollo desde me-
diados del siglo pasado. Algunos de los principales contribuyentes en este campo han sido Alegre
[1]; Dugundji [6]; Romaguera [7], [8]; Kelly [9]; Cobzas [3]; este ultimo se destacé con la redaccién
de un libro en el cual se hace un recuento de resultados andlogos a algunos de teoria clasica de

Analisis Funcional.

La gama de estudios de estos espacios es tan amplia como en el caso cldsico, en este trabajo
hemos enfocado nuestra atencién sobre los Teoremas del Mapeo Abierto y del Grafo Cerrado,
vistos en el caso asimétrico. Para este fin es necesario comprender la teoria basica de los espacios

cuasimétricos y normados asimétricos.

El objetivo principal de este trabajo es generalizar la teoria existente sobre espacios métricos
y normados al caso asimétrico, asi como ver y analizar las principales diferencias entre estos
espacios. Con el fin de construir una ruta necesaria para comprender y demostrar los Teoremas
del Mapeo Abierto y del Grafo Cerrado. Es por ello que este trabajo estd estructrado de la

siguiente manera.

En el Capitulo 1, se presentaran algunos resultados sobre las espacios métricos y normados,
con el fin de extenderlos posteriormente al caso asimétrico. También, se presentaran definiciones
topolégicas para la comprensién de temas relacionados con la topologia en los espacios cua-

simétricos.

El Capitulo 2 de este trabajo, se enfoca en la teoria bésica sobre los espacios cuasimétricos
y normados asimétricos, lo cual sera de importancia para poder avanzar al siguiente capitulo.
Entre los temas abordados estan las definiciones bésicas, tales como bolas, conjunto abierto

y conjunto cerrado, los cuales nos permiten considerar la topologia inducida en estos espacios
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y algunas de sus propiedades. Se vera el comportamiento de las sucesiones en estos espacios,

ademas de las definiciones de sucesiones de Cauchy y por tltimo la completez en estos espacios.

El Capitulo 3 esta dedicado al estudio del Anélisis Funcional Asimétrico, en éste se presentan
las definiciones y resultados necesarios para la demostracién de dos de los teoremas mas impor-
tantes del Andlisis Matemético trasladados al caso asimétrico: El Teorema del Mapeo Abierto

y El Teorema del Grafo Cerrado.

Finalmente se presentaran las conclusiones derivadas del estudio del trabajo realizado.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Espacios Métricos

Definicién 1.1 (Espacio Métrico). Es un conjunto no vacio M, de objetos (que llamaremos
puntos) dotado de una funcion d : M x M — R (que llamaremos la métrica del espacio) que

satisface las siguientes propiedades: para cualesquiera puntos x,y,z € M,
M1 d(z,z) = 0,

M2 d(z,y) > 0 si x#y,

M3 d(z,y) = d(y,z),

M4 d(z,y) < d(z,z) + d(zy).

Si d cumple sélo M1, M3 y M4; diremos que d es un semimétrica. El conjunto M dotado de una

semimétrica es llamado Espacio Semimétrico.

Al ntmero d(z,y) se le denomina la distancia entre x e y. La propiedad M4 se llama la

desigualdad triangular. Un espacio métrico se designa, a menudo, por medio de (M, d).
Nota 1.1. Un conjunto puede tener mas de una métrica asociada.

Definicién 1.2. Sean (M,d) un espacio métrico y a € M. La bola, B(a,r), con centro en a y

radio v > 0 es el conjunto de todos los puntos x de M tales que d(x,a) < r, es decir:
B(a,r)={x € M :d(z,a) <r}.

Definicién 1.3. Sean (M,d) un espacio métrico y S C M. Un punto a € S se le llama punto
interior de S si alguna de las bolas, B(a,r), esta contenida en S, es decir, si existe r >0 tal que
B(a,r) C S.

El interior de S, int(S), es el conjunto de todos los puntos interiores de S.

Un subconjunto S es abierto en M, si todos sus puntos son puntos interiores de S, es decir,
S =int(S), y es cerrado en M si M — S es abierto en M.

1



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Teorema 1.1. Sea (M,d) un espacio métrico.

1. La union de una coleccion arbitraria de conjuntos abiertos en M es un conjunto abierto
en M, y la interseccion de una coleccion finita de conjuntos abiertos en M es un conjunto

abierto en M.

2. La union de una coleccion finita de conjuntos cerrados en M es un conjunto cerrado en M,
y la interseccion de una coleccion arbitraria de comjuntos cerrados en M es un comjunto

cerrado en M.

Demostracion. 1. Sea ¢ una coleccion arbitraria de conjuntos abiertos en M, denotemos por
X = U A. Sea x € X. Entonces = € Ay, para algin Ay € (. Como Ag es abierto, existe
Ae(

r > 0 tal que B(z,r) C Ay, asi

B(z,a) C U A=X.
Ae(¢

Asi, x es un punto interior de X, y por lo tanto X es abierto en M.

n

Por otra parte, suponga que ( = {41,...,A,} y denotemos por Y = ﬂ A;. Seax €Y.
i=1

Entonces x € A;, para todo i € {1,...,n}. Como A; es abierto existe r; > 0 tal que

B(x,r;) C A; para cada i, 1 <i < n.

Sea r = min{r; : i =1,...,n}. Luego se cumple
B(a,r) C B(a,r;) C A;, para todo i € {1,...,n}.

En consecuencia,

Asi, x es un punto interior de Y, y por lo tanto Y es abierto en M.

2. Utilizando propiedades del complemento, la prueba es andloga al inciso anterior.

1.1.1. Sucesiones

Definicién 1.4. Una sucesion {x,} de puntos en un espacio métrico (M,d) es convergente si

existe un punto x € M que satisface la siguiente propiedad:
para todo € > 0, existe N € N tal que para todo n > N, d(z,,x) <€ (1.1)

En este caso diremos que {x,} converge a z, y lo denotaremos por x,, — x. Si no eziste algin
punto x € S que satisfaga diremos que {x,} es divergente.
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Nota 1.2. La definicién de convergencia implica que
Ty, — x siy sblo si d(x,,z) -0

Teorema 1.2. Toda sucesion {xy,} de un espacio métrico (M, d) puede converger hacia un punto

de M, a lo sumo.

El Teorema es un resultado cldsico para los espacios métricos y la demostracién puede

encontrarse en cualquier libro de referencia de andlisis matematico [2].

1.1.2. Sucesiones de Cauchy

Definicién 1.5. Una sucesion {x,} de un espacio métrico se llama sucesién de Cauchy si
satisface la siguiente condicion (llamada condicion de Cauchy): para todo € > 0, existe N € N

tal que
d(zp, xm) < €, siempre que n,m >N.

Si una sucesién {z,} converge a un punto z, sus términos avanzados deben de aproximarse
a x, por lo tanto se aproximan entre si, es decir, la sucesién es de Cauchy. A continuacion,

mostraremos tal resultado.

Teorema 1.3. Sea {z,} una sucesion en un espacio métrico (M,d) tal que x, — x. Entonces

la sucesion {x,} es de Cauchy.

Demostracion. Dado € > 0, sea N € N tal que d(zy,z) < %, para todo n > N. Sean n,m > N.
Entonces
A0, 0m) < d(wn, ) + d(w,am) < 5+ 5 = ¢

Por lo tanto, la sucesién {z,,} es de Cauchy.

1.2. Espacios Vectoriales Normados

Definicién 1.6 (Espacio Normado). Sea X un espacio vectorial sobre R. Una norma en X es

una funcion || - ||: X — R que satisface los siguientes axiomas:

N1) || z ||> 0 para todo x € X,

N2) ||z ||=0 si, y sdlo si x =0,

N3) SiaeR yz e X, entonces || ax ||=| a ||| = ||,
N4) para todo z,y € X, [z +y <[z [+ ]yl

Si || - || cumple solo N1, N3 y N4; diremos que || - || es una seminorma. A un espacio vectorial
Junto con una norma (o seminorma) se le llama espacio vectorial normado (o seminormando)

y se denota por (X,| - ||)-
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A la propiedad N4 se la llama desigualdad triangular.
Nota 1.3. Un espacio vectorial puede tener mas de una norma asociada.

Observaciéon 1.1. Sea || - || una norma sobre un espacio vectorial X, definimos la funcién
d: X x X — R dada por
d(z,y) =y —= |,

llamada la métrica inducida por la norma || - ||. Es decir, un espacio normado es un espacio

métrico con la métrica inducida por la norma.
Nota 1.4. Recordemos que en teoria cldsica se tiene los siguientes puntos:
s Un espacio semimétrico no necesariamente es un espacio métrico.

» Si un espacio es un espacio métrico (o semimétrico) no mecesariamente es un espacio

seminormado, ni normado.
= Una seminorma induce una semimétrica, pero no necesariamente una métrica.
= Un espacio seminormado no necesariamente es un espacio normado.

Ejemplo 1.1. Sean X = {a,b,c} y d: X x X — R definida como

0, siz=yé(r=byy=c)é(zx=cyy=>)
d(z,y) =
1, en otro caso.

d cumple con los axiomas M1 y M3. Se puede probar que cumple con el axioma M4. Asi, (X, d)
es un espacio semimétrico. Pero, como d(b,c) = 0y b # ¢, no se cumple M2. Por lo tanto, (X, d)

no es un espacio métrico.

Ejemplo 1.2. Sea || - |: R? — R la funcién definida por || (z,y) ||=| ¥ |, para todo (z,y) € R2.
Notemos que || (z,%) ||> 0, para todo (z,y) € R2. Luego, sean (x1,y1), (r2,y2) € R?, entonces

I (@1, 91) + (22, 92) [1=[v1 + 2 [<T o [+ T2 (=1 (@90 |+ 1] (22,02) 1]

Por lo tanto, (R?,]| - ||) es un espacio seminormado. Pero, notemos que si x # 0, || (z,0) ||= 0,

es decir, || - || no es una norma.
Algunas definiciones relacionadas con normas son:
Observacion 1.2. Sean X un espacio vectorial normado, x € X y r>0:

= La bola abierta de radio r y centro x es:
Bla,r) ={y e X | y—a | < r}.
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= La bola cerrada de radio v y centro x es:
Blz,rj={y e Xy —z[|<r}.

» La esfera de radio r y centro x es:
Slx,r)={ye X:ly—=z|=r}

1.3. Resultados Topolégicos

Definicion 1.7. Sea X un conjunto. Una topologia en X es una familia T de subconjuntos de

X que satisface:
1. La unidon de elementos de T, también estd en .
2. Cada interseccion finita de elementos de T, es también un elemento de T.
3. 0 y X son elementos de T.

Al par (X, 1) se le llama espacio topolédgico. A los elementos de T los llamaremos conjuntos

abiertos en X.

Definicién 1.8. Sea (X, ) un espacio topolégico. Un conjunto de X es un conjunto cerrado en

X si su complemento es un conjunto abierto en X.

Definicién 1.9. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una familia ¢ C 7 es llamada una base para

T, st cada conjunto abierto de T es la union de elementos de (.

Un espacio métrico (M, d) es un espacio topolégico, cuya topologia tiene como base al con-

junto de todas las bolas abiertas respecto a d del conjunto M.

Definicién 1.10. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Por una vecindad de un elemento x € X
entenderemos cualquier conjunto que contenga a un abierto que contiene a x. Si U es vecindad

de z lo denotaremos por U(z) o U,.

Definicién 1.11. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Un punto x € X es adherente a A, si cada

vecindad de x contiene al menos un punto de A. El conjunto,
c(A)={z e X :VU(2),U(z) N A # 0},

de todos los puntos en X adherentes a A es llamado la clausura de A. Con 7-cl(A) hacemos

referencia al hecho de que es respecto a la topologia T.

Definicién 1.12. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Un punto x € X es interior de A si existe
una vecindad de x contenida en A. Al conjunto de todos los puntos interiores de A lo llamaremos
interior de A y lo denotaremos por int(A). Con T-int(A) hacemos referencia al hecho de que es

respecto a la topologia T.
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Un conjunto cerrado se ha definido como el complemento de un abierto. El teorema siguiente

presenta una caracterizacion de conjunto cerrado.

Teorema 1.4. [Z] Sea X un espacio topoldgico. Un conjunto A C X es cerrado en X si y sdlo

st contiene todos sus puntos adherentes.

Demostracion. Supongamos primero que A es cerrado en X. Sea x € X un punto adherente a
A. Supongamos que x ¢ A, es decir, x € X — A. Por ser X — A abierto, existe una vecindad U(x)
contenida en X — A. Entonces U(z) no contiene puntos de A, en contradiccién con el hecho de
que z es adherente a A.
Para probar el reciproco, supongamos que A contiene todos sus puntos de adherencia. Sea
xeX —A. Asi, x ¢ A, con ésto z no es adherente a A. Por lo tanto, existe un vecindad U(z)
tal que U(z) N A = (), por consiguiente U(z) C X — A. Es decir, X — A es abierto en X y por
lo tanto A es cerrado en X.

O

Teorema 1.5. [2] Sea (X, T) un espacio topoldgico. Un conjunto A C X es cerrado si, y solo
si, A=cl(A).

Definiciéon 1.13. Sea {(X;, 7i) }ier una familia de espacios topoldgicos, donde I = {1,...,n}. El
espacio topoldgico ([ [;c; Xi, 7) se llama espacio producto de la familia {(X;, ;) }ier y se denota

por [[;c; Xi. La topologia T se llama topologia producto y tiene como base a la coleccion:

{HUZ-:UZ-ETZ}

En teoria clasica, la Definicién [1.13| es parte fundamental en la demostracion del teorema
del grafo cerrado. El mismo caso ocurre para el caso asimétrico, por ello es necesario tenerla en

mente cuando nos adrentemos al capitulo 4.2.

1.3.1. Axiomas de Separacion

Las propiedades de los espacios topoldgicos son en general, muy diferentes de las de los
espacios métricos, y a menudo es conveniente suponer que los espacios topoldgicos satisfacen
alguna condicién que son verdaderas en los espacios métricos. Llamados axiomas de separacion.
Algunas consecuencias de los axiomas son: el Lema de Urysohn[I3], el Teoremoa de Extencion
de Tietze[13] y el Teorema de Metrizacion Urysohn[I3]. A continuacién presentaremos algunos

axiomas de separacién.
Definicién 1.14. Un espacio topoldgico (X, T) es llamado:

» Ty si dados dos puntos distintos x,y € X, existe una vecindad U, de x tal que y ¢ Uy, o

bien, existe una vecindad Uy, de y tal que x ¢ Uy.
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» T si dados dos puntos distintos x,y € X, existen U, y U, (vecindades de x ey, respecti-
vamente), tales que y ¢ Uy y « ¢ U,.

» Ty o de Hausdorff si dados dos puntos distintos x,y € X, existen U, y Uy (vecindades de

x ey, respectivamente) tales que Uy N U, = 0.

Algunos ejemplos de estos espacios son: todo espacio de Hausdorff es T7; todo espacio T} es
Ty; cada espacio métrico es un espacio de Haudorff y por consiguiente T y Tp; cada subespacio

de un espacio de Huasdorff es Hausdorff; el espacio de Sierpinsky es Tp.

Un espacio bitopoldgico es un conjunto X, dotado con dos topologias 7 y v y se denota
por (X,7,v). A continuacién presentaremos algunos axiomas de separacién para un espacio

bitopoldgico [3].
Definicién 1.15. Un espacio bitopoldgico (X, T,v) es llamado:

= Ty a pares si dados dos puntos distintos x,y € X, existe un conjunto U T-abierto tal que

xeU yy¢ U o existe un conjunto V v-abierto tal quey € V yx ¢ V.

= T a pares si dados dos puntos distintos x,y € X, existen conjuntos U T-abierto y V
v-abierto tales quex € U, y ¢ U, yeV yx ¢ V.

» Hausdorff a pares si dados dos puntos distintos x,y € X, existen T-abierto U que contiene

a x y v-abierto V que contiene a y tales que UNV = ().

= normal a pares si dado un subconjunto A T-cerrado de X y un subconjunto B v-cerrado
de X con AN B = (), existe un subconjunto U v-abierto de X y existe un subconjunto V
T-abierto de X tales que ACU, BCV yUNV ={.

1.3.2. Espacios de Baire

Definicién 1.16. Un subconjunto Y de un espacio topolégico (X, T) es denso en X sicl(Y) = X.

Definicién 1.17. Un espacio topoldgico (X, T) es un espacio de Baire si la interseccion nume-

rable de conjuntos abiertos y densos en X es denso en X.
Definicién 1.18. Sea (X, T) un espacio topoldgico.
» Un subconjunto B C X es llamado denso en ninguna parte si int(cl(B)) = 0.

= Clualquier union numerable de conjuntos densos en ninguna parte es llamada un conjunto

de primera categoria.

= Clualquier conjunto que no sea de primera categoria se le llama de segunda categoria.
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Utilizando lo anterior podemos dar una definicién alternativa de espacio de Baire, que esta-
remos utilizando durante el resto de la tesis, la cual nos dice: Un espacio topolégico (X, 7) es un
espacio de Baire si todo subconjunto abierto no vacio de X es de segunda categoria [3]. Algu-
nos ejemplos de espacios de Baire son: los reales con la métrica usual, todo espacio topoldgico
homeomorfo es un espacio de Baire, los espacios de Hausdorff localmente compactos, el espacio

de Cantor, etc.

Una vez vistas las definiciones asociadas a espacios de Baire para un espacio topolégico y dado
que en ciertas ocasiones en vez de considerar al espacio X un espacio topolégico lo consideraremos

bitopolégico, podemos hacer la extension correspondiente en los espacios bitopoldgicos.
Definicién 1.19. Sea (X, T,v) un espacio bitopoldgico.
» Un subconjunto B C X es llamado (1,v)-denso en ninguna parte si v-int(7-cl(B)) = 0.

» Cualquier union numerable de conjuntos (7,v)-densos en ninguna parte es llamada un

conjunto de (T,v)-primera categoria.
» Cualquier conjunto que no sea de (T,v)-primera categoria es de (T,v)-sequnda categoria.

Definicién 1.20. Un espacio bitopologico (X, T,v) es llamado espacio de (7,v)-Baire si cada

subconjunto T-abierto no vacio de X es de (v, T)-sequnda categoria.



Capitulo 2

Espacios Cuasimétricos y Espacios

Normados Asimeétricos

En este capitulo daremos una introducciéon a los espacios cuasimétricos y a los espacios
normados asimétricos, los cuales denotaremos por (X,p) y (X,p) respectivamente, donde p
denotard a una cuasi semimétrica y p denotard a una seminorma asimétrica. Ademds, de dar
definiciones bésicas y varios resultados, también se veran y analizaran algunas similitudes y
diferencias que existen entre los espacios a estudiar y los espacios métricos y normados.

Dado que los espacios cuasi semimétricos y los normados asimétricos son ejemplos de espacios
bitopoldgicos, se analizaran las topologias inducidas en estos espacios. Incluimos también temas

como sucesiones y completez, los cuales son las bases para los resultados del Capitulo 3.

2.1. Conceptos Basicos

Definicién 2.1. Una cuasi semimétrica en un conjunto X es una funcion p: X x X — [0, 00)

que satisface las siguientes condiciones: para cualesquiera x,vy,z € X,
QM1 p(z,z) =0,

QM2 p(z,2) < p(z,y) + p(y, 2).-

Si, ademds cumple,

QM3 p(z,y) = p(y,x) =0, implica = =y.

Entonces p es llamada una cuasimétrica. El par (X, p) es llamado un espacio cuasi semimétrico,
respectivamente, un espacio cuasimétrico.

Si una cuasi semimétrica cumple, para todo x,y € X

S p(x,y) = p(y, ),

diremos que p es una cuasi semimétrica simétrica.
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Nota 2.1. Una cuasimétrica simétrica es una métrica.

Observacion 2.1. Una semimétrica d definida en un conjunto X cumple con las condiciones
QM1 y QM2, y por lo tanto es una cuasi semimétrica. Ademds, si suponemos que d es una
métrica y x,y € X son tales que d(x,y) = d(y,x) = 0, entonces x = y, es decir, d cumple QM3.
Con lo anterior podemos concluir que una semimétrica es una cuasi semimétrica, pero no una
cuasimétrica. Y una métrica es una cuasimétrica. Asi, los espacios cuasimétricos son una gene-

ralizacién de los espacios semimétricos y los métricos.

Definicion 2.2. Una norma asimétrica en un espacio vectorial X sobre R es una funcion p :

X — [0,00) que satisface las siguientes condiciones: para cualesquiera x,y € X y a > 0,
AN1 p(z) =p(—2x) =0 implica x =0,

AN2 p(azx) = ap(z),

AN3 p(z +y) < p() +p(y)-

Si p sélo cumple las condiciones AN2 y ANS3, es llamada una seminorma asimétrica. FEl par

(X,p) es llamado un espacio normado asimétrico (respectivamente seminormado asimétrico).

Observacion 2.2. Siguiendo un analisis similar al de la Observacién [2.1] concluimos que una
seminorma es una seminorma asimétrica, y una norma es una norma asimétrica. Es decir, los

espacios normados asimétricos son una generalizacién de los espacios normados.

Ejemplo 2.1. Sea p: R x R — [0, 00) la funcién dada por:

y—x siz <y,
p(z,y) =
0 six > y.

Veamos que p es una cuasi semimétrica sobre R. Es claro que p(z,y) > 0, para todo z,y € R.
Ademas, p(z,x) =z —x = 0, por lo tanto si cumple QM1.
Sean x,y € R. Notemos que p(z,y) = max{y — z,0} = (1/2)(y — + | y — = |). Entonces

plr,z) = (1)2)(z—y+y—a+|z—y+y—z]|)
< (1/2)z—yt+lz—yD+1/2)(y—a+|y—=])
= p(y,2) + p(z,9)

por lo tanto se tiene que p(z, z) < p(z,y) + p(y, z), para todo z,y, z € R. Asi, se cumple QM2 y
por lo tanto p es una cuasi semimétrica. Mas aun, p es una cuasimétrica, en efecto, sean x,y € R

tales que p(z,y) = p(y,z) = 0. Como
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p(z,y) =0 implica z >y vy p(y,z) =0 se sigue que = < y, con ésto x = y.

Ahora, si y > x, tenemos que

plx,y) =y—x>0=p(y,x).

Con esto probamos que p no es simétrica. Y por lo tanto tampoco es una métrica. También, si

x >y, tenemos que

p(z,y) =0,

es decir, p no cumple el Axioma M2. Y por lo tanto, p no es una semimétrica.

Ejemplo 2.2. Sean X = {a,b,c} y p: X x X — [0,00) definida como

1 sift=ayy=bdé(x=byy=c),
p(z,y) =
0 en otro caso.

Es claro que p cumple QM1. Ademas, es facil probar que cumple QM2, tomando todas las
posibles combinaciones de puntos. Con esto, p es una cuasi semimétrica.
Notemos que p(a,b) = p(b,a) = 0, pero a # b. Por lo tanto p no es una cuasimétrica.

También se tiene que
0= p(c,b) # p(b,c) =1,

es decir, no es simétrica. Por lo tanto, p no es una semimétrica.

Ejemplo 2.3. En el espacio vectorial M,,x,(R), definimos p : My, xn(R) — [0, 00) por:
p(A) = méx{Am, 0}

El par (M,,xn(R),p) es un espacio normado asimétrico. En efecto:

Sip(A) = p(—A) =0, se tiene que 0 = max{A4; ;,0} > A4; ; y 0 = max{—A4; ;,0} > —A; ;. Luego,
0< A;; <0ydeaqui 4;; =0, para todo 1 < ¢ < m, y para todo 1 < j < n. Asi, p cumple
AN1.

Ademss, si a > 0, p(aAd) = max{ad;;,0} = amix{A4;;,0} = ap(A), por lo tanto p cumple
AN2.

Por ultimo, si A, B € M, x»(R), entonces

p(A) + p(B) = max{A; ;,0} + max{B; j,0} > max{(A+ B);;,0} = p(A+ B).

Con lo cual, p cumple AN3.
Notemos que si A; ; = —1 para todoi € {1,...,m}y je€{l,...,n}, entonces p(4) =0y

p((-1)A) =1#0=|-1|p(A).
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Es decir, p no cumple N3 y por lo tanto no es una seminorma ni una norma.

En los espacios cuasi semimétricos y los cuasimétricos, a diferencia de los métricos, no siempre
se cumple la propiedad de simetria, es decir, no siempre se tiene que p(x,y) = p(y, x). De hecho

p(y, x) determina otra cuasi semimétrica, llamada la conjugada de p.

Definicion 2.3. Sea p una cuasi semimétrica en un conjunto X. Se define la conjugada de p
por:

p(z,y) = py, x), para todo x,y € X.

Proposicién 2.1. Sea p una cuasi semimétrica (cuasimétrica) en un conjunto X. Entonces p

es una cuasi semimétrica (cuasimétrica) en el conjunto X.

Demostracion. Como p(z,y) > 0, para todo z,y € X, se cumple que p(y,x) > 0, asi p(z,y) > 0.
También se cumple que p(x,z) = p(z,x) = 0, por lo tanto p cumple QM1.
Sean x,y,z € X. Como p cumple QM2, se tiene que:

p(x,2) = p(z,2) < p(z,y) + p(y, ) = p(y, 2) + p(z,y),

es decir,
Pz, z) < plx,y) +p(y, 2).

Por lo tanto p cumple QM2. En consecuencia, p es una cuasi semimétrica.
Si p es una cuasimétrica, entonces también cumple QM3. Supongamos ahora que p(z,y) =
p(y,x) = 0, asi se tiene que p(y,x) = p(x,y) = 0. En consecuencia x = y. Por lo tanto, p cumple
QMS3; asi, p es una cuasimétrica.

O

Hemos visto que si p es una cuasi semimétrica (cuasimétrica), entonces p es una cuasi se-
mimétrica (cuasimétrica). Ahora, podemos probar que la funcién p®(z,y) = max{p(z,y), p(z,y)}
también es una cuasi semimétrica (cuasimétrica), pues hereda las propiedades de ambas, de p y

0, pero ademas adquiere la propiedad de simetria.

Proposicién 2.2. Sea p una cuasi semimétrica (cuasimétrica) en X. Entonces la funcion
p°: X x X = R definida por p*(x,y) = max{p(z,y), p(z,vy)}, para cada x,y € X, es una cuasi

semimétrica simétrica (métrica) en X.

Demostracion. Como p y p cumplen que para todo z,y € X, p(x,y) > 0y p(z,y) > 0 entonces
max{p(z,y), p(z,y)} > 0, es decir, p*(z,y) > 0, por lo que se cumple QM1.

Sean z,y,z € X, si p(x, z) = p(x, z) entonces
pi(z,z) < p(z,y)+p(y,2)

< méx{p(z,y),p(z,y)} + méx{p(y, 2), p(y, 2) }

p°(z,y) + p°(y, 2).



2.1. CONCEPTOS BASICOS 13

Si p®(z, z) = p(x, z), entonces
p’(z,z) < plz,y)+py,2)
< méx{p(z,y),p(z,y)} + mix{p(y, 2), p(y, 2)}

= p’(z,y) +p°(y, 2)-

Asi, p® cumple QM2, y p° es cuasi semimétrica. Pero ademds, dado que p*(z,y) = p*(y,x), p°

es cuasi semimétrica simétrica.
Ahora, si p es cuasimétrica y p*(z,y) = 0, entonces p(z,y) = p(z,y) = 0, es decir, p(z,y) =
p(y,z) =0y z =y. De modo que p° es métrica.

O]

Nota 2.2. Dada una cuasi semimétrica p, se cumplen las siguientes desigualdades para cuales-
quiera x,y € X:
plz,y) <p*(x,y) y plo,y) <p’(z,y) (2.1)

Existen definiciones similares a las anteriores en los espacios normados asimétricos. Esto es,

se definen la conjugada p y la funcién p® correspondiente a la seminorma asimétrica p, como

p(z) =p(—z) y p’(z) = max{p(z),p(x)}, paracadaz e X

respectivamente. Estas dos funciones cumplen resultados similares a las Proposiciones y
Ademss, las desigualdades en ([2.1)) se convierten en:

plz) <p*(z) y Dplr)<pi(e). (2.2)

Sabemos que a partir de una norma, podemos definir una métrica, de la misma forma, dada

una seminorma asimétrica (X, p) podemos definir una cuasi semimétrica por la férmula
pp(x,y) =p(y — ), paracada z,y € X. (2.3)

A p, se le llama la cuasi semimétrica inducida por la seminorma asimétrica (o cuasimétrica
inducida por la norma asimétrica) p. Veamos que en efecto p, es una cuasi semimétrica.

Es obvio que p,(z,y) > 0, para todo z,y € X. Ademés,

pp(x,2) =p(z —z)=plz —y+y—2) <p(z—y) +p(y —x) = pp(y, 2) + pp(z,9).

Por lo tanto, p, es una cuasi semimétrica. Supongamos ademds que p es una norma asimétrica.

Entonces si pp(x,y) = pp(y,x) =0, esto es, si 0 = p(y —z) = p(x —y) = p(—(y — x)), se sigue
que y —x = 0 o x = y. Por lo tanto, p, es una cuasimétrica.
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Una observacién importante en relacién a pp, es la siguiente:
pple+2z,y+2)=ply+z2—(x+2)=ply—=x)=p(z,y), paratodo ze€ X.

Es decir, p, es una funcién invariante bajo traslaciones.

Hemos comentado algunas relaciones que existen entre las definiciones de funciones cua-
simétricas y normas asimétricas, también con relacion a las métricas y normas. En la Tabla
tenemos un resumen sobre estas relaciones de implicacién existentes. De manera que si una
funcién es de cierto tipo, esto implica (o no necesariamente) que sea de otro tipo. Los espacios
en blanco nos dicen que no necesariamente son ciertas estas implicaciones, el principal problema
es sobre el espacio en el que se definen las funciones, porque mientras las ‘'normas’ se definen en
un espacio vectorial, las 'métricas’ no necesariamente. En ella se abrevian las funciones segun

sea su tipo, de la siguiente manera:
M. Métrica.

SM. Semimétrica.

N. Norma.

SN. Seminorma.

CSM. Cuasi semimétrica.

CM. Cuasimétrica.

CSMS. Cuasi semimétrica simétrica.
NA. Norma asimétrica.

SNA. Seminorma asimétrica.
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Los conceptos de bolas abiertas y cerradas, conjuntos abiertos y cerrados que se definen en
espacios métricos y normados, se transmiten a los espacios cuasi semimétricos y seminormados

asimétricos, pero su significado cambia, como se observa en los ejemplos [2.4] y

Definicién 2.4. Sea (X, p) un espacio cuasi semimétrico. Entonces para x € X y r > 0

definimos:
= La bola abierta respecto a p por B,(z,r) ={y € X : p(x,y) <r}.
= La bola cerrada respecto a p por Bylx,r] ={y € X : p(x,y) <r}.
Si (X, p) es un espacio seminormado asimétrico, se definen respectivamente de la siguiente forma
= By(w,r) ={y e X :ply—=x) <r}.
= Bylz,r]={y € X :p(y —x) <r}.
Ejemplo 2.4. Sean X = {a,b,c} y p: X x X — [0,00) definida como
0, siz=ydé(r=ayy=0>b),

p(z,y) =
1, en otro caso.

Es facil verificar que (X, p) es un espacio cuasimétrico. Ademas, si r > 0, se tiene

X, sir>1; X, sir > 1;
BP(a7T) = Bﬂ[CL?T] =
{a,b}, sir<1. {a,b}, sir<1.
X, sir>1; X, sir>1;
B,(b,r) = By[b,r] =
{b}, sir<L1. {b}, sir<1.
X, sir>1; X, sir>1;
By(c,r) = Byle,r] =
{c}, sir<L {c}, sir<L

Ejemplo 2.5. Sean X =R, k> 0y p: X x X — [0,00) definida como

y—x siz<y
p(z,y) =
k siz >y

El espacio (X, p) es un espacio cuasi semimétrico. Ademds, para todo =z € X y r > 0 se tiene

(—oo,z+71), sir>k; (—oo,z+7], sir>k;
By(x,r) = B,lx,r] =

[x,z+71), sir<k. [x,z+7], sir<k.
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También podemos comprobar que

(x —7r,00), sir>k; [t —r,00), sir>k;
Bﬁ(l‘,T) = Bﬁ[.’E,T] =

(x —rx], sir<k. [ —r x|, sir<k.

Podemos observar que

{y € X: p(y,x) < T} = Bﬁ(xvr) 7£ BP($7T)a

y también
{y € X :p(z,y) <r} = Bplx,r] # Bylz,7].

Definicién 2.5. Sean (X, p) un espacio cuasi semimétrico y G C X. Se dice que G es abierto
respecto a p o p-abierto en X, si para cada x € G existe r > 0 tal que B,(x,7) C G. Es cerrado

respecto a p o p-cerrado en X si su complemento es p-abierto.

Proposicién 2.3. En un espacio cuasi semimétrico (X, p), para todo x € X el conjunto B,(x,r)

es un conjunto p-abierto.

Demostracion. Sean x € X y r > 0. Sea y € B,(x,r) arbitrario y tomemos r1 = 7 — p(x,y). Sea

z € B,(y,r1). Entonces

p(r,2) < p(z,y) + p(y, 2) < p(x,y) + 11 =1

Entonces z € B,(x,r) y por lo tanto B,(z,r) es p-abierto.
O

Proposicién 2.4. En un espacio cuasi semimétrico (X, p), toda bola cerrada respecto a p es un

conjunto p-cerrado.

Demostracion. Sean z € X yr > 0. Seay € X — B[z, 7|,y v’ = p(z,y) —r > 0.
Para z € Bs(y, '), como p(z,y) < p(z, z) + p(z,y), se tiene que

p(x,2) > p(x,y) — p(z,y) = p(z,y) = ply, 2) > plx,y) — 1" =, (2.4)

asi Bp(y,r") € X — By[z,r] y por lo tanto B,[z,r] es p-cerrado.
0

Notemos que la Proposicién [2.3] es similar a un resultado bésico en los espacios métricos,
pero aunque normalmente uno esperaria que toda bola cerrada respecto a p sea p-cerrado, como
ocurre en los espacios métricos, en general, para los espacios cuasi semimétricos no es asi. Observe
que para demostrar el resultado anterior, en ([2.4)) se utiliza la conjugada de p, en el caso de los
espacios métricos no es necesario esto, ya que se cumple la propiedad de simetria. Para entender

mejor esto, consideremos el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 2.6. Sea el espacio cuasimétrico definido en el Ejemplo[2.1] el cual es un caso particular
de los espacios definidos en el Ejemplo

Para z € X y r > 0, tenemos que B,[z, 7] = (=00, + r]. Para que este conjunto sea p-cerrado
es necesario que su complemento (x + r,00) sea p-abierto, pero como vimos en el Ejemplo

las bolas p-abiertas tiene la forma (—oo, k). Es decir, B,[z,r] no es p-cerrado.

Los dos siguientes resultados nos permitiran dotar a un espacio cuasi semimétrico (X, p) de

una topologia inducida por p.
Teorema 2.1. Sea (X, p) un espacio cuasi semimétrico. Entonces:

1. La interseccion de una coleccion finita de conjuntos p-abiertos de X es p-abierta.
2. La union de una coleccion arbitraria de conjuntos p-abiertos de X es p-abierta.
3. La interseccion de una coleccion arbitraria de conjuntos p-cerrados de X es p-cerrada.

4. La unidn de una coleccion finita de conjuntos p-cerrados de X es p-cerrada.

Omitimos la demostracién del Teorema [2.1] por ser idéntica a la del Teorema de teoria

clésica, de igual manera que el siguiente corolario.

Corolario 2.1. Sea (X, p) un espacio cuasi semimétrico. Entonces X y () son conjuntos p-

abiertos y p-cerrados.

2.2. La topologia de los espacios Cuasi semimétricos

Definicién 2.6. Sea (X, p) un espacio cuasi semimétrico, definimos a la topologia T, del espacio

X por la coleccion de todos los conjuntos p-abiertos, es decir,
7, ={AC X : A es p-abierto}

llamada la topologia inducida por la cuasi semimétrica p.

Por el Teorema y el Corolario podemos asegurar que 7, en efecto es una topologfa.

Si G € 7, diremos que G es 7,-abierto, o simplemente que G es p-abierto.

Es importante senalar que para definir dicha topologia sélo nos enfocamos en p, por lo que
no es lo mismo si se trabajase con p o p®, pues usando la conjugada de p obtenemos la topologia

. T s
75. Una tercera topologia es 7,s generada por la semimétrica p®.

Como en el caso de los espacios métricos, los espacios cuasi semimétricos tienen una propiedad
importante en relacion a las topologias asociadas, la cual es: el conjunto de todas las bolas u-

abiertas forman una base para la topologia 7, es decir, el conjunto

B, ={Bu(z,r):x € X,r > 0}
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es una base para 7,, donde p € {p,p, p°}. En efecto, sea A € 7,. Luego, para todo x € A, existe

B,(x,r) C A, entonces se tiene que se cumple la inclusién

ademas, se cumple que

por lo tanto, A = J,c4 By(z,7).

Ejemplo 2.7. Sea (X, p) el espacio cuasimétrico definido en el Ejemplo

Las topologias inducidas en este espacio estan dadas por

7o =P(X) —{{a}} v 7 =PX)—{{b}}
donde P(X) es el conjunto potencia del conjunto X.

En la demostracién del Teorema [I.4] podemos observar que sélo son utilizadas propiedades
topoldgicas. De la misma manera sucede con el Teorema Dicho esto, podemos trasladar estos
teoremas a los espacios cuasi semimétricos y cuasimétricos. Asi, podemos decir que un conjunto

es p-cerrado si y sélo si coincide con su clausura respecto a 7.

Dado un espacio con més de una topologia, una pregunta natural que surge es si pueden
compararse entre si las topologias o si existe una relacion entre ellas; asi, en un espacio cuasi
semimétrico podemos hacernos las misma preguntas respecto a las topologias inducidas. Con
el Ejemplo podemos darnos cuenta que no existe ninguna relacién de inclusién entre las
topologias 7, y 75. Aunque no ocurre lo mismo con la topologia 7,s, como se ve en el siguiente

resultado.

Proposicién 2.5. Sean (X, p) un espacio cuasi semimétrico. Entonces la topologia T,s es mds

fina que las topologias 7, y 75, es decir, T, C Tps Y T5 C Tps.

Demostracion. Sea A € 7,, es decir, para cada x € A existe B,(x,7) C A. Sea y € Bps(z,7).

Entonces

p(z,y) < p’(z,y) <,

lo cual implica que, y € B,(x,r), con esto, Bys(x,7) C B,(z,r). Entonces Bjs(z,r) C A, es
decir, A € 7,s. Por lo tanto, 7, C Tps.
De manera analoga, se prueba que 75 C Tps.

L]

Aunque el espacio (X, p) tiene al menos tres topologias asociadas, la mayor parte de este

trabajo sélo se utilizardn las topologias 7, y 75. Esto es, necesitaremos ver al espacio X como
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un espacio bitopolégico (X, 7,,75). A continuacién se presentan algunos resultados topoldgicos

sobre los espacios cuasi semimétricos.
Teorema 2.2. Sea (X, p) un espacio cuasimétrico. Entonces las topologias T, y 75 son Tp.

Demostracion. Sean z,y € X tales que x # y. Entonces max{p(x,y), p(y,z)} > 0, en caso
contrario por el axioma QM3 se concluye que x = y, lo cual contradice la eleccién de los puntos.
Ahora, si p(z,y) > 0, sea r = p(x,y). Entonces y ¢ B,(x,r). Ademds, x ¢ Bs(y,r).
De manera similar, si p(y,x) > 0, entonces = ¢ B,(y,r), donde r = p(y, x). Asi y ¢ Bs(z, 7).
Es decir, 7, y 75 son Tp.

]

También podemos encontrar diferencias entre los espacios cuasi semimétricos y los espacios
métricos en relacién a sus propiedades topoldgicas. Una diferencia importantes entre ellos es
que aunque la topologia asociada a un espacio métrico siempre es Ty, 11 y, mas ain, es Th, las
topologias asociadas a un espacio cuasi semimétrico son Ty pero no necesariamente son 17 y por

tanto tampoco 75, como se observa en el Ejemplo

Ejemplo 2.8. Consideremos el espacio cuasimétrico (X, p) definido en el Ejemplo Sean
z,y € X talesque x Zyy 0 <r <1.Six # a se tiene que

y & By(z,r) = {z}

siz=ayy+#b, se tiene el mismo resultado. Por ultimo si z =ay y =b, para0 <r < 1 se

tiene que
x & By(y,7) = {y}

y por lo tanto (X, p) es Tp.
Pero para todo r > 0, b € B,(a,r) = {a,b}. Asi, (X, p) no es 1.

Aunque se mencioné que no necesariamente estas topologias son 77, podemos establecer

condiciones necesarias y suficientes para asegurar que si se cumpla esta propiedad.

Proposicién 2.6. Sea (X, p) un espacio cuasi semimétrico. Los siguientes enunciados son equi-

valentes:

1) La topologia 7, es Ty

2) La topologia 75 es Ty

3) p(x,y) >0 para todo x #y

Ademds, si se cumple alguno de los puntos anteriores se tiene que

4) El espacio bitopologico (X, 7,,T5) es Hausdorff a pares.
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Demostracién. Supongamos que 7, es T1. Sean z,y € X tales que x # y. Entonces existe
By(x,r1) tal que y ¢ B,(x,r1). Supongamos que p(x,y) = 0 entonces se tiene que y € B,(z,71),
lo cual es una contradiccion. Asi, hemos visto que 2 implica 3. De manera similar se prueba que

2 implica 3.

Supongamos que p(z,y) > 0, para todo = # y. Sea r = p(x,y). Entonces es obvio que
y ¢ By(x,r). También se tiene que p(y,xz) > 0. Sea r1 = p(y,x). Entonces = ¢ B,(y,m1).
Por lo tanto 7, es T7. Con ésto concluimos que 3 implica 1. De manera andloga se prueba la
implicacién de 3 a 2.

p(x,y)

Ahora supongamos que 7, es 17, y sean z,y € X talesque x #y y r = . Supongamos

que el conjunto A = B,(x,7) N Bs(r,y) es no vacio. Entonces existe z € A tal que z € B,(z,r)

y z € Bs(r,y). Luego

p(z,y) < p(x,2) + p(z,y) = p(x,2) + p(y,2) <7 +71=pz,9)

lo cual contradice que un real es igual a si mismo. Asi, A = () y por lo tanto X es Hausdorff a

pares.
O

Ejemplo 2.9. Sea p: R x R — [0,00) la cuasimétrica definida como

x -, six >y,
pla,y) =
2y —x) siz<uy.

Notemos que paraz € Ry r > 0,

By(z,r)={yeR:p(z,y) <r}= (x—r,x—kér]

Bs(x,r) ={yeR:p(y,x) <r}=[r— %r,err).

Sean x,y € R tales que x # y, y sin perdida de generalidad suponemos que = < y; sea

r= i(y — x), entonces

y ¢ Bo(z,r) v x¢By(y,r)
Adem4s, se cumple también que
y ¢ Bs(z,r) v x¢ Bsy,r).

Asi, la topologia 7, es T, y también lo es la topologia 75. Observemos que p(z,y) > 0 para todo

x # y. Con esto, hemos visto que en efecto se tienen las equivalencias de la Proposicién [2.6
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1
Luego,siz £y, x<yyr= Q(y—x)
) ¢ Bp(x’r) y I ¢ Bﬁ(yar)'
Por lo tanto, (R, 7,,7;) es Hausdorff a pares.

Del Ejemplo podemos observar que la topologia 7, no es 11, y que p(a,b) = 0, es decir,

las equivalencias de la Proposicion [2.6] se siguen cumpliendo.

Proposicién 2.7. Sea (X, p) un espacio cuasi semimétrico. Si el espacio bitopoldgico asociado

(X, 7y, 75) es Ty a pares, entonces p(x,y) > 0 para cualquier par de puntos distintos x,y € X.

Demostracion. Supongamos que existen x,y € X tales que x # y y p(z,y) = 0, entonces se
tiene que x € B,(y,r) y y € Bp(x,y) para todo r > 0, lo cual contradice al hecho de que X es
Ty a pares.

O

Teorema 2.3. Sea (X, p) un espacio cuasi semimétrico. Las siguientes proposiciones son equi-

valentes:
1. El espacio bitopologico (X, 1,,75) es Ty a pares.
2. El espacio bitopologico (X, 7,,75) es T1 a pares.
3. El espacio bitopologico (X, 7,,75) es Hausdorff a pares.

Demostracion. Veamos que 1 implica 2. Supongamos que X es Ty a pares. Sean x,y € X tales
que = # y, por la Proposicién 2.7} se tiene que p(z,y) > 0y ademds p(y, z) > 0. Sean r = p(z, y).
Entonces y ¢ B,(x,r) y « & Bs(y,r), es decir, (X, 7,,75) es T1 a pares.

Ahora, veamos que 1 implica 3. Supongamos que X es T a pares. Entonces p(x,y) > 0, para
todo x # y. Por la Proposicién (X, 7,,75) es Hausdorff a pares.

Un espacio de Hausdorff es 77, y este a su vez es Ty. Por lo tanto los hechos 2 implica 1, 3
implica 1 y 3 implica 2 son inmediatos.
O

Ejemplo 2.10. Sea X =Z y p: X x X — R la cuasimétrica definida por:

0 sim=mn

p(m,n) =

S|

si m > n, m par y n impar

1 en otro caso
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Se prueba que, para x € X y r > 0: Si x es par,

{ye X:y <z, yimpar}U{x} sir <1,

BP(J?,’I") =
X sir>1.
y
{z} sir<1,
Bﬁ(va) -
X sir>1.
Si x es impar,
{z} sir<1,
Bp(:Ear) =
X sir>1.
y
{ye X:y>uz, ypar }U{z} sir <1,
Bs(x,r) =

X sir>1.

Sean x,y € X tales que x # y, y sin perdida de generalidad supongamos que = < y. Sea
0 <r <1, entonces y ¢ By(x,r), es decir, (X, 7,,75) es Ty a pares. Mas aiin, se cumple también
que x ¢ Bs(y,r). Asi, (X, 7,,75) es T} a pares. Por dltimo, notemos que B,(z,r) N Bs(y,r) = 0.

Por lo tanto, (X, 7,,75) es Hausdorff a pares.
Definicién 2.7. Sea (X, p) un espacio cuasi semimétrico. Para x € X y Y C X se definen

p(z,Y) y p(Y,x) como

p(z,Y)=mf{p(z,y) :y €Y} y p(Y,z)=f{p(y,z) : y €Y}

Lema 2.1. Sean (X, p) un espacio cuasi semimétrico, A un subconjunto no vacio de X y x,x’ €

X. Entonces los siguientes enunciados son verdaderos:
1. p(z, A) < pz,2") + p(a’, A) y p(A,2") < p(A,2") + p(a’, ),
2. p(x, A) =0 si, y solo si, x € T,-cl(A).

Demostracion. 1. Para todo y € A, se cumple que

plz, A) < p(z,y) < p(a,2) + p(a’,y).

Tomando el infimo con respecto a y € A, obtenemos que p(x, A) < p(z,2’) + p(a’, A). La

segunda desigualdad se prueba de manera similar.

2. Sea x € 7,-cl(A). Entonces, para todo r > 0, B,(z,7) N A # 0. Equivalentemente, para
todo r > 0, existe a € A tal que p(x,a) < r. Asi, p(x, A) = 0.
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O
Con el Lema 2] si A es p-cerrado, se tiene que
A={ye X :py,A) =0}

Teorema 2.4. Sea (X, p) un espacio cuasi semimétrico. Entonces el espacio bitopoldgico aso-

ciado (X, 1,,75) es normal a pares.

Demostracion. Sean A, B C X tales que A es 7,-cerrado y B es T5-cerrado y disjuntos.
Entonces A={ye X :p(y,A) =0}y B={y e X :p(y,B) =0}.
Sean

U={zxe X :p(x,A) <p(z,B)}

V={reX:px,B)<plx,A}.

Observemos que UNV =0, ACU y BCV. Veremos que U € 7,y V € 75.
Sea xy € V. Entonces se cumple que p(xg, A) — p(xo, B) > 0. Sea p(xg, A) — p(xo, B) = k.

k
Tomemos = € Bg(xo, 5) Asi
p(x, B) < p(x,x0) + p(x0, B) = p(xo, z) + p(wo, B)

y también
p(x0, A) < p(x0,7) + p(w, A).

De aqui, p(va) > P(IZ‘O, A) - P($0,$)- Luego,
p(, A) — 5w, B) > plro, A) — plo, B) — 2p(z0,) > k— k =0,

k
con lo cual p(z, B) < p(x, A), es decir, x € V. Asi, Bs(zo, 5) C V, y por lo tanto V € 75.
Por otra parte si 1 € U, se cumple p(x1, B) — p(x1,A) > 0. Sean p(z1,B) — p(x1,A) = k1 y
kq
x € By(x1, ?) Luego,
p(z1,A4) < p(z1,7) + p(x, A)

ﬁ(fl?, B) < p(fl:,xl) +ﬁ($1,B> = p($1,$) +ﬁ(ﬂ71,B)
De donde p(z1, B) > p(z, B) — p(x1,x). De manera que:
p(z1,B) — p(z1,A) > p(z, B) — p(z,A) —2p(z1,2) > k1 — k1 = 0.

Por lo tanto, se concluye que U € 7,,.
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En ocasiones, cuando se trabaja con espacios topoldgicos, una pregunta importante es: ;el
espacio es Hausdorff? En el caso bitopoldgico, jes Hausdorff a pares? El Teorema nos da
condiciones necesarias y suficientes para ello, pero en ocasiones puede ser dificil o laborioso
comprobarlas. La Proposicién nos presenta condiciones mas faciles de comprobar. Nos dice
que un espacio bitopolégico (X, 7,,7;) es Hausdorff a pares si y sélo si p y p son cuasimétricas

que cumplen con la condicién

p(z,y) =0 si, y solosi z =y.

2.3. Propiedades topoldgicas de los espacios seminormados asi-
métricos

En los espacios seminormados asimétricos también podemos definir una topologia a partir

de la seminorma asimétrica.

Definicién 2.8. Sea (X,p) un espacio seminormado asimétrico, se define la topologia T, del
espacio X por

Tp = Tpps

llamada la topologia inducida por la seminorma asimétrica, donde p, es como se definio en la

ecuacion .

Observemos que 7, puede ser vista como una topologia sobre un espacio cuasi semimétrico.
Y asi se tiene que, en general la topologia generada por una norma asimétrica es Ty pero no 11, y
por lo tanto tampoco de Hausdorff. Una condicién para que la topologia de un espacio normado
asimétrico sea de Hausdorff fue encontrada por Garcia-Raffi, Romaguera y Sanchez-Pérez [§],

en términos de la funcién p® asociada a la seminorma asimétrica p.

Definicién 2.9. Sea (X,p) un espacio seminormado asimétrico. Se define la funcidon

p°: X — [0,00) por
p°(x) = nf{p(y) + ply —z) :y € X}, Va € X. (2.5)

En el siguiente resultado se presentan algunas propiedades de p°.

Proposicién 2.8. Sea (X, p) un espacio seminormado asimétrico. Entonces la funcion p°® defi-

nida en es la seminorma (simétrica) mds grande en X tal que p® < p.

Demostracion. Remplazando y por y — x en (2.5)) tenemos

p°(—=x) = inf{p(y) +ply+z):ye X}

= inf{p(y —z) +p((y — ) + ) 1y € X} = p°(x).
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Si a > 0, y remplazando y por ay, obtenemos

p°(ax) = Wf{p(y) +p(y —az):y e X}
= Wnf{ap(y) +ap(y —x) 1y € X}
= abf{p(y) +ply —z):y € X} = ap®(x).

Sean x,y € X. Entonces

PPle+y) = Wf{pz+w)+plz+w—(r+y):z,we X}
< plrtw)+pz+w—x—y), VzweX

< p(z) +p(w) +p(z —z) +p(w —y), Vz,we X,

tomando el infimo respecto a z y w,

PPr+y) < mf{p(z)+p(z—2):2zec X} +nf{p(w)+pw—-y):we X}
= p°(2) +p°(y)-

Asi, p°® es una seminorma simétrica.
Sea ¢ otra seminorma en X tal que ¢ < p. Supongamos que p°(x) < ¢q(z) < p(z), para algin
x € X. Por definicién de p°, existe y € X tal que

p°(x) =p(y) + ply — ) < q(z),

luego,
q(z) < q(y) +q(x —y) = q(y) + q(y — x) < p(y) + p(y — x) < q(x).

Esto contradice el hecho de que un ntmero es igual a si mismo. Por lo tanto ¢ < p°.

Teorema 2.5. Sea (X, p) un espacio seminormado asimétrico.
1. La topologia 7, es Ty si y solo si p(x) >0 o p(—x) > 0, para cada x # 0
2. La topologia T, es Th si y sdlo si p(x) >0, para cada x # 0
3. La topologia 1, es Hausdorff si y solo si p°(x) > 0, para cada x # 0.

Demostracion. 1. Sip(z) > 0 o p(—x) > 0 para cada = # 0, se tiene que py(x,y) > 0, para
x # vy, y por la Proposicién Tp = Tp, €s Tp.

2. Se prueba de manera similar a 1 utilizando la Proposicion [2.6



2.4. SUCESIONES 27

3. Supongamos primero que p®(z) > 0, para cada = # 0, lo cual implica que p®(x) = 0 si
y s6lo si ¢ = 0, es decir, p°® es una norma en X, y asi la topologia 7,0 generada por p°
es Hausdorff. La desigualdad p® < p implica que 7, C 7,¢. Entonces 7, es de Hausdorff
también.

Por otra parte, supongamos que p°(x) = 0 para algin = # 0. Por la Definicién
existe una sucesién {x,} tal que lim,[p(z,) + p(z, — x)] = p®(x) = 0. Esto implica que
lim,, p(x,,) = 0 y lim, p(z, — ) = 0. Con esto, para todo U,V € 1, con0 € Uy z € V se
tiene que U NV # (), es decir, la topologia 7, no es de Hausdorff.

O

Lema 2.2. Sea (X,p) un espacio seminormado asimétrico de Hausdorff. Entonces (X,p) es

también un espacio de Hausdorff.

Demostracion. Sea x € X tal que x # 0, luego

p°(z) = Wf{p(y) +py —=):y € X}
= Wf{p(—y) +p(~y — (—2)) 1y € X}

= Wf{p(y) +p(y — (—2)) 1y € X} =p°(—x) = p(x).

Como (X,p) es de Hausdorff, tenemos que p(x) > 0, para x # 0. Por lo tanto, (X,p) es de
Hausdorff.
O

2.4. Sucesiones

Como en cualquier otro conjunto, en los espacios cuasi semimétricos también se habla de
sucesiones. En esta seccién se mostraran algunas definiciones y resultados similares a los que se
conocen en espacios métricos, pero también se veran algunas diferencias que existen entre estos

espacios respecto a sucesiones.

Definicién 2.10. Sea (X,p) un espacio cuasi semimétrico. Una sucesion {x,} en X, converge
ax € X respecto a p, si para todo € > 0 existe un entero positivo k tal que n > k, implica que
p(z,x,) < e. Al punto z se le llama punto p-limite de la sucesion.

. . o . p
La convergencia respecto a p se llama p-convergencia y se denota por x, — x. Si la sucesion no

P
converge a x respecto a p lo denotaremos por x, - x.

Nota 2.3. Asi como en los espacios métricos, la definicién de p-convergencia se puede caracte-

rizar de la siguiente manera:

T D x siysélosi p(x,x,) =0
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Nota 2.4. En relacién a un espacio normado (seminormado) asimétrico (X, p), diremos que una
sucesion {x,} en el espacio (X, p) cumple con la definicién de p-convergencia, si la cumple en

(X, pp). Es decir, una sucesién {z,} en el espacio (X, p) es p-convergente si es p,-convergente.

En los espacios cuasi semimétricos, como en el caso métrico, podemos caracterizar la p-
cerradura de un conjunto en relacién a sucesiones, la demostracién del resultado como se vera es

similar al caso métrico.

Proposicién 2.9. Sea (X, p) un espacio cuasi semimétricoy A C X. Si A es p-cerrado, entonces

cualquier sucesion en A que converja, converge a un elemento de A.

Demostracion. Sea {x,} una sucesién en A tal que z, £ 2, para algin z € X.
Supongamos que z € A°, como A° es p-abierto, existe r > 0 tal que B,(x,r) C A°. Ademds,
dado que z, & z, existe k € N tal que p(x,x,) < r, paran > k. Es decir, x, € B,(x,7), lo cual
contradice el hecho de que x,, € A, para todo n. Por lo tanto x € A.

O

Algunos resultados que se deducen de la Proposicion [2.9] similares al caso métrico son:
Proposicién 2.10. Sea (X, p) un espacio cuasi semimétrico y A C X.

1. Sea {x,} una sucesién en A tal que x, > x, entonces x € p-cl(A).

2. Dado x € p-cl(A), entonces existe una sucesion {x,} en A tal que z, > x.

Demostracion. 1. Como A C p-cl(A), se tiene que z,, € p-cl(A), para todo n. Luego, por ser
p-cl(A) p-cerrado por la Proposicién x € p-cl(A).

1 1
2. Sea x € p-cl(A). Entonces B,(z,—)NA # (), para todo n € N. Sea z,, € B,(z, E) NA. Asi,

n
1

p(x,z,) < — — 0.
n

Es decir, z, L.
O

En el caso de los espacios métricos, se sabe que una sucesién puede converger a un punto
a lo sumo. A diferencia de estos espacios, una sucesién en un espacio cuasi semimétrico puede

converger a mas de un punto.
Asi, denotamos por L,({z,}) al conjunto de todos los p-limites de la sucesién {z,}, es decir,
L({zp}) ={z € X : 2, Bz} (2.6)

En el siguiente ejemplo vemos que en efecto una sucesién en un espacio cuasi semimétrico

puede p-converger a mas de un punto.
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Ejemplo 2.11. Sea el espacio cuasimétrico (R, p) donde

y—xz, siz<uy;
p(z,y) =
0, six > y.

Tomemos la sucesién {%} en R. Notemos que p(0, %) = % — 0y asi % 0.

También notemos que si z > 0, entonces existe k entero tal que % < z, para n > k. Entonces
p(z, 1) =00, es decir, 1 2 2. Por lo tanto, tenemos que L,({x,}) = [0, o0).

Ademss, p(z,z,) = p(zp,x) =0 si & < 0. Entonces Ls({z,}) = (—o0,0].

Observemos que p(1, %) — 0, pero p(;, 1)=1- - — 1. Dicho esto, la condicién p(z,z,) — 0

no es equivalente a p(z,,z) — 0, ésto se debe principalmente a la falta de simetria de la funcién.

Con el ejemplo anterior, hemos visto que una sucesién no sélo puede p-converger a mas de un
punto, sino que puede p-converger a un numero infinito de puntos. También, que los conjuntos

L,{zn}) y Ls({zn}) no necesariamente son iguales.

Proposicién 2.11. Sean (X, p) un espacio cuasi semimétrico y {x,} una sucesion en X. En-

tonces el conjunto L,({xy}) definido en es p-cerrado.

Demostracion. SeanY = X — L,({x,}) y € Y, entonces x,, L 1, es decir, existe € > 0 tal que
p(x,x,) > €, para todo n € N.
Sean 0 < r <€,y € By(x,7) y € = e—r > 0. Entonces, paran € N, p(x,x,) < p(x,y) +p(y, n),

asi, se tiene que

p(y, zn) > p(x,20) — p(x,y) > p(@,20) =7 > € — 1 = €1.

Luego, , + y, lo cual implica que y € Yy B,(x,7) C Y. Por lo tanto, L,({x,}) es p-cerrado.
O

Aunque los espacios cuasi semimétricos y los espacios métricos no compartan el resultado
de la unicidad del limite, existen otros resultados que si comparten en relacién a sucesiones. En

particular, se tiene la siguiente caracterizacion de la convergencia de sucesiones.

Teorema 2.6. Una sucesion {x,} en un espacio cuasi semimétrico (X,p), p-converge a un

punto x € X si y solo si toda subsucesion de {x,} p-converge a x.

La demostracién del Teorema [2.6]es idéntica a la conocida para el caso de los espacios métri-
cos, la razén de ésto es que en tal demostracién, no se utiliza en ninguna parte la propiedad de

simetria.

Hemos visto que una sucesiéon no necesariamente tiene un unico punto limite. Asi, surge la

pregunta, ;Que condiciones debe cumplir una sucesion {x,} o el espacio X para que si converge
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la sucesién, el punto limite sea tnico? Una respuesta a esta pregunta se da con el siguiente

resultado.

Proposicién 2.12. Sean (X, p) un espacio cuasi semimétrico de Hausdorff y {x,} una sucesion

p-convergente a x en (X, p). Entonces Ly({z,}) = {z}.

Demostracion. Sea y € X tal que ,, >y y = # y. Por ser X de Hausdorff, existen U, U, € 7,
tales que z € Uy, y € Uy y U,NU, = (. Sean €1, €3 > 0 tales que B,(z,€1) C Uy y B,(y, €2) C Uy,

Como z,y son puntos limites de {z,}, encontramos ki, k2 € N tales que
plr,xn) <€, Yn>k y plr,am) <e VYm > k.

Para n > k = méax{ki, k2}, zp, € Uy y =, € Uy, lo cual contradice el hecho que U, y U, son
disjuntos. Por lo tanto z = y.
L]

2.5. Sucesiones de Cauchy

Como en todo espacio métrico en el que se habla sobre sucesiones, uno puede plantearse la
pregunta: jse puede hablar sobre sucesiones de Cauchy? La falta de simetria en la definicién
de los espacios cuasi semimétricos causa grandes problemas, concernientes a la definicién de
sucesiones de Cauchy. En estos espacios existe una gran variedad de definiciones alternativas de

sucesiones de Cauchy, de las cuales cada una tiene sus ventajas y desventajas.
Definicién 2.11. Sea p una cuasi semimétrica en X. Una sucesion {x,} en X es llamada:

1. p-Cauchy izquierdo (derecho) si para todo € > 0 eziste un punto v € X y k € N tal que
p(x,xs) < €, para todo s > k (respectivamente p(xs, ) < €, para todo s > k).

2. p-Cauchy si para todo € > 0 existe k € N tal que p(x,,zs) < €, para todo r,s > k.

3. K-Cauchy izquierdo (derecho) si para todo € > 0 existe k € N tal que p(z,,xs) < €, para
s > 1 >k (respectivamente p(x,,zs) <€, pararT > s > k).

4. Débilmente K-Cauchy izquierdo (derecho) si para todo € > 0 existe k € N tal que p(x, zs) < €,
para todo s > k (respectivamente p(xs,xy) < €, para todo s > k).

Nota 2.5. Si p es una cuasi semimétrica simétrica, las definiciones anteriores coinciden con la

definicién usual de sucesién de Cauchy.

Nota 2.6. En relacién a un espacio normado (seminormado) asimétrico (X, p), diremos que
una sucesioén {z,} en el espacio (X, p) cumple con la definicién si la cumple en el espacio
(X, pp). Es decir, la sucesién {x,} es de Cauchy (referente a cualquier definicién de Cauchy) en

el espacio (X, p) si es de Cauchy en el espacio (X, pp).
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Proposiciéon 2.13. 1. Las siguientes implicaciones son verdaderas para cualquier sucesion
EN UN eSPacio cuasi Semimeétrico:
p-Cauchy = K-Cauchy izquierdo = débilmente K-Cauchy izquierdo = p-Cauchy izquierdo.
La cadena de implicaciones es vdlida también si se sustituye la palabra izquierdo por la

palabra derecho.
2. Una sucesion es p-Cauchy izquierdo st y solo si es p-Cauchy derecho.

3. Una sucesion p-convergente es p-Cauchy izquierdo y una sucesion p-convergente es p-

Cauchy derecho.
4. Una sucesion es p*-Cauchy si y solo si es K-Cauchy izquierdo y derecho.
Demostracion. Sea {x,} una sucesién en un espacio cuasi semimétrico (X, p).
1. Supongamos que {z,} es:

» p-Cauchy. Sea € > 0. Entonces existe k € N tal que p(z,,z5) < €, para todo r, s > k.
En particular si s > r > k, p(x,,zs) < e. Por lo tanto, {z,} es K-Cauchy izquierdo.

» K-Cauchy izquierdo. Sea ¢ > 0. Entonces existe k£ € N tal que p(z,,z5) < €, para
todo s > r > k. Si r = k se cumple que p(xg,xs) < €, para todo s > k. Por lo tanto,
{zy} es débilmente K-Cauchy izquierdo.

» Débilmente K-Cauchy izquierdo. Sea ¢ > 0. Entonces existe k € N tal que p(xg, zs) <
€, para todo s > k. Si x = x se cumple que p(z,zs) < €, para todo s > k. Por lo

tanto, {x,} es p-Cauchy izquierdo.
Andlogamente se prueban para el caso derecho.

2. La prueba se obtiene de la equivalencia de los siguientes enunciados:
{zn} es p-Cauchy izquierdo.
Para todo € > 0 existe z € X y existe k € N tal que p(z,z5) < €, para todo s > k.
Para todo € > 0 existe z € X y existe k € N tal que p(zs, ) < €, para todo s > k.
{zn} es p-Cauchy derecho.

3. Suponga que {z,} es p-convergente en (X, p), es decir, existe x € X tal que p(z,x,) — 0,
esto es, para todo € > 0 existe k € N tal que | p(x,z,) — 0 |= p(x,z,) < €, para todo
n > k. Por lo tanto, {x,} es p-Cauchy izquierdo.

Anslogamente se prueba que una sucesién p-convergente es p-Cauchy derecho.

4. Supongamos primero que {x,} es p*-Cauchy. Sea ¢ > 0. Entonces existe k € N tal que
p*(zr,x5) < €, para todo r, s > k. Sabemos que p(z,,xs) < p*(z,,zs), lo cual implica que
{zn} es p-Cauchy y por el inciso 1), es K-Cauchy izquierdo y derecho.

Para el reciproco, supongamos que {z,} es K-Cauchy izquierdo y derecho. Sea € > 0.

Entonces existen ki, ko € N tales que p(z,,zs) < €/2, para todo s > 1 > k1 y p(Xm, xn) <
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€/2, para todo m > n > k.

Sean k=max{k1,ko} y 71,72 > k. Entonces

ps($T1a$T2) < p($T17xT2) + p(137~2,l'r1) < E/2 + 6/2 = €
Por lo tanto {z,} es p*-Cauchy.
OJ

Las reciprocas de las implicaciones de la Proposicién 1 no necesariamente son ciertas.
A continuacién daremos algunos ejemplos y contra-ejemplos en los que veremos con més detalle

estas implicaciones.

Ejemplo 2.12. Sea X=[0,1] y p1 : X x X — R la cuasimétrica definida por:

0, siz<uy;
pl(xay) =
1, siz>y.

Ejemplo 1 Sea {z,} la sucesion en X definida por

% + 27" sin es impar;
Ty =

% +37"™, sin espar.

Notemos que para todo € > 0, pl(%,:rn) =0 < ¢, para todo n > 1, es decir, {z,} es p;-Cauchy
izquierdo.

Ademas, p1(xn,1) = 0 < € para todo n > 1, esto es, {x,} es p;-Cauchy derecho.

Sin embargo, si 0 < € < 1, n impar y m par, tenemos que &, < &, y por tanto p1(Z,, zy,) =1 > €.

Asi, {z,,} no es débilmente K-Cauchy izquierdo, ni derecho, ni p;-Cauchy.
Ejemplo 2 Ahora, consideremos la sucesién {y,} en X definida por

0, sin=1;
Yn =
ﬁ, sin > 1.

Sean € > 0 y k=1. Entonces para todo r > k, p1(yk,y.) = p1(0, ﬁ) = 0 < €. Luego, {yn} es
débilmente K-Cauchy izquierdo.

Pero para 0 < € < 1, si s > r > k para cualquier k € N, p1(yr,ys) = pl(ﬁ, ﬁ) =1>e

Por lo tanto, {y,} no es K-Cauchy izquierdo.
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Ejemplo 2.13. Sea X=(0,1) y p2 : X x X — R la cuasimétrica definida por:

r—y sir>y
p2(z,y) =
1 stz <y

Ejemplo 1 Definamos la sucesién {x,,} por z, = (n+1)~1.
Sea € > 0. Tomemos k € N tal que k£ > %, si s > r > k. Se tiene que

po(tras) =+ =G+ <r -+ <r <k <e

Asi, {x,} es K-Cauchy izquierdo y por lo tanto ps-Cauchy izquierdo.
Sin embargo, para 0 < e < 1y z € X, existe k € N tal que para todon > k, =z, < x. Entonces
p2(Tn,x) =1 > ey de aqui se tiene que pa(zp,x) - 0.

Por lo tanto, {x,} no es pa-Cauchy derecho ni es ps-convergente en X.

Ejemplo 2 Ahora consideremos la sucesion {y,} en X definida como y, =1 — z,.

Sea € > 0. De igual forma tomemos k € N tal que k& > %; sir > s >k, se tiene que
p2(yryys) = (L= (r+ )7 = (1= (s+ ) )=+ =+ <k <e

Lo que implica que {y,} es K-Cauchy derecho, y por lo tanto, ps-Cauchy derecho.
Sin embargo, para 0 < ¢ < 1y x € X, existe £k € N tal que Vn > k, z < y,. Entonces
p2(z,yn) = 1 > € y también se tiene que pz(yn,z) = 0.

Por lo tanto, {y,} no es pa-Cauchy izquierdo ni es pz-convergente en X.

Ejemplo 2.14. Sea X =Z y p3: X x X — R la cuasimétrica definida por:

0 sim=mn
p3(m,n) = Logim> n, m par y n impar
1 en otro caso

Consideremos la sucesién {z,} dada por z, = 2n y sea ¢ > 0. Tomemos k € X tal que k es
impar y k > % Entonces se cumple que para todo n > k, p(z,, k) = % < €. Por lo tanto {x,} es
p-Cauchy derecho. Sin embargo, para 0 < e <1y m < n, p(m,n) =1 > e. Entonces {z,} no es
débilmente K-Cauchy derecho.

En la tabla se resumen los puntos importantes vistos en los ejemplos anteriores. En ella,
se marca cada ejemplo visto anteriormente. Cada columna hace referencia a una sola sucesion
vista, con 4/ hacemos referencia al tipo de sucesiéon de Cauchy que es la sucesién, mientras que

con X indicamos que la sucesién vista no es de ese tipo. Los espacios en blanco nos indica que
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no se sabe si es 0 no de ese tipo la sucesion analizada.

— [a\] — [N
SIERS | | =
— — — — —
21212122
2 la|al|lal -
155 |E|E|
| _ jemplo | & | 2 1 5 |7 | &
Tipo de sucesién
p-Cauchy X
K-Caucy izquierdo X |V
K-Cauchy derecho vV

débilmente K-Cauchy izquierdo

débilmente K-Cauchy derecho

p-Cauchy izquierdo

NI Al
<
<

p-Cauchy derecho X V|V

p-convergente X

p-convergente X

Tabla 2.2: Tabla que muestra las conclusiones de los ejemplos sobre sucesiones de Cauchy

En [I1] podemos encontrar otros resultados que nos aseguran la unicidad del limite de una

sucesion. Para ello necesitamos la siguiente condicién:
p(x,y) =0siysolosiz =y, Vr,ye X (2.7)

Teorema 2.7. Sean (X, p) un espacio cuasi semimétrico que satisface y {xn} una sucesion
en X. Sea v € X tal que x € L,({zn}) y x € Lz({xn}). Entonces L,({xn}) = Lp({xn}) = {z}.
Ademdas, {x,} es p-Cauchy.

Demostracion. Primero veamos que la sucesion es p-Cauchy.

Sea € > 0. Entonces existen ki, k2 € N tales que p(z,z,) < §, para todo r > k1 y p(z,zs) < §,
para todo s > ko.

Sean k = méax{ky,ka} y r,s > k. Entonces

€
p(l’r7ﬂfs) < p(ﬂfrﬂ?) + p(fE,l‘s) < 5 —+ 5 = €.

Por lo tanto {z,} es p-Cauchy.
Falta probar que L,({zn}) = Lz({zn}) = {x}. Sea y € L,({xn}). Luego

p(y, ) < p(y, n) + p(Tn, ) = p(y, 2n) + p(x, 1) — 0,



2.5. SUCESIONES DE CAUCHY 35

asi p(y,x) = 0, lo cual implica que x = y. Con esto probamos que L,({z,}) = {x}. De manera
similar se prueba que Ls({z,}) = {z}.
O

Teorema 2.8. Sea {x,} una sucesion en un espacio cuasi semimétrico (X, p). Si p cumple
y Ly({zn}) (Ls({zn})) consta de mds de un elemento, entonces Ly({xn}) =0 (L,({zn}) =0).

Demostracion. Supongamos que L,({z,}) consta de mas de un elemento y L;({z,}) # 0.
Sean x € L,({zn}) y vy € Ls({zn}). Asi,

p(z,y) < p(x, 20) + p(Tn, y) = p(, 20) + p(y, 2n) — 0.

En consecuencia, p(z,y) = 0, lo cual implica que z = y. Con ésto, L,({zn}) = Lz({zn}), es

decir, todo punto p-limite es p-limite. Ahora, sean =,y € L,({xy}), entonces

p(r,y) < p(w,20) + p(Tn,y) = p(z,2n) + Py, Tn) — 0.

Con ésto, p(x,y) = 0, lo cual implica x = y. Asi, L,({x,}) consta de un sélo punto, lo cual

contradice la hipdtesis.

De manera anéloga se prueba que si Lz({xy}) consta de més de un elemento, entonces L,({zy}) = 0.
O]

Teorema 2.9. Sea {z,} una sucesion en un espacio cuasi semimétrico (X,p).
1. Si{zn} es p-convergente hacia a y p-convergente hacia b, entonces p(a,b) = 0.
2. Si{x,} es p-convergente hacia a y p(b,a) =0, entonces {x,} es p-convergente hacia b.

3. St {xp} es K-Cauchy izquierdo y tiene una subsucesion p-convergente hacia a, entonces

{zn} es p-convergente hacia a.

4. St {xn} es K-Cauchy izquierdo y tiene una subsucesion p-convergente hacia a, entonces

{zn} es p-convergente hacia a.

Demostracion. 1. Como {z,} es p-convergente hacia a, se tiene que p(a,z,) — 0, y como es

p-convergente hacia b, se tiene que p(z,,b) — 0, entonces
pla,b) < p(a,zn) + p(zn,b) — 0.
Por lo tanto p(a,b) = 0.

2. Se sigue de la relacién

p(b,zn) < p(b,a) + pla, z,) = p(a, zn) — 0.
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3. Sea € > 0. Como {z,} es K-Cauchy izquierdo, existe ng tal que p(zm,,z,) < §, para todo
ng < m < n. Sea {z,, } una subsucesién p-convergente de {z,}. Entonces existe kg € N

tal que ng, > ng y p(a,zy,) < §, para todo k > ko. Asi, se tiene que para n > n,,
€ €
p(a, :Cn) < p(a, xnko) + p(xnkoaxn) < 5 + 5 = €.

Por lo tanto, {z,} es p-convergente hacia a.

4. Se concluye andlogamente al inciso 3.

2.6. Completez

En los espacios métricos la definicién de completez esta asociada al concepto de sucesion de
Cauchy. Asi mismo, en los espacios cuasi semimétricos se tiene esta relacién, por lo que existen

diferentes nociones de completez, una por cada definicién de sucesion de Cauchy.
Definicién 2.12. Sea (X, p) un espacio cuasi semimétrico. Entonces X es llamado:

1. p-completo izquierdo (derecho) si cada sucesion p-Cauchy izquierdo (derecho), p-converge

a algin punto de X.

2. K-completo izquierdo (derecho) si cada sucesion K-Cauchy izquierdo (derecho), p-converge

a algin punto de X.

3. débilmente K-completo izquierdo (derecho) si cada sucesion débilmente K-Cauchy izquierdo

(derecho), p-converge a algin punto de X.

4. p-completo si cada sucesion p-Cauchy, p-converge a algun punto de X.

Nota 2.7. Si p es una cuasi semimétrica simétrica, entonces las definiciones anteriores coinciden

con la definicién usual de completez.

Nota 2.8. En relacién a un espacio normado (seminormado) asimétrico (X, p), diremos que
(X, p) cumple con la Definicién si (X, pp) la cumple. Es decir, el espacio (X, p) es completo

(referente a cualquier definicién de completez) si (X, pp) lo es.

Proposicion 2.14. Las definiciones de completez estdn relacionadas de la siguiente manera
p-completo izquierdo = débilmente K-completo izquierdo = K-completo izquierdo = p-completo

La cadena de implicaciones es valida también si se sustituye la palabra izquierdo por derecho.
Demostracion. Sea (X, p) un espacio cuasi semimétrico. Supongamos que X es:

» p-completo izquierdo. Sea {x,} una sucesién débilmente K-Cauchy izquierdo. Entonces
{z,} es p-Cauchy izquierdo y asi p-converge a algiun punto de X, por lo tanto X es

débilmente K-completo izquierdo.



2.6. COMPLETEZ 37

» Débilmente K-completo izquierdo. Sea {x,} una sucesién K-Cauchy izquierdo. Entonces
{zn} es débilmente K-Cauchy izquierdo y asi p-converge a algin punto de X, por lo tanto

X es K-completo izquierdo.

» K-completo izquierdo. Sea {x,} una sucesién p-Cauchy. Entonces {z,} es K-Cauchy iz-

quierdo y asi p-converge a algin punto de X, por lo tanto X es p-completo.

La prueba es andloga para el caso derecho.
O

Para entender de mejor manera las definiciones de completez y las implicaciones de la Pro-

posicién y ver que sus reciprocas no siempre se cumplen, analicemos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.15. Sea (Y, p) el subespacio del espacio (X, p) del Ejemplo donde
Y={(n+1)"':neN}L

Ejemplo 1 Sea {x,} una sucesién p-Cauchy derecho en Y. Entonces para todo ¢ > 0,
existe z € Y y k. € N tal que p(z,,z) < €, para n > k.. Asi, se cumple que z,+1 < x, y que
existe k € N tal que = x,, para n > k. Luego p(x,,z) = 0. De donde, {x,} es p-convergente
en Y y por lo tanto Y es p-completo derecho.

Por otra parte, en el Ejemplo 1 se vio que la sucesién {(n + 1)7!} es p-Cauchy izquierdo.
Pero si x € Y, se tiene que x = ]:0, para algin ky € N. Ahora, sea 0 < € < p(Zky, Tho+1)-

Entonces para n > kg

1 1
P(xko,l‘n) =Tgy —Tp = 7 — — = p(xko,aszH) > €.

1
ke n ko ko+1

Asi, {x,} no es p-convergente en Y, y por lo tanto Y no es p-completo izquierdo.

Ejemplo 2 Ahora consideremos {z,} una sucesiéon K-Cauchy derecho en Y, esto es, para
todo € > 0 existe ke € N tal que p(z,,25) < €, para s > r > k. De igual forma se tiene que
Zn+1 < 2zn y que existe k € N tal que z, = z; para n > k, lo cual implica que z, B 2 y por lo
tanto Y es K-completo derecho.

Sin embargo, se vi6 en el Ejemplo 1 que la sucesiéon {(n + 1)~} es K-Cauchy izquierdo y

no es p-convergente en X; y por lo tanto tampoco en Y. Asi, Y no es K-completo izquierdo.

Ejemplo 3 Si {z,} € X es una sucesién p-Cauchy, siguiendo el mismo razonamiento de
los ejemplos anteriores, se concluye que {x,} es p-convergente, y por lo tanto X es p-completo.
Sin embargo la sucesiéon {z, = (n + 1)7'} es K-Cauchy izquierdo y hemos visto en el Ejemplo
[2.13]1 que no es p-convergente. Asi, X no es K-completo izquierdo. También se ha visto en el
Ejemplo 2 que la sucesion {y, = 1 — z,} es K-Cauchy derecho, pero para = € X, si
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» z < z,, para todo n € N. Entonces para 0 < € < 1 se tiene que p(x,z,) > 1 > €.

» 1, < x, para algunos n € N. Entonces sea € = p(x,zy), donde k = max{n € N: x > z,},

luego para n < k, p(x,x,) > p(x,x) > €.
Lo cual implica que {y,} no es p-convergente, y por tanto X no es K-completo derecho.

Ejemplo 2.16. Sea (X, p) el espacio cuasimétrico definido en el Ejemplo

Ejemplo 1 Sean {y,} una sucesién K-Cauchy derecho en X y 0 < e < 1. Entonces
existe k € N tal que p(x,,zs) < € para r > s > k. Supongamos que y, es impar para todo n > k,
entonces p(Ym,yn) = 1, lo que contradice el hecho de que la sucesién es K-Cauchy derecho. Si la
sucesion es tal que contiene niimeros pares e impares para n > k, entonces tomemos m,n > k
impares, asi p(Ym,yn) = 1, lo que contradice el hecho de que la sucesién es K-Cauchy derecho.
Por lo tanto, la sucesién es tal que y, es par, para todo n > k, ademas se cumple que y, = yi
para todo n > k. Asi y, LN Yko» ¥ Por tanto X es K-completo derecho.

Por otra parte, hemos visto en el Ejemplo que la sucesién {z,} dada por x, = 2n es p-
Cauchy derecho, ademds para x € X existe k € N tal que x,, > x, paran > k. Luego p(x, z,) = 1,

para n > k. Entonces {z,,} no p-converge en X, y por lo tanto X no es p-completo derecho.

Ejemplo 2 Ademas, si {z,} es una sucesién K-Cauchy izquierdo respecto a p, enton-
ces {zp} es una sucesién K-Cauchy derecho respecto a p y por lo anteriormente dicho existe kg
tal que p(zn, 2k, ) "% 0, es decir, P(Zkos #n) 2200, asf 2, 2, 2k, v por lo tanto X es K-completo
derecho respecto a p.

Asi, también para z impar, p(z, z,) = p(zn, 2) "Z3° 1 y por lo tanto X no es p-completo.

En la Tabla[2.3]se resumen los puntos importantes vistos en los ejemplos anteriores. En ellos,
se comprueba que tipo de espacio es el analizado, en relacién a las definiciones de completez.
Con 4/ hacemos referencia a que en efecto es del tipo mencionado, mientras que con X indicamos
a que no es el tipo de espacio senalado. Los espacios en blanco nos dice que no se sabe si el

espacio visto en el ejemplo son o no completos.

Lema 2.3. Sea {z,} una sucesion en un espacio seminormado asimétrico (X,p), si {z,} es

K-Cauchy derecho (izquierdo) en (X,p). Entonces {—x,} es K-Cauchy derecho (izquierdo) en
(X, D).

Demostracion. Sea € > 0. Dado que {z,} es K-Cauchy derecho, existe k € N tal que para

m > n > k, se cumple p(x,, — ) < €, 0 equivalentemente p(—x, — (—zm)) < €, param > n > k.

Es decir, {—z,} es K-Cauchy derecho en (X,p). La prueba es andloga para el caso izquierdo.
O

Proposicién 2.15. Sea (X,p) un espacio seminormado asimétrico. Si (X,p) es K-completo

derecho (izquierdo), entonces (X,p) es K-completo derecho (izquierdo).
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el e eSO N S s
Completez
p-completo vV X
K-completo izquierdo X | X
K-completo derecho VIX|IVIY
p-completo izquierdo X
p-completo derecho v X

Tabla 2.3: Tabla que muestra las conclusiones de los ejemplos sobre completez

Demostracion. Sea {x,} una sucesién K-Cauchy derecho en (X,p). Por el Lema {—zn} es
K-Cauchy derecho en (X,p). Luego, por hipétesis, existe z € X tal que —x, EN x, es decir,
para todo € > 0 existe k € N tal que p(—z, — x) < ¢, para todo n > k, o equivalentemente,
P(zn — (—z)) < €, para todo n > k. Asi, z, Ly 2. Por lo tanto, (X,P) es K-completo derecho.

La prueba es andloga para el caso izquierdo.

O]

Definicién 2.13. Una serie ), x, en un espacio seminormado asimétrico (X,p) es llamada
convergente si existe x € X tal que x = lim,_, 22:1 xy. La serie )", x, es llamada absoluta-

mente convergente si y o p(z,) < 00.

Como es bien sabido en teoria clasica, un espacio normado es completo si, y s6lo si cada una
de sus series absolutamente convergentes es convergente. En el caso de los espacios asimétricos

se tiene un resultado similar.

Proposicién 2.16. 1. Sea (X, p) un espacio cuasi semimétrico y {x,} un sucesion en X. Si

la sucesion satisface
o0
Zp(xmxn-i-l) < 0,
n=1

entonces {x,} es K-Cauchy izquierdo.

2. Un espacio seminormado asimétrico (X, p) es K-completo izquierdo si, y sdlo si, cada serie

absolutamente convergente de X es convergente.

Demostracion. 1. Para e > 0 sea k € N tal que

o0
Z P(Tpis Thpit1) < €
=1
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Entonces, para m > n > k, se cumple que

,0 Ln, ij < § $n+i7$n+i+1) <e€

. Primero supongamos que (X,p) es K-completo izquierdo. Sea X,, = > ., z;, donde

Yoo p(zy) < co. Para € > 0 sea k € N tal que

oo
Z p(Tp4i) <€
i=1

Luego, si m > n > k se tiene que

p(Xm—Xn)=p< > xz> < Y plri) <e

1=n-+1 i=n+1

con ésto, { X, } es K-Cauchy izquierdo y por hipétesis existe z € X tal que z = lim, o0 X,
es decir, la serie ) 7 | x, es convergente.
Por otra parte, supongamos que toda serie absolutamente convergente de X es convergente.

1
Sea {z,} una sucesién K-Cauchy izquierdo en X. Sea ki tal que p(z,, — z,) < 5 para
1
todo k1 < n < m. Sea ko > ki tal que p(zp, —x,) < 52 para todo ko < n < m (ademds, se
1 1
cumple que p(Tg, — Tk, ) < 5) Sea ks > ko tal que p(xy, —xzp) < 25 paratodo ks <n <m

(obsérvese que p(zr; — Tk,) < -5). Siguiendo con este procedimiento, encontramos una

2

1
sucesion de indices k1 < ko < ... tales que p(zy,,, — Tx,) < 5-, para todo n € N. De ahi

2TL

oo o0 1
> i ) <3 -1
n=1 n=1

con ésto se tiene que la serie ) (z, ,, —k,) es absolutamente convergente y por hipétesis,

n+1
: oo n

existe y € X tal que y = > )% g, — Tk, Pero Xy = Y0 g — Thy = Thyy — Ty

para cada n € N. De aqui, zy,, 2 y + xk, cuando n — oo. Por el Teorema la sucesion

{x,} p-converge a y + xy, .

O

Proposicién 2.17. Un espacio cuasi semimétrico (X, p) es K-completo derecho si y sdlo si

cualquier sucesion decreciente de bolas p-cerradas

Bplxi,r1) D Bplxe,r2) D ... con lim r, =0 (2.8)

n—oo

tiene interseccion no vacia.
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Ademds, si la topologia T, es Hausdorff, entonces (2| Bglxn, ] contiene exactamente un ele-

mento.

Demostracion. Sean (X, p) K-completo derecho y Bglx,,rs], n € N, una sucesiéon de bolas p-
cerradas que satisfacen ([2.8]).

Para € > 0, existe k € N tal que r,, < € para todo n > k. Si k < n < m, entonces x,, € Bs[xp, ]
y asi p(Tn, Tm) < rn < €. De aqui, p(xm,x,) < €, para k < n < m, es decir, {z,,} es K-Cauchy
derecho y por hipétesis existe z € X tal que z, 5 q.

Como, para cada k € N, z, € B[z, ;] para todo n > k, y dado que la bola Bj|xy, 7] es

p-cerrado, por la Proposicién 2.9] se sigue que
x = p-limy, 00 Tn € Bplag, 1),

donde p-lim representa al limite de la sucesién respecto a p. Por lo tanto « € (- Ba|k, 7]
Supongamos ahora que 7, es de Hausdorff y sea y € (2, Bslxk, r]. Entonces, para todo n € N,
p(xn,y) < rn, o equivalentemente, p(y, z,) < r, — 0, es decir, z £ 2. Por la Proposicién m
Y=z

Reciprocamente, sea {x,} una sucesién K-Cauchy derecho en (X, p). Entonces existe k; € N

1
tal que p(zm, zy) < 5 bara k1 < n < m, o equivalentemente, p(xy, zmy) < 3 En particular,

1
Pk, ) < o para k1 < n. Consideremos ahora Bjlxy,,1].

1 1
Sea ahora ko > k; tal que p(zp, x,) < 3 para ko < n < m o equivalentemente, p(Zy, Tp,) < 5
1
En particular, p(zk,, Tn) < 5 para ks < n. Notemos que si y € By, 1/2],
_ _ _ 1 1
p(l‘klay) S p(kaxkg) + p(xk27y) S 5 + 5 - ]-7
es decir, Bj[zy,,1/2] C Bslxg,, 1].
Continuando con este procedimiento, obtenemos una sucesién k1 < ko < ... tal que
_ 1
oz, ,xK) < on Dbara todo k > k.
A D < L 1 11 las B n—l isf: B L C
demas p(wy,, Tk, ,,) < o con lo cual las bolas Bp[xy,,1/2" "] satisfacen que B[y, ,, 27] C

1
Bjlxy,,, Qn—_l], n € N. Por hipétesis existe z € (2, Bs[zk, ,1/2"1]. Entonces
_ 1
p($7mk’n) - p(xkn,:):) S 2n—1 — 07 cuando n — 00,

es decir, zy, % #. Por el Teorema .4, la sucesién {z,} es p-convergente a x. Por lo tanto
(X, p) es K-completo derecho.
O]
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Teorema 2.10. Sea (X,p) un espacio cuasi semimétrico. Si (X,p) es K-completo derecho,

entonces (X, p) es de sequnda categoria en si mismo.

Demostracion. Suponga que X es de primera categoria. Entonces

X:UYn

neN

donde Y,, es denso en ninguna parte en X, para todo n. Esto es p-int(p-cl(Y,)) = 0, asi,

X:UXn

neN

donde X,, = p-cl(Y},) y p-int(X,,) = 0, para todo n.
Luego, X — X7 es no vacio y p-abierto, lo cual implica que existen z1 € X y 0 < r; < 1 tales que
Bylxi,r1) € X — Xy. El conjunto B,(z1,71) — X2 es no vacio y p-abierto, asi, existen zo € X y

1
0<r< 3 tales que Bylxa, 2] C By(x1,7m1) — Xo.

Continuando de esta manera se obtienen z,, y 0 < 1, < % tales que
Bylaxn,n] C By(tp—1,rn—1) — Xpn, paratodo n, donde B,(xg,70) = X.
Entonces se tiene que
() Bolzn:n] €[ Bp(tn-1,mn1) = Xpn C [ X = X=X —| JXn =0

lo cual contradice a la Proposicién Por lo tanto, el espacio (X, p) es de segunda categoria
en si mismo.

O]



Capitulo 3

Analisis Funcional Asimétrico

El andlisis funcional es una parte importante de las matematicas. Es la rama de las ma-
tematicas que trata sobre el estudio los espacios vectoriales normados completos sobre los reales
o los complejos y espacios topoldgicos dotados de una estructura algebriaca. También trata so-
bre el estudio de los espacios de funciones, como es el caso de los operadores lineales continuos
definidos en los espacios de Banach y de Hilbert. Estos conducen naturalmente a la definicién
de C* élgebra y otras algebras de operadores.

En este capitulo se presentaran algunos resultados béasicos sobre analisis funcional en los espacios
normado asimétricos. En particular, se estudiara el conjunto de las funciones lineales entre dos
espacios normados asimétricos y se presentaran resultados analogos a dos de los teoremas més

importantes del analisis clasico: el teorema del mapeo abierto y el teorema del grafo cerrado.

3.1. Funciones Lineales Continuas entre Espacios Normados A-

simétricos

Definicion 3.1. Sean X,Y espacios vectoriales sobre R. Una funcion f : X — Y se dice lineal

si para cualesquiera x,y € X, y para cualesquiera o, B € R

flax + By) = af(x) + Bf(y).

Se dira que f es sublineal si para cualesquiera x,y € X y a >0

fle+y) < fl@)+fly) v flaz) =af(z).

Definicién 3.2. Sean (X, p) y (Y, q) dos espacios seminormados asimétricos. Una funcion lineal
f: X =Y esllamada (p,q)-continua si es continua respecto a las topologias 7, en X y 7, en
Y.

De manera general, si p € {p,p,p°} yv € {q,q,¢°}, f es (u,v)-continua si es continua respecto

a las topologias 7, en X y 7, en Y.

43
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Observemos que la definicién de (p, g)-continuidad es la definicién usual de continuidad. La
razon de dar esta definicién es simplemente presentar la notacion, ya que también trabajaremos

sobre continuidad respecto a las seminormas asimétricas p, p°, ¢ y ¢°.

Definicién 3.3. Sean (X, p) y (Y, q) dos espacios seminormados asimétricos. Definimos L, ,,(X,Y")
como el conjunto de todas las funciones lineales (p,v)-continuas de (X,p) a (Y,q) donde p €
{p,p,p°} yv €{q¢,4,¢°}. Escribimos simplemente L(X,Y') para denotar a Lys 4s(X,Y), el con-

Junto de todos las funciones lineales continuas de (X,p*) a (Y,q°).

Definicién 3.4. Una funcion lineal f : (X,p) — (Y,q) entre dos espacios seminormados

asimétricos es llamada (p, q)-semi-Lipschipz si existe un nimero > 0 tal que
q(f(z)) < Bp(z), para todo = € X.

En teoria clasica de espacios normados, existen caracterizaciones de la continuidad de las
funciones lineales. En espacios normados asimétricos, podemos dar una caracterizacién de la

(p, q)-continuidad basada en el siguiente resultado.

Proposicion 3.1. Sean X un espacio vectorial real, f,g : X — R funciones sublineales y

a,B>0. 5ig(x) >0, para todo x € X, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

Para todo = € X, g(x) < B, implica f(x) < a, (3.1)
Y o
Para todo z € X, f(x) < Eg(x) (3.2)
Demostracion. Supongamos primero que se cumple 1) Entonces ¢ (g(’;):):> = 5, luego
f <Baz) < a, dedonde f(z)< Zg(x)
gla)") = AR

Supongamos ahora que se cumple (3.2)) y sea z € X tal que g(z) < 5. Entonces

f(z) < Zg(x) < 28 =a

™I Q
=1 Q

La siguiente proposicién da algunas caracterizaciones de la (p, ¢)-continuidad.

Proposicién 3.2. Sean (X, p), (Y, q) dos espacios seminormados asimétricos y f : (X,p) — (Y,q)

una funcion lineal. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes.
1. La funcion f es (p, q)-continua en X.

2. La funcion f es (p,q)-continua en 0 € X.
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3. La funcion f es (p,q)-semi-Lipschitz.

Demostracion. Es suficiente probar que 2 implica 3 y que 3 implica 1.
Supongamos que f es (p, ¢)-continua en 0 € X, es decir, existe r > 0 tal que f(B,[0,7]) C B0, 1].
Se sigue que

Vz € X con p(x) <r, implica que ¢(f(x)) < 1.

Por la Proposicién [3.1] se sigue que

para todo = € X, es decir, f es (p, q)-semi-Lipschitz.
Supongamos que f es (p, g)-semi-Lipschitz, es decir, existe M > 0 tal que ¢(f(z)) < Mp(z). Asi,

para € > (0 sea § = ﬁ Sean z,y € X tales que p(x — y) < J. Entonces

a(f(@) ~ f(y)) < Mpla —y) < M7 =,

es decir, f es (p, q)-continua.
]

Basados en estas propiedades, podemos introducir una seminorma asimétrica en el espacio

prq (X7 Y) *

Definicién 3.5. Definimos la funcién p; : Ly 4(X,Y) — [0,00) dada por

py(f) =sup{q(f(z)) : v € X,p(x) <1} para todo f € Ly (X,Y). (3.3)

La funcién p; es una seminorma asimétrica en el espacio L, 4(X,Y). En efecto, sea o > 0.

Entonces
pglaf) = sup{q(af(z)):z € X,p(x) <1}

— sup{aq(f(z)) : v € X,pla) < 1}
— asup{q(f(a)) : x € X,plx) < 1}

= apy(f).
Ahora, si f,g € L, 4(X,Y), entonces

py(f+9) sup{q(f(z) +g(z)) : x € X, p(x) < 1}
sup{q(f(z)) +q(g9(z)) : v € X, p(x) < 1}
< sup{q(f(z):z € X,p(z) <1} +sup{q(g(z) : v € X, p(z) < 1}

py(f) +py(9)-
Asi, p; es una seminorma asimétrica en Ly 4(X,Y).

IN
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Mas atn, supongamos ahora que ¢ es una norma asimétrica y sea f € L, ,(X,Y) tal que
py(f) = py(=f) =0, es decir,

sup{q(f(z)) : v € X,p(z) <1} = sup{q(—f(2)) : v € X,p(z) <1} = 0.

Como ¢ > 0, se tiene que

q(f(2)) = q(=f(2)) = 0, Vo€ X tal que p(z) <1.

Por ser ¢ norma asimétrica, se sigue que f(x) = 0 Vz. Por lo tanto, py €s una norma asimétrica.

Recordemos que las funciones p® y ¢° son seminormas, al sustituirlas en la férmula (3.3)) es

de esperarse que (pgs)* también sea una seminorma, es decir, la funcién

()" (f) = sup{*(f(z)) : v € X, p*(x) < 1}

es una seminorma. En efecto, solo falta probar que para a € R, (pgs)*(af) =[ o | (pgs)*(f), pero

(ps)*(af) = sup{¢*((af)(z)):x € X,p*(x) <1}
= sup{la|¢*(f(z)):z € X,p°(z) < 1}
= |a|sup{g®(f(z): 2 € X,p*(z) < 1}

= ol (pg:) (f)-

Més atin, supongamos que ¢ es una norma asimétrica. Sea f € L(X,Y) tal que (pj:)*(f) = 0,

es decir,
sup{¢°(f(x)):xz € X,p’(z) <1} =0,

asi
¢’(f(x)) =0 paratodo z € X, y p’(x) <1.

Como q es norma asimétrica, ¢° es una norma y por la linealidad de f, se concluye que f(z) =0,
para todo x € X. Por lo tanto, (p3:)*(f) es una normay el espacio (L(X,y), (pg:)*) es un espacio

normado.

Ejemplo 3.1. Sea (X,p) un espacio seminormado asimétrico. Sea (Y, q) el espacio normado

asimétrico (R, ), donde u es la norma asimétrica en R definida como
u(z) = 27 = méx{z,0}, Vz cR.

Entonces L, ,(X,Y) y L(X,Y) son denotadas por X* y X** respectivamente.
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La norma asimétrica p}, en X* se denota simplemente por p*, y

p*(f) =sup{f(z)" : @ € X, p(z) < 1} = sup{f(z) : p(z) < 1}

para todo f € X*. El par (X*, p*) es llamado el espacio dual del espacio (X, p). La norma (p5.)*

en X** es denotado por p™, y

p” = sup{| f(z) |: p°(x) < 1},
para todo f € X°®*.

Un dato importante relacionado con estos espacios es que, a diferencia del caso clésico,
el espacio L, 4(X,Y) no es necesariamente un espacio lineal, como se observa en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 3.2. Sea X = C[0,1] y p : X — [0,00) la seminorma asimétrica definida como
p(f) = méx{f,0}, donde f = max{f(t) : 0 <t < 1}. Definimos la funcién ¢ : (X, p) — (R,u),
por ¢(f) = f(1) para todo f € X. Sea f € X, entonces

w(@(f)) = u(f(1)) < max{f,0} = p(f).

Asi ¢ es (p,u)-continua y por tanto ¢ € Ly, (X,Y).
Definimos las funciones f,(t) =1 —nt, t € [0,1],n € N. Notemos que f, € X, para todo n € N

y
_¢(fn) = _fn(l) =n—-11y p(fn) =1.

Asi —¢ no es (p, u)-semi-Lipschiz y por tanto tampoco es (p, u)-continua.

Aunque no es el caso para L(X,Y'), porque es un espacio normado, y por lo tanto lineal. Sin
embargo, de los resultados basicos de andlisis clasico, sabemos que si f y g son funciones lineales
y continuas, entonces f+ gy Af para A > 0. También son continuas y lineales. Es decir, aunque
el espacio L, ¢(X,Y) no es necesariamente un espacio lineal, se tiene que es un cono [3] incluido
en el espacio L(X,Y).

El siguiente resultado prueba que el conjunto L, ,(X,Y’) esta contenido en el espacio L(X,Y).
Y aunque técnicamente las definiciones de Ly 4(X,Y) y Lp5(X,Y’) son distintas, en realidad se

tiene que los conjuntos son los mismos.

Teorema 3.1. Sean (X,p) y (Y, q) dos espacios seminormados asimétricos. Entonces cualquier
funcién lineal f: (X,p) — (Y,q) que sea (p,q)-continua es también (p°,q®)-continua, es decir
L,,X,Y)C L(X,Y). Ademds

Lpg(X,Y) = Lpg(X,Y) (3.4)



48 CAPITULO 3. ANALISIS FUNCIONAL ASIMETRICO

Demostracidn. Sea f (p,q)-continua. Veamos que f es (p%, ¢°)-continua. Por la Proposicién [3.2]
f es (p, q)-semi-Lipschiz, es decir, existe 8 > 0 tal que

q(f(x)) < pp(x) < Bp®(z) para todo z € X.

Reemplazando x por —x, obtenemos

Lo cual implica que ¢°(f(z)) < Bp®(x), para todo z € X. Es decir, f es (p°, ¢°)-semi-Lipschiz o
equivalentemente (p®, ¢*)-continua.

Ahora, sea f € Ly ,(X,Y), o equivalentemente, f es (p, q)-semi-Lipschiz, es decir, existe 3 > 0
tal que

q(f(x)) < Bp(z) Vo€ X.

Reemplazando x por —x, tenemos que

q(f(=2)) = a(=f(2)) = q(f(z)) < Bp(—x) = Pp(x) Yz e X,

esto es, f es (P, q)-semi-Lipschiz, o equivalentemente f € Lp5(X,Y).

3.2. Teoremas Fundamentales del Analisis Funcional

El teorema del mapeo abierto y el teorema del grafo cerrado son unos de los resultados
mas importantes en andlisis funcional clasico, cuyas demostraciones se basan en el teorema de
categoria de Baire. Una de sus consecuancias radica en su uso para la demostracién de resultados
sobre isimorfismos entre un espacio normado de dimensién finita y R™, ademas de la equivalencia
de normas.

Basado en el Teorema Alegre [1] extendi6 estos principios al caso de los espacios normados

asimétricos.

Definicion 3.6. Un subconjunto A de un espacio lineal es un conjunto semibalanceado si para
todo x € A, se tiene que \x € A, donde 0 < X\ < 1.

Definicion 3.7. Un subconjunto A de un espacio lineal X es un conjunto absorbente si para
todo x € X, existe t > 0 tal que x € tA = {ta:a € A}.

Lema 3.1. Sea (X,p) un espacio normado asimétrico y A C X con A# 0. Si A es semibalan-

ceado, entonces
1. p-cl(A) es semibalanceado.

2. p-int(A) es semibalanceado.
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Demostracion. 1. Supongamos que p-cl(A) no es semibalanceado, y sean x € p-cl(4),0 < a <1
tales que ax ¢ p-cl(A). Entonces existe r > 0 tal que By(ax,7)NA = (. Sea y € A tal que

p(y — x) < ar. Asi tenemos que

play —az) =ap(y —z) <.

Luego, como A es semibalanceado, ay € Ay ay € By(ax,r), lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto p-cl(A) es semibalanceado.

2. Sean z € p-int(A) y 0 < o < 1. Es decir, existe r > 0 tal que By(z,7) C A. Siy €

1
By(ax, ar), entonces p(y — ax) < ar. Sea z = —y, asi,
a

1 1 1
pz—x)=p|-y—z)=—-ply—ax) < —ar=r,
@ @ Q

lo cual implica que z € By(z,r), y 2 € A. Como A es semibalanceado, az € A, pero
az =y. Por lo tanto, By(ax,ar) C A o equivalentemente ax € p-int(A), es decir p-int(A)
es semibalanceado.

O

Lema 3.2. Sean (X, p) un espacio normado asimétrico y A C X con A # 0. Si A es absorbente,

entonces
1. p-cl(A) es absorbente.
2. si ademds, A es semibalanceado, entonces X = |J,cnynA.

Demostracion. 1. Por definicién de subconjunto absorbente, si x € X, existe ¢t > 0 tal que
x € tA. Como A C p-cl(A), se tiene que z € t(p-cl(A)).

2. Como nA C X, para todo n € N, obtenemos que |J,.ynA C X. Por otra parte, sea
x € X. Por ser A absorbente, e%(isten t; >0y a€ A tales que x t: tza. Sea n, € N tal
que ng > t,. Con ésto, x = ny—a. Como A es semibalanceado, —a € A. Por lo tanto

Ty Ty

T € ngA. Asi

X C U ngA C U nA,
zeX neN

con lo que se obtiene la igualdad de conjuntos.
O

Lema 3.3. Sea (X,p) un espacio normado asimétrico de sequnda categoria en si mismo. Si A
es un subcongunto semibalanceado y absorbente de X, entonces p-cl(A) y p-cl(A) son vecindades

del 0 € X, el neutro aditivo del espacio X.
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Demostracion. Por el Lema p-cl(A) es absorbente y entonces

X = n(p—cl(4)).

neN

Dado que (X,p) es de segunda categoria en si mismo, existe n € N tal que n(p-cl(4)) no es
denso en ninguna parte, es decir, p-int(p-cl(A4)) # 0. Por el Lema[3.1] p-cl(A) es semibalanceado
y también p-int(p-cl(A4)) lo es. Por lo tanto, 0 € p-int(p-cl(A)), asi p-cl(A) es vecindad del 0 € X.
De manera anéloga se prueba que p-cl(A) es vecindad del 0 € X.

O

Lema 3.4. Sean X un espacio lineal y p una cuasimétrica invariante bajo traslaciones en X. Si

(X, p) es K-completo derecho (izquierdo), entonces (X, p) también lo es.

Demostracion. Sean € > 0 y {x,} una sucesién K-Cauchy derecho en (X, p). Entonces existe
k € N tal que p(z,,xs) < €, para r > s > k. Dado que p es invariante bajo traslacién tenemos
que

p(=r, —5) = p(Ts, 2r) = p(ar, T5) <€,

para r > s > k. Es decir, la sucesiéon {—x,} es K-Cauchy derecho en (X, p).
Como (X, p) es K-completo derecho, por hipétesis, existe z € X tal que —zy, £ 1. Esto es,

existe ko € N tal que p(x, —z,) < €, para n > ky. Asi, tenemos que
P(—,2n) = pltms —2) = pl&n + 2 — Ty~ + T — n) = p(&, —n) < &

para n > kg. Lo cual nos dice que z, P2 _2. Por lo tanto (X, p) es K-completo derecho.
La prueba es andloga para el caso izquierdo.
O

La demostracién del siguiente resultado es similar a la existente en la teoria clasica de espacios

normados, por lo que su prueba se puede omitir.

Lema 3.5. Sean (X,p) y (Y, q) espacios normados asimétricos. Si f es una funcion lineal de X
a Y, entonces f es abierta si y solo si para cada vecindad U del origen en X, f(U) es vecindad

del origen en Y.

Teorema 3.2 (Teorema de Mapeo Abierto). Sean (X, p) y (Y, q) espacios normados asimétricos.
Si (X,p) es K-completo derecho, (Y,q) es un espacio de Hausdorff K-completo derecho y f es
una funcion lineal sobreyectiva (p, q)-continua de (X,p) a (Y,q), entonces f es abierta de (X, p)

a (Y,q).

Demostracion. Sea r > 0 y definamos los conjuntos

V={xeX:p)<2r}
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Va={oeX:pl) < 5}

para todo n € N. Primero veamos que g-cl(f(V},)) es una vecindad del 0 € Y.
Notemos que para y € f(V,) y 0 < A <1,y = f(z), para algin x € V,,. Luego,

Ay = Af(z) = f(Az),

también
”
p(Az) = Ap(z) < p(z) < .
Es decir, Ay € f(V;,). Ademas, para z € X tal que p(z) >0

roo. r
p(tx) = tp(x) < on St t< (@)

Con esto, V,, es absorbente. Sea y € Y. Entonces existe z € X tal que y = f(z), y como V,, es ab-
sorbente existe t > 0 tal que = € tV},, luego y = f(tz1), donde z = tx1, x; € V,,. En consecuencia,
y = tf(z1). Porlo tanto y € tf(V;,). Con ésto, f(V},) son subconjuntos semibalanceados y absor-
bentes de Y. Por el Lema tenemos que (Y, p,) es K-completo derecho. Luego, por el Teorema
el espacio (Y, q) es de segunda categoria en si mismo. Asi, por el Lema concluimos que
g-cl(f(Vy,)) es una vecinad del 0 € Y. A continuacién, consideremos una sucesién decreciente de
numeros reales positivos {0, } tal que 6, = 0y sea W, = {y € Y : q(y) < 0n} C G-cl(f(Vi11))-
Sea y; € g-cl(f(V1)). Dado que el conjunto

~Wn={-vyeY :qly) <t} ={-veY :q(—(-y) <} ={y €Y :qy) <dn}

es vecindad del 0 € Y respecto a g, satisface que

(y1 —Wi)n f(V1) # 0.

Asi, existe x1 € V tal que f(x1) € y1 — Wh.
Sea ya = y1 — f(z1). Entonces yo € Wy C g-cl(f(V2)) y dado que —W5 es vecindad del 0 € YV
respecto a g, satisface que

(y2 — Wa) N f(Va) # 0.

Luego, existe x5 € V5 tal que f(x2) € yo — Wa.
Siguiendo este razonamiento podemos encontrar los puntos x; € V; y construir la sucesion {y, }
tal que Y = Yn—1 — f(@n—1) € Wyh—1. Definimos z, = > | z;, para todo n € N.

Luego, para ¢ > 0, podemos encontrar k € N tal que si m > n > k se tiene que

p(zm—zn)=p<z :w,) < Z p(x;) < Z ;<e.

1=n-+1 )=n—+1 1=n+1
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Con ésto, probamos que {z,} es K-Cauchy izquierdo en (X, p), o equivalentemente es K-Cauchy
derecho en (X,p), y como la K-completez derecha de (X, p) implica la K-completez derecha de
(X,Dp), existe z € X tal que z, 2.

Por lo tanto, para 0 < € < r, existe k € N tal que p(z, — 2) = p(z — z,,) < €, para n > k.

Entonces

n n
r
p(2) =p(zn+2—2n) <plzn) +0(z — 2,) < Zp(xz) +e< Zi +e<2r,
i=1 i=1
es decir, z € V.
Ademids, dado que y, 1 € W, tenemos que ¢(yn+1) < 9y, lo cual implica que yy, 0.

Por otra parte, consideremos la sucesion {f(z,)}, se tiene que

n

fan) = f (Z xz) =Y @) =D (%~ vir1) = Y1 — Ynt1,
i=1 i=1 i=1
luego,
q(f(zn) —y1) = q(y1 — f(2n)) = @(Yn+1) < In

Con ésto, tenemos que f(zy) Iy,
Dado que f es (p, q)-continua de (X, p) a (Y, q), por la igualdad (3.4]), tenemos que f es (p, q)-

continua de (X,p) a (Y,q), y como z, = z se tiene que f(z,) — f(z). Por el Lema [2.2]se obtiene
que (Y,q) es Hausdorff y por la Proposicién concluimos que y; = f(z). Asi y1 € f(V). Es
decir, g-cl(f(V1)) C f(V) y entonces f(V) es vecindad del 0 € Y. Entonces, por el Lema [3.5] f
es abierta de (X, p) a (Y, q).

0

Ejemplo 3.3. Sea el espacio normado asimétrico (X, p), donde X =R y

—xr six <O,
p(z) =
2 six > 0.

Sea {x,} una sucesién K-Cauchy derecho en (X, p) y € > 0. Entonces existe k € N tal que
p(zs —x,) <€, para r>s>k.

Sea x = wj. Analicemos p(x, — x), para r > k.
Sixz, —x <0,
1 1
plry, —x) =2 — 2, = 52(:}0 —xy) = ip(:r —x,) <€
Sixz, —x >0,
p(z, — ) = 2(x, —x) =2p(x — ) < 2e.
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Es decir, z, 2 2. Por lo tanto, (X, p) es K-completo derecho.
Notemos que paraxz € X yr >0

By(z,r) ={y € X :p(y — x) <r}:(aj—r,x—|—%r).

Luego, para z,y € X con z # y, y sin pérdida de generalidad suponemos que = < y; sea
r= i(y —x), con lo cual
By(z,7) N By(y,r) = 0.
Es decir, (X, p) es de Hausdorff.
Asi, para cualquier funcién f : X — X (p, p)-continua, lineal y sobreyectiva, por el Teorema

f es una funcién abierta de X en X.

El reciproco del Teorema no es verdadero. En el siguiente ejemplo mostraremos que

aunque la funcién sea abierta,aunque el espacio X no sea K-completo derecho.

Ejemplo 3.4. Sean (X, p) y (Y, q) espacios normados asimétricos, donde X = M, (R), p(4) =

—r six <0,
méX{Al‘,j,O}, Y = R, y q(x) =

2r  six > 0.

Sea f : (X,p) — (Y,q) dada por f(M) = Tr(M), la traza de la matriz M. La funcién f es
(p, g)-continua, sobreyectiva y lineal. Veamos que es abierta de X en Y.
Sea A € 7, veamos que f(A) € 7,. Sea z¢ € f(A), esto es, zg = Tr(M?), para algin M° € A.
Como A € 7,, existe r > 0 tal que B,(M° 1) C A, es decir, si M € X es tal que p(M — M°) < r
entonces M € A, o dicho de otra forma, si max{M; ; — Mi(?j, 0} < r entonces M € A.
Pero max{M; ; — Mi?j, 0} < rsiy soélosi M;;— Mi?j < r, para todo i, j.
Sea R = nr. Veamos que si € By(xg, R), entonces = Tr(M), para algin M € A. Sea
x € By(zo, R).
Six —xo > 0, se tiene que

q(x —x9) =2(x — x9) < R=nr.

Sea M = M° + L7207 Notemos que
n

Tr(M)=Tr(M°) +2 — 20 =20 +2 — 20 = 2.

Ademas,

. sii#J,
k r — X0

<r sii=j.
n

Es decir, M; ; — MZ-?]- < r. Por lo tanto, M € A.
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Sixz—x9<0,sea M =M+ 7207 pe igual forma
n

Tr(M) ==z
y
0 0 sii# 7,
M;j — M;; = v — 7y
<r sit=j.
n

Asi, M € A. Por lo tanto, f es abierta de X en Y.

Adems4s, por el Ejemplo sabemos que (Y, q) es K-completo derecho y es un espacio de
Hausdorff.

Notemos que la sucesién {M"} C X dada por M]"; = n para todo i, j es K-Cauchy derecho. En
efecto, sea ¢ >0, k € Ny r > s > k. Entonces

p(M?® — M") = max{M;; — M/;,0} =0 <e.

3,57

Pero {M™} C X no p-converge a ningtin punto en X. Es decir, el espacio (X, p) no es K-completo

derecho.

A continuacién presentamos un resultado de teoria cldsica generalizado al caso asimétrico,

el cual serd de suma utilidad en la demostracién del teorema del grafo cerrado.

Proposicién 3.3. Sean {(X;,pi)}icr una familia de espacios normados asimétricos, X =

[Lic; Xi el producto cartesiano y T la topologia producto en X. Si I ={1,2,...,n},

1. La funcion p(z) = > pi(z;), donde x = (1, x2,...,2,) € X, es una norma asimétrica

en X, cuya topologia inducida coincide con la topologia producto.

2. Si (Xi,pi) es K-completo izquierdo (derecho) para todo i € I, entonces X dotado con la

norma asimétrica p, definida en 1, es K-completo izquierdo (derecho).

Demostracion. 1. Es fécil ver que p en efecto es una norma asimétrica. Veamos que 7, = 7.
Sea B € 7. Veamos que B C p-int(B). Sea x € B donde z = (21, x2,...,%y).
B = UjeJ [Lic; Aiyj, donde A;; € 7p,, para todo i € I y para algin conjunto de indices J
. Fijemos j € J. Luego, para cada A, j, i € I, existe By, (z;,7;) C A;j.
Sea r =min{r; : i € I}. Siy = (y1,...,Yn) € Bp(z,r), entonces p(y — z) < r, es decir,
Yicr Pilyi — xi) < 1. Asi, pi(y; — x;) <r <r; paratodoi € I.

Con lo que concluimos que y; € B, (x;,7;), para todo ¢ € I. Entonces,

Yy S HBpi(xi,Ti) g HAi’j g UHAi’j = B.

il i€l j el

Ast Bp(z,r) C B, y por lo tanto, B € T,

Por otra parte, sea B € 7,. Entonces para cada z = (z1,...,2,) € B existe By(x,r;) C B.
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r
Notemos que = € [],c; Bp, (zi, —). Por lo tanto ,
n

Bc |JIIB i(xi,%).

zeB i€l

p T .
Ademads, para cada y = (y1,...,yn) € [Lics Bp: (2, f), se tiene que p;(y; — z;) < —
cual implica que, Y ..y pi(y; — ;) < 7. Es decir,

y € By(x,ry) C B.

Ast [ies By, (wi, Lx) C B. Entonces,
n

U HBPi(xia%) cB.

zeB i€l
Por lo tanto, B € 7.

2. Supongamos que Vi € I (X;,p;) es K-completo izquierdo y sea {x} una sucesién en X,
con zj, = (24,25, ..., 2F) para todo k € N.
Sea ¢ > 0. Entonces existe kg € N tal que para s > r > ko, p(zs — x,) < €, es decir
S pi(zf — 2t) < e. Como p; > 0, p;(x5 — a¥) < ¢, para todo i € I. Asi, la sucesién {zF}
es K-Cauchy izquierdo, y por la tanto Vi € {i,...,n} existe y; € X; tal que a:f T2y ;. Por
lo tanto, Vi € {i,...,n} existen k; € N tales que p;(z¥ — y;) < %, vk > k;.
Sean y = (y1,Y2,---,yn) € X y k' = max{k; : i € I}. Para k > k' se cumple que

n

n
€
plzy —y) = E pi(af — ) < E =6
=1

i=1

con lo cual z; 5 y y por lo tanto (X, p) es K-completo izquierdo.
La demostracion del caso derecho es andloga.
O

Lema 3.6. Sean (X,p) un espacio normado asimétrico K-completo derecho (izquierdo) y A un

subconjunto cerrado de X, entonces A es K-completo derecho (izquierdo).

Demostracion. Sea {x,} una sucesién K-Cauchy derecho (izquierdo) en A. Como X es K-
completo derecho (izquierdo), existe z € X tal que z, Ly 2. Como A es cerrado, se tiene
que x € A. Por lo tanto, A es K-completo derecho (izquierdo).

O

Teorema 3.3 (Teorema del grafo cerrado). Sean (X,p) y (Y, q) espacios normados asimétricos.
Si (X, p) es K-completo derecho y Hausdorff, (Y, q) es K-completo derecho, f una funcién lineal
de XaVY y G(f) ={(z,f(x)) : z € X} un subconjunto cerrado de X x Y, entonces f es
(p, q)-continua de (X,p) a (Y, q).
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Demostracién. Definamos la funcién p x ¢ : X x Y — [0,00) por (p X q)(z,y) = p(z) + q(x),
por la Proposicién [3.3]1, p X ¢ es una norma asimétrica cuya topologfa inducida coincide con la
topologia producto en X x Y. Ademds, como (X,p) y (Y, q) son K-completos derechos, por la
Proposicién[3.3]2, (X x Y, px q) también lo es. Luego, por el Lema[3.6) (G(f),px q) es K-completo
derecho.
Sea F': (G(f),p x q) — (X, p) la funcién dada por F(z, f(x)) = x. Es claro que F es biyectiva
y lineal, y como F' es la proyeccién de X x Y a X restringida a G(f), es (p X ¢, p)-continua.
Entonces, por el Teorema F es abierta de (G(f),p x q) a (X,p). Por lo tanto F~! también
lo es.
Ahora consideremos la funcién G : (G(f),p x q) — (Y, q) dada por G(z, f(z)) = f(z). Es claro
que G es lineal, y por ser la proyeccién de X x Y a Y restringida a G(f), es (p X ¢, ¢)-continua.
Notemos que f = G o F~!, y como la composicién de continuas es continua, se sigue que f es
(p, g)-continua de (X, p) a (Y, q).

O]

Del mismo modo que sucede para el Teorema [3.2] el reciproco del Teorema [3.3]no se cumple,

como se vera en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.5. Sean (X, p) y (Y, q) espacios normados asimétricos, donde X = M,,«,(R), p(A) =
méx{4;;,0}, Y =R, y ¢(z) = max{x,0}.

Sea M € X, es claro que ¢(Tr(M)) < np(M) si Tr(M) < 0.

SiTr(M)>0

q(f(M)) = q(Tr(M)) =Tr(M) = ZMll < ZméX{Mi,j,O} = np(M).
i=1 i=1

Con lo cual concluimos que f es (p, q)-semi-Lipschipz, o equivalentemente, (p, ¢)-continua.
Por otra parte, sea la sucesion de matrices T" € X tales que TZ”] = n para todo 7, j. Luego, para

todo € > 0 y para todo k € N, si r > s > k, entonces:
p(T° —T") = méx{s —r,0} =0 < e,

es decir, la sucesion {T"} es K-Cauchy derecho en X. Pero para todo M € X, existe k € N tal

que si n > k, entonces:
p(T" — M) > e.

Con ésto, la sucesion {T™} no p-converge en X. Por lo tanto (X, p) no es K-completo derecho.



Conclusiones

En este trabajo de tesis se realizé un estudio introductorio de los espacios cuasi semimétricos
(cuasimétricos) y también de los espacios seminormados (normados) asimétricos. Estos espacios
son generalizaciones de los espacios métricos y de los espacios normados, respectivamente, ya
que se abstienen para su definicién la exigencia de la simetria, que se estudian brevemente en
los cursos de la Licenciatura de Matematicas Aplicadas en esta Universidad. La mayor parte
de la literatura respecto a estos espacios se encuentra en articulos de investigacién, dado que es
un area de estudio relativamente reciente, con importantes desarrollos que se dan sobre todo a

partir de la dltima década del siglo pasado.

Como se ha visto a lo largo del trabajo, hay resultados de corte clasico que no requieren para
su demostracién de la simétria de la métrica o de la norma y por lo tanto pueden trasladarse
directamente al nuevo dmbito, sin embargo, la mayor parte de los teoremas que se enuncian
aqui para estos espacios cuasi semimétricos y seminormados asimétricos, toman como punto de
partida teoremas similares del caso clsico (espacios métricos y normados), pero es necesario
hacer adecuadas correcciones en definiciones previas, y adaptar las demostraciones de forma
ingeniosa para poder llegar a la mejor meta posible sin la ayuda de la mencionada simetria,

buscando condiciones adecuadas que permitan extender los resultados mencionados.

Esto se hace particularmente en lo relativo a la convergencia de sucesiones y la completez
de los espacios considerados. En el Capitulo 2 se dieron definiciones diferentes de sucesiones de
Cuachy, las cuales motivan otras definiciones de completez. Una de estas 1ltimas se utiliza como

hipdtesis para demostrar el teorema del mapeo abierto en la parte final del trabajo.

Podemos concluir que se cumplié el objetivo de hacer un desarrollo comprensible de las bases
de la teoria de los espacios cuasi semimétricos y de los espacios seminormados asimétricos, obser-
vando y comentando sus diferencias més relevantes con los espacios métricos y con los espacios
normados, respectivamente. Varias definiciones y propiedades fueron ilustradas con ejemplos y
contraejemplos, lo cual hace el trabajo final un material de valor didactico para iniciar un estudio

de estos espacios.

Asimismo, en el desarrollo de los capitulos se completaron numerosos detalles omitidos en
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las demostraciones que se dan en las fuentes bibliograficas consultadas y se formalizan con defi-

niciones varios de los conceptos utilizados.

Nos hemos enfocado sélo en una pequena parte de la teoria del andlisis matematico y el
andlisis funcional para explicar como se trasladan algunos de sus resultados a este contexto
asimétrico. Aun queda un vasto material tedrico sin atender y la extension de sus resultados a

este nuevo campo es en gran parte un area de investigacién en la actualidad.

Una de las aplicaciones de esta teoria es abordada en teorfa de aproximacién [3],[12],[5]. Co-
mo es bien sabido, el marco natural para tratar el problema de la mejor aproximacion es la de los
espacios normados, asi es natural considerar el correspondiente problema en los espacios norma-
dos asimétricos. Algunos problemas de mejor aproximacién con respecto a la norma asimétrica,
incluyendo aproximacién en espacios de continuos o funciones intregrables, fueron considerados
por Duffin y Karlovitz [5]. Pfankuche-Winkler [I0] consider6 el problema de la mejor aproxima-
cién en algunos espacios normados asimétricos de tipo Orlicz. De Blair and Myjak [4] probaron
algunos resultados del problema de la mejor aproximacién con respecto a una norma asimétrica

en espacios de Banach.
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