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RESUMEN

En este trabajo de tesis se muestra el paralelismo entre el paradigma holografico y
los objetos fractales llamados auto-adjuntos. Para esto, se tiene que en el paradigma
hologréfico se emplea la nociéon de un orden implicado cuya propiedad de no-localidad
senala que las propiedades de los objetos se encuentran ocultas y entrelazadas, mani-
festandose en la naturaleza a través de procesos llamados doblamientos y desdobla-
mientos. Por otro lado, en la geometria de un fractal auto-adjunto se presenta cierta
propiedad conocida como auto-similitud, la cual se representa mediante una coleccion
de transformaciones de similitud. Asi, al observar que estas transformaciones pueden
explicar en un contexto diferente los procesos de doblamientos, en la aportacion de
este trabajo, ademas de indicar que la propiedad de auto-similitud expresa la misma
nocién que la propiedad de no-localidad, se senala que un fractal auto-adjunto puede

ser empleado como metafora en la descripcién del paradigma holografico.
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INTRODUCCION

A través de la historia el hombre se ha hecho preguntas sobre la naturaleza, las
cuales son cada vez mas profundas. Al intentar responderse, el hombre ha establecido
paradigmas, los cuales son conjuntos de definiciones, técnicas, teorias, conceptos, etc.,
cuya finalidad es ayudar a plantear algin fenémeno de la naturaleza y establecer una

descripcién de su comportamiento [1].

En la historia de la ciencia, durante el siglo XVII surge el Paradigma Mecanicis-
ta [2], basdndose principalmente en el método analitico de René Descartes, el cual
consiste en dividir un fenémeno complejo en trozos para entender el comportamiento
del todo a partir de las propiedades de sus partes. En el paradigma mecanicista se
consideran a las partes de un sistema como si trabajaran juntas y ordenadamente,
gobernadas por leyes exactas que relacionan cada interaccién de cada parte con la
configuracion de todas las demads, de aqui que en este paradigma se ocupe la metafo-
ra de una maquina para describir a la naturaleza. Después, en el siglo XX aparece
el Paradigma Sistémico [2], donde resaltan los trabajos del bidlogo austriaco Ludgi
von Bertalanffy, quién enfatiza la importancia del pensamiento sistémico, en el cual
el todo es mayor que la suma de sus partes. Este paradigma describe a la naturaleza
mediante una coleccion de sistemas dentro de sistemas que se interrelacionan unos
con otros de forma dindmica, siendo los sistemas vivos la metifora predominante de

este paradigma [3].

Posteriormente, en los anos 60’s el neurocirujano austriaco Karl Pribram y el fisico
tedrico estadounidense David J. Bohm, sefialan que el “Paradigma Hologrdfico”[4, 5]
brinda una posible explicacion a los fenémenos de la naturaleza. Karl Pribram se
persuade de esto al intentar describir algunas funciones del cerebro como la memoria
[6], basdndose en un tipo de almacenamiento que presenta un holograma, en el cual

toda la informacion estd distribuida en todas sus partes. Por su parte, David J. Bohm
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establece el paradigma holografico, al dar una nueva interpretacion a los fenémenos
de la Mecdnica Cudntica en donde entes aparentemente sin conexion dan evidencia
de estar interconectados, como es el caso de las particulas gemelas [7], sugiriendo que
los sistemas cuanticos estan interconectados debido a que son parte de una totalidad
indivisible, en la cual cualquier punto del espacio es igual a cualquier otro, propiedad
que se le nombra no-localidad y que también presenta un holograma; al contener cada
una de sus partes la informacién completa contenida en él, cada parte es equivalente
a cualquier otra. Asi, en 1969, Pribram sugiere que el holograma es un convincente
modelo para describir las funciones del cerebro, y en 1971, Bohm propone que la or-

ganizacion del universo puede ser entendida ocupando la metafora de un holograma [3].

Por otra parte, en la naturaleza se muestran continuamente formas irregulares, co-
mo el borde de una costa, el contorno de una nube, la figura de un arbol, etc., las cuales
son dificiles de comparar con las figuras regulares como una linea recta, un cuadrado,
un circulo, etc. Sin embargo, en 1977 Mandelbrot propuso que tales figuras irregulares
podrian ser descritas con ayuda de ciertos objetos, a los que llam¢é “Fractales”[9], los
cuales son figuras irregulares que estan caracterizadas por la dimension de Hausdorff
[10], al asignarles un niimero fraccionario como dimensién. Ademads, presentan la pro-
piedad conocida como auto-similitud, la cual indica que tanto se parecen las partes
de un objeto al todo. Y partir del grado de auto-similitud que presenten surgen tres
clasificaciones: los fractales auto-adjuntos, los fractales estadisticos y los fractales na-
turales. Donde los fractales auto-adjuntos presentan el grado mayor de auto-similitud,

los estadisticos el mas bajo y los naturales un grado intermedio.

En el contexto del paradigma holografico y los fractales auto-adjuntos, el objetivo
de este trabajo de tesis es establecer una relacién entre estas dos teorias, basandose
en los términos de orden no-local y auto-similitud que se ocupan en cada uno de ellos.
Asi, en la aportacion de este trabajo, se establece que los fractales auto-adjuntos pue-

den desempenar el papel de metafora en la descripcion del paradigma holografico.

Para lograr el objetivo de este trabajo, el estudio se distribuye en los capitulos de

la siguiente manera:
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En el capitulo uno se estudia brevemente a los paradigmas mecanicista y sistémico,

esbozando sus respectivas descripciones de la naturaleza.

El capitulo dos esta destinado para exponer las ideas del paradigma holografico,
para que posteriormente se de un breve analisis del experimento de las particulas
gemelas propuesto en su forma original por A. Einstein y sus colaboradores [7], ter-

minando con la descripcion propuesta por Bohm sobre este fenémeno.

En el capitulo tres se estudian las caracteristicas principales de los fractales auto-
adjuntos. Y, a manera de ejemplo, se examina al fractal de Koch [11], para ejemplificar

dichas propiedades.

Por dltimo, el capitulo cuatro es destinado al analisis de la relaciéon que existe
entre el paradigma holografico y los fractales auto-adjuntos, discutiendo la relaciéon
entre los términos de no-localidad y auto-similitud. Finalmente se esbozan posibles

direcciones de trabajos futuros entorno al paradigma holografico y los objetos fractales.
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Capitulo 1

PARADIGMAS MECANICISTA
Y SISTEMICO

La concepcion de la naturaleza ha sido un cambio continuo, las descripciones es-
tablecidas por los paradigmas, tratan de abarcar el mayor rango de fenémenos. Sin
embargo, cuando su descripcion no es la adecuada, intentan reacomodar su estructura
con tal de seguir siendo validas para explicar los fenémenos que se salen del contexto
original, hasta que llega el punto en que es necesario hacer cambios no solamente en
su estructura, sino un cambio radical en su definicién. Esto sucedié con el paradig-
ma mecanicista debido al cambio del pensamiento analitico al sistémico, es decir, la
aparicion del paradigma sistémico. Sin embargo, se encuentra que cada paradigma
es el adecuado segin sea el contexto del fenémeno a tratar, lo que significa que el
advenimiento de un nuevo paradigma no implica que se descarten los ya establecidos

junto con sus respectivos conceptos, definiciones y teorias.

1.1. PARADIGMA MECANICISTA

En la historia de la ciencia, a mediados de los siglos XVI y XVII, la visiéon del
mundo medieval basada en la filosoffa aristotélica y la teologia cristiana [2], cam-
biaron radicalmente gracias a la revolucion cientifica llevada a cabo en ese periodo.
Galileo Galilei especifico el alcance de la ciencia, restringiéndola a los fenémenos que
pueden ser medidos y cuantificados. Por otra parte René Descartes, cred el método
del pensamiento analitico, el cual consiste en descomponer un fenémeno complejo en

partes para entender el comportamiento del todo a partir de las propiedades de sus
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componentes. Descartes baso su vision de la naturaleza en la divisién fundamental de
dos reinos independientes y separados: el de la mente y el de la materia. El universo
material, incluyendo organismos vivos, fueron una maquina para Descartes, la cual
podia en principio ser comprendida completamente analizandola en términos de sus

partes mas pequenas.

El marco conceptual creado por Galileo y Descartes se consumo en la sintesis de la
Mecdnica Newtoniana o Mecdnica Cldsica de Isaac Newton, la cual ademés de haber
sido el mayor logro de la ciencia del siglo XVII [2], se le considera como la formulacién

matematica del paradigma mecanicista.

En la mecanica clasica, segtin sea el interés en ciertas caracteristicas del fenémeno
de estudio, se define de manera adecuada al sistema o mejor dicho, el sistema mecdni-
co, en el cual puede haber inicamente un cuerpo material, un campo o una combina-
cién de ellos. Luego, para describir su comportamiento, se emplean las tres leyes de

la mecdnica newtoniana o Leyes de Newton [12]:

1. Un cuerpo permanecerd en reposo, o en movimiento uniforme, siempre y cuando

ninguna fuerza externa actie en él para cambiar su estado.

2. El cambio del momento lineal de un cuerpo es proporcional a la fuerza que actia

sobre él, y toma lugar en la direccién de esta fuerza externa.

3. Si un cuerpo dado actia sobre un segundo cuerpo con una fuerza, entonces el
ultimo actuard sobre el primero con una fuerza igual en magnitud pero con

direccién opuesta.

Ademas de estas tres leyes, en la perspectiva de la mecanica clasica el espacio per-
manece siempre similar e inamovible sin relacién a algo externo [13], y se le describe
con la ayuda de tres lineas perpendiculares entre si, coordenadas cartesianas, pudiendo
ubicar cualquier punto en el espacio. También, se considera que el tiempo transcurre
por igual sin relacién a algun factor externo, es decir, es absoluto, independiente y
universal [13], por lo que se le trata como una variable independiente, la cual se puede
interpretar como un cierto tipo de orden; si se tienen dos eventos puede pasar una
de las tres opciones: uno de ellos sucede antes que el otro, lo contrario o suceden al
mismo tiempo. Asi, con la ayuda de los ejes coordenados y los niimeros reales ademas

de describir matematicamente al espacio y al tiempo respectivamente [3], se establece
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cierto orden en ellos, respecto al cual todo sistema mecanico se encontrara descrito y
su comportamiento estara regido por las leyes de Newton, las cuales a continuacion

se describen brevemente.

La primera ley de Newton también conocida como ley de inercia, expresa de for-
ma preliminar el cardcter causal de la mecanica clasica, el cual significa que cualquier
perturbacion externa sobre un sistema es tratada como una causa que produce un
efecto especifico en él, pudiéndose transmitir a cada una de las partes del sistema.
De aqui se desprende que un cuerpo en reposo o moviéndose a velocidad constante

seguira en su mismo estado, a menos que lo perturbe algin agente externo.

En la mecénica clésica se concibe a una fuerza como la interaccion entre dos o mas
cuerpos. Asi, con la ayuda de la segunda ley de Newton se puede entonces establecer
una manera cuantitativa de relacionar la causa, una fuerza (o torca), con el efecto
que produce, un cambio en la cantidad de momento lineal (o angular) del sistema.
Ademas, junto con la ayuda de los érdenes establecidos para el espacio y el tiempo,
es posible introducir cierto tipo de medidas y unidades arbitrarias a las cantidades

como fuerza, momento lineal, etc., que se le asocie al sistema en estudio.

La tercera ley de Newton conocida como el principio de causa-efecto, es otra forma
de expresar el aspecto causal de la mecéanica clasica, presentandose usualmente, por
ejemplo, cuando un libro se encuentra quieto sobre una mesa, debido a que esta tltima
ejerce una fuerza igual en magnitud pero en sentido contrario al peso que el libro le

ejerce.

Por otra parte, en la mecanica newtoniana cuando en el espacio no hay presente
algin ente como un cuerpo material o un campo, éste presentara sus propiedades
de homogeneidad e isotropia [14]. Entendiendo la homogeneidad del espacio como la
equivalencia de todas sus partes; pudiendo ubicar el origen de un sistema de coorde-
nadas en cualquier punto; y todo sistema mecanico que esté ubicado en alguna region
del espacio libre, tomada al azar, se movera del mismo modo que en cualquier otro
lugar. En otras palabras, la conducta de iguales sistemas mecanicos con las mismas
configuraciones iniciales sera idéntica en diversas partes del espacio y por tanto no se
puede distinguir una regién de otra. Por otro lado, la isotropia del espacio significa

la equivalencia de todas las direcciones posibles en el espacio: la conducta del sistema
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mecanico no depende de su orientacion.

El tiempo también se vuelve homogéneo gracias a sus propiedades de absoluto,
independiente y universal, de los cuales se desprende que su homogeneidad [14], signi-
fica que todos sus momentos son equivalentes: el movimiento de un sistema mecanico
transcurrird de la misma manera independientemente de en qué momento fue puesto
en marcha, es decir, cuando fueron fijadas las condiciones iniciales del movimiento.
Claro esta que dichas condiciones iniciales deberan ser las mismas para distintas pues-
tas en marcha. Ademads, en la mecdnica cldsica siempre que un sistema mecanico se
ponga en marcha nuevamente bajo las mismas condiciones, se tendrd que cualquier
observador que no perturbe al sistema sera testigo de un mismo comportamiento. Esta
manera de considerar el comportamiento de un sistema, senala que para cierta con-
figuracién inicial del sistema su comportamiento estard determinado, lo que significa

que la mecénica clésica es determinista [14].

Por 1ltimo, la mecéanica clasica en su descripcion de la naturaleza, considera a las
partes de un sistema como si trabajaran juntas y ordenadamente como una maquina,
gobernadas por las leyes exactas de Newton que relacionan cada interaccién de cada

parte con la configuracion de todas las demas.

1.2. PARADIGMA SISTEMICO

El paradigma sistémico o teoria general de sistemas (TGS), empieza a tomar for-
ma con los trabajos del bidlogo austriaco Ludgi von Bertalanffy en 1925, seguido de
los trabajos de Norbert Wienery Ross Ashy en la cibernética, entre otros [2, 3]. Este
paradigma aparece en gran parte por la necesidad de describir a sistemas vivos a los
cuales no se les puede considerar en el contexto de la mecdanica clasica, dado que un
organismo vivo presenta caracteristicas y comportamientos ajenos al funcionamiento
de una maquina, por ejemplo; una planta, que continuamente interactia con su ex-
terior para poder sobrevivir y llevar a cabo sus funciones, mientras que un sistema
mecanico como un reloj solo necesita que se le establezca la hora y fecha para que
pueda funcionar adecuadamente. En general se tiene, que el objetivo de la TGS es
establecer una teoria que pueda ser aplicada a cualquier tipo de sistema, ya sea un

sistema vivo o un sistema fisico [2]. En esta seccién se dard una revisién de cémo el
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paradigma sistémico brinda una descripcién de la naturaleza.

La principal diferencia entre el paradigma mecanicista y el paradigma sistémico,
esta en que el primero es regido por el pensamiento analitico; en el cual el proceso
de analizar un fenémeno o sistema consiste en separarlo en sus partes, analizarlas
por separado para después deducir el comportamiento del todo. Mientras que en el
segundo paradigma se presenta el pensamiento sistémico; en este proceso las partes
del sistema o fenémeno ya no son mas importantes que el todo, es decir, el analisis no
puede ser dirigido iinicamente a las partes porque las propiedades principales del todo
surgen de la organizacién y de las relaciones entre ellas, y si se analizan por separado,

tales propiedades son evadidas.

En la TGS, un objeto se entiende por algo tangible como los objetos materiales, o
intangible como las ideas o la informacién. Asi, en el contexto del paradigma sistémico
un sistema se considera como una totalidad, la cual esta formada por partes y objetos
interrelacionados cuyo fin es alcanzar un conjunto de objetivos, propdsitos o metas.
Donde las interrelaciones se consideran como las relaciones a través de las cuales las
partes modifican a otras y son modificados a la vez, dando como resultado la conduc-
ta del sistema. Por esta razon, estas relaciones constituyen la verdadera esencia del

sistema y su ruptura trae consigo la ruptura del sistema como tal.

Entonces, mas que definir lo que es un sistema en la TGS se dan las caracteristicas
principales que debe presentar un objeto para ser considerado como un sistema [3],
tomando en cuenta que se tiene la libertad de abstraer las caracteristicas pertinentes
del objeto en estudio; dado que el objetivo siempre sera aproximar el comportamiento
de la naturaleza. Asi, a partir de la abstraccion del sistema, se esperaria identificar
algin tipo de frontera que indicara qué es lo que pertenece al sistema y qué no, esto
se puede hacer indirectamente al definirlo adecuadamente. La diferencia entre un sis-
tema y su entorno, conduce a la posibilidad de que el sistema junto con otros sistemas
inmersos en su medio sean partes de un sistema mayor nombrado supersistema. De
la misma forma, algunas partes de un sistema pueden ser a la vez sistemas pequenos,
nombrados subsistemas. De esta manera, la idea de recursividad en la TGS se presen-
ta cuando un sistema junto con sus subsistemas y el supersistema al que pertenece
pueden ser llamados sistemas, en el sentido que presentan las caracteristicas propias

de un sistema. Sin embargo, no es facil identificar los subsistemas de un sistema, por-
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que no todas sus partes componentes pueden considerarse subsistemas, es decir, no
parece existir principios generales que determinen cuando una parte es un subsistema

o simplemente un componente.

La TGS establece dos clases de sistemas: sistemas abiertos y sistemas cerrados [3].
Un sistema abierto se define como aquel sistema que interactia con su medio, recibien-
do energia, transformandola y finalmente cediendo la energia convertida. Ejemplos de
sistemas abiertos pueden ser la llama de una vela, las plantas, insectos, células, ani-
males, hombres, grupos sociales, etc., abarcando en general a los seres vivos. Mientras
que los sistemas cerrados son aquellos que por su propia cuenta no son capaces de
llevar a cabo las actividades correspondientes de los sistemas abiertos. Estos son re-
presentados por algunos sistemas fisicos, como las maquinas, minerales, y en general

los objetos inanimados.

El paradigma sistémico diferencia ciertos elementos generales que presenta un sis-
tema, los cuales son imprescindibles para que cumpla con sus objetivos. Dado que se
tienen dos clases de sistemas, estos elementos que a continuacién se mencionan son
dirigidos en general a los sistemas abiertos, considerando a los sistemas cerrados como

un caso donde la complejidad de dichos elementos disminuye en gran medida.

El primer elemento es la corriente de entrada del sistema [3]. Este es en si un flujo
de algunos tipos de recursos provenientes de su entorno, los cuales son necesarios para
el desempeno del sistema. En general se pueden clasificar tales recursos en dos tipos,
energfa e informacién. El flujo de la energia obedece la ley de conservacion [3], la cual
establece que “la energia que se encuentra en el sistema es igual a la energia que sale
de él menos la energia que entra”. Entendiéndose energia en su forma general, la cual
puede presentarse como calor, radiacion, masa, trabajo, etc.. Mientras que el flujo de
informacién se rige bajo la ley de los incrementos [3], la cual significa que “la cantidad
de informaciéon que permanece en el sistema no es igual a la diferencia entre lo que
entra y lo que sale, sino que es igual a la informacion que existe mas la que entra”,
es decir, hay una incremento neto en la entrada, y la salida no elimina informacion
del sistema. Es de suponerse que el sistema necesariamente deba poseer mecanismos

mediante los cuales logre recibir y aprovechar los recursos que provengan de su medio.
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Cuando se definié en términos generales un sistema, se mencioné la presencia en
él de un propdsito(s) u objetivo(s), esto se debe a que todo sistema realiza una fun-
cién. Asi, la energia que reciben los sistemas sirve para mover y hacer actuar sus
mecanismos particulares con el fin de alcanzar sus objetivos. En otras palabras, los
sistemas convierten o transforman la energia recibida en alguna de sus diferentes for-
mas, la cual se vuelve la produccion caracteristica del sistema. Cuando se considera
al sistema total, se pueden distinguir diferentes procesos o funciones de conversién
siendo algunas principales, en relacién al producto final y otras secundarias, de ser-
vicio o intermedios que puedan operar los subsistemas. Tales procesos representan el

segundo elemento de un sistema, los cuales se conocen como los procesos de conversion.

El tercer elemento es la corriente de salida [3], que equivale a la exportacion que
el sistema hace a su medio, entendiéndose por medio todos aquellos otros sistemas o
supersistemas que utilizan de una forma u otra la energia que cede tal sistema. Ge-
neralmente no existe una sino varias corrientes de salida, las cuales se pueden dividir
en positivas o negativas. La corriente de salida es positiva cuando es util a la comu-
nidad y negativa en caso contrario, de modo que con su exportacion de corrientes de
salidas positivas el sistema esté en condiciones de adquirir sus recursos a través de
sus corrientes de entrada; notando que los conceptos positivo y negativo son relativos,
ya que dependen del criterio del observador o su medio. Entonces se puede hablar de
sistema viable como aquel que es capaz de auto-organizarse; mantener una estructura
permanente y modificarla de acuerdo a las exigencias de su medio. Y auto-controlarse;
mantener sus principales variables dentro de ciertos limites.

Y como cuarto elemento estd la comunicacion de retroalimentacion [3], proceso
mediante el cual el mismo sistema se transmite informacion acerca de su desempeno
en la obtencién de sus objetivos, esto con el fin de que se lleven a cabo las correc-
ciones necesarias y adecuadas. Desde este punto de vista, la retroalimentacion es un

mecanismo de control que posee el sistema para asegurar el logro de sus metas.

Por otra parte, dado que un sistema cerrado no interactiia con su medio, se ob-
serva que tales sistemas pasan de estados méas ordenados u organizados a estados
menos ordenados u homogéneos, entendiendo por estado a una cierta configuracion
que presenten las partes o variables del sistema completo. Este cambio es una cantidad

definida y medible, denominada entropia [12], la cual es una cantidad fisica mensura-
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ble que en sistemas aislados es siempre creciente. La entropia también se puede definir
o interpretar como la tendencia que tiene todo sistema a alcanzar cierto estado que
no varia con el tiempo, el cual puede considerarse como el caos, la desorganizacion o
un estado en el cual el sistema tiende a ser homogéneo, eliminando las diferencias que
lo hacen identificable como sistema funcional y lo diferencian de otros. Para el caso

de sistemas cerrados, este estado es el mas probable.

Lo entropia creciente sucede en sistemas cerrados, sin embargo para los sistemas
abiertos se encuentra otro comportamiento, debido a que estos se encuentran conti-
nuamente interactuando con su medio, que en particular para sistemas vivos a esta
interaccién se le llama metabolismo [3]. Asi, con la ayuda de este proceso los sistemas
vivos evitan morir a causa de la entropia, la cual conlleva a una mayor desorganizacién
entre sus elementos, repercutiendo en la incapacidad de realizar sus objetivos llevando
a estos sistemas al colapso. El metabolismo se puede interpretar entonces como un
proceso mediante el cual los sistemas vivos se liberan de la entropia. Generalizando
esta idea a los sistemas abiertos, se podria decir que tales sistemas extraen de su medio
entropia negativa o nequentropia con tal de evitar el incremento del desorden. La ne-
guentropia se puede interpretar como informacién, la cual significa una disminucién en
la incertidumbre, porque para que un sistema sea viable debe necesariamente extraer
informacion del medio a través de su corriente de entrada y de su retroalimentacién

para asi organizarse, sobrevivir y cumplir sus objetivos.

En el paradigma mecanicista, se establece un tipo de orden y medida en su des-
cripcién, ahora bien, en el paradigma sistémico también existe un orden y una medida.
En la TGS se senala que la organizacién de un sistema no se puede entender como
una fuerza, materia o energia, sino mas bien como algo que indica un orden y una
medida. Orden en el sentido literal de las palabras: orden y organizacion, indicando
lo contrario al caos. Y medida con la ayuda de la informacién; a mas informacion
mayor organizacion, estableciendo ciertos limites respecto al grado de organizacion,
siendo la cota inferior cuando un sistema abierto llega a convertirse en un sistema
cerrado lo cual implicaria una entropia siempre creciente, y la cota superior cuando

el sistema obtiene el grado de organizacién necesaria para poder ser un sistema viable.

En general, segiin la perspectiva de la TGS, todo sistema tiende a desorganizarse

y por tanto a aumentar su entropia. Sin embargo, cada sistema posee mecanismos
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que le ayudan a buscar su supervivencia, estos mecanismos se encuentran en su capa-
cidad de organizaciéon, con tal de poder mantenerse organizado frente a los cambios
y perturbaciones provenientes de su medio. Esto es lo que se denomina el principio
de organicidad [3]. Luego, para que los mecanismos de organizacién puedan operar es
necesario proveerles energia, y por tanto el sistema debe generar un exceso de energia
sobre aquella destinada a sus procesos de conversion. Los propésitos con los que se
ocupa este excedente, se consideran partes de la neguentropia. Por tanto, el principio
de organicidad operara en la medida que el sistema sea capaz de generar este exceso
de energia. Asi, un sistema siempre busca estar en un estado permanente o estado de
equilibrio en el que mantenga una relacion determinada y estable entre su corriente de
entrada y salida, para asi estar en armonia con su entorno. Esta situacién no implica
un estado inmévil de equilibrio sino méas bien una condiciéon de flujo dinamico; conti-
nuo y variable, donde cada estado permanente esta en funcion del medio cambiante
de cada sistema, senalando que todos los sistemas son parte de una misma totalidad,

la naturaleza.

Por 1ltimo, la metafora que ocupa el paradigma sistémico para describir a la natu-
raleza [3], es entonces una coleccién de muchos supersistemas, sistemas y subsistemas
que de una forma u otra actian y se interrelacionan unos con otros dentro de estados
dinamicos, existiendo entre ellos un continuo cambio de energia e informacién, llevan-
do a cabo una infinidad de procesos de conversion. Donde las acciones o interacciones
que suceden no solo afectan al sistema sobre la que se ejercen sino también al sistema
que las aplica y, mas ain, sobre otros que aparentemente son independientes de los

sistemas que interactian.
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Capitulo 2

PARADIGMA HOLOGRAFICO

En el capitulo anterior se dijo que en el paradigma mecanicista se ocupa el mo-
delo de una maquina para describir a la naturaleza, y que el paradigma sistémico,
dado su enfoque a sistemas de tipo mas general, su contexto estd fuertemente orien-
tado a sistemas vivos. En contraste con estos paradigmas, en su descripciéon de la
naturaleza el paradigma holografico ocupa a un holograma como metafora, estable-
ciendo que todas las cosas estan interrelacionadas de tal manera que son parte de una

sola entidad, la cual se puede decir, se basa en los mismos principios de un holograma.

En este capitulo se estudian los siguientes conceptos del paradigma hologréfico:
el orden implicado, orden explicado, los procesos de doblamiento y desdoblamiento,
y el holomovimiento. También se hace un breve estudio de la interpretacion de la
mecanica cuantica en términos de variables ocultas propuesta por David J. Bohm.
Posteriormente, se presenta el fenémeno de las particulas gemelas en la forma origi-

nal en que fue propuesta por A. Einstein y sus colaboradores [7], terminando con la

interpretacién propuesta por Bohm a este fenémeno.

2.1. ORDEN IMPLICADO Y EXPLICADO

El orden en el paradigma mecanicista se basa en el orden de un sistema cartesiano
para el espacio y el orden secuencial de una variable continua para el tiempo. Por
tanto, cuando se desea analizar alguna propiedad de un sistema, ésta es representada
mediante una variable, la cual puede estar evolucionando respecto al tiempo, variar

de acuerdo a la posicion o ambas. De aqui se desprende la utilidad del concepto de
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funcion (ver apéndice D) dentro del paradigma mecanicista.

A manera de ejemplo, si se considera que se tiene una funcién continua f que
depende de la posicién z, la forma en que relaciona su dominio con su contradominio
es la siguiente: a cada valor x le corresponde un solo valor f(z), més aun, a cada in-
tervalo Az = zy —x; le corresponde un cierto intervalo de valores Af = f(xy) — f(z;).
Si se piensa a x como la posicién y a f(z) como la informacién que representa cierta
propiedad del sistema que se esté estudiando, se puede observar que hay una relacion
local entre la propiedad del sistema y el espacio, en el sentido que a cada intervalo Ax
solo le corresponde una porcién A f de toda la informacion esparcida sobre el espacio
para el cual esté definida f. Esto senala que el orden que indirectamente trabaja y se

transmite en el paradigma mecanicista es local.

Por su parte, el paradigma holografico se basa principalmente en un orden que no
presenta la caracteristica local. Para indicar la diferencia entre el orden de este pa-
radigma y un orden local, se puede suponer el siguiente ejemplo. Se tienen dos bases
{u;} vy {v;} para el espacio R™. Si el vector columna (Z), representa los coeficientes
de expansién del punto © € R™ sobre la primer base, para representar a & respecto a
la segunda base se tiene la transformacion dada por la matriz de transicién A de la
primera a la segunda base, es decir, (¥), = A(Z),, donde (¥), son los coeficientes de
expansion de & respecto a la segunda base. De este cambio de base se desprende que
cada entrada de (), depende en general de todas las entradas de (%), . Esta forma de
relacionar a (¥), con (Z), no es una correspondencia uno a uno entre sus componen-
tes, es decir, no se puede decir simplemente que cada entrada de (Z),, estd en funcién
unicamente de un solo componente de (Z),. Este tipo de correspondencia se puede
entender como una relacidn no-local [8], la cual se presenta de manera més general
cuando cada elemento de un objeto esta relacionado, o mejor dicho, interrelacionado

con todos los elementos de él mismo o de un segundo objeto.

De lo anterior, se desprende que el orden que se emplea en el paradigma holografi-
co se puede entender como una organizacién en la cual las partes manifiestan estar
relacionadas de una manera no-local, a esto Bohm le nombré un orden no-local [8, 15].
Ademas, también propuso que aun en los casos que presenten la aleatoriedad en su
organizacion, por ejemplo las olas del mar, las orillas de las costas, las nubes, etc.,

habra un orden, el cual sera mucho méas complejo que aquel, por ejemplo, con el que
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se describa a un sistema mecanico. A este tipo de orden que se presenta en la na-
turaleza, aunque de forma oculta o escondida y aparentemente aleatoria, Bohm no
lo considera como desorganizacién, sino mas bien como una organizaciéon con un alto

grado de complejidad en la cual se encuentra oculto cierto orden no-local.

El propdsito del paradigma holografico es dar una descripcién de la naturaleza,
para ello propone la existencia de una entidad que tiene necesariamente que ser con-
siderada como una sola totalidad, siempre existente en todo el espacio (de manera
similar a como se concebia al éter permeando el espacio completo). Ademas, a esta
entidad se le atribuye una organizaciéon con un alto grado de complejidad que pre-
senta un orden no-local y oculto. Su caracteristica de orden no-local suele llamarse
propiedad de no-localidad [8], la cual refuerza la idea de una totalidad indivisible, ya
que cada parte esta interrelacionada de una u otra forma con todas las demas, por
tanto, al referirse de algin modo a una de ellas se hace referencia inevitablemente a
todas las demas, es decir, al todo. A esta entidad; una nueva nocién de orden, Bohm
le da nombres como “orden implicado”o lo “no-manifiesto” [, 16, 17] (el verbo impli-
car significa “doblar hacia adentro”o “envolver”), con lo cual da entender un orden

implicito u oculto.

Bohm encuentra que un holograma (ver apéndice A), puede ser considerado como
un objeto descriptivo del paradigma hologréafico y en particular del orden implicado.
Debido a que la manera en que esta almacenada la informacion en un holograma es
tal que exhibe un desorden aparente a simple vista (como se muestra en la figura 2.1),
por lo que se puede decir que la imagen guardada en el holograma esta oculta, al
menos ante nuestra percepcion visual. Es de esperarse entonces que Bohm entienda y
sugiera que la informacion del orden implicado esta oculta ante cualquier percepcion

nuestra.

Si el holograma se llegara a romper en pedazos, al iluminar cada una de estas pie-
zas se seguira reconstruyendo la imagen del holograma entero, aunque méas pequena y
en proporcién de la imagen contenida en todo el holograma (ver figura 2.2). Indicando
que en un holograma, la informaciéon contenida en él, estd esparcida en cada una de
sus partes. De aqui se desprende que a la informacion en el orden implicado Bohm la

exprese y considere como doblada, envuelta o plegada [17] en cada una de sus partes
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Figura 2.1: La informacién almacenada en un holograma muestra un desorden aparente a simple

vista.

y a la vez en el todo, recalcando su propiedad de no-localidad.

Otro ejemplo llamativo (con un comportamiento peculiar que se puede considerar
hipotético) que encontré Bohm para transmitir la idea de orden implicado, es un tipo
de dispositivo que consiste de un recipiente formado por dos cilindros concéntricos,
en el cual el cilindro interno puede girar (como un rodillo) y el espacio entre ambos

se encuentra lleno de algin fluido viscoso (ver figura 2.3), como glicerina.

En este dispositivo cilindrico, cuando se le introduce una gota de tinta y después
se le hace girar lentamente su cilindro interno, la tinta empieza a esparcirse como
si se estirara en forma de un hilo cada vez maés fino, hasta el limite de ocultarse a
la vista. Si después se gira el rodillo en sentido contrario, conforme se da el mismo
nimero vueltas, la tinta va retomando la forma de una gota y su posicién original
(ver figura 2.4). Para que este comportamiento se pueda producir es necesario ciertas
condiciones [15], como por ejemplo, que el liquido sea viscoso y girar lentamente el
cilindro externo para que la difusién en el liquido sea despreciable. Asi, si se colocaran
dos o mas gotas el comportamiento se sigue considerando el mismo; cuando se hace
girar el rodillo interno se esparcen todas las gotas sobre el liquido viscoso, y cuando

se gira en sentido contrario el mismo nimero de veces, nuevamente las gotas reapare-
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Figura 2.2: En cada parte del holograma se encuentra almacenada de cierta forma la informacién
de toda la imagen.

ceran en su posicion original.

El comportamiento del dispositivo anterior impresioné a Bohm porque el estado
en el que se encuentra una o mas gotas de tinta cuando estan esparcidas, al estar
entremezcladas en todo el liquido ejemplifican al orden implicado, dado que no se
encuentran en una forma que sea distinguible a la vista, sino més bien estan en un
estado de orden més sutil y complejo, debido a que toda la tinta esparcida atin puede
retomar la distribucion de las gotas. Basdndose en esta metafora se pude considerar la
manera en que Bohm concibe al orden implicado. Asi, de manera muy parecida como
las gotas de tinta se esparcen en el liquido viscoso, todos los objetos junto con sus
propiedades o caracteristicas propias, se puedan distinguir con nuestros sentidos o no,
pueden en algiin momento estar plegados dentro de todo el orden implicado; interpe-
netrandose e interconectandose en esta entidad. De esto se desprende que, una vez que
cualquier objeto se encuentre plegado en el orden implicado, se encontrard presente
en todas las partes del espacio, dicho de otra forma, aunque dos o mas objetos se
localicen en diferentes partes del espacio, cuando se encuentren plegados en el orden
implicado, formaran parte de una totalidad indivisible, lo cual senala el hecho que

en el paradigma holografico todas las cosas se consideren partes inherentes del orden

15



2.1. ORDEN IMPLICADO Y EXPLICADO

Figura 2.3: En la figura se muestra el dispositivo que constituye de dos cilindros concéntricos, cuyo

espacio entre ambos esta lleno de un liquido viscoso.

implicado.

En base al ejemplo del arreglo cilindrico se puede considerar otra metafora, el cielo.
Cuando la tinta se encuentra en forma de gota, esta en un estado que se puede com-
parar a la condicién de una nube suspendida en el cielo, teniendo papeles semejantes
la gota de tinta con la nube, y el liquido viscoso con el cielo. El estado en el que se
encuentran la gota y la nube es tal que su forma se puede percibir y describir tal vez
con un orden local, por ejemplo, a la gota de tinta se le puede ver como una masa
acumulada en un punto y a la nube se le puede describir mediante una funcién que
relacione su densidad con cada punto del espacio. Asi, cuando la organizacién dentro
del orden implicado tiene un orden tal que puede ser percibido o descrito con la ayuda
de alguna teoria adecuada, se tiene que tal orden ya no es oculto, ahora se encuentra
en una configuracién que resalta y que manifiesta cierta estructura, la cual se puede
percibir y describir. A las caracteristicas que se manifiestan en esta estructura, Bohm
las interpreta como informacién desdoblada, desenvuelta o desplegada del orden im-

plicado, y a este tltimo, cuando presenta tal orden le nombra “orden explicado” [3].

Considerando nuevamente al ejemplo del holograma junto con las metaforas del

arreglo cilindrico y el cielo, se pueden discernir entre ellos el orden explicado e im-
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Figura 2.4: Las flechas en sentido horario suponen el giro del rodillo interno para esparcir la gota
de tinta, mientras que las flechas en sentido contrario muestran cuando se hace girar el rodillo en

sentido inverso con tal que la tinta retome la forma de una gota.

plicado. Para el primero, cuando se recrea el frente de luz proveniente del objeto,
viéndose su imagen virtual, la informacion del holograma se estarda manifestando en
un orden explicado, mientras que el patrén de interferencia grabado en el holograma
ejemplifica al orden implicado. En el segundo, cuando la tinta toma la forma de una
gota ilustra al orden explicado, mientras que cuando se encuentra esparcida representa
al orden implicado. En el tercero, se puede decir que todas las nubes se encuentran
en el orden explicado, mientras que el resto del cielo representa al orden implicado.
Considerando esta tultima metéafora, asi como las nubes contienen solo una parte de
la humedad esparcida sobre todo el cielo, el orden explicado solo manifiesta ciertas
caracteristicas o informacién que se encuentran plegadas dentro del orden implicado.
Sin embargo, tanto el orden explicado e implicado siguen siendo una sola entidad,
ambos son aspectos de una sola totalidad o unidad, y el hecho que se pueda discernir
entre un orden explicito e implicito es solo un manera 1til de describir a esta totalidad
y no un reflejo de una diferencia objetiva en él [16, 15]. De aqui en adelante cuando se
mencione orden explicado u orden implicado se referird a un orden explicito u oculto
respectivamente, y cuando se agregue el adjetivo de totalidad al orden implicado, se

estard considerando a una sola entidad incluyendo tanto al orden explicado e impli-
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cado.

2.2. DOBLAMIENTO Y DESDOBLAMIENTO

Como se puede apreciar, existen procesos mediante los cuales la informacion oculta
en el orden implicado se modifica para que pueda manifestarse en un orden explicado,
y también coexisten procesos que cumplen con el objetivo contrario. Por lo cual, en el
paradigma holografico se definen dos procesos especificos: el doblamiento o plegado y
desdoblamiento o desplegado [16]. A través del primero el orden explicado se transfor-
ma en un orden implicado, y mediante el segundo proceso el orden implicado pasa a
ser un orden explicado. Es de esperarse entonces que la informacion que se pliegue o

despliegue dependa especificamente de los procesos de doblamiento y desdoblamiento.

El proceso de plegado se ejemplifica en un holograma, cuando se graba el patrén
de interferencia y el proceso de desdoblamiento cuando se reconstruye el frente de luz
del objeto para observar su imagen virtual. Mientras que en la metafora del dispositi-
vo cilindrico, el proceso de doblamiento se da a través de las vueltas necesarias para
que la gota de tinta se difunda en todo el liquido, y al proceso de desplegado cuando
se hace girar el mismo nimero de vueltas en sentido contrario con tal que la tinta se

manifieste en forma de gota.

2.2.1. METAMORFOSIS

El objetivo del proceso de doblamiento es entonces transformar el orden explicito a
un orden oculto. En el paradigma holografico se establece que la naturaleza del orden
implicado es ser un orden oculto con un alto grado de complejidad, el cual inicamente
puede ser analizado cuando se ha transformado en un orden explicado, de otra forma
seguira perteneciendo al orden implicado. Sin embargo, el orden explicado e implicado
estan correlacionados a través de los procesos de doblamiento y desdoblamiento. Asi,
dada la importancia de estos dos procesos, Bohm establece, aunque de una mane-
ra preliminar, una representaciéon simbdlica para ellos. Al proceso de doblamiento le
asigna un operador M, al cual llama metamorfosis [3], senalando que no corresponde

a cambios como una traslacién o rotacién de un cuerpo rigido, sino a un proceso que
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transforma objetos casi por completo, en los cuales solo ciertas caracteristicas sutiles
e implicitas permanecen invariantes, semejante al proceso de metamorfosis que pre-
senta una oruga al cambiar radicalmente para convertirse en una mariposa, de aqui el
nombre del operador M. Ademas, dado que el doblamiento y desdoblamiento son
procesos inversos, al operador inverso M ~! le corresponde representar el proceso de

desdoblamiento.

Por otro lado, dado que el orden explicado e implicado son partes de una misma
totalidad, los procesos que tengan lugar en alguno de ellos, afectara a ambos. Esto
es, para algin proceso en el orden explicado, se tendra un proceso equivalente en el
orden implicado, es decir, el propédsito o funcién del proceso en cuestion también se
cumplird si se lleva a cabo su proceso equivalente en el orden implicado. Para ilustrar
esto, se puede retomar la semejanza entre la totalidad del orden implicado y el cielo

al suponer la siguiente situacion:

Al no tener una forma bien definida dado que cambian constantemente de forma,
a cualquier nube se le puede considerar equivalente a cualquier otra. Asi, cuando se
observa el movimiento de una nube, al ser un proceso de traslacién éste se distingue
porque en algin momento la nube estd ubicada en cierto lugar y en otro instante se
encontrara en un lugar diferente. El proceso equivalente cuando la nube se encuentra
esparcida en el cielo se puede observar cuando en algin instante y lugar la nube se
dispersa, y en un momento posterior se concentra nuevamente en forma de nube pero
en un lugar diferente. En ambas situaciones se llevaron a cabo procesos que se pueden
considerar equivalentes porque cumplieron el mismo propésito, el cual se manifiesta
en el orden explicado cuando la nube se encuentra en lugares diferentes en instantes

diferentes, esto se pude expresar de forma més general de la siguiente manera.

Si E es un operador que representa algin proceso que se manifiesta y puede ser
descrito en el orden explicado; como alguno de los casos particulares de una traslacion
o rotacién. Y E’ es el correspondiente al proceso que tiene lugar en el orden implica-
do y que se considera equivalente al proceso que representa F. Bohm establece una
correspondencia simbdlica entre 'y E’, apoyandose de los procesos de doblamiento

y desdoblamiento M y M~! respectivamente, con la siguiente relacién:

E'=MEM™. (2.1)
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Dado que E', E, M, y M~ son operadores, ellos operan por la izquierda a algin
conjunto u objeto, entonces, la relacion (2.1) se puede interpretar en el sentido que
los propésitos del proceso que represente E’ son equivalentes a los que impliquen
MEM~!'. El primero opera directamente en el orden implicado mientras que el se-
gundo lo hace indirectamente en el orden explicado de la siguiente forma: el término
M~ indica que primero desdobla al objeto dentro del orden explicado, en donde tiene
sentido operar posteriormente a F/, quien describe el proceso equivalente representado
por E’, y por ultimo, después de efectuarse el proceso FE, el término M indica que se
realiza el proceso de doblamiento sobre el objeto para plegarlo nuevamente al orden

implicado.

2.3. HOLOMOVIMIENTO

Si se observa un holograma, se encuentra que este objeto es finito y estatico, dado
que ocupa un lugar en el espacio y la informacién almacenada en él no varia con
el tiempo. Sin embargo, como se vio en la seccién 2.1, estas caracteristicas no se le
atribuyen al orden implicado, dado que esta entidad es dinamica y esta presente en

cada parte del espacio.

La propiedad dinamica del orden implicado se refleja en los procesos de doblamien-
to y desdoblamiento que involucran tanto al orden implicado como al orden explicado.
Sin embargo, a parte de ellos es de esperarse que existan procesos que tinicamente ten-
gan lugar ya sea en el orden implicado o en el orden explicado. A manera de ejemplo,
si se compara el papel de una nube suspendida en el cielo con el orden explicado,
se pueden considerar los procesos con los que la nube se traslada y cambia de forma
continuamente en el cielo. Si por el contrario, ilustrando al orden implicado la nube se
encuentra en forma de humedad esparcida sobre todo el cielo, en éste pueden ocurrir
procesos que aparenten que una nube aparezca en un lugar o en otro, y con una cierta
forma u otra. En ambos casos, se ejemplifica que existen procesos internos e indepen-
dientes en el orden explicado e implicado. Por otro lado, dado que el orden implicado
estd presente en cada parte del espacio, se infiere que todos los procesos que en ella

se lleven a cabo, tienen lugar en todo el espacio.
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En general, Bohm se refiere a los procesos que modifican la estructura de la tota-
lidad del orden implicado como movimientos. En los cuales se basa un aspecto muy
importante del paradigma holografico, para el cual Bohm ocupé el término “holo-
movimiento”, que representa a todo movimiento que tiene lugar en la totalidad del
orden implicado [8, 16], manifestando que su estructura es siempre cambiante. Asi,
la descripcién de la naturaleza que propone el paradigma holografico es el holomovi-
miento, lo cual significa que todos los objetos o cosas en la naturaleza son productos
de los movimientos de la totalidad del orden implicado: plegandose, desplegandose y
cambiando dentro de él, es decir, la naturaleza es el reflejo de la estructura dinami-
ca de la totalidad del orden implicado, en donde los movimientos m&s importantes
del holomovimiento son los procesos de doblamiento y desdoblamiento, a través de

los cuales se pliega o manifiesta todo lo que se puede llegar a percibir de la naturaleza.

Asi, a los aspectos o caracteristicas de la totalidad del orden implicado que estan
siempre en movimiento en el holomovimiento, manifestandose en el orden explicado,
son a los cuales se les trata de describir. A manera de ejemplo se puede considerar
a una particula, la cual es un objeto que se abstrae de la naturaleza. Y para ex-
poner como el paradigma hologréafico describe su comportamiento, se puede retomar

el arreglo cilindrico de la figura 2.4, planteando hipotéticamente la siguiente situacion:

Se introduce una gota en el arreglo y se gira el rodillo hasta que la gota desapa-
rezca. Luego se introduce otra gota de tinta en un lugar ligeramente diferente a la
primera, para después girar el rodillo hasta que también se difunda. Se repite este
proceso con varias gotas. Luego, imaginando que se pueda girar el rodillo del cilindro
en sentido contrario con una velocidad tal que a simple vista las gotas aparezcan de
manera consecutiva una tras otra rapidamente, se podra observar algo muy parecido

al movimiento de un objeto como se muestra en la figura 2.5.

Como se puede observar en este ejemplo, el movimiento aparente de un objeto
en realidad se debe al funcionamiento completo del dispositivo; a través del cual to-
da la tinta esparcida va retomando la forma de cada gota. Sin embargo, si hubiera
algin obstaculo en los lugares donde emergen las gotas de tinta, es de esperarse que el
comportamiento parecido al movimiento de un objeto fuera totalmente diferente. Esto
resembla el comportamiento que se describe de una particula en la mecanica cuantica,

el cual correspondera a las propiedades corpusculares u ondulatorias dependiendo de
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Figura 2.5: Representacién del movimiento de una particula con ayuda del contenedor cilindrico

lleno de algin liquido viscoso.
los sistemas con los que interactie esta entidad.

En base a lo anterior, en la perspectiva del paradigma holografico el movimiento de
una particula es el resultado de todo un proceso que tiene lugar en el orden implicado,
mediante el cual la estructura de éste se modifica manifestando las caracteristicas que
la particula pueda presentar. Con esto, en la mecanica cuantica Bohm sugiere que
las propiedades que puede manifestar un objeto se encuentran plegadas en el orden
implicado, y se les puede observar o describir en el orden explicado a través del com-
portamiento que manifieste dicho objeto [15]. En la siguiente seccién se hard un breve
estudio de la interpretacién propuesta por Bohm de la mecédnica cuantica, apoyandose

en los conceptos del paradigma holografico.

2.4. VARIABLES OCULTAS

En 1952 David J. Bohm proporciona una interpretaciéon de la mecénica cuantica
[18, 19], la cual sugiere que ademds de considerar a una particula inmersa en un cam-

po cuantico representado por su funcién de onda, sus variables posicién y momento
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tienen simultaneamente valores definidos, quienes al no poder predecirlos con certeza
ni medirlos deben considerarse como ocultos. En esta interpretacién surge un cierto
comportamiento de no-localidad; no importa que tan distantes estén las partes de un
sistema cuantico, todas pueden llegar a influir en su comportamiento. Para exponer
tal interpretacién, los conceptos que se utilizan en esta seccién se pueden encontrar

en el apéndice B.

2.4.1. POTENCIAL CUANTICO

En la interpretacién de la mecanica cuantica propuesta por Bohm, se empieza
por considerar a ¥ como la funcién de onda de una particula de masa m, posicién
Z e inmersa en un potencial cldsico V(Z). Por tanto ¥ debe cumplir la ecuacién de

Schrodinger, esto es

ov R, )

Si se expresa a la funcion de onda en forma polar
_ p,iS/h
U = Re™/",

siendo R = R(Z,t) y S = S(&,t) funciones reales. Se tiene que al sustituir en (2.2) y

simplificar (ver apéndice C), se llega a las siguientes igualdades

as (VS)? . W VR
o —<W+W>—% 7 ) (23)
% = —%(RVQSJ&VR-VS). (2.4)

Debido a que el ultimo término del lado derecho de la ecuacién (2.3) desempena un
papel semejante al potencial clasico, se le puede considerar como una energia atribuida
a un potencial, para el cual Bohm ocupé el nombre de “potencial cudntico”[18]. En
la interpretaciéon de Bohm se plantea que la mecanica cuantica puede ser entendida
asumiendo que la particula estd inmersa no inicamente en un potencial cldsico V (%),

sino también en un potencial cuéntico denotado por @ [20] y dado como

w v

Q:_Zm R

(2.5)
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h* V*R
Ademas, si se considera al término V' (¥) — om R
m

de la ecuacién (2.3) como un solo potencial U, la expresién (2.3) se convierte en la

que aparece en el lado derecho

ecuacion de Hamilton-Jacobi;

as  [(VS)?
a——(ww)’

apoyandose en esta ecuacion se propone que el impetu p de la particula esta dado por
la siguiente ecuacion:

§=VS. (2.6)

Dado que R y S se determinan mutuamente, en lugar de resolver las ecuaciones
(2.3) y (2.4) directamente, es conveniente resolver primero la ecuacién de Schrodinger
(2.2) para la funcién de onda W, la cual se puede escribir como ¥ = A +iB. Y con
la ayuda de las relaciones R? = A2 + B? y S = htan™'(B/A) se puede encontrar las

expresiones para Ry S.

Por otra parte, a la densidad de probabilidad definida por la ecuacién
P=|V?=R? (2.7)

Bohm sugiere considerarla como la densidad de probabilidad de que la particula se
encuentre en cierta posicién [20], esto difiere de la interpretaciéon de Born [21], quien
propuso que P proporciona la densidad de probabilidad de encontrar a la particula
en cierta posicion como resultado de alguna medicion. A partir de la interpretacién
propuesta por Bohm, se desprende la hipotesis que una particula tenga una posicién
precisa, que junto con la relacién (2.6), a su fmpetu también le corresponde tener
un valor preciso. No obstante, en la practica tales valores no son conocidos debido
a que no se pueden predecir simultdneamente con certeza, ni medirlos debido a que
las perturbaciones introducidas por los aparatos de mediciéon son impredecibles e in-
controlables [22]. Esto hace notar que el apoyo en un conjunto estadistico es una
necesidad practica y no un reflejo de alguna limitante inherente en la precision con la

cual se puedan concebir a las variables que definen el estado de un sistema [19].
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Para la extension del analisis anterior a un sistema con N —particulas, se escribe

la correspondiente funcién de onda W = W(Zy,--- ,Zn,t) de la forma:
V= R(Z,- -, TN, t)eis(flv”"fzvyt)/ﬁ’

y repitiendo un proceso semejante al mostrado para una particula (ver apéndice C),

para Ry S se tienen:

03 N 1(V;S Y n? V2R
ot _(ZZIZ m; _Zsz ) (28)

OR 1 VZS VR-VS

i=1 i =1

nuevamente se considera al impetu de la i-ésima particula y al potencial cuantico del

sistema total como

ﬁi - VZS(fl, fN,t)
N

2 2 .7
Q _ —Z h VRJIl, ,SL’N,t). (21())

2m1 xl; ' 7:CN7t)

De esta ultima expresion se senala que, al depender de la magnitud R el potencial
cuantico () estara determinado por la funcién de onda ¥, la cual Bohm propuso con-
siderar como la representaciéon mateméatica de un campo—W cuantico, real y objetivo
[18], que de manera semejante en que un campo electromagnético obedece a las ecua-
ciones de Maxwell, este campo—W obedece la ecuacién de Schrodinger (2.2). Se puede

decir entonces que el potencial cuantico () es determinado por el campo—W cuéntico.

Al desempenar un papel semejante al potencial clédsico, el potencial cuantico con-
tribuira con las fuerzas que se ejercen sobre las particulas. Sin embargo, independien-
temente del potencial clasico, en todo momento las particulas actuaran bajo la fuerza
que les ejerza su potencial cudntico (el cual puede ser o no, nulo), lo que significa
que siempre estaran inmersas en su campo—W, el cual no se origina por algiin agente
externo al sistema, sino por el sistema mismo dado que depende del estado cuanti-
co de éste. Ademads, a partir de que la funcién de onda ¥ o lo que es equivalente,
el campo—V contiene la informacion con la cual se especifica y describe el estado

cuantico actual del sistema total, esta informacién se hallara implicita en el potencial
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cuantico debido a su dependencia en la funciéon de onda, lo cual no llega a suceder con
un potencial clasico. Se sigue entonces, que a través de la fuerza derivada del poten-
cial cuantico se estard manifestando indirectamente la informacién del campo—V¥ en
el comportamiento de las particulas. Esto significa que este potencial establece una
conexion entre el sistema total y cada una de las particulas, dando la posibilidad de

describir en cierta manera a la totalidad indivisible de un sistema cuantico.

Para exponer la interpretacion que Bohm ofrece a la contribucién del potencial
cuantico que subyace en el comportamiento de las particulas, es conveniente conside-
rar el término de informacion activa [23], la cual se entiende como aquella informacién
que aunque perteneciendo a una energia menor, es quien dirige a una energia mayor
dandole forma a su comportamiento. Al emplear este concepto, al potencial cuantico
se le puede entender entonces como informacién potencialmente activa, convirtiéndose
realmente en informacion activa cuando y en donde este potencial entre en actividad

con alguna particula influyendo en su comportamiento.

Por otra parte, al aparecer la magnitud R de la funcién de onda ¥ (la cual a
partir de ahora se podra considerar también como la magnitud del campo—WV) como
denominador de los términos en la expresién (2.10) para el potencial cuantico, indica
que en las regiones en donde la magnitud R sea pequena el potencial cuantico podria
fluctuar bruscamente de tal forma que las particulas que entren en esas regiones
podrian intercambiar grandes cantidades de energia y momento en un corto tiempo
[18], independientemente del potencial clasico V(Z). Asi mismo, si la ecuacién (2.10)

se reescribe de la siguiente manera

2 2
Q= —{(j—mlvf et QZLNV}) R(&y, - ,fN,t)}/R(fl,--- TN, 1),
al encontrarse la magnitud del campo—W¥ en el numerador y denominador, se advierte
que el potencial cuantico no dependerd de que tan apreciable sea el valor de la mag-
nitud R, sino mas bien de su forma, senalando que el efecto del potencial cuantico
(@ sobre las particulas no necesariamente disminuira en las regiones donde la mag-
nitud R sea pequena. Dada su dependencia en la funciéon de onda, quien satisface
ciertas condiciones de frontera, y por consiguiente de las posiciones de las particulas,
el potencial cudntico sera el medio a través del cual, tanto el entorno en el que se

encuentren las particulas como ellas mismas, pueden llegar a afectar sus comporta-
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mientos, no importando que tan distantes se encuentren de los posibles obstaculos de
su medio, asi como entre ellas mismas. A partir de esto, al estar cada parte de un
sistema inmersa en su potencial cuantico, la influencia de éste ultimo sobre ellas no
necesariamente disminuira al aumentar su separacién espacial, siendo este comporta-
miento considerado como la propiedad que se le atribuye, nombrada no-localidad [20].
Asi, a la totalidad indivisible de un sistema cuantico, se le puede concebir ahora en
términos del potencial cuantico quien manifiesta la propiedad de no-localidad, dando
la posibilidad de que no siempre se cumplira la nociéon comun de que un objeto, mien-
tras mas alejado espacialmente esté de algin otro al que pueda perturbar, menor es

la interaccion que ejerza sobre este ultimo.

Por otra parte, la propiedad de no-localidad no sera apreciable tinicamente entre
las partes del sistema, de las cuales su participacién en la funciéon de onda sea con-
tribuir con términos; que dependan cada una de las variables que las definen; y que
multipliquen el resto de la funcién de onda del sistema total. Estas partes mostraran
entonces un comportamiento independiente, el cual es un caso particular del compor-

tamiento indivisible de un sistema cuéntico.

A manera de ejemplo, considérese que la funcién de onda de un sistema de N

particulas se pueda escribir como

donde cada V¥, es la funciéon de onda de la i-ésima particula. La correspondiente

expresion del potencial cudntico (2.10) se reducird entonces a

2 2 2 2
0= (h_lel IR VNRN) , (2.11)

N 2m; Ry ‘ 2my Ry
la cual es una suma de potenciales individuales

K V2R,

en los cuales cada término R; es la magnitud de la funciéon de onda ;. Asi, la inter-
accion entre el potencial cuantico y cada una de las particulas serd —V,;Q) = —V;0Q;,

lo cual advierte que la i-ésima particula sera afectada por el potencial cuantico ) de
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tal forma que solo influird en ella su correspondiente potencial cuantico individual @);,
y con él unicamente la informacion contenida en su correspondiente funcién de onda
U,. Esto significa que en el comportamiento de la i-ésima particula no habra alguna
contribuciéon por parte de alguna otra particula a través del potencial cuantico del
sistema total, indicando que la conexién entre la i-ésima particula y el sistema total
habra cesado, lo cual refleja y concuerda con el hecho que se comporten y puedan

describir como sistemas independientes.

2.4.2. PROCESO DE MEDICION

La mecanica cuantica, en la cual, a pesar de que la funcién de onda es quien pro-
porciona toda la posible informacién fisica acerca del sistema, no predice con certeza
cual sera el resultado obtenido después de realizar alguna medicién, en su lugar, ofrece
una informacién estadistica acerca de los posibles resultados. A continuacién, antes de
exponer la interpretacion ofrecida por Bohm, primero se describira la interpretacion

usual para el proceso de medicion.

Considérese que se desea medir un observable, asociado a una particula de posicién
Z y representado por el operador A. Suponiendo un espectro discreto, la funcion de

onda de la particula, quien sera el sistema observado, se puede escribir como
U(T) =Y Cuthn(), (2.12)

donde las constantes C,, son los coeficientes de expansion sobre el conjunto completo
formado por las eigenfunciones v, (%) del operador A. Dado que, al medir un obser-
vable se obtendra como resultado inicamente uno de los eigenvalores de su operador,
el mddulo al cuadrado de cada coeficiente |C),|* se interpreta como la probabilidad de
que se obtenga como resultado de la medicién el valor del eigenvalor a, correspon-

diente a la eigenfuncién 1, () [24].

Antes de efectuarse la medicién, la funcién de onda (2.12) del sistema observado
se expresa como una superposicion de los estados cuédnticos 1, (Z) debido a que no
existe la certeza de que el sistema se encuentre en algtin estado en particular. A partir

de la interpretacién usual se asume entonces que no se puede determinar, describir
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ni analizar detalladamente la manera en que se definira el resultado que se obtiene al
efectuarse la medicién [24, 21]. No obstante, después de realizarse la medicién y haber
hallado el valor de a,,, se dice entonces que la funcién de onda ¥(Z) ha colapsado
en 1,,, entendiéndose que a partir de entonces el sistema se encontrara en el estado
cuantico m. Si enseguida se realizara la medicién del mismo observable, se hallaria
como resultado nuevamente el valor a,,, corroborando el actual estado cuantico m del

sistema.

En contraste a la interpretacion usual y sin recurrir al colapso de la funcién de onda,
Bohm sugiere una interpretacion diferente del proceso de medicion. Para describirla,
se empieza por representar al estado cuantico del sistema observado por la funcién
de onda (2.12) y a los parametros que definen al sistema de medicién por y. Sea
¢o(y) la funcién de onda inicial del aparato de medicién. Antes que ambos sistemas

interacttien, la funciéon de onda del sistema compuesto serd
W = o(y) D Cuthn(), W = > Coutbn(F)o(y),

la cual es el producto de las funciones de onda tanto del sistema observado como del
sistema de medicién. Obteniéndose para este sistema compuesto un potencial cudntico
semejante a (2.11) (con N = 2), lo cual corresponde al comportamiento independiente
entre los dos sistemas. Cuando ambos empiecen a interactuar su funcién de onda se

podra expresar como

P = Cuthn(®)n(y), (2.13)

donde cada ¢, (y) es la funcién de onda que representa al estado cuéntico del sistema
de medicién que corresponde a un posible resultado. A esta etapa Bohm le nombra
proceso de fusion [20], porque durante la interaccién se puede considerar que ambos
sistemas se habran unido y se comportaran como una sola entidad; el actual sistema
compuesto. Que a partir de su funcién de onda correspondiente (2.13) es de esperar-
se que las expresiones tanto de R, S y su potencial cuantico () correspondan a las
fluctuaciones bruscas que puedan presentarse entre los sistemas observado y de me-
dicién durante su interaccién [19], especialmente las que tengan lugar en las regiones
donde la magnitud R resulte pequena. En la interpretacion de la mecanica cuantica
en términos de variables ocultas, se considera que tales interacciones y por tanto el

resultado de la medicion estaran determinadas de una manera muy susceptible a las
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condiciones iniciales [19]; la funcién de onda W, la posicién inicial de la particula
Z y los valores iniciales de los parametros del aparato de medicion yy. Sin embargo,
dado que no se pueden describir o manipular a detalle estas interacciones, ni tampoco
predecir con certeza o medir (debido a su caracter oculto) los valores precisos de las
variables que especifican el estado cuantico inicial del sistema compuesto, se debe per-
suadir de ocupar una descripcion estadistica acerca del resultado que se obtendra del

proceso de medicién.

Posteriormente, una vez que se puedan despreciar las interacciones entre ambos
sistemas, con tal que se pueda realizar una medicién apropiada, las funciones de onda
¢n(y) deberan ser diferentes y no superponerse en su estado de configuracién (repre-
sentado por y) para que, ademés que cada una de ellas esté correlacionada inicamente
con un estado 1, (%) del sistema observado, se tenga la certeza que el sistema de me-
dicién se hallara en solo uno de sus estados cudnticos, ¢,,(y) [20]. Cuando esto suceda
se podréd decir que el correspondiente estado del sistema observado serd 1,,(¥). Se
tendra entonces que ambos sistemas ya no se comportardn mas como una solo en-
tidad, por lo que habra tenido lugar a lo que Bohm nombra proceso de fisidn [20].
Asi, el sistema compuesto se hallara en el estado cudntico ¥, (Z) ¢, (y), y su potencial
cuantico se podra expresar como la suma de potenciales individuales, correspondien-
tes a cada uno de los dos sistemas, quienes manifestaran entonces un comportamiento

independiente.

En este punto, podria ser (aunque no necesariamente) que posteriormente el arre-
glo o proceso experimental provoque que los sistemas observado y de medicion vuelvan
a interactuar, con lo cual seria necesario que el estado cuantico del sistema compuesto
se tuviera que expresar de manera semejante a la funcién de onda (2.13), volviéndose
indefinidos los estados cuanticos de ambos sistemas. Sin embargo, antes que esto lle-
gara a suceder, después que los estados de los sistemas observado y de medicién estén
correlacionados, este 1ltimo debera interactuar con algin dispositivo que se encargue
de registrar el resultado de la medicién al cambiar su estado a través de un proceso
irreversible [25], para que después de efectuarse el registro, no pueda fluctuar a su
configuracion inicial o a alguna otra. Ademas de esto, el dispositivo de registro debe
contener un niimero grande de particulas (~ 10*), para poder describirlo cldsicamente

y posteriormente permitir que a una escala macroscopica cualquier observador pueda
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inferir el resultado de la medicién sin alterarla [22].

Asi, al interactuar con el sistema de medicién, al dispositivo que realice el registro,
cuyas particulas se describiran colectivamente por Z;, le corresponderd una funcién de
onda A, (Z;) correlacionada con cada estado n del sistema de medicién. Y por tanto,
antes de realizarse el registro la funcion de onda del sistema total formado por los

sistemas observado, de medicion y de registro, sera

La ecuacion anterior refleja la totalidad que debe considerarse en la descripcién de
un sistema cuantico, en el sentido que, a pesar de que el sistema observado en principio
no sera afectado por el dispositivo de registro, la contribucién de éste tultimo al sis-
tema total sera garantizar que, después que interactie con el sistema de medicién, el
sistema observado inicamente se comporte segtn lo indique su estado cudntico ¢, (Z).
La justificacién [20, 25] de esto es porque una vez realizado el registro, el sistema total
se encontrard en el estado cuantico ¥y, (Z)¢m (y) Am(Z;), cuyo espacio de configuracién
estard especificado por las variables , y y Z;. Y la tnica forma en que algin otro
estado ¥,.(Z) pueda interferir y modificar el estado cuantico 1,,(Z) actual del sistema
observado después del registro, es que alguna otra funcién de onda ¢, (Z)¢, (y)\-(Z;)
se superponga con el correspondiente estado cuantico actual del sistema total en su
espacio de configuracién. Esto no pasard, debido a que el proceso mediante el cual
se efecttio el registro de la medicién, al ser un proceso irreversible significa que no
habréd alguna interferencia o fluctuacién entre el estado actual del dispositivo de re-
gistro con algin otro A.(Z;) [25]. Asi, independientemente si los estados 1, (Z) o ¢,(y)
llegaran a solaparse (en sus respectivos espacios de configuracién) con los estados ac-
tuales de los sistemas observado y de medicion respectivamente, el sistema observado
se seguird comportando segin el estado cuantico m, quien corresponde al valor a,,
obtenido como resultado del proceso de medicion. Si enseguida se volviera a medir el
mismo observable, es de esperarse que nuevamente se registre el valor de a,,. Esto se
debe a que una vez realizada la primer medicién, posteriormente el sistema observado
seguira hallandose en su estado cuantico m, el cual determinard la informacién de su
correspondiente potencial cuantico individual y por tanto su comportamiento subsi-

guiente al primer proceso de medicion.
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Por tanto, en la descripcion del proceso de medicién propuesta por Bohm, los sis-
temas observado y de medicién llevan a cabo un proceso de fusién, el cual precede
a un proceso de fisién, de tal forma que la manera en que se define el resultado de
una medicién es mediante una transformacion mutua entre ambos sistemas, la cual
presenta un alto grado de complejidad en la manera de estar determinada, aunque
aparentemente aleatoria, por los parametros que no se pueden conocer con precision
y que definen el estado del sistema total. Por ultimo, el papel que desempena el dis-
positivo de registro da razén del porqué el sistema observado a partir de entonces se
comportara segun el estado correspondiente al resultado de la medicién, esto sin la
necesidad de recurrir a algin colapso de la funcién de onda [20] causado por el acto

de medir.

2.4.3. LA FUNCION DE ONDA EN EL ORDEN IMPLICA-
DO Y EXPLICADO

En la mecénica cuantica las propiedades de la materia son consideradas como po-
tencialidades, las cuales se definen y manifiestan tinicamente en la interacciéon con
otros sistemas. Por ejemplo, al encontrar cierto valor de un observable como resultado
de alguna medicion, no significa que tal propiedad existia antes de efectuarse dicho
proceso, sino mas bien que era una de las posibles potencialidades, la cual durante el
proceso de medicién se definié tanto por el sistema de medicion como por el mismo

sistema observado.

Para describir cada potencialidad que un objeto puede llegar a revelar, en la
mecanica cuantica se emplea la funcién de onda, W. Asi, si un objeto, quien nor-
malmente se considera un sistema, tiene la misma funcién que algin otro, no significa
que ambos se comportaran de la misma manera si llegaran a interactuar con los mis-
mos sistemas, sino que tendran el mismo rango de potencialidades a manifestar, a las
cuales la funcién de onda les asigna cierta probabilidad de realizarse. Se dice entonces
que ambos sistemas estaran en el mismo estado cuéntico representado por la misma

funcién de onda.

A un estado cuantico ¥, por su parte Bohm también le llama estanque de in-

formacion [20] dado que el comportamiento de un sistema sugiere estar guiado y
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determinado por su estado cuantico, antes que el sistema mismo manifieste la infor-
macion contenida en su estado V. Sin embargo con esto no se puede aludir algo acerca
de donde se alberga la informacion que determinara el comportamiento de un sistema.

Para esto Bohm ofrece una posible explicacién de la siguiente manera.

Al no estar constituido tnicamente de tres coordenadas el espacio de configura-
cion de la funcién de onda, sino de las variables necesarias para determinar el estado
cuantico del sistema, por ejemplo, la funcion de onda de dos particulas dependera de
seis variables, las cuales corresponden a las posiciones de cada una. Asi, la informacion
en la funcion de onda se encuentra determinada por los valores de cada uno de los
pardametros en su espacio de configuracién, que en general corresponden a las propie-
dades de cada parte del sistema, las cuales a su vez, desde el enfoque del paradigma
holografico se encuentran inmersas en el orden implicado, como se dijo en la seccién
anterior. A partir de esto y en base al paradigma holografico, Bohm interpreta a la
informacién de la funcién de onda albergada generalmente en un orden implicito [16],
que se manifiesta en el comportamiento del sistema revelando sus propiedades; po-
tencialidades. Si el sistema se tratara de una particula (ver seccién anterior), tales
propiedades podrian ser ciertos valores ya sea de su posicién o impetu, las cuales re-

presentan sus propiedades excluyentes; corpusculares u ondulatorias.

A partir de la perspectiva del paradigma holografico, Bohm senala que la informa-
cion de la funcién de onda se encuentra en el orden implicado, el cual no se manifiesta
hasta que el sistema la revela en su comportamiento. Es decir, la informacién de la
funciéon de onda se alberga en un orden implicado, mientras que en la conducta del

sistema esta informacién emerge en un orden explicado [20].

Retomando el proceso de medicion, en la interpretacién de Bohm los estados en los
que se podra encontrar el sistema observado, correspondientes a cada posible resul-
tado antes de definirse el valor de la medicién, se pueden considerar como inactivos,
estando plegados en el orden implicado. Y, inicamente el estado en el que se encon-
trara el sistema después de efectuarse el registro sera activo, en el sentido que éste
definira la informacion potencialmente activa que determinard su potencial cudntico
correspondiente, mediante el cual aun encontrandose en un orden implicado, la infor-
macion contenida en el estado activo sera la que se manifieste en un orden explicado

a través del comportamiento que presente el sistema observado. Ademas, antes de
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realizarse el registro, los estados inactivos podrian volverse activos, sin embargo, dado
el proceso irreversible que se realiza en el registro, la informacion en estos estados no

podra manifestarse en el comportamiento del sistema observado [20].

Por 1ltimo, como se menciona al final de la seccién anterior, la propuesta en el
paradigma holografico es entonces que las propiedades de la materia al ser parte de
la naturaleza se encuentran plegadas en el orden implicado, y se manifiestan a través
de su comportamiento desplegandose en un orden explicado. En el cual tiene sentido
describirlas debido a que presentan cierta estructura capaz de abstraerse, por ejemplo
apoyandose en la mecanica cuantica, la cual utiliza a la funcion de onda para des-
cribir estas propiedades de la materia, considerandolas como ciertas potencialidades
que unicamente se definen y realizan cuando el sistema interactia con un sistema

apropiado.

2.4.4. EXPERIMENTO HIPOTETICO EPR

~

En el experimento propuesto por A. Einstein-Podolsky-Rosen [7] se discute la for-
ma en que la mecanica cuantica describe a un sistema a través de la funcion de onda,
quien caracteriza completamente al estado cudntico del sistema [22].

Para llegar a la controversia presentada en [7], A. Einstein y sus colaboradores
parten de la definicién que un elemento de realidad fisica es aquel al que siempre le
corresponde una cantidad fisica, de la cual se pueda predecir su valor con certeza sin
perturbar al sistema al que pertenezca; esto significa que tal elemento existe objeti-
vamente independientemente que se tenga o no conocimiento de él. A partir de esta
primer definicién se desprende un segundo concepto, la condicion de completitud que
debe cumplir una teoria para ser llamada completa, la cual exige que a cada elemento

de realidad fisica se le asigne un elemento correspondiente en la teoria fisica.
A. Einstein y sus colaboradores parten de la suposicion que la mecanica cuantica

es una teoria completa, y proponen un experimento hipotético el cual se describe a

continuacién.
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Se supone un sistema formado por dos sistemas I y II, los cuales interactian en
el intervalo de tiempo t = 0 a t = T, después del cual ellos dejan de tener alguna
interaccion. Se considera también que el estado del sistema total puede ser conocido
y representado por la funcién de onda Wy para un tiempo antes de ¢t = 0. Sea A
un operador correspondiente a una cantidad fisica perteneciente al sistema I, con
eigenfunciones y eigenvalores uy(z1),us(21),... y a1,as,... respectivamente, donde
xr1 representa a las variables usadas para describir al sistema I. Entonces se puede

expandir la funcién de onda ¥, sobre el conjunto completo {u,(z1)}:

Uy = Z Y (2)un (1),

donde x5 representa a las variables que definen al sistema II y 1), (z2) son los coefi-

cientes de expansién sobre el conjunto {u,(x;)}.

Dado que no se puede calcular ni predecir en qué estado se encontraran los sistemas
[y Il parat > T, se puede llevar a cabo una medicién de la cantidad A, y suponer que
se registre un valor ag, después del proceso de medicién el sistema I tendra entonces
que estar en el estado ug(z1) y por tanto el segundo sistema estard en el estado 1 (z2).

La funcién de onda ¥y, a partir de ese momento serd

U = Yy (x2)ug (). (2.14)

Si en lugar de A se hubiese escogido otra cantidad fisica, por ejemplo B con
eigenfunciones vy (x1),va(xy), ... y eigenvalores by, by, . .. correspondientes. La funcién

U, expandida sobre el conjunto completo {vg(z1)} seria

Uy = Z ¢s(2)vs(T1).

Y si ademads, en vez de A se midiera la cantidad B en el sistema I, después de
realizarse la medicion suponiendo que el valor encontrado para B sea b,, el sistema I

quedaria en el estado v,.(z1) y el sistema II en el estado ¢, (x3).
Lo anterior significa que al sistema II se le puede asignar dos funciones de onda, ¥,

y ¢,. Independientemente de que se hagan las mediciones de A o B, pues se supuso que

para t > T las posibles interacciones entre ambos sistemas son despreciables tal que se
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pueden considerar nulas. De aqui, que si ¢, v ¢, fueran las eigenfunciones de dos ope-
radores Py @), los valores de sus eigenvalores p y ¢ serian las predicciones exactas de
sus mediciones sin perturbar al sistema de alguna forma. Por tanto, estas cantidades

fisicas serian las correspondientes de dos elementos de realidad fisica para el sistema II.

A manera de ejemplo, supongase que la funcién de onda ¥, corresponde a un
sistema conformado por dos particulas. Suponiendo un espectro continuo, esta funcién

de onda se puede escribir como

o
Uy = / eli/Mm—m2txo)p gy (2.15)

—00

donde zg es una constante.

Sea A el momento de la primer particula, con eigenfunciones w,(x;) = eli/Map 4

eigenvalores p. Entonces la funcién de onda (2.15) puede ser escrita como

v, — / ¢~ i/Ma2=a0)p i/ Marp g,

—00

Uy = /%(%)Up(%)dp,

siendo 1, (z2) = e~ (/M) (z2—z0)p_

Por otra parte, sea B la posicion de la particula, se tiene que sus correspondientes

eigenfunciones y eigenvalores son v, (z1) = §(x; — ) y x respectivamente, para este
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caso la funcién de onda (2.15) toma la forma

U, — 7e(i/ﬁ)(z—xz—i—xo)pu_xldp’
= 7 _7 e(i/h)(””_””‘))%(xl — x)dx | dp,
_ 7 _7 6(i/ﬁ)(:c—a:2+xo)17dp d(zy — x)dx,
= 7 hé(x — z9 + x0)d (1 — x)dz.

(2.16)

De esta ultima ecuacién se tiene
[o¢]
T = / b (2)0s(1) e,
—00

siendo ¢, (x2) = hé(x — xo9 + x9).

Con este ejemplo se puede observar que 1,(z2) es una eigenfuncién del operador
impetu P con eigenvalor —p. Mientras que ¢,(x2) es eigenfuncién del operador de
posicién () con eigenvalor = + xy. Ambos operadores son no-conmutativos, dado que

(@, P| = ih, correspondientes a la segunda particula.

Por tanto, A. Einstein y colaboradores concluyen, suponiendo que la mecéanica

cuantica es una teoria completa, la siguiente contradiccion:

= Por una parte la mecanica cuantica implica que para dos operadores no conmu-
tativos correspondientes a dos cantidades fisicas, el preciso conocimiento de una
excluye el conocimiento de la otra, més aun, cualquier intento de medicién de
esta ultima variable alterara el estado del sistema de tal forma que destruya el
conocimiento de la primera, es decir, sola una cantidad fisica correspondera a un
elemento de realidad fisica pero no ambos. Para cuando estos operadores sean

del impetu y la posicion, que seria el caso para la particula 2 del ejemplo, la
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mecanica cuantica dice que cuando el momento de la particula es conocido, su

coordenada no tiene realidad fisica, y viceversa.

= Por otro lado, se concluye a partir del experimento hipotético planteado que
cuando los operadores ¥ y ¢ son eigenfunciones de operadores no-conmutativos,
como en el caso de la segunda particula en el ejemplo, ambas cantidades fisicas

son correspondientes cada una a un elemento de realidad fisica.

Estos dos argumentos se contradicen, por tanto, A. Einstein y colaboradores llegan
a la conclusién de que la teorfa de la mecanica cudntica es incompleta [7]. Esto no
significa que la mecanica cuantica sea una teoria errénea, mas bien, esta conclusion
senala que a la mecanica cuantica se le pueda entender enteramente como una teoria

estadistica en la cual sus predicciones corresponden a los resultados experimentales
[26].

La interrogante que se desprende del experimento hipotético planteado por A.
Einstein y sus colaboradores es la siguiente: ; Como es posible que la interaccion de la
medicién sobre un sistema pueda afectar al otro sistema?. Si se suponen, al menos lo
suficientemente distantes para que ninguno de los dos se perturbe y que las interaccio-
nes en las que intervenga alguno de ellos no influya al otro sistema. En otras palabras,
., Cémo es posible que el sistema al que no se le perturbe pueda saber simultanea-
mente el resultado de la medicién que se le realiza al otro sistema?. Lo inmediato es
pensar que se transmitié alguna perturbacion desde el sistema medido hacia el otro.
Sin embargo, éste no es el caso desde la perspectiva de la mecanica cudntica, la cual
predice que tal transmision es inmediata, dado que los estados de ambos sistemas se
encuentran correlacionados, lo que significa que por cada posible resultado de alguna
medicion sobre alguno de los sistemas, a ambos les corresponden solo ciertos estados.
Asi, mientras se efectiia la medicién al primer sistema, segun la interpretacién usual,
la funciéon de onda de ambos sistemas esta siendo colapsada, por lo que después de
efectuarse la medicién, el segundo sistema se encontrard en el estado correlacionado

al estado del primer sistema correspondiente al resultado de la medicién.

A. Einstein y colaboradores creian que a pesar que las predicciones de la mecanica

cuantica fueran correctas, su interpretacion usual no daba una descripcién completa
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acerca de como se propagaban las correlaciones existentes entre los estados de dos

sistemas cuando se colapsaba su funcién de onda.

2.4.5. INTERPRETACION DE BOHM AL EXPERIMEN-
TO EPR

Para dar un tratamiento al experimento EPR, Niels Bohr senala que se debe en-
tender al sistema total formado por los dos sistemas que previamente formaban uno
solo, junto con el arreglo experimental, comportandose como una entidad indivisi-
ble [8]. Que, al igual que se asume que no se puede describir a detalle la manera en
que se define el resultado de una medicion, también debe de persuadirse que no se
puede analizar detalladamente a esta entidad indivisible, de la cual se manifiesta la
correlacién que se cuestiona en el experimento EPR. Por su parte, ademas de reiterar
la indivisibilidad de un sistema en el dominio cuantico, David J. Bohm analiza este

experimento de la siguiente manera [20].

En el experimento EPR, el requisito de que los sistemas [ y II estén separados
espacialmente por causa de algiin agente externo, es un reflejo de que se pretenda que
ambos sistemas no puedan interactuar entre ellos ni perturbarse. Para representar
esta situacion, supdngase que se tiene un sistema inestable, el cual a través de la
desintegracion espontanea pueda separarse en dos partes sin la intervencion de algin
agente externo. Considerando que el sistema inestable sea una molécula cuya funcién

de onda se puede expresar como
Wi(7,2) = Z Cotn(B)xn(2), (2.17)

donde ¥ y 7 representan a las variables que definen a cada parte en las que se sepa-
rara el sistema, las cuales se consideraran que son dos particulas. Asi, ¥ y 2’ seran las
posiciones de la primera particula I y segunda particula II respectivamente. Después

de la desintegracion, la funcién de onda del sistema se podra escribir

39



2.4. VARIABLES OCULTAS

donde @, y 5n representan las distancias que las dos particulas se han separado.

Si la funcién de onda del sistema se pudiera escribir como un producto de dos fac-
tores cada uno dependiendo de ¥ o z, entonces se podria afirmar que las dos particulas
serfan estadisticamente independientes, es decir, que se comportarian como sistemas
independientes. Sin embargo, para las funciones de onda ¥; y ¥, no es el caso, por
lo que ambas seguirdn describiendo la totalidad indivisible que presenta el sistema
antes y después que tenga lugar su desintegracion espontanea. Por tanto su potencial
cuantico en ambos periodos no podra expresarse como la suma de potenciales indivi-
duales, indicando que ain después de la desintegracién, las partes del sistema estaran

inmersas en un mismo potencial cuantico.

Dado que después de la desintegracién todavia no se ha considerado que algin
agente externo perturbe alguna de las partes del sistema, la funcién de onda (2.18)
seguird indicando estados correlacionados entre las partes del sistema aun cuando se
hallan separado distancias macroscépicas. Cumpliéndose el requisito del experimento
EPR, de que las partes del sistema puedan estar separados lo suficiente lejos para que

ninguna fluctuaciéon en alguno de los dos perturbe al otro.

Lo siguiente es suponer que se lleve a cabo un proceso de medicién sobre alguna
de las partes del sistema. Para ello se puede considerar que el sistema de medicién
es representado por una particula con posicién ¥ e inicialmente en el estado ¢g(¥),
la cual se hace incidir sobre la particula I. Asi, momentos antes de que la particula
incidente interactie con ella, la actual funcién de onda que describe al sistema total
constituido por el sistema formado por las dos particulas I y II junto con la particula

incidente, sera

U, = ¢o(y) Z Crthn (T — @) xn (7 — gn)v

n

U= D Co{o(§)en( — @)} xn(Z = bu). (2.19)

La interaccion entre la particula incidente y I provocara un proceso de fusién.
Ademsds, dado que solo se involucrardan ambas particulas en este proceso, éste se ma-
nifestard solamente en los términos ¢o(y)¥,(Z — @,) de la funcién de onda (2.19),

en donde el reflejo de la interaccién serd escribir cada uno de esos factores como una
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combinacidn lineal Z Qin®i(Y)Ni(Z), donde \; forma un conjunto completo, que libre-

7
mente se puede escoger como el correspondiente a las eigenfunciones de la cantidad
fisica que se esté midiendo en la particula I. La funcién de onda del sistema total

durante el proceso de fusién sera

Vp = Z Cn {Z Oémﬁbi@))\z’(f)} Xn(Z — gn)?
Vp = Z Gi(Y) \i(T) {Z CrninXn(Z — gn)} . (2.20)

Posteriormente al proceso de fusion es de esperarse que tenga lugar el proceso de
fisién, y que la particula I se encuentre en un estado, denotado por s, correspondiente

al resultado de su medicién. La actual funcién de onda del sistema total serd entonces
Up = @u(As(Z) Y CrttanXn(Z = bn). (2.21)

Claramente la funcién de onda (2.21) es el producto de factores cada uno corres-
pondiente a las variables de cada particula, por tanto la mecanica cuantica predice que

a partir de ese momento las particulas I y Il se comportaran de manera independiente.

Asi, en la interpretacién de Bohm, se debe tener en cuenta que la funcién de onda
(2.19) depende de dos factores, correspondientes al estado cudntico de la particula in-
cidente y al estado cuantico comtun de las particulas I y II, senalando que el potencial
cuantico total influird sobre las particulas I y II como si se tratara tinicamente de su
potencial correspondiente a su funcién de onda individual (2.18). Posteriormente, al
interactuar la particula incidente con la particula I, la funcién de onda (2.19) se alte-
rard modificandose en (2.20), lo cual es un reflejo que el estado cudntico del sistema
total y por ende su potencial cuantico, se perturben de acuerdo a las fluctuaciones
incontrolables introducidas en el proceso de medicién (ver subseccién 2.4.2). Ademas,
dado que las particulas I y II se encuentran todo el tiempo inmersas en su potencial
cuantico individual, cuando la particula incidente y I interactiien, la primera contri-
buird al potencial cuantico total quien a partir de entonces al no poder expresarse
como la suma de términos independientes no influird mas sobre las particulas I y II
como si se tratara unicamente de su correspondiente potencial cuantico individual.

Por tanto, las perturbaciones que causa la particula incidente al estado cuantico to-
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tal, repercuten instantdneamente sobre las particulas I y II a través de las fuerzas
ejercidas por el potencial cuantico total, el cual hasta ese momento ain presentara
su propiedad de no-localidad, la cual dejara de manifestarse en las partes del sistema

total una vez que su estado cudntico quede especificada por la funcién de onda (2.21).

Ademas de mantener la indivisibilidad de los procesos en el dominio cuantico su-
gerida por Bohr [8]. En su interpretacién del experimento EPR, Bohm senala que
las correlaciones entre los estados cuanticos de las particulas I y II se manifestaran
debido a que las perturbaciones introducidas por el proceso de medicion efectuado en
alguna de ellas, no se propagaran a la otra particula, sino que afectaran directamente
a ambas a través de su potencial cuantico, el cual al no poder expresarse como la
suma de potenciales individuales exhibira su propiedad de no-localidad, y a causa de
que no se pueden controlar las perturbaciones introducidas en el proceso de medicion,
el potencial cuantico terminard fragmentandose en potenciales individuales después
de la medicién, con lo cual su propiedad de no-localidad ya no se manifestara mas en

el comportamiento de las particulas.
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Capitulo 3

FRACTALES

El término fractal, el cual significa ruptura fue ocupado por Mandelbrot [10] para
describir ciertos objetos, cuyas formas son tan irregulares que no es adecuado descri-
birlas simplemente con la geometria euclidiana. Sin embargo, a pesar de sus formas
tan peculiares, todos estos objetos presentan en mayor o menor grado una misma pro-
piedad, llamada auto-similitud, la cual de cierta manera indica que tanto se parece un
objeto a si mismo. Si se encuentra que cada parte reproduce exactamente la geometria
del objeto entero, entonces se tiene una auto-similitud completa, mientras que entre

menos se parezca cada parte al todo la auto-similitud serd mas débil.

En este capitulo se presentan las caracteristicas principales de un fractal, seguido
de un estudio a los fractales llamados auto-semejantes, quienes presentan la propiedad
de auto-similitud completa, la cual se describe mediante un sistema de funciones de
iteracion. Examinando por tltimo el ejemplo de la curva de Koch para presentar los
elementos més relevantes de este capitulo. Los conceptos basicos que se ocupan en el

transcurso de este capitulo estan descritos en el apéndice D.

3.1. CARACTERISTICAS

Los fractales son figuras inusuales, entre sus rarezas esta el hecho que los méto-
dos de la geometria clasica no son del todo adecuados para estudiarlos, por tanto se
requieren otras técnicas para tal fin. Por ejemplo, se estda familiarizado con la idea
que las curvas, superficies suaves o volimenes son objetos ya sea unidimensionales,

bidimensionales o tridimensionales. Donde este tipo de dimensién conocida como di-
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mension topolégica, asigna a un conjunto siempre un niimero entero como dimension.
Sin embargo, para el caso de los fractales este tipo de dimensién no es conveniente, en
su lugar a estas figuras irregulares se les asigna un numero fraccionario como dimen-
sion, la cual se conoce como dimension de Hausdorff o dimension fractal. De aqui,
que Mandelbrot haya definido a un fractal como aquel conjunto al cual la dimensién

de Hausdorff le asigna un nimero estrictamente mayor que su dimensiéon topolégica.

Definir un fractal puede llegar a ser una tarea dificil, por tanto es mejor enlistar
ciertas propiedades [10], tal que los objetos que las presenten podréan ser considerados

como fractales. Asi, si F' denota a un objeto fractal, se tiene:

(a) F tiene una estructura fina, es decir, a cualquier escala la cual puede ser tan

pequena como se desee, F' presentara detalles completos.

(b) F es tan irregular para describirlo a él y sus partes con términos del lenguaje en

la geometria tradicional, tanto localmente como globalmente.
(¢) A menudo F tiene un grado de auto-similitud: completa, aproximada o estadistica.
(d) Usualmente la dimensién fractal de F' es mayor que su dimensién topoldgica.
(e) En la mayoria de los casos, F' es definido de forma simple, quizé recursivamente.

Como se mencioné al principio, dado que los objetos fractales presentan cierto
grado de auto-similitud, si se tiene el caso de auto-similitud completa estos son nom-
brados fractales auto-semejantes o fractales auto-adjuntos [10], se puede observar en
la figura 3.1 dos ejemplos conocidos: en (a) la curva de Koch y en (b) el tridngulo
de Sierpinski, figuras que son invariantes a cambios de escalas, es decir, no importa
que tanto varie su escala, en cada parte de ellos siempre se obtendra exactamente la

misma forma del todo.

En contraste a los fractales con auto-similitud completa, se tiene a los fractales
que presentan el menor grado de auto-similitud conocidos como fractales aleatorios
o fractales estadisticos [10], los cuales se distinguen dado que no se puede asegurar
que al ampliar su escala alguna de sus partes muestre la forma del todo. Esto se debe
a que la manera en que ellos presentan la auto-similitud no es exactamente en sus

formas, sino mas bien en su aleatoriedad, es decir, al igual que el todo cada parte
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Figura 3.1: Fractales con auto-similitud completa.

presenta la misma aleatoriedad en su geometria, figura 3.2.

Los fractales auto-similares completos y estadisticos son objetos que tienen una
representacion matematica bien definida, es decir, cada uno de ellos bien puede ser un
subconjunto en R™. Sin embargo, existen objetos fractales que no se les puede dar una
descripcién matemadtica exacta, estos son los fractales naturales [10], su mismo nom-
bre dice de donde provienen. Estos objetos fractales se encuentran en la naturaleza
misma, y aunque a ellos no se les pueda implementar exactamente en la misma forma
los instrumentos matemaéticos correspondientes a los otros dos tipos de fractales, bien
se pueden aproximar a través de fractales que se acerquen la auto-similitud completa.

En la figura 3.3 se muestra un helecho como ejemplo de un fractal natural.

Por 1ltimo, hay que senalar que aunque las clasificaciones por auto-similitud pa-
rezcan independientes, en ellas existe un denominador comun, la dimensiéon. No es
de extranarse que Mandelbrot, para identificar a los fractales de las figuras regulares
se haya basado en cierta dimension, la cual se desprende de la medida s-dimensional
de Hausdorff, por esta razon antes de definir la dimensién fractal, a continuacion se

empieza introduciendo el concepto de medida [10].

3.1.1. MEDIDA

Considerando a los subconjuntos de R", basicamente una medida es una forma de

atribuir un tamano numérico a cada uno de estos conjuntos. Se llama a p una medida
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Figura 3.2: Fractal aleatorio.

en R", si asigna un nimero no negativo, posiblemente oo, a cada subconjunto de R”

tal que

(b) pu(A) < u(B)si AC B,
(c) si Ay, Ay, ... es una secuencia de conjuntos contable (o finita), entonces
(0] <3
i=1 i=1
La igualdad se cumple

7 (U Ai) = Zu(Ai),

si los A; son disjuntos para todo ¢ = 1,...,00. Es decir, la igualdad se cumple si
N1 A = 2.

Se llama a u(A) la medida del conjunto A, pensando a p(A) como el tamano de

A medida de alguna forma.
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Figura 3.3: Fractal natural.

3.1.2. MEDIDA DE HAUSDORFF

Sea U un conjunto no vacio del espacio Euclidiano n-dimensional R™, su didmetro
se define como |U| = sup{|x — y| : x,y € U}, es decir, la distancia mas grande entre
un par de puntos en U. Asi, si se tiene una coleccién arbitraria de conjuntos {U;},
cuyos didmetros miden a lo més ¢ y contienen a un conjunto F, es decir, F' C |J;2, U;

con 0 < |U;| < § para cada i, se dice entonces que {U;} es una -cubierta de F.

Suponiendo que F' es un subconjunto de R™ y s un niimero real no negativo. Para

algin § > 0 se define

H3(F) =inf (Z |U;|* - {U;} es una d-cubierta de F) ) (3.1)
i=1
donde se debe considerar a todas las cubiertas de F' que cumplan 0 < |U;| < § para
luego minimizar la suma en (3.1). En la medida que § decrece, ademés que la cantidad
de cubiertas permisibles disminuye y su niimero de conjuntos necesarios para cubrir a
F es més grande en cada una de estas cubiertas, la suma en (3.1) podria incrementar al

aumentar los elementos a sumar. Esto sugiere que el infimo #;(F') pueda aproximarse
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a cierto limite cuando 6 — 0, es decir

e = lim H(F), (3.2)

6—0

este limite se llama medida de Hausdorff s-dimensional de F' [10], la cual existe y es

una medida para cualquier subconjunto de R", aunque por lo regular sea 0 o cc.

3.1.3. DIMENSION DE HAUSDORFF

A partir de (3.1), se puede considerar que para algiin conjunto F' y un s > 0, dado
que § > |U;|, conforme § — 0 la sumatoria Y |U;|® cada vez se aproxime més a cero
y se tenga H® = 0, a pesar de que tan grande sea el numero de los conjuntos que

conformen las cubiertas admisibles.

En base a lo anterior se puede suponer que para ciertos conjuntos F' exista algin

s tal, que al menos H*® < co. Asi, sit > s

Z |U2|t _ Z |Ui|t_S|Ui|S < 51&—52 |Ui|sa

tomando el infimo en ambos lados, H5(F) < 6" 5H3(F'). Haciendo § — 0 se tiene

H! = 0, esto indica que H*(F) no se incrementaré para valores mayores a s.

Por otra parte, si se sigue suponiendo H? finito, con 7 < s, se tiene

ZlUAEZ\UW!UA%Z(ﬁ) inysz(g) Sk,

1\ 7
nuevamente, tomando el infimo Hf(F') > (—) H;(F'). Haciendo § — 0 se obtiene

)
H™ = 0.

En base a lo anterior se muestra que puede existir un valor critico s tal que H? se
comporte como una funcion escalén, brincando de co a 0 en s. Este valor critico es
conocido como la dimension de Hausdorff del conjunto F', la cual se escribe dimpyF

y estd definida para todo conjunto F' C R"™ como

dimgF =inf{s > 0:H(F) =0} = sup{s > 0: H*(F) = o0}. (3.3)
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Mientras que para la medida de Hausdorff se tiene

HS(F):{ oo si 0<s<dimgl

0 si s>dimgkF,
si s = dimyF', entonces H*(F') debe ser cero, infinito o satisfacer

0 <H® <oo. (3.4)

3.2. CONJUNTOS AUTO-SEMEJANTES

Como se menciono en la seccién anterior, la caracteristica principal de los fractales
auto-semejantes es que presentan la propiedad de auto-similitud completa. Apoyando-
se en las caracteristicas de los fractales se puede notar que la auto-similitud presentada
por estos fractales se da en forma recursiva; cada parte distinguible del objeto fractal
presenta la misma figura que el todo completo. Una forma de obtener un fractal auto-
semejante es mediante un proceso de construccion [10], el cual consiste en el siguiente

procedimiento.

El primer paso es elegir un conjunto inicial Ejy, el cual tendra un papel semejante
al de un semilla. Se hacen copias reducidas de este conjunto y se colocan en cada parte
del fractal que se desee construir (posteriormente, con la ayuda de ciertas transforma-
ciones esta tarea se hard de una manera més adecuada), transformando el conjunto
Ey en uno nuevo, Fi, el cual se nombra conjunto generador. Se realiza nuevamente
el procedimiento anterior con este nuevo conjunto FEi, haciendo copias de éste y co-
locandolas en sus posiciones correspondientes. Al repetir indefinidamente este proceso

se puede obtener o al menos aproximar a un fractal auto-semejante.

Para ejemplificar el proceso de construccién, se puede considerar al triangulo de
Sierpinski, cuya construccion se muestra en la figura 3.4. La semilla o conjunto-inicial
es un tridngulo equilatero, figura 3.4a. En (b) se realizan tres copias de este tridngu-
lo y se colocan en cada parte del triangulo de Sierpinski, obteniéndose el conjunto
generador mostrado en (c). Al realizar este proceso recursivamente, el conjunto se

aproximara al tridangulo de Sierpinski mostrado en la figura 3.4d.
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dm e - — -

(a) Conjunto inicial. (b) Manera de modificar al conjunto inicial.

(¢) Generador. (d) Tridngulo de Sierpinski.

Figura 3.4: Proceso de construccién del tridngulo de Sierpinski.

Una forma de caracterizar a estos conjuntos es mediante las transformaciones
de similitud, las cuales ademés de representar la auto-similitud de un fractal auto-
semejante, también tienen la ventaja que de una forma unificada y a menudo simple

llevan a encontrar su dimension fractal.

3.2.1. SISTEMA DE FUNCIONES DE ITERACION

Sea D un conjunto cerrado de R™, a menudo se tendra D = R”, un mapeo S :
D — D es llamado una contraccion en D si existe un nimero ¢ con 0 < ¢ < 1, tal que
|S(z) — S(y)| < c|z —y| para todo z,y € D. Claramente una contraccién es continua.
Si la igualdad se cumple, es decir, |S(z) — S(y)| = c|x — y|, entonces S transforma
conjuntos en conjuntos geométricamente similares, y en este caso a la transformacién

S se le llama una contraccion de similitud. Ademas se puede construir una familia de
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contracciones denotado por
{Sz} = {Sl, SQ, ceey Sm} con m Z 2, (35)

la cual es nombrada un sistema de funciones de iteracion (SFI) [10]. Y al conjunto

no vacio F', el cual cumpla la siguiente relacion

es llamado atractor del IFS. Asi, siempre que F' C D sea un conjunto no vacio, cum-
pla con (3.6) y sea compacto, es decir, que sea un conjunto cerrado con didmetro
finito, F' serd un atractor para el IFS. La propiedad fundamental de este sistema de
funciones de iteracion es determinar un tinico atractor que usualmente es un fractal,

cuya propiedad de auto-similitud es representada por el mismo SFI.

Por otra parte, es conveniente comparar de alguna manera dos conjuntos y poder
decir que tan cerca se encuentran uno del otro, en particular cuando se desee dibujar
un fractal dado su estructura fina, sera preferible aproximarlo con algin conjunto que
se le parezca. Para esto, si A y B son dos subconjuntos compactos en D, siendo el
conjunto As formado por los puntos que se encuentren a lo mas una distancia § de
A, esto es; As = {x : |x — y| < § para algin y en A}, se define la distancia entre los
conjuntos A y B como el menor ¢, tal que la d-vecindad del conjunto A contenga al

conjunto B y viceversa:
d(A,B) = an{5 cACBsyBC Ag},

esta funcién distancia, conocida como la métrica de Hausdorff [10], satisface los
tres requerimientos, d(A, B) > 0 cumpliéndose la igualdad dnicamente si A = B,
d(A,B) = d(B,A) y d(A,B) < d(A,C) + d(C, B) para cualesquiera conjuntos com-
pactos A, By C en D.

Si B C D, para el SFI (3.5) se define una transformacién S dada como
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ademss, si S°(E) = E, se puede escribir S* para la k-ésima iteracién de S, esto es,
SH(E) = S(S¥1(E)) para k > 1.

Asi, para dos conjuntos A, B C D, la distancia d(S(A), S(B)) estara acotada por
la mayor de las distancias § = max d(S;(A), S;(B)) (1 < i < m), dado que con este
d se tiene la certeza ademas que (S;(A))s contenga a S;(B) y viceversa para toda i,
esto también se cumpla para (S(A))s = (Ui~ Si(A))s y S(B) = U~ Si(B). Con esto
y dado que |S;(z) — Si(y)| < cilx — y| para x,y € D, si ¢ = mazx,_,_, ¢

d(S(A), S(B)) < maz d(Si(A), Si(B)) < cd(A, B).

Si B es el atractor F' del SFI (3.5), renombrando a A por FE, con ésta tltima

desigualdad se tiene

d(SM(E), F) = d($*(E),S(F)) < cd(S""(E), F),

d(S¥(E),F) < cd(E,F) donde ¢ < 1.

En base a esto, se puede decir que para cualquier conjunto no vacio F, la secuencia

S*(E) convergera al atractor F en el sentido que d(S*(E), F) — 0 cuando k — oo.

Con lo anterior se sefiala que los conjuntos S*(E) proveen una buena aproximacién
al atractor F'. Si éste es un fractal entonces estas aproximaciones son conocidas como
pre-fractales de F, quienes al no converger a un conjunto vacio, la interseccién de

todas ellas deberd igualar a F' [10], esto es
F=()S"E).
k=0

3.2.2. DIMENSION

Una de las ventajas de usar un sistema de funciones de iteracion es que la dimensién
de su atractor (3.6) es a menudo relativamente facil de calcular o estimar en términos

de las contracciones que la definen. Si se considera el caso en que las transformacion
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S1,59, ...y Syt R™ — R™ son contracciones de similitud, con
|5i(x) — Si(y)| = il —y| (z,y €R), (3.7)

donde cada constante ¢; es llamada la proporcion o factor de escalamiento de S;. El
atractor F' que determina el SFI formado por estas contracciones de similitud es lla-
mado un conjunto auto-similar, el cual ademas de contener copias de si mismo debido
que cada contraccién S; transforma conjuntos en otros geométricamente similares, su

medida de Hausdorff cumple con 0 < H*(F') < co.

Por otra parte, si se supone que {U,} es una d-cubierta de F, es decir, F' C U;’il Uj,
y S’ una contraccién de similitud con factor de escala A, esto es, |S'(z) — S'(y)| =
Az — y|. Los conjuntos F'y {U;}, sufrirdan ambos los mismos cambios cuando se les
aplique la trasformaciéon S’, por lo que la contencién de F' en {U;} se preservard,
es decir, S'(F) C U2, S'(Uj), lo que significa que {5"(U;)} serd una Ad-cubierta de
S'(F). Ademas, escribiendo > |S(U;)|® = A* > |U;|%, tomando el infimo y luego el

limite 6 — 0, se obtiene la relacion
H(S'(F)) = NH(F), (3.8)

llamada propiedad de escalamiento de la medida de Hausdorff H* [10], la cual indica
que si S’ es una transformacion de similitud, la dimensién del conjunto S'(F) serd pro-

porcional a la dimensién de F.

Asi, suponiendo que F' sea el atractor del SFI y los conjuntos S;(F') puedan con-

siderarse disjuntos. A partir de (3.6), se tiene

H(F) =1 (U sm) = > (S,

ocupando la propiedad de escalamiento (3.8), ésta tltima igualdad se puede reescribir

CcOomo m m
H(F) =) GH(F)=H(F)) ¢
=1 =1
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Dado que 0 < H*(F) < oo para s = dimgF', se desprende que las ¢; deben

d =1, (3.9)

en donde s es la dimensién del conjunto auto-similar F', es decir, el fractal auto-

satisfacer

semejante.

3.2.3. FRACTAL DE KOCH

El fractal auto-semejante conocido como curva o fractal de Koch, mostrado en la
figura 3.5d, fue construido por el matemético sueco Helge von Koch en 1904 [11]. Este

ejemplo muestra las caracteristicas de los fractales auto-semejantes:

(a) Tiene una estructura fina.

(b) Es tan irregular que no se le puede tratar con la geometria tradicional.
(¢) Muestra auto-similitud completa.

(d) Dado que es una curva, tiene dimensién topoldgica 1, siendo mayor su dimensién

de Hausdorff, como se vera mas adelante.
(e) Se puede definir mediante un proceso de construccion, el cual es recursivo.

Para llevar a cabo el proceso de construccién del fractal de Koch que se muestra
en la figura 3.5, se empieza con el conjunto inicial dado por la recta en el plano de
longitud a, es decir, el conjunto Ey = {(x1,z2) : x1 € [0, a], x5 = 0}, figura 3.5a. Ense-
guida hay que encontrar el correspondiente SFI, donde las contracciones de similitud

se escribiran en su forma matricial por conveniencia.
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x
Seai=["" , el SFT del fractal de Koch esté formado por las siguientes contrac-
T2

ciones de similitud

@) = 517

Sy(7) = %Aw/ngrﬁ,
Sy(7) = éAw/3f+17,
Sy(7) = %IEJMB,

donde

Ay = cos(m/3) —sen(ﬂ/?)))
" sen(r/3)  cos(m/3) |’

A .= Ab,. = cos(m/3)  sen(m/3)
o s —sen(m/3) cos(n/3) )’

a/3

0 )
a/2
a/2\/§ ’

. 2a/3
W= :
0

£
I

<y
Il

si ahora se define una transformacién S de la siguiente manera

m=4

S(Eo) = | Si(Eo),

=1

el sistema de funciones de iteracién {Si, Sa, S3,.54} estard entonces representado por
ésta transformacion, la cual define la auto-similitud del fractal de Koch. Asi, el con-
junto generador serd E; = S(Ey), figura 3.5b, a partir del cual se puede construir al
fractal de Koch.
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Si se considera S°(Ej)

conforme k£ aumente

S¥(Ey) =

lim S*(Ey) =

k—o0

= I =

Por otra parte, si & = (z1 x2)' v ¥ = (y1 v2)",

CONJUNTOS AUTO-SEMEJANTES

= Ey, S*(Ey) aproximaré al atractor del SFI {S}, Ss, S3, Sy}

5o (51 (E) = | (5B,
s si(5(B0) = [ Si(im 8% (),

para calcular la dimension de la

curva de Koch es necesario conocer los factores de contraccién de cada S;, las cuales

cumplen con |S;(z) —

|151(7) —

Y para Ss, se sigue

|92(Z) — 5:(y)]

= Co2

Si(y)| = cilz — y|. Asi, para S; se tiene

S@| = 1317319 = 316 - ),
L.
1
= = g

1 L. 1 L 1 -
|—A7r/3.l’ +u — {—Aﬂ—/gy -+ U}’ = glAﬂ—/g(I —

3¢ ws(@ =) - (Aejs(T = ),
2 CAnssld = ) (Angs(7 = ),

3\/ tAﬂ-/gAw/?)( g)?
A= DA ) ),
1 —~ 1.,
1

3

—

9l

donde se usé el hecho que, A./3 es la matriz que rota un angulo de 7/3 en sentido

contrario a las manecillas del reloj y A_;/3 la matriz que gira un angulo de —7/3 en

sentido de las manecillas del reloj, por tanto A_;/3A4./3 hace girar un angulo de 7/3
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&
Sl
<
£
g

O == = = e e e ==

(a) Conjunto inicial Ey. (b) Generador de la curva de Koch Ej.
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(c) Segunda iteracién del proceso de construccién. (d) Atractor.

Figura 3.5: Proceso de construccién de la curva de Koch.

y luego un dngulo —m/3 dejando en la misma orientacién al conjunto sobre el que se

aplique, es decir, A_; 343 = 1.

Para S5 y Sy se procede de manera semejante como se calculd S; y Ss, encontrando-
se que
1
=3 parai=1,2,3, 4. (3.10)

Asi, cada transformacién de contraccién de similitud en {S;} independientemente
que traslade y/o rote al conjunto al que se le aplique, tiene una factor de contraccién

igual a 1/3, por tanto, a partir de (3.10) y (3.9), se puede calcular la dimensién de la
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curva de Koch

4

Zcf =1
i=1

Er+Er+Er+E)7 =1
1 1
:>(§)S =1

—sin(3) = —In(4)

L In(4)

~
S

—~
w

N~—

Obteniéndose un valor aproximado de s &~ 1,2618 mayor que 1, la cual corresponde
a una curva unidimensional. Por ultimo, esta dimension fraccionaria s al ser relati-
vamente proxima al valor 1, tiene la interpretacion colectiva que la curva de Koch

se asemeja a una curva, pero en cierto sentido llena més el espacio que una curva

unidimensional.
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Capitulo 4

RESULTADOS Y
CONCLUSIONES

4.1. NO-LOCALIDAD Y AUTO-SIMILITUD

En la seccion de 3.1, se establecio la propiedad de auto-similitud, la cual esta pre-
sente en un objeto siempre que su geometria manifieste cierta estructura, donde cada
parte de él asemeje la forma del objeto completo. En particular, cuando esta simili-
tud entre el objeto y cada una de sus partes es completa, es decir, cada parte recrea

exactamente la misma geometria, se habla entonces de los fractales auto-semejantes.

Cada parte arbitraria de un fractal auto-semejante es indistinguible de cualquier
otra, debido a que la informacién de la estructura o geometria del fractal completo
se alberga en cada una de ellas, dicho de otra forma, todas las partes de un fractal
auto-semejante estan interrelacionadas al estar todas vinculadas con la geometria del
todo (ver figura 4.1).

Por otra parte, en la seccion 2.1, se examiné la propiedad de no-localidad, la cual
esta presente en un objeto si sus partes muestran una organizacién en la cual, cada
una de ellas estd interrelacionada con todas las demas. Por ejemplo en un holograma,
en el cual no importa que seccién se tome, ésta siempre contendra la informacién de
la imagen almacenada (o esparcida) en el holograma completo, es decir, cada parte de
él es equivalente a cualquier otra dado que en cada una de ellas se almacena la misma

informacion.
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Al observar la propiedad de no-localidad junto con la propiedad de auto-similitud,
se encuentra que son términos equivalentes, dado que ambos se manifiestan en la or-
ganizacién de un objeto cuando cada parte esta interrelacionada con todas las demés
y por tanto con el todo. Asi, aunque la propiedad de auto-similitud esté enfocada a los
aspectos geométricos, esto no la limita a ser considerada como otra forma de expresar
la propiedad de no-localidad, la cual se emplea para describir la estructura del orden

implicado.

4.2. METAMORFOSIS Y SISTEMA DE FUNCIO-
NES DE ITERACION

En la subseccion 2.2.1, se describié el proceso de doblamiento, representado por
el operador M. Si se consideran diferentes procesos de doblamientos, estos se pueden
representar por M, Mo, ... [8]. Para estudiar posteriormente a los procesos de dobla-
miento y desdoblamiento junto con los fractales auto-semejantes, es adecuado denotar

a la coleccién de metamorfosis My, M, ..., como
{Ml} = {Mb M27 }7
donde el proceso de desdoblamiento correspondiente a cada M;, es denotado por M[l.

Por otro lado, en la subseccion 3.2.1 se dijo que un fractal auto-semejante esta des-
crito mediante su correspondiente sistema de funciones de iteraciéon (SFI) {S;}. En
el cual, es de esperarse que a cada contraccion de similitud 5; le corresponda una
transformacién inversa S; ! (ver apéndice E). Asf, si se elige cierta escala tinicamente
como referencia, cada S; tiene la funcién de contraer al fractal en una escala mas
pequefa, y por su lado cada S; ' ayuda a extender o dilatar la parte contraida por

S;, exhibiendo al fractal en la escala original.

Recapitulando, los procesos representados por la coleccién de metamorfosis {M;},
tienen lugar en la totalidad del orden implicado, donde cada metamorfosis M; pliega
ciertos aspectos que se encuentran en el orden explicado dentro del orden implicado,
mientras que su proceso inverso 1\41-_1 los despliega. Por su lado, las transformaciones

S; v S;* correspondientes a un fractal auto-semejante, al alterar la escala del objeto
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fractal contrayéndola y expandiéndola (ver figura 4.1), en dltima instancia, provo-
can que la estructura en la geometria del fractal oculte o muestre su informacion, no
importando que tan considerable pueda ser el cambio de escala, siempre se estara y
mostrara alguna parte de este objeto. Esto sugiere que las transformaciones de con-
traccién S; y dilatacién S; ! pueden ser empleados con el propésito de explicar en un
contexto diferente los procesos de doblamiento y desdoblamiento, considerando a un

fractal auto-semejante como metéafora del orden implicado.

Figura 4.1: Cada parte de la curva de Koch al contener la misma geometria que el todo, es indis-
tinguible a cualquier otra, esto se puede observar con ayuda de las transformaciones de contracciéon
y dilatacién, quienes amplifican o contraen su escala.

Al igual que el orden explicado e implicado siguen perteneciendo a la totalidad
del orden implicado, en un fractal auto-semejante no importa en qué escala se esté,
siempre se estard en el mismo fractal. Esto indica que ambos expresan en forma dis-
tinta la misma caracteristica de totalidad indivisible. Persuadiendo que al igual que
cada contraccién de similitud determina alguna parte del fractal, es decir, un fractal
auto-semejante se puede caracterizar completamente por su SFI {S;}, la coleccién de
metamorfosis {M;} pueda ser empleada para representar a la totalidad del orden im-
plicado, dado que cada metamorfosis estd asociada tnicamente con ciertos aspectos

que son parte de él.
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4.3. CONCLUSIONES

Los paralelismos que se encontraron durante el desarrollo de este trabajo, entre el
paradigma holografico y los fractales auto-semejantes, y los cuales son la aportacién

de esta tesis se resumen a continuacion.
(1) La auto-similitud es otra forma de expresar la propiedad de no-localidad.

(11) La funcién que cumple cada S; se puede emplear para expresar en otro contexto
el proceso que representa cada metamorfosis M;, y que tiene lugar en la totalidad

del orden implicado.

(11) Mientras que un SFI {S;} define a un fractal auto-semejante, una coleccién de
metamorfosis {M;} puede ser utilizada para representar a la totalidad del orden

implicado.

A partir de estas relaciones se muestra entonces que existen paralelismos entre
el paradigma holografico y los objetos llamados fractales auto-semejantes o auto-
adjuntos, los cuales pueden ser ocupados como una nueva metafora en la descripcion
de la estructura del paradigma holografico. Con esto no se alteran las descripciones
que brinda el paradigma holografico, como por ejemplo al experimento EPR, sino se

contribuye a este paradigma aportando una nueva perspectiva en su descripcion.

Por otra parte, respecto al paradigma holografico junto con los objetos fractales, y
la relacién mostrada entre las propiedades de no-localidad y auto-similitud, se pueden
senalar ciertas relaciones esbozando posibles estudios, como por ejemplo, una relacién
directa entre S; y M;. Por otro lado, dado que los fractales aleatorios muestran una
geometria en la cual su apariencia muestra un desorden aparente o aleatorio, el cual
Bohm interpreta como una organizaciéon con un alto grado de complejidad, suscita
una posible relacién entre el paradigma hologréafico y los fractales aleatorios. Y por
ultimo, en la teoria de variables ocultas, al presentar la propiedad de no-localidad, al
potencial cuantico se le puede inferir la propiedad de auto-similitud, indicando cierta

semejanza con un fractal auto-semejante.
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Apéndice A

HOLOGRAMA

Un holograma es producto de la naturaleza ondulatoria de la luz, la cual presenta
el fenémeno conocido como interferencia. El tipo de holograma que se emplea de ob-

jeto descriptivo del paradigma hologréfico es el holograma de transmisién [27].

De forma breve, para lograr un holograma de transmisiéon se puede utilizar un
arreglo interferométrico como el mostrado en la figura A.1. El ldser es una fuente
de luz coherente, de la cual se dividen dos rayos con ayuda de un divisor de haz, el
rayo reflejado se nombra rayo objeto y el transmitido rayo de referencia, el cual man-
tendra la fase original. El rayo objeto incidira sobre el objeto del cual se desea hacer
el holograma, al reflejarse se hard llegar junto con el rayo de referencia en una pelicula
fotosensible. Dado que ambos rayos seguiran caminos diferentes se creara una dife-

rencia de fase de tal forma que sobre la pelicula se presente un patréon de interferencia.

Para ver el resultado de un holograma es necesario hacerle incidir luz de la misma
naturaleza con el que fue creado, enseguida la luz se difracta creando una imagen

virtual del objeto fotografiado, como se muestra en la figura A.2.

Por 1ultimo, las caracteristicas que conciernen de un holograma son las siguientes:

» Cuando se toma un fragmento del holograma entero y se le hace incidir el rayo de
referencia, éste se difractara obteniéndose una imagen virtual del objeto original,
es de esperarse que la informacion en el fragmento presente menos detalles que el
holograma entero. Por tanto, el tamano de la imagen virtual del fragmento es a
la imagen del holograma entero como lo es el fragmento al holograma completo.

Esta forma de almacenamiento se conoce como almacenamiento holografico [27].
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DIVISOR
AZ

HOLOGRAMA

Figura A.1: Arreglo interferométrico para el grabado de un holograma de transmisién.

= Un holograma es creado por la superposicion de dos rayos, uno de los cuales
tiene la fase del objeto y su amplitud, mientras que el otro la fase original de
la fuente de luz. Asi, al superponerse, en su patrén de interferencia encriptan
la informacion del objeto, dado que éste no muestra a simple vista la figura del

objeto.
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Figura A.2: Reconstruccién de la imagen grabada en un holograma de transmision
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Apéndice B

MECANICA CUANTICA

En la mecanica cuantica, las propiedades de la materia, como por ejemplo el valor
de la posicion o impetu de una particula, se consideran como potencialidades, las cua-
les se manifiestan de acuerdo con el sistema con el que interactie, el cual puede llegar
a ser algun dispositivo de medicién. En general, con ayuda de la funcién de onda,
en la mecanica cuantica se obtienen ciertas probabilidades acerca de los probables

resultados de algin proceso de medicion.

B.1. FUNCION DE ONDA

La funciéon de onda asociada a una particula con posicién x y masa m, se de-
nota por la funcién compleja V(z,t), satisfaciendo ciertas condiciones de frontera y

encontrandose al resolver la ecuacién de Schrodinger

L0 n_,
zhaﬁf(a:,t) = —%V U(x,t)+ V(e)¥(x,t).

La interpretacion estadistica de la funcién de onda, establece que la probabilidad

de encontrar a la particula entre x y x + dx al tiempo t, es
P(z,t)dx = |V(x,t)]*dw,

donde |¥(z,t)|? = ¥*(z,t)¥(x,t) se concibe como la densidad de probabilidad, por

lo que su integral sobre todo el espacio es 1.
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B.3. OPERADORES LINEALES

Ademas, si se tienen dos (o méas) funciones de onda Wy y Wy, cualquier combina-
cion lineal aWy + bWy, donde a y b son constantes arbitrarias, también es una posible

funcién de onda. Este enunciado es conocido como el principio de superposicién [22].

En la mecanica cuantica se asume que a través de la funcion de onda toda la
informacion fisica acerca del sistema puede ser obtenida. Ademas, para sistemas méas
complejos que el constituido por una sola particula, se asume que la funciéon de onda
dependera de todas las variables necesarias para describirlo. Por ejemplo, para un sis-
tema de 2 particulas, la funcién de onda estara determinada por las seis coordenadas
espaciales que corresponden a las dos particulas, las cuales constituyen un espacio
6-dimensional conocido como su espacio de configuracién [22]. Asi, para un tiempo
dado la funciéon de onda y por ende la configuracién de las particulas, estaran deter-
minadas por cierto punto de su espacio de configuraciéon, hay que recalcar que este
espacio de configuracion no necesariamente esté relacionado con el espacio fisico en el

cual se encuentran las particulas.

B.2. OPERADORES LINEALES

Al ser ttiles en la obtencién de expresiones concernientes a las variables fisicas
de un sistema, como la posicion o momento, es conveniente definir a los operadores
lineales, los cuales son transformaciones que indican ciertos cambios especificos a
realizar sobre la funcién de onda. Asi, se dice que O es un operador lineal si cumple

con las siguientes propiedades:

1. Cuando O opera sobre una funcion de onda produce una nueva funcién de onda,
es decir OV = Vs,

2. O(\Ijl + \:[12) - O\Ijl + O\IJQ

3. C(O¥) = 0O(CV¥), donde C es una constante arbitraria.

B.3. EL CONMUTADOR

Con los operadores se pueden realizar las operaciones suma, resta, multiplicacion

entre dos operadores o multiplicacion por un escalar. Asi, si O y P son dos operadores,
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OPERADORES HERMITIANOS B.5.
el conmutador entre ellos se define como:
[0, P] =OP — PO.

Los operadores tienen las mismas propiedades que los niimeros, sin embargo, en

general ellos no satisfacen la ley conmutativa ab = ba.

B.4. OPERADORES HERMITIANOS

De entre todos los operadores lineales, inicamente ciertos operadores son adecua-
dos para representar alguna variable fisica, los cuales se nombran operadores Hermi-

tianos. Asi, para que un operador O sea Hermitiano, su valor medio dado por

0= / U*Ov dz,
debe ser igual a su complejo conjugado, esto significa que el valor medio de un ope-

rador Hermitiano es real.

El complejo conjugado de O se encuentra tomando el complejo conjugado de todas
las partes de la integral. Entonces, la condicién de un valor real como valor medio para

un operado Hermitiano, se puede expresar como

/‘II*O\I/dx— /\I/O*\If* dx,

—00 —00

donde O* es el complejo conjugado del operador O.

B.5. VALOR MEDIO DE UN OBSERVABLE

Una de las utilidades de la mecanica cuantica es el calculo de las predicciones en
las mediciones de variables fisicas u observables, asumiendo que para ciertas variables
definidas en la mecanica clédsica, como la posicion e impetu, existe un correspondiente

operador Hermitiano, del cual su valor medio sera un ntimero real correspondiente al
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B.5. VALOR MEDIO DE UN OBSERVABLE

valor esperado cuando se realice una medicién de dicha observable.

B.5.1. VALOR MEDIO DE LA POSICION

La posicién x puede ser representada como un operador, teniendo la simple pro-
piedad de multiplicar por la izquierda a la funciéon de onda en el espacio de posicion.

Asi, el valor esperado de la posicién x es

T = /\I/*:c\lfda:,

— 00

el cual se interpreta como el valor promedio obtenido tras haber realizado repetidas
mediciones sobre un conjunto o coleccién de sistemas preparados fisicamente de la
misma manera, presentando las mismas condiciones iniciales con la mayor precision

posible para asi encontrarse en el mismo estado cuantico.

En forma similar, el valor medio de alguna funcion f, que dependa de x puede ser

escrita como
o0

o) = / T f(2) T da.

—0oQ0

Para la generalizacién a tres dimensiones, el valor medio seria

o0

fla,y,2) = /\I’*f(:t,y, 2)U dxdydz.

—00

B.5.2.  VALOR MEDIO DEL MOMENTO

h
El momento p se representa por el operador e y su valor esperado esta dado
10w
como
[ (hd
i Ox
—0o0
en el espacio de momento, esta ultima expresion es escribe
o)
p= / ®*p dp,
—00

76



PRINCIPIO DE INCERTIDUMBRE B.7.

donde ®(p) es el componente de Fourier normalizado de ¥, con p = hk. En general,

para cualquier funcién del momento, el promedio esta dado por

oo

o) = / 3" f(p) dp,

— 00

B.6. PRINCIPIO DE INCERTIDUMBRE

Si se miden simultdneamente la posicién e impetu con incertidumbres dz y dp res-
pectivamente, entonces el producto de estos dos errores nunca puede ser mas pequeno

que un numero del orden de £ [22]. Esto es
510p > (~ ),

donde el simbolo (~ h) significa “un nimero del orden de A”.

B.7. EIGENFUNCIONES Y EIGENVALORES DE
UN OBSERVABLE

Cuando se mide un observable, representado por el operador O, en una coleccién de
sistemas bajo las mismas condiciones con el mismo rango de potencialidades, es decir,
que se encuentren en el mismo estado cuantico representado por una misma funcién
de onda V¥, no siempre se obtendrd un mismo valor como resultado. Sin embargo, si
por alguna razon se tiene la certeza que el resultado de cada medicion sera siempre
cierto valor o, se dice entonces que el estado cuantico ¥ estara determinado por el

observable O. Esta situacion se expresa mediante la relacién
OV = oV,

la cual es la ecuacion de eigenvalores del operador O, en donde ¥ es una eigenfuncion
perteneciente a O y o (# 0) su correspondiente eigenvalor. La coleccién de todos los
eigenvalores de un operador se conoce como su espectro, el cual puede ser discreto

si los valores varian discretamente de un eigenvalor al siguiente, o en caso contrario
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B.7. EIGENFUNCIONES Y EIGENVALORES DE UN OBSERVABLE

continuo.

Por simplicidad, si se tiene un espectro discreto, el conjunto de eigenfunciones

{%71/)2, = '}7

correspondientes a los eigenvalores {01, 09, ...}, forman un conjunto completo, lo que
significa que cualquier otra funcién de onda ¥’ se puede escribir como una combinacién

lineal de estas funciones, esto es

U =>"Cuthn,

donde las constantes C,, son los coeficientes de expansion.

Para un desarrollo mas detallado sobre mecanica cuantica, véase las referencias
[26, 28, 29, 21, 30].
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Apéndice C

POTENCIAL CUANTICO DE UN
SISTEMA DE N-PARTICULAS

En este apéndice se obtendran las ecuaciones

83 M1 (V,9)? Y n2 V2R
OR 1 v2s L VR-VS

satisface la ecuacion de Schrodinger

N

Y _ —Zh—2v2\p+\/(f Tn)W (C.2)
8t — < ka k 1 y LN ) .
donde 52 o o2
V2= oo =
v o T o T oz

Si se reescribe la funcién de onda de la siguiente manera

U = Re™/M, (C.3)
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Al sustituirla en el lado izquierdo de la ecuacion de Schrodinger (C.2), se tiene

oV ([ OR  0S\
hat—(hat Rat) . (C.4)

Sustituyendo la funcién de onda (C.3), en el primer término del lado derecho de

la ecuacién de Schrodinger (C.2)

2 = h2 2 iS/h
k=1

Si se considera la siguiente notacién

o o o o o 0

= ’ = , = —, C.6
8§k1 8xk 8§k2 8yk 8§k3 8zk ( )
para cada factor V3 (Reis/h) en (C.5) se tiene
2 S/ s /1)
Vi (Re™") = — (Re'
k ( ) ; agkl
3 iS/h i
_ Z (e5/h) 53 DetS/h +R826 S/h> 7
— 8§kl asz 3% 3
aeiS/h>
_ iS/h
= +2
<Z 8@1) Z (afkl) ( agkl
a2€zS/h
+R :
>
= (ViR) /" 4+ 2V R- V™" + RV} e, (C.7)
sustituyendo en la ecuacion (C.5) se obtiene
N _p2 N2
_—VQ\I/ — 2R iS/h 2 R- iS/h R 2 iS/h ) C8
;Wnk " kZ_:ka <V )6 2Vl Vie T 4 RV } (€8
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Por otra parte, para el segundo término del lado derecho de la ecuacién (C.7), se

tiene
IV, R-Vie'S/" = 2V, R. (%vkseis/ﬁ> ,

2i |
- %ka- V,SeiS/h (C.9)

y para el tercer término

‘ 3 92,iS/h
RVieSM = RZ—a o
=1 O

3
o (108
- R _ zS/h) ’
ZZ O (haékz
B Z@aslsm i<£)2<a_5)26i5/h
hO&%, — h O ’
= RﬁViSeiS/ﬁ—Rﬁ (ViS)? eS/h, (C.10)

Sustituyendo las expresiones (C.9) y (C.10) en la ecuacién (C.8) y reacomodando

términos
N 9 ) N 9 ) o N o
§ h " Viy = § _‘iv iS/h_ E _‘iv .V ?
— omy, " — 2my, bt ) e ' — my, Wl VS e

N AR YR
. UL g iS/h v 2\ is/n
z(g kavk5’>e + (g 2mk(vk5) )e :
+
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Al sustituir las expresiones (C.3), (C.4) y (C.11) en la ecuacién de Schrédinger
(C.2)

OR  0S\ iom Yo, &R )
(hat R8t>e = { ;2mkvk3+;2mk(vk5)

N
— (Z ika. V.S + Z ;_Rvi5> } oiS/h
k=1 Mk k=1 M
+V Re™/M,

Cancelando el factor e*/" en ambos lados de la ecuacién anterior e igualando las

partes real e imaginaria, se llegan a las ecuaciones

98 N1 (V,9)? Y n? V2R
- (T,

=1

OR 1 v2S VR-VS
ot _§<RZ m; +2Z m; )

i=1 i=1 ¢

Para el caso de una particula, se hace N = 1 en las sumatorias de las ecuaciones

anteriores, obteniéndose

oS (VS)? . W2 V2R
o —< om0 R )
OR

_ L pee .
o = g (RV'S +2VR.VS).
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Apéndice D

CONCEPTOS BASICOS DE
FRACTALES

Se trabajara generalmente en el espacio Euclidiano R”, cuyos puntos se denotan
como r = (x1,...,%n), ¥ = (Y1, .., Yn), €tc., donde cada entrada estd en R. Las ope-
raciones de suma y multiplicaciéon por un escalar A € R son definidas de la manera
usual, x +y = (1 + Y1, o0y Tp + Yn) ¥ Az = (Azq, ..., Ax,,). Ademds, la distancia entre

n

dos puntos = y y seré la distancia euclidiana |z —y| = (3 |2; — v4])*/2, donde |z; — v;
i=1

es el valor absoluto.

Un conjunto se define como F' = {z : x cumple la condicién P(z)}, entonces si
x € F, se tendra que x cumple con la condicién especificada por F'. El conjunto vacio
es denotado por &. Los subconjuntos en R” son representados por las letras maytuscu-
las A, B, etc., y una coleccién finita o infinita de conjuntos {Us, Us, ...} serd denotada
como {U;}. Por su parte, los simbolos C,U, N, \ representardan la contencién, unién,

interseccién y diferencia entre dos conjuntos.

Ademas, se denota por A al conjunto méas pequefio que contiene completamente
a A,y por int(A) al subconjunto més grande contenido en A. Asi, se dice que el
conjunto A es cerrado si A = A o abierto si A = int(A), mientras que su frontera 0X

estd dada como A = A\ A.

Definicion D.1 (Didmetro) Se define el didmetro |A| de un subconjunto no vacio

de R"™, como la distancia mds grande entre dos de sus elementos, es decir, |A| =

sup{lz —y| 1 z,y € A}.
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Definicion D.2 (§-vecindad de un conjunto) Se define una delta-vecindad de un
subconjunto A de R™, como el conjunto formado por los puntos que se encuentren a

lo mds una distancia § de A, esto es, As = {x : |x —y| < § para alginy en A}.

Definicion D.3 (Funcién) Un mapeo, funcion o transformacion f del conjunto X al
conjunto Y es una regla o formula que asocia a cada punto f(x) deY a cada punto x
de X y se escribe como f: X — Y, siendo X eY el dominio e imagen de la funcion

f respectivamente.

Definicion D.4 (Funcién uno a uno) Una funcion es llamada uno a uno si se tiene

f(x) # f(y), siempre que x # y.

Definicion D.5 (Funcién sobre) Una funcion es llamada sobre si para cada elemen-

to de' Y hay un elemento x en X tal que f(z) =y.

Definicion D.6 (Correspondencia uno a uno) Una funcion que es uno a uno y

SObTG, es conocida como una CO?“T'@SpO?’Ld@?’LC’I;(l uno a uno.

Si f es una correspondencia uno a uno entre X y Y, entonces se puede definir la

funcién inversa f~!: Y — X tomando a f~!(y) como el tnico elemento de X tal que

f(x) =1y.

La composicién entre las funciones f : X — Y y g : Y — Z es la funcién
gof: X — Z dada por (go f(z)) = g(f(x)). Por otro lado, ciertas funciones de R" a
R™ conocidas como transformaciones (denotadas por letras maytsculas), ademds de
tener un significado geométrico particular, en general cumplen con la ley asociativa,
permitiendo realizar la composicion entre transformaciones, es decir, si S, Ty U son

transformaciones, se tiene So (T oU) = (SoT)oU.

Definicion D.7 (Congruencia) La transformacion S : R* — R™ es llamada una
congruencia o isotropia si preserva distancias, es decir, si |S(x)—S(y)| = |z —y| para

todo x, y en R".

Se tiene entonces que una congruencia transforma conjuntos en otros geométrica-
mente semejantes. Casos especiales pueden ser la transformacion identidad I(x) = z,
traslaciones de la forma S(z) = x + a, o rotaciones alrededor del punto a tales que

|S(z) — a| = |z — a]. Una congruencia dada por una combinacién de rotaciones y
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traslaciones, es llamada congruencia directa o movimiento rigido. Por otro lado, hay
transformaciones que ademds de trasladar o rotar un conjunto, también cambian la

escala.

Definicion D.8 (Transformacién de similitud) Una transformacion S : R" — R™
se nombra de similitud con factor o escala ¢ > 0, si |S(x) — S(y)| = c|r —y| para todo

x,y en R".

Una transformacion de similitud mapea conjuntos dentro de conjuntos similares

con longitudes o dimensiones multiplicadas por un factor c.

Por otro lado, es de utilidad ocupar la notacién vectorial para los puntos = =

(21, ...,2,), ocupando las operaciones y definiciones elementales de matrices, escri-

biéndolos como ¥ = (z; --- x,)", donde el superindice ¢ indica que se tome la
matriz transpuesta, intercambiando filas por columnas. Ademas, ||Z|| = VZ- & re-

presentara la norma euclidiana de un vector, la cual también se puede escribir co-

mo el producto de matrices ||Z| = VZZ. Asi, la distancia euclidiana estd dada por

17 =3l = V(@ —9) - (7 - 9).

Con la notacién matricial, una transformacion de traslacién se escribe como S(%) =
T+ 5, siendo b el vector desplazamiento. Una transformacion de rotacién en el plano
alrededor del punto @ estd dada por S(¥) = @+ Ay - (¥ — d@), donde Ay es la matriz de

rotacion que hace girar un angulo 6, dada por

A — <cos(0) —sen(Q)) ‘
sen(f) cos(0)

La transformacion identidad estd dada por la relacién & = 1,4, @, donde Iy, es

la matriz identidad n X n.

Por otra parte, sean X y Y subconjuntos de R" y R™ respectivamente, f : X — Y

una funcién y a un punto de X. Se define el limite de una funcién.

Definicion D.9 (Limite de una funcién) Sidadoe > 0, existe & > 0 tal que | f(x)—

y| < € para todo x € X con |v —a| < §. Se dice que f(x) tiene limite, tiende o
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converge a y cuando x tiende a a. Denotindose como f(x) — y cuando r — a o
lim,_,, f(x) =y.

Por ultimo, se define una funcién continua.

Definicion D.10 (Continuidad en un punto y sobre un conjunto) una funcion

es continua en el punto a silim,_,, f(z) = f(a), y f es continua en X si es continua

en todos los puntos de X.
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Apéndice E

TRANSFORMACIONES DE
CONTRACCION Y DILATACION

Una contracciéon de similitud S : D — D en R", es una funciéon uno a uno, por
lo que se puede esperar que exista su transformacién inversa S~'. Ambas transforma-
ciones deben cumplir la relacién So S™! = S~1o S = I, donde I es la transformacién

identidad.

Sean Z, iy € R", tales que

S(@) = (E.1
S@ = v (E.2)

Si se opera cada lado de las ecuaciones anteriores por S™1, se tiene

—

STHa!) =
STHy) =

<R

Tomando la diferencia entre éstas dos ultimas expresiones

ST - SN Y) =7 — 7. (E.3)
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Por otra parte, sea ¢ el factor de contraccién de S con 0 < ¢ < 1, ocupando las

expresiones (E.1) y (E.2)

1S(@) =S| = & -4,
= |-y = g|5(f)—5(ﬁ)l,
o - -
=>7-yl = E\-’B’—y’!- (E.4)

Tomando la norma en ambos lados de la ecuacion (E.3) e igualando con la expresién
(E.4)

— — ]_ — —
ST @) = ST = Zla" =y
De la ésta tltima expresion, se observa que S™! es una transformacién de similitud

con factor 1/¢, donde 1/c < 1, y por tanto S™! transforma conjuntos en conjuntos

con dimensiones mas grandes.
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