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Introducciéon general

En la teoria de probabilidad, un tema de gran relevancia por sus aplicaciones en areas co-
mo economia, meteorologia, demografia, telecomunicaciones y transportes[] es el Andlisis
de Series de Tiempo. Con base en la literatura, una serie de tiempo es una coleccion de
datos obtenidos por mediciones de algin evento natural o inducido, los cuales son reunidos
sobre la misma variable, bajo las mismas condiciones a lo largo del tiempo y con intervalos
de la misma medida. Un propdsito, del analisis de series de tiempo es modelar el mecanis-
mo que da lugar a la serie observada, para pronosticar los valores de su comportamiento
futuro, a partir de los cuales, sea posible llevar a cabo una planeacién y toma de decisiones.

Considerando las caracteristicas de los registros hidrométricod? es factible emplear
el andlisis de series de tiempo. Por lo tanto, el objetivo general en la presente tesis es:
describir los modelos de ajuste de el andlisis de series de tiempo, y aplicar un mode-
lo apropiado en la determinacién del comportamiento del registro histérico de datos de
aford’] minimos anuales instantdneos, de la estacién hidrométrica Paso Ancho en el Es-
tado de Oaxaca, con la finalidad de pronosticar comportamientos futuros. Los resultados
del analisis de series de tiempo a los datos y el prondstico derivado de éstos, tienen un
horizonte amplio de aplicacion, entre ellos, la planeaciéon para la generacién de energia
eléctrica o la disponibilidad de agua en los sistemas de abasto para uso y consumo humano.

Con el fin de cumplir el objetivo en la presente tesis, el contenido de este escrito se ha
organizado de la siguiente manera:

El Capitulo 1, es un recorrido por la historia de las series de tiempo y la teoria de la
probabilidad necesaria, para luego adentrarse en el analisis de series de tiempo.

En el Capitulo 2, se estudian los conceptos basicos de la teoria de series de tiempo. Al
mismo tiempo se observa, se analiza y explica su uso, mediante modelos de suavizamiento
que se pueden utilizar como métodos de prediccion simples, en datos de series de tiem-
po. Algunos modelos de suavizamiento que se estudian son: medias y medianas méviles,
suavizamiento exponencial, y los modelos del enfoque de Box-Jenkins (ARMA y ARIMA).

1S6lo por mencionar algunas.
2Registros del caudal de agua que pasa por una seccién transversal de un rio.
3Datos que miden el gasto o cantidad de agua que lleva una corriente en una unidad de tiempo.
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x 0. Introduccién general

El Capitulo 3, aborda el tema de prondsticos, el cual esta intimamente ligado con la
construccion misma del modelo. Por tal razon, se estudia cudles son las consideraciones
para la eleccion de un método de prondstico, y medidas para el grado de incertidumbre.

En el Capitulo 4, se lleva a cabo la aplicacién de la teoria de series de tiempo sobre una
base de datos de aforo de la estaciéon hidrométrica “Paso Ancho”, del Estado de Oaxaca.
En el Apéndice A se encuentra dicha base de datos.

Finalmente, se presentan las conclusiones de este trabajo de tesis y se hace un plan-
teamiento de un posible trabajo futuro.

Con la finalidad de facilitar la realizacion de graficos y analisis en el desarrollo de la
presente tesis, se hara uso de herramientas proporcionadas por los paquetes estadisticos:
R project (distribuido bajo la licencia GNU General Public Licence) e ITSM 2000 (incluido
en el libro Introduction to Time Series and Forecasting |[Brockwell, 2002]). Debido a que
estos software son amigables ante la vista del ser humano, no se considera necesario
introducir los comandos utilizados en la simulacién de los datos.




Abreviaciones y Notacion

MA

ARMA

ARIMA

FAC/ACF
FACP/Partial ACF
GMAI

GMAI

Conjunto de los niimeros naturales.
Conjunto de los niimeros enteros.
Conjunto de los ntiimeros reales.
Conjunto de los nimeros complejos.
Espacio euclideo n-dimensional.

Médulo de un ntimero complejo.
Logaritmo en base e o logaritmo natural.
Autorregresivo.

Promedio mévil.

Autorregresivo de promedio movil.
Autorregresivo e integrado de promedio mévil.
Funcién de autocorrelacién.

Funcién de autocorrelacion parcial.
Gastos Minimos Anuales Instantaneos en
Metros Cubicos por Segundo.

Variable aleatoria de GM AI al tiempo t.

XTI






Capitulo 1

Introduccion

Los modelos de series de tiempo, son las técnicas de prondsticos que se basan tinicamente
en la historia de la demanda de la variable de interés que se estd pronosticando. Trabajan
capturando los patrones en los datos historicos extrapolandolos en el futuro. Los modelos
de series de tiempo son adecuados cuando se puede asumir una cantidad razonable de
datos y una continuidad en el futuro préximo de las condiciones que se presentaron en
el pasado. Estos modelos se adaptan mejor a corto plazo para el prondstico; mientras
que van perdiendo validez cuando es a largo plazo. Esto se debe a la hipotesis de que los
patrones pasados y las tendencias actuales se asemejan a los patrones y tendencias que se
presentan en el futuro.

1.1. Historia de las series de tiempo

El andlisis de series de tiempo, utilizando como dominio el tiempo y vistas como procesos
estocasticos, surge en 1970 con la obra pionera de Box-Jenkins: Time Series Analysis:
Forecasting and Control [Box and Jenkins, 1970]. A pesar del poco tiempo de estudio del
analisis de las series de tiempo, se han hecho grandes contribuciones. Los personajes mas
importantes a lo largo del desarrollo de dicha teoria han sido:

George Edward Pelham Boxﬂ y Gwilym Meirion Jenkinﬂ en colaboracion, desarrolla-
ron un esquema de clasificacion para una amplia familia de modelos de series de tiempo.
En esta clasificacion se distinguen los modelos autorregresivos de orden p (AR(p)), los
modelos de promedio mévil de orden q (MA(q)), combinaciones de los dos anteriores, lla-
mados modelos autorregresivos de promedio mévil (ARMA (p,q)) y el modelo més general,
autorregresivo e integrado de promedio mévil (ARIMA (p,d,q)); [Box and Jenkins, 1970].

Posteriormente, se tienen las contribuciones en las series de tiempo univariantes y
multivariantes, estudiadas por Gregory C. Reinse]rf] [Reinsel, 2003].

!Naci6é en octubre de 1919 en Inglaterra.
2Agosto de 1933, Gales - julio de 1982, Inglaterra.
31948, Pensilvania - mayo de 2004, U.S.A.
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Mientras que Peter J. Brockwel]ﬁ trabajaba en el andlisis de las series de tiempo y
procesos estocasticos, Richard A. DavisE] estaba trabajando en la inferencia, la estima-
cion, prediccion y las propiedades generales de los modelos de series de tiempo. Los dos
personajes en colaboracion desarrollaron las obras: Time Series: Theory and Methods
[Brockwell, 1987], e Introduction to Time Series and Forecasting, asi como el desarrollo y
analisis de las series de tiempo mediante el software ITSM 2000 [Brockwell, 2002].

1.2. Las series de tiempo en hidrologia

Los registros sintéticos de afluentes empezaron a ser usados en 1914 por Hazenﬂ en es-
tudios de confiabilidad en sistemas de abastecimiento de agua, pero su construccién no
estaba basada en la teorfa de procesos estocasticos [Koutsoyiannis, 2005].

Las primeras aplicaciones relacionadas con la hidrologia estocéastica fueron alrededor
de el ano 1940, en medio de la revolucion de la fisica y las matematicas. Entre otros
avances, se establece el método de Montecarlo en manos de Stanislaw Ulam en 1946,
quien concibe esta metodologia mientras jugaba buscaminas durante la convalecencia de
una enfermedad, cuando intentaba estimar la probabilidad de tener éxito en dicho juego;
[Koutsoyiannis, 2005].

En el campo de los recursos hidricos, los aportes mas importantes fueron los trabajos
desarrollados por Barnesﬂ en 1954, sobre la generacién de flujos anuales no correlacionados
asumiendo una distribucién normal, y los trabajos de Tomas y Fieringf| para la generacién
de flujos temporalmente correlacionados; [Koutsoyiannis, 2005].

La obra Time Series Analysis: Forecasting and Control [Box and Jenkins, 1970], se
convirtié en uno de los principales aportes en la materia. Este libro, pese a ser escrito
para aplicaciones en una amplia variedad de campos de la ciencia, adquirié gran po-
pularidad para aplicaciones en hidrologia estocéstica ([Quijano, 1977], [Cervantes, 1982],
[Pankratz, 1983], [Koutsoyiannis, 2005]).

Yhttp://www.stat.colostate.edu/~pjbrock/
Shttp://www.stat.columbia.edu/~rdavis/biography.html
6Véase [Hazen, 1914].

"Véase [Barnes, 1954].

8Véase [Thomas and Fiering, 1962].
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1.3. Conceptos preliminares de probabilidad

Antes de introducirse en la teoria de series de tiempo, se dedica esta seccién a definir los
conceptos probabilisticos preliminares necesarios.

Definicién 1.3.1 Experimento aleatorio.
Un experimento aleatorio, denotado por la letra E, es aquel experimento que presenta las
tres condiciones siguientes [Ross, 1972]:

1. tiene al menos dos posibles resultados,
2. el conjunto de posibles resultados se conoce antes de que se realice el experimento,

3. puede repetirse indefinidamente bajo las mismas condiciones.

Definicién 1.3.2 Espacio muestral.

El espacio muestral, denotado por el simbolo €2, es el conjunto de todos los posibles re-
sultados o estados de la naturaleza de un experimento aleatorio E. Los subconjuntos de
Q son llamados eventos o sucesos y se denotan por las letras mayusculas Ei, Es,.... Por
ejemplo, st E es el experimento aleatorio de lanzar una moneda al aire, entonces el espa-
cio muestral es 0 = {Sol, Aguila}, que es el conjunto de todos los posibles valores que se
pueden obtener como resultado de lanzar una moneda. El subconjunto By = {Sol} de )
es el evento de lanzar la moneda y observar Sol; [Ross, 1972].

Definicién 1.3.3 Probabilidad.

A cada evento E; para i € N, en el espacio muestral ) de un experimento aleatorio E,
es necesario asignarle un numero que indique qué tan factible es que E; suceda, a este
nidmero se le llama la probabilidad de E;, se denota por P(E;), y satisface los siguientes
tres axiomas:

Axioma (1) 0 < P(E;) < 1.
Axioma (2) P(Q2) = 1.

Axioma (3) Para cualquier sucesion infinita de eventos disjuntos Eq,Es, ...,

P (G Ei> = iP(Ei).

La probabilidad ¢ “distribucién de probabilidad” sobre un espacio muestral €2 es una
especificacién de numeros, P(E;), que satisfacen los Axiomas 1, 2,y 3; [Kalbfleisch, 1985a].

Definicion 1.3.4 Variable aleatoria.
Una variable aleatoria X es una funcion real definida sobre un espacio muestral 2 asociado
a un experimento, es decir, X: ) — R; [Ross, 1972].
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De aqui en adelante, se escribe v.a en lugar de variable aleatoria. Existen al menos
dos tipos de variables aleatorias: discretas y continuas.

Definiciéon 1.3.5 Variable aleatoria discreta.
Se dice que una variable aleatoria X es discreta si unicamente puede tomar un nimero
finito o infinito numerable de valores distintos [Kalbfleisch, 1985a].

Ejemplo 1.3.1 Se define el experimento aleatorio E, como el lanzamiento al aire de dos
monedas balanceadas. Entonces, el espacio muestral 2 consta de cuatro posibles resultados,

QO ={HH HT,TH,TT},

y todos son igualmente probables. La variable aleatoria de interés es X igual al nimero de
camﬂ que se observan. Asi, la v.a X asigna un niumero real a cada punto de §2:

X(TT) =0, X(HT)=X(TH) =1, X(HH) =2.
Entonces, el conjunto de posibles valores de X es
{0,1,2}.

La distribucion de probabilidad de X es el conjunto de probabilidades asociadas con sus
posibles valores. La probabilidad de que X asuma un valor particular x, es obtenida por
la suma de las probabilidades de todos los puntos en ), para los cuales el nimero x es
asignado. Por lo tanto, la distribucion de probabilidad de X es:

x| P(X =)
0] 1/4
1] 12
21 14

Definicién 1.3.6 Funcién de probabilidad.
Sea X una variable aleatoria discreta. Se llamard a p(x) = P(X = z) funcion de probabi-

lidaﬂ de la variable aleatoria X, p(x): R — [0, 1], si satisface las siguientes propiedades
[Kalbfleisch, 1985a]:

1. p(x) > 0, para todos los posibles valores x de X;

2. Zp(x) =1.

9H denota a “cara”, y T denota a “cruz”.
10E] nombre completo de esta funcion es el de funcion mdsica de probabilidad de una variable aleatoria
discreta.
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La funcion de probabilidad para la v.a X en el Ejemplo|1.3.1] estd dada en la siguiente
tabla:

x 0 1 2 |Total
plz) 1/4 1/2 1/4| 1

Hacer referencia a la distribuciéon de probabilidad de X no sélo implica la existencia
de la funciéon de probabilidad, sino también de la existencia de la funcion de distribucion
acumulada de X.

Definicién 1.3.7 Funcion de distribucion acumulada.
La funcion de distribucion acumulada de la variable aleatoria X, denotada por F(m)m es
la probabilidad de que X sea menor o igual a un valor especifico de x, y estd dada por:

F(z) = P(X < z), Vr e R.

En particular, si X es una v.a discreta, la funcién de distribuciéon acumulada se define
por la siguiente expresién [Kalbfleisch, 1985a]:

F(z) = Z p(x;), —oo <z < +o0.
x; <x

Con base en la funcién de probabilidad para la v.a X, en el Ejemplo [1.3.1] se tiene
que la funcion de distribucién acumulada para X esta dada por:

07 Sl$<07
_ ) p(0) =1, si0<z<l;
F@=9 poy+p1y=t+1=13 sil<z<2
p(0) +p(1)+p2)=1+1+1=1 siz>2

Definicién 1.3.8 Variable aleatoria continua.
Una variable aleatoria X, se dice que es continua si existe una funcion f(x), llamada
funcion de densidad de probabilidad de X, tal que

P(X € B)= /Bf(x)dx

para cualquier conjunto B C R. De la funcion de distribucion acumulada

Fa)= [ s

S€ SIGUE que

_4d
- dr

1Suele denotarse por Fx(x) cuando se analiza més de una v.a.

()

F(x), —o00 < 7 < 4o0.
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La funcién de densidad de probabilidad de una variable aleatoria continua X, cumple
con las siguientes propiedades [Ross, 1996]:

1. f(z)>0, Vo € R;

+o00
2. f(x)dx = 1.
Definicién 1.3.9 Valor esperado.
El valor esperado o media de una v.a X, denotado por E(X) o UB se define por:

+oo
/ xf(x)dx, si X es continua,

E(X) = (L.1)
Z xp(x), st X es discreta;

siempre y cuando se pruebe que para la v.a continua, la integral existe ([Degroot, 198§],
pp. 171).

El valor esperado, es un ntimero que representa el centro de la distribucién de los
posibles valores que X puede tomar, el cual no estd necesariamente en la mitad. Ademaés,
la Ecuacion también define el valor esperado de cualquier funcién de X, es decir,
para h(X) se sigue que:

“+o0o
/ h(z)f(x)dx, siX es continua;

En(X)] =
Z h(z)p(x), si X es discreta.

Para cualquier variable aleatoria X y cualquier entero positivo k, si h(X) = X%, en-
tonces el valor esperado E(X*) se denomina el k-ésimo momento de X. En particular, de
acuerdo con esta terminologia, la media de X es el primer momento de la v.a X.

Continuando con el Ejemplo [1.3.1], se obtiene el valor esperado de la v.a discreta X,
mediante su funcién de probabilidad:

E(X) = ) ap(a);

() () ()

= 1.

12Suele denotarse por ux cuando se analiza mas de una v.a.
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El nimero F(X) = 1, es el valor que tiene mayor probabilidad de ocurrir en la distribucién
especificada por la funcién de probabilidad de X, es decir, al lanzar dos monedas al aire,
se espera observar una cara.

Propiedad 1.3.1 Sean X e Y cualesquiera dos v.a’s definidas sobre el mismo espacio
muestral, con valor esperado finito, y sean a y b cualesquiera dos constantes. Entonces,

a) E(aX +b) = aB(X) +b;

b) E(b) = b;

¢) E(aX) = aE(X);

d) E(aX +bY) = aFE(X) + bE(Y).

e) Si X eY son v.a’s independientes[?| entonces E(XY) = E(X)E(Y).

Demostracion.
Para a), b), ¢) y d), véase |[Kalbfleisch, 1985a], pp. 160-161; mientras que para e), véase
[Degroot, 1988], pp. 182. |

Definiciéon 1.3.10 Varianza.
Sea X una variable aleatoria con media p = E(X). La varianza de X, que se denotard por
Var(X), se define por:
Var(X) = E[(X - M)Z];
([Degroot, 1988, pp. 185).

El valor de Var(X) se llama también varianza de la distribucién de probabilidad de X.
La varianza de una variable aleatoria proporciona una medida de la variacion o dispersion
de una distribucién alrededor de su media .

La desviacion tipica de una variable aleatoria o de una distribucién se define como
la raiz cuadrada no negativa de la varianza. La desviacion tipica, también llamada des-
viaciéon estandar de una variable aleatoria, se denota usualmente por el simbolo o, y la

varianza se denota por o2.

La varianza de la v.a X en el Ejemplo [I.3.1] con media u =1 es:

Var(X) = E[(X—,u)ﬂ;

13y éase Definicién [1.3.14
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La varianza Var(X) = 0.5, indica el rangolE] donde hay mas probabilidad de que ocurra
el evento.

Propiedad 1.3.2 Para cualquier v.a X, con varianza finita, y para constantes a, b y ¢
cualesquiera, se sigue que,

a) Var(X) > 0;
b) Var(X) =0 si, y solo si, X = ¢;
c) Var(aX +b) = a*Var(X).

Demostracién.

Para a), b) y ¢), véase [Degroot, 1988], pp. 185-186. |

En muchos experimentos, es necesario considerar las propiedades de dos o més varia-
bles aleatorias simultaneamente. La distribucion de probabilidad conjunta de dos varia-
bles aleatorias se denomina distribucion bivariante. Al par (X,Y), se le denomina vector
aleatorio bivariado ([Degroot, 1988], pp. 110-118).

Ejemplo 1.3.2 Supongase un anuncio luminoso en el que hay tres bombillas en la pri-
mera fila y cuatro bombillas en la sequnda. Sea X el nimero de bombillas de la primera
fila que se funden en un instante t, y sea 'Y el numero de bombillas de la sequnda fila que
se funden en el mismo instante de tiempo t. Entonces, existe un niumero finito de valores
posibles distintos (x,y) para el par (X,Y). En este caso, se dice que X e Y tienen una
distribucion bivariante discreta.

Definicién 1.3.11 Funcién de probabilidad conjunta.
Sean X, Y wariables aleatorias discretas. Entonces, la funcion de probabilidad conjunta de
(X,Y) se define como la funcién p(-,-) : R? — [0, 1], tal que para cualquier punto (x,y)
del plano XY,

p(z,y) = P(X =z,Y =y),

donde P(X = x,Y =) indica la probabilidad de que X tome el valor x, y la v.a'Y tome
el valor y.

Si (x,y) no es uno de los posibles valores del par de variables aleatorias (X,Y), en-
tonces p(z,y) = 0. La funcién de probabilidad conjunta de (X,Y") satisface las siguientes
propiedades:

1. p(x,y) > 0, para todos los posibles valores (z,y) de (X,Y);

(z,y

2. ) plzy) =1
)

14 Amplitud de la variacién de un fenémeno entre un limite menor y uno mayor.
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La funcién de probabilidad conjunta de (X,Y), en el Ejemplo [1.3.2 estd dada en la
siguiente tabla:

Y
0 1 2 3 4
0.08 0.07 0.06 0.01 0.01
0.06 0.10 0.12 0.05 0.02
0.05 0.06 0.09 0.04 0.03
0.02 0.03 0.03 0.03 0.04

W N = O

Dicha funcién cumple con las dos propiedades. En efecto, para cada valor posible distinto
(2, y) se satisface que p(z,y) > 0,y >, , P(z,y) = 0.08 + 0.07 4 0.06 + 0.01 + 0.01 +
0.06 + 0.10 + 0.12 + 0.05 + 0.02 + 0.05 + 0.06 + 0.09 + 0.04 + 0.03 + 0.02 + 0.03 +
0.03 + 0.03 + 0.04 = 1.

Definicién 1.3.12 Funcién de densidad de probabilidad conjunta.

Sean X, Y wvariables aleatorias continuas. Se dice que las variables aleatorias X eY tienen
una distribucion bivariante continua si existe una funcion no negativa f definida sobre
todo el plano XY, f : R? = R, tal que para cualquier subconjunto A del plano,

PI(X,Y) € A] = /A / (o, y)dady.

La funcion f se denomina funcion de densidad de probabilidad conjunta de (X,Y).

Tal funcion de densidad de probabilidad conjunta satisface las dos condiciones siguien-
tes:

L f(x,y) >0, Vo,yeR;

+oo +oo
2. / flx,y)dxdy = 1.

Si se conoce la funcion de probabilidad conjunta o la funcién de densidad de proba-
bilidad conjunta de (X,Y’), entonces, se puede obtener a partir de estas, la funcién de
probabilidad marginal o la funciéon de densidad de probabilidad marginal de cada variable
aleatoria, respectivamente ([Degroot, 1988], pp. 120).

Definicién 1.3.13
Sea (X,Y) un vector aleatorio bivariado.

1. Si X, Y sonv.a’s discretas con funcion de probabilidad conjunta p(z,vy), entonces las
funciones de probabilidad marginal de X eY, denotadas por px(z) y py (y),
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estan dadas por:

px(z) = Zp(a:, ), para cualquier valor z de X;
y
py(y) = Zp(x, Y), para cualquier valor y de Y.

2. 51 X, Y son v.a’s continuas con funcion de densidad de probabilidad conjunta
f(z,y), entonces las funciones de densidad de probabilidad marginal de
X eV, denotadas por fx(z) y fy(y), estin dadas por:

+o00

fx(x) = fle,y)dy, Vo eR;
+oo

fr(y) = } f(z,y)dx,  VyeR.

Las funciones de probabilidad marginal de X e Y, en el Ejemplo|[1.3.2] denotadas por
px(x) y py(y), se pueden observar en la siguiente tabla:

Y
0o 1 2 3 4 |px()
0.08 0.07 0.06 0.01 0.01| 0.23
0.06 0.10 0.12 0.05 0.02| 0.35
0.05 0.06 0.09 0.04 0.03| 0.27
0.02 0.03 0.03 0.03 0.04| 0.15
py(y) [ 021 026 03 013 0.1

W N = O

Definicién 1.3.14 Variables aleatorias independientes.
Se dice que dos variables aleatorias X e Y son independientes si y solo si

p(z,y) = px(@)py(y), si X eY son v.a’s discretas;

flz,y) = fx(@)fy(y), si X eY son v.a’s continuas;
([Degroot, 1988, pp. 123).

En general, sean X1, X5, ..., X, v.a’s discretas, definidas sobre el mismo espacio mues-
tral. La funcién de probabilidad conjunta de X7, X, ..., X,, es una funcién definida sobre
R™, tal que:

p(ry1, 29, ..., x,) = P(Xy =21, Xo = 29,..., X, = z).
Las variables X7, X, ..., X,, son independientes si
p([[’l,ﬂﬁg, e ,[L‘n) = PX1<.I'1) . PX2<$2) ot PXn(xn)'
En el caso en que Xi, Xo,..., X, son v.a’s continuas, también es posible definir su

funcién de densidad probabilidad conjunta ([Degroot, 198§|, pp. 136-139).
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Definicién 1.3.15 Variables IID.

Si X1, Xo, ..., X, son variables aleatorias independientes y tienen la misma distribucion
de probabilidad marginal, entonces estas son llamadas v.a’s independientes e idénti-
camente distribuidas, y usualmente se denotan por I1D.

Hay cantidades que permiten medir la asociacién entre dos variables aleatorias, es
decir, estas proporcionan informacién acerca de la relacién entre las dos variables o acerca
de su tendencia a variar juntas mas que independientemente, tal es el caso de la covarianza
y correlacién del vector aleatorio bivariado (X,Y") ([Degroot, 1988|, pp. 202-206).

Definicion 1.3.16 Covarianza.
Sean X eY wariables aleatorias que tienen una distribucion conjunta. La covarianza entre
X eY, que se denota por Cov(X,Y), se define como:

Cov(X,Y) = B[ (X — E(X))(Y - E(V))].

Propiedad 1.3.3 Sean X e Y wv.a’s definidas sobre el mismo espacio muestral, con va-
rianza finita, y sean a, b, ¢ y d constantes. Entonces,

a) Cov(aX + b,cY +d) = acCov(X,Y);
b) Cov(X, X)=Var(X);
¢c) Cou(X,Y)=Cov(Y,X);

d) Si X eY son v.a’s independientes, entonces Cov(X,Y") = 0.

Demostracion.
Para a), b) y ¢), véase [Kalbfleisch, 1985a], pp. 176-178; mientras que para d), véase
[Degroot, 1988], pp. 204. |

Definicién 1.3.17 Correlacion.
Sean X eY w.a’s que tienen wuna distribucion conjunta. Si 0 < Var(X) < +oo y
0 < Var(Y) < 400, entonces la correlacion entre X e Y, se denota y se define como:

Cov(X,Y)
VVar(X)Var(Y)

p(X,)Y)=Corr(X,Y) =

1.3.1. Procesos estocasticos

Las series de tiempo son un caso particular de los procesos estocasticos. Por tal razon,
serd necesario definir a dichos procesos. Asi, como conceptos que van de la mano con
estos, para el analisis de las series de tiempo.
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Definicién 1.3.18 Proceso estocastico.

Un proceso estocdstico {X;:t € T} es una coleccion de variables aleatorias, parametrizadas
por un conjunto T C R de indices, llamado espacio paramétrico. El conjunto T usualmente
se interpreta como un conjunto de valores en el tiempo, y X; es el estado del proceso al
tiempo t ([Chatfield, 2003|, pp. 33).

Se dice que un proceso estocastico {X;: t € T} es discreto, si el conjunto de indices
T es un conjunto contable (por ejemplo, T = {0, £1, £2, ... }); y si los valores de T,
consisten en uno o mds intervalos de la recta de los reales (por ejemplo, T = [0, 00)),
entonces se dice que es un proceso estocastico continuo.

Se denota a la variable aleatoria al tiempo ¢ por X, si T es contable, y por X(¢) si T C R.

El espacio de estados o muestral de un proceso estocastico contiene todos los posibles
valores que las v.a’s (X; o X(t)) pueden tomar, y se denota por S; [Ross, 1972].

Se mencionan algunos ejemplos de procesos estocasticos:

» Sea X(¢): El nimero de autos que pasan por un crucero durante un instante t,
donde t es el tiempo medido en minutos de un intervalo [a,b], el espacio de estados
es S={1,2,3,...}.

= Sea X;: La evolucién de la poblaciéon de un municipio ano tras ano.

De aqui en adelante, cuando se haga mencion de un proceso estocastico, se estara re-
firiendo a un proceso discreto, salvo que se diga lo contrario.

Clasificacién de los procesos estocasticos.

Tipos de procesos estocasticos en relacion a la v.a X;:

= Procesos con incrementos independientes
Se dice que un proceso {Xy: t > 0}, tiene incrementos independientes, si para cada
tiempo 0 <t <ty < ... <t,, las variables aleatorias Xy, X, — Xy, ..., X, — X4, ,
son independientes.

= Procesos de renovacion

Un proceso de renovacién es una sucesion {T,, } de v.a’s independientes e igualmente
distribuidas, que representan los tiempos de vida de las unidades o los tiempos en
los que se reporta una incidencia (por ejemplo, un fallo o un reclamo) en un sistema.
La primera unidad empieza su ciclo de vida en el cero, y cuando falla al tiempo T,
es reemplazada inmediatamente por una nueva unidad, la cual posteriormente falla
al tiempo Ty + T5 y es reemplazada por una nueva unidad, y asi sucesivamente, es
decir, se van dando o renovando unidades.
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= Procesos estacionarios
Un proceso se dice que es estacionario si Xy no depende del tiempo. En general,
se dice que un proceso {Xi: t > 0} es un proceso estocdstico estacionario si para
cualesquiera tiempos t1, to, . . . , t,, la distribucién del vector (Xy,, ..., Xy, ) es la mis-
ma que la del vector (X, in,...,Xt,+n) para cualquier h > 0. En particular, la
distribucién de X es igual a la distribucién de la variable aleatoria X;.,, h > 0,
asi que, si los primeros dos momentos de X son finitos, se tiene que

E(Xy) = E(X¢4n) =4, ¥y

Var(X,) = Var(Xyyn) = 02,

ambos son constantes.

= Procesos con incrementos estacionarios
Un proceso {X;: t > 0} tiene incrementos estacionarios si para cualesquiera tiempos
s < t, y para cualquier h > 0, las variables X;,;, — X4, v Xy — X, tienen la misma
distribucion de probabilidad.

Definicién 1.3.19 Funcién de autocovarianza.
Para un proceso {Xy: t € T} tal que Var(X;) < oo, para cada t € T, la funcion de
autocovarianza yx(+,-) : T x T — R de X se define por:

x(rs) = B| (X, = B(X)) (X, = B(X,))| = Cov(X,X,), rseT
([Brockwell, 1987], pp. 11).

Definicién 1.3.20 Ruido blanco
Un proceso {X;:t € T} se dice que es ruido blanco o un proceso puramente aleatorio si la
secuencia de v.a’s, {X;}, son independientes e idénticamente distribuidas. De la definicion

se sigue que el proceso tiene media y varianza constante. Ademds, la independencia asume
que Cov(Xy, Xiin) = 0, para todo h = +1,£2, ... ([Chatfield, 2003], pp. 37-38).
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Capitulo 2

Series de tiempo

Los métodos de analisis de series de tiempo consideran el hecho que los datos tomados
en diversos periodos pueden tener algunas caracteristicas de autocorrelacién, tendencia o
estacionalidad que se debe tomar en cuenta, para modelar el comportamiento de la serie
observada. La aplicacion de estos métodos tiene dos propdsitos: comprender las fuerzas
de influencia en los datos y descubrir la estructura que los produjo.

Las aplicaciones de la teoria de series de tiempo suelen ser: prondsticos econdémicos,
analisis de presupuesto, analisis del mercado y andlisis hidrolégico, entre otros.

2.1. Conceptos basicos del analisis de series de
tiempo

Muchos autores han formulado definiciones de las series de tiempo. Algunas definiciones
informales que cominmente se encuentran en la literatura son las siguientes:

» Una serie de tiempo es una coleccion de datos reunidos sobre la misma variable a lo
largo del tiempo; [Hildebrand, 1998].

= Se llama serie de tiempo a un conjunto de mediciones de cierto fenémeno o experi-
mento registrado secuencialmente en el tiempo; [Chatfield, 2003].

= Una serie de tiempo es un registro metodico de la medicién u observacion numérica,
efectuada a intervalos de tiempo fijos, de las caracteristicas o variables del area de
interés; [Guerrero, 2003].

= Una serie de tiempo es una sucesion cronolégica de observaciones de una variable
particular; [Bowerman, 2009].

15
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Una definicion formal de serie de tiempo desde el enfoque de procesos estocésticos
esta dada de la forma siguiente:

Definicién 2.1.1 Serie de tiempo

Una serie de tiempo es un proceso estocastico en el cual el conjunto de observaciones son
tomadas secuencialmente en el tiempo, usualmente a “intervalos iquales”. Asi, un modelo
de serie de tiempo para datos observados {x;} es una especificacion de la distribucion
conjunta (posiblemente sdlo de las medias y covarianzas) de una sucesion de variables
aleatorias Xy para los cuales {x;} se postula como una realizacion; |[Brockwell, 2002].

2.1.1. Objetivos de las series de tiempo

Algunos de los objetivos principales del andlisis de una serie de tiempo, son clasificados
en: descripcién, explicacién, prediccion y control, esto segin [Chatfield, 2003]. Se
analizara cada uno de los objetivos como sigue:

= Descripcién
El primer paso en el analisis de una serie de tiempo es graficar las observaciones,
para obtener medidas simples descriptivas de las caracteristicas principales de la
serie.

= Explicacion
Cuando las observaciones son tomadas en dos o més variables, es posible usar la
variacion en una serie de tiempo para explicar la variacién en otra.

= Prediccién
Dada una serie de tiempo, es posible que se desee predecir los valores futuros que la
serie puede tomar, es decir, la estimacion de valores futuros de la variable de interés
en funcién del comportamiento pasado de la serie.

= Control
Una serie de tiempo se analiza con el fin de mejorar el control sobre algin sistema
fisico o econémico. En el control de calidad estadistico, las observaciones son repre-
sentadas en graficos de control, y el controlador toma acciones como resultado del
estudio de los graficos.

2.1.2. Componentes que integran una serie de tiempo

Una manera de examinar una serie de tiempo es dividiéndola en componentes. Un enfoque
estandar consiste en encontrar componentes que correspondan a una tendencia a largo
plazo, algiin comportamiento ciclico, un componente estacional y una parte irregular,
residual. Algunos de estos aspectos esenciales de los procesos no son directamente obser-
vables, es por ello que es importante disponer de procedimientos que permitan extraer
esos aspectos de las observaciones.
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A continuacién se muestran y se definen los componentes que integran una serie de
tiempo de acuerdo a [Chatfield, 2003]. Para ilustrar mejor cada uno de los componentes
se analizaran algunos ejemplos, que fueron tomados de la base de datos de la obra Intro-
duction to Time Series and Forecasting usando el software ITSM; [Brockwell, 2002].

= Componente de tendencia
= Componente estacional
= Componente irregular

= Componente ciclico

Componente de tendencia.

Es el componente que recoge la parte de la variable vinculada principalmente con factores
de largo plazo. En la practica resulta dificil distinguir la tendencia del componente ciclico,
por tanto se combina en un solo componente llamado tendencia-ciclo.

Ejemplo 2.1.1 Las ventas de vino de una red australiana
La Figura muestra las ventas mensuales desde enero de 1980 hasta octubre de 1991.
Se observa de la grdfica que las observaciones siguen una tendencia creciente o positiva.

3.0

I 1 I I 1 I I | I
1980 1982 1984 1986 1988 1990 1992

Figura 2.1: Ventas de vino de una red australiana, Ene. 1980 - Oct. 1991.

Ejemplo 2.1.2 Poblacién de Estados Unidos

La Figura muestra la poblacion de FEstados Unidos en intervalos de diez anos, desde
1790 hasta 1990. La grdfica muestra la posibilidad de ajustar los datos a una tendencia
cuadrdtica o exponencial.
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T T T T T T T T T T
1800 1820 1840 1860 1880 1900 1920 1940 1960 1980

Figura 2.2: Poblacién de U.S.A. en intervalos de diez anos, 1790-1990.

Componente estacional.

Son oscilaciones cuasi-ciclicas de media cero, las cuales tienen periodicidad anual o de
un submultiplo del ano (trimestrales, mensuales, etc.) y se conocen como oscilaciones
estacionales.

Ejemplo 2.1.3 Muertes accidentales

La Figura muestra los datos mensuales por muertes accidentales, desde 1973 hasta
1978. Se observa en la grafica que hay un fuerte patron de estacionalidad, con un mdzimo
en julio de cada ano y un minimo en febrero de cada ano. La presencia de tendencia es
menos observable que en la Figura[2.1]

Componente irregular.

Son oscilaciones no sistematicas que en general afectan a la serie en el momento en que
ocurren y normalmente tienen una estructura puramente aleatoriaﬂ

Ejemplo 2.1.4 Huelgas en U.S.A.

La Figura [2.4] muestra los nimeros anuales de las huelgas en U.S.A., aprozimadamente
de 1951 a 1980. Se aprecia que los registros fluctian errdticamente sobre un nivel de
variacion lenta.

Ltambién llamada estructura de ruido blanco.
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Figura 2.3: Datos mensuales por muertes accidentales, 1973-1978.

{miles)

4.5

4.0

3.5+

1950 ' 1960 ' 1970 ' 1980

Figura 2.4: Huelgas en U.S.A., 1951-1980.

Componente ciclico.

Son oscilaciones con periodicidad de entre ano y medio y hasta diez anos, dependiendo
de la definicion del ciclo que se utilice. Suelen ser menos frecuentes y menos sistematicas
que las estacionales.
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Ejemplo 2.1.5 Linea de transporte PATCO
La Figura[2.5 muestra los datos sobre el nimero de pasajeros en la linea piblica de trans-
porte PATCO, a lo largo de 86 semanas de 1983 a 1989, dividiéndose cada anio en trece

periodos de cuatro semanas. Se observa que puede haber un efecto ciclico del periodo nueve
de 1983 hasta el periodo nueve de 1986, observindose tres ciclos; [Hildebrand, 1998§].

950000 1050000

N. Pasajeros

750000 850000
|

1083 1985 1987 1989
Afio

Figura 2.5: Niimero de pasajeros de la linea de transporte PATCO, 1983-1989.

2.2. Analisis de series de tiempo

La forma mas usual de representar una serie de tiempo es en funciéon de los componentes
tendencia y estacionalidad, es decir, mediante la ecuacion:

thmt+st+5t,

donde
X; = el valor de la serie temporal en el periodo t;
my = componente de tendencia en el periodo ;
s; = es una funcién que representa la componente estacional;
g; = el término de error en el periodo t.

El término de error &; representa las fluctuaciones aleatorias que ocasionan que los
valores X; se desvien del nivel promedio i, dichas fluctuaciones son un tanto mas com-
plejas de explicar dentro del andlisis de series de tiempo en la mayoria de los fenémenos
reales. Por este motivo, resulta conveniente introducir un componente aleatorio que per-
mita mayor flexibilidad dentro del andlisis; [Guerrero, 2003].
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2.2.1. Analisis de series que contienen tendencia

Un modelo que adopta unicamente la componente de tendencia es aquel en el que la
observacion al tiempo ¢, estda dada por

Xt = mt‘f‘Et,

donde
m; : denota la componente de tendencia en el periodo t;
g; : denota un término de error aleatorio con media cero;

[Chatfield, 2003].

Hay varias formas matematicas muy utilizadas para las tendencias. A continuacién se
presentan algunas:

= Lineal: Xi=a+ ft+e
» Exponencial: X; = aexp{ft}e,
Logfsti X S
» Logistica: =
& T Bexp{n) !
» Gompertz: X; = aexp{fBexp{At}}e;

La tendencia mas sencilla es la tendencia lineal, m; = a+ft, donde «, 3 son constan-
tes, este ultimo también es llamado componente de tendencia. El coeficiente 3 representa
el incremento medio en X por unidad de tiempo. Otros autores prefieren denominarlo
como la tendencia del parametro 3, el cual representa la pendiente del modelo lineal; con
base en esta tultima interpretacion, la tendencia es el cambio en el nivel medio por unidad
de tiempo. La tendencia en la ecuacion m; = « + 5t es una funcién deterministica del
tiempo y se conoce como tendencia lineal global. Recuérdese que, si 8 es mayor que cero,
indica que hay un crecimiento lineal, y si 8 es menor que cero nos indica que hay una
declinacién durante un largo periodo. Para el caso en que § = 0, quiere decir que no
hay crecimiento o declinacién durante un largo periodo en la serie, y se dice que es una
serie sin tendencia. Una forma conveniente de estimar v y § es por minimos cuadrados;
[Bowerman, 2009].

Se utiliza la ecuacion de tendencia exponencial cuando la tendencia refleja un
porcentaje de crecimiento casi constante; exp{} es la tasa de crecimiento porcentual por
unidad de tiempo, mientras que « es el valor de la tendencia en el instante £. La ecuacion
de tendencia exponencial se deberia utilizar cuando la grafica de logaritmo natural de X,
contra t parece casi lineal. Si

X; = aexp{ft}ey,

entonces
log X; = log a + 5t + log ey;
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podemos estimar los coeficientes: loga y 8 a través de un modelo de regresién lineal] de
log X; contra t; [Hildebrand, 1998].

Es un riesgo suponer que el crecimiento exponencial continuara indefinidamente. Las
ecuaciones de tendencia logistica y de tendencia Gompertz proporcionan tendencias
similares con forma de S, véase la Figura[2.6] Ajustar, ya sea una ecuacién logistica o una
ecuaciéon de Gompertz, es un poco mas dificil que ajustar ecuaciones de tendencia lineal
o exponencial. No es posible transformar ninguna de estas ecuaciones con forma de S en
un modelo de regresién, para esto hay métodos numéricos mas complicados (por ejemplo,
el método de Newton-Raphson, o las variantes de este: el método de Newton-Raphson
modificado y el método de la secante); [Hildebrand, 199§].

100

80 |

60 Logistica

40

20

Figura 2.6: Curva tipica de logistica y de Gompertz.

2.2.2. Analisis de series que contienen variaciéon estacional

En cuanto a las series de tiempo que manifiestan variacion estacional, se definen dos tipos
de variacién estacional: si la magnitud del cambio estacional no depende del nivel de la

2El modelo de regresién lineal simple de Y contra X estd dado por Y = By + 31X + ¢, donde Y es la
variable respuesta, X la variable predictora, 8y y 81 son los coeficientes de regresion, y € es un término
de error (Véase [Montgomery, 2008], pp. 73-75).
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serie temporal, se dice que esta manifiesta una variacion estacional constante, observe
la Figura esta serie de tiempo tiene una tendencia lineal creciente, pero la dimen-
sién de los cambios estacionales es la misma cuando se incrementa el nivel de la serie
temporal; si la magnitud del cambio estacional depende del nivel de la serie temporal, se
dice que la serie temporal muestra una variacion estacional creciente, véase la Figura|2.8
[Bowerman, 2009).

Figura 2.7: Serie temporal con variacién estacional constante.

Figura 2.8: Serie temporal con variacién estacional creciente.

Un modelo que adopta sélo estacionalidad, estd dado por
Xt = S; + &, (21)
donde
s¢: denota la componente de estacionalidad;

g;: denota un término de error en el periodo t.

La estacionalidad en la Ecuacién (2.1) es una funcién del tiempo y se conoce como
componente de estacionalidad.
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2.2.3. Modelos con tendencia y estacionalidad

Aqui se distingue entre estacionalidad aditiva y la estacionalidad multiplicativa, las cuales
son constantes de ano en ano; [Chatfield, 2003].

Modelos estacionales y con tendencia:

1. Aditivo:
Xt :mt+8t+5t.

2. Multiplicativo:
Xt:mt*st*gt.

3. Mixto:
Xy = my x S¢ + &4.

Donde:
X; = el valor de la serie temporal en el periodo t;
my = componente de tendencia en el periodo ;
s = es una funcién que representa la componente estacional;
g; = el término de error aleatorio en el periodo ¢.

Una suposicién usual es que g; sea una componente aleatoria o ruido blanco con media
cero y varianza constante.

Un modelo aditivo es adecuado, por ejemplo, cuando s; no depende de otras componen-
tes, como my, es decir, se puede utilizar para modelar series de tiempo que muestran una
variacién estacional constante. Si por el contrario, la estacionalidad varia con la tendencia,
es decir, la serie temporal manifiesta una variacién estacional creciente o decreciente, el
modelo mas adecuado es el multiplicativo; sin embargo, dicho modelo puede ser transfor-
mado en aditivo tomando logaritmos.

Los indices estacionales {s; } normalmente se eligen de tal forma que cambien lentamen-
te con el tiempo. Es decir, se debe tener s; ~ s;_,, donde s es el nimero de observaciones
por ano. Regularmente los indices se normalizan y se hace la suma igual a cero en el caso
aditivo, o el promedio igual a 1 en el caso multiplicativo.

Anélogo al caso del andlisis en que las series muestran tendencia, en las series que
muestran variacién estacional, el andlisis depende de si se desea medir y/o eliminar esta
variacion.

Es usual en series que muestran una tendencia pequena estimar el efecto estacional
para un periodo de tiempo determinado. Esto se logra obteniendo el promedio de cada
observacion del periodo en cuestion y restandole el promedio anual; esto en el caso aditivo.
En el caso multiplicativo, se debe dividir cada observacién de periodo por el promedio
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anual; [Hildebrand, 1998].

Ahora, el problema que se presenta, es modelar adecuadamente las componentes de la
serie. Una clase importante de series de tiempo, son los procesos estacionarios, procesos
que estan libres de las componentes de tendencia y estacionalidad, y que juegan un papel
preponderante en el analisis de serie de tiempo.

2.3. Eliminaciéon de las componentes tendencia y
estacionalidad

En esta seccién se describe, como puede eliminarse la tendencia y estacionalidad de una
serie de tiempo. La decision méas importante que se debe tomar al eliminar una tenden-
cia es la especificacién de la forma matemaética de la ecuacion de tendencia (Seccién 2.2.1.).

Una aproximacion natural al andlisis de una serie de tiempo consiste en eliminar pri-
mero la tendencia y después los efectos estacionales |[Hildebrand, 199§]. La esperanza es
que este procedimiento ponga de relieve, con mayor claridad, cualesquiera ciclos a largo
plazo.

En general, se recomienda de acuerdo a [Brockwell, 2002] graficar los datos como un
primer paso en el andlisis de cualquier serie de tiempo; si existen aparentes discontinui-
dades en la serie, tal como un cambio de nivel, se puede analizar la serie por partes o por
segmentos. La inspeccion de la grafica, puede también sugerir representar los datos como
una realizacion de un procesorf] que sea del tipo

Xt:mt—l—st—l—&t.

2.3.1. Eliminacién de la tendencia por diferenciacion

El método de diferenciacién consiste en crear una nueva serie de tiempo Yo, Y3, ..., Yy a
partir de la serie original, Xy, Xs, ..., X,, mediante:

Yt:Xt—Xt_lzvxt, parat:2,3,...,N.

Definicién 2.3.1 Retraso-1
Se define el retraso-1 por el operador diferencial V dado por,

VXt == Xt - Xt—l = (]_ - B)Xt,
donde B es el operador de cambio de retraso,

BXt = Xt—l-

3También llamado modelo de descomposicién clésica.
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Esto se generaliza, para obtener las potencias de B y V definidas por

BiX; =X,

VI(X) =9(V(X)), gt

En particular, V°(X;) = X,. Los polinomios en B y V son trabajados de la misma
forma como funciones polinomiales de variables reales. Por ejemplo,

VX, = V(V(X))=(1-B)(1-B)X,

_ (1 _ 2B+ Bz)Xt
- Xt - 2Xt71 + Xt72-

Si el operador V es aplicado a una funcion de tendencia lineal, m; = a + ft, entonces
se obtiene la funcién constante,

Vm,=my —my_q = (04+Bt)— (a—i—ﬂ(t—l)) = f.

En la misma forma, cualquier tendencia polinomial de grado k puede reducirse a una
constante aplicando el operador V*. Por ejemplo, si X; = m; + &, donde

k
my = E c;t?
j=0

y €; es estacionario con media cero. Aplicando V* se tiene
VX, = kley, + VP,

el cual es un proceso estacionario con media k!c;.

Estas consideraciones sugieren posiblemente, dada cualquier sucesiéon {z;} de datos,
aplicar el operador V repetidamente hasta encontrar una sucesion {V*X;} que pueda
ser modelada como una realizacién de un proceso estacionario [Brockwell, 2002]. Por lo
tanto, la serie que originalmente constaba de N observaciones, se reducird a una serie de
solamente N — k observaciones, aplicando el operador de retraso.

Ejemplo 2.3.1 Aplicando el operador V*

Aplicando el operador N con retraso-1, a los datos de la Figura[2.3, que muestra la po-
blacion de Estados Unidos en intervalos de diez anos, desde 1790 hasta 1990, se obtiene
una nueva serie que reemplaza a la serie original {X;} por una serie una vez diferenciada
{X; — X;_1}. Repitiendo este proceso se obtiene una serie dos wveces diferenciada
V22X, = Xy — 2X,_1 + X4, ver Figura . Por lo tanto, se observa que es suficiente
aplicar el operador de diferenciacion dos veces para obtener una serie sin tendencia.
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{millenes)

T T
1820 1240 18560 1820 1500 1520 1840 15860 1580

Figura 2.9: Serie dos veces diferenciada, {V2X;}, derivada de los datos de la poblacién en U.S.A.

2.3.2. Eliminacién de la tendencia y la estacionalidad por
diferenciacién

El efecto estacional en una serie de tiempo también puede eliminarse mediante un filtro
simple lineal, el cual es llamado diferenciacion estacional.

La técnica de diferenciacion que se aplica a datos no estacionales se puede repartir en d
periodos de estacionalidad, introduciendo el retraso-d, es decir, diferenciando el operador
Vg4, definido por

VaXi = Xy — Ximq = (1 — BY)X,.

Nota: Este operador no debe confundirse con el operador V¢ = (1 — B)<.
Aplicando el operador V,, al modelo
Xy =my + 8¢ + &4,
donde s; tiene periodo d, se obtiene
VaXy =my —my_q + & — €a,

el cual da una descomposiciéon de la diferencia V;X;, entre una componente de tendencia
(my — my_q) y un término de error (g, — €;,_4). De esta forma, la tendencia (m; — m;_q)
puede ser eliminada, en particular, aplicando el operador V<.

Ejemplo 2.3.2 Aplicando el operador V, y V¥
Aplicando el operador Vg con periodo d = 12 a los datos de la Figura que muestra
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los registros mensuales por muertes accidentales de 1973 a 1978, se obtiene la nueva serie
{V12X;} que se observa en la Figura la cual presenta una tendencia creciente. Si
ahora se aplica el operador V* con retraso k =1 a la serie {V12X;}, entonces se obtiene
la grdfica de la serie {V'V12X;} que se muestra en la Figum la cual no presenta las
componentes de tendencia y estacionalidad.

| | | | | 1
14974 18973 1976 18977 1975 14979

Figura 2.10: Serie diferenciada {V12X:} de las muertes accidentales.

1000 —

00 —

-500—

| | | | | 1
14974 18973 1976 18977 1975 14979

Figura 2.11: Serie diferenciada {V!'V12X;} de las muertes accidentales.
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2.4. Modelos de ajuste para series de tiempo

En esta seccion se introducen algunos tipos de modelos probabilisticos que pueden ser
usados para describir una serie de tiempo. Se discute el problema de ajustar un modelo
adecuado a una serie de tiempo observada a tiempo discreto. Cada uno de los modelos, se
aborda de acuerdo a su complejidad de estudio, comenzando con el modelo més sencillo
hasta el modelo mas sofisticado, en su aplicacion.

En cada uno de los modelos se construye una nueva serie de tiempo Y, Y3,..., Yy a
partir de la serie original, X, X,, ..., X,.

2.4.1. Medias moviles

Medias moéviles es uno de los métodos de suavizamiento o ajuste mas utilizados. Para
obtener la serie {Yy: t € T'}, se promedia los M valores (periodos) més recientes de la
serie {Xy: t € T}; [Hildebrand, 1998].

Ejemplo 2.4.1 Medias moviles
En los ultimos 36 meses, la venta mensual de anuncios locales pagados por television
(medida en minutos por dia) ha sido la siguiente:

Mes 1 2 3 4 5 6 78 9 10 11 12
Ventas 86 80 85 93 96 102 97 89 96 87 82 81
Mes 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
Ventas 87 89 97 88 95 &7 81 79 82 8 96 93
Mes 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36
Ventas 99 103 96 85 78 83 90 96 85 82 89 96

Se realizaran ajustes con medias moviles de tres y cinco meses. La media movil co-
rrespondiente al primer trimestre es (86 + 80 + 85)/3 = 83.6667 ~ 83.7. La media mévil
correspondiente a los primeros cinco meses es (86 + 80+ 85+ 93+ 96)/5 = 88.0. Haciendo
todos los calculos pertinentes se obtienen los siguientes resultados:

Media mdvil trimestral:

- - 83.7 86.0 91.3 970 983 96.0 94.0 90.7 883 93.3
83.3 85.7 91.0 91.3 933 90.0 8&7.7 823 &80.7 82.0 87.7 913
96.0 98.3 99.3 94.7 86.3 82.0 83.7 89.7 90.3 87.7 853 &9.0
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Media movil de cinco meses:

- - 88.0 91.2 946 954 96.0 94.2 90.2 87.0
86.6 852 872 884 91.2 91.2 896 86.0 84.8 82.8 84.6 &7.0
91.0 952 974 952 922 89.0 864 864 86.4 87.2 884 89.6

Con estos nuevos datos, se obtiene la serie suavizada {Yy: t € T'}, para el caso de
la media movil trimestral ya ha perdido dos valores, es decir, esta tiene 34 observaciones
(Figura ; mientras que la nueva serie para la media mévil a cinco meses ha perdido
cuatro observaciones (Figura [2.12).

— S Obs.
-------- 3-meses

Yentas mensuales
90
|

0 5 10 15 20 25 30 35
Mes

Figura 2.12: Medias mdviles de tres y cinco meses.

2.4.2. Medianas moviles

Una variaciéon de la idea de suavizamiento a través de la media movil es el método de las
medianas méviles. El método incluye el calculo de la mediana, en vez de la media, de los
M valores mas recientes de la serie. En vista de que la mediana, a diferencia de la media,
no se ve afectada por valores extremos, los ajustes basados en las medianas médviles no se
ven afectados por un valor ocasional, sea éste muy grande o muy pequeno.

La mediana mévil para los datos del Ejemplo [2.4.1] correspondiente a los cinco pri-
meros meses es la mediana (86,80, 85,93,96) = 86, continuando con todos los célculos
obtenemos:




2.4. Modelos de ajuste para series de tiempo 31

Mediana movil de cinco meses:

- - - - 86 93 96 96 96 96 89 87
87 87 87 88 8 89 88 87 82 82 82 85
93 96 96 96 96 8 8 8 & 8 &9 &9

La serie suavizada {Y¢: ¢ € T} ha perdido cuatro observaciones (Figura [2.13)).

Yentas mensuales
a0
I

0 3 10 15 20 25 30 35

Figura 2.13: Mediana mévil a cinco meses.

» Desventajas de los modelos de medias y medianas moéviles

1. La desventaja de los modelos de medias y medianas moviles radica en la eleccién del
periodo de tiempo, puesto que un valor extremadamente grande de M ocasiona un
cambio muy lento en el suavizamiento, impidiendo determinar variaciones a corto
plazo; mientras que un valor muy pequeno de M ocasiona que el ajuste sea muy
inestable. A menudo, para clarificar la eleccién de M se compara el comportamiento
del ajuste con distintos valores de M.

2. Otorgan el mismo peso a los valores relativamente viejos y a los valores recientes.

2.4.3. Suavizamiento exponencial

El suavizamiento exponencial es un método alternativo a la segunda desventaja de los
modelos de medias y medianas moviles, puesto que proporciona un mayor peso a los va-
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lores mas recientes.

La suavizacién exponencial es un método que muestra su mayor eficacia cuando los
componentes (tendencia y variacién estacional) de las series de tiempo podrian manifestar
cambios en el tiempo.

En el suavizamiento exponencial, la estimaciéon itﬂ del valor real X, se define como
Xt—&—l = OéXt + Oé(]_ — Oé)Xt—l + 06(1 — Oé)2Xt_2 + ...

El niimero « se encuentra entre 0 y 1 y se llama constante de suavizamiento. Obsérvese
que el mayor peso se le da al valor mas reciente de la serie temporal, y los pesos otor-
gados a los valores anteriores disminuyen rapidamente. De hecho, los pesos «, a(1 — «),
a(l —a)?, a(l —«a)?,... decrecen exponencialmente a cero; por ello el nombre de suavi-
zamiento exponencial [Hildebrand, 199§].

Si se escoge a = 0.6, en tal caso,
Xis1 = 0.6X; + 0.24X,_1 + 0.096X;_5 + 0.0384X;_5 + ... .
En la préctica se hace uso de la siguiente ecuacién
Xi1 = aXy + (1-— oz))A(t,

la cual rapidamente se aproxima al valor de la serie en el infinito. Para el uso de esta
ecuacion se debe elegir un valor inicial; la eleccion mas comun es X; = X; y « se seleccio-
na de tal forma que minimice el promedio absoluto o el error cuadratico medio en los datos.

Hay varios métodos para suavizar una serie dentro del suavizamiento exponencial
[Bowerman, 2009], se mencionarén algunos:

= Suavizacién exponencial simple
El método de suavizacion exponencial simple se usa para ajustar una serie temporal
cuando no hay tendencia o patréon estacional, pero la media de la serie de tiempo
{X;} cambia lentamente en el tiempo.

El procedimiento de suavizacion exponencial simple, inicia con el calculo de una
estimacion inicial £y de la media de la serie de tiempo en el periodo t = 0.

La estimacion de la media en el periodo t estda dada por la ecuacion de suavizacion:
Et = OéXt + (1 — Oé)gt_h

donde « es una constante de suavizacién entre 0 y 1. Por lo tanto, el ajuste efectuado
en el periodo t para X, se define como

)?Hh:ét, para h=1,2,....
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= Método de Hold de la suavizacién exponencial corregida de la tendencia
Es un método de suavizamiento para ajustar una serie temporal que tiene localmente
una tendencia, pero una tasa de crecimiento (o pendiente) que cambia con el tiempo
sin ningin patron estacional. Entonces, la estimacion ¢; del nivel de la serie de tiempo
y la estimacion b; de la tasa de crecimiento de la serie de tiempo en un periodo ¢
estan dadas por las ecuaciones de suavizacién:

gt = OéXt + (1 — Oé)(gt_l + bt—l)

by =y(ly — 1) + (1 — )b,
donde

e o y v son constantes de suavizacion entre 0 y 1.
e /;_1 es la estimacion en el tiempo t — 1 para la media.

e b, es la estimacién en el tiempo ¢ — 1 para la tasa de crecimiento.
Asi, la estimacion efectuada en el periodo t para X;,j se define como

)A(Hh:&—{—hbt, parah=1,2,....

= Método aditivo de Hold-Winters
Este método es apropiado para una serie que manifiesta tendencia lineal y variacion
estacional constante. Las ecuaciones de suavizacion estan dadas por:

Et = Oé(Xt — Snt_d) + (1 - Oé)(gt—l + bt_1)7

by =y(ly — 1) + (1 — )by,

sng=0(Xy —4) + (1 —6)sny_g,
donde

e o, vy 0 son constantes de suavizacion entre 0 y 1.
e /;_1 es la estimacion en el tiempo t — 1 para la media.
e b;_1 es la estimacion en el tiempo t — 1 para la tasa de crecimiento.

e sn;_4 es la estimacién en el periodo t — d del factor estacional.
Por lo tanto, el ajuste efectuado en el periodo ¢ para X;,, se define como

Xt_;'_h = gt + hbt ‘I— Snt+h_d, para h = ]_, 27 e
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= Método multiplicativo de Hold-Winters
Este método es apropiado para una serie de tiempo con tendencia lineal local con
variacién estacional creciente (multiplicativa). Entonces, el factor estacional de la
serie en el periodo t se obtiene de las siguientes ecuaciones de suavizamiento:

gt = CY(Xt/Sntfd) + (1 - Oé)(gtfl + btfl),
by =yl — Li1) + (1 — )b,

SNy = 5(Xt/€t> + (1 — 5)Snt_d,
donde

a, vy 0 son constantes de suavizacion entre 0 y 1.

l;_1 es la estimacién en el tiempo t — 1 para la media.

b;_1 es la estimacion en el tiempo t — 1 para la tasa de crecimiento.

sn;_q es la estimacion en el periodo t — d del factor estacional.
Entonces, la estimacién en el periodo ¢ para X;.; se define como
Xt+h = (ét + hbt)Snt+h_d, para h= ]_, 2, ey

donde snyp_q es la estimacion mas reciente del factor estacional para la estacion
correspondiente al periodo t + h.

= Suavizacién exponencial de la tendencia amortiguada
Método propuesto por Gardner y McKenzie, apto para ajustar una serie cuya tasa
de crecimiento no se mantendra en el futuro, los efectos de lo cual tienen que ser
amortiguados, es decir, hay que reducir de tamano la tasa de crecimiento de modo
que disminuya el incremento o decremento del ajuste. Este método se desglosa en
el andlisis de los métodos aditivo y multiplicativo de Hold-Winters.

2.4.4. El enfoque de Box-Jenkins

Los modelos anteriores tratan de métodos primitivos para depurar datos en series de
tiempo, sin considerar a fondo el proceso que los gener6 en primera instancia.

Definicion 2.4.1 Proceso lineal general
El proceso lineal general expresa al proceso {Xi} en funcion de {Zi} mediante la relacion
lineal

Xe=p+2Z¢ + 121 +oZy o+ ... (2.2)

en donde, p denota a la media del procesdl), {1;} es una sucesion de constantes, y {Z}
es ruido blanco con media cero y varianza o* constante; [Guerrero, 2003].

40, dicho de otra manera, el “nivel” del proceso.
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En términos del operador de retraso B, la Ecuaciéon ([2.2) se puede reescribir como
Xy = (B)Zy,

donde ¢(B) = 3720 B7 y o = 1.

El enfoque de Box-Jenkins proporciona modelos estacionarios para el ajuste de las
observaciones, dichos modelos son casos especiales del modelo (2.2)).

Una serie de tiempo es estacionaria si no hay cambios sistematicos en los datos, es
decir, la media y la varianza se mantienen constantes a lo largo del tiempo. Caso con-
trario a las series no estacionarias, estas pueden mostrar cambios en la varianza, exhibir
tendencia o presentar efectos estacionales; motivos que dificultan obtener un modelo de
ajuste adecuado.

De manera formal, se define la estacionariedad y estacionariedad estricta de una serie
de tiempo:

Definicién 2.4.2 Estacionariedad
La serie de tiempo {Xy: t € T}, se dice que es estacionaria si:

w Var(X;) < oo, para todo t € T;
» E(X;) = p, para todo t € T;

» yx(r,s) =x(r +t, s + t), para todo r, s, t € T; la funcion de autocovarianza
toma el mismo valor para dos v.a’s que estén separadas por un rezago t en el proceso,
independientemente de donde se encuentren situadas estas v.a’s en el tiempo.

En la literatura, el término estacionariedad es frecuentemente utilizado para referirse a
la estacionariedad de sequndo orden o estacionariedad débil (|Guerrero, 2003], pp. 15-17).

Definicién 2.4.3 Estacionariedad estricta

La serie de tiempo {Xy: t € T} se dice que es estrictamente estacionaria si la distribucion
de probabilidad conjunta de (Xi,, Xiy, .-y Xen) Y (Xeythy Kigthy - - - » Xeptn) €S la misma
para todo entero h, n > 1 y para todo ti,ts,...,t, € T.

La estacionariedad estricta también es conocida como estacionariedad fuerte.

La relacién existente entre la estacionariedad y estacionariedad estricta radica en que
si la serie de tiempo {X;: t € T} es estrictamente estacionaria, entonces es estacionaria;
el inverso de la afirmacién no se cumple ([Brockwell, 1987], pp. 12-13).
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Ejemplo 2.4.2 Si {X;} es una secuencia de variables aleatorias independientes, tal que
X; tiene una distribucion exponencz’aﬁ con media uno, cuando t es impar; y si t es par,
entonces X, tiene una distribucion normalf| con media uno y varianza uno. Por lo tanto,
{X;:t € T} es estacionaria con funcidn de autocovarianza:

Var(X;) =1, sih=0;

vx(t, t+ h) = Cov(Xy, Xypp) = { 0 Gih40

La razon por la que es cero la covarianza si h # 0, es por suponer que Xq, Xg, ..., Xy son
v.a’s independientes, de aqui se sigue que

Cov(Xe, Xern) = B[Xo = B(X)) | E[Xean = E(Xian)]
y por propiedades del valor esperado, se cumple que
B[X, - E(X)| = B(X)) - B(X,).

Sin embargo, dado que Xy y Xy no tienen la misma distribucion de probabilidad, entonces
{X;:t € T} no puede ser estrictamente estacionaria.

Recuérdese que siempre se hard referencia a la Definicion para modelos estacio-
narios.

Observacion: Si {X;: t € T} es una serie estacionaria, entonces vx(r, s) = yx(r—s, 0)
para todo r, s € T. Asi, la funcién de autocovarianza se redefine como una funcién que
s6lo depende de la diferencia de tiempo (r — s) = h, también llamado retardo o rezago h
([Brockwell, 1987], pp. 11-12):

Y = vx(h,0) = Cov(Xyin, X4), paratodot € T, y h € Z. (2.3)

La autocovarianza mide la dependencia lineal entre dos puntos de la misma serie, obser-
vados en diferentes tiempos. Recuérdese de la estadistica clasica que si v, = 0, entonces
X; v Xyipn no estan linealmente relacionadas, pero todavia puede haber algin tipo de
estructura de dependencia entre ellas; sin embargo, si X; y X;y, son normal bivariadaﬂ
vn = 0 asegura su independencia ([Shumway, 2010], pp. 19).

Analogamente, la funcién de autocorrelacion, p,: Z — R, se define mediante:
pn = Corr(Xin, Xq)

Xign, X
_ Cov(Xytn, Xy) — ﬁ) paratodot €T, y h € Z, (2.4)
VVar(X)Var(Xem) Y0

®Véase [Degroot, 1988], pp. 276-278.
6Véase [Degroot, 1988], pp. 251-258.
"Véase [Degroot, 1988], pp. 286-290.
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y se denota por FAC (Autocorrelation Function), la cual mide la correlacién entre X; y
Xitn ([Brockwell, 1987], pp. 12-13).

Debido a que la funciéon de autocorrelacién esta definida en términos de la funcién de au-
tocovarianza, se dice que, pj indica el grado de dependencia lineal en los datos. Si p;, = 0,
no existe correlacion entre X; y X4y, es decir, X; y X¢,p son independientes linealmente;
si pp, > 0, entonces X; y Xy, estan correlacionadas positivamente, es decir, hay un depen-
dencia lineal positiva entre ellas, pero si p;, < 0, se dice que hay una relacion lineal negativa
entre X; y X¢ip, 0 dicho en otras palabras, X; y Xy, estan correlacionadas negativamente.

Dado un proceso estacionario, la funciéon de autocovarianza y autocorrelacion cumplen
con las siguientes propiedades:

Propiedad 2.4.1 Sea {X;: t € T} un proceso estocdstico estacionario, con media y,
varianza o2, funcién de autocovarianza i y funcion de autocorrelacion py,. Entonces:

a)vo = Var(Xy) > 0y po = 1, para todo t € T;
b) | pk 1< 1y | |< 0, para k € Z;

¢) Yk ="Y—k Y pr = p—k para todo k, es decir, v, y pr son funciones pares, y de aqui que
sean simétricas con respecto a t = 0; [Montgomery, 2008].

Demostracién.

a) La varianza se cumple por la Ecuacién (2.3) cuando h = 0, y po = 1 se satisface por
la Ecuacién (2.4) para h = 0.

b) Para mostrar esta propiedad, se sabe que,
Var(aX; + bX;1x) >0

para cualquier constante a, b, puesto que una varianza es siempre no-negativa.
Luego,
0 < Var(aX; + bX;4x)
= a*Var(X;) + b*Var(X; 1) + 2abCov (X, Xy y1)
= a?0? + b o? + 2aby,
= (a® + bv*)o? + 2aby.

= Si, a = b =1, se tiene que
0 S O'2+’}/k.

Asi, —y, < 0% y como se sabe que vy = 0%y pp = %, se cumple que
Yo

—1 < py.
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» Si,a=1yb=—1,se tiene que 0 < 02 — ;. Asi, v, < o2y

pr < 1.
Por lo tanto, —1 < pp < 1, es decir | p |< 1. Como consecuencia se obtiene que
|5 [< 0.
c¢) Dado que la serie es estacionaria, por definicién se cumple que yx (7, s) = yx(r+t, s+t).
Entonces
e = Cov(Xipik, Xi), por Ecuacion ([2.3));
= wx(t+k,t), por Definicién [1.3.19
= w(t+k—Fkt—k)
= w(t,t—k)
= Cov(Xy, Xi—k)
= Cov(Xy_p, Xy)
= Yk por Ecuaciéon .
Luego,
Pr = B _ Tk P—k- u
Yo Yo

Ejemplo 2.4.3 Sea {X;: t € T} un proceso estocdstico estacionario, tal que

1
Xy = 3 <Zt—1 +7Z¢ + Zt+1>7

donde, {Z:} es ruido blanco con media cero y varianza constante 0. En este caso,
1 1
Y = Cov(Xpyn, Xy) = COU{g <Zt+h—1 + Zirn + Zt+h+1>7 3 (thl + 7 + Zt+1> }

Cuando h =0,

1
Yo = §C’ov{ (Zt—l + 7 + Zt+1>7 (Zt—l +Z: + Zt+1> }

R

1
- §E<Z?fl + Zt_1Zt + Zt_1Zt+1 + ZtZt—l + Z? + ZtZt+1 + Zt+1Zt_1

b ZoiZe + Zfﬂ)
Dado que {Z;} son v.a’s independientes, se cumple que E(Z;Z;) =0, para i # j.
1
= 3 [B(Z.) + E(Z) + B(Z3,)]
1
= S|+t +o3]

3
2
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Cuando h =1,

M o= éCov{ <Zt + 21 + Zt+2>, (Zt—l + 7y + Zt+1) }

= éE [((Zt + Zip1 + Ziyo) — 0) ((Zt—l + Zi + Ziy) — 0)]

1
= §E(thH + 72+ ZiZiir + Zer1Zor + Zia Ze + T2y + ZiwoZ1 + ZiyoZ

+ Zt+22t+1>
) + 5028,

843

- 0

N O = O~

Ne

Cuando h = —1,

1
Vo1 = 5001}{ (Zt—2 + 21+ Zt>> <Zt—l + 7 + Zt+1>}

1
= §E |:((Zt2 +Ziq + Zt) — 0) ((thl + 7 + Zt+1) — 0)}
1
= §E<Zt—2zt—1 + Zi—oZy + Zy—2Ziir + Ziy + Zo1Zy + Zi—1Zoi1 + ZuZyp1 + 7
+ ZtZt+1>
1
= S|B(ZL) +E(2)
Lr s
-9 0% + o]
2 5
— —~07y.

Ne)

De forma similar, se obtiene v, = 0%/9 = v_o, y cuando |h| > 2, entonces v, = 0. Luego,

2 2
no 9%7 2 4,
= 3 = - = — = p—l'
Yoo 2,2 3
Z

9

Andlogamente, se calcula ps = 1/3 = p_s, y pp = 0, cuando |h| > 2. Por lo tanto, para
cadat € T y h € Z, la funcion de autocovarianza estd dada por:

1= — LEA—

ga%, st h = 0;
= %a%, 52: |h| = 1;

507, si|h| =2;

0 si |h] > 2;
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y la funcion de autocorrelacion queda definida por:

1, st h=0;

%’ S/l/ |h| - 1’.
PR L i) =2

0, silh|l>2.

La funcion de autocorrelacién, sirve para especificar, junto con la media y la varianza,
a un proceso estocastico estacionario; sin embargo, desde un punto de vista practico de
series de tiempo, debe recordarse que se cuenta sélo con una realizacién finita del proceso,
a partir de la cual se hace necesario obtener una estimacion de la media, la funciéon de
autocovarianza y de autocorrelacion de una serie de tiempo de longitud finita n, para
poder construir un modelo apropiado para los datos ([Montgomery, 2008], pp. 28, 30).

La media p del proceso, puede estimarse como la media muestral X de la serie obser-

vada:
_ 1<
X =~ th.
n
t=1

La funcién de autocovarianza muestral C}, se usa como estimador de ~x:

C’“:_Z(Xt_i)(xwk—i), para k=0,1,2,...,

t=1

y la funcién de autocorrelaciéon pj es estimada por la funcién de autocorrelacion muestral
Tk

Ck
rk:a), para k=0,1,2,....
Proposicion 2.4.1 El proceso lineal general es estacionario st g, 1q,... es una Se-

rie convergente, esto es, si la suma de los valores absolutos de los pesos 1; es finita,
Yoo |il < oo; [Guerrero, 2003].

Demostracién.
Se verifica que E(Xy) = p, y

Var(X;) = E[(Xt - u)z]

= E[(Zt + U121+ Poly o+ ... )2}
= B(Z} +UiZ; + V32 5+ ...)
+ F (productos cruzados de ¢;Z;_; v ijt,j)

oo
2 2

=0
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La razén por la que desaparece el valor esperado de los productos cruzados, es porque en
la secuencia {Z;} las v.a’s son independientes con media cero, de aqui se sigue que

E(@DiZt_i . ;Dth_j) = ¢1E(Zt—z) . @/JjE(Zt_j) = 0, para toda Z 7é ]

o= E[<Zt — 1) (Zern — u)]
= E[<Zt + 121+ Poly o+ .. ) (Zt—i-h + 1 Zisn-1 + V2Zisn2+ ... )]

= E(?/th? + wlthrlZ?,l + 1/12¢h+2Z?72 —+ ... )
+ E(productos cruzados de ;Z;_; v ijt_j)

= 05 (n + L1¥nir + Votbrya + )

oo
= U%Z%whﬂ < 00.
i=0

En la funcién de autocovarianza no existe dependencia en el tiempo, pero si de la separa-
cién h que hay entre las variables. |

» MODELO AUTORREGRESIVO

El modelo mas simple del enfoque de Box-Jenkins para el andlisis de datos de series de
tiempo es el modelo autorregresivo. La idea es utilizar los valores pasados de una serie
temporal como variables independientes para estimar el siguiente valor.

Definicién 2.4.4 Proceso autorregresivo
La serie de tiempo {X¢: t € T} se dice que es un proceso autorregresivo de orden p, para
algin p € N, y se denota por AR(p) (Autoregressive) si puede ser escrito como

Xt = olet_l + -+ OépXt_p + Zt, (25)

donde {Z: t € T} es un proceso de ruido blanco con media cero y varianza o?

y {ai}?_, son constantes; [Chatfield, 2003].

constante,

Béasicamente, es una ecuacion de regresion lineal mﬁltipleﬂ, con la caracteristica
especial de que el valor de la variable respuesta X en el periodo t, depende no de los
valores en un cierto conjunto de v.a.’s predictoras, como sucede en el modelo de regresion,
sino de sus propios valores observados en periodos anteriores a ¢t y ponderados de acuerdo
con los coeficientes autorregresivos ay, . . ., .

8El modelo de regresién lineal miltiple para k variables predictoras, estd dado por y = By + i1 +
Boxo + ...+ Brxy, + €, donde y es la variable respuesta, g, 51, ..., O son parametros desconocidos, y €
es un término de error (Véase [Montgomery, 2008], pp. 73-75).




42 2. Series de tiempo

» MODELO DE PROMEDIO MOVIL

Los procesos de promedios méviles fueron introducidos por Yule y Slutzky ([Yule, 1927];
[Slutzky, 1927]). La idea bdsica de estos procesos consiste en representar a un proceso
estocastico {X;: t € T} (cuyos valores pueden ser dependientes unos de otros), como una
suma finita ponderada de choques aleatorios independientes {Z;}.

Definiciéon 2.4.5 Proceso de promedio movil
La serie de tiempo {X;: t € T} se dice que es un proceso de promedio mdévil de orden g,
para algin q € N, y se denota por MA(q) (Moving Average), si puede ser escrito como

Xy = Boly + Bilo—1 + - + Byli—q,

donde {B;}i_, son constantes y {Z: t € T} es un proceso de ruido blanco con media cero
y varianza o* constante. Los Zi's se toman de tal forma que 3y = 1; [Chatfield, 2003].

Se piensa en los valores de {Z;} como “impactos” aleatorios que perturban un sistema,
y en {X;} como la salida del sistema. En el modelo de promedios méviles, el efecto de un
impacto persiste durante un niimero especifico de periodos de tiempo y después desaparece
subitamente; MA(q) tiene una memoria limitada a ¢ periodos.

» MODELO AUTORREGRESIVO DE PROMEDIO MOVIL

Una generalizacién de los modelos AR(p) v MA(q), consiste en combinar ambas clases
de modelos para obtener lo que se conoce como procesos autorregresivos de promedios
mdviles, denotados por ARMA(p,q), los cuales fueron estudiados por Wold y Bartlett
([Wold, 1938]; [Bartlett, 1946]).

Definicién 2.4.6 Proceso autorregresivo de promedio movil
Una serie de tiempo {Xi: t € T} es un proceso ARMA(p,q) si para cada t se cumple

Xt — O[lxt_l — ... OépXt_p = Zt + 51Zt_1 + ...+ ﬁth_q, (26)
{Z:} es un proceso de ruido blanco con media cero y varianza constante [Chatfield, 2003].

La Ecuacién (2.6 puede redefinirse simbdlicamente en una forma més compacta me-
diante el operador de cambio de retraso B:

ap(B)X; = B,(B)Zy,

donde «, es el polinomio autorregresivo de orden p y 3, el polinomio de promedio mévil
de orden ¢, es decir:
a,(B)=1-—ayB—---—,B", (2.7)

B,(B) =1+ BB+ -+ ,B. (2.8)
En las Ecuaciones (2.7) vy (2.8), B se considera como una variable y no como un

operador.
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» MODELO AUTORREGRESIVO E INTEGRADO DE PROMEDIO MOVIL

Tal como se ha formulado, los modelos de Box-Jenkins fueron disenados para series de
tiempo estacionarias, series sin tendencia con variabilidad constante y correlaciones es-
tables a lo largo del tiempo; pero la mayor parte de las series de tiempo con las que se
trabaja son no estacionarias.

Yaglom en 1955 sugiri6 la posibilidad de que un cierto tipo de no estacionariedad mos-
trado por algunas series de tiempo, podia representarse mediante la simple toma sucesiva
de diferencias de la serie original [Yaglom, 1955]. La idea es convertir ese tipo de series en
estacionarias. En muchos casos practicos, la no estacionariedad de la serie es homogénea,
lo cual significa que es inicamente el nivel de la serie el que se ve afectado por la no esta-
cionariedad, debido a que existe alguna tendencia polinomial adaptativa; en estos casos,
es posible eliminar la tendencia mediante la diferenciacién de la serie (Seccién 2.3.1), y
por lo tanto, volver la serie estacionaria.

Los procesos autorregresivos e integrados de promedios moviles denotados por
ARIMA(p,d,q) se pueden ver como una generalizacién de los modelos ARMA(p,q), donde
d denota el nimero de veces que se diferencia la serie de tiempo observada.

La forma general del modelo ARIMA (p,d,q) es:
W=y Wi+ -+ Wy +Zy + -+ - + ByZi—q,

donde
W, = VX, = (1 — B)*X;;

[Chatfield, 2003].

Condiciones necesarias y suficientes para la existencia y unicidad de una
solucién estacionaria e invertible de un proceso ARMA (p,q)

La solucién {X;} de un proceso ARMA(p,q) debe ser estacionaria e invertible, por tal
razén es preciso definir los términos causal e invertible y conocer bajo qué términos se
establece una solucién {X;} con las condiciones deseadas.

Definicién 2.4.7 Causal
Un proceso ARMA (p,q) definido por la ecuacion a,(B)Xy = 5,(B)Zy, se dice que es causal
0 una funcion causal de {X;} si existen constantes {1;} tales que Y 7 [th;] < oo y

Xy =Y ¥iZ, =0, +1, ... (2.9)
§=0

[Brockwell, 1987].
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Definicién 2.4.8 Invertible
Un proceso ARMA(p,q) definido por la ecuacion a,(B)X; = B4(B)Z:, se dice que es
invertible si evisten constantes {m;} tales que 377 |m;| < ooy

Zy=> mXiy, t=0%1 .. (2.10)
j=0

[Brockwell, 1987].

Propiedad 2.4.2 Sea {X;} un proceso estacionario con media cero y funcion de autoco-
varianza y(+), y D72 [¥;] < 0o. Entonces, para cada t € T, la serie

o0 [e.9]
Y, =¢(B)X; = E V;BX; = E Vi Xe—j,
j=—00 j=—00
es estacionaria con funcion de autocovarianza

wh)= > diwrx(h—j+k).

j,k=—o0

Prueba: Véase en la presente tesis, el Apéndice B. ]

Teorema 2.4.1 Sea {X;} un proceso ARMA (p,q) para el cual los polinomios a,(+) y B,(+)
no tienen ceros comunes. Entonces {X:} es causal si y solo si a,(z) # 0 para todo z € C
tal que |z| < 1. Los coeficientes {1;} en son determinados por la relacion

Y(z) = Z@Z)jzj = By(2)/ap(2), 2| < 1. (2.11)

Prueba: Primero asumimos que o,(z) # 0 y |2| < 1. Esto implica que existe ¢ > 0 tal
que 1/a,(z) tiene una expansion en series de potencias,

Vap(z) =Y &2 =¢€(2), |zl <1+e
j=0

Por consiguiente, &;(1 + €/2)7 — 0 cuando j — oo, asi que existe k € (0, 00) para el cual
&) < k(1+¢/2)77, para todo 7 =0,1,2,....

En particular, se tiene que Z;io €] < 00y &(2)a,(2) = 1 para |z| < 1. Por Propiedad
se puede aplicar el operador £(B) en ambos lados de la ecuacién a,(B)X; = [,(B)Z;
para obtener

Xy = S(B)Bq(B>Zt'
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Asi, tenemos la representacion deseada,

X =Y 7,
=0
donde la secuencia {1} es determinada por ([2.11)).

Ahora asumimos que {X;} es causal, es decir, X; = Z;io 1;Z,_; para alguna secuencia
{1;} tal que } 77 [¥)] < co. Entonces,

B4(B)Zs = ap(B)X; = ap(B)Y(B)Z;.

Si hacemos 1(2) = ay(2)1(z) = >°22m;#’, [2] < 1, entonces podemos reescribir esta

ecuacion como
q [e%¢]
E Bth—j = E szt—j;
§=0 =0

y tomando los productos internos de cada lado con Z; j (recordando que {Z;} es ruido
blanco con media cero y varianza o?), se obtiene 1, = B¢, para k =0, ..., ¢, y n = 0,
para k > q. Por lo tanto,

Ba(2) = n(z) = p(2)ih(2),  [2[ < 1.

Puesto que f,(2) y a,(z) no tienen ceros comunes y ya que [1(2)| < oo para |z| < 1, se
concluye que a,(z) no puede ser cero para |z| < 1; [Brockwell, 1987]. |

Observacién 1: Si {X;} es un proceso ARMA(p,q) para el cual los polinomios a(-)
y B4(+) tienen ceros comunes, entonces existen dos posibilidades:

1. Ninguno de los ceros comunes se encuentran sobre el circulo unitario, en cuyo caso
{X;} es la tnica solucién estacionaria de las ecuaciones del proceso ARMA(p,q) con
ceros no comunes, obtenida mediante la cancelacién de los factores comunes de a,(-)

Y Bq(0)-

2. Al menos uno de los ceros comunes se encuentra sobre el circulo unitario, en tal caso
las ecuaciones del proceso ARMA(p,q) pueden tener més de una solucién estacio-
naria.

Observacién 2: La primera parte de la prueba del Teorema [2.4.1| muestra que si {X;}
es una solucién estacionaria de las ecuaciones de ARMA(p,q) con a,(z) # 0 para |z| <1,
entonces se tiene que X; = > 77, ;Z;; donde {1);} estd definida por 1) Inversamen-
te si Xy = D 72 ¥;Zj, entonces a,(B)X; = a,(B)Y(B)Z; = B4(B)Z;. Asi, el proceso
{(B)Z:} es la tnica solucién estacionaria de las ecuaciones del proceso ARMA(p,q) si
a,(z) # 0 para |z| < 1; [Brockwell, 1987].

Observacion 3: Si a,(-) y f,(-) no tienen ceros comunes y si a,(z) = 0 para alguna
z € C con |z] = 1, entonces no existe una solucién estacionaria de a,(B)X; = 8,(B)Z;
[Brockwell, 1987].
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Teorema 2.4.2 Sea {X;} un proceso ARMA (p,q) para el cual los polinomios a,(-) y B,(+)
no tienen ceros comunes. Entonces {X;} es invertible si y solo si [,(z) # 0, para todo
z € C tal que |z| < 1. Los coeficientes {m;} en son determinados por la relacion

72 =Y omE = apl)/B(), <1 (2.12)

Prueba: Primero asumimos que f,(z) # 0 y |z| < 1. Por el mismo argumento como en
el Teorema [2.4.1} 1/3,(z) tiene una expansion en series de potencias

B(2) =Y m# =n(2), |z <1l+e,
j=0

para algin ¢ > 0. Se tiene que ) 77 [n;]| < oo. La Propiedad permite aplicar 7(B)
para ambos lados de la ecuacion o, (B)X; = 3,(B)Z;, para obtener

n(B)ay(B)Xy = n(B)B,(B)Z; = Zy.

Asi, se obtiene la representacion deseada

oo
Ly = E Wth—j,
J=0

donde la secuencia {m;} es determinada por (2.12)).

Inversamente, si {X;} es invertible, entonces Z; = > =0 TjX¢—j para alguna secuencia
{m;} tal que Y27 |m;| < co. Entonces
J q j=0 173 :

op(B)Z: = 7(B)ay(B)X; = (B)B,(B)Z.

Estableciendo §(z) = m(2)8,(2) = >272,&#', |2] < 1, se puede reescribir esta ecuacién

como
p 00
E ajly—j = E §ila—j,
J=0 J=0

y tomando productos internos de cada lado con Z;_j se obtiene &, = ay, parak =0,...,p,
y & = 0 para k > p. Por lo tanto,

ap(z) =&(2) =m(2)By(2), [/ <1

Puesto que a,(2) y fB,(%) no tienen ceros comunes y ya que |7(z)| < oo para |z| < 1, se
concluye que f3,(z) no puede ser cero para |z| < 1; [Brockwell, 1987]. |
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Observacion 4: Si {X;} es una solucion estacionaria de o, (B)X; = B,(B)Z¢, {Z:} es
ruido blanco con media cero y varianza o? constante, y si a,(2)3,(2) # 0 para |z| < 1,

entonces
o
Xy = Z Vil ;
=0

Zt = Z Wth_j,
=0
donde Y77 ;27 = By(2)/ey(2) v 22720 M2 = ap(2)/By(2), |2] < 1; [Brockwell, 1987].

Observacién 5: Si {X;} es un proceso ARMA(p, q), es decir, a,(B)X; = B4(B)Z:,
con ay(z) # 0, para todo z tal que |z| = 1, entonces es posible encontrar pol1n0m1os a(+),

Bq( ) y un proceso de ruido blanco {Z} tal que a,(B)X, ﬂq( )Z: y tal que {X;} es una
funcién causal de {Z;}. Si ademds, 8,(z) # 0 cuando |z| = 1, entonces ﬁq( ) puede ser
elegido de tal manera que {X;} es también una funcién invertible de {Z;}, es decir, tal
que Eq(z) # 0 para |z| < 1; [Brockwell, 1987].

Si B,(B) =1 en un proceso ARMA(p,q) se tiene que
a,(B)X: = Zy,

es un proceso AR(p), el cual es estacionario si el médulo de las raices de a,(B) = 0 estan
fuera del circulo unitario.

El caso mas simple es el modelo autorregresivo de orden uno, es decir, AR(1),
que se representa como
Xy = aXi_1 + 7y,

y que genera a la serie de tiempo conocida como serie de Markov, debido a que el valor de
X; estd completamente determinado a partir de X;_;. Para que dicha serie sea estacionaria
se requiere que el médulo de la raiz de la ecuacion

1—aB =0,
se encuentre fuera del circulo unitario, es decir, |a| < 1; [Chatfield, 2003].

El siguiente esquema autorregresivo a considerar es el autorregresivo de segundo
orden (AR(2)), definido mediante

Xi = a1 X1 + X + Zy,

o bien
(1 — a1 B — ay BHX, = Z4,
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que fue introducido en [Yule, 1927].

El médulo de las raices del polinomio ap(B) =1 — ;B — a9 B? estan fuera del circulo
unitario siempre que
’062‘ <1, 042+061<1y062—CY1<1. (213)

En efecto, al multiplicar la ecuacién caracteristica del proceso, (1 — ayx — asz?) = 0 por
272, vy aplicando el Teorema de Schuvﬂ, se sigue que los determinantes a considerar son

—1 (0%}

Dl - (6] —1

_ 2

—1 0 [6%) (0751

ap —1 0 2 2 2
D2 - (6%} 0 —1 aq B (1+052) |:(1_a2) _al]’

(65} (e%)) 0 —1

ahora bien, la condicién D; > 0 es equivalente a requerir que |ap| < 1, mientras que
Dy > 0 siy sélo si (1 —az)? > a?; por consiguiente, las condiciones para que el proceso
sea estable en términos de los coeficientes autorregresivos a; y as vienen a ser (2.13));
(|[Guerrero, 2003|, pp. 72).

Ahora, si consideramos a,(B) = 1 en un proceso ARMA(p,q), se tiene que
Xi = B4(B)Zs,

el cual es un proceso MA(q) y serd invertible si el médulo de las raices de la ecuacién
caracteristica ,(B) = 0, se encuentran fuera del circulo unitario; dichas condiciones de
invertibilidad de un proceso MA se obtienen de manera similar a las condiciones de esta-
cionariedad para procesos AR.

La importancia del concepto de invertibilidad radica en que todo proceso invertible
estd determinado de manera tnica por su FAC, lo cual no ocurre con procesos que no
son invertibles. Ademads, todo proceso MA(q) es estacionario, esto debido a que la su-
ma » ¢, |5, al considerar a un nimero finito de sumandos, es una constante finita (a
menos que algin f; fuese infinito, pero esto implicaria que X; es infinito); mientras que
el proceso AR(p) siempre es invertible, pues > 377, |m;| = > 7 |au| < oo; [Guerrero, 2003].

El Cuadro resume las condiciones de estacionariedad e invertibilidad para algunos
procesos de la metodologia de Box-Jenkins. Una parte importante de esta metodologia
esta pensada para liberar al investigador de la tarea de especificacion de los modelos dejan-
do que los propios datos temporales de la variable a estudiar indiquen las caracteristicas
de la estructura probabilistica subyacente.

9Véase en la presente tesis, Apéndice C: Teorema de Schur.
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’ Modelo H Estacionariedad H Invertibilidad
AR(1) lal < 1 Niguna
AR(2) a;+ay <1 Ninguna
g —ap <1
|Oz2| <1
MA(1) Ninguna 1Bl <1
MA(2) Ninguna b1+ By <1
Pr— P <1
|Ba| <1
ARMA(p,q) || ol < 1,i=1,...;p | 6| <1,i=1,...,q

Cuadro 2.1: Condiciones de estacionariedad e invertibilidad para modelos de Box-Jenkins.

Construcciéon de modelos ARIMA (p,d,q)

La Figura presenta graficamente la estrategia de construcciéon de modelos para series
de tiempo de acuerdo a la metodologia de Box-Jenkins. Dicha estrategia, consta de cuatro
etapas fundamentales, que se puede ver como un proceso iterativo.

ETAPA ETARPA 2 ETAPA 3
Identificacion Estimacian Verficacion
de ~ de h de
modelo ARIMA parametros supuestos

Y

iEs
adecuado
el modelo?

ETAPA 4

Uso
del

modelo

Figura 2.14: Proceso iterativo de Box-Jenkins para construir modelos ARIMA(p, d, q).
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*#** ETAPA 1: Identificacién de un proceso ARIMA (p,d,q) ***

Esta etapa tiene como objetivo determinar los 6rdenes de los polinomios autorregresivo
y de promedio mévil (p y g respectivamente), asi como el nimero (d) de veces que de-
bera aplicarse el operador diferencia para cancelar la no estacionariedad homogénea, es
decir, consiste en determinar primero una serie estacionaria en funcion de la serie original,
para la cual se pueda tener una representacion ARIMA (p,d,q).

a) Estabilizacién de la varianza

Con el fin de volver estacionaria a la serie, lo primero que se podria hacer seria utilizar
el método para seleccionar una transformacion estabilizadora de varianza, la cual indica
que si existe tendencia en la serie y la varianza incrementa con la media, entonces es
recomendable hacer una transformacion a los datos. Si la desviacion estandar es direc-
tamente proporcional a la media se debe aplicar una transformacion logaritmica, pero
si la varianza cambia a través del tiempo sin que una tendencia esté presente, entonces
una transformacion no ayudard; en su lugar, debe considerarse un modelo que permita
cambios en la varianza; [Chatfield, 2003].

La transformacion logaritmica es un caso especial de la transformacion general de
Box-Cox [Box and Cox, 1964]: dada una serie de tiempo {X;} y un pardmetro de trans-
formacion A, la serie transformada esta dada por:

v X =D A#£
E7 log Xy, A=0.

b) Estabilizacién del nivel

Una vez determinada la transformacién apropiada para estabilizar la varianza de una se-
rie, la cual se denotard por T'(X;), se procede a estabilizar el nivel de la serie mediante la
aplicacion del operador diferencia B un nimero apropiado de veces; B es particularmente
usado para remover la tendencia en el enfoque de Box-Jenkins (Seccién 2.3.1.).

Para datos no estacionales, la primera diferencia es usualmente suficiente para elimi-
nar la tendencia. Se debe evitar la sobre-diferenciacion de la serie, porque esto podria
causar problemas al tratar de identificar un posible proceso generador de la serie obser-
vada. Para evitar dicho problema, se debe calcular la desviacion estandar muestral de
las series: {T'(Xy)}, {VT'(Xy)} vy {V*T(X;)}, y ver quién proporciona el minimo de estos
valores que estaran denotados por S(0), S(1) y S(2) respectivamente. Una vez que se ha
encontrado el valor S(i) para i = 0, 1,2 minimo, se estara sugiriendo que se diferencie
1-veces la serie, para convertirla en estacionaria; sin embargo, muchas veces la diferencia
entre estos valores es menor a 3 %, entonces se tendrd que considerar a todos los procesos
resultantes ([Guerrero, 2003], pp. 113-115).
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Otro criterio para conocer el niimero de diferencias requeridas en una serie es mediante
el empleo del correlograma.

Definicién 2.4.9 Correlograma

Un correlograma es un grdfico en el que los coeficientes de autocorrelacion muestral Ty
se trazan contra el rezago k para k = 0,1,..., M, donde M es un nimero menor que el
tamano de la serie observada, M suele ser mayor o igual a 20. Al correlograma también
se le conoce como funcion de autocorrelacion muestral; [Chatfield, 20035).

Para conocer cuantas veces se debe diferenciar una serie, para convertirla en estaciona-
ria, se debe graficar el correlograma para las series: {T'(X;)}, {VT(X;)} y {V?*T(X;)}; se
sugiere graficar los primeros 40 coeficientes del correlograma. Si el nimero de coeficientes
positivos en el correlograma, es mayor a 20, entonces se esta indicando una ligera tendencia
creciente; por el contrario, si de los 40 coeficientes encontrados, resulta que mas de 20
son negativos, entonces se esta indicando una tendencia decreciente; mientras tanto, el
correlograma que muestre aproximadamente el mismo nimero de coeficientes positivos
como negativos indica que la serie es estacionaria{’| ([Chatfield, 2003]; [Guerrero, 2003]).

c) Orden de p y ¢

Una vez que se tiene una serie estacionaria, interesa el orden del proceso. Asi, para poder
identificar el orden de p y ¢ en un proceso ARIMA (p,d,q) es necesario observar nuevamen-
te el correlograma de la serie estacionaria, puesto que es de gran ayuda para identificar un
modelo adecuado dada una serie de tiempo. Primero se identificara el orden del proceso
MA, es decir, el valor de ¢; posteriormente el orden del proceso AR, es decir, el valor de
p, para sustituir ambos dentro del modelo ARIMA(p,d,q).

e Determinacion del orden de un proceso MA

La determinacién del orden de un proceso MA es usualmente evidente de la funcién de
autocorrelaciéon muestral, es decir, el nimero de autocorrelaciones muestrales significativa-
mente distintas de cero indicara el orden del proceso MA; 7y es significativamente distinta
de cero, si

1 q
T > 2 m<1+22r]2.>, para k > q.
j=1

La idea antes expuesta es con base en que la funcién de autocorrelaciéon de un proceso
MA(q) es facil de reconocer, pues se corta en el periodo (o, también llamado retardo) g;
[Chatfield, 2003]. En efecto, dado un proceso MA(q),

Xe=Ze+ BiZe—1 + ...+ ByZs—q,

10T a5 consideraciones hechas en este parrafo, estan sujetas a la eleccién del investigador.
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donde {Z,;} es un proceso de ruido blanco con media cero y varianza o% constante. Puesto
que {X;} es una combinacién lineal finita de términos de ruido blanco, el proceso es
estacionario con media y varianza

B(X,) = Z@-E(zt,J =0,

q
Var(X,) = o3 Y B
=0

Como los Z;'s son independientes,

2 oo e
07, Sls=1t,

Cov(Zs, Z1) = { 0, sis#t.

Entonces,

Y = Cov(Xipn, Xy)

q q
= Cov <Z Bilitn—j, Z ﬁjzt—j>
i=0 Jj=0

o3 BiBivn, 0<h <q;
0, h > q.

Dividiendo 7, por 7y, obtenemos la funcién de autocorrelacién de un proceso MA(q):
—h
>y Bibitn
pn=19q 14874 . +p52
0, h > q.

1<h<q;

La cual se corta después del retardo g, esta caracteristica es propia de un proceso MA(q);
[Shumway, 2010].

e Determinacion del orden de un proceso AR

Un instrumento que permite efectuar la identificaciéon de procesos AR de manera clara
y simple, lo constituye la funcién de autocorrelacion parcial (FACP), la cual adquiere
determinadas caracteristicas que dependen del orden del proceso y del tipo de parametros
involucrados. Con el fin de introducir el concepto de autocorrelacion parcial es preciso
conocer la funcién de autocorrelacién de un proceso AR(p):

Xt = Oth_l + e + apXt—p —|— Zt7

luego, multiplicando en ambos lados por X;_;, v tomando el valor esperado se obtiene la
funcion de autocovarianza, esto es,

E(Xt,hxt) = E(Oélxt,hxt,1 + ...+ Oépthhthp -+ Xt,hzt>
= O[]_E(Xt_hxt_l) —|— R apE(Xt—hXt—p) —|— E(Xt_hzt)

= AYh-1+ ot Yhyp,
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para h > 0, y por lo tanto,
Y = Q1Vh—1 + ..« + QO Vh—p-

Dividiendo 7y, por 7, obtenemos la funcién de autocorrelacién de un proceso AR(p)

[Chatfield, 2003]:
Ph = Q1 Pph—1+ ...+ pPh_p, h > 0. (2.14)

Si todas las raices para un proceso AR son reales, entonces p, decae exponencialmente
a cero cuando h — oo. Si algunas de las raices son complejas, entonces estaran en pares
conjugados y pj, decaera de una manera sinusoidal con velocidad exponencial a cero cuando
h — oo; en el caso de raices complejas, la serie de tiempo parecerd ser de naturaleza ciclica.
Esto, por supuesto, también es cierto para los modelos ARMA en el que la parte AR tiene
raices complejas; [Shumway, 2010].

Definicién 2.4.10 Funcién de autocorrelacién parcial (FACP)
La funcion de autocorrelacion parcial de un proceso estacionario Xy, la cual se denota por
Onn, para h =1,2, ..., se define por

d11 = Corr(Xeg1, Xt) = p1

Onn = COTT(XHh - gwh, Xi — it% h > 2.

Ambos (Xy1p — )A(Hh) y (X; — )A(t) son no correlacionados con {X;11,...,X¢ip-1}. La
FACP es la correlacion entre X, v X; con la dependencia linealm de {Xiq1, oo, Xorno1}
en cada uno, removido; [Shumway, 2010].

Los pardametros ¢i1, @22, - . ., ¢pp Pueden obtenerse a partir de las ecuaciones de Yule-
Walker correspondientes al proceso AR(p) ([Montgomery, 2008], pp. 249), esto es, para
cualquier valor fijo de k, K = 1,2, ..., las ecuaciones de Yule-Walker para la FAC de un
proceso AR(p) estédn dadas por:

p1 = Qi+ Qaupr + ..+ Orrpr1
P2 = Qi1+ Qo+ ...+ Oprpr—2

P = PrePr—1 + Gapr—2 + ...+ O

11Gi Ja distribucién conjunta de X e Y en el plano XY estd relativamente concentrada alrededor de
una recta, entonces se dice que X e Y son linealmente dependientes.
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y aplicando la regla de Cramer se obtiene

L p1p;
‘ L m pr 1 po
P1 P2 P2 P1 P3
P11 = p1, P2 = 1T—, P33 =1+
I m L p1 ope
p1 1 pr 1 p
p2 pr 1
1 P1 P2 - Pp—2 P1
p1 1 P - Pp-3 P2
p2 L Py s
_ _ 3 .. 1
o = Pp—1 Pp—2 Pp-3 P1 (2.15)
L pr p2 oo Pp2 P
p1 L pr oo o3 Pp2
p2 pr L pps pps
Pp—1 Pp—2 Pp-3 --- P1 1

y mediante la Ecuacion (2.14]), se observa que en ¢, la dltima columna del numerador
es la combinacién lineal de las columnas anteriores, por lo tanto para un modelo AR(p),
la funcién de autocorrelacién parcial en el rezago ¢, ¢; = 0 para ¢ > p. De esta manera,

el numero de autocorrelaciones parciales distintas de cero indica el orden del proceso AR
([Guerrero, 2003|, pp. 118-119).

Para estimar las autocorrelaciones parciales de los datos observados, ¢;;, se sustituye

en la Ecuacién (2.15)) a las autocorrelaciones {p,} por sus correspondientes estimaciones,
{rn}. Obteniendo asi un método recursivo:

e~
Tk+1 — Zj:l PrjTh+1-j

=
L= i OnyT

¢11 =T, ¢k+1,k+1 =

Okt1,j = Phj — Pkt k1P kt1—j Jj=1...k

Una aproximacion sugerida por QuenouﬂleH, indica que si el proceso es AR(p), las
autocorrelaciones parciales muestrales se distribuyen de manera independiente, con media

E(CE”) = ¢zz y con
Var(¢:;) =1/(n —d), para i > p.

12Véase [Quenouille, 1949, citado por [Guerrero, 2003] pp. 119.
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Por lo tanto, ¢;; es distinto de cero (al nivel de significacion de aproximadamente el 5 %)
si el valor de ¢, ; se encuentra fuera del intervalo definido por:

£24/ Var(éﬁ\i,i) =+2/vVn —d, para i > p.

Aunque la FAC y FACP son auxiliares en la eleccion de los érdenes del modelo ARMA,
en su mayoria, el comportamiento de los datos no es de forma regular, lo cual hace dificil
la identificacién de dichos valores, asi otra manera de elegir el orden de p y ¢ es con base
en el error de prondstico, que se abordara en la Seccion 3.1.3.

***k ETAPA 2: Estimacién de parametros de un modelo ARIMA (p,d,q) ***

Una vez que son conocidos los 6rdenes de los polinomios autorregresivo y de promedios
moviles p y ¢, asi como el grado de diferenciacion d, se postula que el modelo

ap(B)VT(Xy) = By(B)Zr,

resulta adecuado para representar a la serie {T'(X;)} v se requiere entonces asignar valo-
res a ai,...,Qp, B1,..., By, lo cual podria hacerse de manera arbitraria, pero ya existen
métodos objetivos y estadisticamente apropiados, tales como los métodos de momentos,
maxima verosimilitud, y minimos cuadrados que se pueden emplear para estimar los
pardmetros en el modelo tentativamente identificado ([Brockwell, 1987], pp. 249-251). En
paquetes de software como MINITAB, JMP, R y SAS, el usuario puede tener la eleccion
del método de estimacién y en consecuencia puede elegir el método mas adecuado segiin
las especificaciones del problema ([Montgomery, 2008], pp. 266).

*** ETAPA 3: Verificacidn ***

Esta etapa de la metodologia de Box-Jenkins tiene su origen en la idea que todo modelo es
erroneo, puesto que los modelos son representaciones simplificadas de la realidad, entonces
habra que elegir aquél que presente menos fallas, o poco importantes; una de las formas
mas claras y simples para detectar violaciones a los supuestos que fundamentan al modelo
es a través del andlisis residual, esto es, aplicando la funciéon de autocorrelaciéon a los
residuos, considerando como residuo aquella parte de las observaciones que no la explica
el modelo ([Chatfield, 2003], pp. 67), la cual es generalmente definida por

residual = observacion — valor ajustado.

De aqui, que los residuales para un proceso ARMA(p,q) pueden ser obtenidos de

p q
7, =X, — (Z aXiit+ Y @-z”> (2.16)
=1 i=1

donde los @;’s y 3;’s son los estimadores de los a;’s y f3;’s respectivamente.
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Si el modelo especificado es adecuado y por lo tanto los érdenes correspondientes a
p y q son identificados, esto debe transformar las observaciones en un proceso de rui-
do blanco. Asi, los residuos de la Ecuacion deben comportarse como ruido blanco
([Montgomery, 2008], pp. 266).

Para verificar que los residuales son ruido blanco, la funcién de autocorrelaciéon mues-
tral residual no debe diferir significativamente de cero para todos los rezagos mayor que
uno, usando el limite aproximado del 95% de confianza, +2/1/n, donde n es el nimero
total de observaciones; sin embargo, si sélo uno (o dos) valores de las primeras 20 au-
tocorrelaciones caen fuera de la banda de confianza, entonces esto no se considera como
evidencia convincente para rechazar el modelo [Chatfield, 2003]. El nimero de autocorre-
laciones a considerar en el analisis residual estd sujeto a las diferentes literaturas.

En caso de que el modelo se rechace, entonces se modifica el modelo en una forma
adecuada mediante el establecimiento de condiciones adicionales para tener en cuenta la
autocorrelacion significativa.

*¥** ETAPA 4: Uso del modelo ***

El uso del modelo consiste en los fines que el investigador haya tenido en mente al cons-
truirlo; dichos fines son por lo general de prondstico, control, simulacién o explicacion del
fenémeno en estudio. Para llevar acabo la aplicacién en el desarrollo de la presente tesis
se tiene como finalidad el prondstico.




Capitulo 3

Prondsticos

Uno de los fines mas frecuentes al construir un modelo para una serie de tiempo dada, es
el prondéstico y como, ademés la construccion misma del modelo estd intimamente ligada
con el prondstico, puesto que para calcular los residuos se obtienen primero los valores
estimados por el modelo, que no son otra cosa mas que los valores pronosticados de la
variable en el tiempo ¢, con base en las observaciones hasta el tiempo ¢ — 1, es decir, los
pronésticos un periodo hacia adelante.

Los prondsticos son una de las herramientas fundamentales para la toma de decisio-
nes dentro de las organizaciones, tanto productivas como sin fines de lucro. Algunas de
las areas en la industria donde se utilizan los prondsticos son: la planeacién y control de
inventarios, produccién, finanzas, ventas, comercializacién, entre muchas otras.

Los prondsticos tienen como objetivo reducir la incertidumbre acerca de lo que puede
acontecer en el futuro, proporcionando informacion cercana a la realidad que permita
tomar decisiones sobre los cursos de accién a tomar tanto en el presente como en el
futuro.

3.1. Introduccion a los prondsticos

Las predicciones de los hechos y condiciones futuras se llama prondsticos y al acto de
hacer tales predicciones se denomina pronosticar; [Bowerman, 2009].

Supongase que se tiene una serie de tiempo con observaciones X1, Xo, ..., X,,. Entonces,
el problema consiste en estimar los valores futuros tales como X, .y, donde el entero h
es llamado horizonte de prondstico. El pronostico de X, 4, hecho al tiempo n para h
pasos es tipicamente denotado por X(n + h) o X, (h); [Chatfield, 2003].

o7
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3.1.1. Meétodos para establecer prondsticos

Hay un gran ntimero de métodos para realizar prondsticos que se pueden usar para pre-
decir eventos futuros, los cuales se dividen para su estudio en dos tipos basicos: métodos
cualitativos y cuantitativos; [Bowerman, 2009].

Los métodos cualitativos usan la opinion de expertos para establecer prondsticos
para predecir en forma subjetiva hechos futuros. Dichos métodos se requieren a menu-
do cuando los datos historicos no estan disponibles o son pocos. Por ejemplo, cuando se
introduce un nuevo producto en el mercado, la empresa debe confiar en la opinién de
expertos para la construccion de un modelo de prediccidn, puesto que en este caso no hay
datos de ventas anteriores.

Los métodos cualitativos también son utilizados para describir el comportamiento de
las variaciones del patron que fue utilizado para el desarrollo del modelo. Existen varias
técnicas cualitativas para realizar un prondstico:

= Ajuste de curva subjetiva. Esta técnica se utiliza cuando una empresa estd in-
teresada en conocer el pronédstico de las ventas de un nuevo producto. Al pronosticar,
la empresa recurre a la opinién de expertos para construir de forma subjetiva una
curva S con base a la experiencia con otros productos y todo el conocimiento rela-
cionado con el nuevo producto, con objeto de predecir cuanto tomara para que inicie
el incremento rapido de las ventas, cuanto tiempo durard este crecimiento rapido y
cudndo empezaran a estabilizarse las ventas del producto.

Uno de los problemas mas grandes al aplicar esta técnica es decidir la forma de la
curva que se usara. Se pueden utilizar muchas otras formas funcionales. Por ejemplo,
una curva exponencial o curvas logaritmicas. La construccién subjetiva de dichas
curvas es dificil y requiere gran experiencia y criterio.

= Método Delphi. Un equipo de expertos plantea predicciones relacionadas con una
cuestién especifica, suponiendo que el conocimiento combinado de los miembros
hara predicciones mas factibles. Delphi para evitar problemas entre los miembros,
es decir, desacuerdo en las ideas, mantiene a los miembros del equipo separados
fisicamente. El prondstico ejercido por cada uno de los miembros es entregado a
un coordinador del equipo que reorganizara los prondsticos. Esto se lleva a cabo
por varias rondas hasta obtener un pronéstico adecuado. El método Delphi permite
diferencias justificadas de opinién y no intenta lograr una unanimidad.

= Comparaciones técnicas independientes del tiempo. Este método se utiliza
para predecir cambios técnicos, los cambios en un area se predicen mediante el
monitoreo de cambios que tienen lugar en un area distinta.

Las técnicas objetivas mejor conocidas como métodos cuantitativos de prondstico
se basan en el manejo de datos numéricos histéricos para obtener un prondstico preciso
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y se sustentan en la suposicion de que el comportamiento o patrén de los datos histori-
cos permanece durante un periodo de extension significativa en el futuro. Los modelos
cuantitativos para establecer pronostico se pueden agrupar en dos clases:

= Modelo univariable para prondstico, los cuales predicen valores futuros de la
variable de interés sélo con base en el patron anterior de esa variable, pero se supone
que el patron anterior seguira siendo el mismo.

= Modelos causales. Estos modelos predicen valores futuros de la variable de interés
con base en la relacion entre dicha variable y otras variables. La variable de interés
recibe el nombre de variable dependiente y las otras variables serian las variables
independientes. Por ejemplo, las ventas de un producto podrian estar relacionadas
con el precio del producto, gastos de publicidad y precios de los competidores de
productos similares.

3.1.2. Seleccion de una técnica de prondstico

La eleccion de un método para prondéstico depende de una variedad de consideraciones
[Chatfield, 2003]:

1. Tipo de serie de tiempo (por ejemplo, series macroeconémicas o de ventas) y sus
propiedades (por ejemplo, tendencia o estacionalidad). Algunas series son muy re-
gulares y por tanto faciles de predecir, pero otras no lo son.

2. Cuantas observaciones pasadas se tienen disponibles.

3. La longitud o periodo del prondstico. La duracion del periodo se clasifica bésica-
mente en cuatro clases ([Bowerman, 2009], pp. 19):
= [nmediato, el cual contempla un plazo de menos de un mes.
= Corto plazo, el cual va desde un mes hasta tres meses.
s Medio plazo, son periodos de mas de tres meses y menos de dos anos.
= Largo plazo, tienen una duracién de dos anos en adelante.
4. Costo del prondstico. La complejidad, y por lo tanto el costo, de desarrollar un
modelo varia de una técnica a otra. Asi mismo, el costo de la operacién real de

la técnica de prondstico es importante. Algunos de los métodos de prondstico son
sencillos de operar, pero otros son muy complejos.

3.1.3. Errores en los prondsticos

Todas las situaciones en las que hay un pronéstico contienen algin grado de incertidumbre.
Recuérdese que la componente irregular de una serie de tiempo representa las fluctuacio-
nes inexplicables o impredecibles en los datos, esto quiere decir que es de esperarse algin
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error en el prondstico. Si el efecto de la componente irregular es notable, entonces se
tendran prondésticos inexactos. Por el contrario, si el efecto de la componente irregular es
bajo, entonces las deméas componentes permitiran predecir un prondstico confiable.

Aunque la componente irregular no es la tnica fuente de error en los prondsticos, la
exactitud con la cual se pueda predecir cada uno de los otros componentes de la serie
de tiempo también influye en la magnitud de error de los prondsticos, este es el motivo
por el cual no se puede realizar con exactitud un prondstico en situaciones précticas.
De aqui que errores de prediccion grandes indicarian que la componente irregular es tan
grande que ninguna técnica de prediccién podria generar prondsticos exactos, o bien,
podria indicar que la técnica de predicciéon no es capaz de predecir con exactitud la
tendencia, la estacionalidad o el componente ciclico; [Bowerman, 2009)]).

Medicién del error de prondstico

Se ha visto la importancia de que concuerde una técnica de prediccion y el patrén de
datos que caracteriza una serie de tiempo. Con frecuencia, un examen de los errores de
pronostico en el tiempo indica si la técnica de prediccion va de acuerdo o no con el patron.

Si los errores de prondstico en el tiempo indican que la metodologia usada para el
pronostico es la adecuada, entonces lo importante ahora es medir la magnitud de los erro-
res de modo que permita determinar si puede realizarse un prondstico exacto.

Primero denotemos el valor real de la variable de interés en el periodo de tiempo ¢
como X; y el valor predicho como X;. Asi, el error del pronédstico e; se define y se denota
como sigue:

Definicién 3.1.1 Error de prondstico.
El error de pronostico para un prondstico particular X; es

er = Xy — Xt?
[Bowerman, 2009).

Para medir la magnitud de los errores existen diversas maneras de realizarlo, las mas
comunes son: la desviacién absoluta media (DAM), el error cuadratico medio
(ECM) y el criterio de informacién de Akaike (AIC). Las cuales se definen de la
siguiente forma:

- DAM — Z?:l |€t‘
n

- ECM — Z?:l(et)Q

n
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» AIC = —2logL(0,0?) + 2r,
donde,
L(0,0?%) es la funcién de verosimilz’tudﬂ para el modelo ajustado, evaluada
en los estimadores de maxima verosimilitud de los parametros desconocidos
0 = (01,0s,...,0;), para algin entero positivo k, y varianza o;
r es el nimero de parametros independientes que se ajustan al modelo que se
esta evaluando.

La diferencia bésica entre estas medidas es que el ECM, a diferencia de DAM, pena-
liza mas a la técnica para pronosticar en los errores grandes que en los errores pequenos.
Por ejemplo, un error de 2 genera un error cuadratico de 4, y un error de 4 genera un
error cuadrético de 16 (cuatro veces méas grande). Dado que la suma de los cuadrados de
los residuales generalmente decrecera cuando el nimero de parametros sea incrementado
a pesar de si la complejidad adicional es realmente valiosa, no es bueno elegir un mo-
delo para dar un mejor ajuste minimizando la suma de los cuadrados de los residuales;
[Bowerman, 2009].

El criterio de informacion Akaike es una medida que de alguna forma penaliza el niime-
ro de pardametros del modelo a evaluar. El AIC es usado como un criterio de seleccién
en el analisis de series de tiempo cuando existen varios modelos, esencialmente escoge
el modelo con el mejor ajuste, moderado por la funcién de verosimilitud, sometido a un
término de penalizacion, para prevenir el sobre-ajuste, que se incrementa con el niimero
de parametros en el modelo. En principio el criterio de seleccién serd escoger modelos con
valores méas bajos de AIC. Para un modelo ARMA(p,q), se tiene que r = p+q+1, 02 es
la varianza de los residuos y 0 = (o, o, . .., ayp, 51, Ba, . . ., By); [Chatfield, 2003].

Estas medidas se pueden usar de dos maneras distintas. Primero, pueden ayudar en el
proceso de elegir un modelo de pronéstico. Una estrategia comin usada para efectuar dicha
seleccion requiere simular datos anteriores. Entonces se usa cada uno de los modelos para
generar “predicciones” de los datos anteriores. Luego se comparan dichas “predicciones”
con los valores reales de los datos historico y finalmente se mide la exactitud. Segundo,
estas medidas se pueden utilizar para monitorear un sistema de prondstico con el objeto
de detectar cuando algo va “mal” con el sistema. Por ejemplo, una situacion en la cual
el patron de informacion que ha persistido durante un largo periodo de tiempo cambia
en forma repentina. En una situacién como esta interesa descubrir el cambio en el patrén
tan rapido como sea posible antes de que el prondstico se vuelva inexacto.

3.2. Tipos de prondsticos

El hecho de que las técnicas para elaborar prondsticos generen con frecuencia predicciones
que contienen un cierto grado de error se relaciona con la forma de los prondsticos que se

Véase [Kalbfleisch, 1985b], Capitulos: 9 y 10.
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requieren. Se estudiaran dos tipos de prondéstico: el prondstico puntual y el prondstico
de intervalo de prediccion.

El pronéstico puntual es donde el prondstico para un periodo de tiempo futuro en
particular consiste de un tnico nimero. Mientras que un intervalo de prediccion frecuen-
temente ayuda a dar una mejor indicacion de la incertidumbre en el futuro. En lugar de
un sélo valor, un intervalo de prediccién consiste de un limite superior e inferior entre
el cual se espera que un valor futuro se encuentre con una probabilidad determinada;

[Chatfield, 2003].

3.3. Pronéstico para procedimientos univariados

Entre las técnicas cuantitativas de los prondsticos que se estudian con frecuencia se en-
cuentran la extrapolacion de curvas de tendencia, suavizamiento exponencial, metodologia
de Box-Jenkins y una mezcla de suavizamiento exponencial con la metodologia de Box-
Jenkins.

3.3.1. Extrapolaciéon de curvas de tendencia

Para un prondstico con un periodo de prediccién largo, de datos no estacionales, con fre-
cuencia se usa una curva de tendencia para ajustar los datos y asi extrapolar o ampliar
la curva de ajuste. Esta aproximacién se usa con mayor frecuencia cuando los datos son
anuales, y por lo tanto, claramente no hay estacionalidad. Hay una variedad de curvas
de ajuste, por ejemplo, la curva polinomial, exponencial, logistica o de Gompertz. Estas
curvas se requieren cuando los datos histéricos anuales son de 7 a 10 anos. Considérese
un periodo de prediccién largo igual o menor a la mitad del total de datos, puesto que un
numero mayor a este haria que el pronéstico fuera mas inexacto; [Chatfield, 2003].

El caso mas simple para pronosticar es cuando los datos se ajustan a una curva de
tendencia lineal.

Ejemplo 3.3.1 Curva de tendencia lineal
Las ventas de una pequena cadena de tiendas de comestibles, desde 1997 son:

| Ao | Ventas(MDD) |

1997

1998 10
1999 9
2000 11
2001 13
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La curva de ajuste para estos datos es:
X =a+bt=61+13t

donde a y b se calculan por minimos cuadrados. Las ventas se expresan en millones de
doélares y el origen o ano cero es 1996, t aumenta una unidad por cada ano. El valor 1.3
indica que las ventas aumentan a razén 1.3 millones (de délares) por ano. El valor 6.1 es
el de ventas estimadas cuando ¢t = 0. Esto es, el monto de las ventas estimadas para 1996
(el ano base) es igual a 6.1 millones.

Si se desea el prondstico estimado de ventas para el ano 2004, debe tomarse en cuenta
que esta indizado con t = 8. Entonces,

~

X =6.14+1.3t=6.1+1.3(8) = 16.5,

por lo tanto, con base en las ventas anteriores, la estimacién de ventas para el 2004 es de
16.5 millones de ddlares; [Lind, 2004].

3.3.2. Suavizamiento exponencial

El pronéstico puntual efectuado en el periodo ¢ para X, coincide con el ajuste efectuado
en el periodo t para X;,, en cada uno de los métodos de suavizamiento exponencial vistos
en la Seccion 2.4.3.; mientras que para cualquier A, h = 1,2, ..., un intervalo de prediccion
del 95 % calculado en el periodo t para X, en cada uno de los métodos de suavizamiento
exponencial [Bowerman, 2009] estan dados por:

= Suavizacion exponencial simple
|:£t - 2[0.025}8\/ 1+ (h - 1)0&2, Et + 2[0'02518\/ 1+ (h - 1)(1/2:|

donde el error estandar s estda determinado por:

o [SSE _ |30 [Xs — ba]?
t—1 t—1 ‘

Notese que si n indica el tamano de la muestra, entonces para t = n y para todo
h > 1 se tiene un pronostico constante.

= Doble suavizacién exponencial
El método de Doble suavizamiento exponencial consiste en realizar dos suavizaciones
exponenciales, a partir de las cuales se obtendra el valor estimado, o prondstico que
buscamos realizar, mediante un célculo realizado con una expresién sencilla. La
primera se aplica a los valores observados en la serie de tiempo y la segunda a
la serie atenuada obtenida mediante la primera atenuaciéon. Entonces la primera

suavizacion es
Xt = OéXt + (]_ — Oé)Xt_l,
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mientras que la segunda suavizacién es
X, =aX,+ (1—a)X] ;.
Luego
s o X, — X,
a=2X,— X, yb=a——t
-«
Asi, el prondstico es
Pt+m = a¢ + btm,
donde m representa el nimero de periodos hacia el futuro del que se pretende hacer

el pronostico.

Método de Hold de la suavizacién exponencial corregida de la tendencia
Para h =1,

[(6y + by) £ zj0.005)5] -
Para h > 2,

h—1
(ﬁt + hbt) + 2[0'025]5 1+ Z 042(1 + Z’)/)2

i=1

donde el error estandar s esta determinado por:

S_ SSE \/Zk Xg = (G1 + bg1)]?
t—2 .

Método aditivo de Hold-Winters

[Xt+h + 2[0.025]5\/5}
Si h =1, entonces ¢; = 1.
Si 2 < h < d, entonces ¢;, = [1+ZZ e (1+i7)2}.

Si h > d, entonces ¢, = 14+ " (1 +47) 4 Usa(1 — a)y]?, donde Uy g = 1si 4 = d,
y cero en otro caso.
El error estandar s estd determinado por:

S_ SSE \/Zklxk—fk 1+ b1 + sny— d)]
t—3

= Método multiplicativo de Hold-Winters

|:§\<t+h + 210.025] Sr(\/a)<3nt+h—d)]
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Si h =1, entonces ¢; = (¢; + bt) .
Si 2 < h < d, entonces ¢, = 31— @2[1 + (h — i)y)2(y + ib)? + (£, + hby)>.
El error estandar relativo s, estd determinado por:

~ 2 2
Zt Xk:Xk—l Z —(li—14bg—_1)snK—g
. k=1 Xp1 . k=1 (fk 1+bK—1)snK—g
.= =

t—3 t—3

3.3.3. Metodologia de Box-Jenkins

Una vez que se ha encontrado un modelo de ajuste satisfactorio, interesa calcular los
pronésticos. Dada una serie de tiempo con N datos, los prondsticos involucran las obser-
vaciones y los residuos o errores del pronéstico hasta el tiempo N; [Chatfield, 2003]. El
prondstico con error cuadrado minimo de Xy, al tiempo N es la esperanza condicional
de Xy.p al tiempo N, es decir,

Xn(h) = EXnanXn, Xn_1,...).

Con lo cual el prondstico puntual de un proceso ARMA, el cual sabemos que es de la
forma ¢(B)X; = 0(B)Z;, donde X; es una serie estacionaria y el proceso {Z;} es ruido
blanco, queda definido de la forma:

Xt<h) = 01 E(Xpyn1) + .+ S E(Xipnp) + E(Ziyn) = O E(Zign-1) — ... — 0. E(Zisn—q),
donde,
Xt+hfj> Sl] > h7
EF(Xur ) = ~
(Xtrn-) { Xi(h—j), sij<h,
y A~
N Xy = Xignoja(1), sij>h;
EZen-) = { 0, sij < h.
Por ejemplo, supongase que el comportamiento de X; lo indica el proceso
(1-0.6B)X; =(1+0.2B)Z4,
entonces

Xt - 0.6Xt_1 + Zt + O.2Zt_1,

de tal forma que los pronésticos )A(t(h) se obtienen como

Xi(1) = 0.6E(Xy) + E(Zy1) +0.2E(Z,)
0.6X, 4 0.2[X; — X;_1(1)].
Xi(2) = 0.6E(Xp41) + E(Ziys) + 0.2F(Zys1)
= 0.6X,(1).
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de forma general, R R
Xi(h) = 0.6X:(h — 1), para h > 2,

es decir, la generacién de prondsticos se vuelve un proceso recursivo. El prondstico X;(1)
involucra al pronéstico X;_1(1), el cual a su vez utiliza a X;_5(1). En efecto,

Xio1(1) = 0.6X,_1 + 0.2[X,_1 — X;_o(1)],
y se continua asi sucesivamente, hasta llegar a
X (1) = 0.6X; + 0.2[X; — Xp(1)],

en donde, ya no existe informacién para calcular )A(o(l), se supone que )A(O(l) = X4, es
decir, que se hace Z; = 0. Asi, para obtener los prondsticos X;(h), con h > 2, hay necesidad
de calcular los valores

X5(1) = 0.8Xy— 0.2X(1).

Xi(1) = 0.8X, —0.2X,_1(1).

Notese que el uso del método recursivo anterior para generar pronésticos es poco practi-
co para aplicarlo manualmente, pero no para emplearlo con un software; [Guerrero, 2003].

Los limites del 100(1 — «) % de probabilidad para Xy, estdn dados por:

Xy (h) £ Zaj2\/ Varlen(h)], para h > 1,

donde, ey (h) = Xyin — Xy (h) denota el error de prondstico al tiempo N con h periodos
de prediccion, y z,/2 es el punto porcentual de una distribucién normal estandar, de modo
que P(Z > zas2) = a/2. Con lo cual, el valor observado de Xy serd cubierto por el
intervalo con una probabilidad de 100(1 — «) % (|Chatfield, 2003], pp. 85-86).

3.3.4. Sistematizacion de Box - Jenkins de la suavizacion
exponencial

Se muestra cémo sistematizar el método de la suavizacion exponencial simple y un proceso
MA(q) de la metodologia de Box-Jenkins.

Recuérdese que el método de suavizacion exponencial simple se usa para pronosticar
una serie temporal cuando no hay tendencia o patrén estacional, pero la media de la serie
de tiempo {X;} cambia lentamente en el tiempo, y que la estimacién de la media en el
periodo t estd dada por la ecuaciéon de suavizacion:

Xt = OéXt + (]_ — Oé)Xt_l,
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donde « es una constante de suavizacion entre 0 y 1. Esta ecuacién es algunas veces
reescrita en términos del error de la forma:

)/Et = ey + )?t—ly
donde ¢; = X; — )/Et,l, el error del pronostico al tiempo t.

Haciendo uso de la constante de suavizamiento a dentro de los modelos MA de Box-
Jenkins, se tiene que el suavizamiento exponencial es éptimo, es decir, si el modelo de la
serie de tiempo esta dado por

Xy =Z+a) 7
j<t

donde {Z;} denota los procesos puramente aleatorios; [Chatfield, 2003].

Para el caso de un MA(1), el modelo de Box-Jenkins es de la forma:
Xy =2 — hZ,

donde el parametro de media mévil 8, y la constante de suavizamiento quedan relacionados
mediante:
0, =1-—q;

[Bowerman, 2009].

Por lo tanto, el prondstico para el modelo MA(1) puede ser calculado de la misma forma
en que se calcula el prondstico para el suavizamiento exponencial, dado que nuestro modelo
MA(1) queda escrito de forma similar al del suavizamiento exponencial simple aunque en
términos del proceso de ruido blanco, es decir:

Xt = Zt + (1 - Oé)Zt_l.
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Capitulo 4
Aplicaciéon

La utilidad de realizar un analisis en registros hidlronlétricosﬂ7 se fundamenta en la posibi-
lidad del uso de la informacion en la planeacion para la generacién de energia eléctrica, en
la prevencion de desastres por inundacién, o en la disponibilidad de agua en los sistemas
de abasto.

Con el fin de cumplir en su totalidad el objetivo general de la presente tesis, se analizan
los datos histéricos de aford?] minimos anuales instantédneos de la estacién hidrométrica
“Paso Ancho”, perteneciente a la cuenca del rio Verde en el Estado de Oaxaca, buscando
con ello, establecer su posible comportamiento futuro.

Los graficos presentados en este capitulo se realizaron con la ayuda del software es-
tadistico R project, mediante los paquetes para series de tiempo [Cowpertwait, 2009].

4.1. Datos

Los datos utilizados en el analisis con la teoria de series de tiempo, son obtenidos de una
base de datos emitida por el Boletin Hidrométrico de la Comision Federal de Electricidad
(CFE, 2005). Dicha base de datos contiene registros del gasto de agua (entiéndase por
gasto como el volumen de escurrimiento por unidad de tiempo en una seccién dada de un
canal, rfo o conducto, medido en m3/s) recolectados por las estaciones hidrométricas en

el Estado de Oaxaca, México (Figura [4.1).
La estacién hidrométrica seleccionada fue la de “Paso Ancho”, con clave 20036 (Figura
, por ser una de las mas completas en el registro del gasto de agua que fluye por el

rio Atoyac.

Paso Ancho se localiza en la corriente del rio Verde o Atoyac, los cuales pertenecen a

'Registros del caudal de agua que pasa por una seccién transversal de un rio.
2Datos que miden el gasto o cantidad de agua que lleva una corriente en una unidad de tiempo.
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la cuenca del rio Verde, en la Regién Hidrolégica No. 20: Costa Chica - Rio Verde (Figura
12).

Fuente: Presentacion de CFE

Figura 4.2: Cuenca del rio Verde, Oaxaca.
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Esta cuenca colinda al norte con el Sistema Hidrolégico Papaloapan de la Region Gol-
fo, al sur con el océano Pacifico, al este con la cuenca del rio Tehuantepec, al sureste
con las cuencas de los rios Colotepec y Copalita, al suroeste con la cuenca del rio Arena,
al oeste con la cuenca del rio Ometepec del Sistema Hidrolégico Costa de Guerrero y al
noroeste con la cuenca alta del rio Atoyac del Sistema Hidrologico Balsas. El area de la
cuenca es de 18 277 km?2, lo que equivale a 19.8 % de la superficie estatal.

Paso Ancho se encuentra ubicada préxima a la localidad San Vicente Coatlan, perte-
neciente al municipio de Ejutla, 16° 22" N, 96° 53’ 27" O, y a una altitud de 1 247 m. El
principal escurrimiento colector es el rio Verde o Atoyac.

Se ha seleccionado esta estacién por ser la mas cercana a la zona de los valles cen-
trales, especificamente a la Ciudad de Oaxaca, la cual es un sitio que sufre de problemas
de inundacién en cada temporada de lluvias. La aplicacién del resultado obtenido puede
ayudar en la planeacion para la generacion de energia eléctrica o en la disponibilidad de
agua en los sistemas de abasto para uso y consumo humano en la Ciudad.

La wvariable de estudio a considerar para la estacion hidrométrica “Paso Ancho” es
Gastos Minimos Anuales Instantineos en Metros Chibicos por Sequndo. De aqui en ade-
lante, dicha variable serd denotada por GMAI, para la cual deseamos obtener el modelo
que mejor explique el comportamiento de los valores observados, y posteriormente, pro-
nosticar el comportamiento futuro del gasto de agua en la zona de estudio.

De acuerdo a los Capitulos 2 y 3, los pasos para llevar a cabo el anélisis de las series
de tiempo son los siguientes:

1. Ajuste del modelo.
2. Validacién del modelo ajustado.

3. Prondstico.




72 4. Aplicacion

4.1.1. Gastos Minimos Anuales Instantaneos en Metros Cubicos
por Segundo (GMAI)

La base de datos del gasto minimo anual instantaneo (véase Apéndice A) consta de valores
observados desde el ano de 1957 hasta el ano 2005. El ajuste del modelo se realizara a
partir de el ano 1957 hasta el 2002, para asi poder simular el prondstico de los periodos:
2003, 2004 y 2005; finalmente, se va a verificar el prondstico obtenido con los datos reales
observados.

Como primer paso se grafica la serie simple de la variable en estudio (Figural.3)), para
asi poder apreciar las caracteristicas mas relevantes de la variable en consideracién, tales
como tendencia, variacién, estacionalidad y ciclos en los datos. Se descarta la estaciona-
lidad debido a que en esta variable se tratan datos anuales.

~
™

15

Gastolms)
1.0

0.0
|

I I I I I
1960 1970 1960 1990 2000

Afio

Figura 4.3: Serie simple de GMAI Paso ancho, clave 20036.

Se advierte de la Figura que, hasta 1969, el gasto de agua presenta una declinacién
notoria a simple vista. Asi, una medida que indique el nivel de la serie podria usarse para
describir a la parte de la serie del periodo entre 1957 y 1969. Esto no ocurre asi durante
el periodo 1970-2002, ya que a partir de 1970 el gasto de agua comienza a crecer y llega
a alcanzar un valor maximo de 2.1 m?3/s durante el afio de 1972, valor que se repite en
el ano de 1975 después de sufrir una caida en 1973, posteriormente, el gasto de agua
decrece y presenta un nivel relativamente constante, alrededor de 0.5 m3/s, desde 1978
hasta 1994, aunque las variaciones al rededor de dicho nivel son, para todo fin practico
muy irregulares. Para el ano 1995 el gasto de agua muestra un nuevo nivel, cercano a 1
m3 /s, hasta el afio 2002, con variacién similar a la anterior.
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A simple vista se a mostrado que la serie observada presenta una tendencia decre-
ciente, lo cual se prueba rigurosamente mediante la funcién de autocorrelacion de la serie
{GMAL} (Figurald.4). Se observa en el correlograma que, las primeras autocorrelaciones
caen lentamente a cero en forma de onda, lo cual significa que la serie no es estacionaria,
al menos en lo que se refiere al nivel.

o
—

0.6

ACF

Ml

-0.2

Rezago

Figura 4.4: Funcién de autocorrelacién muestral de {GM AI;}
Paso ancho, clave 20036.

Con el fin de cancelar cualquier tendencia en los datos del gasto de agua se prosigue a
aplicar el operador V a la serie {GM AI}. La gréfica de la serie {VGM A}, asi como su
correspondiente funcién de autocorrelacion muestral, aparecen en la Figura [4.5| Aunque
si parece existir media constante para {VGM A}, su varianza presenta un patrén de cre-
cimiento, el cual se podria intentar cancelar por medio de una transformaciéon logaritmica
(Figura a)). Asimismo, en la Figura [4.5| b) se observa que las autocorrelaciones tien-
den a desaparecer rapidamente, sin presentar un patrén especifico, lo que se toma como
indicador de estacionariedad en la serie, en lo que se refiere al nivel.

La posible transformacion ya antes mencionada para estabilizar aproximadamente la
varianza de {GM Al;} es

asi, la nueva serie a analizar es {T(GMAI)}, con la cual se espera que el supuesto
de estacionariedad se vea satisfecho mas adecuadamente (se omite la grafica de la serie
{T(GMAIL)} dado que carece de interpretacién practica).
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Figura 4.5: a) Grafica de la serie {VGM AL} y
b) Funcién de autocorrelacién muestral.

Una vez determinada la transformacién, se procede nuevamente a estabilizar el ni-
vel de la serie, por tal razén se grafican los correlogramas para las series {T'(GMAIL)},
{VI(GMAL)} y {V?*T(GMAL)} (Figura[4.6)). Se observa del correlograma a) que las
primeras autocorrelaciones caen lentamente a cero en forma de onda, lo cual estéd indicando
que persiste la tendencia en los datos. Observando los correlogramas b) y c), se puede ver
que las primeras autocorrelaciones tienen un decaimiento muy rapido a cero, indicativo
de que la serie puede ser estacionaria en la primera o en la segunda diferencia, en cuanto a
nivel se refiere; sin embargo, si nuevamente se observa el correlograma c), se puede apre-
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Figura 4.6: FAC muestral de: a) {T(GMAL)}, b) {VT(GMAL)} y ¢) {V*T(GM AL)}.
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ciar que tres de las 40 autocorrelaciones no son significativamente cero, ademas, de las 40
autocorrelaciones se tiene que 18 son positivas; mientras que el correlograma b) muestra
que unicamente dos autocorrelaciones se encuentran fuera de la banda de confianza y que
el nimero de autocorrelaciones positivas son 21 de 40 autocorrelaciones. Por lo tanto, bas-
ta con diferenciar una sola vez la serie {T(GM Al;)} para obtener una serie estacionaria,
con ello evitando la sobrediferenciacion de la serie.

En la Figura |4.7], se ilustra la serie resultante después de aplicar la primera diferencia
a la serie {T(GMAIL)}.
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Figura 4.7: Grafica de la serie {VIT'(GM Al;)} con media constante y
varianza aproximadamente estable.

Ajuste del modelo

Un vez que se obtuvo la serie estacionaria, se procede a la identificaciéon de modelos para
la serie {T'(GMAI)}, mediante la funcién de autocorrelacion muestral y la funcién de
autocorrelacién parcial muestral de {VT(GM Al;)}, las cuales se presentan en el Cuadro
4.1} posteriormente, se elige el modelo que tenga el minimo valor del estadistico AIC.

Al inspeccionar la FAC muestral en el Cuadro [4.1], se aprecia que la primera autoco-
rrelacién es sensiblemente grande en comparacién con las otras autocorrelaciones, entonces
es razonable postular un valor de ¢ = 1 para un modelo ARIMA; mientras que en la FACP
muestral se observa que no hay un corte notorio en las autocorrelaciones parciales para
un cierto retraso p, sino que la caida de la FACP es un poco suave, asi pues, es razonable
proponer al 1 y 2 como posibles valores para representar al parametro p; para ver de
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manera grafica el porqué de esta sugerencia, se grafican los valores del Cuadro en la

Figura [4.§

FAC muestral
k 1 2 3 4 5} 6 7 8 9 10
rr | -0.450 | -0.060 | 0.051 | -0.075 | 0.198 | -0.171 | 0.024 | 0.055 | -0.229 | 0.321
k 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
rr | -0.042 | -0.157 | -0.048 | 0.064 | 0.223 | -0.199 | -0.064 | 0.094 | -0.094 | 0.125
k 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
rr | -0.128 | 0.116 | -0.093 | 0.067 | 0.045 | 0.011 | -0.112 | 0.045 | 0.005 | 0.027
k 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
rr | -0.039 | -0.004 | 0.037 | -0.043 | 0.015 | 0.015 | -0.038 | 0.016 | -0.011 | 0.007

FACP muestral
7 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
Q/b\ii -0.450 | -0.330 | -0.187 | -0.222 | 0.082 | -0.049 | -0.032 | 0.014 | -0.282 | 0.059
7 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
$u‘ 0.181 | 0.000 | -0.213 | -0.105 | 0.152 | 0.053 | -0.050 | -0.056 | -0.116 | -0.048
7 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
@i -0.197 | 0.049 | 0.057 | 0.173 | -0.094 | 0.065 | 0.068 | 0.103 | -0.045 | -0.097
7 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
qgii 0.031 | 0.007 | 0.019 | -0.060 | 0.022 | 0.006 | -0.107 | -0.086 | -0.009 | 0.000

Cuadro 4.1: FAC y FACP muestrales para {VT(GM AI;)}.

Por consiguiente, de la etapa de identificacion de modelos para la serie {T(GM AlL)},
surgen como posibles los siguientes modelos (Cuadro :

Modelo Varianza Log- Criterio
estimada Verosimilitud AIC
ARIMA(2,1,1) 0.829 -60.01 128.02
ARIMA(1,1,1) 0.8286 -60.01 126.02

Cuadro 4.2: Modelos propuestos para el ajuste de {T(GMAIL)}.

Como se mostré en la Seccién 3.1.3, uno de los criterios para elegir el modelo de ajuste
es el criterio AIC, el cual consiste en elegir aquel modelo que tenga el minimo valor de
AIC. Asi, de acuerdo al Cuadro[£.2] el modelo de ajuste sugerido para los datos de gastos
minimos anuales instantaneos en metros cubicos por segundo, de la estacién hidrométrica

Paso ancho con clave 20036 es un modelo ARIMA(1,1,1).
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Figura 4.8: a) FAC y b) FACP muestrales para {VT'(GM Al)}.

Resta verificar las condiciones de estacionariedad e invertibilidad proporcionadas en
el Cuadro (Seccién 2.4.4.). Los valores estimados de las constantes de peso para el
modelo ARIMA(1,1,1) son: o; = 0.0413 y 5; = -0.7553, donde

10.0413 | < 1,
-0.7553 | < 1,

de aqui que, ambas condiciones se satisfacen. Por lo tanto, el modelo ARIMA(1,1,1) queda
expresado de la siguiente forma:

Xy = 0.0413X4_1 + Z¢ — 0.7553 Zy_1,

donde Z; es ruido blanco con media cero y varianza 0.8286.

Validacién del modelo

Con el fin de detectar violaciones a los supuestos del modelo ARIMA(1,1,1), se lleva a
cabo la validacion del modelo mediante el andlisis residual, esto es, aplicando la funcién
de autocorrelacion a los residuos.

Nétese de la Figura[d.9)a) que, los residuos presentan media significativamente cero, y
la varianza no parece seguir algin patron de crecimiento o de decrecimiento, de hecho, la
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grafica de los residuos presenta varianza no mondtona, indicativo de que la transformacion
aplicada para estabilizar la varianza de la serie {GM A} sea fructifero. Por otro lado, la
Figura b) indica que las autocorrelaciones son las correspondientes a un proceso de
ruido blanco, esto debido a que cada una de las autocorrelaciones se encuentran dentro
de la banda de confianza, es decir, no difieren significativamente de cero.
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Figura 4.9: a) Gréfica de los residuos con varianza no monétona y
b) Funcién de autocorrelacién muestral de los residuos.

Por consiguiente, de la etapa de validacién del modelo ARIMA(1,1,1) se concluye que,
no se encuentra evidencia convincente para rechazar dicho modelo. En la Figura [4.10| se
ilustra el modelo ajustado a la serie {GM AI}.
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Prondstico
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Figura 4.10: S.O: serie observada {GM AL} y
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S. A: serie ajustada mediante ARIMA(1,1,1).

Después de la validacién del modelo, se lleva a cabo el prondstico para el periodo del ano

2003 hasta el ano 2005.

|

ARIMA (1,1,1)

ARIMA(3,2,1) |

Periodo | Valor | Pronéstico  Error  Horizonte Horizonte | Prondstico  Error
real puntual absoluto  negativo positivo puntual absoluto
2003 0.40 0.9627 0.5627 0.1616 5.7320 1.35 0.95
2004 0.95 0.9479 0.0021 0.1482 6.0626 1.21 0.26
2005 0.60 0.9473 0.3473 0.1401 6.4052 1.20 0.60

Cuadro 4.3: Tabla comparativa de modelos ARIMA.

En el Cuadro se muestra el valor real observado, el prondstico puntual, el error
absoluto, horizonte negativo y horizonte positivo para cada periodo predicho mediante el
modelo ARIMA(1,1,1). Obsérvese, que también aparece el prondstico puntual obtenido
mediante el modelo ARIMA(3,2,1), dicho modelo, fue encontrado sin antes haber aplicado
una transformacién estabilizadora de varianza a los datos de {GM AL}. La finalidad de
proporcionar ambos prondsticos puntuales consiste en observar la importancia de estabi-
lizar la varianza, antes de identificar un modelo ARIMA, ya que de no ser asi, se podria
encontrar un modelo sobre-parametrizado, como es el caso del modelo ARIMA(3,2,1), que
tiene el doble de pardmetros en comparacién con el modelo ARIMA(1,1,1), lo cual implica
una perdida de datos innecesaria y ademds, un pronodstico puntual més distante del valor




4.1. Datos 81

real observado. Ambos modelos son correctos, pero sin duda, el error absoluto del modelo
ARIMA(1,1,1) es més aceptable que el error absoluto del modelo ARIMA(3,2,1) en cada

periodo, por lo que se concluye que la bondad del modelo ARIMA(1,1,1) es mejor a la del
modelo ARIMA(3,2,1).

Sin embargo, nétese del Cuadro que aunque el prondstico puntual de ARIMA(1,1,1)
no coincide con el valor real observado en cada periodo, dichos valores si se encuentran
dentro del horizonte negativo y positivo, con un nivel de confianza del 95 %. Gréficamente,
esto se ilustra en la Figura |4.11
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Figura 4.11: Prondstico de la serie {GM AI} Paso ancho, clave 20036,
mediante el modelo ARIMA(1,1,1).
R.O: valor real observado, P.P: prondstico puntual,
H.P: horizonte positivo y H.N: horizonte negativo.
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Capitulo 5

Conclusiones

La estimacion de las aportaciones que se espera ocurran en periodos futuros son de gran
interés en fenémenos hidrolégicos, por ejemplo, para una mejor planeacién que permita la
produccién de energia eléctrica o la prevencién de desastres por inundacion. Es por ello,
que en el objetivo de la presente tesis se propuso utilizar una base de datos hidrométricos,
que permitiera aplicar conocimientos de estadistica y probabilidad que puedan utilizarse
para tratar de determinar el comportamiento de estos fenémenos.

Con el fin de satisfacer tal objetivo en la presente tesis, se empled la base de datos
“gastos de agua minimos anuales instantdneos en metros cibicos por sequndo” (GMAI),
de la estacién hidrométrica Paso Ancho con clave 20036, dentro de la cuenca del rio Verde
del Estado de Oaxaca, para determinar el comportamiento de los registros histéricos de
dichos datos de aforo, con la finalidad de pronosticar comportamientos futuros.

Se descarté el uso de el andlisis de medias y medianas maoviles en los datos de GM Al
debido a que éstas tnicamente son formas ttiles de ajustar las aportaciones de manera
laboriosa mediante comparaciones del comportamiento de los datos, sin permitir estimar
comportamientos futuros. Por otro lado, aunque la extrapolacion de curvas de tendencia
es un método 1til para ajuste y prondstico, también se descartd, debido a que no fun-
cionaria en el sentido de que las variaciones en los datos alrededor de la media son, para
todo fin préctico muy irregulares (véase, Figura , lo cual no facilita el ajuste mediante
una curva de tendencia.

Maés aun, los métodos cualitativos no fueron considerados como posibles formas de
analizar los datos de GM AI, ya que dichos métodos se usan cuando los datos histéricos
no se encuentran disponibles o son relativamente pocos; pero, este no es el caso para las
aportaciones de GM AI Paso Ancho, ya que se tiene conocimiento del comportamiento de
los datos historicos y ademads, se cuenta con una cantidad considerable de estos.
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Otro de los métodos de ajuste y prondstico es el suavizamiento exponencial; sin em-
bargo, los modelos empleados en el suavizamiento exponencial imponen limitantes en lo
que respecta a la representacién de fendémenos reales, debido a que no consideran un com-
ponente aleatorio que les permita mayor flexibilidad. Por tal razén, para llevar a cabo la
aplicacién de la teoria de series de tiempo a los datos de GMAI se emple6 un modelo de

la clase de modelos de suavizamiento de la metodologia de Box-Jenkins, conocido como
ARIMA(p,d,q).

El modelo resultante para ajustar los datos de los gastos de agua minimos anuales
instantdneos en metros cubicos por segundo, de la estacion hidrométrica Paso Ancho,
después de la etapa de validacion fue ARIMA(1,1,1), el cual queda expresado por la
siguiente ecuacion:

Xy =0.0413X;_1 +Z; — 0.7553 Z;_1,

donde Z; es ruido blanco con media cero y varianza 0.8286. Dicho modelo reproduce el
comportamiento de las aportaciones deducidas por el gasto de agua en la estacion Paso
Ancho, por lo que se realizaron predicciones estadisticamente vélidas para los periodos
2003, 2004 y 2005, y se observé que estas siguen un comportamiento similar a las apor-
taciones reales observadas, pese al comportamiento irregular de la serie.

La prediccién que produjo el modelo ARIMA(1,1,1) tiene la propiedad de ser épti-
ma, en el sentido que ningin otro modelo da una prediccién con menor error cuadratico

medio. Ademas, la metodologia de Box-Jenkins es innovadora para los datos de GM AT
Paso Ancho.

Se concluye que, de acuerdo con los resultados matematicos obtenidos en la presente
tesis, se puede contribuir en el analisis de registros hidrométricos mediante el enfoque de
Box-Jenkins, siendo asi; la teoria de series de tiempo una alternativa mas para la descrip-
cion, explicaciéon, prediccion y control de aportaciones hidrométricas.

Sin embargo, los resultados obtenidos en la presente tesis pueden diferir con el punto
de vista dado en la ingenieria; se busca un ajuste perfecto sin que el modelo necesaria-
mente alcance la convergencia matematica que lo justifique. Lo anterior no es méas que el
resultado de lo divididas que estan las ciencias, que no permiten concebir a los procesos
naturales como parte de todo un sistema general. Esta discrepancia de visiones ofrece la
oportunidad del desarrollo de nuevas investigaciones, de hecho, si se desea concebir una
idea hidrolégica en los datos de GM AI, el anélisis de series de tiempo aqui expuesto, debe
ser complementado con un analisis subjetivo, sobre todo para explicar en un modelo de
ajuste el comportamiento de los gastos pico.

Otro de los métodos de prediccién estudiados recientemente, al igual que la metodo-
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logia de Box-Jenkins, son las redes neuronales artiﬁcialesﬂ. Por lo tanto, un posible tra-
bajo futuro de analisis consistiria en trabajar las aportaciones del gasto de agua mediante
redes neuronales artificiales y comparar las nuevas estimaciones con las ya obtenidas en
la presente tesis.

1Una red neuronal artificial es una estructura que est4 disefiada para resolver ciertos tipos de proble-
mas al tratar de emular la manera en que el cerebro humano podria resolver el problema. En el entorno
de prediccion, las redes neuronales son algunas veces usadas para resolver problemas de prediccién en
lugar de utilizar un enfoque de construccién de un modelo formal o el desarrollo del conocimiento sub-
yvacente del sistema que es necesario, para desarrollar un procedimiento de predicciéon analitica. Véase
[Montgomery, 2008], Seccién 7.7.
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Apéndice A

Datos

En este apartado, se muestra la base de datos del gasto de agua minimo anual instantaneo
en metros cibicos por segundo que se usé para llevar a cabo la aplicaciéon de la teoria de
series de tiempo, la cual fue extraida del Boletin Hidrométrico de la Comision Federal de
Electricidad (CFE, 2005).

La base de datos cuenta con 49 registros hidrométricos que van del periodo 1957 a
2005, también se indica la fecha en la que fueron tomados cada uno de los registros.

Ano Fecha Gasto || Ano Fecha Gasto
(m?/s) (m?/s)
1957 ABR./vs 2.10 1974 ABR./vs 1.30
1958 ABR./vs 0.90 1975 MAY./vs 2.10
1959 ABR./vs 1.60 1976  JUN./08 1.80
1960 MAY./23  1.52 1977 MAR./27  0.75
1961 MAY./22  1.52 1978 ABR./vs 0.30
1962 MAY./vs 1.09 1979 MAY./vs 0.94
1963 ABR./vs 0.61 1980 ABR./03 0.63
1964 MAY./07  1.03 1981 MAY./vs 0.38
1965 ABR./28 0.77 1982 DIC./26 1.48
1966 MAY./19 1.10 1983 MAY./02  0.09
1967 MAY./vs  0.60 1984 MAY./03  0.10
1968 MAR./vs  0.53 1985 MAR./29  1.30
1969 MAY./10  0.06 1986 MAR./vs  0.60
1970 MAY./vs  0.80 1987 ABR./05 0.40
1971 MAY./vs 1.20 1988 ABR./vs 0.19
1972  ABR./vs 2.10 1989 ABR./28 0.34
1973 MAY./vs  0.90 1990 MAR./15  0.90
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Ano  Fecha Gasto || Ano  Fecha Gasto

(m®/s) (m?*/s)
1991 MAR./31  0.05 1999 vs./Vs 1.00
1992 MAY./vs 0.50 2000 ABR./VS 1.80
1993 JUN./07 0.15 2001 MAR./27  0.70
1994 ABR./VS 0.31 2002 SEP./03 1.40
1995 V8. /s 1.00 2003 vs./ Vs 0.40
1996 ABR./vs 0.95 2004 ABR./vs 0.95
1997 MAY./vs 1.20 2005 ABR./VS 0.60
1998 MAY./26  0.70




Apéndice B
Propiedades

Propiedad 2.4.1 Si {X;} es un proceso estacionario con media cero y funcién de
autocovarianza y(-) y si D72 [¥;] < 0o, entonces para cada t € T, la serie

Y, = ¢(B)X; = Z U B'X, = Z V;X¢—j,
j=—0 j=—00
es estacionaria con funcién de autocovarianza
)= Y wwrx(h—j+Ek).
Jk=—00
Prueba: Como se tiene que {X;} es estacionario,

E(Y,) = Z ;i E(X—j) =0,

j=—o00

Yw(h) = E

(i %Xt+h-j) <§: wkxt_k>

j=—00 k=—o00

= Z 0 E(Xepn—j Xi—k)

Jyk=—00
= > ditix(h—j+k).
j,k=—00

Asi, E(Y:) y 7y (h) ambos son finitos e independientes de ¢; [Brockwell, 1987].
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Apéndice C
Teorema de Schur

Los médulos de las raices de la ecuacién
-1 )
¢ —a1g" " —agg’ " — ... —ap_19g—a, =0

seran todos menores que la unidad, si y sélo si los p determinantes que se muestran a
continuacién son positivos:

-1 ap
D, = ,
ap —1
-1 0 ap Qp_1
a; —1 0 ap
D2 - 5
ap 0 =1
Ap—1 Gy 0 -1
—1 O --- 0 ap ap—l NN a
a; —1 0 0 ap Qo
p—1 QAp—2 —1 0 0 ap
D, =
a, 0 --- 0 -1 ap o ap
ap 1 a, - 0 0 —1 - ap
ay az -y 0 o --- -1

([Guerrero, 2003|, pp. 58).
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