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Introduccion

La tesis trata sobre los filtros en topologia y algunas aplicaciones. Los filtros aparecen por
primera vez en 1908 en un trabajo de Riez [19]. Es Cartan [3] quien en 1937 presenta la con-
vergencia en Topologia en términos de filtros, que en 1940 Bourbaki [7] desarrolla. Asi, dado un

conjunto X no vacio, un filtro sobre X es una familia F de subconjuntos no vacios de X tal que
1. Si Fy, Fy € F, entonces | N Fy € F.
2. SiG C Xy F CG paraalgin F € F, entonces G € F.

A pesar de que la nocién de filtro es propia de la Teoria de Conjuntos, en la tesis exponemos
importantes usos de los filtros en la rama de las matematicas conocida como Topologia. De
manera resumida, la tesis tiene como objetivo: Primero, presentar un panorama amplio de las
nociones basicas de la Teoria de filtros. Segundo, exponer de forma breve y completa la teoria de
redes, para poder hacer la comparaciéon con la Teoria de filtros. Tercero y ultimo, finalizar con
un apartado para la exposicién de algunas aplicaciones especificas de los filtros en Topologia.

El trabajo de tesis esta distribuido de la siguiente manera.

En el Capitulo 1, enunciamos los preliminares necesarios para desarrollar la tesis, hacemos un
breve recordatorio de algunas nociones de Teoria de Conjuntos. También enunciamos resultados
de Topologia General a utilizar.

En el Capitulo 2, introducimos formalmente la definicién de filtro. Tratamos las propiedades,
resultados y equivalencias més conocidas dentro de la Teoria de filtros. Mencionamos ejemplos
y las propiedades de los filtros. Damos también nociones como son base de filtros y ultrafiltros.
También, definimos los conceptos de convergencia de filtros. Estudiamos las principales equiva-
lencias de estas nociones de convergencia de filtros con conceptos de continuidad y convergencia

dentro de espacios topolégicos. Equivalencias tales como :

= Un espacio X es Hausdorff si y sélo si todo filtro convergente sobre X converge a un tnico

punto (Teorema [2.72]).

= Sean X y Y espacios topologicos y f: X — Y una funcién. Entonces f es continua en z
si y sélo si para cada filtro F sobre X convergente a x, el filtro generado por las imagenes
de los elementos de F es convergente a f(x) (Corolario [2.68)).
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En el Capitulo 3 ilustramos las equivalencias entre las teorfas mas importantes respecto
a convergencia en espacios topoldgicos, los filtros y las redes. Primeramente, enunciamos de
forma breve conceptos generales de la Teoria de redes. Algunas nociones que definimos son:
la nocién de red, el filtro generado por una red y la red basada en un filtro dado. Probamos
que la convergencia de una red (respectivamente de un filtro), implica la convergencia del filtro

generado por la red (respectivamente de la red basada en el filtro) (Teorema |3.17)).

En el Capitulo 4 mostramos algunos resultados importantes dentro de la Topologia, en los
cuales nos ayudamos de la Teorfa de filtros para su obtencién. El primero de estos es el Teorema
de Tychonoff, para lo cual, en su demostracion utilizamos equivalencias respecto a los espacios
compactos y los ultrafiltros convergentes. De manera mas especifica, hacemos uso de que un
espacio es compacto si y sélo si todo ultrafiltro en el espacio es convergente (Teorema. Esta
demostracién del Teorema de Tychonoff, cabe mencionar, no es la tnica forma de aplicar la
Teorfa de filtros. En [0], se hace la demostracién de este teorema utilizando la nocién de base
de filtro.

Otra aplicacién, es la obtencién de la compactificacién de Stone-Cech de un espacio comple-
tamente regular (Teorema . Para ello utilizamos la nocién de cero conjunto y de Z-filtro
(Definiciones y. Iniciamos analizando propiedades de los Z-filtros y los cero conjuntos.
A partir de un espacio arbitrario completamente regular, X, construimos un espacio Hausdorff
compacto, BX, donde BX resulta ser 5X, es decir, BX es la compactificacién de Stone-Cech
del espacio X. Para esta construccién seguimos los pasos dados en [26, Pag. 142]. Durante este

desarrollo nos ayudamos primordialmente de [22], [24], [9] vy [25].

La ultima es una aplicaciéon a los espacios uniformes. En este apartado, construimos un
espacio topoldgico a partir de un conjunto X y un filtro U sobre X x X. Si U satisface las
propiedades para ser una estructura uniforme (Definicién , entonces llamamos a X un es-
pacio uniforme. Teniendo una estructura uniforme construimos una topologia sobre X la cual
llamamos topologia uniforme. Con las definiciones de espacio uniforme y topologia uniforme,
definimos los filtros de Cauchy y los espacios uniformes completos. Resulta que un espacio
uniforme es completo si todo filtro de Cauchy converge (Definicién . Mostramos que todo
espacio métrico tiene asociado una estructura candnica y la topologia generada por ésta coincide
con la topologia del espacio métrico. Teniendo en cuenta ello, probamos que la definicién usual
de espacio métrico completo (la definicién en términos de sucesiones de Cauhy, Definicién [1.64) y

la de espacio uniforme completo son equivalentes y hacemos la demostracién en el Teorema [£.33]

A pesar de que los filtros no son un tema nuevo en Matemaéticas, varios de los libros de
topologia no mencionan esta teoria. Sin embargo, la teorfa de filtros permite describir temas
importantes de topologia general de una manera mas clara, sencilla. En [I1], la introduccién
de las nociones de topologia, abiertos y vecindad se hacen a la par de las definiciones bésicas

de la Teorfa de filtros. En [26], hay un capitulo especial que trata el tema de convergencia en
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espacios topolégicos y los filtros. En [I§], los filtros son introducidos para construir el tema
de compactificaciones. Es importante aclarar que lo nuevo en esta tesis es la organizacion y
presentacién de la teoria de filtros, resultados y algunas aplicaciones importantes dentro de la
topologia. Podemos mencionar que las demostraciones de los teoremas y proposiciones, sobre
todo en el capitulo de las aplicaciones, no son una copia o traslacion directa de algin libro en
particular si no més bien una conjuncién de ideas de la literatura citada en la bibliografia. Puesto
que los textos que abordan los filtros lo realizan a su forma, cada autor expone lo que considera
importante y asi hay resultados que aparecen en un libro y no en otro. Por tal razén, en la tesis
intentamos unificar los resultados existentes en cada texto y presentarlos con un estilo propio.
Como los filtros son una nocién surgida en Teoria de Conjuntos, su aplicacién se extiende de
gran manera dentro de dicha rama de las Matematicas. Por ello es importante mencionar que
exponemos, lo que a nuestro parecer, es lo relevante respecto a los filtros y su uso en Topologia.
Si el lector quisiera explorar los filtros y sus aplicaciones méds interesantes y especializadas dentro
de la Teorfa de Conjuntos puede consultar en [12], [2] o [13].

Esperamos que el lector encuentre interesante, comprensible y 1til la tesis aqui expuesta, la
cual puede ser un texto introductorio a la Teoria de filtros y con una visiéon diferente en cuanto

al andlisis de los conceptos en topologia.

Cenobio Yescas Aparicio

Licenciatura en Matematicas Aplicadas,
Instituto de Fisica y Matemadticas,
Universidad Tecnolégica de la Mixteca.
Huajuapan de Ledén, Oaxaca, México.
Junio, 2013.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo estudiamos conceptos que nos ayudaran a desarrollar el tema de tesis,
conceptos basicos y usuales de cualquier curso basico de Topologia General, asi como algunos
resultados de Teoria de Conjuntos y Andlisis Matematico. En referencia a la Topologia General
iniciamos desde lo que es una topologia, las nociones de cerradura, cuestiones de convergencia,

algunos resultados de separabilidad, entre otros.

1.1. Resultados de teoria de conjuntos

Designamos a los conjuntos con letras mayusculas: A, B, C, ..., X,Y, Z. Las familias de con-
juntos las denotamos por medio de letras caligraficas mayusculas: A, B,C, ..., en otro caso ha-
remos la especificacién de lo que represente alguna notacién particular. Si A es un conjunto,
denotamos al conjunto potencia de A por P(A). La unién y la interseccién entre conjuntos son
denotadas por U y N, respectivamente. Por ejemplo A N B, denota la interseccién entre los con-
juntos A y B. La unién y la interseccién sobre familias de conjuntos las denotamos por |J y
(), respectivamente. Por ejemplo, ().A denota la interseccién sobre la familia A. Denotamos al
conjunto de los nimeros reales por R, al conjunto de los niimeros racionales por Q y al conjunto

de nimeros naturales por N. El conjunto vacio es denotado por (.

Recordemos la definicién de relacién sobre un conjunto.

1.1 Definicion. Una relacion sobre un conjunto X es un subconjunto R del producto cartesiano
X x X.

Si R es una relacién sobre un conjunto X la notacién zRy significa (z,y) € Ry se lee: x

esta relacionado con y bajo la relacién R.
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1.2 Definicién. Sean X un conjunto y R una relacion sobre X. Decimos que R es una relacion

de equivalencia en X si se satisfacen
1. Si z € X, entonces zRz.
2. Si z,y € X son tales que xRy, entonces yRzx.
3. Six,y,z € X son tales que xRy y yRz, entonces xRz.

1.3 Definicién. Sean X un conjunto y < una relacion sobre X. Decimos que < es un orden

parcial en X si cumple
1. Six € X, entonces = < x.
2. Siz,y € X son tales que ¢z <y y y < z, entonces z = y.
3. Siz,y,z € X son tales que x <y y y < z, entonces = < z.

Decimos que X esté parcialmente ordenado (o que X es un conjunto ordenado) si < es un orden
parcial en X. Un conjunto parcialmente ordenado con un orden parcial < en X lo denotamos
por (X, <).

1.4 Definicién. Sean (X, <) un conjunto parcialmente ordenado, a € X y A C X. Decimos

que a es una cota superior de A si b < a para todo b € A.

1.5 Definicién. Sean (X, <) un conjunto parcialmente ordenado, a € X y A C X. Decimos

que a es un elemento maximal de A si a € Ay a < b implica que a = b para todo b € A.

1.6 Definicién. Sean (X, <) un conjunto parcialmente ordenado y C' C X. Decimos que C' es

una cadena en X si para cualesquiera a,b € C se cumple a < b o b < a.

A continuacién mencionamos uno de los resultados mé&s importantes dentro de la Teoria
de Conjuntos, el Lema de Zorn. Cabe decir que este lema es una equivalencia del Axioma de
Eleccién ([12, Pag. 56]). Hay una gran cantidad de ejemplos donde las demostraciones utilizan
el Lema de Zorn. Mencionando algunos ejemplos: El Teorema de Extensién de Hahn-Banach,
el Teorema de existencia de una base sobre un espacio vectorial. De hecho, en esta tesis con la

ayuda del Lema de Zorn junto con la teoria de filtros demostramos el Teorema de Tychonoff.

1.7 Lema (Lema de Zorn). Si X es un conjunto no vacio parcialmente ordenado, tal que toda

cadena en X tiene una cota superior entonces X tiene un elemento maximal.

La demostracién del Lema [1.7] se puede consultar en [10]. Ademads, en [12, P4g. 56] nos dan

los pasos para mostrar que el Lema es equivalente al Axioma de Eleccién.
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1.2. Nociones generales de topologia

Es importante recordar varias nociones y resultados de Topologia, por lo cual en esta seccién

enunciamos las més importantes a utilizar en adelante. Asi, tenemos nuestra primera definicion.

1.8 Definicién. Sea X un conjunto no vacio. Decimos que 7 C P(X) es una topologia sobre X

si satisface:
1. 0,X €.
2. Si Ay, Ay € T, entonces A1 N Ay € 7.
3. Si AC 7, entonces [JA € 7.

Al par (X, 7) le llamamos espacio topoldgico y los elementos de 7 les llamamos conjuntos
abiertos de X. A lo largo de esta tesis en ocasiones escribimos: sea X un espacio topolégico,

entendiendo implicitamente que el conjunto X tiene asociado una topologia 7.

No es dificil convencerse que los ejemplos siguientes son espacios topolégicos.

1.9 Ejemplo. Sean X un conjunto no vacio y 7 = P(X). Entonces (X,7) es un espacio to-

polégico, a 7 le llamamos la topologia discreta y a (X, T) espacio discreto.

1.10 Ejemplo. Sean X un conjunto no vacio y 7 = {X,0}. Entonces (X,7) es un espacio

topoldgico, a 7 le llamamos la topologia indiscreta y a (X, T) espacio indiscreto.

1.11 Ejemplo. Sean X = {0,1} y 7 = {0, {0}, X}. Entonces (X, 7) es un espacio topolégico.

A este espacio le llamamos el espacio de Sierpinski.

Para el siguiente ejemplo de espacio topolégico, recordemos que un conjunto X es un conjunto

finito si existe una funcién biyectiva f : X — {1,2,...,n}, para algin n € N.

1.12 Ejemplo. Sean X un conjunto no finito y 7 = {A C X | X — A es un conjunto finito }.

Entonces (X, 7) es un espacio topolégico, a 7 le llamamos la topologia cofinita.
Definimos a continuacién la nocién de subespacio topolégico.

1.13 Definicién. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y Y C X. Definimos la topologia relativa
deY como 7' = {ANY | A€ 7}. La pareja (Y,7') es un espacio topolégico. A Y le llamamos

subespacio de X.

Ahora definimos la nocién de vecindad de un punto. Cabe mencionar que en ocasiones esta
definicién de vecindad es distinta a la usada quiza en alguna otra literatura tal como en [6], en

la cual se define a la vecindad de un punto como un conjunto abierto.
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1.14 Definicién. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y = € X. Decimos que V C X es una

vecindad de x si existe A €T talquex € A C V.

A la familia de vecindades de x la denotamos por N (x). Ademds, notemos que N'(z) C P(X)
y por tanto, N (z) € P(P(X))

1.15 Definicién. Sean (X, 7) un espacio topoldgico, z € X y B C N (x). Decimos que B es una
una base de vecindades de z si para cada U € N (x) existe V € B tal que V C U.

La proposicion siguiente enumera algunas propiedades de las vecindades de un punto. La

demostracién no es dificil por lo cual se omite.
1.16 Proposicion. Sean X un espacio topolégico y x € X. Entonces se satisfacen:
1. SiU e N(xz) y U CV, entonces V € N(x).
2. SiU,V € N(z), entonces UNV € N (z).
3. SiV e N(x), entonces z € V.
4. Si V € N(z), entonces existe U € N (z) tal que V € N(y) para todo y € U.

Otra forma de obtener una topologia sobre un conjunto es la que nos garantiza el siguiente

resultado, su demostracién se puede consultar en [I5] o [I1].

1.17 Teorema. Sean X un conjunto y V una aplicacién de X en P(P(X)) que satisface las
condiciones (1)-(4) de la Proposicién Entonces existe una topologia 7 tinica sobre X, tal
que para todo z € X tenemos V(z) = N (x) en el espacio topoldgico (X, 7).

Una nocién fundamental que nos ayuda a interpretar los elementos de una topologia, es la
de base de abiertos. Esta nocién es 1til porque nos facilita el uso de los conjuntos abiertos del
espacio. Ademads cualquier conjunto abierto lo podemos identificar por medio de elementos de

la base.

1.18 Definicién. Sean (X, 7) un espacio topolégico y B C 7. Decimos que B es base para 7 (0
que es una base para los conjuntos abiertos de X) si todo elemento de 7 se puede escribir como

la unién de una subfamilia de B.

A los elementos de una base de abiertos los llamamos béasicos de abiertos. Cuando no hay

confusiéon omitimos la palabra abiertos y decimos simplemente bdsicos.

1.19 Ejemplo. Recordando el Ejemplo no es dificil demostrar que B = {{z} | z € X} es

una base para la topologia discreta.
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1.20 Proposicién. Sean X un conjunto y B C P(X). Entonces B es base para alguna topologia

en X si
1. X =UB5.
2. Si B1,Bs € By b€ By N By, entonces existe By € B tal que b € Bs C B1 N Bs.
1.21 Ejemplo. La familia B = {(a,b) | a,b € R} es una base para alguna topologia en R.

1.22 Definicién. La topologia generada por B = {(a,b) | a,b € R} le llamamos la topologia

usual de R.

Ahora damos la definicién de lo que es un conjunto cerrado. Esta nocion es 1til debido a que
en ocasiones resulta dificil trabajar con los conjuntos abiertos, asi que los resultados podemos
obtenerlos de una manera indirecta con el uso de los conjuntos cerrados. Ademas, muchos de los

resultados de convergencia y separabilidad estan en términos de los conjuntos cerrados.

1.23 Definicién. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y B C X. Decimos que B es un conjunto

cerrado en X si X — B € 7.

1.24 Ejemplo. Sea (X, 7) un espacio topolégico con 7 la topologia discreta (recordar Ejemplo
[1.9). Si A C X entonces A es cerrado en X.

1.25 Ejemplo. En el espacio de Sierpinski (ver Ejemplo , tenemos que los conjuntos

0, X, {1} son conjuntos cerrados en tal espacio X.

De manera similar a como se definen bases para los conjuntos abiertos (recordar Definicién

1.18), podemos también definir lo que es una base para cerrados.

1.26 Definicién. Sean X un conjunto y C una familia de subconjuntos de X. Decimos que C

es base para los cerrados para alguna topologia en X si
1. Siempre que C1,C5y € C, C71 U Cy es una interseccién de elementos de C.
2. NC = 0.

Un ejemplo de la Definicién aparece en la Proposicién donde mostramos que los

cero conjuntos son una base para cerrados en los espacios completamente regulares.

1.27 Definicién. Sean X un espacio topolégico y C una familia de conjuntos cerrados de X.
Decimos que C es una base para los conjuntos cerrados de X si cualquier conjunto cerrado en

X se puede ver como la interseccién de alguna subfamilia de C.
La demostracion de la siguiente proposicién no es dificil de realizar por lo cual se omite.

1.28 Proposicion. Sea X un espacio topoldgico. Entonces C es una base para los conjuntos
cerrados de X siy sdlo si la familia de los complementos de los elementos de C es una base para

los conjuntos abiertos de X.
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1.29 Definicién. Sean X un espacio topolégico y A C X. Definimos y denotamos la cerradura

(o clausura) de A por:
A= ﬂ{B C X | AC By B es un conjunto cerrado en X }.

1.30 Ejemplo. En R con la topologia usual (recordar Definicién [1.22)), si A = (0,1) entonces
A=10,1].

La demostracién de la siguiente proposicién es facil y se omite.
1.31 Proposiciéon. Sean X un espacio topoldgico y A1, Ao C X. Entonces se cumple que
1. A C A;.
2. Si A; C Ay, entonces Ay C As.
3. Ay NAy C AN A,
Una caracterizacion de la cerradura de un conjunto con respecto a sus puntos es la siguiente.

1.32 Proposicién. Sean X un espacio topolégico, A C X y € X. Entonces x € A si y sélo si
para toda V € N (z) se tiene que V N A # .

1.33 Definicién. Sean X un espacio topoldgico, A C X no vacio y x € X. Decimos que z es
punto de acumulacion de A si para toda V € N (z), se tiene que (V — {z}) N A # 0.

1.34 Ejemplo. En R bajo la topologia usual, el subconjunto A = [0,1) tiene al punto 1 como

un punto de acumulacién.

La Definicién nos facilita la descripcién de la cerradura de un conjunto. Dado que en
ocasiones resulta dificil encontrar la cerradura de un conjunto a partir de la definicién (observar

Definicién |1.29)).

1.35 Proposicién. Sean X un espacio topolégico, A C X y P el conjunto de puntos de

acumulacién de A. Entonces A = AU P.

1.36 Definicién. Sean X un espacio topoldégico y F C X. Decimos que F es denso en X si
E=X.

No es dificil demostrar lo siguiente.
1.37 Ejemplo. En R con la topologia usual, Q es denso en R.
Para recordar algunos hechos de continuidad incluimos lo siguiente.

1.38 Definicién. Sean X,Y espacios topoldgicos, r € X y f : X — Y una funcién. Decimos
que f es continua en x si para toda W € N (f(z)), existe V € N (x) tal que f(V) C W. Decimos

que f es continua en X si para todo x € X tenemos que f es continua en .
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No es dificil demostrar que se cumple lo siguiente.

1.39 Teorema. Sean X y Y espacios topoldgicos y f : X — Y una funciéon. Entonces son

equivalentes:
1. f es continua en X.
2. Para todo abierto V en Y, f~1(V) es abierto en X.
3. Para todo cerrado F en Y, f~1(F) es cerrado en X.

1.40 Definiciéon. Sean X, Y espacios topoldgicos y f : X — Y una funcion biyectiva. Decimos
que f es un homeomorfismo si f es continua y ademsds la funcién f~! es continua. Decimos que

X es un espacio homeomorfo a Y si existe un homeomorfismo entre ellos, y escribimos X ~ Y.

1.41 Ejemplo. El intervalo (a,b) C R es homeomorfo a (0, 1) bajo el homeomorfismo dado por

_ r—a
f(x) ~— b—a"
Ahora, recordemos algunas nociones y resultados relacionados con los Axiomas de separacion.

1.42 Definicién. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Decimos que X es un espacio de Hausdorff

si para cada 1,72 € X con x1 # xa, existen Ay, Ay € T talesque x; € Ay, 10 € Aoy A1NAg = 0.

1.43 Ejemplo. Sea X un espacio discreto ( recordar Ejemplo [1.9) con al menos dos puntos.

Entonces X es un espacio de Hausdorff, puesto que cada conjunto singular es abierto.

1.44 Ejemplo. A diferencia de los espacios discretos, los espacios indiscretos (ver Ejemplo [1.10))
con mas de un punto no pueden ser espacios de Hausdorff. El espacio de Sierpinski ( recordar
Ejemplo |1.11]) no es Hausdorff.

1.45 Definicién. Sea X un espacio topoldgico. Decimos que X es un espacio normal si X es
un espacio de Hausdorff y para cualesquiera Fy y F, cerrados disjuntos existen abiertos Ay y Ao
tales que F| C Ay, Fo C Ay y A1 N Ay = 0.

1.46 Definicion. Sea X un espacio topolégico. Decimos que X es completamente reqular si X
es un espacio de Hausdorff y si dados 9 € X y A C X cerrado no vacio con xy ¢ A, existe una
funcién continua f : X — [0,1] tal que f(xo) =1y f(A) = {0}.

1.47 Ejemplo. Sea X un espacio topolégico bajo la topologia discreta. Entonces X es un

espacio completamente regular.

En [6, Pag. 153] se muestra por qué es cierto el Ejemplo La siguiente es una consecuencia

de que un espacio sea normal.

1.48 Proposicion. Si X es un espacio normal, entonces X es un espacio completamente regular.
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La prueba de la Proposicién se puede consultar en [6, Pag. 154].
El concepto de compacidad es muy importante en Matematicas. A continuacién recordamos

este concepto y algunos hechos que usamos dentro de la tesis.

1.49 Definicién. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Una familia A de subconjuntos de X es una
cubierta de X si X =|JA. Cuando A C 7, a A le llamamos cubierta abierta de X.

1.50 Definicion. Sea X un espacio topoldgico. Decimos que X es compacto si para toda cubierta
abierta A de X, existe A" C A finita tal que X =JA'.

1.51 Ejemplo. Recordemos el Ejemplo[I.10] Entonces todo espacio bajo la topologfa indiscreta

es compacto.

1.52 Teorema. Sean X,Y espacios topoldgicos y f : X — Y una funcién. Si f es continua y

X compacto, entonces f(X) es compacto.

La demostracién del Teorema se puede consultar en [26, Pdg. 119]. También, del Teorema
[1.52] podemos observar que si f es sobreyectiva entonces Y es compacto.
Recordemos la nocién de espacio normal (Definicién |1.45|) para el siguiente resultado, cuya

justificacién se puede consultar en [26, Pag. 121].

1.53 Proposicién. Si X es un espacio compacto y de Hausdorff, entonces X es un espacio

normal.

El espacio producto es un aspecto tedrico siempre presente en topologia. Es comprensible
que si una propiedad es valida sobre algunos espacios topoldgicos, surja de manera inmediata la
interrogante sobre qué ocurre con el producto de estos espacios respecto a esta propiedad. Para
estudiar estas interrogantes, es necesario saber cudl es la topologia utilizada sobre el producto,

entre otros aspectos.

1.54 Definicién. Sean I un conjunto no vacio y {(X;,7)}ier una familia de conjuntos. El
producto cartesiano de la familia {X;};cs es el conjunto de funciones = : I — Uie[ X, tal que

para todo i € I, x(i) € X, es decir,
[[Xi={z:T—JXi|2() € X;, para cada i € I}.
iel icl
De la Definicién representamos a cualquier elemento x de [[,.; Xi por (x;)iecr, donde

x; = x(i), para cada i € I.

1.55 Definicién. Sean I un conjunto no vacio y {(Xj, 7;) }ier una familia de espacios topoldgicos.
Para j € I, definimos y denotamos la funcion proyeccion asociada al indice j por mj : [[,c; Xi —

X; tal que mj((x;)icr) = x;j.
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Recordemos que si X es un conjunto y & C P(X), entonces S es una subbase para una

topologia en X si la familia de intersecciones finitas de S es base para alguna topologia en X.

1.56 Proposicién. Sean I un conjunto no vacio, {(Xj;, 7;) }sc; una familia de espacios topoldgi-

cos, S; = {W;l(Ui) | Ui € 1i} v S = UjerS;i. Entonces S es una subbase para una topologia sobre
Hie[ Xi.

La demostracion de la Proposicién [1.56]aparece en cualquier libro usual de Topologia general,

en particular, el lector puede consultar [26] o [17].

1.57 Definicién. Sean I un conjunto no vacioy {(X;, 7;) }ier una familia de espacios topolégicos.
La topologia 75 generada por S le llamamos la topologia producto, y a (] [;c; Xi, 7s) le llamamos
espacio producto. Ademas, los elementos de la base generada por S son de la forma T 1(Ui )N
7 N Uy,)N...N W;}(Uin)a donde n € Ny {i1,i2,...,in} C I.

12
1.58 Teorema. Sean I un conjunto no vacio, {(X;, 7;)}ier una familia de espacios topoldgicos
y j € I. La funcién proyeccién asociada a j, m; : [[,c; Xi = X}, es una funcién sobreyectiva y

continua.

La demostracién del Teorema se puede consultar en [6].

Recordamos en esta parte los conceptos de espacios métricos, sucesiones, entre otras nociones.
Los conceptos y resultados aqui expuestos son los fundamentos para hablar de convergencia en

capitulos posteriores.

1.59 Definicién. Un espacio métrico es un conjunto X, no vacio, dotado de una funcién
d: X x X = R que llamamos métrica tal que satisface las propiedades siguientes, para cua-

lesquiera que sean los puntos x,y,z € X:

1. d(z,z) =0.

\V)

. Si z # y, entonces d(x,y) > 0.

3. d(z,y) = d(y,x).

4. d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).

No es dificil obtener la prueba del siguiente ejemplo.

1.60 Ejemplo. Sean X =Ry d: X x X — R la funcién definida por d(z,y) = |z —y|. Entonces

d es una métrica y X un espacio métrico.

1.61 Definicién. Sean X un espacio métrico, a € X y r > 0. Definimos y denotamos la bola

abierta con centro en a y radio T por

B(a,r) ={be X | d(a,b) <r}.
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1.62 Ejemplo. Del Ejemplo siz € Ryr >0 entonces B(z,r) ={be R |d(z,b) <r}=

(x —r,x+r).

La nocién de sucesién, es un concepto bastante importante en Matematicas. En particular,

las sucesiones son el punto de partida para el desarrollo de conceptos tales como redes.

1.63 Definicion. Sea X un espacio métrico. Una sucesion en X es una funcién x cuyo dominio

es el conjunto N. Es decir, z : N — X.

Ahora, si z : N — X entonces denotamos a x(n) por x, para cada n € N. Asi, en general

denotamos a las sucesiones de la forma {z, }nen.

1.64 Definicién. Sean X un espacio métrico y {z,}neny una sucesién en X. Decimos que
{Zn}nen es una sucesion de Cauchy si para cada € > 0 existe un nimero natural N tal que

d(xpn, ) < €, siempre que n > N y m > N.

1.65 Ejemplo. Sean M el espacio métrico del Ejemplo ya, =1-— % + % - i + ...+ (—T1)"7

para cada n € N. Entonces la sucesién {z, }nen es una sucesiéon de Cauchy en M.

Una prueba de la veracidad del Ejemplo se puede ver en [I, Pdg. 89].

1.3. Compactificacién

La nocién de compacidad es un tema matemdtico muy comiin y basico en Topologia. En
Topologia y Anélisis, la mayoria de las veces se trabaja sobre espacios no necesariamente com-
pactos, y trabajar sobre estos espacios resulta dificil. Por lo cual se busca desarrollar o trasladar
a espacios grandes las propiedades véalidas sobre espacios més pequenos, en este sentido, a veces
sobre espacios compactos como se menciona en [20]. Uno de los resultados universales mas im-
portantes de compacidad es la compactificacién de un espacio. Este resultado tiene aplicaciones
en numerosos campos de las matematicas, por mencionar algunos, en la Teoria de Ramsey y en
la Topologia de Sistemas Dindmicos. Uno los primeros ejemplos de compactificacion se remonta
a 1858 con Bernhard Riemann, que con su conocida esfera de Riemann, dio el primer ejemplo de
compactificacién, a saber, la esfera de Riemann, que es la compactificacién en un punto del plano
complejo C. La compactificacién dada por Riemann intriga de buena manera a matematicos y

fisicos, dado que problemas en C son reformulados en una esfera en el espacio R3( ver [5]).

1.66 Notacién. Sean X,Y espacios topoldgicos, f : X — Y una funcién y consideremos a
Z = f(X) como subespacio de Y. Entonces definimos y denotamos por f*: X — Z a la funcién

dada por f*(x) = f(x), para todo € X. Cabe observar que f* es una funcién sobreyectiva.

1.67 Definicion. Sean X,Y espacios topolégicos y f : X — Y. Si f* es un homeomorfismo,

entonces decimos que f es un encaje topoldgico, o simplemente un encaje de X en Y.
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En [17, Pag. 106] aparece de forma detallada la explicacién del siguiente ejemplo.

1.68 Ejemplo. Sean X = (—1,1) y Y = R. Entonces f : X — Y definida como f(z) = 3z + 1,

para todo z € X, es un encaje de X en Y.

1.69 Definicién. Sea X un espacio topoldgico. Una compactificacion del espacio X es un par
ordenado (K, h), donde K es un espacio de Hausdorff compacto tal que h es un encaje de X en
K y h(X) es denso en K.

Es frecuente identificar a X con h(X). Se tiene que sélo los espacios completamente regulares
pueden ser compactificados, dado que un subconjunto de un espacio compacto de Hausdorff es

necesariamente completamente regular (ver [6]).

Hay muchos ejemplos de compactificaciones, mencionando algunos:

1.70 Ejemplo. Si X =[0,1) y Y = [0, 1], entonces Y es una compactificacién de X. En efecto,
sea f: X — Y la funcién dada por f(z) = x. Es facil ver que f* (recordar Notacién [1.66|) es
una funcién continua y ademés que (f*)~! es continua. Luego, f* es un homeomorfismo. Para

tener que f(X) =Y, sélo falta ver que 1 es punto de acumulacién de X. Recordando el ejemplo

m obtenemos que 1 es un punto de acumulacién de f(X).

1.71 Ejemplo. Si X = R? y Y = S?, donde S? es la esfera unitaria en R3, entonces Y es
una compactificacién de X. En este caso, basta considerar la proyeccién estereografica (ver [11
Pag. 236]), para demostrar que en efecto Y es una compactificacién de X. En [I1), P4g. 400] se

encuentran los detalles de este ejemplo.

Observemos que en el Ejemplo la compactificacién del espacio X resulta ser el mis-
mo espacio uniéon un punto ajeno del espacio. Con la misma idea y con una construccién de
vecindades especiales para un punto ajeno, para espacios arbitrarios localmente compactos (re-
cordando que un espacio localmente compacto es un espacio en el cual todo punto tiene una
vecindad compacta) y Hausdorff podemos obtener una compactificacién, aniadiendo al espacio
un elemento no existente en él, o lo que es conocido como compactificaciéon de Alexandroff (para

una informacién mds amplia podemos consultar [L1]).

Dentro de los estudios hechos por John Von Neumann en Mecdnica cudntica, sobresale que
Von Neumann trabajé sobre el anillo de las funciones continuas y acotadas. Intentando funda-
mentar una axiomatica sobre Mecédnica cuantica, Von Neumann estaba interesado en la nocién
de una compactificacién maximal para un espacio. Para llegar a tal resultado, de manera indi-
recta, se plantea el siguiente problema: ;5t Y es una compactificacion de X bajo qué condiciones
una funcion continua de valores reales sobre X se puede extender a 'Y ?

Segtin [5], en 1937, Marshall H. Stone y Edmund Cech, de forma independiente, establecieron
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respuestas para esta pregunta, usando resultados de C*-dlgebras. La solucién a esta pregunta es

lo que se conoce como Compactificacién de Stone-Cech.

1.72 Teorema. Sea X un espacio topoldgico completamente regular. Entonces existe un espacio

compacto y de Hausdorff 5X y un encaje px : X — X tal que X = px(X).

Al espacio BX anterior se le conoce como la compactificacion de Stone-Cech de X. Segin en
[5], fue Marshall Stone quien demostré por primera vez el Teoremam el cual es conocido en la
literatura como el Teorema de existencia de la compactificacién de Stone-Cech. La demostracién

la podemos consultar en [25] o [26]

1.73 Teorema. Sean X un espacio completamente regular, K un espacio compacto y Hausdorff
y p: X — K una funcién continua. Si X es la compactificacién de Stone-Cech de X, entonces
existe una unica funcién continua ¥ : S X — K tal que el diagrama

XT’K

-

BX

conmuta, es decir, p = 1 o px. Ademads, si X* es otra compactificacion de X que satisface lo

anterior, entonces X ~ X*.

El Teorema [1.73] se conoce como el Teorema de unicidad de la compactificaciéon de Stone-
Cech. Fue demostrado de manera independiente por Stone y Cech. La prueba se puede consultar
en [25, Pdg. 10] o [5].

Textos como [7] o [26] dan un orden a la familia de compactificaciones de un espacio completa-

mente regular. Dado el orden sobre dicha familia, la compactificacién de Stone-Cech resulta ser

la compactificacién mas grande de esta familia y la tinica que satisface el Teorema De hecho,

la propiedad de extension dada por el Teorema[l1.73|es la principal utilidad de la compactificacién

de Stone-Cech. Si el lector gusta més informacién detallada acerca de lo anterior puede consultar
n [I1], [25] o [26].

1.4. Cero conjuntos

Ahora, definiremos un tipo especial de conjuntos sobre un espacio topolégico. Usamos [9] y

[26] como los textos principales en el estudio de estos temas.

1.74 Definicién. Sean X un espacio topolégico y Z C X. Decimos que Z es un cero conjunto

en X si existe una funcién continua f : X — [0, 1] tal que f~({0}) = Z.

De la Definicién se sigue de forma inmediata la siguiente proposicion.



1.4. CERO CONJUNTOS 13

1.75 Proposicién. Sea X un espacio topoldgico. Entonces () y X son cero conjuntos en X.

Para la demostracion de las propiedades de cero conjuntos es importante recordar la definicion

de convergencia uniforme para series de funciones (se puede consultar [I, Pdg. 271]).
1.76 Proposicion. Sea X un espacio topoldgico. Entonces se cumple
1. Si {Z;}22, es una familia de cero conjuntos, entonces (), Z; es un cero conjunto en X.
2. Sean Zy, Z5 cero conjuntos en X. Entonces Z; U Z5 es un cero conjunto en X.
Demostracion.

1. Sea {Z;}3°, una familia de cero conjuntos. Entonces, para cada i € N, existe f; : X — [0, 1]
continua tal que f; 1 ({0}) = Z;.
Para cada z € X, sea gi(x) = 22:1 ngf), k = 1,2,.... Dado que para cada i € N,

filz) <1, fig(f) < 3. Por la prueba M de Wierstrass ([I, P4g. 223])
211
n=1

converge uniformemente en X, pues y 7, 2% = 1. Definamos ¢ : X — [0, 1] por

o) =y )
n=1

Recordando que la suma finita de funciones continuas es continua. Tenemos que para cada
k € N, gi es continua. Luego ¢ es continua (ver Teorema 9.2 en [I, Pdg. 221]). Veamos
ahora que g~ '({0}) = "2, Z,. Mostramos que g~ ({0}) C N2, Z,. Sea z € g~ '({0}),

luego

n=1

Dado que todos los términos de la serie son mayores o iguales a cero entonces se concluye
que para todo n € N se tiene f,(z) = 0. Es decir, z € f,,1({0}), y asl @ € )2 Zn.
Ahora mostramos que (0o, Z, C g~ 1({0}). Sea z € (22, Z,. Luego, para toda n € N,
fn(x) = 0. Por tanto,

ga) =S 8 g
n=1
Ast x € g71({0}).

2. Sean Zy, Zs cero conjuntos en X. Existen f; : X — [0,1] y fa: X — [0, 1] continuas tales

que f{1({0}) = Z1 v f;1({0}) = Z2. Sea f : X — [0,1] definida por f(x) = fi(z)fa(z).
Tenemos que f es continua dado que f; y fo lo son. Tenemos que f~1({0}) = Z; U Z.
En efecto, Sea z € f~1({0}). Luego f(z) = 0; es decir, fi(z)f2(x) = 0. Asi, o bien fi(x) =0



14 CAPITULO 1. PRELIMINARES

o bien fa(x) = 0. En cualquier caso z € Z1UZ,. Reciprocamente, sea x € Z; U Zs. Luego, o
bien z € Z; o bien x € Zy. Asi, o fi(x) =00 fa(z) = 0. Por tanto, f(z) = fi(z)f2(z) = 0.
Luego, = € f~1({0}).

Asi, la Proposicién [I.76] queda demostrada. O

La proposicién siguiente refiere a una propiedad importante de cualquier cero conjunto.

1.77 Proposiciéon. Sea X un espacio topoldgico. Si Z C X es un cero conjunto, entonces Z es

cerrado en X.

Demostracion. Sea Z un cero conjunto en X. Entonces Z = f~1({0}), para alguna funcién
continua f : X — [0, 1]. Dada la continuidad de f y el hecho de que {0} es cerrado en [0, 1], Z

es cerrado en X. O

La siguiente es una propiedad de los cero conjuntos y una funcién continua.

1.78 Proposicién. Sean X y Y espacios topoldgicos, Z un cero conjuntoen Yy f: X - Y

una funcién continua. Entonces f~!(Z) es un cero conjunto en X.

Demostracion. Al ser Z un cero conjunto en Y, existe una funcién continua g : Y — [0, 1] tal
que g~ 1({0}) = Z. Considerando la funcién g o f, tenemos que (g o f)~1({0}) = f~1(Z). Por

tanto, f~!(Z) es un cero conjunto en X. O

Para el siguiente resultado recordemos la Definicién Este resultado es bastante ttil,
pues restringe el uso de los conjuntos cerrados de un espacio completamente regular a solamente

la utilizacién de los cero conjuntos del espacio.

1.79 Proposicién. Sea (X, 7) un espacio completamente regular. La familia {Z C X : Z es cero

conjunto} es base para los cerrados de la topologia 7.

Demostracion. Para esta proposicién basta verificar que {X — Z : Z es un cero conjunto en X}
es base para 7 (ver Proposicién . Por la Proposicién X — Z es abierto en X. Luego
{X — Z : Z es cero conjunto} C 7. Ahora, sea A € 7, y a € A por demostrar que existe un
cero conjunto Z tal que a € X — Z C A. Como A es abierto, X — A es cerrado. Ademas,
a ¢ X — A. Dado que X es completamente regular, por la Definicién [1.46] existe una funcién
continua f : X — [0,1] tal que f(a) =1y X — A C f~1({0}). Sea Z = f~1({0}). Se tiene que
Z es un cero conjuntoy a ¢ Z. Asi, a € X — Z. Queda ver que X —Z C A. Si X —Z ¢ A,
entonces existe y € X — Z tal que y ¢ A. Comoy € X — Zy Z = f~1({0}), f(y) # 0. Ahora,
siy ¢ Aentonces y € X — A, pero X — A C f~1({0}), es decir, f(y) = 0 lo cual contradice que
fly) #0. Asi, X — Z C A. Con todo, {Z C X : Z es un cero conjunto en X} es base para los

cerrados de la topologia 7. O

Aclaramos que otros conceptos no enunciados en este capitulo y que se necesitan en la tesis

son descritos en el momento previo de su uso.



Capitulo 2

Filtros

2.1. Filtros

Podemos pensar que la idea de filtro parte de tener una familia arbitraria con la propiedad
de la interseccion finita (ver Definicién y de ir anadiendo las intersecciones finitas de los
elementos de esta familia, asi como sus superconjuntos. Por otro lado, la idea topoldgica de
filtro viene de querer tener familias de conjuntos que cumplan con propiedades analogas a las
propiedades de la familia de vecindades de un punto. La definicién de filtro que manejamos en
esta tesis es la dada por Cartan ([12] y [14]). Cabe mencionar que no es la inica manera de
definir filtros, esto debido a su dualidad con los ideales, por lo cual podemos tener una definicién

alterna a la siguiente basdndonos en los ideales, como lo muestra [2, Pag. 11].

2.1 Definicion. Sean X un conjunto no vacio y F una familia de subconjuntos de X. Decimos

que F es un filtro sobre X si:
L. F#0y 0 ¢ F.
2. Si Fq,F> € F, entonces F1 N Fy € F.
3. SiG C Xy F C( para algun F € F, entonces G € F.

2.2 Observacién. Si F es un filtro sobre algin conjunto X, de la propiedad 3 de la definicién

de filtro, obtenemos que X € F.
Ahora veamos los ejemplos siguientes.

2.3 Ejemplo. Sea X un conjunto. Entonces F = {X} es un filtro sobre X, llamado el filtro

trivial (o filtro indiscreto) sobre X.

Recordemos que un conjunto X es un conjunto contable (numerable) si existe una funcién
biyectiva f : X — N o si X es finito. Podemos verificar las propiedades de los conjuntos
numerables o finitos que utilizamos en los Ejemplos y en [10].

15
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2.4 Ejemplo. Sea X un conjunto no finito. Entonces F.of = {F' C X | X — F es finito} es un
filtro sobre X, que se le conoce como el filtro cofinito.

En efecto:

1. Como X — X = 0 es finito, X € Frop, v asi Feop # 0. Ademds, ) ¢ F.or, puesto que
X — 0 = X no es finito.

2. Sean I, I, € Foop. Tenemos que
X — (FlﬂFQ) = (X—Fl)U(X—F2).
Como X — Fy y X — F5 son finitos, su unién también lo es, y asi F1 N Fy € Feof.

3. Sea G C X tal que I’ C G para algtin F' € F.,r. Entonces X —G C X — F. Como X — F
es finito, X — G es finito. Por tanto G € Feu.

2.5 Ejemplo. Sea X un conjunto no contable. Entonces Foo = {F C X | X — F es contable }
es un filtro sobre X y se llama filtro cocontable.

En efecto,

1. Feoe # 0 dado que X € Frpe pues X — X = (). También () ¢ F.,., pues en caso contrario

tendriamos que X — () seria contable.

2. Sean Fy, Fy € Fepe. Tenemos que X — (F1NFy) = (X — F1)U (X — Fy) y dado que la unién

finita de conjuntos contables sigue siendo contable, Fi N Fo € Fepe.

3. Sean F € For v G C X tal que FF C G. Tenemos que X — F es contable. Dado que
X —G C X — F, entonces X — (G es contable, asi G € Fpe.

2.6 Ejemplo. Sean X un conjunto y A C X no vacio. Entonces Fy = {F C X | AC F} es un
filtro sobre X. A tal filtro F4 le denominamos filtro principal de A sobre X.

En efecto:
1. F #(, puesto que A € F. Ademés, () ¢ F, por el hecho que A ¢ 0.
2. Si Fi,Fy € F,entonces A C F1 y A C Fy. Luego A C Fy N Fs. Por tanto Fy N Fy € F.

3. Sea G C X tal que F C G para algin F' € F. Tenemos que A C F' C G y por tanto
G e F.

Para el caso de que A = {x} entonces al filtro principal sobre A lo denotamos simplemente como
Fu.
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Dado que la idea de filtro viene inspirada en la familia de vecindades de un punto (ver
Definicién [1.14]), no podemos dejar de mencionar que la familia de vecindades de un punto es

un filtro.

2.7 Ejemplo. Sean X un espacio topolégicoy z € X. Entonces N'(z) = {F C X | F es vecindad

de z} es un filtro sobre X, y se llama filtro de vecindades de .

2.8 Ejemplo. El conjunto potencia de un conjunto X, P(X) no es filtro sobre X, dado que no
se cumple la propiedad 1 de la Definicién pues () € P(X).

2.9 Observacién. Sea X un conjunto. Del Ejemplo tenemos que P(X) no es un filtro.
Ahora, analicemos P(X) — {0}. Claramente, si X es vacio, entonces P(X) — {0} = 0 no es filtro.
Supongamos X # (). Si X tiene a lo menos dos elementos, entonces existen x,y € X tales que
x # y. Tenemos que {z} € P(X) — {0} v {y} € P(X) — {0}. Pero, {z} N {y} = 0. Luego,
P(X) — {0} no cumple con la propiedad (2) de la Definicién Por tanto, P(X) — {0} no es
un filtro. Finalmente, si X tiene exactamente un elemento, entonces P(X) — {0} = {X}. Asi,
P(X) — {0} es el filtro trivial sobre X.

Un concepto conjuntista muy importante en la Topologia es el que a continuacion recordamos.

2.10 Definicién. Sean X un conjunto no vacio y 4 una familia de subconjuntos de X. Decimos
que A tiene la propiedad de la interseccion finita, si para cada subcoleccién finita A’ C A, se

tiene que (A" # 0.
El siguiente resultado se sigue de la propiedad 2 de la Definicién [2.1

2.11 Teorema. Sean X un espacio topoldgico y F un filtro sobre X. Entonces F tiene la

propiedad de la interseccion finita.

De los Ejemplos y podemos ver una semejanza entre estos tipos de filtros y las
topologias indiscreta (ver Ejemplo [1.10)) y cofinita ( ver Ejemplo , respectivamente. De lo
anterior nos podemos preguntar si un filtro pueda inducir una topologia sobre algiin conjunto.

La respuesta es afirmativa y la tenemos en el siguiente teorema.

2.12 Teorema. Sean X un conjunto y F un filtro sobre X. Si 7 = F U {{}, entonces 7 es una

topologia sobre X.
Demostracion. Veamos que 7 cumple las condiciones para ser una topologia (ver Definicién [1.8]).

1. Claramente ) € 7. Como X estd contenido en todo filtro sobre X, por la Observacién
tenemos que X € F. Dadoque F C 7, X €.

2. Sean Iy, F, € 7 arbitrarios. Si F} = () o Iy = 0, entonces Fy N Fy, = () € 7. Ahora, si
Fy # () # Fy, entonces Fy, Fy € F. Se sigue que Fi1 N Fy, € F. Como F C 7, F1 N F; € 7.
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3. Sea A C 7.Si|JA =0, entonces | J A € 7. Asi, supongamos que |JA # 0. Luego existe
Fertalque FF € Ay F # (). Asi, tenemos que F' € F. De donde, F' C |J.A. Dado que F
es filtro obtenemos que | JA € F. Por tanto, JA € 7.

Con esto, el teorema queda demostrado. O

Asi, del Teorema tenemos de forma inmediata que anadiendo el conjunto vacio a los
filtros en Ejemplos y obtenemos la topologia trivial y la topologia cofinita, respectiva-
mente. Otra observacion es que por cada filtro sobre algin conjunto X, tenemos una topologia
inducida por este filtro. Respondiendo a la pregunta de [11, Pdg. 130] sobre quien es N (z) para
cualquier z € X, tenemos que si F es un filtro sobre X, x € X y 7 la topologia inducida por
F entonces N (x) = F,. También cabe preguntarse si toda topologia puede ser inducida por un
filtro. La respuesta es negativa, pues considerando la topologia discreta obtenemos que no existe
filtro del cual se obtenga esta topologia. Asi, queda observar que el total de filtros posibles sobre

un conjunto es menor que el total de topologias sobre dicho conjunto.

Tenemos que por lo general una unién de filtros no es necesariamente un filtro (puesto que
puede que el conjunto vacio quede como elemento de la unién), el siguiente ejemplo no ilustra

esto.

2.13 Ejemplo. Sea X un conjunto no vacio con al menos dos elementos y A C X tal que
A#X.851iB=X-A,porel Ejemplo Fa 'y Fp son filtros. Sin embargo, F4 |J Fp no es un
filtro. En efecto, tenemos que A € F4 y B € Fp. Pero, AN B = (). Luego, F4|JFp no cumple
con la propiedad (2) de la Definicién

La siguiente proposicién muestra una condicién bajo la cual la unién de una familia de filtros

es un filtro.

2.14 Proposicién. Sean X un conjunto y 2 una familia de filtros sobre X. Si para cualesquiera

F1,F2 € A tenemos que F; C Fy o Fo C Fi, entonces |2 es un filtro.
Demostracion. Veamos que [ es un filtro.
1. Puesto que F # () para toda F € 2, [J2A # 0. Es claro que 0 ¢ 2.
2. Sean F, F; € | J. Entonces existen F, Fo € U tales que F € Fy y F» € F;. Por hip6tesis
Fi1 CF 0 Fo C F1.

Podemos suponer que F; C Fa. Con ello tenemos que Fi, F» € F2 y dado que Fo es un
filtro obtenemos que Fy N Fy € Fy y por tanto F1 N Fy € [ JA. Para el otro caso obtenemos

la misma conclusion.
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3. Sean F € |JUAy FF C G C X. Tenemos que existe F € A tal que F' € F. Luego, por ser F
un filtro obtenemos que G € F. Asi, G € 2.
Asi, la Proposicién queda demostrada. O

Al no siempre ser la unién de filtros un filtro, la proposicién siguiente nos permite obtener

un filtro a partir de las uniones finitas de elementos de dos filtros.

2.15 Proposicién. Sean X un conjunto y F,G filtros sobre X. Entonces F U, G = {F UG |
F € Fy G e g} es un filtro sobre X.

Demostracion.
1. FU, G # 0D, puesto que F # ) # G. Ademds, ) ¢ F U, G,dadoque D ¢ Fy 0 ¢g.

2. Sean Uy,Us € F U, G. Luego, existen F1,Fo € Fy G1,Go € G, talesque Uy = F1UG1 v
Uy = F» U Gy. Entonces

UiNnUs = (F1UG)) N (F2UG2)
((Fl U Gl) N Fg) U ((Fl U Gl) N GQ)
= ((Fl N FQ) U (Gl N FQ)) U ((Fl N Gz) U (Gl N Gg)).

Como F1NF, € Fy FinNFy, C (F1NFy)U(GyNF), por ser F filtro tenemos que
(F1 N Fy)U(Gy N Fy) € F. De manera similar, como G es filtro obtenemos que (F; N Gay) U
(G1NGs) €G. Asi, Uy N Uy € F U, G.

3. Sean A C X y U € FU,G tales que U C A. Tenemos que U = F UG para algunos F' € F

y G € G. Entonces se cumple lo siguiente:

FCcFUG=UCA

GCFUG=UCcCA.
Por tanto F C Ay G C A. Como F y G son filtros, A€ FyAeG. Asi A= AUA € FU,G.

Asi, la proposiciéon queda demostrada. ]

Tal como sucede con las topologias sobre un conjunto, acerca del hecho de que la intersec-
cién de una familia arbitraria de topologias sigue siendo una topologia, de manera similar la

interseccion de una familia arbitraria de filtros es un filtro.

2.16 Teorema. Sean X un conjunto y 2 una familia de filtros sobre X, entonces ()2l es un
filtro sobre X.
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Demostracion. Veamos que (|2 es un filtro sobre X.

1. 0 ¢ N2A puesto que O ¢ F, para todo F € A. Ademds, (A # 0 puesto que X € F para
todo F € 2.

2. Sean F1, Fy € (2. Entonces para todo F € 2 tenemos que Fj, Fy € F. Como F es filtro,
Fy N Fy € F, para todo F € . Es decir, F1 N F, € 2.

3. Sea F e Ay G C X tal que F C G. Para todo filtro F € 2, tenemos que F € F. Al
tener F' C G, se sigue para todo F € A, G € F. Por tanto G € (2.

Con todo, el Teorema queda demostrado. O

Es practico el analisis de la interseccion sobre un filtro, puesto que de ello podemos deducir
propiedades o caracteristicas del filtro en general. En ocasiones somos capaces de saber de
qué tipo de filtro hablamos. Es por ello que enunciamos los siguientes resultados no sin antes
dar una definicién apropiada para clarificar y facilitar los calculos algebraicos que tengamos que

realizar.

2.17 Definicion. Sean X un conjunto y F un filtro sobre X. Definimos y denotamos a core de
F por
core(F) = ﬂ F.

FeF

2.18 Proposicién. Sean X un espacio topoldgico y F, G filtros sobre X. Entonces se cumplen

las propiedades siguientes:
1. F es el filtro indiscreto si y sélo si core(F) = X.
2. Sea A C X no vacio. Entonces core(F,) = A.
3. Si F C G entonces core(F) D core(G).
4. y € core(N(x)) siy sélo si z € {y}.
Demostracion.

1. Si F es el filtro indiscreto, entonces F = { X} (vea Ejemplo , ast core(F) = per F =
X. Reciprocamente, si core(F) = (\pcr F' = X, entonces para todo F' € F tenemos que
X C F. Dado que F C X para todo F' € F, obtenemos que F' = X para todo F' € F, es
decir, F = {X}.

2. Sea A C X no vacio. Para todo F' € Fy, tenemos que A C F (recordar Ejemplo .
Asi A C () Fa. Ahora, dado que A € Fy4, obtenemos que A D [ Fa. Por tanto A =
(Fa = core(Fa).
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3. Tenemos que

core(G) = m GCF

Geg
para cada F' € F, pues F C G. Asi,

core(G) = ﬂ G C ﬂ F = core(F).

Geg FeF

4. y € core(N(x)) siy sélo si y € (N (z). Es decir, para todo V € N(z) tenemos y € V, y
esto, si y s6lo si V N {y} # 0, lo que quiere decir, z € {y}.

Asi, la Proposicién queda demostrada. O

2.19 Observacién. El reciproco de la Proposicién [2.18}(2) en general no es cierto. Esto es,
si core(F) = A no necesariamente tenemos que F = F4. Por ejemplo, consideremos en R a
A = (0,1). No es dificil mostrar que F = {FF C R| A C Fy F # A} es un filtro; ademés
podemos notar que F4 # F puesto que A € Fy vy A ¢ F. Ademas, core(F) = A.

A continuaciéon enunciamos una definiciéon que tiene una importancia notable en secciones

posteriores.

2.20 Definicién. Sea X un conjunto. Decimos que un filtro F sobre X es primo, si para
P, P, C X tales que P, U Py € F tenemos que P € F o P, € F.

2.21 Ejemplo. Sean X un espacio topolégico y x € X. Entonces F, (recordar Ejemplo [2.6)
es un filtro primo. En efecto, sean P, P, C X tales que P, U P, € F,. Por la definiciéon de F,,
x € PLUPy. Se sigue que x € P; o x € P». Por tanto, P, € F,. 0 P, € F;.

2.22 Ejemplo. Sean X un espacio topolégico y A C X. Si A tiene al menos dos elementos,

entonces F 4 no es un filtro primo.

2.2. Bases de filtros

Recordemos que cuando analizamos espacios tépologicos y sus propiedades, restringimos el
estudio de los conjuntos abiertos al estudio de sus bases. Estos andlisis facilitan en gran medida
la obtencién de resultados, puesto que si alguna propiedad se cumple para los elementos de una
base de una topologia entonces ésta se puede extender a todos los elementos de la topologia.
Para el caso de los filtros sobre un espacio topolégico, surge un aspecto similar, lo que llamamos
bases de filtros, que de manera analoga a las bases de una topologia, permiten trabajar sobre
un determinado subconjunto del filtro para después extender los resultados al filtro. Otro hecho
importante es el que muchos filtros son definidos a partir de bases de filtro. Asi, tenemos la

siguiente definicion.
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2.23 Definicion. Sean X un conjunto no vacio y B una familia de subconjuntos de X. Decimos

que B es base de filtro sobre X si:
1. B0y 0¢B.
2. Si By, By € B, entonces existe Bg € B tal que B3 C By N Bs.

De las propiedades (1) y (2) de un filtro (recordar Definicién [2.1)), tenemos de manera

inmediata que un filtro, en particular, es una base de filtro.
2.24 Ejemplo. Sea X un conjunto. Entonces todo filtro sobre X es una base de filtro sobre X.

Dada una base de filtro B sobre X, no es dificil demostrar que la familia
F(B)={F C X | existe B€ Bcon BC F}

es un filtro sobre X. A este filtro le llamamos el filtro generado por la base B. Ademas, tenemos
que si F es otro filtro tal que B C F entonces F(B) C F. Con esto podemos concluir que F(B)

es el filtro més pequeno (con la relacién de orden dada por la inclusién) que contiene a B.

2.25 Ejemplo. Consideremos el conjunto de los nimeros reales R y C = {(a,00) | a € R}.
Entonces C es una base de filtro sobre R.

En efecto:
1. Como R # (0, C # (). Dado que (a,0) # () para toda a € R, () ¢ C.

2. Sean C1,C4 € C. Tenemos que C; = (a,00) y Cy = (b, 00) para algunos a,b € R. Luego
Si a < b entonces (a,00) N (b,00) = (b,00) € C.
Si a > b entonces (a,00) N (b, 00) = (a,00) € C.

Al filtro generado por C se le conoce como filtro de Fréchet.

2.26 Definiciéon. Sea X un conjunto no vacio. Si F es un filtro sobre X, decimos que B C F

es una base de filtro para F si para cada F' € F existe B € B tal que B C F.

Sea X un conjunto. Notemos que si B C P(X) satisface la Definicién entonces B cumple
la Definicién m para el filtro F(B). Ahora, si B es base de filtro para algin filtro F sobre
X, entonces B es base de filtro en X y F = F(B). Esto ultimo, garantiza la consistencia entre

ambas definiciones.

2.27 Definicion. Sean X un conjunto, F un filtro sobre X y & C F no vacio. Decimos que S
es una subbase de filtro para F si la familia de intersecciones finitas de elementos de S es una

base de filtro para F.

Recordemos que F denota la cerradura de F.
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2.28 Proposicién. Sean X un espacio topolégico y F un filtro sobre X. La familia B = {F |
F € F}, es una base de filtro. Denotamos a F(B) por F, y se tiene que F C F.

Demostracion. Veamos que en efecto, B es una base de filtro.

1. Dado que, para todo F' € F, tenemos que () # F, entonces para todo F € F, F # (). Esto
es ) ¢ B. Ademds, como F # () se sigue que B # ().

2. Sean I, Iy € F. Dela Proposiciénm- My@B), AN CcFRNFhyFNFCFNE.
Luego, puesto que Fy N Fy € F, tenemos que F1 N Fr € B.

Ahora, queda demostrar que F C F. Sea G € F. Entonces existe F € F tal que F C G. Dado
que F C F (ver Proposicién m(l)) tenemos ahora F' C G. Como F es un filtro y F € F
podemos concluir que G € F. Puesto que G fue arbitrario, F C F. O

Del Ejemplo [2.28] y recordando la Definicién tenemos la siguiente proposicion.

2.29 Proposicién. Sean X un espacio topoldgico y F un filtro sobre X. Entonces core(F) C

core(F).

Demostracion.

Por el Ejemplo F C F. Luego, por el Teorema (3), core(F) C core(F). O
El siguiente ejemplo no es dificil de justificar.

2.30 Ejemplo. Sean X un conjunto no vacioy A C X no vacio. Entonces B = { A} es una base

de filtro para F4.

La siguiente proposicion se refiere a las propiedades que preserva un filtro bajo una funcién. A
pesar de que la familia de imagenes de un filtro no es un filtro, tenemos que dicha familia es una

base de filtro. Cuando hablamos de convergencia y continuidad podemos usar esta proposicion.

2.31 Proposicién. Sean X,Y espacios topoldgicos, F un filtro sobre X y f : X — Y una
funcién. Entonces Byr) = {f(F) | FF € F} es una base de filtro en Y. Denotamos al filtro
generado por By r) por f(F).

Demostracion. Veamos que en efecto By ) es base de filtro.

1. Como F # 0, existe F € F. Asf f(F) € By(r). Luego By(r) # 0.
Si 0 € By(r), existe F € F tal que f(F) = . Con esto F' = §), asi () € F. Lo que contradice
el hecho de que F sea filtro. Por lo tanto ) ¢ By ().

2. Sean f(F1)y f(F») elementos de Bg(r), donde Fy, F> € F. Sabemos que f(FAiNFy) C
f(F1)Nf(Fy). Por otro lado, como F es filtro, entonces F1NFy € F,y asi f(F1NFL) € Byr).

Con esto, hemos demostrado la Proposicién [2.31 O
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2.32 Corolario. Sean X,Y espacios topoldgicos, F un filtro sobre X y f : X — Y una funcién
sobreyectiva. Entonces Bz = F(B).

Demostracion. Por la Proposicién Bgr) C F(B). Queda ver que F(B) C By(r). Sea G €
F(B). Existe B € Btal que f(B) C G. Al ser f sobreyectiva, f~1(G) # 0. Como f(f~1(G)) = G,
f(B) C f(f74Q)). Luego, B C f~YG). Como F es filtro, f~}(G) € F. De donde, G =
F(F7HG)) € By, O

La demostracion de la siguiente proposicion es facil de obtener.

2.33 Proposiciéon. Sean X,Y espacios topoldgicos, f: X — Y una funcién y F un filtro sobre
Y. Si para cada F' € F tenemos que f~'(F) # ), entonces B = {f~Y(F) | F € F} es base
de filtro sobre X. Al filtro generado por B lo denotamos por f~1(F) y le llamamos la imagen

inversa por f del filtro F.

La siguiente proposicién nos caracteriza el concepto de subbase de filtro mediante la propie-
dad de interseccién finita (ver Definicién [2.10)). De hecho, en [23] esto se toma como definicién
de subbase. Asi, a partir de una familia con la propiedad de interseccién finita, podemos obtener
una base de filtro y por tanto un filtro. El filtro que se obtiene de dicha familia contiene a la

familia.

2.34 Proposicién. Sean X un conjunto no vacio y & una familia de subconjuntos de X.
Entonces S es una subbase de filtro sobre X si y s6lo si S posee la propiedad de la interseccion

finita.

La prueba de la Proposicién no es dificil. En [21] P4g. 128] se puede consultar.

Dado un subconjunto arbitrario no vacio de un conjunto y un filtro sobre este conjunto,
podemos obtener bases de filtro relacionadas con las intersecciones del subconjunto (o del com-
plemento del subconjunto) con los elementos del filtro. Este resultado es bastante 1til en la
demostracién de otras proposiciones cuando no podemos demostrar las proposiciones de manera

directa.

2.35 Teorema. Sean X un conjunto no vacio, F un filtro sobre X y E C X. Si B={FNE |
FeF}yB ={FnN(X —E)|F € F}, entonces:

1. Si FNE # (), para todo F € F, entonces B es una base de filtro sobre X. Adems4s,
E e F(B)y F C F(B).

2. Siexiste F' € F tal que F N E = (), entonces B’ es una base de filtro sobre X. Ademds,
X-EcFB)yFcCFWB).
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Demostracion.

1. Supongamos que F'N E # (), para todo F € F. Veamos que B es base de filtro sobre X.

En efecto,

a) Alser F # (), se tiene que B # (). Como FNE # (), para todo F € F, entonces () ¢ B.

b) Sean Bj, By € B. Existen Fy, Fy € F tales que By = F1NE y By = FoN E. Entonces,

BlﬂBQZ(FlﬂE)ﬂ(FgﬂE)
= (F1NFy)NE € B puesto que F1 N Fy € F.

Recordemos que F(B) = {F C X | B C F para algin B € B} (Definicién [2.23)). Fijemos
F € F. Tenemos que FNE € B.Como FNECEy FNECF,EecFB)yF e F(B).
Por lo tanto E € F(B) y F C F(B).

2. Si E = () entonces B = {0} y B' = F. Por ser F filtro sobre X, por el Ejemplo
tenemos que B’ es base de filtro sobre X.
Supongamos ahora que E # (). Si F N E = (), para algin F € F, entonces F C X — E. Al
ser F filtro obtenemos que X — E € F. Por tanto F' N (X — E) # (), para toda F’ € F.
Luego, aplicando (1) a X — E, obtenemos que B’ es una base de filtro sobre X tal que
FCFB)y X —FEeF®B).

Asi, el Teorema queda demostrado. O

Terminamos esta seccién con una definicion muy 1til en la Teoria de filtros.

2.36 Definicién. Sean X un conjunto y JF un filtro sobre X. Decimos que F es un filtro fijo
si core(F) # 0. Si core(F) = 0 decimos que F es libre.

Los siguientes ejemplos no son dificiles de justificar por lo cual omitimos los detalles.
2.37 Ejemplo. Todo filtro principal es un filtro fijo (vea Proposicién [2.18}(2)).

2.38 Ejemplo. Sea X un espacio topoldgico y x € X. Entonces N () es un filtro fijo (recordar
Proposicién (3)).

2.39 Ejemplo. El filtro de Fréchet es un filtro libre. En efecto, recordemos el Ejemplo y
supongamos que el filtro de Fréchet no es libre, luego existe x € R tal que z € (({(a,00) | a € R}.
Como x + 1 € R, por lo anterior, € (z + 1,00). Esto 1dltimo no es posible. Por tanto, el filtro
de Fréchet es libre.
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2.3. Ultrafiltros

En esta seccion presentamos la nocion de ultrafiltro. Dada esta definicion, mostramos la
existencia de ultrafiltros con la ayuda del Lema de Zorn. Los ultrafiltros son importantes pues
las nociones de convergencia se describen de una manera elegante con estos. Ademas, el manejo
de ultrafiltros es menos complicado que los filtros. A partir de aqui, el uso de los ultrafiltros es

importante durante el desarrollo de la tesis.

2.40 Definicién. Sea X un conjunto no vacio. Una familia U C P(X) es un ultrafiltro sobre X

si:
1. U es un filtro sobre X.
2. Si F es un filtro sobre X tal que U C F, entonces F = U.

En términos de la relacién de orden sobre P(X) dada por la inclusién, U es ultrafiltro sobre
X si es un filtro maximal (vea Definicién sobre la familia de filtros en X.

Para el siguiente ejemplo recordemos la Definicién [2.6

2.41 Ejemplo. Sea X un espacio topoldgico. Si x € X, entonces F, es un ultrafiltro. En efecto,
sea G un ultrafiltro sobre X tal que F, C G. Dado que {z} € F, y F. C G, se sigue que para
cada G € G, GN{x} # (). Luego x € G, para cada G € G, es decir, G € F,. Por tanto, G = F,.

2.42 Ejemplo. Sean X un conjunto y A C X con méas de un punto. Entonces F4 no es un

ultrafiltro. En efecto, sea ©z € A . No es dificil mostrar que F4 C F,. Pero F, ¢ Fa, pues
{z} € Foy {2} ¢ Fa.

Es facil verificar lo siguiente:
2.43 Ejemplo. Los filtros Feof y Feoe (recordar Ejemplos y no son ultrafiltros.

El resultado que se enuncia a continuacion, es uno de los més importantes dentro de la Teoria
de filtros. Este teorema garantiza la existencia de ultrafiltros. Muchos resultados posteriores en
el trabajo de tesis hacen uso de éste en su demostracién. Pudiéramos considerarle como una
consecuencia del Axioma de Eleccion, pues para su demostracion se utiliza el lema de Zorn, que
es una de las equivalencias del Axioma de Eleccién (una demostracién de esta equivalencia la
podemos encontrar en [10, Pdg. 191] ). De acuerdo con [12], la demostracién de este teorema
aparece en 1930 y es dada por Tarski.

Para la demostracién del siguiente teorema es necesario recordar las Definiciones y
1.6l

2.44 Teorema. Sean X un conjunto y JF un filtro sobre X. Entonces existe un ultrafiltro &/
sobre X tal que F C U.
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Demostracion. Sea € = {F' | F' es un filtro sobre X y F C F'}. Se tiene que € estd parcial-
mente ordenado por el orden dado por C.

En efecto,
s Para todo F' € €, tenemos que F' C F'.

» Si Fj C Fyy Fy C Fi, por la transitividad de la inclusién de conjuntos tenemos que
Fi C Fs.

» F] C Fyy Fy C Fi, entonces F| = Fj.

Mostremos ahora que toda cadena en € esta acotada superiormente. Para ello sea {F]}ic; C €

una cadena, donde I es un conjunto arbitrario de indices. Definamos a U’ como sigue

u' =\J7

el

Tenemos que U’ es un filtro. En efecto, sean F,G € €. Entonces, al ser € una cadena, o F C G
o G C F. Luego, por la Proposicién U =J¢€ es un filtro.
Por la definicién de U’, tenemos que

Fcu
para toda F' € {F/}ier. Es decir, U’ es una cota superior de {F]};es. Como la cadena en €
fue arbitraria podemos aplicar el Lema de Zorn (ver Lema y decir que € tiene un elemento
maximal. Sea U un elemento maximal de €. Ya que U € € entonces U es un filtro, ademds
F C U. Ahora sélo queda mostrar que U es un ultrafiltro. En efecto, sea G un filtro tal que
Uucag,
Como F C U, entonces por transitividad obtenemos que F C G, de aqui se sigue que G € €.

Como U es un elemento maximal de € con el orden C, entonces

gcu

Con lo anterior concluimos que G = U, lo cual prueba que U es un ultrafiltro. ]

Dada la forma de la Definicién [2.40] basada en la relacién de orden dada por la inclusion,
en ocasiones es dificil demostrar la maximalidad de los ultrafiltros, por lo que es necesario tener
equivalencias que nos faciliten la obtencién de ultrafiltros. El siguiente teorema nos ayudara en
gran medida en la obtencién de ejemplos de ultrafiltros, de hecho, estas equivalencias son mas

utilizadas que la definicion misma de ultrafiltro.
2.45 Teorema. Sean X un conjunto y U un filtro sobre X. Entonces son equivalentes:
1. U es un ultrafiltro.

2. Para cada F C X tal que ENF # (), para todo F € U, se tiene que F € U.
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3.SiEC X,entonces Felf o X — FelUd.
4. SSA,BC Xy AUB€EU, entonces Acld o Bel.

Demostracion.

1)=2) Supongamos que U es un ultrafiltro y sea E C X tal que EN F # (), para todo
F € U. Luego, por el Teorema tenemos que B ={ENF | F € U} es base de filtro tal que
E € F(B) y U € F(B). Por el Teorema [2.44] F(B) esté contenido en algin ultrafiltro U(B).
Asi B C U(B). Ademés, E € U(B) y U C U(B). Por otro lado como U es ultrafiltro y U C U(B)
entonces U = U(B). De aqui resulta que F € U.

2)=-3) Supongamos 2). Sea E C X arbitrario tal que F ¢ U. Entonces para toda F' € U
tenemos F' ¢ E. Lo anterior quiere decir que F N (X — E) # (), para todo F € U, y asi por 2)
X-FEecl.

3)=4) Supongamos 3). Sean A, B C X tales que AU B € U.
Si A C B o B C A claramente tenemos 4).
Supongamos que A ¢ By B ¢ A. Por 3) tenemos que:

Acl o) X-Aclu

Si A € U, con esto obtenemos 4).
Si X — A el, entonces (X — A)N (AU B) € U. Notemos que (X — A)N (AU B) C B. Por lo
tanto B € U.

4)=-1) Supongamos 4) y que U no es un ultrafiltro. Luego, existe un filtro F tal que U C F
y F ¢ U. Es decir, existe F € F —U.Sean A=F y B=X — F. Tenemos que AUB =X € U.
Por hipétesis (4), A € U o B € U. Como F' € F — U obtenemos que B € U. Pero dado que
UcF,BeF. Como F es filtro entonces:

FNnBeF

pero FNB = FN(X — F) =0, por tanto () € F, lo cual contradice el hecho de que F sea
filtro. O

Por el Teorema v la Definicion [2.20] se tiene que U es un ultrafiltro si y sélo si U es un

filtro primo.

Dado un filtro F, el Teorema nos garantiza la existencia de al menos un ultrafiltro
que contiene a F. Como el Teorema no enuncia unicidad, podemos hablar de la familia de
ultrafiltros que contiene a F. La cuestién ahora, es encontrar la relacion entre dicha familia y el

filtro F. El siguiente teorema nos muestra que el filtro es la interseccién sobre dicha familia.
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2.46 Teorema. Sean X un conjunto y JF un filtro sobre X. Entonces F es la interseccién de

todos los ultrafiltros que lo contienen.

Demostracion. Sea 2 = {U | U es ultrafiltro y F C U}. Por el Teorema [2.44] tenemos que 2 # (.
El hecho de que [ 2 sea filtro se obtiene del Teorema Veamos ahora que F = [ 2. Tenemos
que para todo U € A, F C U. Es decir, F C (2. Por otro lado, supongamos que (2 ¢ F.
Entonces existe F} € (2 tal que Fy ¢ F. Luego F ¢ F, para todo F' € F. Con esto, para todo
F € F tenemos (X — F1)NF # (). Por el Teorema[2.35 B = {FN(X — F,) | F € F} es una base
de filtro. Para F(B) tenemos que, por el Teorema existe un ultrafiltro & que lo contiene.
Ademsds, tenemos que F CU y que X — F; € U.

Por lo anterior, U € A, y asi (A C U. Como F; € (2, se sigue que F} € U. Asi, F1, X —F) € U.
Ya que U es filtro entonces Fy N (X — Fy) € U, es decir, ) € U, lo cual contradice el hecho de
que U sea filtro. Por tanto (A C F. O

Del Teorema surge de forma inmediata el siguiente corolario.

2.47 Corolario. Si un filtro F estd contenido en un tnico ultrafiltro F’ entonces F = F'.

Demostracion. Sea 20 = {U | U es ultrafiltro y F C U} = {F'}. Por el Teorema F =
N2 = #. O

2.48 Proposicién. Sean X un conjunto y U un ultrafiltro sobre X. Entonces core(U) tiene a

lo mas un punto. Cuando core(U) = {z}, entonces U = F,.

Demostracion. Para la primera parte, supongamos que core(U) tiene mas de dos puntos.

Sean z € core(d) y Ay = core(U) — {z}. Tenemos que A, # (). Por ser U un ultrafiltro, A, € U
oX — A, €eU.Si Ay € U, entonces A, D core(d). Como = € core(ld), © € A, lo cual no es
posible por construccién de A;. Por tanto, X — A, € U.

Como core(U) tiene mas de dos puntos, la familia A = {X — A, | © € core(U)} tiene mas de
dos elementos.

Dado que X — A, € U, para cada = € core(Ud), A C U. Se sigue que

ﬂ.A D ﬂZ/l = core(U)

Observemos que

(A = Nuecorewy(X — Az)
=X — Usecorew)Aa
= X — (Usceoretn(core(tl) — {x})
=X — (core(U) — Nyecore@ {2})
=X — (core(d) — 0)
=X — core()
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Esto ultimo indica que

X —core(U) = ﬂ.A D core(U)

lo cual es una contradiccién. Por tanto core(U) tiene a lo mas un elemento.

Ahora supongamos que core(id) = {z}. Veamos que U = F,. Sea F' € U. Como core(d) C F,
entonces x € F, y asi, F' € F,.

Sea ahora A € F,. Dado que U es ultrafiltro se tiene que Aef 0o X — A € U.

Si X — A € U entonces core(Ud) C X — A, esto quiere decir que z € X — A, lo cual no es posible,
pues x € A. Entonces A € U y asi F, C U. O

Con la Proposicién podemos decir que si U es un ultrafiltro fijo sobre X, entonces
U = F, para algin x € X, por tanto podemos dar explicitamente cualquier ultrafiltro fijo en X.
Caso contrario, sucede si U no es fijo, pues a pesar de que se sabe de la existencia de ultrafiltros
libres hasta la actualidad no se han podido describir de manera explicita como se menciona en
[16]. Se conjetura que puede ser uno de los ultrafiltros que contiene al filtro de Fréchet.

Resulta interesante preguntarse el nimero de filtros y ultrafiltros cuando X es un espacio

finito.

2.49 Proposicion. Si X es un espacio topoldgico con uUnicamente n elementos, entonces se

pueden construir sobre X a lo méas 2" — 1 filtros y n ultrafiltros.

Demostracion. Como X es finito, P(X) es finito. Con esto cualquier filtro F sobre X es finito.

Por el Teorema |2.11

core(F) # 0.

Luego todo filtro sobre X es fijo. Veamos que si A = core(F) entonces F = F4. Sea F € F.
Como core(F) C F entonces A C F. Dado que F4 es filtro y A € F4 tenemos que F € Fyu.
Ahora, ya que X es finito, entonces core(F) € F, es decir A € F. Con esto si G € F4 entonces
A C G. Puesto que F es filtro y A € F concluimos que G € F. Por todo esto tenemos que todos
los filtros son filtros principales. Dado que hay 2™ — 1 subconjuntos no vacios de X entonces a
lo mas se pueden construir 2" — 1 filtros sobre X.

En el caso de los ultrafiltros, sabemos que si A C X tiene méas de un punto entonces F 4 no puede
ser ultrafiltro (ver Ejemplo . Asi dado que hay n conjuntos singulares en P(X) entonces a

lo més se pueden construir n ultrafiltros (pues si A = {x} entonces F; es ultrafiltro). O

Terminamos esta secciéon con el siguiente resultado, que es de mucha utilidad dentro de la

Teoria de filtros, en especial, cuando hablamos de convergencia y continuidad.

2.50 Teorema. Sean X, Y espacios topoldgicos, f : X — Y una funcién y ¢ un ultrafiltro sobre
X. Entonces f(U) es un ultrafiltro sobre Y.

Demostracion. Recordemos que f(U) es el filtro generado por {f(F') | F € U} (ver Proposicién
2.31]). Resta verificar que f(U) es ultrafiltro.
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En efecto, sea A C Y. Como U es ultrafiltro, por el Teorema (2), entonces se tiene que

A eu

X - 14 eu.

Si f~Y(A) e U, entonces f(f~1(A)) € f(U). Como f(U) es un filtro en Y y f(f~L1(A)) C A, se
sigue que A € f(U).

Si X — f~Y(A) €U, entonces f(X — f~(A)) € f(U). Recordemos que se cumple f~H(Y — A) =
X—f"YA) . Luego, f(X—f"YA)) = f(f 1 (Y —A)). Tenemos que f(f (Y —A)) C Y —A. Asf,
(X —f71(A) cY —A. Alser f(U) filtro, Y — A € f(U). Por tanto, A € f(U) oY — A € f(U)
Con esto, por el Teorema [2.45}(2), f(U) es un ultrafiltro. O]

2.4. Convergencia

Aunque los filtros aparecen por primera vez en 1908 (segin [7]), es Henri Cartan quien
por primera vez habla de convergencia en términos de filtros ([3] y [4]). Ya en 1940 Bourbaki
desarrolla esta teoria ([7]). Los temas de convergencia son muy importantes en Topologia. En
los espacios métricos, o en general en espacios primero numerables (donde entendemos que un
espacio primero numerable es un espacio en el cual todo punto tiene una base de vecindades
numerable ), las sucesiones (recordar Definicién son la herramienta predilecta para hablar
de continuidad y convergencia. En estos espacios la convergencia se describe en términos de su-
cesiones. Surge de manera inmediata la interrogante sobre si es posible extender esta propiedad
de los espacios primero numerables hacia espacios que no son primero numerables. La respuesta
a la interrogante es negativa, puesto que las sucesiones ya no garantizan las propiedades de con-
vergencia en espacios no primero numerables, resultan ser inadecuadas. Observemos el siguiente

teorema, el cual es un resultado clasico en el Anélisis.

2.51 Teorema. Sean X un espacio primero numerable, A C X no vacio y a € X. Entonces

a € A siy sélo si existe una sucesion en A convergente a a.

En el siguiente ejemplo ilustramos que las sucesiones ya no son tutiles para describir nociones
de convergencia en espacios no primero numerables. En particular, mostramos que el Teorema

2.51| no es valido si se extiende a espacios topoldgicos arbitrarios.

2.52 Ejemplo. Consideremos el espacio ordinal [0,2]. Tenemos que Q € [0,£2). Sin embargo,

no existe sucesién en [0, §2) que converja a €.

En [6, Pag. 215] y [26, Pag. 72] podemos consultar los detalles del Ejemplo

Asi, una de las maneras de hablar de convergencia sobre un espacio topolégico arbitrario
es con ayuda de filtros. Para nuestra primera definicién recordemos que N (z) es la familia de
todas las vecindades de x (ver Definicién [1.14).



32 CAPITULO 2. FILTROS

2.53 Definicién. Sean (X, 7) un espacio topolégico, F una base de filtro sobre X y z € X.

Entonces:

1. Decimos que F converge a x si para toda V € N (x) existe F' € F tal que F C V. Si F

converge a x escribimos F — .

2. Decimos que F aglomera en x o que x es punto de aglomeracion de F si para todo F' € F

y toda V € N(z) se cumple que F NV # (). Si F aglomera en x escribimos F > x.

Nota: Recordemos que todo filtro es una base de filtro, luego la Definicién se aplica

para cualquier filtro arbitrario.

Tenemos la siguiente equivalencia.

2.54 Teorema. Sean X un espacio topoldgico, F un filtro sobre X y x € X. Entonces F — x
siy sélo si N(z) C F.

Demostracién. Supongamos que F — z. Entonces para V € N (x) existe F € F tal que FF C V.
Como F es un filtro, V € F. Asi, N(z) C F.
Reciprocamente, si N'(x) C F es claro que F — z. O

Veamos ahora los siguientes ejemplos.

2.55 Ejemplo. Sean X un espacio topoldgico y z € X. Entonces el filtro F = N (z) converge

a z. Esto es, N(z) es el filtro mds pequeno (con la relacién de inclusién) que converge a .

2.56 Ejemplo. Sean X un espacio topoldgico y A C X no vacio. Entonces el filtro principal
sobre A (vea Ejemplo aglomera en cada punto de A. En efecto, sea a € A un elemento
arbitrario. Sean F € F4 y V € N (a) arbitrarios. Puesto que, a € A y V es una vecindad de a,
ANV #0. Como A C F, obtenemos que ) # ANV C FNV. Estoes FNV # ().

2.57 Ejemplo. Sea (X, 7) el espacio topolégico indiscreto (recordar Ejemplo [1.10). Entonces
todo filtro sobre X converge a cualquier punto del espacio. Esto ocurre por el hecho de que la

unica vecindad de cualquier punto de X es el propio espacio X y que X esta en todo filtro.

2.58 Ejemplo. Sean X un conjunto no finito y 7 la topologia cofinita (ver Ejemplo .
Entonces F.,¢ converge a cualquier punto del espacio.

En efecto, sea z € X arbitrario. Recordemos del Ejemplo que Foor = {F C X | X —
F es finito}, con esto 7 = Fop U {0}. Por tanto, N(x) C Feor v asi Feop — .

2.59 Ejemplo. En el espacio de Sierpinski (vea Ejemplo [1.11) X, sea = 0, entonces para el
filtro NV (z) tenemos:

N(z) =0 y N(z) — 1.

Con este ejemplo mostramos que el punto de convergencia no necesariamente es tinico.
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2.60 Ejemplo. Sea X = R con la topologia usual (recordar Definicién . Entonces el filtro
de Fréchet (ver Ejemplo no tiene puntos de aglomeracién. En efecto, recordemos que el
filtro de Fréchet tiene por base a C = {(a,00) | @ € R}. Supongamos que € X es un punto de
aglomeracion del filtro de Fréchet. Tenemos que (z—1,2+41) € N (z). Por otro lado (z+1,00) € C,

es decir, (x + 1,00) es elemento del filtro. Asi, por ser x punto de aglomeracion se tiene que
(x—Lz+1)N(x+1,00)#0
lo cual es una contradiccién. Por tanto, el filtro de Fréchet no tiene puntos de aglomeracién.

El siguiente resultado enuncia la relacién entre un filtro con alguna de sus bases, cuando
dicho filtro es convergente. Este resultado es ttil porque las bases de filtro en ocasiones son

mucho mas faciles de usar que el filtro mismo.

2.61 Proposicién. Sean X un espacio topolégico, F un filtro sobre X, B una base del filtro

para F y x € X. Entonces F — x siy solo si B — z.

Demostracién. Supongamos que F — z. Tenemos que para toda V € N (z), V € F. Como B es
base de F, existe B € B tal que B C V. Luego por la Definicién (1), B— .

Reciprocamente, supongamos que B — x. Para toda V € N (z) existe B € B tal que B C V.
Como F es filtro y B € F(pues B C F), V € F. Luego N (z) C F. Por tanto, F — . O

2.62 Proposicion. Sean X un espacio topoldgico, x € X y F un filtro sobre X tal que F — x.
Si G es un filtro sobre X tal que F C G entonces G — .

Demostracion. Sea G un filtro sobre X tal que F C G. Como F — z entonces N (z) C F. Por
transitividad tenemos que N (z) C G. Luego G — x. O

2.63 Teorema. Sean X un espacio topolégico, x € X y F un filtro sobre X. Entonces son

equivalentes
1. z es punto de aglomeracién de F.
2. Existe un filtro G en X talque F C Gy G — .
3. x € F, para toda F € F. Es decir, = € ﬂFefF.

Demostracion.

1)= 2) Sea z € X un punto de aglomeracién de F. Entonces, para todo V € N (x) y para toda
F € F tenemos que V N F # (). Se tiene que, el conjunto B={VNF |V eN(z)y F € F}es
una base de filtro.

En efecto,

= Puesto que N(z) y F son distintos del vacio y de que V N F # (), para todo V € N(z) y
para todo F' € F, se sigue que B# 0y () ¢ B.
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» Sean ViNFy, VoNFy € B, donde V1, V5 € N(x) y Fy, Fy € F. Notemos que (V1N Fy)N(VaN
FQ) = (VlﬂVQ)ﬂ(FlﬂFg). Como V1NV, GN($) y F1NFy € F, (Vl ﬁFl)ﬂ(VgﬂFg) c B.

Probemos ahora que F(B) es nuestro filtro G deseado, es decir, F C F(B) y F(B) — z. Sean
V e N(x)y F € F arbitrarios. Tenemos que VN F € F(B). Puesto que F(B) es filtro y ademds
VANFCFyVNF CV,tenemos F € F(B) y V € F(B). Asi hemos mostrado que F C F(B)
y N(z) C F(B). La tltima expresiéon muestra que F(B) — .

2)=- 3) Supongamos que existe un filtro G en X tal que F C Gy G — x. Sea F' € F. Entonces
F € G. Dado que G converge a z, obtenemos que para todo V € N (z):

VNF#0,

es decir, que x € F. Asi, x € F, para cada F € F.
3)= 1) Esto se obtiene de la definicién de punto de aglomeracién (ver Definicién [2.53}(2)) y de

la definicién de la clausura de un conjunto. O

El siguiente resultado muestra que las nociones F converge a = y J aglomera en x son

equivalentes para. ultrafiltros.

2.64 Teorema. Sean X un espacio topoldgico, U un ultrafiltro sobre X y = € X. Entonces

U>=xsiysdlosild — x.

Demostracion. Supongamos que U = x. Dado que U es, en particular, un filtro, por el Teorema
2.63}(2), tenemos que existe un filtro G en X tal que Y C Gy G — . Como U es un ultrafiltro,
entonces U = G, es decir, que U — .

Reciprocamente, supongamos que U — z. Sean F € U y V € N(x). Dado que U — =z, existe
Fy € U tal que Fy; C V. Ahora, como U es filtro, FNEFy # () pero FNF, C FNV. Asi, FNV # ().
Con esto U = x. O

Recordemos que en el Ejemplo se muestra que el Teorema [2.51] es invalido en espacios
topoldgicos no necesariamente primero numerables. Por ello buscamos un resultado andlogo al
Teorema [2.51] en términos de filtros, el cual sea aplicable a cualquier espacio topolégico. El
siguiente teorema enuncia una equivalencia de la cerradura de un conjunto y la existencia de
un filtro convergente a él. Esta propiedad es una de las mas importantes dentro de la teoria de

filtros. Su uso se extiende a lo largo de toda la Teoria de filtros.

2.65 Teorema. Sean (X, 7) un espacio topolégico, r € X y A C X. Entonces x € A si y sélo
si existe un filtro F tal que F -z y A € F.

Demostracién. Supongamos que x € A. Entonces para toda V' € N (x), tenemos que VN A # (.
Asi, por el Teorema B={VNA|V e N(x)} es una base de filtro tal que A € F(B)
y N(z) € F(B). Recordado la Definicién y por el hecho que N (z) C F(B), tenemos que
F(B) — x.
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Reciprocamente, veamos que x € A. Sean F un filtro sobre X tal que F — z, A € Fy V € N (x).
Como F converge a z, N () C F. Luego V € F. Como A € F, se sigue que ANV # (). Aplicando
la Proposicién m tenemos que z € A. O

Del Teorema [2.65] surge de manera inmediata el siguiente resultado.

2.66 Corolario. Sean (X, 7) un espacio topoldgico, z € X y A C X. La clausura de A es
A={xr € X | existe un filtro F tal que F -z y A € F}.

Una caracterizacién importante en la Teoria de filtros, es la equivalencia que posee una fun-
cién continua en un punto z con la base de filtro generada por las imégenes de las vecindades de

x, bajo esta funcién continua. A continuacién enunciamos el resultado(recordemos la Definicién

la Proposicién y el Ejemplo [2.7)).

2.67 Teorema. Sean X,Y espacios topolédgicos, x € X y f: X — Y una funcién. Entonces f
es continua en z si y sélo si la base de filtro By(zr(z)) = {f(V) | V € N(x)} converge a f(x).

Demostracién. Supongamos que f es continua en z. Sea W € N (f(x)). Por ser f continua en
x, existe V € N(z) tal que f(V) C W. Asi, Byar(x)) — . Reciprocamente, supongamos que
Binv(zy — = Sea W € N(f(x)). Como By () — @, existe B € By (y)) tal que B C W.
Luego, existe V € N (z) tal que f(V) = B C W. Asi, por la Definicién f es continua en
T. O

Por el Teorema [2.67|y la Proposicion [2.61} surge de manera inmediata el corolario siguiente.

2.68 Corolario. Sean X,Y espacios topoldgicos, x € X y f: X — Y una funcién. Entonces f

es continua en x si y sélo si el filtro f(N(z)) converge a f(z).

Una consecuencia directa del Teorema [2.67] es la caracterizacién de una funcién continua en

todo el espacio.

2.69 Corolario. Sean X,Y espacios topoldgicos v f : X — Y una funcién. Entonces f es
continua en X siy sélo si para todo z € X, la base de filtro Bzy = {f(F) | ' € B} converge a

f(z), para cada base de filtro B convergente a x.

Demostracion. Supongamos que f es continua en X. Sean x € X, B una base de filtro tal que
B—xyWeN(f(x)). Por ser f continua en z, existe V € N (z) tal que f(V) C W. Por otro
lado, como B — z, existe B € B tal que B C V. Luego f(B) C f(V). Ahora, por transitividad,
f(B) ¢ W. Dado que W fue arbitrario y recordando la Definicién (1), By — .

Reciprocamente, sea x € X arbitrario. Tenemos en particular que N (z) es base de filtro. En-
tonces por hipétesis Byar(z)) — f(z), asi por el Teorema f es continua en x. Como x es

arbitrario, se sigue que f es continua en X. O
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Otro resultado del Teorema[2.67}, surge a razén de que un filtro es a su vez una base de filtro.

2.70 Corolario. Sean X,Y espacios topolégicos, f : X — Y una funciéon. Entonces f es

continua en X siy sélo si f(F) — f(x) para cada x € X y cada filtro F tal que F — z.
Recordando la Definicién tenemos la siguiente proposicién.

2.71 Proposicién. Sean I un conjunto no vacio y {(Xj;,7;) | ¢ € I} una coleccién de espacios
topolégicos. Sean (Il;erX;,7s) el espacio producto, x € I;c;X; y F un filtro sobre IL;crX;.
Entonces F — x si y s6lo si m;(F) — m(x) en (X;,7), para todo i € 1.

Demostracion. Recuerde que x es de la forma (x;);er, donde x; = m;(x), para cada i € I.
Supongamos que F — x. Sea i € I. Por el Teorema [1.58] 7; es una funcién continua. Asi, por el
Corolario mi(F) = mi(z) = ;.

Reciprocamente, supongamos que 7;(F) — m;(z) = z; en (X;, 7;), paratodoi € I. Sea V € N (x).
Sin perder generalidad podemos suponer que V es elemento de la base de la topologia producto,
esto es V = 7Ti_11(UZ'1) N W;I(Ui )N ...N 7ri_k1(U,-k), donde U;; € 7;, para cada j € {1,2,...,k}
(recordar Definicién . Sea j € {1,2,...,k}. Como U;, € 7y, y wi; € Uy, Uj; € J\/'(:EZJ) Dado
que 7, (F) = x;,, existe G, € m;,(F) tal que Gy; C Uy, Al ser {m;,(F) | F € F} base del filtro
7, (F), existe Fy, € F tal que 7, (Fi;) C Gy, Asi, m, (Fi;) C Uy,. Luego, Fi; C w;l(Uij). De
donde, para todo j € {1,2,...,k}, Fi, C W;l(Uij).

Por tanto, Fj, N...N F;, C Wil(Uil) N..N 7r;kl(Ul- ) = V. Como F;, N..NF, € F, por la
Definicién 2.53}(1), F — =. O

Recordemos que cuando hablamos de filtros convergentes, no tenemos garantizada la uni-
cidad del punto de convergencia. Este hecho se muestra en el Ejemplo Asi, el punto de
convergencia de un filtro no es necesariamente nico sobre un espacio arbitrario. El siguiente

teorema muestra qué tipo de espacios garantizan la unicidad del punto de convergencia.

2.72 Teorema. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Entonces X es un espacio de Hausdorff si y

sélo si todo filtro convergente en X converge a un tnico punto.

Demostracion. Supongamos que X es de Hausdorff y sea F un filtro convergente en X. Supon-
gamos que z,y € X son tales que F — x, F — y y « # y. Por ser X de Hausdorff, existen
UVertalesquex e U,y eV y VNU ={. Puesto que F — = y F — y, entonces N(x) C F
y N(y) C F. Pero también tenemos que U € N (z) y V € N(y). Asi U,V € F. Como F es filtro,
UNV e F,de donde, UNV # (0, lo que es un contradiccion.

Ahora, supongamos que todo filtro convergente en X converge a un tnico punto y que X no
es de Hausdorff. Luego existen xg,y0 € X, con g # 1o tales que para toda U € N (xzg) y toda
Ve N(yo), UNV # (. Como N (xg) y N (yo) son filtros, B={UNV | U € N(x9) y V € N(yo)}
es una base de filtro sobre X. Luego, el filtro generado por B, F(B), tiene la propiedad de que
N(zo) € F(B) y N(yo) C F(B).

Asi, F(B) — z¢ y F(B) — yo, lo que contradice nuestra suposicion. O
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Ya que tenemos las definiciones de punto de aglomeracion y punto limite, podemos analizar

el comportamiento del conjunto de estos puntos.

2.73 Definiciéon. Sea F un filtro sobre un espacio topoldgico X. Definimos los conjuntos
lim(F)={x€ X |F -z} yadh(F)={ze X |F >z}

En relacién a estos conjuntos, tenemos las siguientes propiedades.

2.74 Proposicion. Sean F y G filtros sobre un espacio topolégico X. Entonces se cumplen

1.

adh(F) = per F.

. lim(F) y adh(F) son conjuntos cerrados en X.

. Si F es un ultrafiltro, entonces lim(F) = adh(F).

. Si F C G, entonces lim(F) C lim(G) y adh(F) D adh(G).
lim(FNG) =lim(F) Nlim(G).

. Si z € lim(F), entonces {x} C lim(F). En particular {z} = lim(N(z))

lim(F) C lim(F) y adh(F) = adh(F). Sin embargo, tenemos que en general lim(F) #
lim(F).

. Si A C X, entonces adh(Fa) = Ay para z € X tenemos que lim(F,) = adh(Fy,) = {z}.

. Sean 71,79 dos topologias sobre X tales que 7 C 7o. Entonces lim.,(F) C lim. (F) y

adh.,(F) C adh., (F), donde el subindice 7; indica bajo qué topologia se consideran los

puntos de convergencia y los puntos de aglomeracién.

Demostracion.

1.

Sea = € adh(F). Entonces F > z. Por el Teorema (3), z € Nper F- Por tanto,
adh(F) C Nper F. Ahora, sea x € (\pex F. Entonces por el Teorema (3) F =z, es
decir, 2 € adh(F). Por tanto, adh(F) D (\per F.

. Veamos que lim(F) es cerrado. Para ello demostramos que X — lim(F) es abierto. En

efecto, sea x € X — lim(F). As{ F no converge a x, es decir, existe V € N (z) tal que para
todo F' € F tenemos F' ¢ V. Sin perder generalidad, supongamos que V es abierto. Ahora
mostremos que V' C X — lim(F). Para ello, si y € V N lim(F), entonces, como F — y
y V € N(y), existe Fi € F tal que Fi C V. Pero esto contradice el hecho de que F no
converja a x. Por tanto V' C X — lim(F). Asi X — lim(F) es abierto y con esto se obtiene
que lim(F) es cerrado.

Para adh(F) la demostracién es andloga.



38

CAPITULO 2. FILTROS

. Esta propiedad se obtiene considerando el Teorema [2.64]

. Supongamos que F C G. Sea x € lim(F). Es decir, F — z. Por demostrar que G — z.

Como F — x, N(z) C F. Por hipétesis, se sigue que N (z) C G. Asi x € lim(G). Para
el caso de adh, sea x € adh(G), es decir, G > x. Por demostrar que F > x. Sean F' € F
y V e N(z). Como F C Gy G > z entonces FNV # (. Por tanto F > x. Asi,
adh(G) C adh(F).

. Considerando el inciso anterior, como FNG C Fy FNG C G, entonces lim(FNG) C lim(F)

y lim(F N G) C lim(G). Se sigue que lim(F NG) C lim(F) N lim(G). Ahora, queda
demostrar que lim(F)Nlim(G) C lim(FNG). Sea x € lim(F)Nlim(G). Dado que F — x
yG—z, N(z) C FyN(z)Cg. De donde N(z) C FNG. Luego, F NG — x. Por tanto,
xz € lim(FNG).

. Sean z € lim(F), y € {x} y V € N(y). Como y € {x} tenemos V N {z} # 0. A partir de

esto tenemos que V N{z} = {z}. Se sigue que V € N (z) (si no pasara esto F no converge
a z). Asi, existe F € F tal que F C V. Con esto F — y. Por tanto {x} C lim(F). Para
cuando F = N (z), por lo anterior {z} C lim(N (z)). Falta ver que lim(N(x)) C {2}. Sean
y € lim(N(z)) y V € N(y). Dado que N (z) — vy, existe V;, € N(z) tal que V; C V. Como
x €V, zeV.As, VN {z} # 0. Por tanto y € {x}.

. Primero vamos a demostrar que adh(F) = adh(F). Recordemos que F es el filtro generado

por la base B = {F | F € F} (vea Proposicién . Veamos que adh(F) C adh(F). Sea
x € adh(F), entonces para todo V € N (z) y toda F' € F tenemos que F NV # (), y dado
que FNV C FNV, FNV # (). Con esto, F = . Mostramos ahora que adh(F) C adh(F).
Sea z € adh(F). Sea F € F y V € N(z) por demostrar que FNV # (). Como F = z y
F € F, entonces por el Teorema T € f, pero F=F. Asi, z € F, lo que significa que
V N F # (. Por tanto = € adh(F).

Por la Proposicién se tiene que F C F. Luego, por (4) de esta proposicién, lim(F) C
lim(F). Ahora queda ver que no siempre sucede que lim(F) # lim(F). Es decir, lim(F) ¢
lim(F). Consideremos una topologfa 7 sobre X distinta a la topologfa discreta tal que
existe A € 7 con X — A ¢ 7. Tomemos F = F4. Con esto, A € F y A ¢ F. Tenemos que

si x € A entonces F — x. Sin embargo, F no converge a x puesto que A € N'(z) y A ¢ F.

. Primero probamos que adh(F4) = A.

En efecto, por la primera propiedad de la presente proposicién adh(Fa) = (\per, F. Por
Proposicién W-(Q), core(Fa) = A. Puesto que core(Fa) C NperFr A C Nper, F-
Es decir, A C adh(F4. Ahora, si * € adh(F4), entonces para todo F € F4 y toda
V e N(x), FNV # (. En particular para toda V € N(z): ANV # (). Asi, z € A. Para

la otra igualdad, considerando A = {x} obtenemos que adh(F,) = {z}. Como F, es un
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ultrafiltro, por la tercer propiedad de la presente proposicion, adh(F,) = lim(F;). Asi, se
tiene que adh(F,) = lim(F,) = {z}.

9. Supongamos que 71,72 son topologias sobre X tales que 71 C T2. Sea x € lim,,(F) y
V1 € 1 tal que = € V4. Por nuestra hipétesis tenemos que Vi € 1. Con esto existe F' € F
tal que F' C Vj. Luego z € lim,, (F). Por tanto, lim,(F) C lim,, (F).

Sea ahora x € adh,(F). Sean F' € F y Vi € 7y arbitrarios. Como 71 C 7, Vi € To. Asi,
ViNF #0. De aqui, z € adh,. Por tanto, adh,(F) C adh, (F).

Con todo, la Proposicién queda demostrada. O

2.5. Z-filtros

Dentro de la Teoria de filtros, hay tipos especiales de filtros que permiten describir nociones
y resultados de Topologia y Teoria de conjuntos de una forma mas sencilla. En esta seccion
describiremos algunos de ellos, que son los que nos ayudan a desarrollar la teoria de la seccién
de aplicaciones. Para ello, comenzamos con los P-filtros. Para este tipo de filtros consideremos
un espacio topolégico (X, 7) y P una familia de subconjuntos X tales que si Pj, P, € P, entonces

PiNPyy PLUP, € P. Asi, con estas suposiciones tenemos lo siguiente.
2.75 Definicién. Un P-filtro sobre X es una coleccién F C P con las siguientes propiedades:
1. 0¢FyF+£0.
2. Si P, P, € F, entonces PLN P € F.
3. Sean P, € Fy P,eP.Si P, CP,, entonces P, € F.
Veamos los siguientes ejemplos.

2.76 Ejemplo. Si P = P(X), entonces los P-filtros son los filtros sobre X. Esto nos dice que

los P-filtros pueden verse como una generalizacion de los filtros.
2.77 Ejemplo. Si P = 7, entonces los P-filtros son llamados filtros abiertos.

2.78 Ejemplo. Si P = {P C X | X — P € 7}, entonces los P-filtros son llamados filtros

cerrados.
2.79 Definiciéon. Sean F un P-filtro sobre X y p € X.

1. Decimos que F converge a p, si para cada V € N(p) existe FF € F tal que F C V.
Escribimos F — p.

2. Decimos que F tiene a p como punto de aglomeracion sip € F para todo F € F. Escribimos

F = p.
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Podemos observar que la Definicién 2.79}(2) es equivalente a la Definicién [2.53}(2). Pues si
x € F entonces para todo V € N(z), por la Proposicién FnV #0.

Surge de manera anéloga a la Definicidn [2.40] el siguiente concepto.
2.80 Definiciéon. Un P-ultrafiltro es un P-filtro maximal.

La siguiente proposicién es una caracterizacién de un P-ultrafiltro. Este resultado permite
trabajar sobre el ultrafiltro sin la necesidad de estar empleando las nociones complicadas de
maximalidad con el orden dado por la inclusién.(vea Teorema (2))

2.81 Proposicién. Para un P-filtro F son equivalentes:
1. F es un P-ultrafiltro.
2. SiPePyPNF #0, para cada F € F, entonces P € F.

Demostracion.
(1)= (2) Supongamos que F es un P-ultrafiltro. Sea P’ € P tal que P’ N F # (), para cada
F € F. Fijemos F € F. Definamos el conjunto

Pr={PeP|P NFcCP}
Veamos que Pr es P-filtro. Es claro que Pr C P. Ahora,
1. Puesto que P/, F € Pp,Pr # 0. Dado que PPNF # 0, 0 ¢ Pp.

2. Sean P, P, € Pp. Entonces PNF C PPy PNF C P,. Luego PNF C PN Py. Asi,
PiNnP ePr.

3. Sea P € P tal que P; C P, para algtin P; € Pg. Entonces como P’ N F C Py, se sigue, por
transitividad que, P’ N F C P. Por tanto, P € Pp.

Por otro lado, veamos que |Jpc 7 Pr es un P-filtro. En efecto,

1. Puesto que cada Pp # 0, UpcrPr # 0. Ademds, como para cada F' € F: () ¢ Pp,
obtenemos que 0 ¢ |Jpcr Pr-

2. Sean P, P, € UFG.FPF' Luego P, € Pr, v P> € Pp, para algunos Fi, F» € F. De aqui,
PPNnFAcPyPnNF,CP. Como FyNFy, € F entonces (P’ N Fy) N (P NFy) # (.
Ademds (P'N F1) N (P'NF) € PLN P Con esto, P NPy € Ppnr, C Uper Pr,
asi PLN Py € Jper Pr.

3. Sea P € P tal que P; C P, para algiin Py € Jpc 7 Pr. Tenemos que Py € Pp,, para algin
Fy € F, es decir, P’ N Fy; C Py. Por transitividad, obtenemos que P’ N F; C P. Luego,
P € Pp,, y por tanto P € Upcr Pr.
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Es claro que Jper Pr C P. Con esto tenemos que Jp » Pr es P-filtro.

Veamos que F = |Jpc 7 Pr. Tenemos que, para cada F' € F, F € Upcr Pr, y asi F C Uper Pr.
Dado que F es P-ultrafiltro (recordar Definicién, obtenemos la igualdad. Finalmente, para
cada F' € F, P' € Pp. Entonces, P’ € Jpc 7 Pr = F.

(2)= (1) Supongamos que se cumple (2). Sea G un P-filtro tal que F C G. Por demostrar que
G = F. Para ello sélo falta ver que G C F. Sea G € G. Como F C G, al ser G P-filtro tenemos
que para todo F € F, GNF € G. Puesto que G es P-filtro, GNF # (). Por (2) obtenemos ahora
que G € F. Asi, G C F. Luego, G = F. Por tanto, F es P-ultrafiltro. O

El siguiente teorema garantiza la existencia de P-ultrafiltros. Su demostracion es andloga a

la demostracién del Teorema [2.44]
2.82 Teorema. Todo P-filtro esta contenido en un P-ultrafiltro.
De manera similar a la Definicién tenemos:

2.83 Definicién. Decimos que un P-filtro F es primo, si para Py, P» € P tales que PLUP, € F
tenemos que P € F o P, € F.

De la Definicién tenemos nuestro siguiente teorema, el cual es una condicién necesaria
para que un P-filtro sea un P-ultrafiltro. Recordemos el Teorema [2.45}(4).

2.84 Teorema. Todo P-ultrafiltro F es primo.

Demostracion. Sea F un P-ultrafiltro. Sean P, P» € P tales que P U P, € F. Supongamos que
P ¢ Fy Py ¢ F. Luego, existen F1, F, € F tales que PPN F; =0y PoNFy = (. Con lo anterior
se sigue que PN (FANF) =0y PN(FNF) =0 Dadoque i NF, e Fy PLUP, € F

entonces

0 #* (Pl UPQ) N (F1 ﬂFQ)
=(PIN(FINF))U (PN (F1NF)).

Esto es una contradiccién puesto que Py N (Fy N EFy) =0y PN (FyNFy) = 0. Asi, PL € Fo
P, e F. O

El siguiente resultado es bastante importante, puesto que lo empleamos en la construccién

de la compactificacién de Stone- Cech, especificamente en la Proposicién
2.85 Proposiciéon. Todo P-filtro primo F estd contenido en un unico P-ultrafiltro.

La demostracién de la Proposicion [2.85|no se incluye. La demostracién directa no resulta tan
trivial, la dnica prueba que encontramos hace uso de la dualidad de los Z-filtros con los ideales.
Es decir, se necesitan demostrar varios resultados sobre ideales, de los cuales una consecuencia

resulta la Proposicion [2.85| gracias a que los ideales son duales a los filtros. Dicha prueba se
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puede consultar en [9, Pag. 30].

A continuacién tratamos los Z-filtros, los cuales son un caso especial de los P-filtros. Este
tipo particular de filtros son los que ayudardn posteriormente a demostrar el teorema de la

compactificacién de Stone-Cech. Recordemos la definicién de cero conjunto, Definicién m

2.86 Definicién. Sean X un espacio topoldgico y P = {Z C X | Z es un cero conjunto}.

Entonces los P-filtros sobre X son llamados Z-filtros.
Recordando el Ejemplo tenemos lo siguiente.

2.87 Ejemplo. Sean z € X y F, = {Z C X | Z es cero un conjunto y z € Z}. Entonces F, es

un Z-filtro. En efecto,

» Tenemos que () ¢ F,., pues si estuviera tendriamos que x € (). Ademds, al ser X un cero
conjunto(ver Proposicién [1.75), X € F,. Asi F, # (.

w Si 7,79 € F,, entonces x € Z1 y x € Zy. Luego © € Z1 N Zy. Por Proposicién m(l),
Z1 N Zy es un cero conjunto. Asi, Z1 N Zs € F,.

= Sean Z7 un cero conjunto y Z € F, tales que Z C Z;. Entonces, como x € Z, x € Z.
Asi 7z, € F.

A F, le llamamos el Z-filtro principal sobre x.

Teniendo en mente la Proposicién y recordando las Definiciones (2)y tenemos

el siguiente resultado.

2.88 Teorema. Sea (X, 7) un espacio completamente regular. Entonces todo Z-filtro primo

tiene a lo més un punto de aglomeracion.

Demostracion. Sean F un Z-filtro en X y p, q € adh(F) tales que p # ¢q. Como X es un espacio
de Hausdorff, existen U,V € T talesque p € U, ¢ € V y U NV = (). Tenemos que X — U y
X — V son conjuntos cerrados. Por la Proposicién podemos supones que X — Uy X -V
son cero conjuntos. Al ser UNV =0, (X —U)U (X — V) = X. Recordemos que X € F. Asi,
(X -U)U(X —-V)eF. Al ser F un Z-filtro primo, 0 X —U € Fo X -V € F.

Supongamos que X — U € F. Como p € adh(F), recordar Definicién 2.79}(2), (X —U)NU # 0.
Lo anterior es una contradiccién.

Ahora, si suponemos que (X — V) € F, también obtenemos que (X — V)NV # (. Lo cual no
es posible. La contradiccion surge de suponer p # q. Por tanto, p = ¢, Asi, F tiene a lo mas un

punto de aglomeracién. O



Capitulo 3
Filtros y redes

En Topologia dos de las formas para describir convergencia en los espacios topolégicos son:
los filtros y las redes. En este capitulo hacemos el andlisis sobre la relacién que existe entre
los filtros y las redes. La equivalencia entre ambas teorias, segin [7], es notada por Bartle en
1955, al igual que por Bruns y Schmidt. Debemos mencionar que en este capitulo solamente se
mencionan aspectos generales de la teoria de redes. Para un panorama mas general podemos

consultar [26].

3.1. Redes

La idea de red viene inspirada en la nocién de sucesion (recordar Definicién[I.63)). La cuestion
era generalizar hacia los espacios topolégicos lo que sucedia sobre los espacios métricos con las
sucesiones. Los primeros estudios para obtener dicha generalizacién fueron hechos por E. H.
Moore y mas tarde por Smith (ver [11]). La teorfa que obtuvieron fue la de redes. Al analizar la
posible generalizacion de las sucesiones, podemos observar que el conjunto N limita la utilidad
de la Definicién solamente a los espacios primero numerables. La idea es entonces tener
una funcién con un dominio que permita extender los resultados conocidos sobre sucesiones a
espacios mas generales, a fin de obtener una nocién analoga a la Definicién En este estudio
se obtuvo que los conjuntos mas adecuados para tener una generalizacién de sucesion son los

conjuntos dirigidos.

3.1 Definicién. Un conjunto A no vacio es un conjunto dirigido si existe una relacién < sobre

A tal que:
1. Si A € A entonces A < A,
2. Sean A1, Ao, A3 € A. Si A\ < Ay v Ay < A3, entonces A\ < Ag,
3. Si A1, A2 € A, entonces existe A3 € A tal que A\ < A3y Ay < As.

43
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La relaciéon < la llamamos una direccion sobre A, o diremos que < dirige a A. Si Ay < A9 también

usamos la notaciéon Ao > Aj.

A continuacién algunos ejemplos de conjuntos dirigidos. Su justificacién no es dificil por lo

cual se omite.

3.2 Ejemplo. Tenemos que el conjunto N es un conjunto dirigido, bajo la relacién usual sobre
N.

3.3 Ejemplo. Sean X un espacio topoldgico, z € X y A una base de vecindades de = (vea
Definicién [1.15]). Entonces A es un conjunto dirigido bajo la direccién < dada por V4 <V, siy
sblo si Vo C Vi para cualesquiera Vq, V5 € A.

3.4 Ejemplo. Sea C la coleccién de todas las particiones finitas del intervalo cerrado [a,b] en
subintervalos cerrados. Sean Aq, Ao € C. Definimos < por A; < Ay si A, refina a Aq, es decir,
Ay C A;. Entonces < es una direccién sobre C. Asi, C es un conjunto dirigido. Para una referencia

més amplia de este ejemplo podemos consultar [26].
Ahora enunciamos la nocién de red.

3.5 Definicién. Sea X un conjunto. Una red en X es una funcién P : A — X donde A es un

conjunto dirigido.

3.6 Notacién. El punto P()) lo denotamos como x) y la red basada en A por {z)}xea.
La Definicién [3.5) también es conocida como sucesién de Moore-Smith ([I1]).

3.7 Ejemplo. Recordando el Ejemplo tenemos que toda sucesién es una red.
Tenemos a continuacién las definiciones de convergencia y aglomeracién para redes.

3.8 Definicién. Sean X un espacio topolégico, {z)}repr unared en X y x € X.

1. La red {z)}xea converge a z si para cada V € N (z) existe \g € A tal que para cada
A > Ay tenemos que x) € V.

2. Lared {z)}aea aglomera en x si para cada V € N (z) y cada \g € A existe A > \g tal que
xzy € V.

3.9 Ejemplo. Sean X un espacio topoldgico, z € X y A cualquier base de vecindades sobre x.
Consideremos la relacién < definida en el Ejemplo [3.3] Sea V' € A. Como V es vecindad de z,
V # (. Luego, existe xy € V. Para cada V € A, fijemos xy € V. Entonces obtenemos una red

{zv}ven en X y no es dificil ver que {zy }yep converge a x.

3.10 Ejemplo. Sean f : [a,b] — R una funcién y C el conjunto dirigido del Ejemplo
Definimos las redes P, : C - Ry Py : C — R como Pr(A) y Py(A) la suma inferior y superior
de Riemann, respectivamente, sobre la particion A. Cuando ambas redes convergen hacia un
mismo numero c, significa que f; f(x)dx = c. Segun [26], este es el primer ejemplo de red dado

por Moore y Smith. Para ver un desarrollo més detallado consultar [26, Pag. 74].
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3.2. Relacion entre filtros y redes

A continuacién vemos que se pueden definir redes a partir de filtros y filtros a partir de
redes. Lo importante, es analizar el comportamiento de filtros con su red generada (o de una

red con su filtro generado).

3.11 Proposicién. Sean X un espacio topoldgico, A un conjunto dirigido y {z)}xeca una red
en X. Para cada A € A sea By = {z), | A\o > A}. Entonces la familia By = {B) | A € A} es una
base de filtro sobre X.

Demostracion. Veamos que By es una base de filtro (recordar Definicién [2.23)).

1. Como A es un conjunto dirigido, A # (). Luego existe al menos un A € A. Como B) € By,
Ba # 0. Para toda A € A tenemos que x) € By. Asi, By # 0. Por tanto, () ¢ Bj.

2. Tenemos que B),, By, € Ba, donde Aj, A2 € A. Como A es un conjunto dirigido, existe
A€ Atal que Ay < Ay Ag < A Se cumple que By € By. Veamos ahora que By C By, NB),.
Sea x), € B). Por definicién de By, A < Ag. Como A\ < Ay Ay < A, por transitividad
del conjunto dirigido A, A\; < Aoy A2 < Ao. Asi, ), € By, ¥y ), € By,. Por tanto,
Ty, € By, N By,.

Por tanto By es base de filtro sobre X. O

3.12 Definicién. Sean X un espacio topoldgico, A un conjunto dirigido y {x)}rea una red en
X. Para cada A € A, sea By = {z), | Ao > A}. El filtro F(By) es llamado el filtro generado por

la red {xx}ren-

Ahora veamos la otra situacién, que a partir de un filtro se puede definir una red. Para ello,

nos auxiliamos de la siguiente proposicién.

3.13 Proposicién. Sean X un espacio topolégico y F un filtro sobre X. Entonces el conjunto
Ar={(z,F) |z € F € F} es un conjunto dirigido, por la relacién < definida como (z1, F7) <
(z2, Fy) siy solo si Fy C F.

Demostracion.
1. Sea (z,F) € Ar. Como F' C F, (z,F) < (x, F).

2. Sean (z1, F1), (z2, F»), (x3, F3) € Ar tales que (x1,F1) < (22, F3) y (22, F2) < (x3, F3).
Luego F, C Fy y F3 C F;. Por transitividad, F3 C Fy. Asi, (1, F1) < (x3, F3).

3. Sean (z1, F1), (z2, F3) € Ax. Consideremos F = F; N Fy. Como F es un filtro, F # ().
Sea x € F. Tenemos que (1, F1) < (z,F) y (x2,F3) < (x,F), pues F = FiNF, C F1 y
F=FNFy,CF>.
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Tenemos que 1, 2 y 3 satisfacen la Definicién 3.1} Por tanto, Ar es un conjunto dirigido. O
Con la Proposicién tenemos la siguiente definicion.

3.14 Definicién. Sean X un espacio topolégico y F un filtro sobre X. Definimos a la red basada

sobre F por la red Pr: Ay — X definida por Pr((z, F')) = x, para cada (z, F') € Ar.

Una pregunta que surge de manera inmediata es la relacién que pueda existir entre un filtro
arbitrario y el filtro generado por la red basada sobre el filtro arbitrario. De manera andaloga,
qué pasa con una red arbitraria y la red basada sobre el filtro generado por la red arbitraria. A
continuacién damos respuestas a estas cuestiones
La primera pregunta tiene como respuesta que ambos filtros son iguales. El siguiente teorema

muestra esta equivalencia.

3.15 Teorema. Sean X un espacio topolégico y F un filtro sobre X. Entonces F es igual al

filtro generado por la red Pr.

Demostracion. Sea Pr: Ar — X lared basada sobre F, donde Ar = {(z, F) | z € F € F} como
en la Proposicién Para cada (z, F') € Ar, sea By, py = {Pr((%1, 1)) | (21, F1) > (%, F)}.

Por la Proposicion |3.11
BA]_- = {B(x,F) ‘ (a;,F) S A]:},

es una base de filtro en X.

Probamos que F (B, ) = F. Sea By, r) € By, para algin (xo, ') € Ar, entonces

By, 1y = {Pr((z1, F1)) | (x1, F1) > (w0, F)}.

Paracadax € FF € F,x = Pr((z,F)). Alser F C F, (x,F) > (x0, F). Luego, © = Pr((z, F)) €
By, py- Asly, ' C By ).

Como F es filtro entonces obtenemos que B, r) € F.

Asi, Br, C F. Luego, F(Bp,) C F.

Sean I' € F y xg € F. Por demostrar que B(,, ) C F.

Sea (z1,F1) > (x0,F) entonces F; C F. Como x; € Fj resulta que x1 € F. Pero z; =
Px((x1, F1)), ast pues, Pr((x1,F1)) € F para todo (z1, F1) > (z0, F). Es decir, B, r) C F.
Dado que B, ry € F(Bay) vy F(Bay) es filtro, F' € F(Ba,). O

Ahora, para una red arbitraria y la red basada sobre el filtro generado por la red arbitraria
tenemos que no siempre se da la igualdad. Recordemos que una red es una funcién de un conjunto
dirigido en un espacio topoldgico. Luego, dada una red P con dominio en un conjunto dirigido
A, la red basada en el filtro generado por P no necesariamente tiene como dominio a A. Asi,

ambas redes no son iguales. Para ello observemos el siguiente ejemplo.
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3.16 Ejemplo. Sea X = R con la topologia usual (ver Definicién . Por el Ejemplo
{L},en es una red. Tenemos que By = {1 | k > A}, F(By) = {F C X | By C F para algiin A €
N}y Argy) ={(#,F) |z € FyF e F(By)}. Dado que N # Az, tenemos las redes {1} ey
y Prsy) no son iguales.

Concluimos el capitulo con dos teoremas que nos muestran la relacion que existe entre un
filtro y la red basada en éste (y viceversa), todo en el contexto de convergencia y puntos de
aglomeracion. El primer teorema nos ilustra las equivalencias respecto a la convergencia de un
filtro con la red basada en él. También la relacién de una red convergente con el filtro generado

por dicha red.
3.17 Teorema. Sean X un espacio topoldgico, F un filtro sobre X y z € X.
1. F converge a x si y sélo si la red basada sobre F converge a x.
2. Una red {z)}rca converge a x siy sélo si el filtro generado por {x)}rcp converge a x.

Demostracion.

(1) Supongamos que F converge a x. Entonces para toda V € N(z), existe F € F tal que
F C V. Dado que F # 0, existe y € F. Asi, el par (y,F) € Ar. Sea (z1,F1) € Ar tal que
(y,F) < (x1, F1). Por la relacién definida en Ar tenemos que F; C F. Por lo anterior tenemos
que x1 € F} C V. Asi, 1 € V. Pero z1 = Pr((x1, F1)). Por tanto Pr converge a x.
Reciprocamente, supongamos que Pr converge a x y sea V € N (z). Entonces existe (y, F) € Ax
tal que si (z1, F1) > (y, F) entonces x1 = Pr((z1, F1)) € V. Veamos que F' C V. Sea x; € F. El
par (z1, F) € Ar y, ademas, (z1,F) > (y, F'). Con esto tenemos que x; = Pr((x1, F)) € V. Por
tanto F' C V y asi F converge a x.

(2) La demostracién de este inciso es similar al del inciso (1). O

El segundo teorema nos muestra algo similar al Teorema [3.17] ahora para el caso de los
puntos de aglomeracién(recuerde la Definicién [2.53}(2)).

3.18 Teorema. Sean X un espacio topoldgico, F un filtro sobre X y z € X.
1. F aglomera en z si y solo si la red basada sobre F tiene a x como punto de aglomeracién.

2. Una red {z)}aen tiene a x como punto de aglomeracion si y sélo si el filtro generado por

{zx}rer aglomera en x.
Demostracion.

1. Supongamos que F aglomera en xz. Sean V € N(z) y y un elemento de la red Pr. Se
cumple que y = Pr((y, Fy)), para algin F,, € F. Como F > x, tenemos que F, NV # .
Sea z € F,NV. Es facil ver que (2, F,) € Ary (y, Fy) < (2, Fy). Asi, Pr((2, Fy)) =z € V.
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Lo anterior satisface la Definiciéon (2) Por tanto, Pr tiene a x como punto de aglome-
racion.

Reciprocamente, supongamos que Pr tiene a x como punto de aglomeracién. Sean V €
N(z), F € Fyy € F. Tenemos que (y,F) € Ar. Por hipdtesis, existe (z,F1) € Ar
tal que (y, F) < (z,F1) y Pr((z,F1)) € V. Como (y,F) < (z,F1), Fi C F. Luego, por

transitividad, z € F. Con todo z = Pr((z,F1)) € Vy z € F. Asi, FNV # (). Se sigue que
F = x (recordar la Definicién [2.53}(2)).

2. La demostracién de este inciso es analoga a la demostracion de (1).

Asi, el Teorema queda demostrado. ]

Los Teoremas y nos muestran herramientas importantes para describir la conver-
gencia sobre los espacios topoldgicos. Lo trascendental de estos resultados es la opcién que otorga
de trabajar ya sea con redes o con filtros. Esto nos permite trabajar con la teoria que ma&s se
adecue.

Segin [26], se prefieren los filtros debido a que sélo dependen de teoria de conjuntos y de las
propiedades del espacio topolégico. En contraparte las redes complican los célculos algebrai-
cos debido al manejo de los conjuntos dirigidos. Dado que las redes y los filtros son conceptos
equivalentes en la teoria de convergencia, la demostracién de varios resultados usando redes es
semejante si se usan los filtros. Un ejemplo de esto, es la demostracién del teorema de Tychonoff
incluida en la tesis que posee una idea similar a la demostracién utilizando redes presentada en
[26, Pdg. 120]. La ventaja que tiene la teoria de filtros sobre la de redes, es que se eliminan la
dependencia de indices y de conjuntos no numerables, por una nocién més elegante, practica y
sencilla de estudiar. Por ultimo, no podemos dejar de mencionar que al ser los filtros una nocién
propia de la Teoria de Conjuntos, su aplicacién se extiende a diversos temas a parte de la teoria

de convergencia, lo que no sucede con las redes.



Capitulo 4

Aplicaciones

4.1. El teorema de Tychonoff

El Teorema de Tychonoff establece que el producto de cualquier coleccién de espacios to-
poldgicos compactos es compacto. Debe su nombre al matemético Andrey Nikolayevich Tychonoff,
quien lo probé para el producto de los intervalos unitarios en 1930, y en 1935 lo generalizé para
espacios arbitrarios. Este teorema es uno de los mas importantes en topologia debido a una gran

aplicacién a multiples resultados en matematicas, por mencionar algunos:

» La construccién de la compactificacién de Stone-Cech(para espacios completamente regu-

lares).
» El Teorema de Ascoli.

Cabe mencionar que el Teorema de Tychonoff es equivalente al Axioma de Eleccién, en [21), Pég.

102] podemos encontrar una demostracién de esta equivalencia.

El siguiente teorema es una caracterizacion de compacidad utilizando filtros y ultrafiltros.
Ademads, incluimos otra equivalencia de compacidad usando familias de intersecciones finitas,

para su utilizacién posterior.
4.1 Teorema. Sea X un espacio topoldgico. Entonces son equivalentes:

1. X es compacto.

2. Toda familia A de conjuntos cerrados no vacios con la propiedad de la interseccién finita

cumple que (A # 0.
3. Para todo filtro F sobre X, existe z € X tal que F > .

4. Todo ultrafiltro sobre X converge.

49
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Demostracion.

1)=-2)] Supongamos que X es compacto. Sea .4 una familia de cerrados no vacios con la propiedad
de la interseccién finita (recordar Definicién y supongamos que [ |.A = (). Observemos que,
para toda A € A, X — A es abierto en X. Sea C = {X — A | A € A}. Observemos que

Ue=Jx-4

AeA
=X-[]A
=X-10
= X.

De donde, C es un cubierta abierta de X. Por ser X compacto, existen Aj, As, ..., A, € A tales
que X =J" (X — 4).

Se sigue que
n
ﬂ AZ = ®7
i=1

puesto que X — [JI' (X — A;) = i, Ai, lo cual es una contradiccién, dado que A tiene la
propiedad de la interseccién finita. Por tanto, (].A # 0.

2)=3)] Sea F un filtro sobre X. Afirmamos que el conjunto A = {F | F € F} tiene la propiedad
de la interseccion finita.

En efecto, sean Fy, Fs,...,F, € A. Como F; C F;, para todo i, tenemos que
n n
i=1 i=1

Notemos que (i F; # 0, pues por el Teorema JF tiene la propiedad de la interseccién
finita. Asi, ()., F; # 0. Con esto, A tiene la propiedad de interseccién finita.
Ahora, por 2) existe z € X tal que z € (VA = (g F. Porel Teoremam(l) y (3), obtenemos
que F > x.
3)= 4)] Sea U un ultrafiltro sobre X . Tenemos que U es, en particular, un filtro. Luego, por 3),
existe x € X tal que U > z. Por el Teorema tenemos que U — .
4)=-1)] Supongamos que todo ultrafiltro sobre X converge. Sea C una cubierta abierta de X y
supongamos que C no tiene subcubiertas finitas. Luego para toda subfamilia finita C' C C, se
tiene que
X - Jc#0.

Se puede verificar facilmente que

B={X-|JC'|C cC finita}

es base de filtro sobre X. Por el Teorema [2.44] existe un ultrafiltro U tal que

F(B)cU,
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donde F(B) es el filtro generado por B. Por 4) tenemos que U — z, para algun x € X. Al ser
C cubierta abierta de X, existe un abierto U € C tal que x € U. Como U — = (recordemos
Definicién [2.53}(1)), existe F' € U tal que F C U. Luego, U € U. Por otro lado, definiendo
C' = {U} tenemos que X —|JC' € B, pues C' C C. Asi, X —|JC' € U. Puesto que U es ultrafiltro,
tenemos que

Un(x - Jo)eu.

Pero UN (X —UC') = UN(X —U) = 0, lo cual es una contradiccién. Por tanto, C admite

subcubiertas finitas. Asi, X es compacto. O
Demostramos ahora el Teorema de Tychonoff. Recordemos la Definicion [1.5

4.2 Teorema. Sean I un conjunto no vacio y {(Xj, 7;) | i € I} una familia de espacios topoldgi-

cos. Entonces (] [;c; Xi, 7s) es compacto si y sélo si X; es compacto, para todo i € I.

Demostracion. Sea X = [[;c; Xi.

Supongamos que X es compacto. Fijemos ¢ € I. Por el Teorema[1.58] m; es una funcién continua
y sobreyectiva. Luego, por el Teorema X, es compacto. Por lo tanto, para todo 7 € I, X;
es compacto.

Reciprocamente, supongamos que para todo ¢ € I, X; es compacto. Sea U un ultrafiltro arbitrario
sobre X. Sea ¢ € I. Por el Teorema U; = m;(U) es un ultrafiltro sobre X;. Como X; es
compacto, por el Teorema (1) y (4) existe z; € X; tal que U; — x;. Asi, para todo i € I,
U; — z;. Definamos ahora, z = (z;);e;. Claramente = € X. Luego, por la Proposicién
U — z. Como U fue un ultrafiltro arbitrario sobre X, por el Teorema [4.1}(1) y (4), X es

compacto. [

Comparando esta demostracién con otras demostraciones del Teorema de Tychonoff, po-
demos decir que esta resulta mds sencilla, directa y de las mds cortas. Por ejemplo, en [17]
encontramos una demostracién del Teorema [4.2] que por su desarrollo es bastante larga, ademéds
de ser dificil de asimilar de forma inmediata. Si analizamos con detenimiento la demostracién de
[17], si se tuvieran en consideracién la Teoria de filtros, la construccién de tal demostracién se
pudiera simplificar, es decir, la demostracién tendria la misma estructura pero seria mas sencilla

y corta. Para explicar esto mejor, en la demostracién de [17] los primeros pasos que se hacen son

1. A partir de una familia con la propiedad de la interseccién finita, A, se obtiene una familia

de conjuntos, D, tal que A C D y D es maximal respecto al orden de la inclusién.

2. Se demuestra que las intersecciones finitas de elementos de D son elementos de D y todo

conjunto que intersecta a todos los elementos de D es elemento de D.

Dado que la prueba de los pasos anteriores es por construccién, se hace dificil el entendimiento

del principio de la demostracién del Teorema de Tychonoff. Con la ayuda de la Teoria de Filtros
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podemos aligerar esta demostracién. En el paso (1), al ser .4 una familia con la propiedad de
la interseccion finita, por la Proposicién A es una subbase de filtro de la cual podemos
obtener un filtro. Y por el Teorema [2.44] existe un ultrafiltro U que contiene a A. Ademds,
U coincide con D. La propiedad (2) de la Definicién y la equivalencia (1)-(2) del Teorema
2.45| garantizan que se cumpla el paso (2). Considerando lo anterior, la demostracién de [I7]
seguirfa bajo la misma idea. Con esto observamos la ventaja que permiten los filtros de facilitar
la obtencién de resultados.

Una pregunta que puede surgir de manera inmediata, respecto al hecho de que las sucesiones
toman un rol semejante al de filtros dentro de los espacios métricos, es acerca de la demostracion
del Teorema para espacios métricos utilizando sucesiones. En [8, Pag. 280], se hace una
demostracién del Teorema de Tychonoff para espacios métricos empleando las sucesiones, la
idea es la misma que utilizando filtros. La demostracién con sucesiones usa las propiedades de
la funcién proyeccién. Ademas de utilizar el bien conocido resultado para espacios métricos, que
nos dice que un espacio métrico es compacto si y sélo si toda sucesiéon tiene una subsucesion
convergente. Esta equivalencia es andloga a la equivalencia (1)-(4) del Teorema La idea de
la demostracién de [§] similar a la de filtros, excepto por los detalles que implica trabajar con

sucesiones.

4.2. La compactificacién de Stone-Cech

En este apartado de la tesis, obtenemos la compactificacién de Stone-Cech de un espacio
completamente regular. Segun en [25], H. Wallman mostré que para un espacio normal X,
el espacio fX es homeomorfo al espacio de los Z-ultrafiltros de X. Por otro lado, en [5] se
menciona que P. Samuel evitando el uso del anillo de funciones continuas opté por utilizar la
Teorfa de filtros para la construccién de la compactificacién de Stone-Cech. A continuacién
exponemos una construccién de la compactificacién de Stone-Cech utilizando las propiedades
de los cero conjuntos de un espacio completamente regular y de la familia de los Z-ultrafiltros
de dicho espacio. Segtin en [25], Cech fue el precursor del uso de los cero conjuntos para esta
construccién.

Una proposicién necesaria en esta seccion es la siguiente, el resultado esté relacionado con

la existencia de puntos de aglomeracién de un Z-filtro.

4.3 Proposiciéon. Sea X un espacio compacto y completamente regular. Si F es un Z-filtro en

X, entonces F tiene puntos de aglomeracion.

Demostracion. Sea F un Z-filtro en X. Tenemos que F tiene la propiedad de interseccion finita
(vea Teorema . Al ser F una familia de conjuntos cerrados en X, por el Teorema (1)
v (2), NF # 0. Sea p € (F. Para toda F € F, p € F. Al ser F un conjunto cerrado, p € F.
Recordando la Definicién [2.79}(2), tenemos que F > p. Por tanto, adh(F) # 0 (vea Definicién
2.73). O
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4.4 Corolario. Sea X un espacio compacto y completamente regular. Si F es un Z-filtro primo

en X entonces JF tiene un tnico punto de aglomeracién.

Demostracion. Al ser F un Z-filtro, por la Proposicién se asegura la existencia de puntos
de aglomeracién de F. Dado que F es primo, por el Teorema [2.88 F tiene a lo mds un punto

de aglomeracién. Con todo, F tiene un unico punto de aglomeracién. ]

Obtengamos ahora la descripcion de SX como Z-ultrafiltros.

4.5 Notacién. Si X es un espacio completamente regular, ponemos BX = {U | U es Z —
ultrafiltro en X'}. Ademés, para cada cero conjunto Z en X, definimos y denotamos a Z* =
{U e BX|Zel}.

Lo que resta de esta seccién esta encaminada a demostrar que BX es la compactificacién de

Stone-Cech.

4.6 Lema. Sean X un espacio completamente regular y Z1, Zs cero conjuntos en X. Entonces

se cumplen:
1. Zf =0siysolosi Z; =0.
2. Si Z1 N Zy =, entonces Z7 N Z5 = (.
3. (ZinNZy) =2ZyNZ;.
1. (ZyU Zy)* = ZF U Z3.

Demostracion.

1. Por contrareciproca. Supongamos que Z; # (). Sea z € Z;. Entonces F, es un Z-ultrafiltro
en X (recordar Ejemplo . Es facil ver que Z; € F,. Luego, Z7 # 0. Reciprocamente,
supongamos que Z; = ). Como no existe Z-filtro que contenga a () como elemento, Z7 = ().

2. Por contrareciproca. Si ZyNZ5 # (), entonces existe U € Z7NZ;. Luego, U € Z{ yU € Z5.
Luego, Zy € U y Zy € U. Por tanto, al ser U un filtro, Z1 N Zy € U. Asi, Z1 N Zy # ).

3. Por la Proposicién (1) tenemos que Z; N Z3 es un cero conjunto, por lo (Z; N Zy)*
tiene sentido. Si Z13 N Zy = (), entonces, por (1) del presente lema, (Z1 N Z)* = (* = (. Por otro
lado, por (2) del presente lema, Z; NZ5 = (). Por tanto, (Z1NZ2)* = Z; N Z5. Supongamos ahora
que Z1NZy # 0. Seald € (Z1N Zg)*. Luego Z1 N Zy € U. Dado que Z1 N Zy C Z1, Z1 N Zy C Zo
y U es un Z-filtro, Z1 e U y Zo € U. Asi, U € Z{ y U € Z;. Por lo que, (Z1 N Z2)* C ZF N Z3.
Reciprocamente, sea U € Z] N Z5. Entonces U € ZT y U € Z5. Luego Zy € Uy Zy € U. Por lo
tanto, Z1 N Zy € U. Asi, Zy N Z3 C (Z1 N Zy)*.

4. Dado que Z; y Z3 son cero conjuntos, por la Proposicién (2), Z1 U Z3 es un cero
conjunto. Sea U € (Z1 U Za)*. Tenemos que Z; U Zy € U. Al ser U un Z-ultrafiltro, Z; € U o
Zy €U. Se sigue que U € Z7 o U € Z5. Luego, U € ZT U Z;. Reciprocamente, sea U € Z7 U Z5.
Luego, U € Z{ oU € Z5. Se cumple que Z; € U 0 Zy € U. Como Zy C Z1 U Zyy Zy C Z1 U Za,
al ser U un filtro, Z1 U Zy e U. Ast, U € Z] U Z3. O
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4.7 Proposicién. Sea X un espacio completamente regular. Entonces la familia C = {Z* |

Z es cero conjunto en X} es una base para los cerrados de alguna topologia en BX.
Demostracion. Recordemos primero la Definicién

1. Sean Z7,Z; € C, veamos que Z; U Z5 es una interseccién de elementos de C. Por Lema
M.6L(4), Zf U Z5 = (Z1 U Za)* y (Z1U Zy)* € C.

2. Veamos que [ C = 0.
Si (N C # 0 entonces existe un Z-ultrafiltro U tal que, para todo Z* € C, se tiene U € Z*.
Dado que @) es un cero conjunto, U € (*, es decir, ) € U. Esto contradice que U sea filtro.
Luego, (C = 0.

Con todo C es una base para los cerrados de alguna topologia en BX. O

A partir de ahora, consideramos a BX con la topologia generada por la base de cerrados C.

Recordemos que el Z-filtro principal sobre x es F, = {Z C X | Z es un cero conjunto y z € Z}
(Ejemplo [2.87)).

4.8 Proposicion. Sean X un espacio completamente regular y x € X. Entonces el Z-filtro

principal sobre z, F,, es el Gnico Z-ultrafiltro convergente a z.

Demostracion. Por el Ejemplo Fz es un Z-filtro. Ahora veamos que F; — x. Sea V un
abierto en X tal que x € V. Tenemos que X — V es cerrado. Como X completamente regular,
entonces por la Definicién existe una funcién continua f, : X — [0,1] tal que fy(z) =0y
f(X — V) = {1}. Definiendo Z = f,1({0}), se tiene que Z es un cero conjunto y = € Z. Como
f(X=V)={1}, ZNn(X —V)=0. Asi, Z C V. Como Z € F,, se sigue que JF,, — .

Veamos que F, es un Z-filtro primo (recordar Definicién . Sean Zy, Z5 cero conjuntos tales
que Z1 U Zy € F,. Por la definicién de F, (Ejemplo , r € Z1UZy. Luego, x € Z1 0 x € Zs.
Se sigue que Z; € F, o Zs € F,. Por lo tanto, F, es un Z-filtro primo.

Al ser F, un Z-filtro primo, por la Proposicion [2.85] existe un tnico Z-ultrafiltro F tal que
F» C F. Como F, — z, se sigue, de la Proposicién 2.62], que F — .

Veamos ahora que F, = F. Para esto sélo falta demostrar que F C JF,. Supongamos que
F ¢ F,. Entonces existe Z' € F tal que = ¢ Z'.

Es decir, x € X — Z'. Por ser X completamente regular existe g : X — [0, 1] continua tal que:

g(x) =0 y 9(Z') = {1}.

Dado que g~!({0}) es un cero conjunto tal que = € g~1({0}), g~ *({0}) € F,. Como F, C F,
9-'({0}) e .

Tenemos que g~ 1({0}) N Z" € F. Pero g~1({0}) N Z’ = 0. Lo que contradice que F sea filtro.
Con todo F, = F. Asi F, es un Z-ultrafiltro que converge a x. Para ver la unicidad de F, sélo

basta recordar la maximalidad de un Z-ultrafiltro. Con todo hemos probado la proposicién. [
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4.9 Proposicién. Sea X un espacio completamente regular. La funcién hpxy : X — BX

definida por hpx(x) = F;, donde F, = {Z C X | Z es un cero conjunto y = € Z}, es inyectiva.

Demostracion. La Proposicién garantiza la buena definicién de la funciéon hpx. Ahora, sean
z,y € X tales que hpx(x) = hpx(y). Entonces F, = F,. Tenemos que F, — = y como F, = F,
entonces también F, — y. Dado que X es Hausdorff, por el Teorema 2.72, = = y. O

Algunas propiedades de la funcién hpx con los cero conjuntos se muestran en la siguiente:
4.10 Proposicion. Sean Z, 71, Z> cero conjuntos en X. Entonces se cumple lo siguiente
1. hBX(Z) = hB)((X) nZ*.

2. hpx(Z) = Z*.

3. th(Zl N ZQ) = hBX(Zl) M th(Zz) y hB)((Zl U ZQ) = hB)((Zl) U hBX(Zg).
Demostracion.

1. Primero notemos que,

th(X) NZ* = {th(l') | th(.T}) € Z*}
={F, | Fro € 2%}
={F: | Z € Fp}

Sea x € Z. Entonces hpx(x) € hpx(Z), es decir, F, € hpx(Z). Por ser Z cero conjun-
toy x € Z, entonces Z € F,. Asi, hpx(z) € hpx(X) N Z*. Por lo tanto, hpx(Z) C
hpx(X) N Z*. Ahora, sea F, € hpx(X)N Z*. Luego Z € F,. Como F, = {Z' C X |
Z" es cero conjunto yx € Z'}, x € Z y asi Fp = hpx(x) € hpx(Z). Por lo tanto,
hex(X)NZ* C hgx(2).

2. Como hpx(Z) = hpx(X)NZ* tenemos que hpx(Z) C Z*. Notemos que Z* es un cerrado
bésico en BX (ver Proposicién . Luego, por la Definicién hex(Z) C Z*. Ahora,
ya que hpx(Z) es la interseccién de todos los cerrados en BX que contienen a hpx (Z), sin
perder generalidad, podemos expresar hpx(Z) = ().A, donde A = {W* € C | hpx(Z) C
W*}. Ahora, veamos que Z* C (A, es decir, para cada W* € A se tiene Z* C W*. Sea
W* € A arbitrario. Sea z € Z. Como hpx(Z) C W*, se sigue que hpx(z) = F, € W*. Es
decir, W € F,, y por la forma de F, tenemos que z € W. Asi, Z C W. Ahora, sea F € Z*.
Entonces Z € F. Luego, como Z C W, W € F, y por tanto, F € W*. Asi, Z* C W*.

3. Esto es consecuencia directa de (2) de esta proposicién y del Lema [4.6}(3) y (4).

Con todo, la Proposicién queda demostrada. O
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Ahora, teniendo en cuenta que BX estd dotado con la topologia obtenida por C, ya estamos
preparados para demostrar lo siguiente. Recordemos que f es una funcién cerrada si para cual-
quier conjunto cerrado A en el dominio de f tenemos que f(A) es cerrado. Ademsds, si f es una

funcién cerrada, continua y biyectiva, entonces f es un homeomorfismo.

4.11 Proposicién. Para un espacio completamente regular X la funciéon hpx : X — BX es
un encaje de X en BX y hpx(X) es denso en BX.

Demostracion. Observemos que hpx(X) N Z* es cerrado en el subespacio hpx(X), pues Z* es
cerrado en BX. En la Notacién consideramos la funcién definida por hj;y : X — hpx(X)
dada por h;y(z) = hpx(x). Para ver que hpx es un encaje debemos mostrar que hj;y es un
homeomorfismo (vea Definicién [1.40)).
Tomando en cuenta que los cero conjuntos forman una base para los cerrados en X (ver pro-
posicién , entonces por Proposicion m-(l), para cada cero conjunto Z en X, hj;y(2)
es cerrado en hpx(X) (pues Z* es cerrado en BX). Asi, hj;y es una funcién cerrada. Por la
Proposicion h’;x es biyectiva. Veamos que hl;y es continua. Sea Z un cero conjunto en X y
consideremos el cerrado bésico en hpx (X)NZ* en hpx(X). Entonces, por Proposicién (1)
y la biyectividad de h%y obtenemos que (bl ) H(hpx(X)NZ*) = (k) (k55 (Z)) = Z. Por
ser Z cerrado en X ( por la Proposicién , se sigue que (i) H(hpx(X) N Z*) es cerrado
en X. Por tanto hi;y es continua (ver Teorema [1.39H(1) y (3)).
Con todo lo anterior concluimos que, hjx es un homeomorfismo. Asi, hpx es un encaje de X
en BX.
Finalmente, veamos que m = BX. Puesto que todo Z-ultrafiltro contiene a X y BX
es el conjunto cuyos elementos son todos los Z-ultrafiltros, X* = BX. Asi, por la Proposicion
4.10t(1)

hpx(X)=hpx(X)NX*=hpx(X)NBX

es decir, BX es el unico cerrado que contiene a hpx(X). Ya que hpx(X) es la interseccién de

todos los cerrados que contienen a hpx(X), podemos concluir que hpx(X) = BX. O

Para tener que BX es una compactificacién de un espacio completamente regular X falta

ver que BX es Hausdorff y compacto. En el siguiente teorema esto lo demostramos.

4.12 Proposicién. Sea X un espacio completamente regular. Entonces BX es compacto y
Hausdorff.

Demostracion. Veamos primero que BX es un espacio compacto; para ello mostremos que cual-
quier familia de cerrados con la propiedad de la interseccién finita posee interseccién no vacia.

Sea {Z3}xer una familia de cerrados bdsicos arbitrarios con la propiedad de la interseccion
finita. Mostremos que {Z)} ey tiene la propiedad de interseccién finita. Sean € Ny {Z),}, C
{Z)}xer. Por el Lema (3), Niz1 23, = (Nizy Zx;)* Como {Z}er tiene la propiedad de la
interseccion finita, (;_; Zy # 0. Luego, por el Lema (2), Nizy Zx, # 0. Por lo tanto, la
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familia {Z)} e posee la propiedad de interseccién finita. Por la Proposicién {Z)\}xer es
una subbase de filtro. Sea U el Z-ultrafiltro obtenido por {Z)}xer (esto es posible pues al ser
{Zx\}re1 subbase de filtro, podemos obtener una base de filtro. Y para el filtro generado por
dicha base existe un ultrafiltro que lo contiene). Tenemos que {Z)}xc; C U. Esto quiere decir

que para cada A € I, tenemos que Z) € U, o equivalentemente, U € Z3, por tanto

ue )7z,
el

Asi, Nyer Zx # 0. Por el Teorema (1) y (2), concluimos que BX es compacto.

Ahora, mostramos que BX es Hausdorff. Sean Uy, Us € BX tales que Uy # Us. Luego,
Uy ¢ Uy y Uy ¢ Uy (si esto no sucediera, por la maximalidad de los Z-ultrafiltros tendriamos
la igualdad). Sea Z; € U; tal que Z1 & Us. Existe Zy € U tal que Z1 N Zy = ) (Si no existiera
este Zy, entonces Z N Z; # (), para todo Z € Us. Luego, por la Proposicién R.81] Z; € Uy, lo
cual no es posible). Al ser Z; y Zy cero conjuntos existen fi; : X — [0,1] y fo : X — [0,1]
continuas tales que f; '({0}) = Z1 y f51({0}) = Za. Sea g : X — [0,1], la funcién definida
por g(z) = % Tenemos que ¢ es continua. Ademas, ¢g(Z1) = {0} y g(Z2) = {1}. Sean
A = g7 1([0, %)) y Ay = g_l((%, 1]). Entonces A; y As son conjuntos abiertos disjuntos. Luego
Z3=X—Ayy Zy =X — Ay son conjuntos cerrados. Sin perder generalidad podemos suponer
que Z3 y Z4 son cero conjuntos, pues los cero conjuntos son base para los conjuntos cerrados
de X. Por su construccién Z3 y Z4 cumplen con: Z3NZy =0, ZyNZy =0y X = Z3 U Zy.
Tenemos que Uy ¢ Z5 y Uz ¢ Z§ ( En caso contrario, Uy € Z5 o Uy € Z}. Asi, Zy N Z3 € Uy
0 ZyN Zy € Us, lo cual contradice que Z3NZy = 0y Zy N Zy = P). Asi, X* = BX. Luego,
BX = (Z3U Zy)*. Por el Lema[4.6}(4) BX = Z; U Z;. Al ser BX — (Z3 U Z}) = 0, tenemos que
(BX — Z3) N (BX — Z5) = 0. Por tanto, BX — Z5 y BX — Z; son abiertos disjuntos tales que
U € X =73yl € X — Z. Asi, BX es Hausdorff. O

4.13 Teorema. Sean X un espacio completamente regular, K un espacio compacto y Hausdorff,
v f: X — K una funcién continua. Entonces f puede ser extendida a BX, es decir, existe una

funcién continua g : BX — K tal que f =gohpx.

Demostracion. Dados K un espacio compactoy f : X — K continua. Construyamos una funcién
continua g : BX — K tal que f = g o hgx. Primero observemos que por las Proposiciones [1.48
y K es completamente regular. Sea U € BX. Notemos que por la Proposicién [1.78] para
cada cero conjunto K; en K, f~!(Ki) es cero conjunto en X. Veamos que G = {K' C K |
K’ es un cero conjunto en Ky f~1(K’) € U} es un Z-filtro en K. En efecto,

1. 0 ¢ G, caso contrario ) = f~1(()) € U y esto no es posible dado que U es Z-filtro. Tenemos
que K es un cero conjunto en K. Dado que X e Uy f~1(K) =X, K € G. Asi, G # ().

2. Sean K1, Ks € G. Por la Proposicién m(l), K1N Ky es un cero conjunto en K. Tenemos
que f7YKy) €Uy f7H(K2) € U. Luego, al ser U un Z-filtro, f~1(K1) N f~1(K3) € U.
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Pero f~H(K1NKs) = f~H(K1)Nf~1(K2). Por tanto, f~1(K1NKs) € U. Asi, KiN K3 € G.

3. Sean K7 € Gy Ko un cero conjunto en K tales que K; C K. Tenemos f_l(Kl) e Uu.
Como K; C Ko, se sigue que f~1(K7) C f~1(Ks). Al ser U Z-filtro, f~1(Ks) € U. Por
tanto, Ky € G.

Ahora veamos que G es un Z-filtro primo. En efecto,

Sean K7 y K3 cero conjuntos tales que K1 UK € G. Luego f~1(K1)Uf 1(Ky) = f~HK1UK>?) €
U. Como U es un Z-ultrafiltro, por el Teorema obtenemos que f (K1) € U o [~ (K2) €U.
Es decir, K1 € Go Ky € G.

Al ser G un Z-filtro primo en el espacio completamente regular K, por el Teorema [2.88 existe
un dnico punto de aglomeracién de G. Sea g este punto. Definamos g : BX — K por g(U) = qu,
para todo U € BX.

Veamos que g extiende a f, es decir, f = g o hgx. Tenemos que tanto f y g o hpx coinciden
en dominio y codominio. Sélo falta ver que para todo z € X, f(x) = (g o hpx)(z). Sea = €
X, entonces (g o hpx)(z) = g(hpx(z)) = g(Fz). Para el Z-filtro primo § = {K' C K |
K’ es un cero conjunto en K y f~1(K’) € F,} tenemos que G = g(F,). Por otro lado, si K’ € G,
entonces f~1(K') € F,. Por la definicién de F,, = € f~'(K’). Luego, f(x) € K'. Por tanto,
f(z) € core(G). Se sigue de la Proposicién 2.74-(1) que G = f(z). Asi, G = f(z) y G = g(Fa).
Como G es un Z-filtro primo, por el Corolario hay un tnico punto de aglomeracién. Por lo
tanto, f(z) = g(Fz). Asi, f(x) = (g0 hpx)(z).

Veamos ahora que g es continua. Tenemos, por la Proposicién que la familia de cero
conjuntos en K son una base para los cerrados en K. Para mostrar que g es continua basta ver
que la imagen inversa bajo g de un cero conjunto es un conjunto cerrado en BX. En efecto, sea Y’
un cero conjunto en K. Primero mostremos que ¢g=(Y) = (f~}(Y))*. Seald € g~(Y). Tenemos
que g(U) € Y. Por la definicién de g existe un Z-ultrafiltro G sobre K tal que G > g(U). Luego,
por el Teorema M(l) y (3), para todo G € G, g(d) € G. Al ser la familia de cero conjuntos
en K una base para los cerrados de K, para todo Y cero conjunto en K, Y = Y. Por tanto,
para todo G € G, g(U) € G. Como g(U) € Y, para todo G € G, GNY # (). Por la Proposicién
2.81L Y € G. Recordemos que G = {K’ C K | K’ es un cero conjunto en K y f~}(K’') € U}; asi,
YY) € U. Se sigue que U € (f~1(Y))*. Reciprocamente, sea U € (f~1(Y))*. Tenemos que
FHY) € U. Sea G el Z-ultrafiltro en K convergente a g(if). Como f~H(Y)cU y G = {K' C
K | K’ es un cero conjunto en K y f~}(K') € U}, Y € G. Se sigue que g(U) € Y. Por tanto,
Uegi(y).

Como Y es un cero conjunto en K y f una funcién continua, por la Proposicién 1Y) esun
cero conjunto en X. Luego, (f~1(Y))* es un cerrado basico en BX. Como g~ 1(Y) = (f~1(Y))*,

g 1Y) es cerrado en BX. Por tanto, g es continua. O
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Gracias a todo lo anterior, concluimos con el siguiente teorema en el cual mostramos que la

construccién obtenida es la compactificacién de Stone-Cech.

4.14 Teorema. Sea X un espacio completamente regular. Entonces BX es la compactificacion
de Stone-Cech de X.

Demostracién. Por las Proposiciones y tenemos que BX es una compactificacién de
X. Por el Teorema BX satisface el Teorema [I.73] Por tanto, BX ~ X. Es decir, BX es

la compactificacién de Stone-Cech de X. O

Analizando otras demostraciones de la compactificacién de Stone-Cech, la construccién
aqui expuesta resulta sencilla y clara. Demostraciones como las que se exponen en [17], [21]
o [26] resultan ser més directas, pero mas abstractas. En estas demostraciones se utiliza el hecho
de que cualquier espacio completamente regular puede ser encajado en el producto [0, 1]7, para
algiin conjunto J. De ahi, se define la funciéon que serd el encaje. Sin embargo, dicha funcién re-
sulta dificil de analizar. A pesar que la demostracién que aqui exponemos de la compactificacion
de Stone-Cech es menos intuitiva que otras, resulta ser méas ficil de asimilar. Pareciera que la
construcciéon con filtros es bastante extensa, comparada con la demostracién que presenta [17]
y [26]. Sin embargo, al analizar el desarrollo de las otras pruebas podemos percibir conceptos y
resultados implicitos que no son totalmente triviales a pesar de que los autores omitan su exposi-
cién y que si se incluyeran harian sus pruebas mas largas que la que hemos expuesto. La ventaja
de la demostracion con filtros, es que se apoya en conceptos basicos de la Teoria de Conjuntos,
Anélisis y Topologia. Lo cual permite extender este desarrollo a espacios més arbitrarios. En
concreto, la construccién de X aqui expuesta, resulta ser un caso especial de una construccion
mas general: compactificacién de Wallman. En [26], se resume el proceso general de la siguiente
forma. Dado Y un espacio Hausdorff y D un conjunto cerrado en Y, denotamos por 7Y la familia
de todos los ultrafiltros cerrados de Y (recordar Ejemplo y D*={U e~Y | D el}.

1. C, = {D*| D es un conjunto cerrado en Y} es una base de cerrados para alguna topologia
enY.

2. La funcién h, : Y — 7Y, que asigna a cada y € Y el tnico ultrafiltro en vY" que converge

a gy es un encaje de Y en vY.

3. hy(Y) es denso en Y y para cada conjunto cerrado D en Y, h(D) = D*.
4. vY es un espacio compacto.

5. Si K es un espacio compacto y Hausdorff, y f : Y — K es una funcién continua, entonces

f puede ser extendida a 7Y, es decir, existe una funcién continua g : vY — K tal que
f=goh,.
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El espacio 7Y es conocido como la compactificacién de Wallman para el espacio Y. Notar que
para esta construccion no se garantiza que vY sea Hausdorff, en contraste para el espacio X, que
fue posible puesto que los cero conjuntos lo determinan en espacios completamente regulares. Las
demostraciones para la obtencion de la compactificacién de Wallman son andlogas al proceso de
Stone-Cech que hemos expuesto. Sin embargo, si se desea observar los detalles de la construccién

podemos consultar en [25], [I8] o [7].

4.3. Espacios uniformes

En esta seccién de aplicaciones, introducimos la definicién de los espacios uniformes y algunos
resultados concernientes a ellos. Los espacios uniformes, segin [18], fueron descubiertos por D.
Kurepa pero introducidos formalmente por Weil (de acuerdo con [7] fue en 1938) y desarrollados
por Bourbaki en 1940. Hacemos saber que la construccion de estos espacios se hace con nociones
de Teorfa de filtros como en [11], a diferencia de otros textos que lo hacen con el concepto de
cubierta (véase [7] o [I8]). Introducimos los espacios uniformes para poder definir los filtros de
Cauchy, los cuales son los que nos permiten demostrar en el final de la seccién el resultado que
relaciona los espacios métricos completos y este tipo de filtros. Para iniciar el tema tenemos la

notacion siguiente.
4.15 Notacién. Sean X un conjunto, A C X,a € A,y F,G C X x X. Entonces
1. FoG:={(z,y) € X x X | existe z € X con (z,2) € F 'y (z,y) € G}.
2. Fi= {(z,y) | (,w) € F}.
3. F(a) ={y e X | (a,y) € F}.
Ademés, decimos que F es simétrico si F' = F~1.
Con lo anterior, tenemos la definiciéon siguiente:

4.16 Definicidon. Sean X un conjunto y F un filtro sobre X x X. Decimos que F es una

estructura uniforme si satisface:
1. Si F e Fyze X, entonces (z,x) € F.
2. Si F € F, entonces F~! € F.
3. Si F' € F, entonces existe G € F tal que GoG C F.

Si F es una estructura uniforme, entonces al par (X, F) le llamamos espacio uniforme. A los

elementos de F le llamamos entornos de X o entornos uniformes de X.
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Tal como sucede con con los filtros o las topologias, para una estructura uniforme tenemos

una base. Recordemos la Definicién .26l

4.17 Definicién. Sean (X, F) un espacio uniforme y B C F. Decimos que B es un sistema

fundamental de entornos de F o base de F si B es una base de filtro para F.

El siguiente ejemplo nos permite observar que toda estructura uniforme posee un sistema

fundamental de entornos diferente a la estructura uniforme misma.

4.18 Ejemplo. Sea (X, F) un espacio uniforme. Los entornos simétricos de F forman un sistema
fundamental de entornos de F. En efecto, sean F' € F y B = F N F~!. Como F es un filtro y
F~! € F (recordar Definicién m-(2)), B=FNF~! e F. Ademés, B C F. Nos queda mostrar
que B es un entorno simétrico. Para lo cual usaremos que (U~1)~! = U, para cualquier entorno

U.

B l=(FnFhHt!
={(z,y) e X x X | (y,x) e FNF~1}
={(zy) eX x X | (y,2) € Fy (y.2) € '}
={(@.y) e X x X | (y,2) € F}N{(z,y) € X x X | (y,2) € F'}
e (F_l)_l
=F'nF
- B

Luego, los entornos simétricos forman un sistema fundamental para F.

El Ejemplo [£.1§ nos permite obtener el siguiente resultado. Esta proposicién resulta im-
portante puesto que permite trabajar s6lo con entornos simétricos, lo cual facilita el calculo y

obtencion de resultados.

4.19 Proposicién. Sean (X, F) un espacio uniforme y F € F. Entonces existe un entorno
simétrico V € F tal que V(z) x V(z) C VoV C F, para todo x € X.

Demostracion. Por el inciso (3) de la Definicién existe W € F tal que W oW C F. Para
W, por el Ejemplo existe un entorno simétrico V € F tal que V C W. Veamos primero
que VoV C WoW. Sea (x,y) € V oV. Luego, existe z € X tal que (z,2) € Vy (z,y) € V.
Como V C W, (z,2) € Wy (z,y) € W. Se sigue que (z,y) € WoW.Dado que VoV C WoW
y WoW C F, tenemos que VoV C F. Ahora, seax € X y (w, z) € V(x) x V(x). Tenemos que
w € V(z) y z € V(). Luego, por la forma de V(z) (recordar Notacién [£.15}(3)), (z,w) € V' y
(z,2z) € V. Al ser V simétrico y (z,w) € V, (w,z) € V. Como (w,z) € V y (z,2) € V, se sigue
que (w, z) € VoV. Por tanto, V(z) x V(z) CVoV. O
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4.20 Proposicién. Sean X un conjuntoy B C P(X x X ). Entonces B es un sistema fundamental
de entornos de una estructura uniforme sobre X si y s6lo si es una base de filtro sobre X que

cumple:
1. Si Be By z € X, entonces (z,x) € B.
2. Si B € B, entonces existe F € B tal que F C B~1.
3. Si B € B, entonces existe F' € B tal que FFo F' C B.

Demostracion. Supongamos que B es un sistema fundamental de entornos de una estructura
uniforme sobre X, digamos que F es dicha estructura uniforme. Veamos que se cumplen las tres

propiedades requeridas:

1. Como B C F, por el inciso (1) de la Definicién tenemos que (x,z) € B para cuales-
quiera Be By z € X.

2. Sea B € B. Tenemos que B € F. Luego, por el inciso (2) de la Definicién B~ lteF.
Al ser B base para F, existe F' € B tal que F C B~

3. Sea B € B. Tenemos que B € F. Luego, por el inciso (3) de la Definicién existe
G € F tal que G o G C B. Al ser B base para F, existe I' € B tal que F' C G. Se sigue
facilmente que F o FF C G o G. Por tanto, F o F' C B.

Reciprocamente, basta mostrar que F(B) es una estructura uniforme de X. Tenemos que por
(1) y (3), F(B) cumple con (1) y (3) de la Definicién Queda ver que F(B) cumple con el
inciso (2) de esta definicién. Sea F' € F(B). Al ser B base de F(B), existe B € B tal que B C F.
Por (2), existe G € B tal que G € B~!. Como B C F, es facil ver que B~! ¢ F~!. Luego,
G C F~1. Al ser F(B) un filtro y G € F(B), F~! € F(B). O

Ya que hemos demostrado la Proposicién tenemos el siguiente ejemplo, el cual no es

complicado de verificar.

4.21 Ejemplo. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces B := {U, | € > 0}, donde U, = {(z,y) €
X x X | d(z,y) < €}, es una base de filtro. Ademds, B cumple con las condiciones (1), (2) y (3)
de la Proposicién [£.20]

En [I1] se observa la importancia del Ejemplo pues a partir de este se extrae la Definicién
También del Ejemplo tenemos la siguiente definicién, de la cual se obtiene que todo

espacio métrico es un espacio uniforme.

4.22 Definicién. Sea (X, d) un espacio métrico. La estructura uniforme candnica de X, Fy, es

la que tiene como base la base de filtro B := {U, | ¢ > 0}.
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La proposicién siguiente nos ilustra la obtenciéon de una topologia sobre un espacio unifor-
me a partir de la estructura uniforme sobre dicho espacio. Para la obtencion del resultado es

importante recordar el Teorema

4.23 Proposicién. Sea (X, F) un espacio uniforme. Entonces existe sobre X una tnica topo-

logia que asocia a cada punto x € X el filtro {V(z) | V € F}.

Demostracion. Veamos que la aplicacién V : X — P(P(X)) definida por V(z) = {V(z) | V € F}
satisface las hipétesis del Teorema [I.17} En efecto, sea z € X,

1. Sean U(z) € V(x), para algin U € F,y V C X tal que U(z) C V. Por demostrar que V €
V(x), es decir, que existe F' € F tal que V = F(x). Definamos F' = UU ({z} x (V =U(x))).
Como U C F, U € F y F es un filtro, F' € F. Obtengamos a F(x).

F(z)={ye X | (z,y) € F}
={ye X |(z,y) eUU({z} x(V-U(2)))}
={yeX|[(z,y) eUU{ye X | (z,y) € ({z} x (V-U()))}
=U(z) U (V -U(z))
=V

Luego, V € V(x).

2. Sean U(z),V(x) € V(x),donde U,V € F. Por demostrar que V (z)NU(z) € V(z). Tenemos

que

Ve)nU(z) ={ye X | (z,y) e V}In{y e X | (z,y) € U}
={yeX|(z,y) eVy(z,y) €U}
={ye X | (z,y) eVNU}
=(VnU)(x)

Como Fesun filtroy V,;U € F, VNU € F. Asi, (VNU)(z) € V(). Por tanto, V(z) N
U(z) € V(z).

3. Sea U(x) € V(z), para algun U € F. Al ser F una estructura uniforme, para todo F' € F,
(x,x) € F. Como U € F, (z,z) € U. Luego, x € U(x).

4. Sea U(z) € V(x), con U € F. Al ser F un estructura uniforme, existe V € F tal que
VoV CcU. Seaw € V(x). Por demostrar que U(x) € V(w). Tenemos que (z,w) € V.
También, para todo y € V(w), (w,y) € V. Recordando como es V o V' (Notacién ,
obtenemos que (z,y) € VoV. Como VoV C U, para todo y € V(w), (z,y) € U.
Luego, para todo y € V(w), y € U(zx). Se sigue que V(w) C U(x), asi por el inciso (1),
U(z) € V(w).
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Tenemos que (1)-(4) satisfacen las condiciones del Teorema [1.17] Por tanto, existe una tnica

topologia 7 sobre X tal que V(z) = N (z) en la topologia 7. O

4.24 Nota. Sea (X, F) un espacio uniforme. La topologia obtenida en la Proposicién le

llamamos la topologia uniforme y la denotamos por 7.

En adelante, si hablamos de un espacio uniforme, manejamos la topologia uniforme sobre X

para poder estudiar nociones topoldgicas en estos espacios.

4.25 Proposicién. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces la topologia uniforme obtenida de

la estructura uniforme candnica Fy coincide con la topologia inducida por la métrica d en X.

Demostracion. Recordemos la Definicién Sean z € X y € > 0. Veamos que B(z,¢) = Uc(x),
para algin U, € F4. En efecto, recordando la Notacién y el Ejemplo tenemos

U(z) ={y € X | (z,y) € Uc}
={y € X [d(z,y) <e}
= B(x,¢)

Con la igualdad anterior y dado que la familia de bolas abiertas en X genera la topologia sobre
este espacio, tenemos que la topologia uniforme obtenida de F, coincide con la topologia inducida

por la métrica d en X. O

Definimos ahora una nocién dentro de Teoria de filtros equivalente a la de sucesiones de
Cauchy (ver Definicién |1.64)) en los espacios métricos.

4.26 Definicién. Sean (X,U) un espacio uniforme y F un filtro sobre X (respectivamente base
de filtro). Decimos que F es un filtro de Cauchy (respectivamente base de filtro de Cauchy) si
para cada entorno V € U existe F' € F tal que F x F C V.

Para el ejemplo siguiente recordemos que el espacio uniforme lo trabajamos bajo la topologia

uniforme.

4.27 Ejemplo. Sean (X,U) un espacio uniforme y x € X. Entonces el filtro de vecindades
de x, N(z), es un filtro de Cauchy. En efecto, sea V' € U. Por la Proposicién existe un
entorno simétrico W € U tal que W (z) x W(z) C WoW C V. Recordando la Proposicién [4.23]

A continuacién mostramos una equivalencia de la Definicién en los espacios métricos.

4.28 Proposicién. Sean (X, d) un espacio métrico y F un filtro sobre X. Entonces F es un
filtro de Cauchy en el espacio uniforme (X, Fy) si y s6lo si para todo € > 0 existen p. € X y
F, € F tales que F, C B(pe,¢).
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Demostracion. Supongamos que F es un filtro de Cauchy en (X, Fy). Sea € > 0. Para el entorno
U,, al ser F un filtro de Cauchy, existe F, € F tal que F, x F, C U.. Fijemos p. € F.. Recordemos
que Uc(pe) = B(pe, €) (vea Proposicién [1.25). Veamos que F, C Ue(p.). Dado que p, € F, para
todo z € F, (pe,x) € Fe x F.. Como F, x F, C Ue, para todo x € X, (p¢,x) € U.. Recordando
la forma de U(x) (Notacién (3)), € Ue(pe). Por tanto, F, C Uc(pe) = B(pe, €)-

De manera reciproca, supongamos que para todo € > 0 existe p. € X y F, € F tal que F, C
B(pe,€). Sea € > 0. Tenemos que U, es un entorno en el espacio uniforme (X, Fy). Para § = g,
existen ps € X y Fs € F tales que Fs C B(ps, ). Luego, F5 x Fs C B(ps,d) x B(ps, ). Veamos
que B(ps,d) x B(ps,d) C Ue. Como B(ps,d) = Us(ps), queda mostrar que Us(ps) x Us(ps) C Uk.
Sea (z,y) € Us(ps) x Us(ps). Tenemos que = € Us(ps) y y € Us(ps). Luego, (ps,z) € Us y
(ps,y) € Us. Asi, d(ps,z) < § y d(ps,y) < 6. Tenemos que, por la desigualdad del tridngulo,
d(z,y) < d(z,pe) + d(pe,y). Como d(ps,x) <&y d(ps,y) <90

d(z,y) <d+46
=2

€

=2(5)

<e€
Luego, (z,y) € U.. Por tanto, F5 X F5 C Ue. Asi, F es un filtro de Cauchy. O

La Proposicién [£.28] pudiera considerarse como una generalizacién de la Definicién En
la proposicién siguiente mostramos que en un espacio métrico toda sucesién de Cauchy genera

un filtro de Cauchy.

4.29 Proposicién. Sean (X,d) un espacio métrico y {z,}nen una sucesion de Cauchy en X.
Entonces {{z,,Zn+1,...} | n € N} es una base de filtro sobre X que genera un filtro de Cauchy
sobre (X, Fg).

Demostracion. Veamos que B = {{xy, Tnt1,...} | n € N} es una base de filtro.

» Sea n € N. Luego, {xn, Tpt1,...} # 0. Asi, ) ¢ B. Por otro lado, dado que la sucesion es

un subconjunto de X no vacio, B # (.

= Sean n,m € N. Sin perder generalidad, supongamos que m > n. Luego,

{Tm, Tm+1s -} = {&Tm, Tms1, - NV {&n, Tng1, . 1
Por tanto, {Zm, Tm+1, .-} N {Zn, Tni1,...} € B.

Por (1) y (2), recordando la Definicién B es base de filtro. Queda mostrar que F(B) es
un filtro de Cauchy. Sea V € F;. Tenemos que V = U, (recordar Definicién , para algun

e > 0. Al ser {x,}nen una sucesiéon de Cauchy, para €, existe N € N tal que d(xm,,x,) < e,
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para n,m > N. Fijemos n € N tal que n > N. Luego, para m > n, d(z,,z,) < €. Asi, para
m > n, (Tn,Tm) € U, se sigue que {x,} X {Tn,Tnt+1,...} C Ue. Dado que n es arbitrario,
tenemos que {Xn, Tpi1, ...} X {Tn, Tni1, ...} C Ue. Asi, por la Proposicién m F(B) es un filtro
de Cauchy. O

Para lo siguiente recordemos la Definicién [2.53}

4.30 Proposicién. Sean (X,U) un espacio uniforme y F un filtro sobre X. Si F — x para

algin = € X, entonces F es un filtro de Cauchy.

Demostracion. Sea V. € U. Al ser N(z) un filtro de Cauchy (por el Ejemplo [4.27), existe
U e N(x) tal que U x U C V. Dado que F — x, N(z) C F. Luego, U € F. Se sigue que F es
un filtro de Cauchy (ver Definicién [4.26)). O

Es importante mencionar que el reciproco de la Proposicién no siempre se cumple, en

[11, P4g. 500] se justifica el por qué.

4.31 Proposicién. Sean (X,U) un espacio uniforme y F un filtro de Cauchy sobre X . Entonces

F converge a cada uno de sus puntos de aglomeracion.

Demostracién. Sean x € adh(F) y W un entorno. En vista de la Definicién [2.53}(1) veamos que
existe F' € F tal que F' C W(x). Por la Proposicién existe V € U tal que V(z) x V(x) C
VoV C W. Por otro lado, al ser F un filtro de Cauchy, para V, existe F' € F tal que F x F C V.
Como z es un punto de aglomeracién, F NV (z) # (. Fijemos y € FNV (x). Tenemos que y € F.
Asi, {y} x F C F x F C V. Tenemos que, para todo z € F, (y,z) € V, es decir, z € V(y). Luego,
F C V(y). Seayp € V(y). Se cumple que (y,yo) € V' yy € V(z). Luego, (y,y0) € Vy (x,y) € V.
Asi, (z,y0) € VoV.De donde, V(y) C (VoV)(x). Puestoque VoV C W, (VoV)(z) C W(z).
Con todo, FF C V(y) C (Vo V)(z) C W(x). Por transitividad, F' C W (z). O

En la definicién siguiente, etiquetamos a los espacios donde los filtros de Cauchy son conver-

gentes con un nombre especial.

4.32 Definicién. Sea (X,U) un espacio uniforme. Decimos que (X,U) es un espacio uniforme

completo si todo filtro de Cauchy sobre X es convergente.

Observemos que si un espacio uniforme es completo entonces el reciproco de la Proposicién

[4.30 es verdadero.
4.33 Teorema. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces son equivalentes:
1. (X, Fy) es un espacio uniforme completo.

2. Toda sucesién de Cauchy en (X, d) converge.
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Demostracion.

1)= 2) Sea {zp}nen una sucesién de Cauchy en (X,d). Por la Proposicién para B =
{{zn, Tn+1,...} | n € N}, F(B) es un filtro de Cauchy. Por (1), existe x € X tal que F(B) — x.
Veamos que z,, — z. Sea ¢ > 0. Como F(B) — x, para B(z,¢€) existe F. € F(B) tal que
F. C B(pe,€). Dado que B es base de F(B), existe N € N tal que {zn,zN41,...} C Fe. Luego,
{rNn,ZN+1,...} C B(x,€). Paran > N, x, € B(z,¢). Es decir, para todo n > N, d(z,z,) < €.
Por tanto, {x, },en converge a x.

2)=- 1) Sea G un filtro de Cauchy sobre X. Para n € N, por la Proposicién existen p, € X
y F, € F tales que F,, C B(pn, %) Al ser F,, # (), existe x,, € F,. Afirmamos que la sucesién
{Zn}nen es una sucesion de Cauchy en (X, d). En efecto, sea e > 0. Es facil deducir que existe
N € N tal que € > +. Sean m1,ms > 2N. Tenemos que z;,, € B(:c,mil) Y Tm, € B(z, ).

7m2

Luego, d(x, xm,) < n% y d(x, Tm,) < n% Asi,

d($m1 ’ me) S d(xﬂu ) .’13) =+ d(x7 1’m2)
1 1

<—+—
my M2

Al ser {z,}nen una sucesion de Cauchy en (X, Fy), por (2), existe x € X tal que {x,}nen
converge a z. Veamos que G = x. Sea V € N(z) y G € G. Sin perder generalidad podemos
suponer V = B(z,d), para algin § > 0. Dado que {z, },en converge a x, para %, existe M € N
tal que d(z, xm,) < %, para todo m > M. Para % podemos encontrar mg > M tal que g > m%)
Por construccién de x,,, existen py,, € X y Fp, € G tales que zp,, € Fipy C B(pmy, m%)) Ya

que Fy € G, Fipy N F # 0. Fijemos y € F,,, N F. Tenemos que y € B(pmo,mio), es decir,
d(Pmyg,y) < m%) Ahora,

d([E, y) S d(l‘, .’I)mo) + d(xmoay)
< d(‘rv wmo) + d(xmoapmo) + d(pmm y)

Luego, y € B(z,d). Como y € F, y € B(x,6) N F. Por tanto, B(x,d) N F # ). Al ser G un filtro
de Cauchy y z punto de aglomeracion de G, por la Proposicién G — x. Por la arbitrariedad

de G, concluimos que (X, Fy) es un espacio uniforme completo. ]

Finalmente, con el Teorema, [4.33| mostramos que en los espacios métricos la definicién usual

de espacio métrico completo es equivalente a la nocién de espacio uniforme completo.
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El anélisis aqui expuesto sobre espacios uniformes y filtros de Cauchy, otorga claridad a la
teoria de espacios uniformes, pues a diferencia de textos como [7] y [18], los espacios uniformes
se introducen mediante las nociones de recubrimientos, esto hace una asimilacién mas lenta y
dificil de la teorfa. En [6] y [26], se hace un desarrollo parecido al de la tesis, la diferencia es
que estos textos no toman en cuenta la nocién de filtros o base de filtros, lo que hace que sus
definiciones y resultados se extiendan a consecuencia de realizar calculos y andlisis extras que
con la teoria de filtros se tendrian de manera inmediata. Otra ventaja que presenta el uso de
filtros en los espacios uniformes es por ejemplo en la definicion de los filtros de Cauchy, pues
a diferencia de otros textos en los que se definen a los filtros de Cauchy mediante epsilon y
delta sobre espacios métricos, en los espacios uniformes se quita la dependencia de los epsilon y
delta y la definicién se vuelve mas conjuntista y sobre espacios arbitrarios. Finalmente, con los
espacios uniformes se pueden extender resultados de espacios métricos (y métricos completos)

hacia espacios topologicos més generales.



Conclusiones

En esta tesis hemos expuesto, en la medida de lo posible, un estudio detallado y completo
de la Teoria de filtros, haciendo énfasis en la claridad y formalidad de la exposicion de estos
resultados. Al ser la nocién de filtros propia de la Teoria de conjuntos, claramente el intentar
aglomerar en un solo texto todo lo concerniente a esta nocion resultaria dificil, tardado, ademas,
de que se dejarian fuera numerosos resultados. Tal como se especificé en los objetivos de la tesis,
el analisis desarrollado se enfocé en la importancia de los filtros en Topologia y la ilustracién de
algunas aplicaciones importantes.

Hemos presentado para la mayoria de los resultados expuestos las demostraciones respectivas,
a excepciéon de una parte del Capitulo [I], los cuales son resultados ya conocidos de cualquier
curso estandar de Topologia General, sin embargo, se incluyeron las referencias para los lectores
interesados.

En el Capitulo 3, se mostrd otro concepto para estudiar la convergencia en espacios topologi-
cos, la red. En esta parte, tratamos de ilustrar las principales equivalencias entre las nociones de
filtros y redes, asi como de analizar las diferencias y ventajas que tiene la Teoria de filtros con
las redes. En el Capitulo 4, en las tres aplicaciones expuestas, detallamos las demostraciones que
muchos autores obvian, asi también ilustramos la teoria necesaria para éstas. Contrastamos estas
aplicaciones de filtros con otras demostraciones conocidas de los resultados expuestos, haciendo
las comparaciones respectivas y resaltamos las ventajas del uso de los filtros. Asi, hemos logrado
los objetivos de la tesis, los cuales se alcanzan con el desarrollo de los Capitulos 2, 3 y 4.

En general hemos observado que a pesar de la sencillez que denote la definicién de filtro, sus
propiedades resultan ser bastante tutiles y, en consecuencia, sus aplicaciones muy importantes.
El enfoque que nos proporciona la Teoria de filtros para el analisis de espacios topolégicos es
bastante sencillo y ttil. Hemos visto que el estudio de los temas de Topologia, con ayuda de
los filtros, se vuelve conjuntista, por tanto mas general y arbitrario, y a su vez més elegante.
Al final, el lector de la tesis podrd comparar la utilidad de los filtros con otras teorias, y asi,

apreciar la importancia de esta nocion.
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