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Prefacio

La teoria de los procesos estocasticos se centra en el estudio y modelizacién de sistemas que
evolucionan a lo largo del tiempo, o del espacio, de acuerdo a leyes no deterministicas.

Estos procesos se aplican a la teoria econdmica, que trata de dar cuenta de los mecanismos
que registran los hechos econémicos a nivel local o global. También se aplican a la teoria de
la previsién, a los transportes y al trabajo, a las ciencias del medio ambiente y a las teorias
de la informacién, entre otras aplicaciones.

En los dltimos anos, el analisis financiero ha experimentado una serie de cambios y trans-
formaciones, los cuales han fomentado el uso de los procesos estocasticos para modelar el
comportamiento de los mercados financieros y de sus respectivos derivados.

Las opciones han sido utilizadas durante siglos, pero se mantuvieron sin esclarecer hasta
la introduccion de una lista de opciones de intercambio en 1973. Desde entonces, el comercio
de opciones ha tenido un crecimiento sin precedentes en los mercados de valores americanos.

La teoria de valoraciéon de opciones tiene una larga e ilustre historia, pero se sometié a un
revolucionario cambio en 1973. En ese momento, Fischer Black y Myron Scholes presentaron
el primer modelo satisfactorio de valoracién de opciones en equilibrio. En el mismo ano, Ro-
bert Merton extendié su modelo de varias maneras importantes. Estos trabajos han formado
las bases para muchos estudios académicos posteriores.

A medida que ha pasado el tiempo la teoria de valoracién de opciones ha sido importante
para casi todas las areas de las finanzas. Por ejemplo, practicamente todos los valores de las
empresas pueden ser interpretados como carteras de opciones de compra y venta sobre los
activos de la empresa. De hecho, la teoria se aplica a una clase muy general de problemas
econdémicos, la valoracion de los contratos en los que el resultado de cada parte depende de
un evento futuro incierto, Cox et al. 1979.

El objetivo general de esta tesis es estudiar la teoria referente a la aplicacion de los procesos
estocasticos a los modelos financieros en tiempo discreto, en especial al modelo de Cox-Ross-
Rubinstein, mejor conocido como el modelo binomial.

VII



VIII INDICE GENERAL

En el primer Capitulo se introducen conceptos béasicos de probabilidad, tales como espe-
ranza condicional, procesos estocasticos, filtraciones y martingalas, que serdn necesarios para
su aplicacién en los modelos financieros a tiempo discreto.

En el segundo Capitulo se muestran los principales conceptos y resultados de los modelos
financieros a tiempo discreto, en especial los dos teoremas fundamentales para la valoracién de
opciones. También se obtienen resultados numéricos de estos resultados en ejemplos concretos.

En el tercer Capitulo se continua con el estudio de los conceptos y resultados de estos
modelos, pero centrandose en el caso de las opciones americanas. En particular, se obtienen
resultados sobre como valorar las opciones americanas en cada tiempo y como obtener porta-
folios replicantes.

El cuarto Capitulo presenta el modelo de Cox-Ross-Rubinstein como caso particular de
los modelos financieros a tiempo discreto. Se muestran algunos ejemplos que nos permitan
comparar la relacién existente entre las opciones americanas y las opciones europeas. Se ob-
tienen resultados sobre cémo valorar estos dos tipos de opciones y como replicarlos. También
se ofrecen calculos numéricos para varios casos concretos. Finalmente, se demuestra como se
obtiene la férmula de Black-Scholes del caso a tiempo continuo a partir del modelo de Cox-
Ross-Rubinstein.

Finalmente en el quinto Capitulo se presentan las conclusiones obtenidas de esta tesis.



Capitulo 1

Conceptos preliminares

La valoracién de precios de una opcién involucra la prediccién de eventos futuros. De esta
forma, la teoria de probabilidad es una herramienta necesaria para lograr este objetivo.

En este capitulo se introducirdn algunos conceptos bésicos de probabilidad [4], los cuales
seran ttiles en los modelos financieros a tiempo discreto.
1.1. Espacios de probabilidad finitos

Definicién 1.1.1. Sea Q2 un conjunto no vacio. Una coleccion F de subconjuntos de ) es una
o -dlgebra si satisface las siguientes propiedades:

a) QEF.
b) F es cerrado bajo uniones contables, es decir, si A1, Aa, ... es una sucesion de elementos
de F entonces
o0
U A; € F.
i=1

¢) F es cerrado bajo complementos, es decir, si A € F entonces A € F.

Definicién 1.1.2. Un espacio medible es un par (2, F) que consiste de un conjunto no
vacio  y una o—dlgebra F de subconjuntos de €.

Los conjuntos no vacios més pequenos en una o—algebra F se pueden definir como sigue.

Definiciéon 1.1.3. Sea F una o—dlgebra sobre ). Un dtomo de F es un conjunto no vacio
A € F con la propiedad de que ningun subconjunto propio de A estd también en F.

En ocasiones, es necesario poder cuantificar la ocurrencia de los elementos pertenecientes
a un conjunto. De esta manera, se puede introducir el concepto de espacio de probabilidad.
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Definicién 1.1.4. Un espacio de probabilidad finito es una terna (2, F, P), que con-
siste de un conjunto finito no vacio 2, llamado espacio muestral, una o—dlgebra F de
subconjuntos de ), cuyos elementos son llamados eventos, y una funcion P de valores reales
definida sobre 2, llamada medida de probabilidad sobre ). La funcion P debe satisfacer
las siguientes propiedades:

a) Para cada A€ F,0< P(A)<1.
b) P(Q) =1.
¢) Si A y B son disjuntos, entonces P(AU B) = P(A) + P(B).

Si Q es un conjunto finito, entonces para cada w € €2 el evento {w} es llamado un evento
elemental. La manera mas simple para definir una medida de probabilidad sobre un espacio
muestral finito 2 es especificar la probabilidad de todos los eventos elementales. Se asigna a
cada uno de los elementos w € €} un ntmero p,, que satisface 0 <p, <1y

przl-

weN

Entonces se puede definir una medida de probabilidad P estableciendo

P{w}) = po,

y extendiendo esto para todos los eventos. Asi, la probabilidad de cualquier evento A es la
suma de las probabilidades de los eventos elementales contenidos en A.

El conjunto {p, | w € Q} es referido como una distribucién de probabilidad y la
funcion f : @ — R definida por

f(w) = Pw,

se llama funcién de masa de probabilidad.

Cuando una distribucion de probabilidad es dada, la probabilidad de cualquier evento
A € F es la suma de las probabilidades de los resultados en el evento, esto es

P(A) = Zpur

weA

Definicion 1.1.5. Se dice que dos medidas de probabilidad Py y P> son equivalentes si y sélo
si para cualquier evento A, P1(A) =0 si y sdlo si Pa2(A) = 0.

Definicion 1.1.6. Cuando dos eventos A y B son disjuntos como conjuntos, se dice que son
mutuamente excluyentes. Cuando una coleccion {Ai,..., Ay} de eventos satisface

AiNAj=0Yij5€{l,...,n} coni#yj,

se dice que la coleccion es mutuamente excluyente a pares.
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Algunas consecuencias de la definicién de espacio de probabilidad estan dadas por el
siguiente teorema.

Teorema 1.1.1. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad finito, entonces,
a) P(0)=0.

b) AC B= P(A) < P(B).

)

c) P(A°)=1— P(A).
d) Si{Ai,..., Ay} es una coleccion finita de eventos mutuamente excluyentes a pares en
Q entonces

P(AyU---UA,) =P(A1) + -+ P(Ay).

De manera intuitiva, se puede ver que dos eventos son independientes si el conocimiento
de que uno de ellos ocurra, no afecta la probabilidad de que el otro ocurra. Asi, se puede
definir la independencia entre eventos.

Definicién 1.1.7. Los eventos A y B sobre el espacio de probabilidad finito (2, F, P) son
independientes si la probabilidad de que ambos eventos ocurran es el producto de las proba-
bilidades de los eventos, esto es,

P(ANB) = P(A)P(B).
De manera general, se puede definir la independencia entre una coleccién finita de eventos.

Definicién 1.1.8. La coleccion de eventos {E1, ..., E,} es independiente si para cada sub-
coleccion {E;,, ..., E;, } de estos eventos, se tiene

Dado un conjunto, se puede definir una particiéon de éste.

Definicion 1.1.9. Sea Q un conjunto no wvacio. Una particion de €1 es una coleccion
Q = {Bi,...,Br} de subconjuntos no vacios de 2, llamados bloques de la particion, con
las siguientes propiedades:

a) Los bloques son disjuntos a pares
BiNBj=0VYi,je{l,...,k} coni#j.
b) La union de todos los bloques es €2, es decir,
BiU...UB; =q.
Considere un espacio medible (2, F) y una particién By, ..., By, con n eventos en F. El
conjunto B que contiene los elementos de F, que son el conjunto vacio o pueden ser escritos

como B;, U---U B;,, donde iy,...,i; € {1,...,n}, es una sub-o-élgebra finita de F. Esta es
la o—algebra B de F generada por la sucesién de B;.

Reciprocamente, a cualquier sub-o-dlgebra finita B de F se le puede asociar una particién
finita {Bj, ..., By} de Q, donde B esta generada por los dtomos B; de B.
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1.2. Variables aleatorias

Una variable aleatoria es una funcién que toma valores numéricos determinados por el resul-
tado de un experimento aleatorio. Formalmente se define como sigue.

Definicion 1.2.1. Una funcion X : Q — R definida sobre un espacio muestral finito ) se
llama una variable aleatoria sobre 2. El conjunto de todas las variables aleatorias sobre Q)
es denotado por RV (Q).

Como RV (2) es el conjunto de todas las funciones sobre €2, es un espacio vectorial sobre
R bajo la suma ordinaria y la multiplicacion escalar de funciones. Asi, si X y Y son variables
aleatorias sobre 2 y a,b € R, entonces aX +bY es una variable aleatoria sobre 2. El producto
de dos variables aleatorias sobre ) es también una variable aleatoria sobre ).

Una de las variables aleatorias mas utilizadas es aquella que identifica eventos especificos.

Definicién 1.2.2. Sea A un evento en ). La funcién 14 definida por

v = {5 254

se llama la funcion indicadora para A.

El conjunto de los distintos valores {xi,...,z,} de la variable aleatoria X se llama la
imagen de X, y se denota por im(X).

Definiciéon 1.2.3. Sea X una variable aleatoria sobre un espacio muestral finito 2. Sea F
cualquier o—dlgebra sobre Q). Entonces X es F-medible si

XY(B) € F, para cada B C im(X).

Teorema 1.2.1. Sea F una o-dlgebra sobre Q. Una variable aleatoria X es F — medible si y
solo st X es constante en cada dtomo de F.

Cualquier variable aleatoria X sobre un espacio muestral 2 puede definir una o-algebra
sobre ().

Definicion 1.2.4. Sea X una variable aleatoria sobre ). Entonces X define una o-dlgebra
sobre Q cuyos elementos son las imdgenes inversas de los subconjuntos de im(X), esto es,

o(X) = {X~(B)|B  im(X)}.
La o-algebra o(X) generada por X es la menor o-dlgebra para la cual X es medible.

Teorema 1.2.2. Sean X y Y wariables aleatorias. Entonces Y es o(X) — medible si y sdlo
si Y es una funcion de X, esto es, si y sdlo si existe una funcion f : R — R para la cual

Y = f(X).

Se puede definir también un vector aleatorio de la siguiente forma.
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Definicion 1.2.5. Una funcion X : Q — R" de un espacio muestral  al espacio vectorial
R™ se llama un vector aleatorio sobre ().

El conjunto RV™(2) de todos los vectores aleatorios sobre un espacio muestral 2 es tam-
bién un espacio vectorial bajo la suma ordinaria y la multiplicacion escalar de funciones.

Intuitivamente, decir que dos variables aleatorias son independientes significa que el co-
nocimiento del valor de una de ellas no aporta informacién sobre el valor de la otra variable
aleatoria. Asi, se tiene la siguiente definicién.

Definicion 1.2.6. Las variables aleatorias X y Y sobre ) son independientes si

P X =2xzY=y)=PX=2)PY =y),

P(X1=a1,.... Xp=2,) = [[ P(X; = 2),
para cada x1,...,T, € R.

1.2.1. Esperanza y varianza

El valor esperado es una suma ponderada de los valores de una variable aleatoria X, cada
valor ponderado por su probabilidad de ocurrencia.

Definicién 1.2.7. Sea X una variable aleatoria sobre un espacio de probabilidad finito (2, F, P)
donde Q = {w1,...,wy}. El valor esperado (esperanza o media) de X estd dado por

n

E(X) =) X(w;)P(w).
=1

Si X toma los valores distintos {z1,...,xm} entonces se tiene
m
E(X) =) xP(X = ;).
i=1

El valor esperado de X es también denotado por ux o u.

De manera mas general, el valor esperado de una funcion de la variable aleatoria X esta da-
do por:

n

Elg(X)] = 9(X(wi))P(w).

i=1

Una de las propiedades que cumple el valor esperado es que es una funcional lineal.
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Teorema 1.2.3. La funcion de esperanza E : RV (Q) — R es una funcional lineal, esto es,
para cualesquiera variables aleatorias X y Y, y numeros reales a y b, se cumple

E(aX +bY) = aE(X) + bE(Y).

Otra propiedad que cumple esta funcional es que, si dos variables aleatorias son indepen-
dientes, entonces el valor esperado del producto de las variables aleatorias es el producto de
los valores esperados de las variables aleatorias.

Teorema 1.2.4. Si X y Y son variables aleatorias independientes sobre un espacio de pro-
babilidad finito (2, F, P), entonces

E(XY)=E(X)E(Y).

Este teorema se puede generalizar para el producto de méas de dos variables aleatorias
independientes.

Definicion 1.2.8. Sea X wuna variable aleatoria con wvalor esperado p. La varianza de X,
denotada por o, se define como

0% = Var(X) = B[(X — )2,
y la desviacion estandar es la raiz cuadrada positiva de la varianza, esto es,

o=8D(X)=/Var(X).

La desviacion estandar de una variable aleatoria mide el grado de dispersién alrededor de
la media.

Algunas propiedades que cumple la varianza son las siguientes.

Propiedades 1.2.1. Sea X una variable aleatoria con valor esperado finito p. Entonces

a)
Var(X) = B(X?) — u* = B(X?) — B(X)2

b) Para cualquier nimero real a
Var(aX) = a*Var(X).
c) Si X yY son variables aleatorias independientes, entonces

Var(X+Y)=Var(X)+ Var(Y).

d) Si c es una constante, entonces

Var(X +c¢) = Var(X).
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2

Si X es una variable aleatoria con valor esperado p y varianza o<, se puede definir una

nueva variable aleatoria Y por

y—XTH
en donde X ) )
B(Y) =B (S2) = 2BCC - )] = B(0) -1 =0
y
Var(Y) =Var (X — M) = %VCLT(X —pn) = %Var(X) =1.

El proceso de transformacion de X a Y se llama estandarizacién de la variable aleatoria X.

1.3. Probabilidades binomiales

Un experimento que sélo tiene dos posibles resultados se llama experimento de Bernoulli. Los
dos resultados son descritos como éxito o fracaso, donde la probabilidad de éxito es usual-
mente denotada por p, y la probabilidad de fracaso es 1 — p.

Si un experimento de Bernoulli con probabilidad de éxito p es repetido n veces, éste se llama
un experimento binomial con n ensayos. Los resultados de cada ensayo son independientes;
los parametros del experimento binomial son n y p.

Definicién 1.3.1. Sea 0 < p < 1 y sea n un entero positivo, y Q = {0,...,n}. La distribucion
de probabilidad de la variable aleatoria X sobre 2 con funcidn de masa

P(X =k)= (Z)pk(l —p)" %, para cada k=0,...,n, (1.1)

se llama distribucion binomazal.

Esta distribucién da la probabilidad de obtener exactamente k éxitos en un experimento
binomial con parametros n y p. El valor esperado y la varianza de esta distribuciéon estan
dados en el siguiente teorema.

Teorema 1.3.1. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion binomial. Entonces

E(X)=mnp, Var(X) = np(1 — p).

1.4. Probabilidad condicional y esperanza condicional

Cuando se tiene informacion adicional sobre un experimento, ésta se puede tomar en cuenta.
Asi, se puede definir la probabilidad condicional dado un conjunto E. La idea es concentrar
todas las probabilidades de €2 sobre el conjunto E.
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Definicién 1.4.1. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad finito. Sea E un evento con
P(E) > 0. Entonces para cualquier evento A, la probabilidad condicional de A dado
E, denotada por P(A|E), estd dada por

P(ANE)

PUAIE) = =55

(1.2)
Condicionar sobre un conjunto F permite definir una nueva medida de probabilidad con-
dicional sobre 2.

Teorema 1.4.1. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad finito y sea E un evento para el
cual P(E) > 0. Entonces la funcion Pg definida por

Pp(A) = P(A|E)
es una medida de probabilidad sobre Q para la cual Pp(E) = 1.

Demostracion. Para probar que Pg(A) es una medida de probabilidad, se deben cumplir las
tres propiedades de la Definicién 2.1.1:

a) La monotonia de P implica
0< P(ANE) < P(E)

y asi 0 < P(A|FE) <1, esto es,
0< Pp(A) <1

P(QNE) P(E)
P(E)  P(E)

b) Se cumple Pr(Q2) = P(Q|E) = =1

c) Si AN B =0, entonces AN E y BN FE son disjuntos. Asf

Pg(AUB) = P[(AUB)|E]
P(AUB)N E]

AOE%JBQE
P(E)
P(ANE)+ P(BNE)
P(E)
P(ANE)  P(BNE)
P(E) | P(E)
— P(A|E) + P(BIE)
= Pg(A)+ Pe(B).

Por lo tanto, con lo anterior se tiene que Pr(A) es una medida de probabilidad. O

Se pueden juntar las nociones de probabilidad condicional y de valor esperado para obtener
la definicién de esperanza condicional.
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Definicién 1.4.2. Sea (Q, F, P) un espacio de probabilidad finito y sea A un evento para
el cual P(A) > 0. La esperanza condicional de una variable aleatoria X con respecto al

evento A es
n

E(X|A) = Ea(X) = 3 X(wi) P(wilA).

i=1
También se puede definir la esperanza condicional en términos de esperanza no condicional.

Teorema 1.4.2. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad finito y sea A un evento para el

cual P(A) > 0. La esperanza condicional de una variable aleatoria X con respecto al evento
A es

E(X14)
E(X|A) = ——F= 1.
(xia) = 25, (13)
donde 14 es la funcion indicadora de A.
Demostracion. Se tiene que
Es(X) = ZX w;i)P(w;|A)
i) Pw;NA)
= X (w;)
Z - P(4)
1 n
= PA) 2:: (wi)la(w;)P(w;)
1
= E(X1
O
Una consecuencia de este teorema es el siguiente resultado.
Teorema 1.4.3. Si A y B son eventos con P(AN B) > 0, entonces
EA(X|B) = E(X|ANB). (1.4)
Demostracion. Usando el teorema anterior, se tiene
E4(X1p)
EA(X|B) = ——=
alX18) Py(B)
_ E(X1pla)
~ P(A)Pa(B)
_ X14nB)
P(ANB)
= E(X|ANB).
O

Se puede definir la variable aleatoria E(X|F') como una combinacién lineal de funciones
indicadoras de los atomos de una o-algebra F.
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Definicién 1.4.3. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad finito y sean {Bi,..., By} los
dtomos de una o-dlgebra F para la cual P(B;) > 0 para cada i. La esperanza condicional de
una variable aleatoria X con respecto a la o-dlgebra F' es la variable aleatoria

E(X|F): (2, F) — R,
definida por
E(X|F) = " E(X|B))1s, (15)
i=1

En particular, para cada w € Q)
B(X|F)(w) = B(X|[w]r),
donde [w|F es el dtomo de F que contiene a w.
El siguiente teorema establece algunas propiedades de la esperanza condicional.

Teorema 1.4.4. Sea (Q, F, P) un espacio de probabilidad finito y sean {B1, ..., By} los dto-
mos de una o-dlgebra F para la cual P(B;) > 0 para cada i. La esperanza condicional E(X|F')
tiene las siguientes propiedades.

a) La funcion E(-|F) es una funcional lineal, esto es,

E(aX + bY|F) = aE(X|F) + bE(Y|F). (1.6)

b) La esperanza condicional satisface

E|E(X|F)] = E(X). (1.7)

¢) La esperanza condicional E(X|F) puede caracterizarse como la inica variable aleatoria
Y que es F' — medible y satisface

E(YlBi> = E(Xle‘)v (1'8)
para todos los dtomos B; de F.
d) Si'Y es una variable aleatoria F' — medible entonces

E(YX|F) = YE(X|F). (1.9)

e) Si X es F'— medible, entonces
EX|F)=X. (1.10)

) Si G es una sub-o-dlgebra de F, entonces
E[E(X|G)|F] = E(X|G) = E[E(X|F)|G]. (1.11)

A ésta se le conoce como la propiedad de torre.
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g) Si X es independiente de F', entonces

Demostracion.  a) Se tiene que

E(aX +bY|F) =

b) Se tiene que

E(X|F) = E(X).

iE(aX +bY|B;)1p
i=1

" El(aX +bY)1p,]
Z P(B;) . L5,

i=1
" E(aX1p, +bY1p,)
2 P(B; 1
= (Bi)
z":aE(Xlgi)+bE(YlBi)
B;

= 1 P(BZ)

Xl Yl
az B bz B

az E(X|Bi)1p, + bz E(Y|Bi)1g,
=1 =1
aE(X|F)+bE(X|F).

EIE(X|F)] = Elimmi)l&]
1=1

n

= Y E(X|B)E(1p

- Y EXIBIPB)

- Y B(x1p)

- 5 (S)
=

= E(X).

c) SeaY = E(X|F),Y es F — medible por definicién. Entonces,

E(Y1p)

—  BIB(X|F)1g]

= F iE(X’B])lBJlBL
1

B(X|B)1n)

(X|B)E(1s)

(X105

E[E
E
E
E(X1g,).

11

(1.12)
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Suponga que Z es una variable aleatoria que es F' — medible, y para la cual
E(ZlBi) = E(XlBi)7

para cada atomo B; de F.. Como Z es constante en B;, suponga que Z(w) = ¢ para todo
w € B;. Entonces Z1p, = clp,, y con esto

E(Z1p,) = E(clp,) = cE(1p,).
Se sigue que
CE(lBi) = E(X131)7

y asi
E(Xle‘)
E(]‘Bi)

lo cual prueba que Z = E(X|F) =Y.

Z(w)=c= — E(X|B;) = E(X|F)(w),

d) Suponga que Z es F — medible. Sea Z(w) = b para todo w € B;. Entonces como
ZX1p, = bX1p, se tiene

E(ZX|F)(w) = E(ZX|B)
E(ZX1p,)

P(B;)
bE(X15,)

P(B;)
bE(X|F)(w)
Z(w)E(X|F)(w),
y por lo tanto E(ZX|F) = ZE(X|F).
e) Suponga X =1 en 4), para obtener

E(Z1|F) = ZE(1|F) = Z.

f) Para w € 2 se tiene

EE(X|G)|F](w) = EEX|G)|[w]F]

Como E(X|G) es constante sobre los dtomos de G, y ya que G es una sub-o-dlgebra de
F, se tiene que E(X|G) es también constante sobre los dtomos de F'. Entonces

E(X|G)(w)E,]

P([w]r)
= B(X|G)w).

E[E(X|G)|F](w)
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Como esto se cumple para todo w, se tiene
E[E(X|G)|F] = E(X|G).

Pruébese ahora que
E[E(X|F)|G] = E(X|G).

Sea Y = E(X|F). Por 3) se cumple
E(Y1lp) = E(X1p),

para todo B € F. Como GG es una sub-c-algebra de F', se sigue que G C F y asi la
ecuacion se cumple para todo B € G. Ahora sea Z = E(X|G). Por 3) se cumple

E(Z1p) = E(X1p),
para todo B € G. Juntando lo anterior se tiene
E(Y1p) = E(Z1p),
para todo B € G. Como Z es G — medible, por 3) se tiene
Z = E(Y|G).
Sustituyendo Z y Y se obtiene

E(X|G) = E[Y = E(X|F)|G].

g) Suponga que X es independiente de F. Entonces para cada dtomo de F se tiene
P(X =r|B)=P(X =),
y con esto

EX|F)(w) = EX|w]r)
= Z rP(X = r|[w|r)
reX(Q)
= Z rP(X =)
reX(Q)
= E(X).
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1.5. Procesos estocasticos

Los procesos estocasticos se pueden ver como modelos que analizan el comportamiento de
fenémenos no deterministas que evolucionan a través del tiempo. Estos tienen muchas aplica-
ciones en varias areas de las matematicas aplicadas, incluyendo las matematicas financieras.

Definicién 1.5.1. Un proceso estocdstico es una coleccion de variables aleatorias {X; :
t € T} parametrizadas por el conjunto T, llamado espacio parametral, y con valores en un
congunto S llamado espacio de estados.

El proceso {X,, : n € NU{0}} es llamado a tiempo discreto, y el proceso {X; : ¢t > 0} es
llamado a tiempo continuo.

Un proceso estocéstico se puede ver como una funcién de dos variables
X:QxT— S

Para cada w € 0, X;(w) es una variable aleatoria y para cada t € T', t — X;(w) es una
trayectoria o realizacion del proceso.

Si A C S, el evento {X; € A} corresponde a la situacién en donde al tiempo ¢ el proceso
toma algin valor dentro de A.

Algunos ejemplos de procesos estocasticos son los siguientes.

= Procesos de ensayos independientes
El proceso estocastico {X,, : n € Z} puede estar formado por variables aleatorias
independientes. Este modelo corresponde al experimento de realizar una sucesion de
ensayos independientes del mismo.

= Procesos de Markov
Suponiendo el estado presente conocido del sistema, los estados anteriores no tienen
influencia en los estados futuros del sistema. Esta condicién se llama propiedad de
Markov, que se expresa como sigue:
Para cualesquiera estados zg, ..., z,—1 (pasado), x,, (presente), z,+1 (futuro), se cumple

P<Xn+1 = xn_,_l’Xo =T, .- ,Xn = l’n) = P(Xn+1 = .’En+1|Xn = .C[,‘n)

= Procesos con incrementos independientes
Un proceso estocastico {X; : t > 0} tiene incrementos independientes si para cuales-
quiera tiempos 0 =ty < t1 < ... < ¢, las variables aleatorias X;, — X4,,..., Xy, — X4, ,
son independientes.

= Procesos estacionarios
Un proceso estocastico {X; : t > 0} es estacionario si para cualesquiera tiempos
t1,...,tn, ladistribucién conjunta de (Xy,, ..., Xy, ) es la misma que la de (X¢, 4n, -, Xt 4h)
para h > 0. En particular, la distribucién de X; es la misma que la de X;1p con b > 0.
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= Procesos con incrementos estacionarios
Un proceso estocastico {X; : t > 0} tiene incrementos estacionarios si para cualesquiera
tiempos s < t y para h > 0, las variables aleatorias X; — X y X¢yp — Xs4p tienen la
misma distribucién de probabilidad.

= Martingalas
Una martingala es un proceso estocastico { X, : n € IN} que cumple la condicién

E(Xn+1|XQ = ZQy.-- ,Xn = a:n) = Tn

= Procesos de Lévy
Un proceso estocdstico {X; : t > 0} es un proceso de Lévy si sus incrementos son
independientes y estacionarios.

= Procesos gaussianos
Un proceso estocéstico { Xy : t > 0} es gaussiano si para cualesquiera tiempos t1, ..., ty,
la distribucién conjunta de (Xi,, ..., Xy, ) es una distribucién normal multivariada.

1.6. Filtraciones y martingalas

Definicién 1.6.1. Una sucesion (Fy,)o<n<n de sub-o-dlgebras de un conjunto Q = {w1, ... ,wn}
para la cual
FpCFH C---CFN

se llama una filtracion.

Asi, una filtracién inicia sin conocimiento del estado final, posiblemente gana algun co-
nocimiento adicional en cada instante de tiempo (pero nunca pierde informacién), y termina
con el conocimiento completo del estado final.

Definicién 1.6.2. Una sucesion (X,)o<n<n de variables aleatorias es adaptada a la filtra-
cion (Fp)o<n<n st para cada n, X, es F,, — medible.

Definicién 1.6.3. Una sucesion (Hy,)o<n<n de variables aleatorias adaptadas a una filtracion
(Fn)o<n<n es predecible siVn > 1, H, es Fy,,_1 — medible.

A partir de la definicién de esperanza condicional, se puede obtener el concepto de F,, —
martingala.

Definicién 1.6.4. Una sucesion (My,)o<n<n de variables aleatorias adaptadas a una filtracion

(Fn)o<n<n €s:
a) Una F,, — martingala si E(M,1|F,) = M, para toda n < N — 1.

b) Una F,, — supermartingala si E(M,1|F,) < M, para toda n < N — 1.

¢)

Una F,, — submartingala si E(M,+1|F,) > M, para toda n < N — 1.
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Propiedades 1.6.1. Algunas propiedades que cumplen las martingalas son:
a) (My)o<n<n es una F,, — martingala si y solo si

E(M,,|F,) = M,, ¥j > 0. (1.13)

b) Si (My)n>o0 es una Fy, — martingala, entonces para cada n,

E(M,) = E(M,). (1.14)

¢) La suma de dos F,, — martingalas es una F,, — martingala.

A partir de una F,, —martingala y una sucesion predecible, se puede generar otra sucesién
que también sea una F,, — martingala.

Teorema 1.6.1. Sea (My)o<n<n una Fy, —martingala y (Hy)o<n<n una sucesion predecible
con respecto a la filtracion (Fy,)o<n<n. Denote AM,, = M, — M,_1. Entonces la sucesion
(Xn)o<n<n definida por

Xo = HoMy,
X, = HyMy+ HiAM;+ ...+ H,AM, n>1,

es una martingala con respecto a (Fy)o<n<n-

Demostracion. (Xy)o<n<n es una sucesién adaptada a la filtracién (F},)o<n<n, pues (Hp)o<n<N
es predecible y (My,)o<n<n por ser una F,, —martingala, es adaptada a la filtracién (F;,)o<n<n,
y con esto AM,, también lo es. Mds ain, para n > 0,

E(Xpi1 — XnlFn) = E[Hp1(My — M,)|F]
= Hy 1 E(Mpi1 — My|Fy,)
= Hn+1[E(Mn+1|Fn) - E(Mn|Fn)]
- Hn—l—l(Mn - MTL)
= 0.

Asi E(X,11|Fn) = E(X,|F,) = X,. Por lo tanto se tiene que (X,)o<n<n es una F, —
martingala. O

A (X,)o<n<n se le llama trasformacién de martingala de (M,,)o<pn<n por (Hy)o<n<n-

El teorema siguiente establece una caracterizacién de martingalas.

Teorema 1.6.2. Una sucesion adaptada de variables aleatorias reales (My,)o<n<n €S una
F,, — martingala si y sélo si para cualquier sucesion predecible (Hy)o<n<n, S€ tiene que

E (i HnAMn> = 0. (1.15)

n=1
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Demostracion. Suponga que (My)o<n<ny €s una F, — martingala, la sucesion (X, )o<n<n

n
definida por: Xg = 0, y paran > 1, X, = ZHjAMj para cualquier proceso predecible
j=1

(Hp)o<n<n- Entonces por el Teorema 1.6.1, (X, )o<n<n €s una martingala. Con esto

E (gj HnAMn> = E(Xy) = E(Xg) =0.

n=1

Para j € {1,..., N} fijo, se le puede asociar la sucesién (H,)o<n<n definida por: H,, = 0 para
n#j+1y Hjs1 =14 para cualquier A F; — medible. Asi (Hy)o<n<n es predecible.

N
E (Z HnAMn> =0=

n=1
Ella(Mj41 — M;)] = 0=
E(Mj114) = E(M;j14)

Por la propiedad (1.8) se tiene que M; = E(M;i1|F};). Por lo tanto (M;)o<p<n €s una
F,, — martingala. O
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Capitulo 2

Modelos financieros a tiempo
discreto

Un producto derivado se define como un instrumento cuyo valor depende o se deriva del valor
de un bien denominado subyacente. Los contratos de derivados tienen tres finalidades bésicas:
cobertura de riesgos, especulacion, o aprovechamiento de oportunidades de arbitraje.

Entre los productos derivados mas comunes se encuentran las opciones.

Una opcién le da a su titular el derecho, pero no la obligaciéon, a comprar o vender una
cierta cantidad de un activo financiero, en una fecha determinada, a un determinado precio

de ejercicio.

El escritor de la opcién necesita especificar:

El tipo de la opcidn: la opcién para comprar se llama call, mientras que la opcion para
vender se llama put.

El activo subyacente: comunmente, pueden ser valores, bonos, monedas, entre otros.
La cantidad del activo subyacente a ser comprado o vendido.

La fecha de expiracién: si la opcién se puede ejercer en cualquier momento antes de la
fecha de expiracién o madurez de la opcién, se llama opcion americana, pero si sélamente
se puede ejercer en la fecha de expiracién de la opcidn, se llama opcion europea.

El precio de ejercicio, el cual es el precio al cual la transaccién se realiza si la opcién es
ejercida.

El vendedor de una opcién se dice que toma una posicién corta, y el comprador de la
opcion se dice que toma una posicién larga.

El precio de la opcién es la prima; cuando la opcién es negociada en un mercado organi-
zado, la prima es cotizada por el mercado. De otra manera, el problema es valorar el precio

19
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de la opcién. Ademds, aunque la opcién sea negociada en un mercado organizado, puede ser
interesante detectar algunas posibles anormalidades en el mercado.

Analicese el caso de un call europeo sobre un activo, cuyo precio al tiempo t es denotado
por S;. Llamese N la fecha de expiracién y K el precio de ejercicio. Si K > Sp, el titular de
la opcién no tendrd ningin interés en ejercer la opcién. Pero si Sy > K, el titular lograra una
ganancia de Sy — K por ejercer la opcion, esto es, comprando el activo por K y vendiéndolo
al mercado por Sy ; entonces, el valor de un call en la madurez estda dado por

(Sy — K)4 = max(Sy — K,0).

Si la opcidn es ejercida, el escritor de ésta debera ser capaz de entregar el activo al precio K.
Esto significa que debe generar una cantidad (Sy — K)4 en la madurez.

Al momento de escribir la opcidn, que se considerard al inicio del tiempo, Sy es desconocida
y entonces habria que responder las siguientes dos preguntas:

a) ¢{Cuénto deberia el comprador pagar por la opcién? En otras palabras, jcudnto deberia
valer al tiempo ¢t = 0 un activo que valga (Sy — K)4 al tiempo N7 Este es el problema
de valoracién de la opcidn.

b) {Coémo podria el escritor de la opcién, que gana la prima inicialmente, generar una
cantidad (Sy — K)4 al tiempo N? Este es el problema de cobertura de la opcidn.

Las curvas de pago para las posiciones larga y corta de los tipos de opciones estan dadas
en la Figura 2.1.

Call largo (Ver Figura 2.1 a)).

= El descenso esta limitado por el costo del call.

El ascenso es ilimitado ya que no hay limite para el precio del activo.

El comprador espera que el precio del activo aumente.

Deberia ser ejercido cuando el precio del activo sea mayor que el precio de ejercicio K.

Pago=méx{Sy — K, 0}.

Call corto (Ver Figura 2.1 b)).

= El descenso es ilimitado ya que no hay limite para el precio del activo.
= El ascenso estd limitado por el precio de venta del call.

= El comprador espera que el precio del activo disminuya.

= Deberia ser ejercido cuando el precio del activo sea menor que el precio de ejercicio K.



Pago=min{K — Sy, 0}.

Put largo (Ver Figura 2.1 ¢)).

El descenso esté limitado por el costo del put.

21

El ascenso esta limitado ya que el precio del activo puede solamente descender hasta 0,

en tal caso la ganancia es igual al precio de ejercicio K.

El comprador espera que el precio del activo disminuya.

Deberia ser ejercido cuando el precio del activo sea menor que el precio de ejercicio K.

Pago=mix{K — Sy, 0}.

Put corto (Ver Figura 2.1 d)).

El descenso estd limitado ya que el precio del activo puede solamente descender hasta

0, en tal caso la pérdida es igual al precio de ejercicio K.
El ascenso esta limitado por el precio de venta del put.

El comprador espera que el precio del activo aumente.

Deberia ser ejercido cuando el precio del activo sea mayor que el precio de ejercicio K.

Pago=min{Sy — K,0}.

Pago Pago
Precio del
K activo
a) Call largo. b) Call corto.
Pago Pago
Precio del
K activo
c¢) Put largo. d) Put corto.

Figura 2.1. Curvas de pago.

Precio del
activo

Precio del
activo
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El problema de la valoracion de derivados es determinar un valor inicial justo de cualquier
derivado. La dificultad es que el valor final del derivado es desconocido al tiempo ¢t = 0, dado
que generalmente depende del valor final del activo subyacente.

Se asumira que el valor final del activo subyacente es una variable aleatoria conocida y
asi el conjunto de los posibles valores finales del activo es conocido. En consecuencia, el con-
junto de posibles valores del derivado es también conocido. El conocimiento de este conjunto,
junto con el principio de no arbitraje es la clave para la valoracién de derivados [6].

Se harédn las siguientes hipdtesis para los modelos:
= Una unidad de contabilidad de dinero, por ejemplo un peso.

= Existencia de un activo libre de riesgo, el cual es el bono bancario, cuyo valor al tiempo
n es (1 +7)", donde r es la tasa fija del bono.

= Mercado infinitamente divisible, esto es, se puede tomar cualquier cantidad de un activo,
ya sea parte entera, fraccionaria, irracional, etc.

= Mercado sin fricciones.
Todas las transacciones toman lugar inmediatamente y sin ningin retraso externo.

= Mercado perfecto.

e No existen tarifas de transacion o comisiones.
e No existen restricciones para la venta en corto.

e La tasa de endeudamiento es la misma que la tasa de crédito.

= Paridad compra-venta.
Se supondra que cualquier precio de compra de un activo es igual a su precio de venta.

= Los precios son determinados bajo la hipétesis de no arbitraje.

2.1. El modelo basico de los mercados financieros a tiempo
discreto

Definicién 2.1.1. Un modelo de un mercado financiero a tiempo discreto es construido
sobre un espacio de probabilidad finito (2, F, P) equipado con una filtracion (Fy)o<n<n-

A F,, se le puede ver como la informacién disponible al tiempo n. El niimero entero finito
N se llama horizonte y es el tiempo de la madurez de las opciones.

Se asumird que Fy = {0, Q}, Fy = P(Q) y Vw € Q, P({w}) > 0.

Definicién 2.1.2. El mercado estd formado por d 4+ 1 activos financieros, cuyos precios al
tiempo n estdn dados por las variables aleatorias no negativas S°, ..., S%, F, — medibles.
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A S, = (89,...,8%) se le conoce como el vector de precios al tiempo n. Los activos
Sl ..., 8% se llaman activos con riesgo. El activo SO es el activo sin riesgo.

Si la tasa de interés del activo sin riesgo sobre un periodo unitario es constante e igual a
r, entonces SO = (1+ 7)™, por lo tanto S§ = 1.

El coeficiente G, = se interpreta como el factor de descuento (desde el tiempo n hasta

1
S
el tiempo 0). Por ejemplo, si una opcién cuesta k pesos al tiempo n, su precio al tiempo 0 es

k

SO (L)

2.2. Estrategias de inversién

Los portafolios son disenados para modelar los bienes de un inversionista sobre un periodo de
tiempo fijo. Su definicién formal es la siguiente.

Definicion 2.2.1. Un portafolio al tiempo n es un vector aleatorio

(pn = (8091,7" * 7()0’rd7,)7

donde ¢!, es el niumero de acciones del activo i que se compran al tiempo n, y se mantienen
constantes hasta el tiempo n + 1.

Definicion 2.2.2. Una estrategia de inversion es un proceso estocdstico a tiempo discreto
0= (%, ..., 0% ocncn con valores sobre R4, y es la sucesion de los portafolios desde el
tiempo 0 hasta el tiempo n.

Se supondra que el proceso ¢ es predecible, es decir:

. goé es Fy — medible,
para todo i € {0,...,d}, { G es Fo i —medible, n>1.

Esto significa que las cantidades que se compraran de cada activo al tiempo n (2, ..., go,dl)
son decididas con respecto a la informacién disponible al tiempo n — 1 y permanecen hasta el
tiempo n, cuando las nuevas compras se realicen.

Definicion 2.2.3. El valor del portafolio al tiempo n es el producto escalar

d
V() = (#n, S) = Z%%Sf; (2.1)
Su valor descontado es:
V() = Bul#n, Sn) = (¢n, Sn), (2.2)
con By, = 1 Yy S, = (1,8.5), ..., BuSY) es el vector de precios descontados.

SO

3
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Definicion 2.2.4. Una estrategia de inversion ¢ es autofinanciada si cumple

Vn € {0,.. — 1} (pn, Sn) = (Pn+1, Sn)- (2.3)

Esto significa que al tiempo n, una vez que los nuevos precios S9,...,S? estan dados,
el inversionista reajusta sus compras de ¢, a @n4+1 al tiempo n + 1 sin cambiar el valor del
portafolio al tiempo n.

La igualdad (@, Sn) = (¥n+1,Sy) implica

Vir1(@) = Vale) = (@nt1,Snt1) — (@n, Sn)
= <§0n+17 Sn+1> - <§0n+17 Sn>
= <90n+17 SnJrl - Sn>

Usando que al tiempo n + 1 el portafolio tiene un valor (¢,+1,Sn+1), se obtiene que
(¢Pn+1,Sn+1 — Sp) es la ganancia neta causada por el cambio de precios entre los tiempos
n y n + 1. Asi, el beneficio o pérdida obtenida al tiempo n + 1 siguiendo una estrategia
autofinanciada depende solamente del movimiento de precios.

Proposicion 2.2.1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

a) La estrategia ¢ es autofinanciada.

b) Para cadan € {1,...,N} se tiene
V() = Volp) + D (s, AS)), (2.4)

donde AS; es el vector S; — Sj_1.

¢) Para cadan € {1,...,N} se tiene

V() +> {05, AS;), (2.5)
7j=1

donde Agj es el vector §j - S1.

Demostracion. a) = b) Suponga que ¢ es autofinanciada. Entonces

Valp) =Volp) = D [Vilp) = Viei(p)]
=1
= Z<90175 Sz 1>
=1
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b) = a) Suponga que b) se cumple. Entonces

n+1 n
Vos1(p) = Valp) = (Vo(sO) + ZM,AS;?) - (Vo(sO) +> (0, AS; >)
j=1 J=1
= (On+t1,Snt1 — Sn),

lo que equivale a que ¢ sea autofinanciada.

a) = ¢) Suponga que ¢ es autofinanciada. Entonces

Vale) = Vole) = D [Vip) = Vici(9)]

= V(o) Z 0i, AS;).

¢) = a) Suponga que c) se cumple. Entonces

n+1 n
Var1(p) = Valp) = (Vo(sv) + ZM,A@) — <Vo(90) +> {05, AS] >)

Jj=1 J=1

= <<Pn+1, Snt+1 — Sn>,

lo que equivale a que ¢ sea autofinanciada.
O

De la proposicién anterior se puede ver que si un inversionista sigue una estrategia autofi-
nanciada, el valor descontado de su portafolio estd determinado completamente por su riqueza
inicial y la estrategia (¢, ..., ¢%)o<n<n.

Proposicién 2.2.2. Para todo proceso predecible ((¢L,...,0%))o<n<n y para todo valor
mnicial Vo Fy — medible, existe un unico proceso predecible ((p%)ggnSN tal que la estrategia
0 = (¢ ..., 0% es autofinanciada y su valor inicial es V.

Demostracion. La condicién de autofinanciamiento implica que,

Valp) = )+ (w5, AS))
j=1

= Vo+ Z(@}Ag; 4.+ w?Agj-l).
=
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Por definicién de ‘N/n(ga),

Vn(@) = <Son7 Sn> " _
= O 4plsl 4 4 pdsd
De aqui,
n
W = Vo+ S (AT 4+ GIASY) — (phSE 4. pl5Y)
=1

n—1
= Vo+ D (¢]AS) +...+ pIASH+
J=r _ . _ _
[on(Sp—Sp_1)+ ...+ ¢h(SE— 82 )] = (pnSp+ ...+ ¢S

n—1
= Vo+ D (pjAS] + ...+ QIASH — (opSh 1+ ... +¢lSE ).
j=1

Asi se define

n—1
on =Vo+ Z(@}AS} +...+ <P?AS]C'I) —(opSp_1 4. PhSe 1) € Fyoa,
j=1
y por lo tanto 2 es predecible. O

2.3. Arbitraje y mercados financieros viables

Si 2 < 0, se entiende que se ha pedido prestado la cantidad |2 | en el mercado sin riesgo.
Si ¢!, < 0 para algtin i > 1, se dice que se estd corto un nimero |¢%| del activo i.

En nuestro modelo de mercado la venta corta y los préstamos son permitidos, pero el valor
del portafolio debe ser positivo todo el tiempo.

Definicion 2.3.1. Una estrategia de inversion ¢ es admisible si es autofinanciada y si
Vo(p) > 0 para cadan € {0,...,N}.

La definicién anterior significa que el inversionista debe estar preparado para pagar sus
deudas en cualquier momento.

Definicion 2.3.2. Una estrategia con arbitraje es una estrategia admisible con valor ini-
ctal cero y valor final positivo.

Definicion 2.3.3. Se dice que el mercado es viable si no existe oportunidad de arbitraje.

A cada proceso admisible (), ..., go,(i) se le asocia el proceso definido por
Gnlp) =Y (PIAS) + ...+ ¢4ASY). (2.6)
j=1

De (2.5) se sigue que ésta es la ganancia descontada acumulada lograda siguiendo la estrategia
autofinanciada con valor inicial cero.
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Lema 2.3.1. Si el mercado es viable, cualquier proceso predecible (o', ..., o%) cumple que,
Gn(p) €T ={X | X(w) > 0 Vw}.

Demostracién. Suponga que Gy(¢) € I, si Gp(p) > 0 Vn € {0,..., N} entonces el mercado
no es viable, pues en cada tiempo la ganancia descontada acumulada serfa no negativa, y por
lo tanto V() = Gn(p) > 0.

_ Ahora suponga que las C:’n(go) no son todas no negativas, esto es, existe al menos una
Gn(p) tal que G, (p) < 0.

Defina n = sup{k | P(ék(io) < 0) > 0}. De la definicién de n, se tiene que n < N — 1,
P(Gp(p) <0) >0y VYm >n,Gn(p) > 0.

Ahora introduciendo un nuevo proceso ¥ como,

- 0 si j<n
Yilw) = { la(w)pj(w) si j>n,
donde A = {én(gp) < 0}. El proceso v es predecible porque ¢ es predecible y A es F,,—medible.
Mas atn:

~ B {0 B si j<n
| 14lGj(p) = Galw)] st j>n.

En efecto, suponga que 7 > n, entonces,

14 (PrASH 4+ ...+ pASY)

S
=

Il
MQ

I
—

7
J

= la| D> (@IAS!+.. . +¢lASH

=n—+1

J n

.

= 14 (Pt AS! + ..+ @AST) = ST (pF ASH+ .+ pfASY)

% =1

1
= 14 |Gj(p) = Gu(9)].

De aqui, éj(w) >0 Vje{0,...,N} pues éj(ga) — Gn(p) > 0si j > n. Entonces Gy (¢) > 0
sobre A. Por lo tanto el mercado no es viable. O

Lema 2.3.2. El conjunto V = {Gn(¢) | ¢ es predecible con valores en R} es un subespacio
vectorial del espacio de variables aleatorias reales definidas sobre €.

Teorema 2.3.1. (Primer teorema fundamental de valuacion de opciones) El mercado
es viable si y solo si existe una medida de probabilidad P* equivalente a P bajo la cual los
precios descontados de los activos son martingalas.
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Demostracion. <] Suponga que existe una medida de probabilidad P* equivalente a P bajo la
cual los precios descontados son martingalas; entonces para cualquier estrategia autofinanciada
¢y de (2.5) se tiene que

n
Vn( Z Pjy AS
Por el Teorema 1.6.1, (Vi,(¢))o<n<y €s una martingala bajo la medida P*.

Entonces por (1.14), Vy(¢) v Vo(p) tienen la misma esperanza bajo P*, esto es,
E*[Viv(9)] = E*[Vo()]-
Entonces, si la estrategia ¢ es admisible con valor inicial cero, se tiene que
E*[Vx(9)] = E*[Vo(p)] = E*(0) = 0,
con V(@) > 0. Asi, V() = 0, pues P*({w}) > 0, Yw € Q.

Por lo tanto, el mercado es viable.

=] Sea ¢ un proceso predecible. Aun si no se asume que las én(cp) son no negativas,
todavia se tiene que Gy (p) €T

Usando el subespacio V definido en el Lema 2.3.2, y por el Lema 2.3.1, VNT = (.

Definase el conjunto compacto y convexo K como
n
K:{X6F| ZX(wi):l}.
i=1

Como K C T se tiene que VN K = (.
El teorema de separacion de conjuntos convexos establece que:

”Sea K un conjunto compacto y convexo y V un subespacio vectorial de R™. SiV y K
son disjuntos, existe una funcional lineal € definida en R™, que satisface:

a) Ve e K, &(x) >0
b) Ve e V, &(x) =

Por lo tanto, el subespacio V' estd incluido en un hiperplano que no intersecta a K.”

Se puede ver que esto es equivalente a decir que existen &1,...,&, € R tales que &(X) =

n
Zfﬂi, donde X € R™. Entonces existe un vector (A(wi),...,A(wy)) tal que:
i=1
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a) VX € K, zn:)\(wi)X(wi) > 0.

i=1
b) Para cualquier proceso predecible ¢,

n

> Aw)Gn(@)(w) = 0.

=1

De la propiedad a), por ser una combinacién convexa se tiene que A(w;) > 0 Vw; € Q. Con
esto, la medida de probabilidad P* definida por medio de la férmula

es una medida de probabilidad equivalente a P.

Si se denota por E* la esperanza bajo la medida P*, la propiedad b) significa que, para
cualquier proceso predecible ¢ en RY se tiene que

N _ N _
o8 (Z(@j,ﬁsﬂ) = ZE*<<@]"ASJ>)

i=1

Asi, para cada i € {1,...,d} y cada sucesién predecible (¢%) en R, se tiene que

N . ~.
E* (Z <p;As;.> = 0.

j=1

Por el Teorema 1.6.2, los precios descontados gﬁ, e ,Sg son martingalas bajo la medida

de probabilidad P*. O
2.4. Mercados completos

Definicién 2.4.1. Sea (F,)o<n<n una filtracion. Una variable aleatoria h = h(So,...,SN)
que es Fiy — medible se llama una alternativa o reclamacion contingente.

Algunos ejemplos de alternativas son los call y los put.
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Un call europeo de S! con precio de ejercicio K se define mediante h = (S} — K) 4.
Un put europeo de S! con precio de ejercicio K se define mediante h = (K — S§)+.

En ambos casos, h es una funcién solamente dependiente de Sy.

Definicion 2.4.2. Sea h una alternativa. Una estrategia replicante o para h es una estra-
tegia de inversion para la cual el valor final del portafolio es h, esto es, Vy(p) = h.

Definicion 2.4.3. Una alternativa h se dice que es alcanzable si existe al menos una estra-
tegia que replique su valor h al tiempo N.

En un mercado financiero viable, es suficiente encontrar una estrategia autofinanciada
que valga h al tiempo N para decir que h es alcanzable. En efecto: Si ¢ es una estrategia
autofinanciada y si P* es una medida de probabilidad equivalente a P bajo la cual los precios
descontados son F,, — martingalas, entonces (?n(w))ogng,v es una F,, — martingala bajo la
medida P*. Asf, paran € {0,..., N},

Valp) = E* [V (9)| Ful- (2.7)

Si h = Vi (p) entonces Vy(p) > 0. Usando (2.7) se tiene que V(@) >0, ¥n = 0,...,N, y
por lo tanto ¢ es admisible.

Definicion 2.4.4. Se dice que el mercado es completo si toda alternativa es alcanzable.

Teorema 2.4.1. (Segundo teorema fundamental de valuacion de opciones) Un mer-
cado viable es completo si y sdlo si existe una unica medida de probabilidad P* equivalente a
P bajo la cual los precios descontados son martingalas.

Demostracion. =] Suponga que el mercado es viable y completo. Entonces cualquier alterna-
tiva h puede escribirse como h = Vy(p), donde ¢ es una estrategia admisible.

Como ¢ es autofinanciada, de (2.5) se tiene que
N N
—_— = VN( —|— Z QOJ, AS
Jj=1

Suponga que P; y P> son dos medidas de probabilidad bajo las cuales los precios des-
contados son martingalas. Entonces por el Teorema 1.6.1 se tiene que (V;,(¢))o<n<n €s una
martingala bajo P; y P». Dendtese por Fy y FEy las esperanzas con respecto a Py y Ps,
respectivamente. Entonces por (1.14) se tiene

E[Vn ()] = E1[Vo(e)] = Vo(e),
Ex[Vn(9)] = Eo[Vo(0)] = Vo(e).

Entonces

(g7 ) = Bl = Vito) = Exlino) = 22 g ).
N N
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Con esto se tiene que Ej(h) = Es(h), Yh variable aleatoria Fy — medible. Tomando
h =14,y para w € () se tiene Pj(w) = Py(w), lo que implica que P, = P».

Por lo tanto la medida de probabilidad es tnica.

<] Suponga que el mercado es viable e incompleto; entonces existe una variable aleatoria
h > 0 que no es alcanzable.

Definase el conjunto de alternativas alcanzables de la siguiente forma,

N
={X | X=0Uy+ Z(gpn, A§n>, Uy es Fy — medible, ¢ es predecible}.

n=1

Como h no es alcanzable, entonces h ¢ V. Asi V. Z RV (Q).

Sea P* una medida de probabilidad equivalente a P bajo la cual los precios descontados
son martingalas, y definase el siguiente producto escalar en el conjunto de las variables alea-
torias: (X,Y) = E*(XY).

Si un subespacio no es el espacio completo, entonces existe un vector Z # 0 que es ortogonal

a cada vector en el subespacio. Asi, para cada X € V se tiene

(X,7) =E*(XZ) =0.

Como la alternativa 1 es alcanzable, esto si al tiempo inicial se compran —; acciones del

S
N
activo sin riesgo, y se invierte sobre ellas hasta el tiempo N, se tiene

= (1,2) = E*(2).

Definase una medida de probabilidad P** diferente a P* bajo la cual los precios descon-
tados son martingalas de la siguiente manera:

P = (14 5o ) P

Esta define una nueva medida de probabilidad, pues

Z@) \ . o
Z<1+2||Z|| >P ({wh) =2 P{wh + 2HZHOOZZ(w)P (fwh =1,

weN weN weN

debido a que E*(Z) = 0. Ademés, como |Z(w)| < ||Z(w)||co Vw, se tiene

0 < 3P () < P (w}) < SP*({w)).

Con esto P** es una medida de probabilidad equivalente a P*.
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N
Para cada X = Z(goj, Agj) €V, ycomo E*(Z) =0, se tiene
j=1
N N
(0, 85| = S B ({9, A8)))
7j=1 7j=1

I
M=T
M

E
( ), AS; W>P**({w})>
weQ

Z(w) \
(we )88 (14 g ) Pl ”)

( Sjlw )>P*({w})> +

(2”2”00 =)
E

*((e5,085)) + QHZuoogE*(%Aw 2)

.
Il
—

I
M=
M

<.
Il
—
2

[
hE

Q

<.
Il
—
m

Mz

pj(w), ASj (W) Z(w )P*({w})>

<.
Il
-

[
hE

<.
Il
-

[
hE

E* (¢}, AS)))

Il
o
i

Por lo tanto P** es otra medida de probabilidad bajo la cual los precios descontados son
martingalas, contradiciendo la unicidad. O

2.5. Valoraciéon y cobertura de alternativas en mercados com-
pletos

Asuma que el mercado es viable y completo, y sea P* la unica medida de probabilidad bajo
la cual los precios descontados de los activos financieros son martingalas.

Sea h una alternativa y ¢ una estrategia replicante para la alternativa V() = h.

Como (V Jo<n<n es la transformacién de martingala de los precios descontados (S )o<n<Ns
entonces (V Jo<n<n €s una F, — martingala bajo la medida P*, y en consecuencia

Vo) = 58" (IR ) =0 29)
N

Por lo tanto, si se puede calcular la medida P* equivalente a P, en cualquier momento n,
el valor de una estrategia admisible que replica h es completamente determinada por h.
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A V,.(p) se le puede ver como la riqueza necesaria al tiempo n para replicar h al tiempo
N siguiendo la estrategia .

Si al tiempo 0, un inversionista vende la opcién por E* 50 ) entonces existe una estrate-
N

gia replicante ¢, tal que se genera la cantidad h al tiempo N. Esto significa que el inversionista
estd perfectamente asegurado. [3]

2.6. Calculo de medidas de martingalas

Cada precio final w, € ) pertenece a una sucesiéon de bloques, uno de cada o—algebra Fi,.
{w}=BY CBYIC...CBY =0

Teorema 2.6.1. P*(w;) es un producto de probabilidades condicionales, condicionados a cada
blogque de la sucesion de bloques a los que pertenece wy., es decir,

P*(w,) = P*(w,| By )P (BY BN 3) -+ P*(B| BY). (2.9)
Demostracién. Como cada bloque B C Bi":f, usando la definicién de probabilidad condi-
cional se tiene que:

P(w,) = Pw By )P (BRT) '
- (wr|BlN D P*(By BN- 1|B§{,V ) P*(BY3)

= P BYS) P (BN IBRSS) - P (BT BY).
U

De esta manera, se pueden calcular las probabilidades en P* si se calculan las probabili-
dades condicionales P*(B}, ,|B}) para cada uno de los bloques B}/, ; C B}.

Los arboles de informacién de estados muestran una imagen intuitiva de las probabilidades
condicionales y cémo se combinan para obtener las medidas de probabilidades. Las probabi-
lidades condicionales son usadas para etiquetar las ramas de la trayectoria.

La probabilidad P(w,) es sélo el producto de las probabilidades condicionales etiquetadas
en las ramas de la trayectoria que va de B} hasta w,..

Para calcular las probabilidades condicionales, se debe tomar bloque por bloque y sus
sucesores inmediatos.

Teorema 2.6.2. Sea P* una medida de martingala. Para calcular las probabilidades condi-
cionales P*(-|BY), suponga que los bloques que emanan de By son

B = {qu—&-la s 7B101+1}'
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Entonces se tiene el sistema de ecuaciones (uno para cada j =1,...,d),
Z 7 1P (Biy|BY). (2.10)
junto con
1= ZP* ! 11| BY). (2.11)

Demostracion. Fijese un bloque B;, suponga que los bloques que emanan de B}, son

B = {Bn+1a---7BfL+1}‘

Entonces para cada activo S7, por el segundo teorema fundamental de valuacién de op-
ciones, los precios descontados son martingalas y cumplen

Si = B*(S1.,|F).

La variable aleatoria E*( ~ Jr1|F ) es F,, — medible, esto es, es constante en los bloques de
F,,, asi que se puede escribir o B
S)1py = E*(S} 1|Fa)lBe.

Como 7 741 €s constante en los bloques de Fj, 11, se tiene

Sﬁle% = E*(S¥L+1‘En)13;§
£ <1B%§£L+1)

TPy ™

zc: E*(lB%SfLJrl’B%H)P*( fz+1)
i=1 P(By) A

o P(BUBL)P(BLL)

~ n+1 P*(B”)
- c & P*(B”ﬁBnH)

Sn+l P(B;{)

15y
i:l

= Z +1P* +1‘B Npy-
Las ecuaciones (una para cada j =0,...,d),
Z w1l ;+1’B§>7
permiten calcular las probabilidades condicionales.

Note que para j = 0 se tiene que SO = 1. Asi, la ecuacién en este caso es:

1_ZP n+1‘BU
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Ejemplo. La Figura 2.2 muestra el arbol de informacién de los precios de un activo en un
modelo con solamente un activo con riesgo. Suponga ademads que la tasa sin riesgo es r = 0.

w1:90
/
By =85
\
(,UQ—SO
By =80
\ wy = 80
/
By =78
\
wq =175

Figura 2.2. Precios del activo.

Calculemos la estrategia autofinanciada ¢ = (1, p2) que replique la alternativa,
X(wl) = 95,X(CU2) = 90,X(W3) = 85,X(W4) = 75,

esto es, para la cual Va(p2) = X, o equivalentemente

Va(p2)(wr) = 95
Va(p2)(w2) = 90
Va(p2)(ws) = 85
Va(p2)(ws) = 75

90

75.

5( (wi) = 9
¥ (w2) = 90
©9(w3) + 80p3(w3) = 85

5( (wg) = 5.

La condicion de que @9 sea Fj-medible, esto es, constante en Fi, implica:

ey(wi1) = ©Y(wa)
P (ws) = ©Y(ws)
3(w1) = @h(wa)
p3(w3) = @h(wa).
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Asi el sistema anterior puede ser escrito usando solo wy y w3 como

P9(w1) + 90 (w1) = 95
@h(w1) +80py(wi) = 90
P9(w3) +80ph(ws) = 85
P9(ws) + T5ph(ws) = 75,

La solucién para ambos sistemas de ecuaciones resulta

p2(w1) = @a(w2) = (50, 0.5)
pa(ws) = a(ws) = (-75,2).

Asi, calculando el valor del portafolio para (2 usando (2.1):

Vi(ga)(wi) = 50(1)+0.5(85) = 925
Vi(ga)(ws) = —75(1)+78(2) = 8.

La condicién de autofinanciamiento implica que

Vi(p2)(w1) = WVi(e1)(w1) = 925

Vi(p2)(ws) = Vi(p1)(ws) = 81.
Reescribiendo estas ecuaciones se tiene

SP(w)@d(wr) + St(wi)pi(wr) = 925

SP(ws)el (ws) + ST (ws)et(ws) = 8.

Sustituyendo los precios actuales

WV (w1) + 85pk(wr1) = 925
©f(ws) + T8pt(ws) = 8L

Como 1 es Fy-medible, esto es, constante en (), para cada w € {2,

(w) + 859t (w) = 92,5
(W) + 8ot (w) = 81,

o9
oY

La solucién para el sistema es
330 23)

al)= (=74
. . . 330
el cual es un portafolio que consiste de una posicion corta de — ~ 47.14 bonos y una compra

23
de 1 ~ 1.64 acciones del activo, para un costo inicial de

—-330 23

— (1) + — ~ 84.29.
7 ( )+14(80) 84.29
Por lo tanto, para un costo inicial de 84.29, se puede adquirir un portafolio que esté asegurado
para pagar
X(w1) =95, X (we) =90, X (w3) = 85, X (wy) = 75.
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Calculemos ahora las probabilidades del arbol de estados de la Figura 2.2.

Se calculan las esperanzas condicionales, empezando con cada bloque de la particién F}.
Para el bloque B}, las ecuaciones son

90P*(Bi|B}) +80P*(B2|B}) = 85
P*(Bj3|By) + P*(B3|Bi) = L

La solucién para el sistema es

b * ]'
P(BYBY) = P(B3IBY) = .
Para el bloque B?, las ecuaciones son
80P*(Bj|B}) + 80P*(B;3|B}) = 178
P*(B3|BY) + P*(B3| BY) = L

La solucién para el sistema es

P(BYIBY) = £, P (BIBY) = .

Finalmente, para el bloque B, las ecuaciones son

85P*(Bi|B}) + 78P*(B3B{) = 80
P*(Bi|By) + P*(B}|Bj) = L
La solucién para el sistema es
x/ 2l npl 2 e p2 pl 5
P*(By|By) = ?P (Bi|Bg) = 7

Se puede calcular la medida de probabilidad P* usando (2.9), esto es, tomando los productos
a lo largo de cada trayectoria desde el estado inicial hasta el estado final:

Consideremos nuevamente la alternativa

X(w1) = 95, X (ws) = 90, X (w3) = 85, X (wy) = 75.
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Los pagos para una estrategia replicante autofinanciada ¢ = (o1, p2) son:

Va(p2)(w1) = 95
Va(p2)(w2) = 90
Va(p2)(ws) = 85
Va(po)(ws) = 75.

La riqueza inicial necesaria para replicar la alternativa es entonces:

Vo(p) = E*(Va())

1 1 3 2
= 9520<7> + 90 (7> + 85 <7> + 75 <7>
= — ~84.29

7 )

igual que el valor obtenido anteriormente.



Capitulo 3

Opciones americanas

Los modelos descritos en el capitulo anterior son disenados para valorar opciones europeas.
Sin embargo, en el mundo real, la mayoria de las opciones son de tipo americano. En este
capitulo se tratard sobre el uso de las opciones americanas, su valoraciéon y la eleccion del
momento adecuado para ejercerlas [3].

3.1. Conceptos basicos de opciones americanas

Una opciéon americana es una opcién que puede ser ejercida en cualquier momento entre los
tiempos 0 y N. A ésta se le puede asociar un proceso de pagos para cada tiempo.

Definicion 3.1.1. El proceso de pagos de una opcion americana se define como una sucesion
positiva (Zy)o<n<n adaptada a una filtracion (Fy,)o<n<n -

Las opciones americanas pueden ser de dos tipos: call americano o put americano.

En el caso de un call americano sobre el precio del activo S con precio de ejercicio K, se
define Z,, = (S} — K);. En el caso de un put americano se define Z,, = (K — S}).

Teorema 3.1.1. El precio U, de una opcion americana ol tiempo n paran =0,...,N — 1,
estd dado por

1
n = MA&x | Zn, E*(Unt1|Fn)| - 1
Uy = witx [ 2, B (Uil ) (3.1)

Demostracion. Para definir el precio de la opcién asociada con (Z,)o<n<n, se puede pensar
en términos de una induccién hacia atras, empezando al tiempo N.

En efecto, el valor de la opcién al tiempo N por definicién es igual a Uy = Zy.
Al tiempo N — 1 si el comprador ejerce su derecho inmediatamente ganard Zy_1, o puede

esperar y ejercer su derecho al tiempo IV, en tal caso el vendedor de la opcién debe estar listo
para pagar la cantidad Zy.

39
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Entonces, al tiempo N —1, el vendedor de la opcién tiene que ganar el méximo entre Zy_1
y la cantidad necesaria al tiempo N — 1 para generar Zy al tiempo N.

El vendedor de la opcién al tiempo N —1 necesita el méaximo entre Zy_1 y el valor al tiempo
N — 1 de una estrategia admisible con pago Zy al tiempo IV, esto es, Zy_1 = E* (ZN]FN_1>
~ Z
por la propiedad de martingala, donde Zy = S—év.
N
Entonces el precio de la opcién al tiempo N — 1 es

Un-1 = mix | Zy 1, Sy_1 E*(Zn|Fx-1)] .

Por induccién, se define el precio de la opcién americana para n =0,..., N — 1 por
U,
U,, = méx [Zn, SOp* ( g“ ]Fn>] i
Sn+1

Recordando que S = (1 + 7)™, se tiene

i 1
Un = max |:ZTL7 ]_—i—’r’E*(Un+1|Fn):| , N = O, ooy N -1
O
. 7 Un . . s .
Si se define U,, = 50 como los precios descontados de la opciéon americana, entonces
n
Oy = mix [ Zy, B*(Uns1 )|, n=0,...,N — 1. (3.2)

Proposicion 3.1.1. La sucesion (Un)o<n<n es la menor F,—supermartingala bajo la medida
P* que domina a la sucesion (Zn)o<n<N -

Demostracion. Por definicién se tiene
Up = max[Zyn, E*(Upy1|Fp)] = E*(Upir|Fr), (3.3)
Up = max[Zy, E*(Uny1|Fn)] > Zn.
De (3.3) se tiene que (Up)o<n<n €s una F;, — supermartingala bajo la medida P*, y de (3.4)
se tiene que (Uy,)o<n<n domina a (Zy,)o<n<n-

Considere una F,, — supermartingala (T,)o<n<ny que domina a (Z,)o<p<n. Haciendo
induccién hacia atras se tiene que

Tn > Zy = Uy.
Suponga ahora que T, > U, para algin n < N, entonces
Tn—l > E*<Tn‘Fn—1) > E*(ﬁn|Fn—l)a

de donde N N N N
Tn—l > méX[Zn_l,E*(Un|Fn_1)] = Un—l-
Por induccién matemédtica se sigue que (ﬁn)ogng ~ es la menor F, — supermartingala
bajo la medida P* que domina a (Z,)o<n<n- O
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3.2. Tiempos de paro

El comprador de una opcién americana puede ejercer su derecho en cualquier tiempo hasta
la madurez. La decisién de ejercer o no al tiempo n serd hecha de acuerdo a la informacién
disponible al tiempo n.

En un modelo de mercado financiero a tiempo discreto construido sobre un espacio de
probabilidad finito (2, F, P), la fecha de ejercicio se puede describir por una variable aleatoria
llamada tiempo de paro.

Definicién 3.2.1. Una variable aleatoria v que toma valores en {0,..., N} es un tiempo de
paro con respecto a la filtracion (Fy,)o<n<n St para cadan € {0,..., N} se tiene {v =n} € F,.

Teorema 3.2.1. La variable aleatoria v es un tiempo de paro con respecto a la filtracion
(Fn)o<n<n sty solo si para cadan € {0,...,N} se cumple

{v<n}eF,.

Demostracion. Suponga que v es un tiempo de paro con respecto a la filtracién (F,)o<n<n-
El conjunto {v < n} se puede ver como

{v<n}= O{V:k}é OFkCFn.
k=1 k=1

Por lo tanto, se cumple que {v < n} € F,.
Ahora suponga que {v < n} € F,. El conjunto {v = n} se puede ver como

{v=n}={v<n}\{r<n-1} € F,\F,_1 € F,.

Asi, {v = n} € F,, y por la tanto v es un tiempo de paro con respecto a la filtracién
(FH)OSnSN' ]

Definicién 3.2.2. Sea (X,,)o<n<n una sucesion adaptada a la filtracion (Fy,)o<n<n, Y Sea v
un tiempo de paro con respecto a la filtracion (Fy,)o<pn<n. La sucesion parada al tiempo v
se define como

X;L/ = Xuan.

Esto es, sobre el conjunto {v = j} se tiene

X; st j<n
Xy = J .
{Xn st g >n.

Note que X% = X, = X sobre el conjunto {v = j}.

Proposicién 3.2.1. Sea (X, )o<n<n una sucesion adaptada a la filtracion (Fp)o<n<n Yy Sea
v un tiempo de paro con respecto a la filtracion (F,)o<n<n. Entonces la sucesion parada
(XX)o<n<n es adaptada a la filtracion (Fy)o<n<n. Mds atin, si (Xp)o<n<n es una F, —
martingala (F, — supermartingala), entonces (X})o<n<n €$ una F,, — martingala (F, —
supermartingala).
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Demostracion. Para n > 1 se puede escribir
n
Xz//\n = XO + Z 1{j§y}(Xj - Xj*l)? (35)
j=1

Como {j <v}={r<j}*={v <j—1}°€ F,_1, entonces 1y,<,} es predecible.

La sucesion (X, an)o<n<n es adaptada a la filtracién (F},)o<n<n porque Lyj<n (X;—Xj-1)
es F,, — medible, y asi

n
Xonn = Xo+ > 1j<p(X; — X;1) € F.
=1

Si (Xn)o<n<n es una F, — martingala, entonces por el Teorema 1.6.1 (X,an)o<n<n €S
también una F;,, — martingala.

Si (Xn)o<n<n es una F,, — supermartingala, entonces (Xyan)o<n<n €s también una F;, —
supermartingala, pues

n
E(Xom|Faii) = E (Xo + 3 1 (X — Xj1)|Fn1)
=1
n—1 !
= Xo+ ) 1<y (Xj — Xj1) + L E(Xn — Xno1|Fao1)
=

Xontm-1) + Lin<i} E(Xn|Frno1) = Ty X1
Xl//\(nfl) + 1{n§V}Xn—1 - 1{n§V}Xn—1
Xzz/\(nfl)'

Al

3.3. La envoltura de Snell

Definicién 3.3.1. Sea (Z,)o<n<n una sucesion adaptada a la filtracion (Fp,)o<n<n. La su-
cesion (Up)o<n<n definida como

Uy = Zy
U, = méx[Zn, E(Upy1|F,)] ¥n < N — 1.

se llama la envoltura de Snell de la sucesion (Zy)o<n<n-

Por el Teorema 3.1.1, (Up)o<n<n es la menor F,, — supermartingala que domina a la
sucesion (Zy)o<n<N-

Por definicién U,, > Z,, (con igualdad para n = N), y en el caso de una desigualdad
estricta, U, = E(U,+1|Fy), v en este caso (Uy,) es una F,, — martingala.
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Proposicion 3.3.1. La variable aleatoria definida por
vy = inf{n > 0|U,, = Z,}, (3.6)

es un tiempo de paro son respecto a la filtracion (Fy,)o<n<n, y la sucesion parada (Upayy)o<n<N
es una F,, — martingala.

Demostracion. Como Uy = Zy, vy # 0, y asi vy es un elemento bien definido de {0,..., N}.
Para n = 0 se tiene
{VO = 0} = {U() = Zo} S Fo,

y para k > 1 se tiene
{1/0 = k‘} = {Uo > Zo} Nn...N {Uk:—l > Zk:—l} N {Uk = Zk} € Fy.
Por lo tanto 1 es un tiempo de paro con respecto a la filtracién (F},)o<p<n.

Por (3.5), se tiene que
n
UTZL’O = Vo/\n:U0+Zl{j§Vo}(Uj_Uj_1)'
j=1

Paran € {0,..., N — 1}, se cumple que
U = U = 1<y (Ungr — Up).

Por definicién U,, = max|Z,,, E(U,+1|F,)], y sobre el conjunto {n + 1 < 1} se tiene que
Uy, > Zy. Con esto U,, = E(U,41|Fy,) y entonces

Urlz/?H - U;z/o = 1{n+1§uo}[Un+1 - E(Un-&-l‘Fn)]-

Tomando esperanza condicional de ambos lados de la igualdad, se obtiene

EUS —UPlF) = Ellgnsi<u}(Unsr = E(Unga|[Fn)) [ F
= 1{n+1§uo}[E<Un+1’Fn) - E<E(Un+1’Fn)’Fn)]
= 1{n+1§uo}[E(Un+1’Fn) - E<Un+1|Fn)]
= 0
Por lo tanto (U}°)o<n<n €s una F,, — martingala. O
Definicién 3.3.2. 7, n es el conjunto de tiempos de paro que toman valores en {n,...,N}.

Note que 7,y es un conjunto finito porque se asume que §2 es finito.

Si se define Z,, como la ganancia de un jugador al tiempo n, se observa que al detenerse
al tiempo 1y se maximiza la ganancia esperada dado Fj.
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Corolario 3.3.1. El tiempo de paro vg satisface

Uo = E(Zy|Fy) = sup E(Z,|Fp). (3.7)

VETO,N

Demostracion. Dado que (U¥°)g<,<n €s una F,, — martingala, se tiene
n 0_”_ ’

Uo = Up® = E(UY|Fo) = E(U,|Fo) = E(Zy| Fo)-

Por otro lado, si v € 7y n, la sucesién parada (U}Y)o<n<n €s una F,, — supermartingala.
Asi que
Us > E(U|Fy) = B(U|Fy) > E(Z,|Fy),

de donde Uy = sup,¢, , F(Z,|Fp). O
Corolario 3.3.2. El tiempo de paro v, = inf{j > n|U; = Z;} satisface
Un = E(Z,, |F,) = sup E(Z,|F). (3.8)
VETn, N

La demostracién es andloga a la anterior.
Definicién 3.3.3. Un tiempo de paro v con respecto a la filtracion (Fy,)o<n<n es llamado

éptimo para la sucesion (Zy)o<n<n Si

E(Z)|Fo) = sup E(Zy,|Fp). (3.9)

Vn€T0,N

Teorema 3.3.1. Un tiempo de paro v con respecto a la filtracion (Fy,)o<n<n €s dptimo siy
solo st Z, = U, y (Uyan)o<n<n es una F,, — martingala.

Demostracion. <] Si la sucesién parada (U} )o<n<n €s una F,, — martingala, entonces Uy =
E(U,|Fy), y si Z, = U,, entonces Uy = E(Z,|Fy), y del Corolario 3.3.1 se obtiene que v es un
tiempo de paro 6ptimo con respecto a la filtracion (F},)o<p<n.

=] Si v es éptimo, del Corolario 3.3.1 se tiene
Up = B(Z,|Fy) < B(U,| ).
Como (U} )o<n<n €s una F,, —supermartingala, se sigue que E(U,|Fy) < Uy. Asi, E(U,|Fp) =
E(Z,|Fy). Como U, > Z,, se obtiene U, = Z,,.

Dado que E(U,|Fy) = Up (por ser v un tiempo de paro éptimo), y como (U} )o<n<n €s
una F},, — supermartingala, entonces

UO Z E(UV/\n’Fb) Z E(Uy‘Fo) = UO‘

Asi se obtiene que
E(Uynn|Fo) = E(U,|Fy).

Por la propiedad de torre (1.11) se cumple que
E(Uu/\n|F0) = E(UV|F0) = E[E(UV|FH)|F0]

Pero se tiene que Uypp, > E(Uyan|Fn) = E(Uy|F,). Como sus esperanzas son iguales,
entonces Uyn, = E(Uy|Fy). Por lo tanto (UY)o<n<n €s una F,, — martingala. O



3.4. DESCOMPOSICION DE SUPERMARTINGALAS 45

3.4. Descomposiciéon de supermartingalas

La descomposicién de Doob se usa en modelos de mercados financieros viables completos para
asociar cualquier supermartingala con una estrategia de inversién para la cual el consumo
estd permitido.

Proposicién 3.4.1. Cada supermartingala (Up)o<n<n tiene una tnica descomposicion, lla-
mada la descomposicion de Doob, definida como sigue:

U, = M, — A,, (3.10)
donde (My)o<n<n es una F, — martingala y (An)o<n<N €s un proceso predecible no decre-
ciente nulo en 0.

Demostracion. La solucion para n = 0 es Uy = My, pues Ag = 0.

Para calcular M, y A, se usara (3.10), de donde
Un+1 - Un = (Mn—I—I - Mn) - (An+1 - An)
Condicionando ambos lados con respecto a F;,, y usando las propiedades de M,, y A, se tiene
E<Un+1 - Un’Fn) = E(Mn-l—l - Mn‘Fn> - E(An+1 - An‘Fn)
Con esto, se tiene
E(Un+1|Fn) - Un — —(An+1 - An)
Asi, se define la sucesién (A, )p<n<n recursivamente como
An+1 =A,+U, — E(Un_:,_l‘Fn), Ag=0.
Usando (Ap)o<n<n definida de esta forma, se tiene que
Un+1 - Un = (Mn—‘rl - Mn) - (An-‘,-l - An)
= My — My + E(Upsa|Fn) — Up.

Con esto, se tiene

Mn—i—l - M, = n+l — E(Un-‘rl‘Fn)
Asi se define la sucesion (M, )o<n<n recursivamente como
MnJrl =M, + Un+1 - E(Un+1|Fn)7 My = Up.

, . ey s . . ! !
Ahora se demostrara que esta descomposicion es tinica. Suponga que existen M,, y A,, tales

/

que U, = MT/L - A;l. Con esto U,, = M,, — A, = M,/L — A/n Vn. Entonces M, — M,/L =A,—A,
para cada n. Por las propiedades de (My,)o<n<n ¥ (An)o<n<n se obtiene que

A1 —A

’ /

= M,1—M,

n—1 n/—l
= E(Mn_Mn|Fn—l)
= E(A, —/An|Fn_1)
= A,—A4,.
Lo que equivale a Ay — A;V = An_1 — A/N_1 =...= Ay — A:) = 0. Por lo tanto A,, = A;1 y

M, = M, y asi la representacién (3.10) es tnica. O
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Suponga que (Up)o<n<n €s la envoltura de Snell de una sucesién adaptada (Z,)o<pn<n
a una filtracién (Fy,)o<n<n. Se puede asi dar una caracterizaciéon del mayor tiempo de pa-
ro para (Zy)o<n<n usando el proceso (Ay)o<n<n de la descomposicién de Doob de (Up,)o<n<n-

Un criterio para encontrar el mayor tiempo de paro para ejercer la opcién en términos de
la envoltura de Snell correspondiente a (Z,)o<n<n estd dado por la siguiente proposicién.

Proposicién 3.4.2. El mayor tiempo de paro para (Zp)o<n<n estd dado por:

Vmax

N si Ay =0
inf{n|A,+1 #0} si An #0.

Demostracion. Vg, €s un tiempo de paro, pues
{Vmaz =n} ={A0=0,...,4,=0,4,41 >0} € F,, /n < N — 1,

y paran =N
{Vmax:N}:{ANZO} € Fy_1 C Fy.

Como A, = 0 para n < Vpq, Se tiene que
Uy = Uppvmae = Mnivmas — Anivmas = Mnivmas = Mpme".
Por lo tanto (U}™*)o<n<n e€s una Fy,, — martingala. Ademas
E(Uj1|Fj) = E(Mj11 — Aja|Fj) = Mj — Ajqa,
y sobre el conjunto {vmq; = j} se cumple A; =0y A;;q1 > 0. Por lo tanto U; = M;. Entonces
E(Uj|Fy) = Mj = Aj1 = Uj = Aja <Uj.

De esto se sigue que U; = méax|[Z;, E(Uj1|Fj)], asi U =7 Por lo tanto, vy, €s un

tiempo de paro 6ptimo. e e
Suponga que v es un tiempo de paro tal que v > Vnar ¥ P(V > Vimae) > 0, entonces
E(U,) = B(M,) - B(A,) = E(Mo) — E(A,) = E(Uy) — E(A,) < E(Up).
Con esto, (UY)o<n<n 100 puede ser una F,, — martingala, y por lo tanto vy,., es el mayor
tiempo de paro éptimo. ]
3.5. Cobertura de opciones americanas

Al inicio de este Capitulo, en el Teorema 3.1.1, se definieron los valores (Uy)o<n<ny de una
opcién americana descrita por su proceso de pagos (Zy)o<n<N-
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~ ~ U,
Por definicién, la sucesién (U, )o<n<n definida por U, = S—g es la envoltura de Snell de la

~ n
sucesion (Z,)o<n<n bajo la medida P*.

De (3.8) se tiene que
U, = sup E*(Z,|F,),
VETH, N

y por lo tanto

* ZV
U,=8% sup E (5,0]Fn)

VETH, N

También de (3.10) se tiene

Un :Mn_gnv

donde (M, )o<n<n €s una P* — martingala, y (Ap)o<n<n €s un proceso predecible creciente
nulo al tiempo 0.

Como el mercado es completo, existe una estrategia autofinanciada ¢ tal que Vn(p) =
SU My, esto es, Viv(p) = My.

Como la sucesion (V,,(¢))o<n<n €s una F, — martingala bajo la medida P*, se obtiene

Va() = E*[Viv(9)|Fo] = E*[My|Fy] = M.
Ast U, = M,, — A, = ‘7”(90) — gn, y por lo tanto U, = V,,(¢) — Ay.
De la ultima igualdad se puede observar que el vendedor de la opcién puede asegurarse

perfectamente: una vez que recibe la prima Uy = Vj(¢), usando la estrategia ¢ y calculando
P*, puede generar una riqueza al tiempo n con valor

Vn(()@) = Un + An > Una
y asi asegurarse en cada momento.

Veamos cual es el mejor momento para el comprador para ejercer la opcién. Si n es tal
que U, > Z,, no tiene caso ejercer la opcién, pues su valor U, es mayor al valor de ejercicio
de la opcién Z, al tiempo n. Asi se debe buscar un tiempo 6ptimo 7 tal que U, = Z,.

Por otro lado, se debe buscar que A, = 0, es decir, 7 < Vpqz, ya que si no, a partir de
este momento serfa mejor ejercer la opcion y siguiendo una estrategia ¢ en ese tiempo, crea
un portafolio cuyo valor es mayor que el valor de la opcién en los tiempos siguientes.

De modo que por el Teorema 3.3.1, se tienen las condiciones para que 7 sea un tiempo de
paro 6ptimo para (Zy)o<n<n-
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Considere el punto de vista del vendedor: si se asegura usando la estrategia ¢ anterior, y
si el comprador no ejerce la opcién en un tiempo de paro éptimo, entonces U, > Z, o A, > 0.
En ambos casos, el vendedor tendra un beneficio con valor

V(@) = Zn = Up + Ay — Zy > 0.

3.6. Estrategias con consumo

Las estrategias con consumo pueden definirse como sigue: al tiempo n una vez que los nue-

vos precios SO, ..., S?% son cotizados, el inversionista reajusta sus posiciones de ¢, a @ni1 ¥
selecciona la riqueza v,41 para ser consumida al tiempo n + 1. Asi, se deduce que
(@nt1,5n) = (s Sn) — Tn+1 (3.11)

De esta forma, una estrategia con consumo se puede definir como una pareja (¢, ), donde
¢ es un proceso predecible que toma valores en R%*!, representando la cantidad de los activos
tomados del portafolio, y ¥ = (75)1<n<n €s un proceso predecible que toma valores en R,
representando la riqueza consumida en cada tiempo.

Se estudiaran varias propiedades de este modelo.
Proposiciéon 3.6.1. Las siguientes condiciones son equivalentes.
a) La pareja (p,7) define una estrategia de inversion con consumo.

b) Para cada n € {1,...,N}, se tiene que

Valp) = Vole) + > (@5, AS;) }:% (3.12)
7j=1

¢) Para cadan € {1,...,N}, se tiene que

. " = v
Valp) = V() + 3 (0. AS)) = 3
j=1 J=1"7

. (3.13)
-1

Demostracion. a) = b). Suponga que (p,y) es una estrategia con consumo. Entonces

V@)~ Vi(e) = Y [Vle) Vi )]

- Z(((pi,Sz‘> — (@i-1,8i-1))
= Y Upi, Si) — (i Sic1) — )
= Z<90¢,Si—5i—1> —i’}’iv

=1
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Con esto se tiene
Valp) = Volp) + X (s AS;) = D ;e
j=1 Jj=1
b) = a). Suponga que b) se cumple. Entonces

(Prna1, Snt1) = (@, Sn) = Vari(e) — Valp)
= {@n+1, 41 — Sn) — Ynt1

De donde
<80n7 Sn> = <§0n+17 Sn> + Yn+1,

lo cual equivale a que (p, ) sea una estrategia con consumo.

a) = c¢). Suponga que (p,7y) es una estrategia con consumo. Entonces

Valp) =Vole) = Y [Vi(®) = Vira ()

= Ylen S-S - o
i i=1"i—1

Con esto se tiene

Va() ©)+ > (0, AS) = T
j=1 j=1"3—-1
¢) = a). Suponga que c¢) se cumple. Entonces
(Pn+1, §n+1> — {#n, §n> = VnJrl(SD) - Vn(‘ﬁ)

= (‘Pn—i—ly §n+1 - §n> - %

n

De donde 5
S 3 1
(s Sn) = (st Sn) + it
n
lo cual equivale a que (p, ) sea una estrategia con consumo. O

Suponga que el mercado es viable y completo y denote por P* la tinica medida de proba-
bilidad bajo la cual los precios descontados de los activos son martingalas.

Proposicion 3.6.2. Si la pareja (¢,7) define una estrategia de inversion con consumo, en-
tonces (Vi (¢))o<n<n €s una Fy, — supermartingala bajo la medida P*.
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Demostracion.

~ n+1 _ n+1
E*(Vn+1’Fn) = FE* (‘/()((P)+Z<(Pj7ASj>_Z ‘F )

0
Jj=1 j=1 ijl
g - i Tn+1
= Vo(9) + {9 A5)) = 3 g + P B (Snia = SulF) — 5
j=1 j=1"%5-1 n
S Tn+1
Con esto se tiene que (Vn(tp))ogngN es una F,, — supermartingala bajo P*. O

Proposicién 3.6.3. Sea (Uy)o<n<n una sucesion adaptada a la filtracion (Fy)o<n<n tal que
(Un)o<n<n €s una F,, — supermartingala bajo la medida P*, entonces existe una estrategia
de inversion con consumo (p,7) tal que V,(¢) = Uy,,Vn € {0,...,N}.

Demostracion. Definase la sucesiéon 4, como 4, = ﬁl, y paran > 1,7, = A, — Ay_q. Asi se
cumple Z Vi = A,.
j=1

Como el mercado es completo, existe una estrategia ¢ tal que
—_— N ~
My =Vo(o) + D (i, AS;).
j=1
Usando la descomposicién de Doob (3.10), (Mn)ggngv es una F,, — martingala. Con esto

n

(0, AS; >\F> =Vo(p) + > (¢, AS)).

J=1

Mz

M, = E*(My|F,) = E* (Vo(<P>

I
—

J

Por lo tanto, para cada n se cumple:

M=

Up =M, — A, =Vo(p) + Y (p,AS;) Zo
7j=1 J

1

Il
—

J

O

Sea (Zn)o<n<n una sucesién adaptada a una filtracién (F),)o<p<n. Se dice que una estra-
tegia de inversién con consumo (¢, ) asegura la opcién americana definida por (Z,)o<n<n si
Vo(p) > Z, para cadan € {0,...,N}.

Proposicion 3.6.4. FExiste al menos una estrategia de inversion con consumo que asequra
(Zn)o<n<N, cuyos valores son precisamente los valores (Uy)o<n<n de la opcion americana.

Demostracion. La sucesién (V Jo<n<n definida en la proposicién 3.6.3 cumple V, = U > Zn,
y por lo tanto asegura la opcién americana definida por (Z,)o<pn<n-. ]



Capitulo 4

Modelo de Cox-Ross-Rubinstein y
métodos numéricos

En este capitulo, se presentard un caso especifico de los modelos financieros a tiempo discreto:
el modelo binomial, desarrollado en 1979 por John Cox, Stephen Ross y Mark Rubinstein.
El modelo Cox-Ross-Rubinstein es una version a tiempo discreto del modelo de valoracién de
opciones de Black-Scholes [5].

4.1. El modelo

Este modelo considera solamente un activo con riesgo cuyo precio es S, al tiempo n, 0 <
n < N, y un activo sin riesgo cuyo interés es r sobre un periodo de tiempo. Recuérdese que
SO = (14 7).

El precio del activo con riesgo es modelado como sigue: entre dos periodos de tiempo
consecutivos, el cambio de precios relativo es a 6 b, con —1 < a < b.

Spt1 = {Sn(1+a)

El valor del precio inicial Sy del activo con riesgo es dado.
Denotese al conjunto de posibles estados finales con
Q={(z1,...,zn)lzi=1+aox;=1+b, i=1,...,N}.

SnJrl

donde cada N-tupla (zj,...,xy) representa los valores sucesivos de

0,....,N—1.

para n =
n

Se asume también que Fy = {0),Q} y F = P(Q).

o1
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Por lo tanto, paran = 1,..., N, la o-dlgebra F), es igual a o(S1,...,S,) generada por las
variables aleatorias Si,..., 5.
S,
Definicién 4.1.1. Sea T,, = 5 " n=1,...,N.Si(x1,...,2N) es un elemento arbitrario de
n—1

Q, denotamos con P{(z1,...,zny)} = P(Th = x1,...,Tny = xzn) a la medida de probabilidad
correspondiente.

Conocer P es equivalente a conocer la ley de la N-tupla (71,...,Tx).

Por lo tanto se tiene que paran > 1, F,, = o(Th,...,Ty).

Proposicién 4.1.1. Los precios descontados (Sp)o<n<n son F,, —martingalas bajo la medida
P si y solo si
E(Tys1|Fn) =147, ¥Yne{0,...,N—1}.

Demostracion. =] Suponga que los precios descontados (gz)ogng ~ son F, — martingalas
bajo la medida P, entonces se cumple
- - 1~
E(Sn+1|Fn) = Sn = ?E(SnJrl’Fn) =1
n

Como §n es F,,-medible, se tiene que
S
E|Z2Z2NE ) =1.
Sn

S.
E(TunilFa) = E(g7|F

Sp1 (s +1/5n
— n E n TL+1 Fn
50 ( 5,750

_ r Sn+1
- (—|—1)E< z \Fn>

n

Con esto se tiene que

= r+1.
<] Suponga que E(T,41|F,) =1+, Vn € {0,..., N — 1}, entonces:
1+r = E(Th+1|Fn)

Sn—i—l
= F F,
(s

= nrTl g n F,
S0 ( 5./50

o r Sn+1
- 1+ >E< 2 |Fn>

n

=1=FE <5§+1 \Fn> = §1E(§n+lan) = E(Sp+1|Fn) = Sn.

n n

Por lo tanto, los precios descontados (gn)OSnSN son F,, —martingalas bajo la medida P. [



4.1. EL MODELO 53

Proposicién 4.1.2. La tasa de interés v debe pertenecer al intervalo abierto (a,b) para que
el mercado sea viable.

Demostracion. Si el mercado es viable, por el primer teorema fundamental de valuacién de
opciones existe una medida de probabilidad P* equivalente a P, bajo la cual los precios des-
contados (S Jo<n<n son F,, —martingalas.

De acuerdo a la Proposicion 4.1.1, se tiene que
EX(Tpi1|Fy) =1+,

y por lo tanto E*(T,,11) = 1+ r. Como P*(T,41 =1+a) > 00 P*(T,41 =1+4+b) >0, se
tiene que (1 +7) € (14 a,1+b), y por lo tanto r € (a,b). O

Suponga que r < a. Pidiendo prestado una cantidad Sy al tiempo 0, se puede comprar
una accién del activo con riesgo. Al tiempo N, se paga el préstamo y se vende el activo con

riesgo. Se logra una ganancia

Sy —So(L+m)N > Sy —So(1+a)V
> So(1+a)¥ = Sp(1+a)N
= 0’

ademas P*(Sy > So(1+a)N)=1-P(Ty =1+a,...,Ty =1+a) > 0.
Por lo tanto existe oportunidad de arbitraje. Lo mismo ocurre si 7 > b.

A partir de esto, se asumird que r € (a,b).

b—r

b—a’
Proposicién 4.1.3. Los precios descontados (gn)ogngN son F, — martingalas bajo la me-

dida P* si y solo si las variables aleatorias T1,...,Tn son independientes e idénticamente
distribuidas y su distribucion de probabilidad estd dada por:

P*(lel—i-a):p:l—P*(Tl:1—|-b).

Definicion 4.1.2. La probabilidad libre de arbitraje se denotard como p =

En este caso el mercado es libre de arbitraje y completo.

Demostracion. <] Si las variables aleatorias T; son independientes e idénticamente distribui-
das y su distribucién de probabilidad estd dada por

PTy=1+4a)=p=1—P*T,=1+b),

entonces
E*(Tn+1|Fn) = E*(Tn—l-l)
= p(l4+a)+(1—-p)(1+0b)
= (Z__;)( +a)+(1— ) (1+b)
b—r)+alb—r)+(r—a)+b(r—a)
b—

@‘
3

O“

= 1+r.
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Por lo tanto, por la Proposicién 4.1.1, los precios descontados (S )o<n<n son F, —martingalas
bajo la medida P*.

=] Siparan =0,...,N —1 se tiene que E*(T,,+1|F,) = 1+ r, entonces se puede escribir,
(L4 a)E* (11,4 =140l Fn) + (L + 0)E* (I, =14|Fr) = 1 + 7
También, se tiene que
E*(11,  =1+al Fn) + E* (11, =14 F0) = 1.
Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior, se obtiene
E* (17, =144l Fn) = P*(Thy1 = 1+ a|Fy) =p
E*(1g,  —140|Fn) = P (Thy1 =1+ D|F,) =1—p

y por induccién se puede demostrar que
n
P*(Tl =T1y.-- 7Tn = H,’n) = Hpi
i=1
donde p; =psiz;=14ayp;=1—psix;=1+b.

En efecto: si n = 1, se cumple

1
E*(Ip—14a|Fo) = P*(Ty =1+a) =p =[] ps,
=1

1
E*(lp=100|F0) = PA(T1=14b) =1-p=[]p:
i=1
Suponga que se cumple para k = n. Demostremos que se cumple para k =n + 1.

P (Thy1 = 2ng1,..., Ti =21) = P Ty = 2ng1|Tn = 2, ..., Ty = 21) P (T = 20y ..., T1 = 1)
= P*(Tn+1 :l‘n+1|Fn)P*(Tn:$n,...,T1 :l’l)
n

= Pn+l H Dk
k=1
n+1

= H Pk
k=1
Por induccién matematica, se cumple para todo n € IN.

Con esto se muestra que las variables aleatorias T; son independientes e idénticamente
distribuidas bajo la medida P*.

Como los precios descontados (§n)05n5 N son F, — martingalas bajo la medida P*, y
determinan la distribucién de la N-tupla (771, ...,Tx) bajo la medida de probabilidad P*, por
el segundo teorema fundamental de valuaciéon de opciones, se tiene que el mercado es viable
y completo. O
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Denote por C), y P, el valor al tiempo n de un call y un put europeo, respectivamente, en
una accion del activo, con precio de ejercicio K y madurez N.

Proposicién 4.1.4. La ecuacion de paridad put/call estd dada por
Cpn—P,=5,—K(1+7r) "N, (4.1)

Demostracion. Si denotamos por E* la esperanza con respecto a la medida de probabilidad

P* bajo la cual (Sy)o<n<n son F, —martingalas, se tiene que

Co— P = N B(Sy — K)4|Ful — (14 7)~ N E*[(K — Sx)+|F]

—(
NI B ((Sy — K) — (K = Sn) 4| F)
~N=n)p*(Sy — K|F},)

nE*(Sy|Fp) — K(1 +7)~(OV=n)

nSp — K(147r)~N-n)

Sp— K(147)~V=-m),

Proposicién 4.1.5. El valor de un call europeo al tiempo n estd dado por
Neno /N )\ . ‘ ) .
Co=(1+r) V-0 ( j )p’ A=)V IS+ aP A+ )N K], (42)
j=0

Por lo tanto, se puede escribir C,, = c(n,Sy), donde ¢ es una funcion de K, a, b, r y p.

Demostracion. Se puede escribir Sy como

N
Sv=5 [[ T
i=n-+1

Con esto se obtiene

Cp=(1+r)"WN-p*

N
(Sn 11 T,»—K) |E},
+

i=n+1

N
Dado que bajo la probabilidad P*, la variable aleatoria H T; es independiente de F,,, vy Sy,
i=n-+1
es F,-medible, se puede ver que C), tiene la forma siguiente

N—-n
Cp=(1+7)"OV= %~ (N]_ ”>pj(1 —p) NS, (14 a1+ 0)N T — K
j=0
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De la misma forma, se puede obtener el valor de un put europeo al tiempo n mediante

N—n
Py=(147) ™ %" (Nj_ n)ﬁ(l —p)VTIIK = S+ a) (140N (4.3)
j=0

Proposicién 4.1.6. La estrategia @, = (oL, 0%) que replica un call europeo al tiempo n

estd dada por
L e Suoa(1+8)) = cln, Si(1+a)

= 4.4
o (Lt a)enSui(158) = (1+b)e(n, Sur(1+a))
o = — G - . (4.5)
—a)(l+7)
donde c(n,x) estd dada por (4.2).
Demostracion. Por (2.1) se tiene que
oL +7)" + opSn = c(n, Sn).
Dado que S, = Sp—1(1 +a) 0 S, = Sp—1(1 +b), la igualdad anterior implica
(1 4+7)" 4+ ¢S 1(1+a) = ¢(n, S,-1(1 +a))
W14 7)" + LS, 1(1+b) = c(n, Sp_1(1+b)).
Resolviendo este sistema de ecuaciones para o) y ¢ se obtiene:
L elmSua(14) — e, Sua(1+a))
"o Snfl(b - CL) ’
o_  (A+a)e(n,Sp—1(1+0b) — (1 +b)e(n, Sp—1(1+a))
o TR '
O

Proposicién 4.1.7. El precio P2 al tiempo n de un put americano en un activo con madurez
N puede ser escrito como P2 = PA(n,S,), donde PA(n,z) estd definido por

PA(N,z) = (K — )4, (4.6)
y paran < N —1
PA(n,z) = max | (K — )4, W , (4.7)
donde
fn+1,2) =pPAn+ 1L, 2(1+a)] + (1 —p)PAn+ 1,2(1 + b)) (4.8)
b—r
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Demostracion. Para n = N, se tiene que
PA(N,S,) =Uy = Zy = (K — Sy) .
Por lo tanto, se cumple PA(N,z) = (K — z),.
Para n < N — 1 se tiene que

PA(n, Sp) = U,

1
= max |z,

) mE (Un-i-l’Fn)}

= max (K - Sn)+

= L s,
n 4+ n
= A K — n 777 .
max ( Sn)+ T=r ]
1
Por lo tanto, se cumple P*(n, z) = méx {(K — )y, W}
r

57

[pPA(n+1,8,(14a)) + (1 —p)PA(n+1,S,(1+0b))]

De igual forma, el precio C’;? al tiempo n de un call americano en un activo con madurez
N puede ser escrito como C4 = C4(n, S,,), donde C*4(n, x) esta definido por

CAN,2) = (¢ — ),

yparan < N —1
f(n+1,z)

CA ) = i - K )
(n,x) = méx |(z )+ T r

)

con f(n+1,2) =pCAn+1,z(1 +a)]+ (1 = p)CAn+ 1, z(1 +b)] yp =

4.2. Aplicaciones y calculos numeéricos

4.2.1. Opciones europeas

b—r

b—a’

(4.9)

(4.10)

En el modelo de Cox-Ross-Rubinstein, considere un call europeo con precio de ejercicio
K = 120 y tiempo de expiracion N = 2. Sean Sg = 120, b = 0.2, a = —0.1 y r = 0.1.

Encontremos el precio de la opcién y la estrategia que lo replica.

Los arboles de informacién del valor del activo y del proceso de pagos de la opcién estan

representados en las Figuras 4.1 y 4.2 respectivamente.
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So =172.8 Zy =52.8
/ /
S1 =144 Z1 =24
So =120 So=1296 Zp=0 Zs =9.6
S1 =108 Z1=0
\ \
So =97.2 Zy =0
Figura 4.1. Precio del activo. Figura 4.2. Proceso de pagos.

Usando (4.2), calculemos el valor del call europeo en los tiempos 0, 1 y 2.
El valor inicial del call europeo esta dado por

g (2 71\ [2\270 v
1.1)~ - - 120(0.9)7(1.2)=77 — 120
L (5)(5) (5) nzoopazr -z,

1 14 4
= — |=(52. —(9.

1.21 [9(5 8+ 9(9 6)}

= 2292

¢(0,120)

El valor del call europeo al tiempo n = 1 cuando S; = 144 esta dado por

)Y @) s -,

o(1,144) = (11

c(1,108) = (1.1)7! 21: <1> (;)J (g)lj [108(0.9)7(1.2)' 7 — 120]+

=0 \J
1 [2
_ (1341{3(9.6)}
= — =~ 5.82.

—_
—_

Al tiempo n = 2, el valor del call europeo estd dado por Z5 para cada uno de los posibles
estados finales del activo.

Usando la Proposicion 4.1.6, calculemos ahora la estrategia que replica el valor del call
europeo en cada uno de los tiempos.
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Para replicar el valor del call europeo al tiempo n = 1, cuando Sy = 120, usando (4.4) y
(4.5), la estrategia de inversion a seguir es

c(1,144) — ¢(1,108) (0.9)c(1,144) — (1.2)c(1,108)

1120) = 0(120) = —
#1(120) Ly 12003) #1(120) (0.3)(1.1)
36 1.1
= 0.808. = 74.05.

Para replicar el valor del call europeo al tiempo n = 2, cuando S; = 144, usando (4.4) y
(4.5), la estrategia de inversién a seguir es

(2,172.8) — ¢(2,129.6) (0.9)¢(2,172.8) — (1.2)¢(2, 129.6)

pp(144) = 144(0.3) P14 = - (0.3)(1.1)2
_ 528-96 O (0.9)(52.8) — (1.2)(9.6)
43.2 - 0.363

Para replicar el valor del call europeo al tiempo n = 2, cuando S; = 108, usando (4.4) y
(4.5), la estrategia de inversién a seguir es

(2,129.6) — ¢(2,97.2) (0.9)¢(2,129.6) — (1.2)¢(2,97.2)

p3(108) = 108(03) p3(108) = - (0.3)(1.1)2
. 96-0 ~(0.9)(9.6) — (1.2)(0
32.4 - 0.363
—  0.296. — 238

Por lo tanto, el arbol de informacién que muestra el valor del call europeo en cada tiempo
se representa en la Figura 4.3.

Cy = 52.8
/
C1 = 34.91
\
Cp = 22.92 Cy = 9.6
/
C1 = 5.8
\
Cy=0

Figura 4.3. Valor del call europeo.

4.2.2. Opciones americanas

En el modelo de Cox-Ross-Rubinstein, considere un put americano que expira al tiempo
N = 3 con precio de ejercicio K = 62 en un activo con precio inicial Sy = 60. Sean b = 0.1,
a = —0.05y r = 0.03. Encontremos el valor de la opcién en cada tiempo.



60 CAPITULO 4. MODELO DE COX-ROSS-RUBINSTEIN Y METODOS NUMERICOS

Los arboles de informacion del valor del activo y del proceso de pagos de la opcién estan
representados en las Figuras 4.4 y 4.5, respectivamente.

Ss = 79.86
/
Sy =726
/ \
S1 = 66 Ss = 68.97
Sp = 60 Sy = 62.7
S1 =57 Ss = 59.57
\ /
So = 54.15
\
Ss = 51.44
Figura 4.4. Precio del activo.
Z3=0
/
Zy =0
/ \
Z1=0 Z3=0
Zy =2 Zy=10
Z1=5 Z3 =2.43
\ /
Zo = T7.85
\
Z3 =10.56

Figura 4.5. Proceso de pagos.

Usando la Proposicién 4.1.7, calculemos el valor del put americano en cada tiempo.

Al tiempo n = 3, el valor del put americano es U3 = Z3 para cada uno de los posibles
estados finales del activo.

Para el tiempo n = 2, calculamos primero E*(Us|F3) para cada uno de los valores Sa del
activo en ese tiempo, usando (4.8)

8 7
P
]85(0) + B(2.43) =1.14 si Sy =627

B(2.43) + %(10.56) =6.23 si Sy =54.15.

(0) =0 si Sy =726
E*(Us|Fy) =
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Con esto, calculamos la envoltura de Snell para el tiempo n = 2
0 si Sy =726

*(U3|F2):| = 1.10 si SQ = 62.7
7.85 si Sy =54.15.

1
U = méx {Zg, 103

Para el tiempo n = 1, calculamos primero E*(Usy|F}) para cada uno de los valores S del
activo en ese tiempo, usando (4.8)

7
(1 10)=0.51  si S =66
E*(Us|Fy) = ]85
(1. 10) (7 85) = 4.25 si Sy = 5T,

Con esto, calculamos la envoltura de Snell para el tiempo n =1

ey 1, _ 0.51 si S; =66
U; = max {Zl’l.()?)E (UQ,Fl)} - { 5 si S =5T.

Finalmente calculamos la envoltura de Snell para el tiempo n = 0

) 1
UO = max ZO’::{_OgE8 (U]_’FO):| .
_ 2, 0.51 5)) = 2.53
Hax 1% 9703 (15( )+ 15 )) }

Por lo tanto, el arbol de informaciéon que muestra el valor del put americano en cada
tiempo se representa en la Figura 4.6.

Us=0
/
Uy=0
/ \
U; =0.51 Us=0
\ /
Uy = 2.53 Uy = 1.10
/ \
U =5 Us =2.43
\ /
Uy =7.85
\
Us = 10.56

Figura 4.6. Valor del put americano.

4.2.3. Comparacién entre opciones europeas y opciones americanas

Teorema 4.2.1. Sea C;? el valor al tiempo n de una opcion americana descrita por el proceso
de pagos (Zy)o<n<N Y Sea CE el valor al tiempo n de la opcion europea definida por la variable
aleatoria F — medible h = Zy. Entonces C;? > Cf. Mds ain, si Cf > Z, Vn, entonces
CEP—=0Avynec{0,...,N}.
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Demostracion. Los valores descontados (6’;?)0913 ~ son F,, — supermartingalas bajo la me-
dida P*. Entonces

CA > E*(CR|F,) = EX(CE|F,) = CE.

n

Por lo tanto C{2 > CE.

Suponga que CF > Z,, para cada n. Entonces la sucesién (5’5 Jo<n<N, cOmo es una F, —
martingala bajo la medida P*, entonces es también una Fj, —supermartingala bajo la medida

P* y domina a la sucesion (Z,)o<p<n. Como (qu)ognqv es la menor F,, — supermartingala
que domina a la sucesion (Z,)o<n<n, entonces C2A < CF asi CA =CFP vnec {0,...,N}. O

Teorema 4.2.2. En el modelo de Coz-Ross-Rubinstein, el precio del call americano es igual
al precio del call europeo.

Demostracion. Considere un mercado con un solo activo con riesgo con precio S, al tiempo n,
y una tasa de interés sin riesgo constante con valor r > 0 en cada periodo, asf que SO = (1+7r)".

El pago de un call al tiempo n es Z, = (S, — K)+. Si CF es el precio al tiempo n de un
call europeo con madurez N y precio de ejercicio K en una unidad del activo con riesgo y C’,‘f
es el precio del correspondiente call americano, entonces

CF = (L41) VE*(Sy — K)4|F,)
> (1+7r)"NE*(Sy — K|F,)
= E*(Sy—K(1+4r)"N|F,)
= S, —K(1+4r)N.

Asiparar >0

y por el Teorema 4.2.1, C4 = CF. t

Ejemplo 1. En el modelo Cox-Ross-Rubinstein comparemos los precios de un call ame-
ricano y un call europeo con precio de ejercicio K = 120 que expira al tiempo N = 2 en un
activo con precio inicial Sp = 120 con b =0.2, a = —0.1 y r = 0.1.

Los arboles de informacién del valor del activo y del proceso de pagos estan representados
en la Figuras 4.7 y 4.8, respectivamente.
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So =172.8 Zy =52.8
/ /
S1 =144 Z1 =24
So =120 So=1296 Zp=0 Zy =9.6
S1 =108 Z1=0
\ \
So =97.2 Zy =0
Figura 4.7. Precio del activo. Figura 4.8. Proceso de pagos.

Usando (4.2), calculemos el valor del call europeo en los tiempos 0, 1y 2.

El valor inicial del call europeo estd dado por

CE(0,120) = (1.1)*2i <2> (;)] (5)2—9‘ [120(0.9)7(1.2)%~7 — 120},

=0 \J )

4

1.21 [9 9(9‘6)}
- 22,92

(52.8) +

El valor del call europeo al tiempo n = 1 cuando S7 = 144 esta dado por

2

CE(1,144) = (1.1)—1223 C) (;)J (3) - [144(0.9)7(1.2)' 7 — 120]4

_ L [2(52 8) + :1))(9.6)}

1.1 |3

384
= — =~ 34.91.
11

El valor del call europeo al tiempo n = 1 cuando S; = 108 esta dado por

H ; ( ) (3) (3) " nosoy = 120,
{ }

Al tiempo n = 2, el valor del call europeo estd dado por Zs para cada uno de los posibles
estados finales del activo.

CF(1,108) =

‘cm—n
sler|.
OO\I\D

Ahora, usando la Proposicién 4.1.7, calculemos el valor del call americano en cada tiempo.
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Al tiempo n = 2, el valor del call americano es Uy = Z, para cada uno de los posibles
estados finales del activo.

Para el tiempo n = 1, calculamos primero E*(Us|F}) para cada uno de los valores Sy del
activo en ese tiempo, usando (4.8)
2 1 .
o Z(52.8) + —(9.6) = 38.4 si S =144
E (02 |F1) = % 13
5(06) +5(0) =64 si S = 108.

Con esto, calculamos la envoltura de Snell para el tiempo n =1

1 3491 si 51 =144
A ¢ s A — 1
Cl = max |:Z1, 11E (02 |F1):| { 5.82 si Sl = 108.
Finalmente calculamos la envoltura de Snell para el tiempo n =0
1
Cg = méx |2, E*(C{‘\FO)]
11.1 ) )
= ] — ( =(34.91) + =(5.82) | =22.92
max 0,1.1 (3(3 9)+3(58)> 9]
= 2292

Por lo tanto, el arbol de informacién correspondiente a los valores del call europeo y del
call americano en cada tiempo, estan representados en las Figuras 4.9 y 4.10, respectivamente.

CF =528 Cst =52.8
E — A —
Cy =3491 C{* =34.91
E T E A T A
Cy =22.92 Csy =9.6 C§t = 22.92 Cs =9.6
E — A —
Cy =5.82 C{* =5.82
CQ - O C2 - 0
Figura 4.9. Valor del call europeo. Figura 4.10. Valor del call americano.

Se puede ver que el precio del call europeo coincide con el precio del call americano en
cada uno de los tiempos, como se demostrd en el Teorema 4.2.2.

Ejemplo 2. En el modelo Cox-Ross-Rubinstein comparemos los precios de un put ame-
ricano y un put europeo con precio de ejercicio K = 62 que expira al tiempo N = 3 en un
activo con precio inicial Sy = 60 con b = 0.1, a = —0.05 y r = 0.03.

Los arboles de informacion del valor del activo y del valor de ejercicio del put americano
estan representados en las Figuras 4.11 y 4.12 respectivamente.
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S3 =179.86
/
So =72.6
/ \
S1 =66 S3 = 68.97
Sp = 60 So = 62.7
S1 =57 S3 = 59.57
\ /
So = 54.15
\
Ss = 51.44
Figura 4.11. Precio del activo.
Z3=0
/
Zy =0
/ \
Zl =0 Z3 =0
Zy=2 Zy =0
Z1=5 Zg =243
\ /
Zo =T7.85
\
Z3 = 10.56

Figura 4.12. Precio de ejercicio.

Usando la Proposicién 4.1.7, calculemos el valor del put americano en cada tiempo.

Al tiempo n = 3, el valor del put americano es U3 = Z3 para cada uno de los posibles
estados finales del activo.

Para el tiempo n = 2, calculamos primero E*(Us|F,) para cada uno de los valores Sy del
activo en ese tiempo, usando (4.8)

125(0) + ];(0) ~0 S Sy =726
E*(Us|Fy) = 185(0) +15(243) = 114 si Sy = 62.7
7 .
(243) + - (10.56) =623 si Sy = 54.15.

Con esto, calculamos la envoltura de Snell para el tiempo n = 2
1 0 si Sy =726
Us; = max {Zg, 103E*(U3|F2)} = 1.10 si Sy =62.7
’ 7.85 si Sy =54.15.
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Para el tiempo n = 1, calculamos primero E*(Usz|F}) para cada uno de los valores S; del
activo en ese tiempo, usando (4.8)

8 7
—(0) + —(1.10) = 0.51 si Sy =66
5 (110) + =(7:85) =425 si S1 =57,

Con esto, calculamos la envoltura de Snell para el tiempo n =1

0.51 si S} =66

5! si Sl = 57.

. J R
U; = méx {Zhl.OBE (U2Fl)} = {

Finalmente calculamos la envoltura de Snell para el tiempo n =0

3 I
Uo = max Zo,lo3E8(U1’F0):| .
1 (15(0.51) + 15(5)) - 2.53}
= 2.53.

Usando (4.3), calculemos el valor del put europeo en los tiempos 0, 1, 2 y 3.
El valor inicial del put europeo esta dado por

3 j 8- A ,
(1.03)7% ) (j) <175>j (;;) ’ (62 — 60(0.95)7 (1.1)377]
=0

[3392@.43) + 343(10.56)}

P¥(0,60)

‘ ~

1
= 1

o

9
6.

3375 3375

J

El valor del put europeo al tiempo n = 1 cuando S; = 66 estd dado por

) . -
PE(1,66) = (1.03)—2;)(?) (;)J (1‘;) J[62—66(O.95)j(1.1)2_j]+

1 [49
= 0.50.

El valor del put europeo al tiempo n = 1 cuando S; = 57 estd dado por

PE(1,57) = (1.03)—2;; (j) (;)j (E)H [62 — 57(0.95)7 (1.1)277]
{ 56 49 ]

‘ —

2—(24 —(10.
225( 3+ 225( 0.56)

W o

1.06
= 3.31
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El valor del put europeo al tiempo n = 2 cuando Sy = 72.6 esta dado por

1 ; 1_i
P (2,72.6) (1.03)—1;:% C) <175>J (i) ’ (62 — 72.6(0.95)7 (1.1)* ],

= 0.

El valor del put europeo al tiempo n = 2 cuando Sy = 62.7 estda dado por

1 i 1 , .
PERaT = (1097 (f) () (%) o2 e2r0 95901y

% [175(2.43)}
1

==
o w

El valor del put europeo al tiempo n = 2 cuando S = 54.15 esta dado por

PE(2,54.15) = (1.03)‘1;J C) <175>] (i)lj (62 — 54.15(0.95)7 (1.1)' 7]

_ [185@.43) + 175(10.56)]

|

O =
(@n) P
%8‘

Al tiempo n = 3, el valor del put europeo estd dado por Z3 para cada uno de los posibles
estados finales del activo.

Por lo tanto, el arbol de informacién correspondiente a los valores del put americano y del
put europeo en cada tiempo, estan representados en las Figuras 4.13 y 4.14, respectivamente.

P =0

A —
Pt =0.51 Pi=0

\ /

Pt =2.53 /P2A = 1.10\

P =5 Pt =243
P =785
\ A

Figura 4.13. Valor del put americano.
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PF =0
/
PE=0
PE =0.50 PF =0
PF =176 Pf =1.10
/ \
PE =331 PP =243
\ /
Pf =6.04
\ E
PF =10.56

Figura 4.14. Valor del put europeo.

En este caso, se puede ver que el valor del put americano es mayor o igual que el valor del
put europeo en cada uno de los tiempos, a diferencia de los valores entre el call americano y
el call europeo, donde los valores son iguales en cada tiempo [1].

4.3. Convergencia al modelo de Black-Scholes

Se puede usar el modelo binomial para valorar un call o un put con madurez T fijo en un

solo activo, y se fijard una constante R > 0. Para esto, se estudiara el caso asintdtico cuando

RT
N converge al infinito, donde ry = Y sean ay y by tales que

1 (1+CLN> —0 1 (1+bN) o
n = n = ,
1+7ry \/Ny 1+ry vIN

donde o es una constante fija.

A 0? se le puede ver como la varianza limite, bajo la medida P*, de la variable In(Sy),
cuando N converge al infinito.

El nimero real R es interpretado como la tasa de interés a tiempo continuo, dado que

RT\Y
T = 1im (1 + ) = lim (1+7)"V.
N—oo N N—oo
Lema 4.3.1. Sea (Yn)n>1 una sucesion de variables aleatorias igual a Yy = X{V + ...+
X]]\\,[, donde para cada N, las variables aleatorias XiN son independientes e idénticamente
-0 0o
VN’ VN

(Nun) = p. Entonces la sucesion (Yy) converge en distribucion a una variable normal

distribuidas, cuyos valores que toman son { }, y su media es igual a py, tal que

lim
N—o00
con media p y varianza o* (Ver Apéndice A).
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Demostracion. Veamos la convergencia de la funcién caracteristica ¢y, de Yy. Como las
variables aleatorias X7V son independientes e idénticamente distribuidas, se obtiene:

Pyy(u) = Elexp(iu¥y))

N

= H expquN))
7j=1
[_E(

Usando que lim (Npupy) = p, se tiene que lim ¢y, (u) = exp | iup — , la cual coincide
N—oo N—o0

con la funcién caracteristica de una variable aleatoria normal, lo cual prueba la convergencia
en distribucién. O

Teorema 4.3.1. El precio asintotico de un put europeo al tiempo 0 estd dado por

lim PN = Ke BT F(—dy) — SoF (—dy), (4.11)

N—o0

In(52) + RT + %
MRIERT S g oy F(d)

1
donde di = , do = = —/ 7
! g V2T J—co

Demostracion. Para N fijo, el precio del put al tiempo 0 estd dado por

RT N
pWN) (1 ) B K — T,
A + N So H )

n=1

- E* <<1+}]83“> K—SoeXp(YN)>+a

N T,
donde YN:ZIH<1+TL >
N

n=1

T; -0 o
De acuerdo a lo asumido, las variables XV = In < J > toman valores en {, },
J 1+ry VN VN

y son independientes e idénticamente distribuidas bajo la medida de probabilidad P*.
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Maés adn:
) = 2700
(X5) Pl x : =75
= (1-2p)—
(1=2p) 7=
I P (bN —rN o
I by —an /] VN
B (2+27“N)—(1+b]v)—(1+a]\[):| o
! (1+by) = (1+an) VN
'2_ 1+by _1ltan
_ l+ry l14+rv | @
I+by 14an | N
L 14 7"]1\[+b 1+ TN1+a
9 _ eln(ﬁ) _ eln( 1+T]1\\i) o
| N (Y | VN
92— ¢?/VN _=a/VN | &
N oo/VN _ ~o/VN VN’
g2
Entonces, la sucesion (Yy) satisface las condiciones anteriores, con p = 5
r [e.9] 7 o0 _ 7
s S EVR) S (o))
9 _ eo/VN _ o=0/VN | = i! o J!
lim N = lim VNo = o~
N=oo /YN _ —o/VN VN N=o0 (0/V/N)F (—o/V/N)!
D P
k=0 =0
B (o/VN)' _ 3 (=o/VNY
— 2! — J!
= lim VNo = =
N = (o/VN) & (—o/VN)
D P
k=0 1=0
i (o/VN)*
—  (2)!
_ . =1
= Jm —VNo i (o/v/ NP1
5 (2j5_ v 5
@ 0 @,
— ym | 2WN 4W/N3 6lVNB
N=o0 o (@ | (0 |
1IWVN  3WN3  51VN5
—0
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Si escribimos 1 (y) = (Ke #T — Spe¥) ., entonces para cada N se tiene

RT\ N
PN — B (p(vy))| = |E* [((1 + N> K — So eXP(YN)> — (Ke ™ — Spexp Yn)+
+
N
(Y

Asi se tiene por la convergencia en distribucién de la sucesién (Yy)

e

y de la desigualdad anterior se obtiene que

2 2
lim PN = lim E*(y(Yy) / ( —RT _ g —"2+"y) —5d
im fm (¥(YN) Nor o€ +€ Y

N—oo N—oo

0,2 .2
(Ke_RT — Soe_2+”y) 6_%dy,
+

(L)~ RT+ %

0_2
Si Ke ®T — Spe™ 7 79% > 0, entonces y < E =d. Asi
o
1 o0 0_2 y2
lim PO( - —/ <K€_RT — Soe_2+ay> e 2dy
N—o0 V21 J—o +
1 d 2 42
= — Ke FT g e_2+“y> e zd
V2T /—oo ( 0 + Y

+71 /OO (KeRT -5 ef+ay> e*%d
V2 Jd 0 + Y

1 d 2 2
= Wor <K€_RT — Soe_2+0y> e zdy
—00

1 d 2 1 d (y=0)?

= Ke BT | — e 2dy | — S —/ e 2 d
V21 J—co Y 0 V2T J - Y
1 d 2 1 d—o 42

== K@iRT \/727’”_ 677dy - SO \/ﬂ/ 677dy

—00 —00

In(52) + RT + %
MRII RIS a0y F)

1 / _y?
) - = = €
g V2T J -0

De igual forma, se puede obtener que el precio asintético de un call europeo al tiempo 0
esta dado por

donde di = ]

cgm = SoF(dy) — Ke BT F(dy). (4.12)

In (?0) + RT + % 1
,do=dy—oy F(d)=— / Tz
o 2 = a1 y ( ) \/% C
Definicién 4.3.1. La féormula dada en (4.11) se llama la formula de Black-Scholes para un
put europeo en el caso de un modelo de mercado a tiempo continuo.
La férmula dada en (4.12) se llama la formula de Black-Scholes para un call europeo en el
caso de un modelo de mercado a tiempo continuo.

donde di =
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Capitulo 5

Conclusiones

La valoracion de derivados es un problema muy importante en el area financiera, por tal
motivo en esta tesis se trabajo sobre la aplicacion de los procesos estocasticos a los modelos
financieros a tiempo discreto, en particular al modelo de Cox-Ross-Rubinstein.

Se inicié revisando algunos conceptos béasicos de probabilidad, como procesos estocésti-
cos, filtraciones y martingalas, entre otros, que son muy utilizados para la modelacion de los
mercados financieros.

Se describié el modelo basico de los mercados financieros, ademas de las estrategias de in-
versién que nos permiten replicar el valor de una alternativa, sin permitir el uso del arbitraje.
Con esto se llego6 a los dos teoremas fundamentales de la valuacion de opciones, en los que se
caracterizan los mercados viables completos a través de la existencia de una unica medida de
probabilidad bajo la cual los precios cumplen la propiedad de martingala.

Ademas de las opciones europeas, se trabajo sobre las opciones americanas, opciones don-
de el comprador de éstas tienen una mayor ventaja sobre las europeas, pues éstas se pueden
ejercer en cualquier momento y no solamente hasta la fecha de expiracién de la opcién. Se
mostraron resultados sobre cuando es el momento éptimo para ejercer estas opciones, para
obtener una ganancia mayor que en cualquier otro momento. Se consideran los puntos de vista
del vendedor y del comprador de la opcion.

Se presenté como caso particular de estos modelos financieros el modelo binomial desa-
rrollado por John Cox, Stephen Ross y Mark Rubinstein. Aqui se desarrollaron ejemplos
numéricos particulares para la valoracién de una opcion, ya sea de compra o de venta, ademas
para comparar las semejanzas y diferencias entre los valores de las opciones americanas y las
opciones europeas.

Finalmente se muestra como el modelo de Cox-Ross-Rubinstein a tiempo discreto cuando

el tiempo de expiracién se divide infinitamente, converge hacia el modelo de valuacién de
opciones de Black-Scholes a tiempo continuo.
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Apéndice A
Variables aleatorias normales

Definicion A.0.2. Una variable aleatoria continua X sigue una distribucion normal de
pardmetros p y o si su funcion de densidad estd dada por

T—p

1
e 255 )2, rz €R,

1
-f(l» = CTx/é;;

donde 1 es la media y o es la desviacion estandar.

X —
Si se estandariza la variable aleatoria X de la forma Z = 7'“, la distribucién de

o
esta variable aleatoria Z se conoce como distribuciéon normal estandar, donde sus parametros
toman los valores © = 0y 0 = 1. En este caso, su funciéon de densidad es de la siguiente forma

f(z):e\/_;?, z € R.

Definicion A.0.3. La funcion de distribucion acumulada de la variable aleatoria mormal
estd definida como

1 T (u-w?
F(x) = / e 202 du, x € R.
oV2m J-
Por lo tanto, la funcion de distribucién acumulada de la variable aleatoria normal estandar
estd definida como

1[.2
F(z “2du, z€R.

1 z
)= =] e

21 J—o0
Definicion A.0.4. Para una distribucion normal, la funcion generadora de momentos es
0'2152

X 1 _emw? pt+
Mx(t) = Ele”*] = Tt e de =e 2
—00

Definicion A.0.5. La funcion caracteristica para una distribucion normal es

© 1 _ew? . L o242
e 592 elmd17:€mt 5

My (it) = E[e™X] = /

—o0o OV 21
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Definicion A.0.6. Una sucesion de variables aleatorias X1, Xo, ..., converge en distribucion
a una variable aleatoria X si
lim Fx (x) = Fx(x

en todos los puntos x donde Fx(x) es continua.

A pesar de que se habla de que la sucesién de variables aleatorias converge en distribucién,
es en realidad la funcién de distribucién acumulada la que converge, no las variables aleatorias.

Si la funcién generadora de momentos de una variable aleatoria X, se aproxima a la
funcién generadora de momentos de una variable aleatoria X cuando n — oo, entonces la
funcién de distribucién acumulada de X, se aproxima a la de X cuando n — oo. Si dos
variables aleatorias tienen la misma funcién generadora de momentos, entonces ambas deben
tener la misma distribucién de probabilidad.



Bibliografia

Capinski Marek, Zastawniak Tomasz. “Mathematics for Finance. An Introduction to
Financial Engineering”. Great Britain: Springer. (2003).

Cox John, Ross Stephen, Rubinstein Mark. “Option pricing: A simplified Approach”.
USA: Journal of Financial Economics. (1979)

Lamberton Damien, Lapeyre Bernard. “Introduction to Stochastic Calculus Applied to
Finance”. Great Britian: Chapman & Hall. 1996.

Roman Steven. “Introduction to the Mathematics of Finance. From Risk Management to
Options Pricing”. USA. Springer. (2004).

Shreve Stephen E. “Stochastic Calculus for Finance I: The Binomial Asset Pricing Mo-
del”. USA: Springer. (2004).

Venegas Martinez Francisco. “Riesgos financieros y econdmicos. Productos derivados y
decisiones econdmicas bajo incertidumbre.”. México: Cengage Learning. (2008).

77



