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Introduccion

La teoria de las Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP), es una materia que for-
ma parte esencial en la formacién de ingenieros y matematicos y ultimamente, no han
existido avances en la investigacion de nuevos métodos de solucién para las EDP’s de
segundo orden. El método mas comin de resolver una EDP de segundo orden consiste
en transformar dicha ecuacién a una EDP mas sencilla, llamada cominmente forma
candnica. Ademas, de que el cdlculo de estas formas candnicas es muy laborioso y te-
dioso, la principal desventaja de este método, consiste en que la ecuacién de la forma
candnica en general no puede ser resuelta por los métodos ya conocidos, excepto para
aquellas formas canonicas, a partir de las cuales se obtienen las ecuaciones de onda,

calor y de Laplace.

En 1990 Stephenson-Radmore [34] crearon un método, el cual permite encontrar
soluciones de una EDP de segundo orden sin calcular su forma candnica, pero dicho

método es dificil de aplicarlo, y solo se aplica para las EDP’s de tipo hiperbdlico.

Por otro lado, en 1994 J. Harper [21] desarrolla un método, el cual resuelve la
ecuacién de Black-Scholes en matematicas financieras, esto permite encontrar nuevas
soluciones para las EDP’s de tipo parabdlico. Este método ha resultado ser efectivo
para resolver algunos problemas particulares de valores iniciales y de frontera [27, 29],

pero no ha sido aplicado a otro tipo de EDP’s.

Cabe mencionar que en el ano 2006 J. Biazar y Z. Ayati [9] resuelven una EDP
de segundo orden para el caso en que esta sea una EDP del tipo parabdlico no lineal
y utilizaron el método de descomposiciéon de Adomian para aproximar sus soluciones,

haciendo una comparacién de sus resultados con el método de diferencias finitas, debido

VII
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a que la forma de las soluciones de una EDP de segundo orden nos permite aplicar el

método de descomposicién de Adomian.

En anos recientes se han estado utilizando métodos numéricos para la solucion de
las EDP’s, los cuales proporcionan frecuentemente informacion 1til acerca del compor-
tamiento de la solucién. Uno de los métodos mas conocidos es el de diferencias finitas
y otro es el de algoritmos genéticos, éste ultimo con muy buenos resultados en la apro-

ximacién de las soluciones.
La presenta tesis estd organizada en seis capitulos distribuidos como sigue:

En el primer capitulo se da una introducciéon de las EDP’s de primer y segundo
orden, considerando su clasificacién y proporcionando las soluciones generales para di-
chas ecuaciones. Ademads, se introduce las soluciones para el caso de la EDP de Euler

cuando sus coeficientes son constantes.

En el segundo capitulo se presenta el método propuesto por J. F. Harper [21] y el
método de Sthepenson-Radmore [34], el primero de ellos nos conducird a una ecuacién
ya conocida y el segundo se propondra una nueva solucién general de una EDP para
el caso cuando ésta sea del tipo hiperbdlico, parabdlico y eliptico, la cual estard en

términos de funciones que son soluciones de alguna EDP conocida.

En el tercer capitulo se presenta el método de descomposicién de Adomian propues-
to por G. Adomian [3, 4, 5, 6], con la finalidad de resolver de forma analitica e iterativa

la EDP de Euler de tipo hiperbdlico, parabdlico y eliptico.

Para el cuarto capitulo, se expondran dos métodos numéricos, uno de ellos es el
método de diferencias finitas y el segundo, el de algoritmos genéticos. Las implemen-
taciones numéricas de los métodos de este capitulo es llevada a cabo en MATLAB. No

obstante, los cédigos no son dados explicitamente en este trabajo de tesis.

Dedicamos el quinto capitulo para presentar una aplicacion del método de Harper
a la ecuacién de Euler, el cual nos ha permitido dar un nuevo método para resolver

la EDP de Euler con coeficientes constantes del tipo hiperbdlico, parabdlico y eliptico.

Una vez obtenidas las nuevas soluciones de la EDP de segundo orden en el caso en

que los coeficientes son constantes, en el sexto capitulo presentamos las comparaciones
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de los dos métodos de aproximacién (diferencias finitas y algoritmos genéticos) y de
los resultados analiticos obtenidos en los capitulos anteriores, haciendo comparaciones
entre los diferentes métodos que se describen, con la finalidad de demostrar que estas
soluciones son equivalentes a las soluciones que se obtienen transformando la ecuacién

de Euler a su forma candnica.

Finalmente, en el apéndice, se proporciona informacién bésica para la comprensién
de términos que se ocupan en este documento, y que puede ser de gran ayuda para otras
lecturas. Ademsds, en el anexo se agregan los pseudocodigos que se emplearon para la

aproximacion numérica de los ejemplos resueltos a lo largo de esta tesis.







Capitulo 1

Introduccion a las EDP’s

Las EDP’s son de gran interés a causa de su conexion con los fenémenos naturales
del mundo. Los fendmenos mas interesantes implican cambios y se pueden describir por
medio de la construcciéon de modelos matematicos, los cuales se han destacado como
uno de los aspectos mas importantes en el desarrollo tedrico en las diferentes ramas de
la ciencia.

A menudo estos modelos implican una ecuacién en la que una funcién y sus derivadas
desempenian papeles decisivos. Tales ecuaciones son llamadas ecuaciones diferenciales
parciales, las cuales surgen en relacion con varios problemas fisicos y geométricos, cuan-
do las funciones que intervienen dependen de dos o méds variables independientes.

El propésito de este capitulo introductorio es presentar las EDP’s de primer y
segundo orden, considerando su clasificacién y sus soluciones generales. Ademas, se in-
troducen las soluciones para el caso de la EDP de Euler.

1.1. EDP’s de primer orden

1.1.1. Clasificacion de las EDP’s de primer orden

En general, las EDP’s de primer orden de dos variables independientes = y y son
de la forma
F(z,y,u,uz,u,) =0, (z,y) € C*(R) (1.1)

donde F' es una funcién arbitraria, y v = u(x,y) es una funcién desconocida con
variables independientes z y y. De manera similar, la forma general de las EDP’s de
primer grado con tres variables independientes x, y, z puede escribirse como:

F(Jf, Y, Z7u7ur7uyauz) =0.

La ecuacién (1.1) es una EDP casi-lineal si ésta es lineal en las primeras deriva-
das parciales de la funcién desconocida u(x,y). Luego, la ecuacién casi-lineal es de la
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siguiente forma
Auy + Buy, = C, (1.2)

donde los coeficientes A, B y C son funciones de z, y y u. La ecuacién (1.2) es llamada
EDP semilineal si A y B son independientes de w.

La ecuacién (1.1) se dice que es lineal si F' es lineal en la funcién desconocida u,
y sus derivadas u; y uy, y los coeficientes de estas variables son funciones solo de las
variables independientes z y y. Asi, la EDP lineal de primer orden tiene la forma:

Aug + Buy + Cu = D, (1.3)

donde D es una funcién dada. Se dice que la ecuacién de la forma (1.3) es homogénea
si D = 0 y no homogénea si D # 0. La ecuacién lineal es un caso particular de la
ecuacién casi-lineal (1.2) si A, B son independientes de u y C' es una funcién lineal en
la variable u. De forma similar, la ecuacion semilineal se reduce a una ecuacién lineal
si C es lineal.

Una ecuacién que no es lineal es llamada ecuacién no lineal.

1.1.2. Construcciéon de la ecuaciéon de primer orden

Para la construccién de la ecuacién de primer orden [27], consideremos un sistema
de ecuaciones que describe una superficie geométrica dada por la ecuacién

f(x’ y’ u’ a? b) = O’ (1'4)

donde a y b son pardmetros arbitrarios. Al derivar parcialmente la ecuacién (1.4) con
respecto de x y y, obtenemos

fac +pfu:07 fy+qu:07 (15)

donde p = u; y ¢ = uy. La ecuacién (1.5) relaciona los dos pardmetros arbitrarios a
y b. En general, las ecuaciones (1.4) y (1.5) forman un sistema de ecuaciones, donde
estos dos parametros pueden ser eliminados, obteniendo una ecuacién de primer orden
de la forma F(z,y,u,p,q) = 0.

Una ecuacién de la forma (1.4) que contiene dos pardmetros arbitrarios es llamada
solucion completa o integral completa de la ecuacién (1.1).

Es importante notar que las soluciones de la EDP pueden ser representadas por
funciones suaves.

Mas atin, quiza no todas las soluciones sean suaves. Una solucién que no es diferen-
ciable en todas partes es llamada solucion débil. Las soluciones débiles mas comunes, son
las que tienen discontinuidades en las primeras derivadas parciales, esto es, la solucién
puede ser representada por superficies de discontinuidad. Este tipo de discontinuidades
es usualmente llamada onda de choque.

Una caracteristica importante de las EDP’s casi-lineales y no lineales es que sus
soluciones pueden desarrollar discontinuidades.
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Teorema 1.1.1. Si ¢ = ¢(z,y,u) y ¥ = Y(x,y,u) son funciones de x, y, u y Si
f(#,%) =0, donde f es una funcion arbitraria de ¢ y 1, entonces u = u(x,y) satisface
la EDP de primer orden

o, y) | 0o, ¢) _ 9(g,¢)

= 1.6
o) T IB(w,e) ~ ary)’ (+6)
donde
AN ¥) _| b0 &y
a(wvy) wx wy
Demostracién.

Derivando parcialmente f(¢,1) = 0 con respecto de z y y, respectivamente, obte-
nemos las siguientes ecuaciones

(o) ) -
f (00 00 f (oY | O _
w( *’m)*(a’F&J =0

Las soluciones no triviales para a£ y {2 pueden ser definidas si el determinante de

este sistema de ecuaciones es igual a cero, esto es

Gz + PPu Yz + pu
?by +qdu % + qy

Al realizar este determinante, obtenemos la ecuacién casi-lineal de primer orden

(1.6).

1.1.3. El método de las caracteristicas y solucion general

Este método de solucién de las ecuaciones casi-lineales [13, 20, 27] se puede describir
por el siguiente resultado.

Teorema 1.1.2. La solucion general de una EDP casi-lineal de primer orden, de la
forma dada por la ecuacion (1.2), es

f(¢,¢) =0, (1.7)

donde f es una funcion arbitraria de ¢ y ¥, y ademds ¢ = const. = ¢1 y P = const. = ¢
son soluciones del sistema de ecuaciones caracteristicas asociadas a la ecuacion (1.2)

do_dy _ v (1.8)
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Las soluciones de las ecuaciones caracteristicas ¢ = ¢1 y ¥ = ca = ca(c1) = ¥(eq)
son llamadas curvas caracteristicas de la ecuacién (1.2).

Demostracion.
Puesto que ¢ = const. = ¢; y ¢ = const. = ¢ satisfacen las ecuaciones (1.8) y
también satisfacen las ecuaciones

diy = Podz + ydy + Yudu = 0,

Estas dltimas ecuaciones son equivalentes a las siguientes ecuaciones

agy + by + cop, =0, (1.9)
ay + b¢y + ¢y, = 0.

Al resolver las ecuaciones (1.9) para a, b y ¢, obtenemos que

a b c

(o)  Ad) 0¥
ayu)  O(ux)  O(zy)

Sustituyendo estas ecuaciones en la ecuacion

o, ¢) | 0o, ¢) _ 9(g,¢)

Yo w) T o) dwy)

obtenemos que f(¢,1) = 0 es una solucién de (1.2).
[
En el caso de las EDP’s de primer orden, podemos determinar una solucién es-
pecifica del problema de valores iniciales o problema de Cauchy. Una manera simple de
seleccionar una funcién u(z,y) en el conjunto infinito de soluciones de la ecuacién (1.2)
consiste en prescribir una curva I' en el espacio tridimensional que debe estar contenida
en la superficie integral z = u(x,y). Sea I' una curva dada paramétricamente mediante
x = f(t), y = g(t), u = h(t). Entonces, se elige una solucién u(x,y) de la ecuacién
(1.2), tal que la relacién

sea una identidad.

Definicién 1.1.1. (Problema de Cauchy). Sea dada la ecuacién casi-lineal de primer
orden (1.2). Un problema de Cauchy asociado a la ecuacién (1.2) consiste en encontrar
la funcién u(z,y) asociada a los datos f(t), g(t), h(t) mediante =z = f(t), y = g(t),
u = h(t).

El problema de Cauchy determina una tnica solucién de la ecuacién (1.2) en una
vecindad de I, ésta solucién u = u(x,y) toma valores ug(t) en I'. La curva I" es llamada
curva inicial del problema, y ug(t) es llamada condicién inicial.
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Teorema 1.1.3. (Problema de Cauchy para EDP’s casi-lineales) Sea la ecuacion (1.2)
Yy sea

I': x=x0(t), y=uwo(t), u=ug(t),

una curva inicial, donde 0 <t <1, con la condicidon (xy)* + (yo)? # 0 (es decir ' y
y/ no ambas nulas simultaneamente). Sea, ademds

J = yo(t) Alwo(t), yo(t), uo(t)) — () B(o(t), yo(t), uo(t)),
el determinante jacobiano. Se tiene entonces
a) Si J # 0 en toda I', entonces existe una unica solucion del problema de Cauchy.

b) Si J =0 en toda T y T es una curva caracteristica, entonces existen infinitas
soluciones del problema de Cauchy.

c) SiJ=0entodal yI' noesuna curva caracteristica, entonces no eziste solucion
del problema de Cauchy.

Lo anterior se puede interpretar de la siguiente forma: si el problema de Cauchy
tiene solucién y J = 0 a lo largo de I', entonces la curva I' es ella misma una curva
caracteristica de la EDP. Pero si I' es una curva caracteristica, entonces infinitas su-
perficies integrales pasan a través de I'. Observemos, que si la funcién u no es de clase
C' entonces no es posible deducir, a partir de J = 0, que la curva I' es caracteristica,
ya que pueden existir soluciones de la EDP que pasen por una curva no caracteristica
I' y para los cuales J = 0.

1.1.4. Formas canodnicas de las EDP’s de primer orden

A menudo es conveniente transformar la EDP de primer orden mas general (1.3),
dada por la ecuacién
Aug + Buy + Cu = D,

a otra mas sencilla llamada forma candnica (o estdndar), la cual puede ser mas fécil
de integrar al hallar la solucién general de (1.3). Introduciendo las siguientes variables,
que en algunas ocasiones son llamadas variables canénicas [27],

€:§($,y), n:n(xay)v (110)

donde ¢ y 7 son funciones continuas diferenciables, tales que su Jacobiano J(§,n) =
&Ny — &yNe es diferente de cero en el dominio donde x y y estdn definidas, las cuales
pueden ser deteminadas de manera tnica para el sistema de ecuaciones (1.10). Asi, por
la regla de la cadena, se sigue que

Uy = Ugy + Uz, Uy = Uy + UnTly,
sustituyendo estas derivadas parciales en (1.3) obtenemos la ecuacién

Aug + Buy, + Cu= D, (1.11)
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donde, para este caso los coeficientes A, B estan dados por:
A= A& + BE,, B= An,+ Bn,. (1.12)

De (1.12) podemos observar que B = 0 si 17 es una solucién de la ecuacién de primer
orden

Ang + Bn, = 0. (1.13)

Esta ecuacién tiene infinitas soluciones. Puesto que n(z,y) satisface la ecuacién
(1.13), entonces n(x,y) = const., es una curva caracteristica de dicha ecuacién.

Por otro lado, tenemos que &(x,y) = const., es también una curva caracteristica
de la ecuacién (1.3). Asf A # 0 en donde n(x,y) esta definida y J(&,n) # 0, ya que si
A =0y B =0 los coeficientes de la ecuacién (1.12) tienen que ser cero. Esto significa,
que si la variable n = n(x,y) cumple con la ecuacién (1.13) entonces podemos elegir a
la variable ¢ = £(z,y) de tal manera que J(&,7) # 0, y viceversa. Finalmente, si B = 0
y A # 0, podemos dividir (1.11) por A obteniendo la forma canénica

ug + a(§,mu = (& n), (1.14)

donde a(¢,n) = S v A&, m) = 2.

La ecuacion u¢+a(&, n)u = B(£,n) representa una ecuacion diferencial ordinaria con
variable independiente £ y a la variable n como un parametro, la cual puede ser tratada
como constante. La ecuacién (1.14) es llamada la forma candnica de la ecuacién (1.3)
en términos de £ y 7. Generalmente, la ecuacién canénica (1.14) puede ser integrada
facilmente y la solucién general de (1.3) puede ser obtenida reemplazando & y n por las
variables originales x y v.

En la préctica, es conveniente hacer el cambio £ = &(x,y) y n(z,y) =y o&(x,y) =z

y n=n(z,y), tal que J(§,n) # 0.

hS

Ejemplo 1.1.1. Reducir la ecuacion u, — uy = u, a su forma candnica.

Solucién. Para este caso tenemos que A =1, B= -1, C = -1y D = 0, entonces
las ecuaciones caracteristicas estan dadas por

dr _dy _du

1 -1 u’

Asi, las curvas caracteristicas son ¢ =z +y =c¢; y n =y = c2, donde ¢; y ¢z son
constantes. Derivando parcialmente obtenemos que

Uy = Ue&y + UyTz = Ug,
Uy = ugy + unny = ug + Uy,

sustituyendo en la ecuaciéon u; — u, = u, llegamos a la ecuaciéon u, +u = 0, la cual es
su forma candnica. O
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1.1.5. Meétodo de separacién de variables

Durante los dltimos dos siglos, varios métodos han sido desarrollados para solucionar
EDP’s. Entre estos, una técnica conocida como el método de separacion de variables es
quizé el método sistematico mas viejo para resolver EDP’s. Su caracteristica esencial es
transformar la EDP en un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias. La solucién
requerida de las EDP’s es entonces escrita como un producto u(z,y) = X ()Y (y) #
0, o una suma u(x,y) = X(z) + Y (y), donde X (z) y Y (y) son funciones de z y y,
respectivamente. Muchos problemas significativos en EDP’s pueden ser resueltos por
el método de separacion de variables. Este método ha sido refinado y generalizado
considerablemente sobre los ultimos dos siglos y es una de las técnicas clésicas de la
fisica matematica, las matemadticas aplicadas, y las ingenierias.

Consideremos la EDP (1.3) homogénea, proponiendo la solucién general como un
producto que tiene la siguiente forma

u(z,y) = X(x)Y(y) # 0. (1.15)

Sustituyendo (1.15) en la ecuacién (1.3), obtenemos la siguiente ecuacién diferencial

ordinaria
AX'Y + BXY +CXY =0,

dividiendo esta ecuacién por XY tenemos

/ ’

X Y
AS =B~ —
X y ¢

esta ecuacién puede ser separada en dos ecuaciones, si se introduce una constante A, la
cual es llamada constante de separacion, de donde obtenemos el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias

AX' =X =0,

BY 4+ (C+\)Y =0.
Luego, las funciones X y Y estdn determinadas por este sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias. Generalmente, las EDP’s de primer orden pueden ser resueltas

por el método de separacién de variables, sin utilizar para este caso series de Fourier
[20, 27].

Ejemplo 1.1.2. Resolver la ecuacion diferencial parcial uy + 2u, = 0.

Solucién. Proponemos una solucién de la forma u(z,y) = X ()Y (y), derivando
esta solucion y sustituyendo en la ecuacion dada, obtenemos que

X'(2)Y (y) +2X (2)Y'(y) = 0,
tambien podemos expresar esta ecuacién de la siguiente forma

X)) _ Y')
2X(x) Yy
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obteniendo dos ecuaciones diferenciales ordinarias
X'(z) —2XX(z) =0, Y'(y)+AY(y)=0.
Integrando ambas ecuaciones, llegamos a que X (z) = a1’ y Y(y) = age™N
son soluciones de estas ecuaciones respectivamente, donde a; y ao son constantes de
integracién. Por lo que la solucién pedida esta dada por

w(x,y) = ajage? N = gz MY,

donde ag = ajag es una constante arbitraria. O

1.2. EDP’s de segundo orden

1.2.1. Ecuaciones de segundo orden con dos variables independientes

La EDP general lineal de segundo orden con una variable dependiente u se escribe
como

n n
ij=1 i=1
en la cual asumimos que A;; = Aj; y Aij, B;, F' y G son funciones de valores reales
definidas en alguna regién del espacio Q2. La ecuacién (1.16) con dos variables indepen-
dientes puede ser escrita en la forma

Aty + Bugy + Cuyy + Dug + Euy + Fu = G, (1.17)

donde los coeficientes son funciones de x y y y ambas no pueden ser cero al mismo
tiempo. La clasificacion de las EDP’s tiene su origen en la clasificacion de la ecuacién
cuadrética de las secciones cénicas que se hace en geometria analitica [27]. La ecuacién
cuadratica

Az? + By +Cy?> + Dz + Ey+ F =0,

representa una hipérbola, pardbola o elipse en consecuencia de que si la cantidad
B? —4AC,

es positiva, cero o negativa.

La clasificacion de las ecuaciones de segundo orden se basa en la posibilidad de
reducir la ecuacién (1.17), mediante una transformacién a su forma canénica o estandar
[13, 27]. Una ecuacién se dice que es hiperbdlica, parabdlica o eliptica dependiendo de
como es B%2 — 4AC.

Para el caso de dos variables independientes, una transformacién siempre puede
ser encontrada para reducir la ecuacién dada a su forma canénica [27]. Sin embargo,
en el caso de varias variables independientes, no es en general posible encontrar dicha
transformacion [27].
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Para transformar la ecuacién (1.17) a su forma candnica, introducimos las siguientes
variables independientes, que en algunas ocasiones se les llama variables canénicas [27].
Esto es

fzg(fb,y), 77:77(37’@ (118)

Asumimos que £ y 7 son dos veces diferenciables y que J(£,7n) # 0. Entonces x
y y pueden ser consideradas tnicas para el sistema de ecuaciones (1.18). Derivando
parcialmente, tenemos que

Ug = Uy + U,

Uy = ugly + UMy,
Uz = Uge€ + 2enSatle + Unyll; + Uz + UyTlea, (1.19)
Usy = Ueebaly + Uen(Eanly + EyNa) + UpnTlatly + Uelay + UnTlay,
Uyy = “&55 + 2ugn&yny + “7777775 + ugyy + Untlyy,

sustituyendo estos valores en la ecuacién (1.17) obtenemos
Auge + B ugy + C*uyy + D ug + E*uy + F*u = G*, (1.20)
donde

A* = AL + B&&, + CE,
B* = 2A&n: + B(&any + Eyna) + 2CEmy,
Cc* = A’fli + Bnmny + 07]337

D* = A&, + B&yy + C&yy + DE, + EE,, (1.21)
E* = Angy + Bngy + Cnyy + Dy + Eny,

F*=F,

G* =G.

La ecuacién resultante (1.20) es de la misma forma que la ecuacién original (1.17)
bajo la transformacién general (1.18). Asi, la naturaleza de la ecuacién permanece
invariante bajo una transformacién semejante si J(§,n7) # 0. Esto puede verse del
hecho que el signo del discriminante es invariante bajo la transformacién

B*? — 4A*C* = J*(B? — 4A0).

La clasificacién de la ecuacién (1.17) depende de los coeficientes A, B y C, por
consiguiente, la ecuacién (1.17) podemos reescribirla como

Atgy + Bugy + Cuyy = H(z,y,u, Uz, Uy), (1.22)
y la ecuacion (1.20) como

A uge + B ugy + Cuyy = H*(€,1, u, ug, uy). (1.23)
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1.2.2. Formas canonicas

Consideremos la ecuacién reducida (1.22) a transformar a su forma candnica, en
donde A, B, C son distintos de cero. Sean los coeficientes A* y B* de la ecuacién (1.23)
iguales a cero. Asi, por (1.21), obtenemos

A" = A+ B&:Ey + Cgy =0,
C* = An? + By + C’nj =0.

Estas dos ecuaciones son del mismo tipo y por tanto podemos escribirlas en una
sola ecuacion de la forma
AGE + By + C¢ =0, (1.24)

en la cual ¢ es una funcién que puede ser £ o 7. Dividiendo por Cg a la ecuacion (1.24)

obtenemos )
A (Clq) + B (Cx> +C=0. (1.25)
Gy Cy

A lo largo de la curva ¢ = const., obtenemos
d¢ = (pdx + Cydy = 0.
Asi

dy _ G
dx G

y por consiguiente, la ecuacién (1.25) puede escribirse de la forma

dy 2 dy
AlZZ2Z) —B( =2 = 1.2
<dx) <d$)+c 0, (1.26)

cuyas raices estan dadas por

gy (B+VBT—1AC)
dr 24

: (1.27)

Estas ecuaciones son conocidas como las ecuaciones caracteristicas asociadas a la
ecuacién (1.22), y son ecuaciones diferenciales ordinarias para familias de curvas a lo
largo del plano zy, en el cual & = const. y n = const. Las integrales de las ecuaciones
(1.26) son llamadas curvas caracteristicas. Luego, las soluciones de las EDP’s de primer
orden dadas por la ecuacién (1.24), se pueden escribir como

¢1(x,y) = e1 = const.,
¢2(x,y) = co = const.
Tomando la transformacién £ = ¢1(x,y) y n = ¢2(z,y), obtenemos la forma canéni-

ca de la ecuacion (1.22). La tabla (1.1) nos indica los diferentes tipos de formas canénicas
que existen.
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Discriminante Tipo de EDP
B? —4AC >0 Hipérbolica
B? —4AC =0  Parabdlica
B? —4AC <0 Eliptica

Tabla 1.1: Formas candnicas

Ahora, para resolver la EDP es necesario especificar las condiciones de frontera y en
algunos casos las condiciones iniciales [20, 29, 30]. En términos generales, las condiciones
de frontera tienen la siguiente forma

au + fug =7,

donde o, B, u y uz ' son funciones de z y y. Si v = 0, la condicién se denomina
homogénea, de otra manera, es no homogénea. En la tabla (1.2) se muestran las formas
y nombres de los distintos tipos de condiciones de frontera.

Nombre Forma Comentario
Dirichlet 8=0 u especificado
Neumann a =0 uy especificada
Robin a, 3 #0 se especifica al menos de forma homogénea
Cauchy a=10 dos ecuaciones:
8=0 u y uz especificados

Tabla 1.2: Condiciones de frontera

Ahora, obtengamos la forma candnica para cada uno de los diferentes tipos de EDP’s
de segundo orden.

Tipo hipérbolico

Si B2 —4AC > 0, entonces integrando la ecuacién (1.27) obtenemos dos familias de
caracteristicas, las cuales son reales y distintas. Puede demostrarse que para este caso
A*=C* =0y B* # 0. Luego la ecuacién (1.23) se reduce a

ug, = Hi, (1.28)

* .7 M
donde Hy = %. Esta forma, dada por la ecuacién (1.28), es llamada la primera forma
candnica de las ecuaciones hiperbdlicas. Si introducimos ahora las nuevas variables
independientes como

a=E+n, [f=E—mn, (1.29)
obtenemos entonces que la ecuacién (1.28) es transformada en
Uqa — UBB = HQ(O[, 67 U, Uqs ’U,B)

Esta forma es llamada la segunda forma candnica de las ecuaciones hipérbolicas.

Yuj es la derivada direccional en direccién del vector 7.
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Tipo parabdlico

En este caso, tenemos que B? — 4AC = 0, y la ecuacién (1.26) tiene una solucién.
Asi, existe una familia real de caracteristicas, y obtenemos solo una integral £ = const.
(6 n = const.). La otra variable n = const. (6 £ = const.) se elige de tal manera que
J(&,m) # 0. Luego B? = 4AC y A* = 0, hallando

2
A" = A + BEg, + O = (VAL +VTg,) =0,
De esta ecuacién se sigue que

B* = 2A£x77:v + B(‘fazny + gy'r/x) + 20597’9
-9 (\/Z&,; + \foy) (\/an + \any) = 0.

De aqui A* = B* = 0y C* # 0. Luego, dividiendo la ecuacién (1.23) por C*,
obtenemos
Unn = Hg(f,’l’],U,Ug,Un), (130)

donde Hsz = % La ecuacién (1.30) es llamada forma canénica de las ecuaciones pa-
rabdlicas. Ademds, la ecuacién (1.23), también se puede asumir de la siguiente forma

uf& = E(ﬁ: 777 U, u£7 u"])?

para este caso, se tiene que C* = B* =0y A* # 0, donde H3 = Z—:.

Tipo Eliptico

Para una ecuacién de tipo eliptico tenemos B? — 4AC < 0. Consecuentemente, la
ecuacién cuadrética (1.26) no tiene soluciones reales, pero tiene soluciones complejas
conjugadas, las cuales son funciones continuas de valores complejos de las variables
reales x y y. Asi, en este caso, las curvas caracteristicas no son reales. Sin embargo, si
los coeficientes A, B y C son funciones analiticas de x y y, entonces se puede conside-
rar la ecuacién (1.26) para variables complejas z y y. Entonces £ y n son complejas,
introduciendo nuevas variables reales, tenemos que

1 1
a=§(€+77), B=27.(§—77),

tal que
E=a+iB, n=a—1if. (1.31)
Primero, transformemos la ecuacién (1.22). Obtenemos

A**(Oé, B)uaa + B**(Oé, B)uozﬁ + C**(Oé, ﬁ)uﬁﬁ = H4(Oé, ﬁa U, Ueyy Uﬁ), (132)

donde suponemos que los coeficientes tienen la misma forma que los coeficientes de la
ecuacién (1.23). Con el uso de (1.31) y de la ecuacién A* = C* = 0, se sigue que

(A — C™) £ iB*™ =0,
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de esta tultima ecuacién, obtenemos que A** = C** y B** = 0, luego la ecuacién (1.32)
se transforma en

AU + A ugg = Hy(a, B,u, Ua, ug),
dividiendo por A**, se obtiene
Uaa + ugg = Hs(o, B, 4, Uq, ug), (1.33)
donde Hs = %. La ecuacién (1.33) es llamada forma candnica para las ecuaciones del

tipo eliptico.

1.2.3. Ecuaciones con coeficientes constantes

La EDP lineal de segundo orden con coeficientes constantes se puede escribir en su
forma general como

Augy + Bugy + Cuyy + Dug + Euy + Fu=G. (1.34)

En este caso, el determinante de la ecuacién (1.34) es una constante. Luego, sus
ecuaciones caracteristicas, las podemos escribir como

dy B+ VB'—1AC
dr 24 ’

integrando, obtenemos que

B+ VB2 —4AC
y= 24 v

Ci,

donde ¢; son constantes con ¢ = 1,2. En consecuencia, tomamos la transformacién de
la siguiente forma

E=y— Mz, n=y-— oz, (1.35)
donde
Ai = B+ 1;24_ 14C (1.36)
Un caso particular, de la ecuacién (1.34) es la ecuacién
Augy + Bugy + Cuyy = G, (1.37)

la cual es llamada la ecuacion de Euler no homogénea. Esta ecuacién es la forma general
de una EDP lineal de segundo orden.
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1.2.4. Soluciones de la ecuacion de Euler
Ecuacion de Euler para el caso hiperbdlico

Si B? —4AC > 0, la ecuacién (1.37) es de tipo hiperbdlico, en cuyo caso las ca-
racteristicas forman dos familias bien definidas dadas por la ecuacién (1.27). Usando
(1.35), la ecuacién (1.34) se transforma en

Ugy = D1u§ +E1UTI+F1U+G1, (138)

donde D1, E1, F} y (G1 son constantes, y los términos de orden inferior son expresados
explicitamente. Para el caso, cuando A = 0, la ecuacién caracteristica (1.24) se escribe
como

B(u(y + C¢ =0,
dy _

y reescribiendo la ecuaciéon 7 = —g—”‘, como
Yy

dx
@——Q@,

dx da\ 2
_B(Z= 2 =
<dy> tc <dy> o
dx dx
— -B+C || — =0
(dy> ( " (dy)> '
de esta ultima ecuacién se obtiene

d d
_g oy —B+C<w>:0,
dy

integrando ambas ecuaciones, se sigue que

— — +
i C x C
1, C Yy 25

donde ¢; y ¢o son constantes de integracién. Asi

B
£:£II, U:$—<C>ya

bajo esta transformacién, la ecuacién (1.34) se reduce a la forma candnica

ugy = Diug + Eju, + Fu+ G7, (1.39)

se sigue que

donde D7, EY, F|' y G7 son constantes cuando A = 0 y la forma canénica de la ecuacién
de Euler (1.37) para el caso homogéneo estd dada por

Ugy = 0,
integrando esta ecuacién, obtenemos que su solucién estd dada por

u=¢&) +vn) =y — Miz) + ¥y — Aoz), (1.40)
donde ¢ y 9 son funciones arbitrarias, y A1 y A2 estan dadas por (1.36).
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Ejemplo 1.2.1. Resolver la ecuacion diferencial parcial
2Ugy + Uzy — Uyy = 0.

Solucién. Tenemos que A =2, B =1, C = -1,y B2 —4AC = 9, por lo que la
ecuacion es de tipo hiperbdlico. Asi, las ecuaciones caracteristicas toman la siguiente

forma
dy _, dy_ 1
de ' dz 2
integrando, obtenemos que

o
Yy=a+c, y=—§+02>

en consecuencia, las variables candnicas estan dadas por
g =Yy—-x,
. x
n=y+s5.
2
Con esta tranformacion, la ecuacion dada tiene la siguiente forma candnica
Ugn = 0,

integrando esta ecuacion, obtenemos que la solucién de la ecuacion dada resulta ser

x
w=dy—a)+v(y+3).
Ejemplo 1.2.2. Resolver la ecuacion diferencial parcial
Ugg + 2Uzy — 3Uyy = 0,
con las condiciones iniciales dadas por
u(r,0) = 322, wuy(z,0) =0,

Solucién. Tenemos que A =1, B =2, C = =3, y B2 — 4AC = 16, por lo que la
ecuacion es de tipo hiperbdlico. Asi, las ecuaciones caracteristicas toman la siguiente

forma
dy _,  dy _

= =-—1
dx G ’

integrando, obtenemos que
y =3z + c1, Yy =—z+ co,

en consecuencia, las variables canodnicas estan dadas por

&.:y_?)l‘,
n=y+uw
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Con esta tranformacion, la ecuacion dada tiene la siguiente forma candnica
Ugy = 0.
Integrando esta ecuacién, obtenemos que la solucion de la ecuacion dada es
u=¢(y —3x) + Py + ).

Aplicando las condiciones iniciales, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

—3¢(=3z) + ()
¢'(=3z) +9'(x)

6x,
0,

resolviendo este sistema de ecuaciones e integrando, llegamos a que

o) = 2a?
¥(w) = 17,

sustituyendo en la ecuacién original, finalmente la solucién pedida es

u(z,y) = 322 + >

Ecuacion de Euler para el caso parabdlico

Cuando B? — 4AC = 0, la ecuacién (1.37) es de tipo parabélico, como se vio en
la seccién [1.2.2] solo existe una familia real de caracteristicas. Por la ecuacién (1.36),
encontramos que

A=A =Xy = <£4> . (1.41)

Luego, la familia de las caracteristicas estd dada por

_(BY,.
y_ 2A € C1,

donde ¢; es una constante de integracién. Asi, tenemos

B
—y— | = = hy + 1.42
E=vy <2 ]> z, n=hy+kz, ( )

donde 7 es parecido al Jacobiano, y h y k son constantes arbitrarias. Con la eleccién
correcta de las constantes h y k en la transformacién (1.42), la ecuacién (1.34) se reduce
a

Upy = D2U§ + Egun + Fhu + Go, (1.43)
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donde Do, Ey, F» y G2 son constantes. Si B = 0, podemos ver de inmediato de la
relacion

B? —4AC =0,

que C o A son diferentes de cero. Luego, la ecuacién de Euler estd ya en la forma
canodnica. Similarmente, en los otros casos cuando A o C son diferentes de cero, B es
cero. La ecuacién de Euler también ya esta en forma candnica.

Asi, la forma canénica de la ecuacion de Euler es

Upy = 0,

integrando dos veces esta ecuacién, obtenemos que la solucién de ésta ecuaciéon estd dada
por

u = ¢(&) +mp(8), (1.44)

donde ¢ y 1 estdn dadas por (1.42). Tomando h = 1y k = 0 2 de acuerdo a las secciones
[1.1.2] y [1.1.4], la solucién de la ecuacién de Euler, en el caso parabdlico es

u=¢(y — Az) + yih(y — Ax). (1.45)
Ejemplo 1.2.3. Resolver la ecuacion diferencial parcial

Solucién. Tenemos que A =1, B = -2, C =1,y B> — 4AC = 0, por lo que la
ecuacién es de tipo parabdlico. Asi, la familia de caracteristicas toma la siguiente forma

y=—- + C1,
en consecuencia, tomamos la siguiente transformacién

§=y+u,
n=1y,
con esta tranformacion, la ecuaciéon dada tiene la siguiente forma candnica
Upy = 0,

integrando esta ecuacién, obtenemos que la solucion de la ecuacion dada resulta ser

u=¢(y+z)+y(y + ).

Ejemplo 1.2.4. Resolver la ecuacion diferencial parcial
Uz + 2Ugy + Uyy = 0,
con las condiciones iniciales dadas por

u(z,0) =0, uy(z,0) = cosx.

2Esto es equivalente a elegir = y, de tal forma que J(£,n) # 0 [15, 27, 33, 35].
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Solucién. Tenemos que A = 1, B =2, C = 1, y B> — 4AC = 0, por lo que la
ecuacion es de tipo parabdlico. Asi, la familia de caracteristicas toma la siguiente forma

y=x+cq,
en consecuencia, tomamos la siguiente transformacién

gzy—l',
n=y.

Con esta tranformacion, la ecuaciéon dada tiene la siguiente forma candnica
Upy = 0.
Al integrar esta ecuacién, obtenemos que la solucién de la ecuacién dada resulta ser
u=9¢(y—z)+yd(y — ),

aplicando las condiciones iniciales, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

¢(z) =0,

Y(x) = cosx,

sustituyendo en la solucién de la ecuacion dada, llegamos a que

u(z,y) = ycos(y — ),

O~

u(x,y) = ycos(x —y).

Ecuacion de Euler para el caso eliptico

Cuando B? — 4AC < 0, la ecuacién (1.37) es de tipo eliptico. En este caso, las
caracteristicas son complejas conjugadas.
Las ecuaciones caracteristicas son

y=ANT+c1, Y= x4+ co,

donde A1 y A2 son nimeros complejos. En consecuencia, ¢; y co pueden tomar valores
complejos. Asi

§=y—(atib)z, n=y—(a—ibz,
donde A\; = a +ib con a y b constantes reales, y

a B , b 1\/4AC’—Bz.
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Introduciendo las nuevas variables

1 1
= — — — —_ — — — —b .
a=gE+n=y—ar, f=((—n)=-bz
La aplicacién de esta transformacion reduce la ecuacién (1.37) a la forma candnica
Uaa + Ugg = D3uq + E3ug + F3u + G,

donde D3, FE3, F3 y G3 son constantes. Notemos que B2 — 4AC < 0, donde A y C son
distintos de cero. Luego, para el caso eliptico, las caracteristicas de la ecuacion de Euler
resultan ser complejas y estan dadas por

E=(y—azx)—ibz, &= (y—az)+ibz.
Por lo que, la forma candnica de la ecuacién de Euler resulta ser

Integrando dos veces, obtenemos que su solucién estd dada por

u=¢(&) + (&) (1.46)

Observemos, que la apariencia de los argumentos complejos en la solucién (1.46) es
una caracteristica general de las ecuaciones elipticas.

Ejemplo 1.2.5. Resolver la ecuacion diferencial parcial
Ugz + Ugy + Uyy = 0.
Solucién. Tenemos que A =1, B =1, C =1,y B> —4AC = -3, por lo que
la ecuacion es de tipo eliptico. Asi, las ecuaciones caracteristicas, toman la siguiente

forma
dy L V3o dy V3
2 b

= 1 s
dr 2 2 dx
integrando, obtenemos que

1
2
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6

de donde, se puede observar que 7 es el conjugado de £. Con esta tranformacién, la
ecuacion dada tiene la siguiente forma canénica

u,;:n =0.

Integrando dos veces esta ecuacién, obtenemos que la solucion de la ecuacién dada

u:¢<(@,_g)+i§x> w((y_g) Jj)

resulta ser

Ejemplo 1.2.6. Resolver la ecuacion diferencial parcial
Ugz + 2Uzy + 2Uyy = 0,
con las condiciones iniciales dadas por
u(z,0) =0, wy(x,0) = 4e 2.

Solucién. Tenemos que A =1, B =2, C = 2,y B> —4AC = —4, por lo que la
ecuacion es de tipo eliptico. Asi, las ecuaciones caracteristicas toman la siguiente forma

dy . dy
- 1 -J
+ 1, e

— 1
dz b

integrando, obtenemos que

y:(1+l)$+61,
y=(1—1i)z+ co,

en consecuencia, las variables candnicas estan dadas por

n=y—(1-1iz,
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con esta transformacion, la ecuaciéon dada tiene la siguiente forma candnica
ugy = 0,
integrando esta ecuacién, obtenemos que la solucion de la ecuacion dada resulta ser
u=9¢((y — ) +iz) + Y((y — x) — ix).

Aplicando las condiciones iniciales, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

(i = )¢ (x(i — 1)) — (i + )¢ (=2(i + 1)) = 0,
¢ (x(i — 1)) + ¢/ (—x(i + 1)) = de” .

Resolviendo este sistema de ecuaciones e integrando, llegamos a que

¢($) _ _2iex(i+l)7
Y(x) = 2ie 201,

Sustituyendo en la solucién de la ecuacién dada, obtenemos que

u(z,y) = 4% sin (y).
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Capitulo 2

Método de Harper y
el Método de Stephenson-
Radmore

En el capitulo anterior, se mostraron algunos métodos para la solucion de las EDP’s
de primer y segundo orden, como fue el método de separacién de variables y el método
de las caracteristicas. También se dedujeron las soluciones generales para la ecuacién
de Euler homogénea con coeficientes constantes.

En este capitulo se presentan dos métodos analiticos no convencionales, uno de ellos
es propuesto por J. Harper [21], el cual nos permitiréd reducir una EDP de segundo orden
del tipo parabdlico a una ecuacioén de calor.

El otro método, propuesto por Stephenson y Radmore [34], consiste en transformar
una EDP de segundo orden a una ya conocida, sin necesidad de calcular su forma
candnica.

Ambos métodos dan solucién mateméatica a muchos problemas fisicos en que apa-
recen dichas EDP’s.

2.1. Forma general del Método de Harper

El método de J. Harper [21], permite resolver EDP’s lineales de la forma
Augy + Buy + Cuy + Du = E, (2.1)

donde los coeficientes A, B, C, D y E son funciones de las variables x, y. Observe-
mos que la ecuacién (2.1) corresponde a la forma canénica de las EDP’s de segundo
orden el tipo parabdlico. El método propone ignorar la segunda derivada, por lo que
consideramos la siguiente ecuacion diferencial parcial auziliar

Bv, +Cvy +Dv =E, (2.2)
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cuyo sistema de ecuaciones caracteristicas asociado estd dado por % = d—é/ = Eil.}D’U'
Tomando, el primer par de ecuaciones %m = %y, el cual se puede escribir como
%z - %y = 0, integrando esta ecuacion, obtenemos la primera curva caracteristica,
dx dy
T = | —— | = = ¢y = const. 2.3

Ademas, de la ecuacién (2.3), esta curva caracteristica cumple con la siguiente EDP,
By, +Cypy = 0. (2.4)

Supongamos ahora, que se pueden obtener las variables z y y de la ecuacién (2.3),
de tal forma que

T = ¢o(y, o), (2.5)
Yy= ¢1 (l‘a CO)'

Para obtener la segunda curva caracteristica, tomemos el otro par de ecuaciones ca-
racteristicas, %“ = Egiva’ el cual puede escribirse como la siguiente ecuacién diferencial
ordinaria

dv n D FE
—+ —=v=—=.
dr B B

Utilizando la ecuacién (2.6), esta tltima ecuacién se escribe como

dv(z, ¢1(z, cp)) n D(:L’,gbl(x,co))v _ E(z,¢1(z, c0))

= . 2.7
d Blz.or(zc0)) | Blw.r(@.c0)) 27
El factor integrante de esta ecuacién estd dado por,
D(@,¢1(z,5))
pu(z) = o) Badrman®. (2.8)

Observemos, que este factor integrante cumple con la siguiente ecuacién

D
He = FH-

Multiplicando la ecuacién (2.7) por este factor integrante, se sigue que

e — +ve — = —¢' B
dx ’
esta ecuacién se puede escribir como
d D E b
7(ef§dxv) _ 7ef§dz’
dx B

integrando esta ultima ecuacion, tenemos

ef Bdry — / %ef Bz + ¢,
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donde ¢ es una constante de integracién. Luego, la solucién de la ecuacion (2.2) esta da-
da por,

v=e S B / gef Bz gy + eif%d’”cl.
Esta solucion también se puede escribir como
E
v = e Bio / 2l Bledn 4o T By (o),

donde, para este caso, ¢; = 1(cg). Por lo tanto, de la ecuacién anterior se sigue que la
solucién dada para la ecuacién (2.2), estd dada por

o) e B [ Eel Bl s o TRy (o))

En términos del factor integrante, dado por la ecuacién (2.8) y considerando a

D(z,y) 4
c=[% — [%yao(ry) =e 30" obtenemos

o) =B [ Ee Bt 4 o Gl o) 1) 06) (29

Harper propuso el siguiente procedimiento, el cual consiste en representar la solucién
de la ecuacién (2.1), andloga a la ecuacién (2.9), de la siguiente forma

u(z,y) = f(z) + g(y)F(X,Y), (2.10)

y las nuevas variables X y Y, estan dadas por

- [
Y =¥, (2.11)

donde las funciones f(x) y g(y) son arbitrarias.

La funcién f se introduce para eliminar el término no homogéneo en la ecuacién
(2.1), esto significa que, si E = 0, implica que f = 0. Ademds, la nueva variable X, en
forma andloga a la ecuacién (2.4), cumple con la siguiente ecuacién

BX,+CX, =0. (2.12)
Derivando parcialmente la nueva solucién, dada por la ecuacién (2.10) se tiene que
Uy = fz+ g F + g(FXXa: + FYYz)a

Uy = fy + gyF + g(FXXy =+ FYYy)a
U = 9(X2Fxx + XuaFx + Y2Fyy 4 Yau Fy) 4+ 29:(Fx Xo + FyYy) + oo F + fuu,

aplicando la ecuacién (2.11), estas derivadas se escriben como

Uy = fo + 9Fx Xy,
uy = gy + g(Fx Xy + FyYy),
Ugy = g(XgFXX +XxxFX) + fzx
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Sustituyendo estas derivadas en la ecuacién (2.1), obtenemos

ClgyF + g(Fx Xy + FyYy)) + D(f + gF) = E,

factorizando términos semejantes, se tiene que

gAX2Fxx + (9AX 4z + gBX, + gCX,)Fx +
gCY,Fy + (Cgy + Dg)F + Afps + Bfe + Df = E. (2.13)

Ahora, supongamos que las funciones f y g cumplen con las siguientes ecuaciones
diferenciales ordinarias

Cgy+Dg =0, (2.14)
Afpe +Bf: +Df = E. (2.15)

Entonces, la ecuacién (2.13) se escribe como
AX2Fxx + (AXy; + BX, + CX,)Fx + CY,Fy = 0. (2.16)
Utilizando la ecuacién (2.12), esta ultima ecuacién se escribe como
AX2Fxx + AXp Fx + CY,Fy = 0. (2.17)

Introduciendo las siguiente cantidades

Ar = AX2,
C,=C,

y haciendo Y, = 1, se tiene que la ecuacién (2.17) se escribe como
AFxx + B1Fx + C1Fy = 0. (2.19)
Ademas, de la ecuacién Y, = 1, obtenemos que
Y =y. (2.20)

Repitiendo el mismo procedimiento para la ecuacién (2.19), ahora la ecuacion dife-
rencial parcial auziliar toma la forma

Bivx + Civy = 0. (2.21)
Para este caso, tenemos que las ecuaciones caracteristicas estdn dadas por % =

dy _ dv ; ; dX _ dy ibi
o= tomando, el primer par de ecuaciones B = Cr el cual se puede escribir como

% — % = 0, integrando, obtenemos la primera curva caracteristica, la cual estd dada

por
dX dY
XYV)= | —/—— | = =¢y = . 2.22
901( s ) /Bl Cy co = const ( )
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Ademis, en forma andloga a la ecuacién (2.4), esta curva caracteristica cumple con
la siguiente EDP
Bl‘PlX + Cl(ply = 0. (2.23)

Tomemos, ahora el otro par de ecuaciones caracteristicas % = %, para obtener la

otra curva caracteristica, la cual estd dada por v(X,Y) = c3 = const.

Esta solucién también se puede escribir como v(X,Y) = ¢1(c2), donde para este
caso, se tiene que c3 = ¥1(p1(X,Y)) y haciendo ¢ = % —f %, la solucién toma la
forma

v(X,Y) = ¢i(s).

Ahora, proponemos la siguiente solucién para la ecuacién (2.19), la cual es andloga
a la ecuacién (2.10) con f =0y g = 1, es decir

FX,)Y)=G(Z,W). (2.24)
Para este caso, las nuevas variables Z y W, las definimos como

—J B o T 2.2
W=w(y). (2:25)

7 — dX day __

En este paso, suponemos, ahora, que la nueva variable Z, cumple con la siguiente
ecuacion
Zxx = 0. (2.26)

Derivando parcialmente esta nueva solucién, dada por la ecuacién (2.24), se tiene
que

Fx =GzZx + GwWxk,
Fy =GzZy + GwWy.

Aplicando la ecuacién (2.25), estas derivadas se escriben como

Fx =GzZx,
Fy = GzZy + GywWy,

derivando parcialmente obtenemos,
Fxx =Gzz2% + GzZxx,

sustituyendo estas derivadas en la ecuacién (2.19) y aplicando las ecuaciones (2.25) y
(2.26) se sigue que

Al(Gzzzg() + Bl(Gsz) + Cl(GZZy + way) =0.
Factorizando términos semejantes, se tiene que

A12§<GZZ + (B1ZX + 01Zy)GZ + C1WyGw = 0. (2.27)
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Por otro lado, de la ecuacién (2.23) con Z = ¢1(X,Y), se escribe como
B1Zx +CiZy =0,
luego la ecuacién (2.27), resulta ser
A1 Z5%Gzz + CiWy Gy =0,
esta ecuacién se puede escribir como,

A1Z%G gy = —C1WyGw,

es decir,
Cl Wy
Gzz =— G
YA Al Zg{
Haciendo A 72
1Z X
Wy = — 2.28
obtenemos la ecuacién de calor (vedse apéndice C),
Gzz = Gw. (2.29)

La nueva variable W se obtiene de la ecuacién (2.28), es decir, estd dada por

A 72
W= —/ 12X gy (2.30)
1

Finalmente, utilizando las ecuaciones (2.10) y (2.24) la solucién de la ecuacion (2.1),
se escribe como

u(@,y) = f(2) + 9(W)G(Z(X(2,9),Y (y), W(Y (y))), (2.31)

donde la funcién F' es la solucién de la ecuacién de calor Gxx = Gy, y las funciones
f(x) vy g(y) son soluciones de las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias respec-
tivamente dadas por

Ejemplo 2.1.1. Resolver la ecuacion de Black-Scholes

1
§v2x2um + reug +up —ru = 0.

Solucién. De la ecuacion anterior tenemos que

1
A= 5’1)2.%2,

B =rzx,
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Proponemos la solucién

w=gt)F(X,T),
donde las variables X y T estan dadas por

X:/dx— @:lmx—a
rT 1 r
T =t

y la funcién g, dada por la ecuacion diferencial gz — rg = 0, cuya solucién es
g==e
Sustituyendo estas variables llegamos a la siguiente ecuacion

1 v? 102

Repetimos el procedimiento, de la ecuacién anterior tenemos que

1 v?
A= -—
1= 92

102
B =———
1 27"’
Ci=C=1.

Ahora, proponemos la siguiente solucion
F(X,T)=G(Z,W),

donde las variables Z y W estan dadas por

2
Z=-"X-T,
v
2
v
W=-T
2r

sustituyendo estas variables, llegamos a que la solucion de la ecuacion de Black-Scholes
estd dada por la siguiente ecuacién

u(z,y) = ertG(Z, W),

donde G es la solucién de la ecuacién de calor Gzz = Gy . ]
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2.2. El método de Stephenson- Radmore

En el capitulo anterior, se vio que la EDP de segundo orden no homogénea, en
general se escribe como

Augy + Bugy + Cuyy + Duy + Fuy + Fu = G, (2.32)

donde, para esta seccién, consideramos que los coeficientes A, B, C, D, E, F y G son

todos constantes. También en la seccién [1.2.1], la ecuacién (2.32) fue reducida a su

forma candnica, y que ésta forma se clasifica en hiperbodlica, parabdlica y eliptica.
Consideremos la EDP de Euler homogénea, dada por la ecuacién

Aty + Bugy + Cuyy = 0, (2.33)

donde los coeficientes A, B y C son constantes diferentes de cero. Notemos que esta
ecuacién se obtiene de la ecuacién (2.33) haciendo D = E = F = G = 0. Luego, las
formas candnicas de la ecuacién (2.33) para los casos hiperbélico, parabdlico y eliptico,
estdn dadas respectivamente por

u§,7 = 0,
Upy = 0, (2.34)
Upy + Uge = 0.

Por otro lado, para encontrar la solucién de la ecuacién (2.33), Stephenson-Radmore
[34] sin necesidad de realizar el procedimiento normal para calcular las formas canéni-
cas de la ecuacién (2.33), crearon el siguiente método para encontrar las soluciones
cuando la ecuacién de Euler es del tipo hiperbdlico. Se introducen las nuevas variables
independientes

& =ax + by, n=rx+ sy, (2.35)

donde a, b, r y s son constantes. Aplicando la regla de la cadena, se sigue que las
derivadas parciales de u con respecto a estas nuevas variables, son
Uy = Uy + UpNy = QUg + Ty,
Uy = ue&y + Uyny = bug + suy),
Ugy = azugg + 2raug, + r2um7,
Ugy = abuge + (as + br)ug, + rsuyy,,
Uyy = b2u§§ + 2bsug, + 82um7.
Sustituyendo estas derivadas en la ecuacién (2.33) se tiene
A(a?uge + 2arugy + ruy,) + Blabuge + (as + br)ug, + r8uny,) +
C(b*uge + 2bsug, + s*uyy) = 0,

la cual se puede escribir como

(Aa®+Bab+Cb*uge+(2Aar+ B(as+br)+20bs)ug,+(Ar?+ Brs+Cs*)u,, = 0. (2.36)
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Para obtener la forma candnica de la ecuacion de Euler para el caso hiperboli-
co ugy = 0, de la ecuacién (2.36), suponemos que se cumple el siguiente sistema de
ecuaciones

Aa® + Bab+ Cb* =0, (2.37)
2Aar + B(as + br) 4+ 2Cbs # 0, (2.38)
Ar® 4 Brs + Cs? = 0. (2.39)

Y con el objetivo de simplificar los cédlculos, Stephenson-Radmore propusieron que
a=r=1 (2.40)

Entonces, las ecuaciones (2.37) y (2.39) se escriben como una sola ecuacién, dada
por
Cu? +Bu+A=0, (2.41)

y elegimos a los otros coeficientes b y s como las raices de esta ecuacion. Es decir,

— 2 _
_-BEVBT-HAC B 1 e

) = 4+ i =1,2.
Hi 20 2C 20 T
luego,
b= =—o3 + 3:VB? —4AC, (2.42)
§ =iy = —35 — 55V B2 — 4AC, ’
estas raices cumplen con las siguientes condiciones,
M1+ p2 = —% ;
pape = 2, (2.43)

1 — po = &/ (B2 —4AC)

Ahora, sustituyendo las ecuaciones (2.40) y (2.42) en la ecuacién (2.38) se sigue que

2Aar + B(as + br) + 2Cbs = —%(B2 —4AC) #0.

Luego, obtenemos que ug, = 0, cuya solucién esta dada por
u= V() + 2(n),
donde las variables £ y 7 resultan ser,

§=x+my, nN=z+ p2y,

donde p1 y po estan dadas por la ecuacién (2.42), las cuales resultan ser las ecuaciones
caracteristicas de la ecuacion (2.33).
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Ejemplo 2.2.1. Resolver la ecuacion
Uy — SUgy + Uyy = Y.

Solucion. Para este caso, la ecuacién cuadritica asociada a esta ecuacién es 2 —
3+ p? = 0, cuyas raices estan dadas por

Ho = 2.
Por lo que las curvas caracteristicas son

& = x4+ 2y = const.
n =z +y = const.

Luego, la ecuacién dada se reduce a la siguiente forma
4 /1
1\2 Uen =Y = §—m,

Ugy =& —1).

Esta ecuacion puede ser facilmente integrada. Su primera integral es

ug = — 51 +En + (E),

donde h es una funcién arbitraria, y la segunda integral es
L o Lo
u==31 £+ 55 n+ Y1) +Q(n),

donde YT y 2 son funciones arbitrarias. Expresando esta solucién en términos de x y y
tenemos, que la solucién de la ecuacién dada es

U= %y(x+y)(x +2y) + Y(x +2y) + Qx + ).

O

El método anterior solo determina la solucion para el caso hiperbdlico y cuando las

constantes a y r que aparecen en la ecuacién (2.35) toman el valor de uno, es decir

a = r = 1. En la siguiente seccién, generalizaremos dicho método para los otros dos

tipos de ecuaciones, es decir, cuando la ecuacién de Euler es del tipo parabdlico y
eliptico, y ademads para cualquier valor de los coeficientes de la ecuacion (2.35).
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2.2.1. Ecuaciones del tipo hiperbdlico

Para este tipo de ecuaciones, sus coeficientes cumplen con B? — 4AC > 0.
Primero, observemos que la aplicacién de las ecuaciones (2.37), (2.38) y (2.39) a la
ecuacién (2.36) nos lleva a la siguiente ecuacién

(2Aar + B(as 4 br) 4+ 2Cbs)ug, = 0. (2.44)

Obsérvese, que el coeficiente que estd entre el paréntesis de la ecuaciéon (2.44) no lo
podemos eliminar debido a que no conocemos aun los valores de las constantes a, b, r
y s. Aunque, de esta ecuacién podemos suponer que (2Aar + B(as + br) 4+ 2Cbs) # 0.
Para obtener estas constantes, observemos que las ecuaciones (2.37) y (2.39) se pueden
factorizar como

(Aa — %(—B —VB? —4AC)b)(Aa — %(—B ++vB? —4AC)b) =0, (2.45)
(Ar — (=B — VB? — 4AC)s)(Ar — (=B + VB2 — 4AC)s) = 0. '
Introduciendo las siguientes cantidades,
N = %(—B + VB2 —4A0), (2.46)

las cuales se pueden escribir en términos de los coeficientes u;, dados por la ecuacién
(2.42), como

>\i = C’,ul-. (2.47)
Observemos que, la ecuacién (2.46) cumple con las siguientes condiciones

A+ Ay = —B,
AAg = AC, (2.48)
A1 — X2 = VB2 —4AC.

Utilizando la ecuacién (2.46), tenemos que la ecuacién (2.45) se escribe como

(ACL — Alb)(ACL - /\Qb) = 0,
(Ar — A18)(Ar — Aas) = 0.

De la primera ecuaciéon, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones

Aa — M\b =0,
Aa — Mab = 0,

y de la segunda ecuacién, obtenemos también el siguiente sistema de ecuaciones

Ar — A\s =0,
Ar — Ags =0,

para resolver estos sistemas de ecuaciones, consideremos los siguientes casos para ob-
tener asi, las nuevas variables £ y 7, tales que & # 7.
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Caso 1.

Primero consideremos el siguiente sistema

Aa —Mb=0,
Ar — s =0, (2.49)
de aqui se sigue que
b= 4a
AL 2
s = %7‘. (2.50)
Sustituyendo la ecuacién (2.50) en la ecuacién (2.44) se sigue que,
1
6(B2 —4AC)arug, = 0. (2.51)
Finalmente, de la ecuacién (2.51) obtenemos la siguiente ecuacién
1
==\ 2.52
T B aAC (2.52)

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que a = r, entonces tenemos que la
ecuacién (2.52) se escribe como:

2 ].
= ———.
B? —4AC
Luego, utilizando la ecuacién (2.48), se obtiene
1 1

a=171r=

VB2 —4AC BBV

Por lo tanto, tenemos que

b= éa = 714
A1 A1(A1— A2)’
A A

S=—r=— "\
A2 A2(A1 — A2)

Finalmente, para el caso hiperbdlico las nuevas variables £ y 1 ahora estan definidas
por

_ 1 A
b v vEaab v Ty L8 (2.53)
_ '
N=xntNmonY

donde A\; y A2 estdn dadas por la ecuacién (2.46). En términos de p; y peo, la ecuacién
(2.53) se escribe como

_ 1 A
&= Clin—n)* - CQMl(fff—Hz)y’

:c+02

= C(u1—h2) pz(pi—pz) 7

De aqui, obtenemos u¢, = 0, cuya solucién estd dada por

@.p) ¢( Lo, >+¢< Lo, A )
u(r,y) = T T )
Y VIS VR W VD WL VD VS W WS WL

donde ¢ y n son funciones arbitrarias, \; estd dada por la ecuacién (2.46).
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Caso 11.
Como segundo caso, consideremos el siguiente sistema,
Aa — Aab =0,
AT _ )\15 — 07 (254)
de aqui obtenemos
b= 2q
A 9
6 é N (2.55)
Sustituyendo la ecuacién (2.55) en la ecuacién (2.44) se sigue que,
L
—(B* —4AC)arug, = 0. (2.56)

C
Luego, podemos suponer que a = r, asi se obtiene la siguiente ecuacién

1 1
VAAC — B2 A — )Xo

a =71 =

Por lo tanto, tenemos que

b A A
:—azi’
A2 A2(A2 — A1)
A A
§= —r =

T\ AM(A2 — A1)

Finalmente, para el caso hiperbdlico las nuevas variables £ y 1 ahora estan definidas

por

_ 1 A
= mm? t N Y

n=3x-x% + Al(/\z—Al)y’

(2.57)

donde A1 y Ay estédn dadas por la ecuacién (2.46). Por lo tanto, tenemos que la ecuacién
(2.57) es equivalente a la ecuacién (2.53), ya que solo las variables £ y 7 intercambian

su valor, luego, solo se tiene una transformacion de variables.
De aqui, obtenemos u¢, = 0, cuya solucién esta dada por

1 A

u(z,y) = ¢ T+ A y |+ L z+ y
A=Az Aa(he— A1) A=Az AM(e— A

donde ¢ y n son funciones arbitrarias, \; estd dada por la ecuacién (2.46).
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Caso I11.
Se puede demostrar que para los siguientes sistemas de ecuaciones

Aa—XMb=0 Aa—Xb=0 Aa— (A +X)b=0

AT—)\lSZO A’I"—)\QS:O AT—()\1+)\2)5’:0, (258)

junto con la ecuacién (2.44) conducen a que las variables £ y 7 satisfacen la ecuacién
& = n. Lo cual no es posible ya que para el caso hiperbdlico, estas variables deben ser
reales y distintas.

Ejemplo 2.2.2. Resolver la siguiente ecuacion diferencial parcial
2Ugy + Ugy — Uyy = 0.

. . .« _ /R2_
Solucion. Consideremos la ecuacion \; = M

por

, cuya solucién estd dada

-1+£4/1-42)(-1) -1+£v9 -1+3
2 22

A\ =

Luego, la ecuacién es de tipo hiperbdlico. Para el caso hiperbdlico, las caracteristicas
de la ecuacién dada son

€= 5 +2y),
1=y

Por lo que, la forma candnica de la ecuacién es
Ugy = 0,

cuya solucion es

e =0 (g +) +v (500

Ejemplo 2.2.3. Resolver la siguiente ecuacion diferencial parcial
Ugz + 2Uzy — Uyy = 0,
con las siguientes condiciones iniciales
u(z,0) = 322, uy(x,0) = 0.

. s . .« s _ \/RB2_
Solucion. Consideremos la ecuacion \; = M

por

, cuya solucién estd dada

_—2E/A4-4(1)(=3) _ —zi\/ﬁz —-2+4

)\ .
! 2 2 2
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La ecuacion es de tipo hiperbdlico. Sus caracteristicas son

£:i(af+y),
1
n=150z-y).

Por lo que, la forma candnica de la ecuacion dada es
ugy = 0,

cuya solucion es

wa) =0 () +0 (3560-0).

Aplicando las condiciones iniciales, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

¢'(2) + /()
3¢/(2) — ¥'(2)

donde z = %az, resolviendo este sistema de ecuaciones, llegamos a que

962
0,

1
P(z) = 3622
sustituyendo en la solucién de la ecuaciéon dada, finalmente se sigue que

u(z,y) = 322 + 9>

2.2.2. Ecuaciones del tipo parabdlico.

Para el caso parabdlico, los coeficientes de la ecuacién (2.33) cumplen con B? —
4AC = 0. Para este caso, tenemos que la ecuacién (2.46) se reduce a la ecuacién
A=A =M= %. Entonces, para escribir la forma canénica de la ecuacién (2.33), la
cual puede estar dada por uge = 0 0 uy, = 0.

Para obtener la ecuaciéon uge = 0, consideremos el siguiente sistema de ecuaciones

Aa? + Bab + Cb? # 0,
2Aar + B(as + br) +2Cbs = 0, (2.59)
Ar? + Brs+ Cs? = 0.

Y para obtener la forma candnica u,, = 0, se tiene el sistema de ecuaciones

Aa® + Bab + Cb? =0,
2Aar + B(as + br) +2Cbs = 0, (2.60)
Ar? + Brs 4 Cs? £ 0.
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Entonces, para el sistema dado por la ecuacién (2.59) obtenemos la ecuacién
(Aa® + Bab + Cb*)uge = 0, (2.61)
y para el sistema dado por la ecuacién (2.60) obtenemos la siguiente ecuacién
(Ar? + Brs 4+ Cs*)uy, = 0. (2.62)

Analicemos primero el sistema de ecuaciones dado por la ecuacién (2.59). Para este
caso, la ecuacién Ar? 4+ Brs + Cs? = 0, la multiplicamos por 44 y usando la ecuacién
B? = 4AC, se sigue que

4A%r% + 4ABrs+ 4ACs* =0,
4A%2 4+ 4ABrs + B%s* = 0,
(24r 4 Bs)? =0,

de aqui, obtenemos la siguiente ecuacién,
2Ar + Bs = 0. (2.63)
Ahora, multiplicando la ecuacién (2.61) por 4C

(4ACa* + 4BCab + 4C%b*uge = 0,
(B*a® 4+ 4BCab + 4C*b*)uge = 0.

Esta ecuacién se puede escribir como,
(Ba + 2Cb)*uge = 0.
Entonces, podemos elegir las constantes a y b de tal manera que
Ba +2Cb =1, (2.64)

con esto obtenemos la ecuacién uge = 0. Por lo tanto tenemos el siguiente sistema de

ecuaciones
2Ar + Bs =0,

Ba +2Cb = 1. (2.65)

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que a, b, r y s estan dadas por

a=0,
b= L
20;3 (2.66)
T = 94>
s =1.

Asi, a, b, 7 y s cumplen con la ecuacién (2.65). Se puede demostrar que la ecuacién
(2.63) cumple con la ecuacién (2.59).
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Finalmente, para el caso parabdlico, las nuevas variables £ y 1 ahora estan definidas
por

_ 1
§= 20y (2.67)
N=—512+Y.

De aqui, obtenemos u¢e = 0, cuya solucién estd dada por

u(&,n) = ¢(n) + &P (n).

Por 1ltimo, analicemos el sistema de ecuaciones dado por la ecuacién (2.60). Para
este caso, a la ecuacién Aa? 4+ Bab 4+ Cb?> = 0, la multiplicamos por 44 y usando la
ecuacién B? = 4AC, se sigue que

4A%0% + 4ABab + 4ACH =0,
4A%4% + 4ABab + B?? = 0,
(24a + Bb)? =0,

de aqui obtenemos la siguiente ecuacién,
2Aa+ Bb=0. (2.68)
Ahora, multiplicando la ecuacién (2.62) por 4C

(4ACT? + 4BC'rs + AC?%s%)u,, = 0,
(B*r* + 4BCrs + 4C?s*)uy, = 0.

Esta ecuacion se puede escribir como,
(Br + 20s)*uy, = 0.
Entonces, podemos elegir las constantes r y s de tal manera que
Br+2Cs =1, (2.69)
con esto obtenemos la ecuacién u,, = 0. Por lo tanto tenemos el siguiente sistema de

ecuaciones
2Aa + Bb =0,

Br+2Cs=1. (2.70)
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que a, b, r y s estan dadas por
_ _ B
=1
’ 2.71
r =0, (2.71)
1
S = brek

Asi, a, b, r y s cumplen con la ecuacién (2.70). Se puede demostrar que la ecuacién
(2.68) cumple con la ecuacién (2.60).
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Finalmente, para el caso parabdlico las nuevas variables £ y 1 ahora estan definidas
por

1
=20y (2.72)
n=—5x7T+tY.

De aqui, obtenemos u,, = 0, cuya solucién estd dada por
u(§n) = o(&) +n(§).
Ejemplo 2.2.4. Resolver la siguiente ecuacion diferencial parcial
Ugpy — 2Ugy + Uyy = 0.

Solucién. Consideremos la ecuacién \; = , cuyo valor estd dado por

—B+vVB2—4AC
2
2

A=Z =1,
2

luego, la ecuacién es de tipo parabdlico. Luego, para el caso parabdlico, las caracteristi-
cas de la ecuacién dada son

§=z+y,
_1
77_2y7

por lo que, la forma candnica de la ecuacién dada es
Upy = 0,

cuya solucion es

u(,y) = 6l +9) + Gy + ).

Ejemplo 2.2.5. Resolver la siguiente ecuacion diferencial parcial
Ugg + 2Uzy + Uyy = 0,
con las siguientes condiciones iniciales
u(z,0) =0, uy(x,0) = cosx.

. . .« s _ \/RB2_
Solucion. Consideremos la ecuacion \; = M

por

, cuya solucién estd dada

A=—"=-1
2 )




2.2 El método de Stephenson- Radmore 41

luego, la ecuacion es de tipo parabdlico. Luego, para el caso parabdlico, las caracteristi-
cas de la ecuacién dada son

por lo que, la forma canénica de la ecuacion dada es
Uge = 0,

cuya solucion es
1
u(@,y) = oy — 2) + Sydly — 2).

Aplicando las condiciones iniciales, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

1
# (@) + () = cos,
resolviendo este sistema, llegamos a que

¢(z) =0,
Y(x) = 2cosx,

sustituyendo en la ecuacién original, obtenemos la siguiente solucién

u(z,y) = ycos (z —y).

2.2.3. Ecuaciones del tipo eliptico.

Para el caso eliptico, los coeficientes de la ecuacién (2.33) cumplen con B2 —4AC <
0. De la ecuacién (2.36), obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

Aa® + Bab+ Cb* # 0, (2.73)
2Aar + B(as + br) +2Cbs = 0, (2.74)
Ar? + Brs+ Cs® #0. (2.75)

Para obtener la ecuacién candnica de la forma wuge + uy, = 0, podemos igualar las
ecuaciones (2.73) y (2.75). Asi, obtenemos las siguientes ecuaciones

2Aar + B(as + br) +2Cbs = 0, (2.76)

Aa® + Bab+ CV? = Ar? + Brs 4 Cs>. (2.77)

Sin pérdida de generalidad, podemos hacer s = b en la ecuacién (2.76). Luego, se

sigue que
2Cb* + B(a + )b+ 2Aar = 0. (2.78)
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Introduciendo las siguientes cantidades

B =20,
af=2Ea+r), (2.79)
a? = 2Aar,

tenemos que la ecuacion (2.78) se escribe como

B2b? 4+ 2a8b + a® = 0,

(Bb+ a)* =0,
Bb+ a =0,
por lo que
a = —fb. (2.80)

Utilizando la ecuacién (2.79), tenemos que la ecuacién (2.80) se escribe como

o? = 822,
2Aar = B2,
2Aar = 202,
de donde
ar = %bz. (2.81)

Por otro lado, la ecuacién (2.77) en términos de A; y A2 dadas por la ecuacién (2.46)
se puede escribir como

(Aa — A\1b)(Aa — \ab) = (Ar — A1s)(Ar — Aas). (2.82)
Desarrollando la ecuacién (2.82) se sigue que
A%a% — Adgab — AXjab + M hab? = A%r? — Adors — ANirs + A das?,
haciendo s = b en esta 1ultima ecuacién, obtenemos

A%a? — A\ + Xo)ab = A%r% — A(\ + \o)rb,
A%(a® — 1) — A\ + M) (a—1)b =0,
Ala+71)— (A + A2)b =0,
A(a+1) = (A + \2)b,

pero A1 + A2 = —B, luego esta ultima ecuacién se escribe como

A(a+r) = —DBb. (2.83)




2.2 El método de Stephenson- Radmore 43

Ahora, usando la ecuacién (2.81), la ecuacién (2.83) se escribe como
A*(a+r)* = B,
AB?
A2 2 _
(a+r1) C
AC(a® + 2ar + %) = Bar,
2

B
a2+2ar—Ear+r2:O,

2AC — B?
a2+<c >ar+r2:O,

AC
- (255 r 2 (552) 2 -

a = y

ar,

luego,
a = \r, (2.84)

donde,
B2 - 2AC + BVB? — 4AC

i = 2.
A 5AC (2.85)
Sustituyendo la ecuacién (2.84) en la ecuacién (2.83) obtenemos
A(N\; + 1)r = —Bb,
luego
B
r=—— (2.86)
AN + 1)
de donde \; +1 = —%Ai y A; estd dada por la ecuacién (2.46), por lo que la ecuacién
(2.86) resulta ser
C
= —b. 2.87
-1 (287
De donde,
B 1
= o=+ )b
a C <AC' + )\Z> ;
b="b,
C
)
r e
s=b.

Finalmente, tenemos que para el caso eliptico las nuevas variables £ y n estan
definidas por
B 1
=y—C|—+—)u, 2.88
=1-C(4aty ) (2.58)

C
n=y+ o (2.89)

(2
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donde )\; esté definida por la ecuacién (2.46). Observemos que

C B 1

= g F gV B 4AC, (2.90)

haciendo este cambio en las nuevas variables £ y 7 llegamos a que

§= (y - ;x> + LB 4ACz, (2.91)

24
B 1
n= (y — 2Ax> FoaV B2 — 4ACx, (2.92)

de donde se puede observar que 1 es el conjugado de &, por lo que ahora la forma
canonica de la ecuacién eliptica estd dada por Ugg = 0, cuya solucién es

u(§, &) = o(&) +9(6), (2.93)
donde ¢ y v son funciones arbitrarias.
Ejemplo 2.2.6. Resolver la siguiente ecuacion diferencial parcial

Ugg + Ugy + Uyy = 0.

—B+vB2—4AC
2

Solucion. Consideremos la ecuacién \; =
por

, cuyas solucién estd dada

W TLE 1—4(1)(1) —-1++v/=-3 -14iV3
L 2 B 2 B 2

luego, la ecuacién es de tipo eliptico. Asi, para el caso eliptico, las caracteristicas de la
ecuacién dada son

= (y-2)-iv%,

2 2
V3
n=(v-3)+ige

por lo que la forma candnica de la ecuacion dada es
Ugy = Ugg = 0,

cuya solucion es

u(z,y) = ¢ ((y— %) —z?m) + ((y— g) +Z\§az>
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Ejemplo 2.2.7. Resolver la siguiente ecuacion diferencial parcial
Ugg + 2Ugy + 2Uyy = 0.
con las siguientes condiciones iniciales
u(z,0) =0, uy(x,0) = 4e 2.

Solucién. Consideremos la ecuacién \; = 1(—B £ v/ B2 —4AC) cuya solucién
estd dada por

Lo 2EVAAME) _ 2£vd | 22
1 T 2 - -

2 2 7

luego, la ecuacién es de tipo eliptico. Para, el caso eliptico, las caracteristicas de la
ecuacién dada son

(y—.’L‘) —i$,

3
n=(y—mr)+iz,

por lo que la forma candnica de la ecuacion dada es
Ugy = 0,

cuya solucion es
u(z,y) = o((y — ) —ix) + ((y — x) +ix),

aplicando las condiciones iniciales, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

—(i+1)¢'(—a(i+1)) + (i — Dy'(a(i — 1)) =0,
¢ (=i + 1)) + ' (x(i — 1)) = 4”7,

resolviendo este sistema de ecuaciones, llegamos a que

o(x) = 2ie—22(i—1)
Y(x) = —2ie Y,

sustituyendo en la solucién de la ecuacién dada, obtenemos que

u(z,y) = 4e¥ "% sin(y).
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Capitulo 3

El método de
Descomposicion de Adomian

El método de descomposiciéon de Adomian no cambia la naturaleza del problema, en
particular no efectia ninguna linealizacién ni discretizacion. Esta basado en la buisque-
da de una solucién en forma de serie y en la descomposicion de un operador lineal en
serie en los que los términos se calculan de forma recurrente utilizando unos polinomios
llamados los polinomios de Adomian. Bajo ciertas condiciones de convergencia, la suma
de la serie dara la solucién exacta, pero en general la serie se truncard para dar una
buena aproximacién. El error de truncamiento puede ser estimado la mayoria de las
veces.

Esta técnica permite resolver una extensa gama de ecuaciones lineales y no lineales
(algebraicas, diferenciales, integrales, en derivadas parciales, ... , etc). En este método
la solucién estd dada por una serie, en la que cada término se obtiene sin dificultad
puesto que los polinomios de Adomian se adaptan a la no linealidad.

En este capitulo se expondra el método de descomposicion de Adomian, el cual es
usado para introducir algunos métodos iterativos definidos en las referencias [1, 11, 36].

3.1. El método de descomposicion de Adomian

El método de descomposicién de Adomian [4, 5, 6] considera, la ecuacién no lineal
Fu = g, donde g es una funcién arbitraria y F' representa el operador diferencial. Fu
puede tener parte lineal y no lineal, el cual lo escribimos de la siguiente forma

Lu+ Nu =y,

donde el término lineal £ se descompone por L + R, mientras que los términos no
lineales son representados por N, el operador L es invertible, R es el resto del operador
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lineal L y g una funcién arbitraria.

A continuacién daremos una descripcion a grandes rasgos del método de Adomian
[4, 5, 6].

Primero se resuelve la ecuacion para el operador Lu. En segundo lugar, escribimos
el operador lineal en términos de los polinomios conocidos como los polinomios de
Adomian A,,. Asi, Nu = >"">° , A, es un conjunto especial de polinomios generados por
la no linealidad Nu = f(u). Estos cdlculos son tan simples como escribir los polinomios
de Hermite o de Legendre. Como tercer punto, asumimos la descomposicién de u en
términos de una suma, y .~ u,. Cabe mencionar que la solucién no es la serie completa
de u, pero es la aproximacién del n-término ¢,, = ?:_01, para un n conveniente.

Para iniciar con el procedimiento que el método de descomposiciéon de Adomian [3]
propone, consideremos la ecuacién F'u = g de la siguiente forma

Lu+ Ru+ Nu = g, (3.1)

donde L, R, N y g son como los anteriores. Ahora podemos escribir la ecuacién (3.1)
como

Lu=g¢g— Ru— Nu,
y aplicando el operador invertible L~! a ambos lados de la ecuacién anterior obtenemos
la siguiente ecuacién

L 'Lu=L"'g— L 'Ru— L 'Nu. (3.2)

3.2. Evaluacién del operador inverso L'

d2
¢ -

operador inverso como L™!(-) = [; G(t,7)(-)dr, donde G es la funcién de Green la cual

satisface

Consideremos la ecuacién diferencial lineal Lu = h [3], con L = Definamos el

d*G(t,T)
dt?
donde ¢, es la funcion delta de Dirac. Una razén para definir la funcién de Green por
medio de la ecuacién diferencial es que esto nos proporciona una forma alternativa (y
con frecuencia mas facil) de calcularla. Integrando (3.3) resulta

dG
e H(t—71)+ ar), (3.4)

donde H es la funciéon Heaviside o mejor conocida como funcion escalon y « es una
funcién arbitraria. Integrando nuevamente la ecuacién (3.4), tenemos que

Gt,7)=(t—71)H(t — 1)+ ta(r) + B(7), (3.5)

=4(t—71), (3.3)

donde § es una funcién arbitraria, entonces
u(z,t) = L7 h(t) = /G(t,T)h(T)dT
- / (t = 7)H(t — T)h(r)dr + 1 / a(r)h(r)dr + / Bh()dr,  (3.6)
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las funciones arbitrarias o y 8 deben ser evaluadas usando las condiciones iniciales o
condiciones de frontera sobre la solucién obtenida (3.6). Ahora consideremos algunas
posibilidades para evaluarlas.

3.2.1. Condiciones de frontera homogéneas

Tomando las condiciones homogéneas acotadas, las cuales estan dadas por u(x,0) =
u(z,1) = 0, sustituimos estas condiciones en la ecuacién (3.6) de la cual obtenemos el
siguiente sistema de ecuaciones

—/TH(—T)h(T)dT + /5(7)h(7)d7 =0,
/(1 —7)H(1 — 7)h(r)dr + t/a(T)h(T)dT + /B(T)h(T)dT =0,
de donde

6(7_) = TH(_T)v
(1-7)H(l—=7)+a(r)+7H(—7) =0,
al(r)=(r—1)H(1—-7)—7H(-7),

de modo que
Gt,r)=t—-—1HA1l—-—7)+t(r—1)H({A —7)+7(1 —t)H(—7). (3.7)

Podemos observar que H(1 — 7) es positivo en el intervalo [0,1] si 7 < 1, en este
caso el dltimo término de la ecuacién (3.7) desaparece ya que T no puede ser negativo
en el intervalo [0, 1] y para el primer término este desaparece excepto cuando t > T, es
decir, en el intervalo 7 < ¢t < 1. Obtenemos la siguiente ecuacién

T(t—1), para t>T
G(t, 1) = (3.8)
t(r—1) para t<T.

También podemos aplicar las condiciones de frontera directamente a la funcién G
como una funcién de t. Asi

G0,7)=—1H(—71)+ 8(1) =0,

GLr)=1—-7)H( —7)+a(r) + B(7) =0, (3.9)

la cual produce los mismos resultados. Aplicando las condiciones de frontera a la ecua-
cién (3.8), tenemos G(0,7) = 0, lo que implica 7 = 0. De modo similar, G(1,7) = 0,
implica que 7 = 1, obteniendo con esto

t, para t<T
1—t para t>T.
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Para hacer que la funcién de Green sea continua en t = 7, simplemente multipli-
camos la primera expresion por el valor de la segunda expresion con ¢t = 7 y viceversa
[20], esto es

t(l—7), para t<T
G(t,7) = (3.11)
(1—t)r para t>T.

Por lo que la solucién la podemos escribir de la siguiente forma
Gt,7)=t(l—71)H(t—7)+71—-t)H(t — 7), (3.12)

y con esta funcién de Green

t
(o, ) = / G(t, T)h()dr,
0
se resuelve la ecuacién Lu = h.

3.2.2. Condiciones de frontera sobre el intervalo [0, a]

Tomando las condiciones de frontera en el intervalo [0, a], las cuales estan dadas
por u(z,0) = u(x,a) = 0, G debe satisfacer las condiciones de frontera, es decir,
G(0,7) = G(a,7) = 0 para el cual a y B pueden ser evaludas como antes. Tenemos que
la funcién G satisface la ecuaciéon homogénea Lu = 0 para t # 7. En consecuencia, la
funciéon G satisface 6579 = 0 excepto en t = 7. Por lo que, G debe ser lineal

flt+l§, para t<T
G(t,7) = (3.13)
é’t—i—ﬁ, para t>T

para ciertas constantes fl, B , C y D. Aplic%ndo la condicién de contorno en ¢ = 0 para
t < 7, tenemos G(0,7) = 0, lo que implica A = 0. De modo similar, G(a,7) = 0 implica
que Ca+ D = 0. Asi

flt, para t<T
Gt,7)=4 (3.14)

C(t—a) para t>T.

Las dos constantes restantes se determinan por medio de otras dos condiciones en
t = 7. La funciéon G debe ser una funcién continua en ¢t = 7,

G(r—-0,7)=G(t+0,71), (3.15)
y existe un salto en la derivada de G,

dG(Tt+0,71) B dG(t —-0,7) 1

1
dt dt ’ (3.16)
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de la ecuacién (3.15) implica que
Ar =C(r — a),
mientras que de la ecuacién (3.16) se convierte en

A—C=-1.

Resolviendo este sistema de dos ecuaciones, obtenemos

~ T
C=-
a’
A . T—Q
=
y por tanto,
t(t—a)
=——— cuando 0<t<T
G, 7) = a -
(t,7) {T(taa) cuando T<t<a
equivalentemente,
t(r — t—
Gty = T gy T D gy, (3.17)
a a

3.2.3. Condiciones iniciales

Las condiciones iniciales estdn dadas por u(z,0) = «/(z,0) = 0. Tenemos que

La funcién de Green es la solucién de la ecuaciéon homogénea excepto en t = 7. En
el punto t = 7, la funcién G debe ser continua y tener una discontinuidad de —1 en esta
derivada. La condicién inicial, implica que para t < 7, G = 0. Para ¢t > 7, asumimos
G = At + B. La condicién sobre la derivada requiere que A = —1. Luego, G es continua
ent=r1, B=r. Por lo que, G = —(t — 7) parat > T o

Gt,7)=—(t—71)H(t—T1),

para toda t.

. — 7 — 2
Ahora, consideremos L™ Lu ¢ L4

%> de donde obtenemos

d’u
-1 -
L LU/G(t,T)dthT’

integrando por partes dos veces, llegamos a la siguiente ecuaciéon

L_lLu = G(tv T)u/({I,', 7_)‘6 - G,(tv T)U(LL‘, 7_)|6 + /G'/u(x, T)d7—7
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el tltimo término de esta dltima ecuacion es u(x,t) ya que G” esta dada por la ecuacién
(3.3), de donde

L™ Lu = G(t,t)u' (x,t)—G(t,0)u (2, 0) =G (t, )yu(z, ) +G' (t,0)u(x, 0) +u(z, t), (3.18)

de aqui se sigue que

G(t,t) =0,
G'(t,t) =0,
G'(t,0) =1,

sustituyendo estos valores en la ecuacion (3.18), obtenemos la siguiente ecuacién
L7 Lu = u(z,t). (3.19)
Ahora, consideremos las condiciones no homogéneas.

3.2.4. Condiciones iniciales diferentes de cero

De la ecuacién (3.2) tomemos solo la parte izquierda (L~!Lu) y consideremos las
condiciones iniciales diferentes de cero para su evaluacion, si el operador diferencial es
de segundo orden, es decir, L = g—;, tenemos que L~'Lu se va a integrar dos veces de
0 a t. La primera integral estd dada por

d*u
[ Gt = te.t) = w(z,0),

y por tultimo la segunda integral esta dada por

/(ut(x,t)—ut(x,O))dt:/ut(:v,t)dt—/ut(x,O)dt

/ut(x,t)dt — ug(z,0) /dt
u(z,t) — u(z,0) — tug(z,0).

Asi
L™ Lu = u(z,t) — u(z,0) — tuy(z,0). (3.20)
Otra forma de resolver la ecuacion (3.2) es tomando la forma general de la funcién
d? ;
de Green G, para L = 25, es decir

Gt,7)=({t—7)H(t — 1)+ ta(r) + B(7),
G'(t,7)=H(t— 1)+ a(r),
donde H es la funcién Heaviside, @ y 8 son funciones arbitrarias y determinemos «

y B si u(z,0) y u/(x,0) son constantes distintos de cero. Por conveniencia, escribimos
u(z,0) = a, v/(2,0) = b. Ahora escribamos u = wu; + ug, donde u; satisface Lu; = ¢
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con u(x,0) = uj(x,0) = 0y ug satisface Lug = 0 con uz(z,0) = a y uh(z,0) = b. Para
las condiciones homogéneas (es decir para u; ), claramente G1(0,7) y G} (0, 7) son cero,
asi

Gt,7)={t—71)H(t—71)—tH(—7)+7H(-7),
G'(t,7)=H(t—71)— H(-71).

Para uo tenemos que d;t%Q =0, asf, us = At + B. Entonces ub(z,0) = b, uz(z,0) = a

y ug = bt + a. Con esto tenemos que
U = Uy + ug,

= /Ot[(t —7T)H(t—71)—tH(—7)+ 7H(—7)]z(r)dT + bt + a,
= /t(t —1)H(t — 7)x(T)dT + bt + a,
0

pero este ultimo lo podemos escribir como
u = u(z,0) + tu'(2,0) + L 'g,

donde L~ tg = fot(t —7)H(t — 7)g(7)dr para t > 7. Los primeros términos son exacta-
mente los que usamos anteriormente. El término L~!, como se puede observar, es una
integral simple.

3.2.5. Condiciones de frontera no homogéneas

Para este caso las condiciones de frontera no homogéneas estdn dadas por u(z,0) =
a, u(z,1) = b, tomando el mismo procedimiento que se utilizé en las condiciones de
frontera homogéneas consideremos la siguiente ecuacién v = u1 + ug, tal que

Lu1 = h,
LUQ = 0,

donde .
ulz/ G1(t,T)h(T)dT,
0

las cuales satisfacen las siguientes condiciones
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Tomando estas condiciones y sustituyendo en la ecuacién (3.5), obtenemos las si-
guientes ecuaciones

G1(0,7) = —7H(—7)+ p(1) =0,
Gi(l,7)=(1—-7)H(1 —7)+ a(r) + B(1) = 0.

Asi

B(r) =TH(-7),
a(r)=—-1—-7)H(1 —7) —T7H(-71),

sustituyendo estos valores en la ecuacién (3.5), se sigue que
Gi=({t—7)H(t—T).

. .. . 2
Ahora, consideremos las condiciones de us la cual satisface Lus = 0 o ddt? =0,

(% :~/~1t + B; Para la primera condicion de wuo, B = a. Para la segunda condicion,
A+B=boA+4+a=bo A=0b—a. Por lo que,

uzg =a+ (b—a)t =u(x,0)+ t(u(x,1) — u(z,0)),

de donde, la solucién esta dada por

1
u(z,t) = /0 Gi(t,7)h(7) + u(z,0) + t(u(z, 1) — u(x,0)).

3.2.6. Condiciones mixtas

Estas condiciones estén dadas por u(z,0) = a, u/(z,1) = b. Consideremos a u de
la siguiente forma u = uj + ug con Lu; = h, ui(z,0) = 0, uj(z,1) = 0y Lug = 0,
ug(z,0) = a, uh(x,1) = b. Para Lug =0 o d;;é? =0, up = At + B, de donde

ug =a+t(b—a) =u(x,0) + t(u'(x,1) — u(z,0)).

Asi
u = u(z,0) + t(u'(x,1) — u(z,0)) + LA, (3.21)

donde la funcién de Green para L~'h satisface las siguientes condiciones
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3.3. Solucién de la ecuaciéon diferencial
De la ecuacién (3.2) y la ecuacién (3.20), tenemos que
u = u(z,0) + tug(x,0) + L 'g — L' Ru — L™ 'Nu. (3.22)
Ahora, si se toma la ecuacién (3.2) y la ecuacion (3.19), tenemos que
w=L"'g— L 'Ru— L 'Nu.

Por otro lado, el método de Adomian descompone a u(z,t) como una serie de la

siguiente forma
oo
)= un(z,t),
n=0

y al operador no lineal Nu lo descompone como

o0
Nu = ZA”’
n=0

donde los términos A, son los polinomios de Adomian, sustituyendo estas dos ultimas
ecuaciones en (3.3), tenemos que

oo oo o
Z un(x,t) = ug — L_lRZ Uy — L1 Z Ap,
n=0 n=0 n=0

donde
uo = u(z,0) + tug(x,0) + L g.

Teniendo en cuenta lo anterior, podemos observar que el método de descomposicion
resuelve ecuaciones diferenciales de la forma Fu = g, escribiendo a « como una suma
de la forma ) 7 u, y tomando a ug como la solucién de la parte lineal.

En consecuencia, podemos reescribir como

up = —L_IR’LLO — L_IA(),
uy = —L'Ru; — L71A;,

Upt] = —L'Ru, —L'A,, n>0

donde A,, son los polinomios de Adomian [4, 5, 6] de ug, u1, ..., u, y son obtenidos

por la férmula
n

1 d?
n' d)\n Z)\ Uk A=0> n:07172 (323)
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Los polinomios de Adomian son generados por cada componente no lineal y estan
dados por

AO = f(u())a
Al - ulf/(u(])a
U2
Ay = uf'(uo) + = f" (uo),

2

3
u
As = usf'(uo) + urua f'(uo) + 3% "(up),

donde f(u) estd dado por

Flu(N) =) A"
n=0

Podemos observar que la aproximacién de u(z,t) aumenta rapidamente, por lo que
la aproximacién del n-término es aproximadamente

lim_ ¢, = u(a,1),
donde )
(Z)n:ZUk(CU,t), n207
k=0

este ultimo puede ser usado para la aproximacién de la solucién.

3.4. Convergencia del método de Adomian

Para esto asumiremos que {g — Nu} es continua, y u es regiéon convexa [15] y que

ONu :
5, existe y es acotada.

Consideremos la ecuaciéon Fu = g, que se escribe como Lu + Nu = g, donde L es
un operador lineal. Nosotros escribiremos

Lu=g— Nu,
o
w=uy— L "Nu=wug—L" ZA”’
n=0
donde A, son los polinomios de Adomian, definidos anteriormente, y tenemos ademés
que

up = —LilA(),
Uy = —L_lAl,
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Por lo tanto
U:F_lg:uO*L_lAQ*L_IAO*....

Operando con F', tenemos que

Fu=F(F'g),
uo— 1ZA

= L(up— L IZA + N(up— L IZA

00 " 00
—2_An+>_ Bu,
n=0 n=0

donde los B,, son los polinomios para la operacién no lineal representada por N sobre
la funcién {ug — L7132, A, }, definida como u. Estos son una suma de polinomios
donde cada término después de ug representa una integracién L~! de uno de los poli-
nomios originales A,,.

Claramente, un método simple seria sustituir ¢, para algin n relativamente pequeno
y verificar que cuando n — oo, la solucién satisface la ecuacion original. El n—término
de la aproximacién de ¢, estd dado por

n—1
¢n = Uup — Lil ZA’M
=0

n n—1
Gn1 =up— L1 ZAi =y — L7} ZA@ — L7 'A,,

|Pnt1 — &n| = _|L_1An‘ = —|upy1| = 0.

3.5. Analisis del método Homotopico

A continuacién daremos una descripcién del método de andlisis homotépico [4].
Consideremos el operador diferencial no lineal N. Sea h # 0 y A un nimero complejo.
Sean ademds A\ y B dos funciones analiticas complejas en la regién |A| < 1, tales que

A(0) = B(0) = 0, A1) = B(1) = 1. (3.24)

Ademas, sean
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las series de Maclaurin de A\ y B respectivamente. Como AX y B\ son analiticas en
la regién |A| < 1, tenemos que

A1) =) g =1,
k=1

B(1)=> pr=1
k=1

Las funciones complejas antes definidas, son llamadas funciones incrustadas y

A es el pardmetro incrustado. Consideremos la ecuacion diferencial parcial no lineal
en su forma general

Nu =0, (3.25)

donde N es un operador diferencial, y u es solucién de la ecuacién (3.1). Resolviendo
la ecuacién anterior y usando el método homotodpico, construimos la siguiente ecuacién

(1= BN L(u(z, A) — uo(x)) = AN N (u(z, A)), (3.26)

donde L es un operador lineal auxiliar, que satisface
L(0) =0, (3.27)

y h # 0 es un pardmetro auxiliar, ug(x) es una condicién inicial. Usando el hecho de
que A(0) =0y que B(0) = 0, y sustituyendo en la ecuacién (3.26), tenemos que

L(u(z,0) —up(x)) =0, (3.28)

esto es
u(z,0) = up(z). (3.29)

De forma similar, cuando A = 1, la ecuacion (3.26) es igual a esta ultima, teniendo
u(z, 1) = u(x). (3.30)

Tenemos que u(x, \) converge en el intervalo 0 < A < 1, esto es, por como se han
definido h, A\ y BA. Més aun, supéngase que

B (9’%(36, A)

k=0, k=0,1,2,.... (3.31)

uo(z)
Podemos observar que A se incrementa de 0 a 1. La solucién u(z, A) de la ecuacién
varia continuamente hacia ug(z) de la solucién u(x) de la ecuacién (3.1). Claramente
se da una relacién entre ug(x) y u(z). El andlisis homotépico debe de encontrar una
relacién directa entre estas dos soluciones, la cual se describe a continuacién.
Consideremos la serie de Maclaurin de u(z, A) sobre A = 0, esto es

2 [ Fu(x, \) AE
U($, )\) = u(l’, 0) + 2 <a)\k’)\:0> ﬁ (332)
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Asumiendo, que la serie converge cuando A = 1, obtenemos de (3.29) y (3.30) la
siguiente relacion

u(z) = ug(x) + Z U (), (3.33)
m=1

donde

OMu(x
0 (x) 22|, =0
U (1) = = f’A — m> 1. (3.34)

Derivemos u,, (), m—veces con respecto a A, para obtener

" /m)\ d*(1 — B()\)) dmF d*AN) d™ENu(z, A
Z(Q LB &2 (e, ) ~ Luoe :hz< ) AN Vol )
= (3.35)

dividiendo la ecuacién anterior por m! y haciendo A = 0, obtenemos la siguiente ecua-
cién, conocida como ecuacion de deformacion de orden m, esto es

m—1
L (um(a}) — Z ﬂl’kumk(a:)> = R (), (3.36)

k=1

donde Ry,(z) depende de los valores ug(z), u(z),. .., y estd dada por
x)=h Z oy phm—g(x). (3.37)

Ademas, hi(z) estd dada por

1 deu(:U A)

Ix=0, (3.38)

estas funciones hy(x) son conocidas como polinomios homotdpicos [8].

3.6. Derivacion del método de descomposicion de Ado-
mian

El método de descomposiciéon de Adomian puede ser derivado por el andlisis ho-
motopico usando el siguiente teorema [8].

Teorema 3.6.1. Sean los operadores AN y B\ dados por A(A) = X y B(A) = X y sea
un parametro auziliar h = —1. Entonces

Ap(x) = hy(x).

Demostracion.

Asumimos que la solucién de la ecuacién (3.1) depende del parametro A, (0 < X < 1),
es mas, supongamos también que la solucién esta dada por w(zx, \) y esta solucién es
analitica en A = 0, tal que
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> /\i“akw(x, A)

kKl 9Nk
k=0

w(z,\) = IA=0- (3.39)

Luego, sustituyendo los valores en (3.26), tenemos que

(1 =N L(w(z,A) —up(x)) = =AFw(x, \),
(1 = X)(L(w(z,N\)) — L(ug)) = =AFw(x, A), (3.40)

donde la condicién inicial ug es la solucién del operador lineal
L(w(z,0)) =0. (3.41)

Podemos ver, que cuando A = 0, la solucién es ug y cuando A = 1, la solucién es
u(zx), que es la solucién de la ecuacién no lineal original F'(w(z, \)).
Derivando la ecuacién (3.40) a ambos lados con respecto de A obtenemos

(1= N A (Lo, 2)) — L)) = ~Fu(a, 1) ~ A2LAEA)
y cuando A = 0 obtenemos la ecuacién para u, esto es
L(Wh—o) + L(ug) = —F(w(z, \)),
(D) = L)~ Fu(a, V),
o D) = L),
= —F(up) = — Ay,
ui(z) = =L (Ap). (3.42)

Derivando la ecuacion (3.41) n-veces con respecto de A tenemos

“L/n\ OF(1—\) ok "L /n\ 9F(N) 0" FF(w(z, \))
5 (L(w(z, A)) = L(uo)) = — o= :
kzo <k> ONE gAn—F 0 kzo (k) ONF OAn—F .

Simplificando la ecuacién anterior y dividiento por m!, con A = 0, obtenemos la
siguiente ecuacion lineal para u,

L(un) =—-An1,
Un = _Lil(An—1)7
de donde
s 1 9"F(w(z, )

= T oo = ha@). (3.44)
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En el siguiente teorema [8] se vera la convergencia del método de descomposicién
de Adomian.

Teorema 3.6.2. Si la serie

uo(z) + Y um(2), (3.45)
m=1

es convergente, entonces es solucion de la ecuacion F(x,u) = 0.

Demostracion.
Tenemos que

m=1 k=1 m=1
=1L ( 1-— Zﬁl’k> Z um(a:)>
k=1 m=1
Recordemos que B(\) = A. Asi

0 cuando k=0
Bikg=14 1 cuando k=1,
0 cuando k#1

estan dadas por la ecuacién anterior, luego

o0

> Rp(x) =0. (3.46)

De otra manera

. 1 9"N(u(z, A
thalﬁzmw/\_o-
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Ahora, recordemos que A(\) = A. Asi

0 cuando k=0
oy = 1 cuando k=1 .
0 cuando k#1

Luego Y p2, a1 = 1. Asi la expresién toma la forma

o oo [e.9]
1 9™ Fu (x, A
> Rne) = S i) =3 Fluw ) (3.47)
m=1 m=1
Nétese que h = —1, luego tenemos que

Ix—o = 0. (3.48)

En consecuencia, u(z, A) no es solucién de F'(x,u) en general cuando A # 1.
Ahora definamos A(x,\) = Fu(z,\) — Fu(x) = Fu(xz,\) como el error de la ecua-
cién F(x,u). La serie de Maclaurin de este error alrededor de A = 0 estd dada por

2 0" A(xz, \) 1 = O F(z,\) 1
2 a0 = 2 T heoy (349

m=1 ’ m=1

De acuerdo a la ecuacion (3.45), la serie de Maclaurin converge a A = 1, se dice que

=1 0"A(x, )
A(z,1) = Fu(x,1) :mg EW'AZO’ (3.50)
tal que
u(z) = u(z,1) = ug(x) + Z U (T (3.51)

es solucién de la ecuacién F'(z,u).




Capitulo 4

Métodos de Aproximacion de
Soluciones

Los métodos de aproximacion analitica a la solucion de EDP’s, proporcionan fre-
cuentemente informacion 1til acerca del comportamiento de la solucién en valores criti-
cos de la variable dependiente, pero tienden a ser més dificiles de aplicar que los métodos
numéricos. Entre las consideraciones que justifican el uso de métodos numéricos para
solucionar ciertos tipos de EDP’s se encuentran

= Los datos de los problemas reales presentan siempre errores de medicién, y el

trabajo aritmético para la solucion estd limitado a un numero finito de cifras
significativas que resultan en errores de redondeo.

= La evaluacion numérica de las soluciones analiticas es a menudo una tarea la-
boriosa y computacionalmente ineficiente, mientras que los métodos numéricos
generalmente proporcionan soluciones numéricas adecuadas, de manera més sim-
ple y eficiente.

En afios recientes las técnicas mas populares para resolver EDP’s de forma numérica
son el método de diferencias finitas y los Algoritmos Genéticos. Ambos métodos pueden
ser usados para mas problemas, incluyendo ecuaciones con coeficientes constantes o
no constantes, ecuaciones no lineales, entre otros. En este capitulo nos limitaremos a
introducir las ideas basicas de estos dos métodos tan populares.

4.1. Método de diferencias finitas

El método de diferencias finitas consiste en que la region de variaciéon continua de los
argumentos se sustituye por un conjunto finito (discreto) de puntos (nodos), llamado
malla; en lugar de las funciones de argumento continuo, se consideran las de argumento
discreto, definidas en los nodos de la malla y llamadas funciones de malla. Las

63
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derivadas que figuran en la ecuacién diferencial se sustituyen (se aproximan) mediante
los cocientes respectivos de diferencias, es decir, combinaciones lineales de valores de la
funcién de malla en varios nodos de la red; entonces, la ecuacion diferencial se sustituye
por un sistema de ecuaciones algebraicas (ecuacién en diferencias). Las condiciones
iniciales y de frontera también se sustituyen por condiciones iniciales y de contorno en
diferencias, para la funcién de malla.

Los métodos numéricos no persiguen determinar la expresién analitica de la solu-
cién, simplemente persiguen determinar los valores nodales de la solucién, es decir, una
aproximacion de los valores que la solucién toma en los nudos del mallado realizado.

Consideremos la expansion en series de Taylor [10] de la funcién u(z,y) de dos
variables independientes = y y esto es

u(x; £ h,yj) = wit1;

h?2 h3
= Ujj + h(uw)i,j =+ ﬁ(ul‘x)zﬂ + y(’u,xa;x)%] + ..., (4.1)
u(wg, y; £ k) = u; j41
k2 k3
= uig £ kuy)ij + oy (uyy)ij £ Q(Uyyy)i,j + . (4.2)
u(xg 4+ h,y; £ k) = uiy1 41
= wij + h(ug)ij+
h?2 k2
kuy)ig + Sy (Uaa)ij £ hk(uay)ij + 5 (uyy)ig +.. - (4.3)
w(wi — h,y; £ k) = ui—1541
= uij — h(ug)ijE
h? k2
kuy)ij + Sy (oo )iy F hk(uey)ig + 5 (uyy)ig + - (4.4)
donde,
ui,] = ’LL(.’I}, y)a
uit1,; = u(x £ h,y),
Ui j+1 = u(l‘, y+ k)a
Ui+1,j41 = ’LL(l' + h7 Yy + 1)7
Uj—1,54+1 = u(r —h,y+1)

La combinacion de estas formulas de diferencia nos pueden conducir a muy dife-
rentes formas de aproximar las derivadas parciales (de primer y segundo orden) de
la funcién u(z,y). Pero no todas las formas posibles de combinar distintas férmulas
nos conducira a esquemas de calculo que tengan un buen comportamiento, es decir, la
aproximacion de la solucion de la EDP es cercana a la de la solucién analitica.

Ahora, elijamos un conjunto de rectangulos con vértices espaciados uniformemente
en P; j con coordenadas (ih, jk), donde i, j son enteros positivos, negativos o cero, h,
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k es el tamano del espaciado que hay entre cada ¢ y j, como se muestra en la Figura
(4.1).

[ 3
r

ih . Pi..j
.

ik

!
|

0+—h— i

Figura 4.1: Rectangulos con espaciado uniforme.

Ahora, denotemos a u(ih, jk) por u; ;. Con la anterior expansion en series de Taylor,
podemos expresar de forma aproximada a u, en el vértice P; ; en términos de w; j, w;j+1,;

1 1
tp = w[u(@ + hyy) = u(@,y)] ~ 3-(wip1; = uig) + O(h),
1 1
Uy = E[u(mvy) - u(x —h, y)] ~ E(u’ivj - ui*l:j) + O(h)’
1
1
~ o (i1 = tic1g) + O(R?). (45)

Estas expresiones son llamadas diferencias hacia adelante, diferencias hacia atras y
diferencia central de u,, respectivamente. Las cantidades O(h) o O(h?) son conocidas
como el error de truncamiento en este proceso de discretizacién (vedse apéndice A).

Un resultado de aproximacién similar, tomado de la expansion en series de Taylor
dadas por la ecuacién (4.1) para ug, en el vértice P ;, es

Uy = %[u(m +h, y) - QU(IE, y) + u(a; — h, y)]

1
~ g3 luirng = 2ui +uieg]+ O(n?). (4.6)

De forma similar las aproximaciones para uy, Uyy y Uzy en P;; tomadas de las
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ecuaciones (4.2), (4.3) y (4.4), son

uy = Fula,y+ k) — ()] ~ i — i) +OR),
uy = +ula,y) — u(e,y — B ~ 1 (i — uig1) +O(R),
uy = o lu(e,y + k)~ ula,y — )
~ o (igin i) + OU), (4.7
gy = 5ty + ) = 2u(e, ) + ula,y — K)
~ g (iger — Zuy + ugg1) + O(RY), (4.8)
Uy = — a4 by — B~ u(a -+ hyy) —ule,y — F) + u(z, )]
~ _%(uiﬁ-ld—l — Wit1,j — Uij—1 + Uij). (4.9)

Todas estas formulas de diferencia son extremadamente ttiles en la busqueda de
soluciones numéricas de EDP’s de primer o segundo orden.

Representemos a U(z,y) como la solucién exacta de la EDP dada por L(U) = 0,
donde L(U) es un operador diferencial con variables independientes z y y, y u;; es
la solucién exacta de la correspondiente ecuacién en diferencias finitas F'(u;;) = 0.
Entonces, el esquema de diferencias finitas se dice que es convergente si u; ; tiende a U
cuando h y k tienden a cero. La diferencia d; ; = (U; j — u; ;), es llamada el error de
truncamiento acumulativo (o discretizacion) [27].

4.1.1. Esquemas para EDP’s

Consideremos la ecuacion de Euler introducida en el capitulo 1 con coeficientes
constantes, la cual estd dada por

Atgy + Bugy + Cuyy = 0, (4.10)

donde A, By C son constantes diferentes de cero. Tomando las ecuaciones en diferencias
dadas por las ecuaciones (4.6), (4.8) y (4.9), sustituimos en la ecuacién (4.10) y por
simplicidad, tomemos un mismo espaciado h en las dos direcciones, esto es, haciendo
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k = h. Asi, tenemos que

A (};(u(az —h,y) — 2u(x,y) +u(z + h,y))> +
B( hl?( (x+h,y—h)—ulz+hy) —ulz,y— h)+u(a:y))>+
C(;;lz( (x,y —h) —2u(z,y) + u(z,y + h) )
A(u(xz — h,y) — 2u(z,y) + u(x + h,y))+
B(u(z+ h,y —h) —u(z + h,y) —u(x,y — h) + u(z,y))+
C(u(xay - h) - 2u(x7y) + U(.Z',y + h)) = 0,
Au(z — h,y) — (2A4+ B+ 2C)u(z,y) + (A+ B)u(z + h,y)—
Bu(x 4+ h,y —h) + (B + C)u(z,y — h) + Cu(x,y + h) =0, (4.11)

despejando a u(x, y+h) podemos escribir la ecuacién (4.10) en diferencias de la siguiente
forma

u(z,y+h) = é(—Au(az — h,y) + (2A+ B 4+ 2C)u(z,y)—
(A+ B)u(xz + h,y) + Bu(z + h,y — h) — (B+ C)u(xz,y — h)), (4.12)
o bien

1
Uj j4+1 = 6(—Aui,17j + (2A + B+ 20)1@,]’ — (A + B)’LL@'JFLJ'"F
Bui+1,j_1 — (B + C)ui,j_l). (4.13)

Para el caso cuando A # 0, B=0y C # 0, la ecuacién en diferencias queda de la
siguiente forma

1
U j4+1 = 6(—Aui,17j + (2A + 2C’)ui,j — AuiJrLj — Cuijjfl). (4.14)

Para el caso cuando A#0, B#0y C =0,

1
uijrl = p(—Avicrjez + 24+ Bluijz — (A + Bluirr ez + Buiigea. - (4.15)

Y finalmente tenemos que para el caso cuando A =0, B# 0y C #0,
1
Ujj+1 = 6((3 + 2C)um — Bui+1,j + Bui+17j_1 — (B + C)ui,j—l)' (4.16)

En particular para las siguientes ecuaciones, sus esquemas estan dados de la siguien-
te forma [10, 25]
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» Ecuacién hiperbdlica (ecuacién de onda): la cual estd dada por la siguiente ecua-
cién
2
Uyt = CUgy, (4.17)
cuya solucion en diferencias finitas esta dada por
Uijht = 2Uiy + i1 pUit1j — 2ij + Uio1
k? N h? ‘

» Ecuacién parabdlica (ecuacion de calor): cuya ecuacién es la siguiente
_ 2
U = C Ugg, (4.18)

la cual tiene por solucién en diferencias finitas la siguiente ecuacion

k h?

e Crank Nicolson: calculo de las medias de las diferencias centrales

il = Wiyj _ Uit1,j = 2Uij + Uio1g

(i1 41 — 2w + wim1j-1) + (Uip1j — 205 + ui—15)]
2 )

Uijt1 — Uij =

A2k

donde o = e -

» Ecuacién eliptica (ecuacién de Laplace): la cual esta dada por
Ugy = —Uyy, (419)

v que tiene por solucion en forma de diferencias finitas la siguiente ecuacién

Uil = 2+ Uil Uikl = 2 F i1y
k2 h2 '

4.2. Meétodo de algoritmos genéticos

Los algoritmos genéticos son métodos evolutivos que pueden usarse para resolver
problemas de buisqueda y optimizacién que consisten basicamente en encontrar un gru-
po de valores 1, x3, ..., x, tales que la funcién F(x1,x9,...,x,) sea maxima é minima,
la cual depende de la naturaleza del problema, pudiendo ser esta funcién, lineal o no
lineal, continua o discontinua con respecto a cada una de sus variables independientes.
Estan basados en el proceso evolutivo de los organismos vivos, los cuales son: selec-
cién natural de los mejores individuos de una poblacién, reproduccion de los individuos
mas fuertes y herencia a nivel genético de las mejores caracteristicas de estos individuos.

En un algoritmo genético cada soluciéon potencial constituye un individuo de la
poblacién, a cada individuo se le asigna un valor de aptitud, para que los mejores
individuos tengan mayor probabilidad de reproducirse, transmitiendo parte de su in-
formacién a sus descendientes.
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En un algoritmo genético, se llama cromosoma a la agrupacién de todas las varia-
bles z;1, o, ..., x;, de la solucién de un problema, donde i es el indice de la solucién
y n es el tamano del cromosoma, es decir, es el nimero de variables de la solucién 1.
La codificacién numérica de una solucién al problema, se le conoce como genotipo. Un
genotipo representa una solucion al problema en forma codificada y puede verse como
un arreglo de valores numéricos. Cada genotipo constituye el material genético de un
individuo de la poblacién.

A la funcién F(x1,z2,...,x,) se le conoce como funcion aptitud y el valor que
esta funcién devuelve se llama fenotipo del individuo; el fenotipo consiste en un va-
lor numérico que indica qué tan buena es esa solucién al problema. Para resolver un
problema mediante un algoritmo genético, primero se debe determinar de que pardme-
tros depende el problema y asignar una variable a cada parametro, estas variables
x1,T2,...,T, constituyen el cromosoma del algoritmo genético; después debe cons-
truirse la funcién de aptitud F(z1,z2,...,z,) que permita evaluar qué tan buena es
una solucion.

La poblacién inicial consiste en un grupo de soluciones al problema (individuos)
codificadas en genotipos; estos genotipos pueden especificarse o ser generados aleato-
riamente entre un intervalo determinado de valores para cada variable del cromosoma.
Cuando se tiene la poblacién inicial, se evalian todos los genotipos de los individuos,
por medio de la funcién aptitud, para determinar el fenotipo de cada individuo; luego
se asigna un valor de probabilidad a cada individuo, segiin su fenotipo, de forma que
los mejores individuos de la poblacién tengan mayor valor de probabilidad.

Después de que cada individuo tiene asignado un valor de probabilidad, se crea un
determinado ntmero de parejas de individuos al azar, segin la probabilidad de cada
uno y pudiendo participar, en la creacién de cada pareja, todos los individuos de la
poblacidn, sin importar si ya fue seleccionado en otra pareja. Luego cada pareja se re-
produce, produciendo un determinado niimero de hijos, que constituyen un intercambio
de la informacién de los padres.

Los hijos de todas las parejas, luego de su creacion, pueden sufrir mutaciones, esto
es, cambios en los valores de su genotipo; para un funcionamiento adecuado de un al-
goritmo genético, la probabilidad de mutacién de un individuo debe ser baja. Los hijos
de todas las parejas de individuos formaran parte de la segunda generacion, estos nue-
vos individuos pueden sustituir a todos los de la generacién anterior o solamente a los
que tengan menor valor de probabilidad; también puede calcularse el fenotipo de estos
nuevos individuos, para que solo los mejores sustituyan a otros de la generacién anterior.

Cuando los nuevos individuos han sustituido a otros de la generacién anterior, se
habra formado una nueva poblacién o generacion de individuos; después se vuelve a
realizar el mismo proceso de emparejamiento, reproduccién y sustitucién de individuos
de la poblacién, hasta que aparezca el individuo que constituya la solucién al problema.




70 Métodos de Aproximaciéon de Soluciones

De lo anterior, puede verse que los individuos de cada generacién compiten para ver

cual constituye la mejor solucién al problema, de forma que sélo los mejores sobrevivan

o lleven parte de su material genético (genotipo) a las siguientes generaciones.
Algunas de las ventajas que tienen los algoritmos genéticos son:

= Trabajan con un conjunto de puntos, no con un unico punto y su entorno.

= No necesitan conocimientos especificos sobre el problema a resolver.

4.2.1. Estructura de un algoritmo genético

Un algoritmo genético contiene una serie de procesos, similares a los observados en
la evolucién bioldgica de las especies, que permiten solucionar un problema; éstos se
describen a continuacion.

Codificacion de datos en un cromosoma

El cromosoma es la estructura que nos permite representar las posibles soluciones
al problema dentro del algoritmo genético; a cada posible solucién representada en un
cromosoma se le conoce como genotipo. Para disenar la estructura del cromosoma de-
ben considerarse todas las variables de las que depende la solucién del problema; estas
variables pueden ser discretas o continuas y sus valores deben estar dentro de un inter-
valo determinado para cada variable. Se llaman genes a los componentes individuales
del cromosoma; cuando las variables de las que depende el problema son discretas, los
genes pueden ser de tipo entero o binario; cuando estas variables son continuas, los
genes son de tipo real.

El diseno correcto de la estructura del cromosoma puede ser la clave para resolver
adecuadamente el problema; un criterio usado para disenar la estructura del cromoso-
ma, es que las variables relacionadas entre si, deben de estar cercanas en el cromosoma.
El tamano del cromosoma n varia con cada problema a resolver, ya que éste es propor-
cional a la cantidad de variables de las cuales depende la solucién del problema.

Representacion

Una representacion debe ser capaz de identificar las caracteristicas constituyentes de
un conjunto de soluciones. Pero la representacién binaria no es la tinica tambien existen
otros tipos de representaciones basicas como representacion entera y la representacién
real. Para el caso de la representacién entera el gen es un valor entero y para el real es
un valor real, vedse tabla (4.1)

real | entera | binaria
3.00 | 3 11
2.00 | 2 10

Tabla 4.1: Representacion.
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Tamano de la poblacién

La poblacion es el conjunto de individuos con los que se trabaja en el algoritmo
genético, estos individuos constituyen posibles soluciones al problema. Los individuos
que constituyen la poblaciéon van cambiando durante el funcionamiento del algoritmo
genético, pero el tamano de la poblacién puede permanecer constante.

Una de las inquietudes mas importantes en algoritmos genéticos es el tamaiio de
la poblacién ya que al parecer las poblaciones que son pequefias corren el riesgo de no
cubrir adecuadamente el espacio de busqueda, mientras que las poblaciones de gran
tamano nos pueden llevar a problemas relacionados con el costo excesivo. Por lo que el
tamano de la poblacién se determina segtn el criterio del disenador, tomando en cuenta
la cantidad de genes del cromosoma y el intervalo de valores que éstos pueden adquirir.

Poblacién inicial

La poblacién inicial generalmente es creada asignando valores aleatorios a los genes
de cada individuo, dentro de un intervalo determinado y con la misma probabilidad de
ocurrencia.

La poblacién inicial de un algoritmo genético puede ser creada de muy diversas
formas, desde generar aleatoriamente el valor de cada gen para cada individuo, utilizar
una funcién, generar alguna parte de cada individuo, o partir de la soluciéon de otro
algoritmo heuristico y luego aplicar una busqueda local.

Funcién aptitud

La funcién aptitud es la herramienta que permite medir que tan buena es una
solucién. Al construir una funcién aptitud nos interesaria que este verifique que para
dos individuos que se encuentren cercanos en el espacio de busqueda, sus respectivos
valores en las funciones aptitud sean similares.

Una buena funcién aptitud debe reflejar el valor del individuo de una manera real,
pero en muchos problemas de optimizacion combinatoria, donde existe gran cantidad
de restricciones, buena parte de los puntos del espacio de busqueda representan indivi-
duos no validos [18].

Un problema habitual en las ejecuciones de los algoritmos genéticos surge debido
a la velocidad con la que el algoritmo converge. En algunos casos la convergencia es
muy rapida, lo que suele denominarse convergencia prematura, en la cual el algoritmo
converge hacia éptimos locales, mientras que en otros casos el problema es justo lo con-
trario, es decir se produce una convergencia lenta del algoritmo. Una posible solucién a
estos problemas pasa por efectuar transformaciones en la funcién aptitud. El problema
de la convergencia prematura, surge a menudo cuando la seleccién de individuos se
realiza de manera proporcional a su funcién aptitud. En tal caso, pueden existir indivi-
duos con una adaptacién al problema muy superior al resto, que a medida que avanza
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el algoritmo dominan a la poblacién. Por medio de una transformaciéon de la funcién
aptitud, en este caso una comprensién del rango de variacion de la funcién aptitud, se
pretende que dichos superindividuos no lleguen a dominar a la poblacién. El problema
de la lenta convergencia del algoritmo, se resolveria de manera andloga, pero en este
caso efectuando una expansion del rango de la funcion aptitud.

Seleccion de individuos

La seleccién es el proceso en el cual, se escogen los individuos que integraran las
parejas que van a reproducirse. El operador de seleccién es el encargado de transmitir y
conservar aquellas caracteristicas de la soluciones que se consideran valiosas a lo largo
de las generaciones. El principal medio para que la informacién 1util se transmita es
que aquellos individuos mejor adaptados (mejor valor de funcién aptitud) tengan mas
probabilidades de reproducirse. Sin embargo, es necesario tambien incluir un factor
aleatorio que permita reproducirse a individuos que aunque no estén muy bien adapta-
dos, puedan contener alguna informacién 1til para posteriores generaciones. Esto con
el objeto de mantener asi tambien una cierta diversidad en cada poblacién. Algunas de
las técnicas de las cuales se dispone son las siguientes[19]:

= Ruleta o seleccion proporcional. Con este método la probabilidad que tiene
un individuo de reproducirse es proporcional a su valor de funcién adaptacion. En
este método se define un rango con las caracteristicas de la seleccion por sorteo. El
ntumero al azar serd un nimero aleatorio forzosamente menor que el tamano del
rango. El elemento escogido serd aquel en cuyo rango este el nimero resultante
de sumar el numero aleatorio con el resultado total que sirvio para escoger el
elemento anterior. El comportamiento es similar al de una ruleta, donde se define
un avance cada tirada a partir de la posicién actual.

Ejemplo 4.2.1. Consideremos los siguientes datos

Individuo  Aptitud Valor e

(1) 25 0. 35
(2) 81 1.13
(3) 36 0. 51
(4) 144 2. 01

ST =28 3 =4.00

)

_ 9 ;
f:%, Valor ei:]}

T = Z Valor e.

Generar r € [0.0,4.0], tomemos r = 1.3. Luego

(1) suma=0.35<r,
(2) suma=1.48 >r,
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de donde se selecciona al individuo (2).

O

= Seleccion por Ranking. Consiste en calcular las probabilidades de reproducciéon
atendiendo a la ordenacién de la poblacién por el valor de adaptacién, esto es, los
cromosomas se ordenan de acuerdo a sus valores para la funciéon de adaptacion.
Luego, se seleccionan para la reproduccién a los primeros n cromosomas.

» Seleccion por Torneo. Reporta un valor computacional muy bajo debido a su
sencillez. Se selecciona un grupo de t individuos y se genera un numero aleatorio
entre 0 y 1. Si este niimero es menor que un cierto umbral K, se selecciona para
reproducirse al individuo con mejor adaptacién, y si este niimero es mayor que
K, se selecciona, por el contrario, al individuo con peor adaptacién.

Ejemplo 4.2.2. Considere los siguientes datos

Orden  Aptitud

(1) 254
(2) 47
(3) 457
(4) 194
(5) 85
(6) 310
de forma aleatoria escoger r € (0,1), luego podemos obtener los siguientes resul-
tados
Ganador
Selecciona t1 =1 = (3)
t2=r=(6) (3)
Selecciona tl =1 = (1)
2=r=(4) (1)

Yy se continua este proceso.

Operador de cruce

El operador cruce realiza la reproduccién de cada pareja de individuos. Este opera-
dor nos permite crear individuos nuevos, combinando el material genético de los padres.
Dentro de los métodos habituales destacamos los siguientes:

= Cruce de un punto. Se selecciona una posicién en las cadenas de los progeni-
tores, y se intercambian los genes a la izquierda de esta posicién.
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Ejemplo 4.2.3. Consideremos los siguientes cromosomas progenitores

Pil= 1 0 1 0|1 1 0 1
P2= 1 1 1 0|1 1 1 O
constderando a la posicion 4 como el punto de cruce, los hijos resultantes son

Hl= 1 01 0 1 1 1 0
H2= 1 1 1 0 1 1 0 1
U

Cruce de 2 puntos. Es una generalizacién del método anterior. Se seleccionan
dos posiciones en las cadenas de los progenitores y se intercambian los genes a
ambos lados de estas posiciones.

Ejemplo 4.2.4. Consideremos los siguientes cromosomas

PI= 1 0|1 1 0 10 1

P2= 1 1|1 0 1 1|1 0

considerando a las posiciones 2 y 6 como los puntos de cruce, los hijos resultantes
son

Hl= 1 0 1 0
1 1

1 0
H2= 1 1 1

1 1
0 1 0
t

Cruce Uniforme. Se realiza un test aleatorio para decidir de cual de los proge-
nitores se toma cada posicion de la cadena.

Ejemplo 4.2.5. Consideremos los siguientes cromosomas progenitores
Pl= 1/01 0|1 1 0|1
P2= 111 0|1 1 1

considerando a las posiciones 1, 2, 4 y 7 como los puntos de cruce, los hijos
resultantes son

Hl= 1 0 1 0 1 1 0 O
H2= 1 1 1 0 1 1 1 0

O

Cruces para permutacion: Existe una familia de cruces especificos para los
problemas de permutacién, la cual es usada frecuentemente en problemas de opti-
mizacién combinatoria [12], como el del viajero frecuente, siendo algunas técnicas
las siguientes:
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e Cruce de mapeamiento parcial (PMX). Toma una subsecuencia del
gen del padre y procura preservar el orden absoluto de las variables, es
decir, orden y posicién en el gen- del resto del cromosoma lo mas parecido
posible de la madre.

Ejemplo 4.2.6. Los padres son:

P1=9 8
P2=8 7

Los hijos son:

Hl=X X X | 2310 ] X X X
H2=X X X | 567 | X X X

Para completar H1 y H2, copiamos primero los valores que no estdn en el
segmento intercambiando:

Hl=984 231 |1X X
H2=8 X 1|56 7|9 X 4

Por dltimo mapeamos los valores restantes

H1=98 4 2 3 10

1657
H2=8 101 56 79 2 4 3
0

e Cruce de orden (OX). Toma una subsecuencia del gen del padre y procura
preservar el orden relativo de las variables del resto del gen lo mas parecido
posible de la madre.

Ejemplo 4.2.7. Los padres

P1=98456 713210
P2=8 7123109546

Sub-cadena elegida: 5 6 7 1 de P1.
Primer hijo

Hl=X X X 5671 X X X
Borrar de P2 la sub-cadena tomada de P1
P2=8 X X 23109 X 4 X

Determinar los valores faltantes de H1 sustituyendo de izquierda a derecha
los valores que aparecen en P2’

H1=8 23567110 9 14

Para obtener H2, el procedimiento es similar, aunque ahora la sub-cadena
se tomard de P2 y la sustitucién de hard a partir de P1’.

O
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e Cruce de ciclo (CX). Tomamos el primer gen del genoma del padre,
poniéndolo en la primera posicién del hijo, y el primer gen del genoma de la
madre, poniéndolo dentro del cromosoma del hijo en la posiciéon que ocupe
en el genoma del padre. La variable que este en la posicién que ocupa el gen
del genoma del padre igual al primer gen del genoma de la madre se va a
colocar en la posicién que ocupe en el genoma del padre, y asi hasta rellenar
el genoma del hijo.

Ejemplo 4.2.8. Los padres

P1=8 11 356 42 121 9 7 10
P2=123456 789 10 11 12

Posiciones1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12.

Tomemos las posicion 1 para iniciar el ciclo: Los elementos del ciclo serdn
entonces (1, 8). Pro 1 y 8 también aparecen en las posiciones 9 y 8. Por lo
tanto, el ciclo ahora incluye los elementos (1, 8, 12). Pero 12 aparece también
en la posicion 12. Por lo tanto, el ciclo ahora incluye los elementos (1, 8,
12, 10). Pero 10 aparece también en la posicion 10. Por lo tanto, el ciclo
ahora incluye los elementos (1, 8, 12, 10, 9). Ya no hay nuevos elementos
que agregar, por lo que se concluye el ciclo.

Para general al primer hijo, tomamos a P1, removiéndole los elementos que
no sean parte del ciclo

H1=8 X X X X X X 1219 X 10
Remover de P2 los valores del ciclo
P2=X 234567X X X 11 X
Rellenar H1 usando los valores restantes de P2'.
H1=8 234567121 9 11 10
O

Es una buena idea que, tanto la codificacién como la técnica de cruce, se hagan de
manera que las caracteristicas buenas se hereden; o, al menos, no sea mucho peor que
el peor de los padres. En problemas en los que, por ejemplo, la adaptacién es funcién
de los pares de genes colaterales, el resultante del cruce uniforme tiene una adaptacién
completamente aleatoria [18].

Operador de mutacién

La mutacién se considera un operador basico, que proporciona un pequeno elemento
de aleatoriedad en la vecindad (entorno) de los individuos de la poblacién. El operador
mutacién cambia el valor de uno o varios genes de un individuo, alterando su material
genético.
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El operador mutacién se aplica, con muy baja probabilidad, a los individuos recién
creados por el operador cruce; la probabilidad de mutacién se establece segun el crite-
rio del disenador, pero ésta debe ser bastante baja, ya que puede reducir el algoritmo
genético a una buisqueda local; generalmente la probabilidad de mutacion es de 0.1.

El objetivo del operador de mutacién es producir nuevas soluciones a partir de la
modificacion de un cierto nimero de genes de una solucién existente, con la intencién
de fomentar la variabilidad dentro de la poblacién.

Existen diferentes formas de realizar la mutacién, desde la méas sencilla (Puntual),
donde cada gen muta aleatoriamente con independencia del resto de los genes, hasta
configuraciones méas complejas donde se tienen en cuenta la estructura del problema y
la relacién entre los distintos genes [12, 18].

4.2.2. Reemplazo de la poblacién y condiciéon de paro

Cada vez que se aplica el operador de cruce, nos encontramos con un nimero de
nuevos individuos (la descendencia) que se han de integrar en la poblacién para formar
la siguiente generaciéon. Esta operacién se puede hacer de diversas formas, pero en
general existen tres métodos fundamentales para realizar el reemplazo:

= Cluando el nimero de individuos llega a un cierto nimero, se elimina un subcon-
junto de la poblacion conteniendo a los individuos peor adaptados.

s Cada vez que se crea un nuevo individuo, en la poblacién se elimina el peor
adaptado para dejar su lugar a este nuevo individuo.

s Cada vez que se crea un nuevo individuo, en la poblacion se elimina aleatoriamente
una solucion, independientemente de su adaptacion.

En cuanto a la condicién de paro, por lo general viene determinado por criterios
a priori sencillos, como un nimero maximo de generaciones o un tiempo méaximo de
resolucién, o mas eficientemente por estrategias relacionadas con indicadores del estado
de evolucion de la poblacién, como por la pérdida de diversidad dentro de la poblacién
o por no haber mejora en un cierto nimero de iteraciones. Siendo por lo general una
condiciéon mixta lo més utilizado, es decir, limitar el tiempo de ejecuciéon a un nimero de
iteraciones y tener en cuenta algin indicador del estado de la poblacion para considerar
la convergencia antes de alcanzar tal limitacién.

Funcionamiento de un algoritmo genético

El funcionamiento de un algoritmo genético se resume en el diagrama de flujo mos-
trado en la figura (4.2)

En muchas aplicaciones se presenta el caso, que los individuos creados mediante la
operacion de cruce o alterados por la operacién de mutacién, no representan soluciones
vélidas al problema; para resolver este inconveniente, debe ajustarse el genotipo de cada
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Poblacion
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Evaluar funcion

aptitud
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Actuzlizacion /t} No
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Figura 4.2: Diagrama de flujo

individuo, luego de aplicar las operaciones de cruce y mutacién; este ajuste consiste en
alterar los genes del individuo, de forma que sea véalida la solucion que éste represente.
En algunas aplicaciones, todos los individuos que se producen, luego de la operacién de
cruce y mutacion, contienen soluciones validas al problema; en estas aplicaciones no es
necesario ajustar los genotipos de los individuos, aunque en algunos casos sus valores se
ajustan para evitar que la poblacién se aleje de la solucién. El ajuste que debe realizarse
al genotipo de cada individuo, varia con el tipo de problema que se intenta resolver; el
objetivo de este ajuste es hacer que la solucién, que el individuo representa, sea valida.

4.2.3. Diseno del algoritmo genético para la solucién de EDP’s de
segundo orden

Teniendo en cuenta lo anterior, ahora nos enfocaremos en la solucién de la EDP de
segundo orden dada por la ecuacién (4.10) mediante algoritmos genéticos, para esto, se
presentan los principales tépicos que se utilizaron para la realizacion de este trabajo.

Codificacién de datos

En un algoritmo genético orientado a resolver EDP’s de segundo orden, los datos
que se codificaran, utilizando la estructura del cromosona, son la posicién (z,y). Cada
gen del cromosoma contendra un valor binario de las posiciones, ya que la posicién se
calculard en forma real y se tendra que hacer una conversion a su forma binaria, por
lo que los genes del cromosoma seran de tipo binario. El orden en que se colocan los
valores de las posiciones (z,y), dependeran de la precisién decimal que se desee. La
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estructura del cromosoma de un algoritmo genético orientado a solucionar una EDP se
muestra en la Tabla (4.2)

Posicion x | representacion binaria x | Posicién y | representacién binaria y

0.0001 00000000000001 0.0010 00000000001010

Tabla 4.2: Estructura de cromosoma

Para este caso presentado en la Tabla (4.2), la precisién es a 4 decimales por lo que,
se tiene que hacer una multiplicacién del nimero real por 10, 000 para la conversiéon a
su numero binario.

Generacion de la poblacién inicial

El tamano de la poblaciéon debe establecerse cuidadosamente, ya que la bisqueda
de la solucién no mejorard al aumentar demasiado el tamano de la poblacion y si la
poblacion es pequena, el algoritmo genético no podra encontrar la solucién al problema,
esto es consecuencia de que no existe un método para establecer el tamano éptimo de
la poblacién en un algoritmo genético. Al establecer el tamanio de la poblacién, debe
tomarse en cuenta el tamafio del cromosoma, ya que al aumentar la cantidad de genes,
también debe aumentarse el tamano de la poblacion. En la resolucién de EDP’s de
segundo orden, la cantidad de genes depende de la precisién de los puntos x y y, por lo
que para resolver una EDP, con una buena precisién, se necesita una poblacién mayor
que la necesaria para resolver un problema con una menor precision, y como consecuen-
cia al tener una poblaciéon grande, el tiempo requerido por el algoritmo genético para
encontrar la solucién sera mayor. Se han realizado diversos experimentos con la fina-
lidad de obtener un tamano adecuado para la poblacién, llegando a la conclusién que
para la mayoria de los problemas considerados, un tamano entre 50 y 100 individuos
proporciona buenos resultados. La poblacion inicial se genera en forma aleatoria en el
intervalo [a, b], este intervalo depende de las condiciones iniciales del problema

Funcién aptitud

La funcidén aptitud debe asignar un valor numérico a cada individuo, de acuerdo a su
cercania con la solucién del problema, este valor nos permitird comparar dos individuos
y determinar qué tan bueno es uno de ellos con respecto al otro, en su capacidad de
resolver el problema.

Para determinar si un individuo soluciona la EDP de segundo orden, se deben cal-
cular los valores aproximados de la EDP de segundo orden en las posiciones (z,y),
para este calculo se utilizan los esquemas en diferencias finitas adaptadas para la forma
cuadratica de la EDP de segundo orden, es decir, se emplea la ecuacién Az?+Bxy+Cy?,
si el esquema calculado en la posicién (z,y) son iguales a los especificados por la solu-
cién analitica, entonces solucionan la EDP’s de segundo orden.
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Con el fin de poder tener una buena aproximacién se ha definido una funcién aptitud
que depende del error relativo, esto es

[ (1) — Upum (7))
Foptitud = € = : : 4.20

donde u(7) ¥ Unum (i) es la solucién analitica y numérica en el punto i.

Seleccion de individuos

En la solucién de EDP’s de segundo orden por medio de algoritmos genéticos, se
puede utilizar cualquier método de seleccion para escoger a los individuos que integraran
las parejas que van a reproducirse, es preferible utilizar el método de seleccién por
ruleta, ya que éste asigna a cada individuo una probabilidad de selecciéon de acuerdo
con su valor de aptitud. En el método de seleccion por ruleta, a cada individuo se le
asigna una probabilidad de seleccién por medio de la siguiente ecuacion

F Aptitud;
N )
5 F Aptitud;
7=1

donde Probabilidad; es la probabilidad de seleccién del i-ésimo individuo, Aptitud; es
el valor de aptitud del i-ésimo individuo, Aptitud; es el valor de aptitud del j-ésimo
individuo y N es el ntimero de individuos en la poblacién. El resultado de la suma de
las probabilidades de seleccion de todos los individuos de la poblaciéon debe ser uno.

Probabilidad; = (4.21)

Operadores de Reproduccién

La reproduccion tiene por objeto la obtenciéon de nuevos individuos mediante la
utilizacién de los denominados operadores genéticos. Todo algoritmo genético hace uso
de, al menos, dos operadores genéticos en la fase de reproduccién : cruce y mutacién
[19].

Los operadores genéticos deben ser capaces de acercar el algoritmo genético a la
solucion del problema, el mas importante de estos es el operador de cruce, ya que éste
puede crear nuevos individuos, con buenas capacidades para solucionar el problema,
a partir de dos individuos existentes. El operador de mutacién debe tener una baja
probabilidad de aplicacion, este operador debe alterar un gen de un individuo de forma
que éste o su descendencia, mejore su aptitud para resolver el problema. Se consideran
los siguientes operadores genéticos,

= Operador de cruce. El operador de cruce debe ser capaz de crear, a partir
de dos individuos, otros individuos mejores que los anteriores. En un algoritmo
genético orientado a resolver EDP’s de segundo orden, los genes de los indivi-
duos poseen valores de tipo binario. En la solucién de una EDP, para acercar
el algoritmo genético a la solucién, a partir de dos buenos individuos, se pueden
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intercambiar o promediar los valores de sus genes, los cuales representan la posi-
cién (z,y). El operador de cruce puede ser uniforme o realizarse en uno o varios
puntos y ademaés de intercambiar los valores de los genes de los padres. También
se deben promediar estos valores, para que el algoritmo genético pueda acercarse
a la solucién de la EDP.

El operador de cruce utilizado para resolver EDP’s de segundo orden puede
variar segun el criterio del disenador, pero dependera de un cruce adecuado, que
obtenga la solucién del problema, el operador de cruce que se ocupa es el cruce
uniforme el cual lo dividimos en tres puntos, los cuales se encuentran en las
posiciones 4, 7, 10, 19, 21 y 25. Esto es debido a que el tamano del cromosoma
es de 30, obteniendo de este operador de cruce, dos nuevos individuos.

= Operador de mutacion. La operacién de mutacion se aplica a los nuevos indivi-
duos, luego de su creacion. Esta operacién debe alterar, en una pequena cantidad,
el valor de un gen escogido al azar, es decir, la probabilidad de mutacion.

El operador de mutaciéon para resolver una EDP de segundo orden, alte-
rard dos genes que correspondan a la parte binaria, el cual su valor va a variar
entre 0 y 1, la posicién que va alterarse se escogera de forma aleatoria entre 1 y
14 y la otra posicion entre 16 y 30, las cuales corresponden a las partes binarias
de cada posiciéon. De no ser asi, el valor de aptitud de ese indviduo podria de-
crecer grandemente y esto provocaria que el individuo desapareciera sin legar su
material genético.
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Capitulo 5

Aplicacion del Método de
Harper para la Ecuacion de
Euler

En este capitulo presentaremos una aplicacién del método de Harper a la ecuacién
de Euler dada en el capitulo 1, el cual nos permitird dar un nuevo método para resolver
las EDP’s de tipo hiperbdlico, parabdlico y eliptico .

Para la aplicacién del método a la ecuacién de Euler se consideran 5 casos, es decir,

los coeficientes de la ecuacién son de la siguiente forma
m CasoI. A#0, B#0y C #0.

= Caso II. A#0,B#0y C=0.
= Caso III. A=0,B#0y C #0.
= Caso IV.A=0,B#0y C=0.
= Caso V.A#0,B=0y C #0.

Teniendo en cuenta los casos anteriores, y sabiendo que el factor mas importante en
el método de Harper es no considerar alguna de las segundas derivadas, a continuacién
daremos el procedimiento que se realiz6 para la obtencién de las nuevas soluciones para
cada caso mencionado anteriormente.

5.1. Casol

Como primer caso, supongamos que los coeficientes A, B y C de la ecuacién de
Euler (2.33) son de la forma A # 0, B # 0 y C # 0. Para poder aplicar el método de

83
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Harper, consideremos la siguiente EDP auziliar de segundo orden

Avgy + Bugy =0, (5.1)
haciendo el cambio de variable w = v, esta ecuacién se escribe como

Aw, + Bw, = 0. (5.2)

Las ecuaciones caracteristicas asociadas a la ecuacién (5.2), estan dadas por

de dy dw
A B 0"
. . dx _ d7y . Lot x _ Yy _
El primer par de ecuaciones ¢ = % tiene como curva caracteristica 4 — 5 =
co = const., y a partir del otro par de ecuaciones df = ‘%" obtenemos la otra curva

caracteristica, dada por w = ¢; = const. Por lo tanto, la solucién de la ecuacién (5.2)

resulta ser . y
w=c1 = p1(co) = <P1(Z - E)’

integrando ésta ecuacién, obtenemos la solucién de la ecuacién (5.1),

v = /801(f1 - %)dfﬂ + co(y),

1

introduciendo la nueva variable X = % — %, esta solucién * se escribe como

v = jl/wl(X)dX +eoly).

Ahora, siguiendo el procedimiento de Harper [21], proponemos la siguiente solucién
de la ecuacién diferencial parcial de Euler con ¢y(y) = 0,

u=G(X,Y), (5.3)

donde las nuevas variables X y Y estan dada por

X =2 _ U
A B’
Y =Y (a,y). (54)
Ademas la variable Y cumple con la siguiente ecuacién 2
Yoo =Yy =Y, =0. (5.5)

Derivando parcialmente la nueva solucién y usando la ecuacién (5.4) se sigue que,

IPara el caso en que se tome la ecuacién Bvgy + Cvyy = 0, se puede demostrar que la solucién a
esta ecuacién esta dada por v = —c [ ¢1(Y)dY + co(z), donde, ahora la variable Y esta definida por
Y =% — &, yla variable X = X(z,y) esta por determinarse.

?Esta ecuacién se cumple ya que las ecuaciones de las caracterfsticas de la ecuacién (2.49) son
lineales en las variables independientes = y y.
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1
Uy, = Gx X + GyY, = ZGX + Y, Gy,

1
Uy = Gny + GyY, = _EGX + YyGy,

1 /1 1
Ugx = Z <AGXX + GXYYr) +Y, (AGYX + GYYYx>

1
A

2
A
1
AB

Y.Gxy + Y2Gyy + Y. Gy,

1

1
Gxx + <AYy - BYz> Gxy +Y.Y,Gyy

Gxx +

Ugy = nyGY -

_ 1
~ AB
1 1 1
Uy = —5 <_BGXX + GXyYy) +Y, <—BGYX + GYYYy)
1
= ﬁ

1 1
Gxx + (AYy - BYx) Gxy + Yo Y, Gyy + Yo Gy,

2
Gxx — EYyGXY + YyQGYY + Yy, Gy.
Aplicando la ecuacién (5.5), estas derivadas resultan ser

Uy = %GX + Y, Gy,

Uy = —%GX + YyGy,

Upy = %GXX + %YxGYX + Yfny, (5.6)
Ugy = _ﬁGXX + (%Yy - %Yx)GXY + YnyGYY7

Uyy = éGXX — %YyGXY + Yy2ny,

sustituyendo las ecuaciones (5.6) en la ecuacion (2.33), se sigue que,

1 2
A <AQGXX + ZY:EGXY + YxZGYY>

1 1 1

+B (—ABGXX + (AYy — BYx> Gxy + YzYyGYY)
1 2 2

+C ﬁGXX - EYyGXY +Y,/Gyy | =0.

Agrupando términos semejantes, obtenemos:

C ABY, + (B? — 2AC)Y,,
XX AB

A—CGXX + (ABY, + (B® — 2AC)Y,)Gxy + AB(AY; + BY,Y, + CY,})Gyy = 0.

B
(5.7)

) Gxy + (AY} + BY,Y, + CY,})Gyy =0,

Introduciendo la siguientes cantidades

B = ABY, + (B* — 2AC)Y,, (5.8)
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y suponiendo que la variable Y cumple con la EDP,
AY,? + BY,Y, + CY,;} =0, (5.9)
tenemos que la ecuacion (5.7) se escribe como

AC
fGXX‘F,BGXY =0. (5.10)

Por otro lado, para poder determinar la variable Y, debemos encontrar la solucién
de la ecuacién diferencial parcial no lineal (5.9). Para utilizar el Método de Charpit(
vease apendice B ), consideremos la siguiente funcién

F(p,q) = Ap* + Bpg + Cq* =0, (5.11)

donde p =Y,,q =Y,. Las ecuaciones caracteristicas asociadas con esta ecuacion estan
dadas por

dx dy dp dgq dy

2Ap+Bq: 20q+Bp: 0

0  p(24p + Bq) + q(2Cq + Bp)’

De esta ecuacién se sigue que dg = 0, de aqui resulta que ¢ = a = const. y utilizando
la ecuacién (5.11), obtenemos

—Ba++vVB?%2 —4ACa? —B4++vVB?—-4AC
_ - a.

p 24 - 24

Ahora, utilizando la ecuacién dY = pdx + gdy, se sigue que

_ —B+VB?—44C

Y
d 2A

adx + ady,

integrando esta ecuaciéon y tomando a = 1, tenemos que la variable Y estd dada por

_ —B+VB?4AC

Y 24

r+y. (5.12)

Introduciendo las siguientes cantidades

. _ —B£VB*4AC
(2 2A )

(5.13)
la ecuacién (5.12) se escribe como
Y = a;z + v, (5.14)

donde i = 1, 2. A continuacién, analicemos los casos que corresponden a las ecuaciones
del tipo hiperbdlico, parabdlico y eliptico para la ecuacién (5.14).
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5.1.1. Caso hiperbdlico

Para este caso, tenemos que B? —4AC > 0 y las cantidades o; son distintas y reales.
Luego, con estos valores, las cantidades (3;, estan dadas por la siguiente ecuacién

Bi = ABY, + (B? — 2AC)Y, = ABa; + B* — 2AC. (5.15)

Asi que, para el caso hiperbdlico, a partir de la ecuacién (5.10) obtenemos la si-

guiente EDP?
AC
fGXX + 68;Gxy = 0. (5.16)

Ahora, repetimos el procedimiento una vez méas. Entonces, proponemos la solucién
de la ecuacién (5.16) de la forma

G=H(ZW), (5.17)

donde las nuevas variables Z, W estan definidas de la siguiente forma

_BX Y
T AC T By
W = W(X,Y). (5.18)

En forma andloga a la ecuacién (5.5), la nueva variable W cumple con la condicién
Wxx = Wxy = Wyy =0. (5.19)

Utilizando las ecuaciones (5.6) y la ecuacién (5.19) (con los coeficientes % y 5Bi),
tenemos que las derivadas parciales de la nueva solucién son

B

= H Wx H
Gx 1C z +Wx Hyy,
1
Gy = _EHZ + Wy Hyy,
B \? 2B
Gxx = <AC> HZZ+A70WXHZW+W)2(HWW’ (5.20)
G ——iH —i-ﬁWH —iWH + Wx Wy H
Xy = ACH; 2z + Wy Hzw 3 xHwz x Wy Hww,

sustituyendo las ecuaciones (5.20) en la ecuacién (5.16), se sigue que

AC B \? 2B
5 ((AC) Hzz + EWXHZW + W)2(HWW> +

B B 1
(=2 Hyy+ — Wy Hpw — — W Hyy + WxWy Hiw | =0,
B( ACH Zz+AC vHzw = 5 Wx wz + WxWy WW> 0

3Para esta ecuacién se puede tener una solucién haciendo el cambio de variable w = Gx, la cual
esta dada por w = (o (% - %) . Para obtener una solucién explicita es necesario tener una condicién
i
inicial dada.
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reduciendo términos semejantes, se tiene

B B B
(AC AC> Hzz + <2W)(+1£,Wy—WX) Hyy 7

AC
+ (BW)z( + /BiWXWY) Hww =0,

Bj; AC
H — ; H =0. 21
( 1C ) wz + < 7 Wx +,31WXWY> ww =0 (5.21)
Observemos que la ecuacién (5.21) se puede escribir de una manera més sencilla
Hzw =0, (5.22)

si es que se cumplen las siguientes condiciones,

AC
T Wk +BWx Wy =0,
Bp;
Wy + S Wy = 1. (5.23)

La solucién de la ecuacién (5.22) estd dada por Hz = ¢;(Z), integrando esta ecua-
cién, tenemos que

H(Z,W) = / c1(2)dZ + G(W) = $(Z) + (W), (5.24)

donde ¥(Z) = [ ¢1(Z)dZ. Luego, utilizando las ecuaciones (5.3) y (5.17), obtenemos la
solucion de la ecuacion de Euler para el caso hiperbdlico, la cual estd dada por

u(@,y) = p(Z(X(2,9),Y(z,y)) + o(W(X(2,9),Y (2,9))), (5.25)

donde la nueva variable W(X,Y) estd definida por la ecuacién (5.23). Para obtener la
variable W resolvemos la ecuacién (5.23), dicha ecuacién la podemos escribir como

B (AC
AC" B

AC
WX(?WX + BiWy) =0,

WX + /BzWY) - 1

de estas ecuaciones concluimos que Wx = 0. Luego, obtenemos la nueva solucién
B 5 oWy = 1. Finalmente, se obtiene que la variable W esta dada por

AC
B
Esta nueva solucion nos permite dar un nuevo método para encontrar una solucién

de la ecuacion de Euler sin necesidad de reducirla a su forma candnica. Este nuevo
método se muestra en los siguientes ejemplos.

W =

Y. (5.26)
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Ejemplo 5.1.1. Resolver la siguiente ecuacion diferencial parcial
2Ugy + Ugy — Uyy = 0.

Solucién. Para este caso, la ecuacién cuadrética asociada a esta ecuacion es 202 +
a; —1 =0, cuyas raices estan dadas por

-l /1-4(-1)2 -14+vV9 -1+3

2(2) 4 4

Q;

Luego, la ecuacién dada es de tipo hiperbdlico. Por lo tanto, proponemos la solucién
u= H(Z,W), donde las nuevas variables Z y W estan dadas por

z-1x4ly,
2 (67
2
W=--—Y,
Bi

donde ; esta dada por
Bi =2(1)ay + 12 —2(2)(—1) = 20 + 5,
con esta nueva soluciéon obtenemos la ecuacién Hzy = 0, cuya solucién esta dada por

w=H(Z(X,Y),W(X.Y)) = 9(Z(X,Y)) + (W (X,Y)),

donde,
1
X=-a—
237 Y,
Y=oz +y.
Luego, la solucién para ay = —1, resulta ser (1 = -2+ 5 = 3)

1 1 1/1 1
Z:§X+—Y (x—y>+3(—a:+y)

B 2\2
L D T DA
—\173 3 2)Y T TR Y
2 2 9
W=_—2(— _c._“
1
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La solucién para as = %, esta dada por (82 =2 (%) +5=14+5=6)

e LU N (1 Y, (L
o\ YY) T\ Y ) T \g T 12) T 37 2)Y

1

2 2 (1 11
W=—2y=—2(: = o=
6 6<2$+y> 6" 3"

2 1 11
(z,y) =12 <3$ - 3y> + @2 <—6=’U - 33/> .

Ejemplo 5.1.2. Resolver la siguiente EDP
Uz + 2Uzy — 3Uyy =0
que satisface las siguientes condiciones iniciales
u(z,0) = 322, uy(x,0) = 0.

Solucion. Para este caso, la ecuacion caudratica asociada a esta ecuacion es 0412 +
2a; — 3 = 0, cuyas raices estan dadas por

—24 A+ 12
az-:%:—liz.

Luego, la ecuacién dada es de tipo hiperbdlico. Por lo tanto, proponemos la solucién
u= H(Z,W), donde las nuevas variables Z y W estan dadas por

2 1

Z—_2X—_v,
3 Bi
3
W=_"y,
203

donde f; estda dada por 3; = (1)(2)a; +4 — (2)(1)(—3) = 2a; + 10. Con esta nueva
solucion obtenemos la ecuaciéon Hzy = 0, cuya solucién esta dada por

u(z,y) = H(Z(X,Y),W(X,Y)) =¥(Z(X,Y))+(W(X,Y)),

donde,

sz'—*y,

Y=oz +y.
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Luego, la solucién para oy = 1, 1 = 12, resulta ser
1
Z =——(3xz —

1
W = —*(1'4-:1/),

8
1 1
ur(@,y) = U(=7 Bz —y)) + 2(~ (2 +y)).
La solucién para as = —3, B3 = 4, estd dada por

Z= i(nr: +y)

- 12 y I
3

W= §(3$ - y)v

us(y) = V(g (x +9) + B3 (37— 1),

Aplicando las condiciones iniciales a wui(z,y), obtenemos el siguiente sistema de
ecuaciones

60/ (62) + ®'(2) = 384z,

20 (62) — '(2) = 0,

donde z = —%JT, de este sistema de ecuaciones obtenemos que

U(2) =422,
d(z) = 4822,

sustituyendo en u1, llegamos a que la solucién esta dada por
ui(z,y) = 322 + 2

Aplicando las condiciones iniciales a wuz(z,y), obtenemos el siguiente sistema de
ecuaciones

27 _, 27
?‘I’,(?Z> —+ (b,(Z) = 8642,
3,27 1
—— U (= —P'(2) =
donde z = Lx, al resolver este sistema de ecuaciones, obtenemos que

12
16
U(z) = 522

®(z) = 10822,
sustituyendo en uso, llegamos a que la solucién esta dada por

ug(x,y) = 322 + yz.
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5.1.2. Caso parabdlico

Para este caso se cumple que B2 —4AC = 0 y los valores de o; son iguales y distintos
de cero, dados por

—B++vVB?—-4AC B
a= =

24 247

Siguiendo con el procedimiento de Harper, proponemos la solucion de la forma

u = G(X,Y); donde las nuevas variables X y Y estdn dadas por la ecuacién (5.4) y
(5.14), es decir

X:%ZC—%Z/,
Y =

L (5.27)
] .

Asi, la ecuacién (2.33) se escribe como

AC

Para este caso, tenemos que

B = ABY, + (B* — 2AQ)Y,
B
= AB(—— )+ B*-24
( 2A)+ C
2

B
= -5+ B’ -24C

2
=7 e,

en esta ecuacién se uso el hecho de que B? = 4AC. Asi que, para el caso parabdlico,
tenemos la siguiente ecuacion diferencial parcial

Gxx =0. (5.28)

Cuya solucién estda dada por
G = /X(Y)dX. (5.29)

Por otro lado, de la ecuacién (5.27) se sigue que = = %; sustituyendo este
valor en la ecuacién de (5.27), obtenemos

z oy _1(24y=Y) y
A B B B
2 2 y 1 9
Y4 oy— L= —y— =
B "B BT BY B

|

Y,
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con esta ecuacién, la ecuamon 5 29) se escribe como
G = - =Y
[ 5v)
2
/ Y)dy — = /X Y)dY
— dy — =
Bx( / Yy /

Finalmente, obtenemos la solucién de la ecuacion de Euler para el caso parabdlico,
la cual esta dada por

1 2
=—yx(Y) - =V .
w= 2y (V) - ZU(Y), (5.30)
donde, para este caso ¥(Y) = [ x(YV)dY

Ejemplo 5.1.3. Resolver la siguiente ecuacion diferencial parcial

Ugz — 2Ugy + Uyy = 0

Solucién. Para este caso, consideremos la ecuacién a? — 2a; + 1 = 0, cuyas raices
estan dadas por

2+./(-2)2-4(1)(1) 2+/4-4
041' = = = 1’
2 2
luego, la ecuacion es de tipo parabdlico. Proponemos, entonces la solucién de la forma

= G(X,Y), donde las nuevas variables estan dadas por

1
X:x+§y, Y:$+y7

con esta solucién, la ecuacién original se escribe como Gxx = 0, cuya solucién esta
dada por Gx = x(Y), integrando esta ecuacién se sigue que

6= [xar = [xa (v -u+50) = [xona(v-3)
= [xwiay =5 [xidy= [xiay = 5x) [

Finalmente, la solucién de la ecuacién dada, resulta ser

u(e,y) = d(a +y) - Sx(a+y).

donde ¢(z+y) = [ x(z d(z +y). O
Ejemplo 5.1.4. Resolver la siguiente ecuacion diferencial parcial
Uz + 2Ugy + Uyy = 0,

con condiciones iniciales

u(z,0) =0, uy(z,0) = cosx.
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Solucién. Para este caso, consideremos la ecuacién 042-2 + 2a; + 1 = 0, cuyas raices
estan dadas por
24 /4-4(1)(1)
B 2
luego, la ecuacion es de tipo parabdlico. Proponemos, entonces la solucién de la forma
u = G(X,Y), donde las nuevas variables estan dadas por

(67 = —1,

1
X=x—-
z 23/7
Y =—z+y,

con esta solucion, la ecuacién original se escribe como G xx = 0, cuya solucién esta dada

por
G = /X(Y)dX _ /X(Y)d(;y - Y>

=[xy + () [ ay
—3(Y) - %\p(y)
=d(—z+y) — %\IJ(—a: +y).

Aplicando las condiciones iniciales, obtenemos que

o(x) =0,
U(z) = —2cosz,

sustituyendo en ®(—x + y) — %\Il(—x + y), obtenemos que la solucién es

u(z,y) = yoos(z — y).

5.1.3. Caso eliptico

Finalmente, para este caso se cumple que B? — 4AC < 0. Esto implica que los
coeficientes «; son numeros complejos, los cuales estan dados por

- —B+iV4AC — B2
e 24 '

Con estos valores y utilizando la ecuacién (5.14), la variable Y esta dada por

) V4AC — B2
+i—rn,

2A

B
Yi= (-5t
( T+Y 9 A




5.1 Caso 1 95

y la variable X, como antes, esta dada por X = %x— %y. En forma analoga, proponemos
la solucién de la forma u = G(X,Y), luego la ecuacién (2.33) se reduce a la ecuacién
(5.16), es decir, obtenemos la ecuacién

AC —
?GXX + B;iGxy =0, (5.31)

donde el coeficiente 3; esta dado por la ecuacién (5.8), la cual se escribe como
Bi = ABY, + (B* — 2AC)Y,
1
= §(B2 —4AC +iBV4AC — B?). (5.32)

Repetimos el procedimiento nuevamente, y entonces proponemos la siguiente solu-
ciéon G = H(Z,W), donde, en forma analoga a la ecuacién (5.18), las variables Z y W
estdn dadas por

B Y
Z=—X—-=. 5.33
Ve (5.33)
W=W(X,Y).
Asi, con esta solucién se obtiene la ecuacién Hzy = 0, cuya solucién estd dada por
la ecuacién (5.24) y la variable W esta dada por la ecuacién (5.23)

AC

Bp;
1% Wy =1 5.35
X+AC, y =1, (5.35)
de la ecuacién (5.34), obtenemos que
AC BB;
— (W Wy | Wx =0
B ( X+ ac Y> x =5

sustituyendo la ecuacién (5.35) es esta ultima ecuacién, se sigue que
Wx =0,
de donde L —
Wy = _ﬁﬁiv

integrando esta iltima ecuacién con respecto de Y, llegamos a que la variable W esta
dada por la siguiente ecuacién

1 pr—

Asi, obtenemos la solucién de la ecuacion de Euler para el caso eliptico, la cual
estd dada por

) = M2 Y ) + 6 (- gsB¥ o) ) (5.37)
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Ejemplo 5.1.5. Resolver la siguiente ecuacion diferencial parcial
Ugz + Ugy + Uyy = 0.

Solucién. Para este caso, consideremos la ecuacién cuadritica 042-2 +a;+1 =0,
cuyas raices estan dadas por

Vo L 1—4(1)(1)  —1+4V3
1T 2 - 2 bl

luego la ecuacién es de tipo eliptica. Proponemos, entonces la solucién de la forma
u= H(Z,W), donde las nuevas variables estdn dadas por

Y;
Z-X-2

)

W = —B,Y;,

donde 3; estd dado por B; = %(—3 + i1/3). Con esta nueva solucién, obtenemos la
ecuacién Hzy = 0, cuya solucion estd dada por

u(z,y) = ®(Z(X,Y)) + ¥(W(X,Y)),

donde
X=x- Y,
1
Y, = 293+y:|:i\é§:v.
Luego, la solucién para Y; = —%x + 9+ z?w con B, = —%(3 - Z\/§), resulta ser
1
Z = Z(3( —y) + V3ilz +)),
1
W= (=30 — y) + V3i(z + ),
1 1
u%wl—@(Ggw—yy+¢m@+yD>+m<2@3@—yy+¢m@+y»>.

Y la solucién para Yy = —%az +y— z@x con By = —%(3 +iv/3), esta dado por
1
Z =0z —y) + V3i(z +)),
1
W= 28— y) + VBilz +1),

e =0 (G0 = 9) = Vaila+ ) ) + 0 (50300~ ) + Vil +0))).
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Ejemplo 5.1.6. Resolver la ecuacion diferencial parcial
Ugg + 2Uzy + 2Uyy = 0,
con las condiciones iniciales dadas por
u(r,0) =0, wuy(z,0)=4e 2",

Solucién. Consideremos la ecuacién cuadratica a? +2a;+2 = 0, cuyas raices estan
dadas por
=24 /4 -4(1)(2)

o = 5 =141,

luego la ecuacién es de tipo eliptica. Proponemos, entonces la solucién de la forma
u= H(Z,W), donde las nuevas variables estan dadas por

Y;
Z=X-=,
Bi
lj
W= —éﬁiym
donde f; esta dado por 3; = —2 + 2i. Con esta nueva solucién, obtenemos la ecuacién

Hzw = 0, cuya solucion estd dada por

u(z,y) = S(Z(X,Y)) + ¥(W(X,Y)),

donde
1
X=x—=
Z 2@/,
Y= -+ y+ix.
Luego, la solucién para Y1 = —x + y + iz con 3, = —2 + 2i, resulta ser
1 .
Z = 1(2.7} —y+iy),
1
W = Z(—Qaz +y+iy),
1 _ 1 .
ui(z,y) =@ <4(2x —y+ zy)) + v (4(—290 —y+ m)) .
Y la solucién para Y = —x +y — iz con By = —2 — 2i, estd dada por

1

1
W = Z(—2x+y —1y),

us(z, y) = (31(235 - iy)) 4 (i(—lx by iy)) .
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Aplicando las condiciones iniciales a wuj(x,y), obtenemos el siguiente sistema de

ecuaciones
1 1
O (x| -V (—=z| =0,
2 2
N F/ 1 -\ 1/ 1 —2z
—(1-149)® 3% +(1+4)¥ —3% = 16e”“*,
de este sistema de ecuaciones obtenemos que

®(z) = 2ie 1,
U(z) = —2ie'®,

sustituyendo en u;, llegamos a que la solucién esta dada por
u(z,y) = 4e¥"*®siny.

Ahora, aplicando las condiciones iniciales a ua(z,y), obtenemos el siguiente sistema

de ecuaciones
1 1
(=) -V (-=z) =0,
2 2
&/ 1 . 1 —2x
-(1+9)® 5% + (1 -9V —3% = 16e” %,
de este sistema de ecuaciones obtenemos que

®(z) = —2ie 7,
U(x) = 2ie’®,

sustituyendo estas cantidades en us, llegamos a que la solucion esta dada por

u(z,y) = 4e¥"*®siny.

5.2. Caso I1

Ahora, consideremos el caso cuando A # 0, B # 0 y C' = 0. Luego, la ecuacién
(2.33) dada por Aug, + Bugy + Cuyy = 0 se escribe como

Aty + Bty = 0. (5.38)

Esta ecuacién es analoga a la ecuacién (5.16). Utilizando la ecuacién (5.18) para
este caso, las variables X y Y estan dadas por
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donde la ecuacién cumple con la ecuacién (5.19). Utilizando la ecuacién (5.26), la
ecuacién (5.38) se escribe como

B
G@+An>quwmf+Bnnﬁﬁy:Q
donde como antes, suponemos que la solucién estd dada por H = H(X,Y). Esta ecua-
cién se escribe como Hxy = 0, si es que se cumplen las condiciones

B
A
AY? + BY,Y, = 0.

Y.+ oY, =1,

En forma analoga a la ecuacién (5.16), la solucién de la ecuacién (5.38) esta dada
por

u(z,y) = x(X(z,y)) + o(Y(z,9)), (5.39)
donde las variables X , Y estan dadas por
1 1
X = Z"L‘ - By,
A
Y =—y. A4
- (5.40)

5.3. Caso III

Ahora, supongamos que se cumple que A =0, B # 0y C' # 0. Con esto la ecuacién
(2.33) se escribe como

Esta ecuacién es andloga a la ecuacién (5.16). Utilizando la ecuacién (5.18), para
este caso las variables X y Y estan dadas por

1 1
X=—ao——

B:L‘ Cy’
Y =Y (z,y),

donde la ecuacién cumple con la ecuacién (5.19). Utilizando, la ecuacién (5.26), la
ecuacién (5.41) se escribe como

B
G@+A%)HmAWMf+BE%ﬂﬂy:Q
donde, como antes, suponemos que la solucién estd dada por H = H(X,Y). Esta
ecuacién se escribe como Hxy = 0, si es que se cumplen las condiciones

B
Yot 2, =1,

AY? + BY,W, = 0.
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En forma andloga a la ecuacién (5.16), la solucién de la ecuacién (5.41) esta dada
por

w@,y) = x(X(z,9)) + (Y (z,y)), (5.42)
donde las variables X , Y estan dadas por
1 1
X = BY 6%
B
Y =—y. 5.43
oY (5.43)

5.4. Caso IV

Supongamos que se cumple que A =0, B # 0y C = 0, la ecuacién (2.33) ya estd en
forma candnica y para el caso hiperbdlico se escribe como

Uy = 0. (5.44)

Esta coincide con la ecuacién (5.22) con A = 0y C' = 0, cuya solucién estd dada
por

u(z,y) = o(x) +P(y). (5.45)

5.5. Caso V

Ahora, supongamos que se cumple que A # 0, B =0y C # 0. Con esto la ecuacién
(2.33) se escribe como
Aty + Cuyy =0, (5.46)

mejor conocida como la ecuaciéon de Laplace. Para este caso los coeficientes «; son
nuameros complejos, los cuales estdn dados por

ai:ii

A
Con estos valores y utilizando la ecuacién (5.14), la variable X y Y estdan dadas por
A

X=y+1 AC:C,
VAC
Y=y—1 1 z.

Proponemos la solucién de la forma v = G(X,Y"), luego la ecuacién (5.46) se reduce

a la siguiente ecuacién
Gxy =0, (5.47)

integrando dos veces esta ecuacion, la solucién estd dada por

u(z,y) = ¢(X) + (Y. (5.48)




Capitulo 6

Resultados Analiticos y

Numericos

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos mediante los diferentes méto-
dos que se han presentado en los capitulos 2 y 3, a fin de comparar con las soluciones
obtenidas en el capitulo 5. Ademads se ilustrard el método de descomposiciéon de Ado-
mian con los ejemplos utilizados en el transcurso de este trabajo de tesis.

Para realizar esto, tomaremos en cuenta los diferentes ejemplos de EDP’s de segun-
do grado con condiciones iniciales presentados a lo largo de esta tesis.

6.1. Ecuacién hiperbdlica

Consideremos a continuacién la EDP de Euler de segundo orden para el caso hi-
perbolico, cuyas soluciones analiticas mediante el método de las variables candnicas,
Stephenson-Radmore y Harper, respectivamente estan dadas por

u(z,y) = ¢y — Az) + Py — Aow), (6.1)
1 A 1 A

uey) = ¢ <>\1 - )\293+ At(A — Az)y) v <)\1 " - A2(A1 — >\2)y)  62)

u(z,y) = o(Z) + (W), (6.3)

donde \; para la ecuacién (6.1) estd dada por \; = BEVD —4AC VgZM

(6.2) estd dada por \; = —BEVBI—4AC V]§2_4’4C

, v para la ecuaciéon

, para la ecuacién (6.3), las variables Z y W,
estan dadas por las ecuaciones (5.18) y (5.26).

Ahora, tomemos el ejemplo (1.2.2) de la pédgina 15 y resolvamos por medio del
método de descomposicién de Adomian, el cual es un método analitico. De acuerdo
a las condiciones iniciales, podemos reescribir a la ecuacién del ejemplo (1.2.2) de la

101
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siguiente forma

1
Uyy = g(um + 2ugy). (6.4)

2 ] ., .
Usando el operador L, = g—yg, podemos escribir la ecuacién anterior como

1

Aplicando el operador inverso L} = [/ [/(.)dydy a ambos lados de la ecuacién
(6.5), obtenemos

1 (Y (Y
w=u(e,0) + uy (2. 0y + 5 [ [ (s + 20, )y,
0 JO

y la solucién por el método de descomposiciéon de Adomian consiste en el siguiente
esquema

ug = 33:2,

1 (v v
Up+1 = 3/ / ((un)zm + 2(un)my)dydy7
0 0

es decir,
Uy = 3:102,
2
u =y,
Uz = 07
un = 0,

por lo que la solucién del ejemplo (1.2.2) por medio de este método resulta ser
u(z,y) = 322 + y°. (6.6)

O

Esta solucién coincide con la aplicacién de las ecuaciones (6.1), (6.2) y (6.3).

Por lo anterior, podemos observar que las soluciones mediante los distintos métodos
analiticos para el caso hiperbdlico son las mismas, para verificar esto, haremos una
comparacién para algunos valores dados de los resultados obtenidos, las cuales se pueden
observar en la Tabla 6.1

Ahora, veamos los resultados que se obtuvieron mediante los métodos numeéricos
presentados en el capitulo 4.

Para esto, tomemos valores dados, los cuales se presentan en las tablas (6.2) y
(6.3), los resultados obtenidos del ejemplo (1.2.2) por el método de diferencias finitas y
algoritmos genéticos, asi como la comparacién con los resultados analiticos obtenidos.
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x Y Método Adomian | Stephenson- Radmore | Aplicacién de Harper
0.1 | 0.00 | 0.0300 0.0300 0.0300
0.3 | 0.01 | 0.2701 0.2701 0.2701
0.5 | 0.02 | 0.7504 0.7504 0.7504
0.7 | 0.03 | 1.4709 1.4709 1.4709
0.9 | 0.04 | 2.4316 2.4316 2.4316

Tabla 6.1: Solucién de u(x,y) para diferentes valores de x y y.

x Y Aplicacién de Harper | Diferencias finitas | Error relativo
0.3 1 0.1 0.2800 0.2800 0.0000
0.3 | 0.3 | 0.3600 0.3556 0.0122
0.4 1 0.2 | 0.5200 0.5200 0.0000
0.4 0.5 0.7300 0.7244 0.0076
0.510.6 | 1.1100 1.1078 0.0019

Tabla 6.2: Solucién de u(x,y) para diferentes valores de x y y.

Se puede observar de la tabla anterior, que los resultados obtenidos mediante este
método son aceptables, ya que el error relativo para los puntos dados es pequeno.

También se puede decir que, al elegir otros valores se sigue conservando un error
relativamente pequeno, como también si se escogiera una gran variedad de puntos, por
lo que la eficiencia del algoritmo empleado para el ejemplo dado es bueno.

En la siguiente tabla, veamos ahora el resultado obtenido mediante algoritmos
genéticos con los mismos datos usados para el de diferencias finitas.

T Y Aplicacién de Harper | Algoritmo genético | Error relativo
0.3 ] 0.1 | 0.2800 0.2820 0.0007
0.3 0.3 | 0.3600 0.3601 0.0002
0.4 | 0.2 | 0.5200 0.5203 0.0005
0.4 ] 0.5 0.7300 0.7199 0.0138
0.5 (0.6 | 1.1100 1.0339 0.0685

Tabla 6.3: Solucién de u(x,y) para diferentes valores de x y y.

De la tabla anterior, ahora podemos ver que el error relativo obtenido mediante
el método de algoritmos genéticos es aceptable, con esto tenemos que para los valores
tomados el algoritmo empleado nos da resultados favorables.

Cabe mencionar que, al tomar otros valores el algoritmo sigue manteniendo un error
pequeno teniendo asi un algoritmo eficiente para el ejemplo.
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Para una mejor visualizacién de los resultados obtenidos, a continuacién se presen-
tan las gréaficas obtenidas por los diferentes métodos numéricos asi como la del método
analitico.

Figura 6.1: Solucién de la ecuacién hiperbdlica método tradicional.

Figura 6.2: Solucién de la ecuacién hiperbdlica método algoritmos genéticos.

Tenemos que tomar en cuenta que el método de descomposiciéon de Adomian no
solo obtiene la aproximacion de la solucién considerando una tnica condicién, por lo
que a continuacién se presentan algunos ejemplos con diferentes condiciones iniciales y
de frontera.

Ejemplo 6.1.1. Resolver la ecuacion diferencial parcial
gy + 10ugy + 3uyy = 0,

con las condiciones iniciales dadas por

u(0,y) =e¥, uz(0,y) =y

Solucién. De acuerdo a las condiciones iniciales, podemos reescribir a la ecuacién
dada de la siguiente forma

1
Ugy = —g(IOuw + 3uyy). (6.7)

2 ey . <, .
Usando el operador L,, = %, podemos escribir la ecuacién anterior como

1
Lyzu = —g(louw + 3uyy). (6.8)
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Aplicando el operador inverso L} = fox fox (.)dxdx a ambos lados de la ecuacién,
obtenemos

1 €T T
u=u(x,0) + uz(x,0)z — 3 / / (10Ugz + 3ugy)dxde,
o Jo

y la solucién por el método de descomposiciéon de Adomian consiste en el siguiente
esquema

ug = e¥ + :Ey2,
1 x x
Upt1 = —/ / (10(un) gz + 3(tn)zy)dzrde,
3Jo Jo
es decir,

up = €Y + zy?,

uy = *3023/,
22(x + 10y)
U2 = ———
3
2022 (z + 5y)
U3 = ————F—
9
1002%(3z + 10y)
Ugq = ’
27

200022 (22 + 5y)

Us = ]1 )
5000022 (x + 2y)
Ug = )
243

por lo que la aproximacién sexta de la ecuaciéon dada resulta ser

U([B, y) =e’ + $y2+
2000(2 1 1 2y) 2 1
2 (y _ 20002z +5y)  100(3z +10y) . 50000z +2y)  20(z+5y) @+ Oy) |

81 27 243 9 3
O

Ahora, para el ejemplo anterior veamos los resultados obtenidos mediante los méto-
dos numéricos presentados en el capitulo 4.

Considerando valores dados, en las tablas (6.4) y (6.5), se presentan los resultados
obtenidos del ejemplo (6.1.1) por el método de diferencias finitas y algoritmos genéticos,
asi como la comparacién con los resultados analiticos obtenidos.

Para este ejemplo, se puede apreciar que para los valores dados, el error relativo
se sigue conservando pequeno, al igual que cualquier otro valor que se le sea asignado
el error serd nuevamente pequeno, con esto el algoritmo para este ejemplo también es
favorable.
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x Y Aplicacién de Harper | Diferencias finitas | Error relativo
0.0 | 0.0 | 1.0000 1.0000 0.0000
0.2 0.1 1.1029 1.1988 0.0869
0.3 0.1 1.1328 1.2895 0.1383
0.4 10.5(1.6102 1.6944 0.0522
0.5 0.6 | 1.7857 1.6078 0.0996

Tabla 6.4: Solucién de u(x,y) para diferentes valores de x y y.

T Y Aplicacién de Harper | Algoritmo genético | Error relativo
0.0 | 0.0 | 1.0000 1.0000 0.0000
0.2 0.1 1.1029 1.1075 0.0041
0.3 (0.1 1.1328 1.1086 0.0213
0.4 0.5 | 1.6102 1.7497 0.0866
0.5] 0.6 | 1.7857 1.8205 0.0194

Tabla 6.5: Solucién de u(x,y) para diferentes valores de x y y.

Ahora veamos en la siguiente tabla el resultado obtenido mediante algoritmos genéti-
cos con los mismos datos usados para el de diferencias finitas.

De los datos obtenidos, mediante el método de algoritmos genéticos podemos ver
que el algoritmo empleado es eficiente ya que esto lo podemos observar a partir del
error relativo obtenido y este error como se puede apreciar, es pequeno. Ademds, al
ocupar valores distintos a los empleados el algoritmo arroja resultados aceptables, pues
el error sigue siendo minimo.

Ahora, visualicemos los resultados obtenidos presentados en las graficas obtenidas
por los diferentes métodos numeéricos asi como la del método analitico.

Figura 6.3: Solucién de la ecuacién hiperbdlica método tradicional.
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Figura 6.4: Solucién de la ecuacién hiperbdlica método algoritmos genéticos.

Ejemplo 6.1.2. Resolver la ecuacion diferencial parcial
Uz — SUgy + 2Uyy = 0,
con las condiciones iniciales dadas por
u(z,0) =22, w(0,y) =0, wu(l,y)=1.

Solucién. De acuerdo a las condiciones iniciales, podemos reescribir a la ecuacién
dada de la siguiente forma

1
Upy = g(um + 2uy,). (6.9)
Usando el operador L., = %7 podemos escribir la ecuacién anterior como

1
Lyyu = g(um + 2uyy). (6.10)

Aplicando el operador inverso L;?} = fé’ fox(.)dxdy a ambos lados de la ecuacion,
obtenemos

I
u = u(z,0) + u(0,y) — u(0,0) + 3 / / (Upa + 2uyy)dady,
0o Jo

y la solucién por el método de descomposiciéon de Adomian consiste en el siguiente

esquema
ug = x2,
1 [Y [*
wnir =5 [ [ ((n)es + 200y,
3.Jo Jo
es decir,
Uug = 332,
2zy
Uy = ——,
L
Ug = 0,
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por lo que la solucién de la ecuacion estd dada por

2
u(z,y) = 2° + % (6.11)

6.2. Ecuacién parabdlica

Para el caso parabdlico, consideremos la EDP de Euler de segundo orden, cuyas so-
luciones analiticas mediante el método de las variables canénicas, Stephenson-Radmore
y Harper, respectivamente estan dadas por

u(@,y) = ¢y — Az) + y¥(y — Az), (6.12)
u(z,y) = 6(6) + m(©), (6.13)
u(z,y) = FyolY) - Zo(Y), (614

donde para la ecuacién (6.13) la variable £ estd dado por la ecuacién (2.67) y para la
ecuacién (6.14) la variable Y estd definida por la ecuacién (5.27).

Tomemos ahora, el ejemplo (1.2.4) de la pagina 18 y resolvamoslo por medio del
método de descomposicién de Adomian. De acuerdo a las condiciones iniciales, podemos
reescribir a la ecuacién del ejemplo (1.2.4) de la siguiente forma

Usando el operador L, = 53—;2, podemos escribir la ecuacién anterior como
Lyyu = —(tzz + 2ugy). (6.16)

Aplicando el operador inverso Ly_y1 = foy foy(.)dydy a ambos lados de la ecuacién
(6.16), obtenemos

Yy oy
u = u(z,0) + uy(x,0)y — / / (Ugz + 2ugy)dydy,
o Jo

y la solucién por el método de descomposiciéon de Adomian consiste en el siguiente
esquema

Uy = Y COS T,

Ui = — /O ’ /O " (un)en + 2(um)y)dudy,
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es decir,

Uy = Y Ccos x,

Ul:y3c6osx+y28mx’
4 (sinz ycosx 2y3 cosx
vy ( 6 120 >_ 3
5 [ cosx sinx  ycosx y*sinx
“3:_y<10 _y< 5! 7l >>_ 3
21 cos 6 2sinw cosx sinx ycosz
M=y Y ( 45 +y<210 _y< 7l ol >>>
7 (cosx sin x COS T sinx ycosx 290 sin x
u=y ( 63 _y<5o4+y(9072_y( ol 11! >>>>+ 5
g (sinw cos T sinx cos T sinx ycosx 497 cos
we =y (210 +y(1512_y<22680+y(665280_y< STRSE] ))))) T 315
por lo que la aproximacién sexta del ejemplo (1.2.4) resulta ser
7 [cosx sinx cos T sinx ycosz
ulz,y) =y < 63 _y<504+y<9072_y< 9l 11! ))))
5 [ cosx sinx ycosx ydcosz  2yPcosxz 4y’ cosx
Y ( 10 _y< 51 7l ))‘ 2 15 315
9 . yisine  2ySsinx 6 2sinw cos T sinx  ycosx
Fysmr =Ty Y < 45 +‘”(210 _y< 7l ] )))
+y <suéx y;;;gj) +ycosx
g (sinz cos T sinx cos T sinx  ycosx
Ty (210 +y(1512 _y(22680+y(665280_y( 11 13! )))))

0

Esta solucién no coincide con la aplicacién de las ecuaciones (6.12), (6.13) y (6.14).

De lo anterior, podemos observar que las soluciones mediante los distintos métodos
analiticos para el caso parabdlico varian, por lo que compararemos las soluciones para
algunos valores dados. Esto se puede observar en la Tabla 6.4.

Ahora, veamos los resultados que se obtuvieron mediante los métodos numeéricos

del capitulo 4.

En las tablas (6.5) y (6.6), se presentan soluciones de valores dados, los resultados
obtenidos del ejemplo (1.2.4) por el método de diferencias finitas y el de algoritmos
genéticos, se compararan con los resultados analiticos obtenidos.

De la tabla anterior, los resultados obtenidos mediante el método de diferencias
finitas es aceptable, aunque el error relativo para los puntos dados ya no es tan pequeno

para el ejemplo.

)
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x Y Método Adomian | Stephenson- Radmore | Aplicacién de Harper
0.1 | 0.0 | 0.0000 0.0000 0.0000
0.3 | 0.1 [ 0.0980 0.0999 0.0999
0.5 0.2 0.1911 0.1999 0.1999
0.7 10.3|0.2763 0.2999 0.2999
0.9 104 | 0.3510 0.3999 0.3999

Tabla 6.6: Solucién de u(x,y) para diferentes valores de x y y.

x Y Aplicacién de Harper | Diferencias finitas | Error relativo
0.3 ] 0.1 | 0.0999 0.0985 0.0140
0.3 0.2 | 0.1999 0.2029 0.0150
0.4 0.2 | 0.1999 0.1998 0.0005
0.4 ] 0.3 |0.2999 0.3090 0.0303
0.5 0.4 | 0.3999 0.4182 0.0457

Tabla 6.7: Solucién de u(x,y) para diferentes valores de x y y.

Se puede decir que, al elegir otros valores este error se comporta de la misma forma,
esto también sucede si se escogen mas puntos, por lo que la eficiencia del algoritmo
empleado para el ejemplo del caso parabdlico es bueno.

Ahora, veamos los resultados obtenidos para los mismos valores de la Tabla 6.5 con
el algoritmo genético.

x Y Aplicacién de Harper | Algoritmos genéticos | Error relativo
0.3 ] 0.1 | 0.0999 0.1008 0.0096
0.3 0.2 |0.1999 0.2011 0.0060
0.4 (0.2 | 0.1999 0.2014 0.0075
0.41] 0.3 | 0.2999 0.3017 0.0063
0.5 ] 0.4 | 0.3999 0.4025 0.0065

Tabla 6.8: Solucién de u(x,y) para diferentes valores de x y y.

De la tabla anterior, ahora podemos ver que el error relativo obtenido mediante
el método de algoritmos genéticos es pequeno, con esto tenemos que para los valores
tomados el algoritmo empleado nos da resultados favorables.

Cabe mencionar que, al tomar otros valores el algoritmo sigue teniendo un error
relativo significativamente pequeno teniendo asi un algoritmo eficiente para el caso pa-
rabdlico.
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Para una mejor visualizacién de los resultados obtenidos, a continuacién se presen-
tan las graficas obtenidas por los diferentes métodos numéricos asi como la del método
analitico.

Figura 6.6: Solucién de la ecuacién parabdlica método algoritmos genéticos.

A continuacién, se presentan més ejemplos del método de descomposicion de Ado-
mian aplicando diferentes condiciones iniciales y de frontera.

Ejemplo 6.2.1. Resolver la ecuacion diferencial parcial
Ugg — OUzy + Yuyy = 0,
con las condiciones iniciales dadas por
u(0,9) =1 9%  us(0,9) =0, u(l,y)=0.

Solucién. De acuerdo a las condiciones iniciales, podemos reescribir a la ecuacién
dada de la siguiente forma
Upy = OUgzy — Yyy. (6.17)

2 ey . .« .
Usando el operador L,, = 5’?, podemos escribir la ecuacién anterior como
Lzt = 6ty — Yuy,. (6.18)

Aplicando el operador inverso L} = fow f(;ﬂ (.)dzdz a ambos lados de la ecuacidn,
obtenemos

u = u(z,0) + uy(x,0)z + / / (6uzy — Yuyy)dxdz,
o Jo
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y la solucién por el método de descomposiciéon de Adomian consiste en el siguiente
esquema

es decir,
2
Ug = 1-— v,
U] = 93:2,
Uz = 07
us = 0,
U, =0,

por lo que la solucién de la ecuacién dada resulta ser
u(z,y) =922 —y® + 1. (6.19)

O

Ahora, veamos los resultados que se obtuvieron mediante los métodos numéricos
presentados en el capitulo 4.

Para esto, tomemos valores dados, los cuales se presentan en las tablas (6.2) y

(6.3), los resultados obtenidos del ejemplo (6.2.2) por el método de diferencias finitas y

algoritmos genéticos, asi como la comparacion con los resultados analiticos obtenidos.

x Y Aplicacién de Harper | Diferencias finitas | Error relativo
0.2 1 0.1 | 1.3500 0.2800 0.0000
0.3 0.1 1.8000 0.3556 0.0000
0.4 | 0.5 | 2.1900 0.5200 0.0000
0.6 | 0.5 | 3.9900 0.7244 0.0000
0.8 1 0.9 | 5.9500 1.1078 0.0000

Tabla 6.9: Solucién de u(z,y) para diferentes valores de x y y.

Para este ejemplo, se puede apreciar que para los valores dados, el error relativo se
sigue conservando pequeno, al igual que cualquier otro valor que se le sea asignado el
error serda nuevamente pequeno, con esto el algoritmo para este ejemplo es favorable.

Ahora veamos en la siguiente tabla el resultado obtenido mediante algoritmos genéti-
cos con los mismos datos usados para el de diferencias finitas.

De los datos obtenidos, mediante el método de algoritmos genéticos podemos ver
que el algoritmo empleado es eficiente ya que esto lo podemos observar a partir del
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x Y Aplicacién de Harper | Algoritmo genético | Error relativo
0.2 0.1 1.3500 1.3510 0.0007
0.3 | 0.1 | 1.8000 1.9600 0.0888
0.4 1] 0.5 2.1900 2.1600 0.0136
0.6 | 0.5 | 3.9900 4.0051 0.0037
0.8 | 0.9 | 5.9500 5.8910 0.0099

Tabla 6.10: Solucién de u(zx,y) para diferentes valores de x y y.

error relativo obtenido y este error como se puede ver, es pequeno. Ademés, al ocupar
valores distintos a los empleados el algoritmo arroja resultados aceptables, pues el error
sigue siendo minimo.

Ahora, visualicemos los resultados obtenidos presentados en las gréaficas obtenidas
por los diferentes métodos numéricos asi como la del método analitico.

Figura 6.7: Solucién

Figura 6.8: Solucién de la ecuacién parabdlica método algoritmos genéticos.

Ejemplo 6.2.2. Resolver la ecuacion diferencial parcial
Ugy — gy + duyy = 0,
con las condiciones iniciales dadas por

uw(z,0) =2Inz, uy(z,0)=2z, wu(l,y) =1
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Solucién. De acuerdo a las condiciones iniciales, podemos reescribir a la ecuacién
dada de la siguiente forma

1
Uyy = Z(*Ux;g + 4ny) (620)
Usando el operador Ly, = (%22, podemos escribir la ecuacién anterior como
1
Lyyu = Z(—um + dugy). (6.21)

Aplicando el operador inverso L;yl = fé’ foy(.)dydy a ambos lados de la ecuacion,
obtenemos

1 Yy ry
0 JO

y la solucién por el método de descomposiciéon de Adomian consiste en el siguiente
esquema

ug = 2Inx + xy,

1 Yy Y
Un+1 = 4/0 /0 (_(un):m + 4(un)zy)dydya

es decir,

ug = 21nx + xy,

1

y? (162 + 3y)
Uy = — =,
64
y*(12022 + 48xy + 5°)
uz = 3 )
1526
y5(12§x3 + 1622y + 2497:1,/2 4 %)
Uqg = — 5
8
y6(25ggg4 + 51279[:331 + 241,23/2 + 32;;343 + %)
Us = 10 )
x
yT(2482° 4 3902ty + 129000 4 3942y 4 0mS 4
Ug = — 12 5

X
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por lo que la solucién aproximada de la ecuacién dada resulta ser

64
2 3

y* (12022 + 48zy + 5y?) B y%@ + 1622y + 24# + 2

1526 28

4 3 3
yO(2B8en 4 B2 4 94522 322U 4yt /5)
210
3,2 4 5
y%% + 32()114:,/ + 1280# + 32:1:2y3 + 40% + %)
12 .

1
u(z,y) = 21nx+xy+y2(ﬁ+2) —

+

6.3. Ecuacidén eliptica

Finalmente, para el caso eliptico consideremos la EDP de Euler de segundo orden
con coeficientes constantes, cuyas soluciones analiticas mediante el método de las va-
riables candnicas, Stephenson-Radmore y Harper, estdn dadas respectivamente por las
siguientes ecuaciones

u(z,y) = o) + (), (6.22)
u(z,y) = $(€) + (), (6.23)
u(z,y) = o(Z) + (W), (6.24)

donde, para la ecuacién (6.22) la variable £ estd dada por la ecuacién § = (y —ax) +ibx,
para la ecuacién (6.23) la variable £ estd dada por la ecuacién (2.88), y finalmente para
la ecuacion (6.24), las variables Z y W estan dadas por las ecuaciones (5.33) y (5.36)
respectivamente.

Tomemos el ejemplo (1.2.6) de la pdgina 20 y resolvamoslo por medio del método de
descomposicién de Adomian. De acuerdo a las condiciones iniciales, podemos reescribir
a la ecuacion del ejemplo (1.2.6) de la siguiente forma

1

2 o] . ., .
Usando el operador Ly, = g—yg, podemos escribir la ecuacién anterior como

1

Aplicando el operador inverso L;yl = fdy foy(.)dydy a ambos lados de la ecuacion
(6.26), obtenemos

1 (Y v
u = u(z,0) + uy(x,0)y — 3 /0 /0 (Uze + 2ugy)dydy,
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y la solucién por el método de descomposiciéon de Adomian consiste en el siguiente
esquema

uy = 4ye_2x,

1 (v (v
Un+1 = _2/0 /0 ((Un)xz + 2(un)xy)dydya

es decir,
up = dye >,
= =3
3€2x

~ 8y°(y* — 10y + 20)
U2 = 15e2 ’

16yt (y? — 21y% + 126y — 210)
U= 315e2% ’

8y’ (y* — 36y° + 432y — 2016y + 3024)
v = 9835¢27 ’
. — — 169°(y® — 55y* 4+ 1100y — 9900y? + 39600y — 55440)

15592527 ’

_ 16y7(y® — 78y° + 2340y* — 34320y + 257400y% — 926640y + 1235520)

U6 = 60810752 ’

por lo que la aproximacién sexta del ejemplo (1.2.6) resulta ser

. 16y°(y° — 55y" + 1100y> — 9900y> + 39600y — 55440)  8y*(y — 3)

u(z,y) = dye™?

1559252 3e2z
1697 (y5 — 78y° 4 2340y* — 3432053 + 257400y — 926640y + 1235520)
* 6081075¢2% *
8y3(y? — 10y +20)  16y*(y3 — 21y? + 126y — 210)
15e2 3152
N 80 (y* — 36y3 + 432y% — 2016y + 3024)

2835¢e2*
U

Esta solucién no coincide con la aplicacién de las ecuaciones (6.23), (6.24) y (6.25).
Tomemos algunos nimeros en especifico para comparar las soluciones obtenidas en los
métodos analiticos con las obtenidas a partir de los métodos numéricos

Ahora, veamos los resultados que se obtuvieron mediante los métodos numeéricos
presentados en el capitulo 4.

En las tablas (6.7) y (6.8), se presentan los resultados obtenidos del ejemplo (1.2.6)
por el método de diferencias finitas y algoritmos genéticos
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x Y Método Adomian | Stephenson- Radmore | Aplicacién de Harper
0.1 | 0.0 | 0.0000 0.0000 0.0000
0.3 ] 0.1 0.2681 0.2422 0.2422
0.5 ] 0.2 | 0.4390 0.3571 0.3571
0.7 1 0.3 | 0.5392 0.3935 0.3935
0.9 |04 | 0.5885 0.3841 0.3841

Tabla 6.11: Solucién de u(zx,y) para diferentes valores de x y y.

x Y Aplicacién de Harper | Diferencias finitas | Error relativo
0.3 | 0.1 [ 0.2422 0.2416 0.0024
0.3 | 0.2 ]0.5327 0.5222 0.0197
0.4 (0.2 | 0.4361 0.4275 0.0197
0.410.3]0.7170 0.6903 0.0372
0.5 ] 0.4 [ 0.8549 0.8080 0.0548

Tabla 6.12: Solucién de u(zx,y) para diferentes valores de x y y.

Se puede observar de la tabla anterior, que los resultados obtenidos mediante este
método son aceptables, ya que el error relativo para los puntos dados es pequeno.

Al elegir otros valores el error obtenido se considera aceptable, como también si se
escogen mas puntos, por lo que la eficiencia del algoritmo empleado para el ejemplo en
el caso eliptico es bueno.

En la siguiente tabla, veamos ahora el resultado obtenido mediante algoritmos
genéticos con los mismos datos usados para el de diferencias finitas.

T Y Aplicacién de Harper | Algoritmos genéticos | Error relativo
0.3 0.1 0.2422 0.2420 0.0008
0.3 0.2 | 0.5327 0.5321 0.0011
0.4 (0.2 0.4361 0.4364 0.0006
0.41]0.3]|0.7170 0.6089 0.1507
0.5 ] 0.4 | 0.8549 0.8440 0.0127

Tabla 6.13: Solucién de u(x,y) para diferentes valores de x y y.

De la tabla anterior, ahora podemos ver que el error relativo obtenido mediante
el método de algoritmos genéticos es pequeno, con esto tenemos que para los valores
tomados el algoritmo empleado nos da resultados favorables.

Cabe mencionar que, al tomar otros valores el algoritmo sigue teniendo un error
relativo significativamente pequeno teniendo asi un algoritmo eficiente para el caso hi-




118 Resultados Analiticos y Numéricos

perbdlico.

Para una mejor visualizacion de los resultados obtenidos, a continuacién se presen-
tan las graficas obtenidas por los diferentes métodos numéricos asi como la del método
analitico.

Figura 6.10: Solucién de la ecuacién eliptica método algoritmos genéticos.




Conclusiones

A pesar de no contar con mucha literatura acerca de los métodos mencionados en
los capitulos 2 y 3, por ser métodos no convencionales, se pudo lograr el desarrollo de
soluciones para las EDP’s de Euler de segundo orden con coeficientes constantes, de
tipo hiperbdlico, parabdlico y eliptico. Siendo esto, una aportaciéon de este trabajo de
tesis consistiendo en presentar con detalle cada uno de estos métodos, y que posterior-
mente son aplicados para la obtenciéon de soluciones.

Las EDP’s resulta ser en muchas ocasiones dificiles de resolver, por lo que el pro-
poner nuevos métodos para resolverlas y que sean de facil implementacion, nos abre un
amplio panorama para la aplicaciéon de las EDP’s en diversos problemas de ingenierias
y ciencias, adquiriendo con esto un interés peculiar por ellos.

Una de las principales contribuciones de este trabajo de tesis, y que no se puede
encontrar en la literatura, es la obtencion de soluciones de la ecuaciéon de Euler con
coeficientes constantes del tipo hiperbdlico, parabdlico y eliptico, sin hacer uso de los
métodos clasicos y tampoco de los métodos sofisticados que generalmente suelen ser tan
complicados. Es necesario hacer mencién que las soluciones fueron obtenidas mediante
la aplicacién del método de J. Harper, las cuales son detalladas en el capitulo 5.

Podemos mencionar que, al aplicar las condiciones iniciales y de frontrera a las solu-
ciones obtenidas mediante el método propuesto, se llega a que el resultado es el mismo
que el que proponen otros autores. Esto prueba la efectividad del método, aunado con
la, comparacion de resultados mediante los métodos de aproximacion.
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Al aplicar los métodos numéricos a la ecuacién de Euler con coeficientes constantes,
pudimos observar que de los resultados obtenidos las dos técnicas empleadas son capaces
de obtener valores adecuados, es decir, ambos métodos acercan a la solucién analitica
propuesta por los métodos tradicionales y las soluciones propuestas por Stephenson-
Radmore, sin embargo la mas eficiente para resolver el problema planteado es el de
diferencias finitas puesto que el tiempo del cdlculo es mucho menor. Esto es debido a la
forma que presenta la funcién de error, la cual hace que el algoritmo genético presente
problemas de convergencia prematura.

Por otro lado, el método de descomposicién de Adomian resulta ser complicado si
las condiciones iniciales y de frontera son diferentes a las ocupadas en el desarrollo de
este trabajo de tesis, ya que estas condiciones dependen de la funcién de Green, y en
la mayoria de los casos no es facil aplicarlo.

Podemos decir, que este trabajo de tesis se puede considerar como una base para
abordar nuevos métodos de solucién para las EDP’s. Por ejemplo, ahora estamos en
condiciones de empezar a analizar la ecuacion de Euler para coeficientes no constantes,
siendo esto una posible continuacion de este trabajo.




Apéndice A

Definiciones y tipos de soluciones

Definicién 1. Una funcién en el conjunto de las funciones continuas C? que satisface
una EDP de orden dos, le llamaremos solucion cldsica.

Definicion 2. Llamaremos solucion completa o integral de la EDP de primer orden
F(x,y,u,uq,uy) =0, (1)
a toda relacién con la ecuacion

f('r7y7 u? CL?b) = 07 (2)

entre las variables x,y,u que contenga dos constantes arbitrarias a, b y que sea una
solucién de la EDP (1).

Definiciéon 3. Una funcién se dice que es suave si todas sus derivadas existen y son
continuas.

Definicion 4. Una solucién que no es diferenciable en todas partes se llama solucion
débil.

Definicién 5. Se dice que f(h) es de orden g(h) cuando h — 0y h # 0, se denotara por
f(h) = O(g(h)), si existen nimeros reales M > 0y k > 0 tales que,
F(B)] < Mlg(h)], siempre que |h] < k.

El error de truncamiento suele asociarse también con la convergencia (o la veloci-
dad de convergencia), que suele representarse como O(n) (generalmente, como O(h")),
siendo n el parametro que determina la velocidad o la convergencia.
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Definicién 6. Se llama derivada direccional de la funcién u = f(x,y) en el punto
P(xz,y) en el sentido del vector 77 = cos fi +sin #; al siguiente limite, si existe y es finito

v S+ ) = F(P)
t—0 t

3)

donde t es la magnitud del vector 7.

Definicién 7. Una onda de choque es una curva en la cual, la solucién u(z,y)

presenta una discontinuidad.

Definiciéon 8. Se dice que es una regién S es convexa si toda linea recta que une
cualquier par de puntos de la region estd completamente contenida en S.




Apéndice B

Método de Charpit [16]

Sea la EDP de primer orden de dos variables independientes z y y dada por
F($7y7u7p7Q) =0, (4)

donde p = u,; y ¢ = uy. Sea u = u(z,y) la superficie integral de la ecuacién (4),
derivando la identidad (4) con respecto a = y a y, obtenemos

0 0
Fx+pFu+FP£+FQ£:O’
0 0
Fy+un+FpéT§+ qa—Z:O,
o _ : 9q __ Op
donde p = u, y ¢ = uy, o bien, como 9z = oy’

Fy+pF, + gt + F, 22 =0,

Jq oq __ (5)
Las ecuaciones caracteristicas para el sistema de ecuaciones (5), tiene la forma de
la ecuacién (1.8) (véase la pag. 3)

dj dy 7 dp _ dq _
Fp_Fq Fx+pFu_ Fy+un_

dt (6)
Por otro lado, como w esta relacionada con p y ¢ mediante la ecuacién

du = pdx + qdy, (7)
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entonces d d d
U X Y
— =p— — = pF; F,
o bien p
U
— = dt, 8
pEy + qky ®)

lo cual nos da la posibilidad de aumentar el sistema (6) con una ecuacién maés.
De esta manera, bajo la hipétesis de que u = u(z,y) es solucién de la ecuacién (4),
se llega al siguiente sistema de ecuaciones

dx @ B dp dq du

FE, F, F.+pF., F,+qF, pF,+qF,

dt. (9)

De las ecuaciones (7) y (9) se puede hallar las funciones z = z(t), y = y(t), u = u(t),
p = p(t) y ¢ = q(t), es decir, se puede hallar las curvas x = z(t), y = y(t), u = u(t)
llamadas caracteristicas, y determinar en cada punto de la caracteristica los niimeros
p=p(t) y ¢ = q(t) que proporcionan la direccién de plano

U—-u=pX—-z)+q —y).

Con lo anterior podemos observar que las variables p = u, y ¢ = u, verifican
cierta ecuacién cuasilineal, y por tanto, (4) puede resolverse por el método de las
caracteristicas.




Apéndice C

Soluciones fundamentales de la ecuacion de calor

Consideremos los siguientes problemas de frontera y valor inicial para la ecuacién
de calor

1. Problema de valor inicial en (—o0, 00)

up = kgy, —00<x<00,0<t<00

u(z,0) = g().
La solucién de este problema estd dada por

u(z,t) = \/ﬁ/z exp (—W)g(y)dy-

2. Problema de valor inicial en (0,00) con condiciones homogéneas de limite de

Dirichlet
up = ktgy, —00<1x<00,0<t<00
u(z,0) = g(z),
u(0,t) =0,

La solucién para este caso, es

w(,t) = @ /OOO <exp (-W) ~ exp (‘W)) o(y)dy.
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3. Problema de valor inicial en (0,00) con condiciones homogéneas de limite de
Neumann

U = ktgy, 0<zr<00,0<t<00

u(z,0) = g(x),
u,(0,t) =0,

Su solucién, esta dada por

w(z, t) = \/& /OOO <exp (-W) ~ exp (-“"’ka)?» o(y)dy.

4. Problema en (0, 00) con condiciones iniciales homogéneas y no homogéneas de las
condiciones de limite de Dirichlet

up = ktgr, 0<x<00,0<t <00
u(x,0) =0,
u(0,t) = h(t).

Tiene por solucion la siguiente funcién

x2

o= [ o (i

>h(s)ds. Vo >0
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