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Introduccion

En 1854, el matematico ruso P. L Chebyshev, en su libro “Théorie des
mécanismes connus sous le nom de parallélogrammes”, sienta las bases de la
Teoria de Aproximacion para que ésta sea considerada como una rama de las
matematicas, ésto lo hace mediante la formulacion del siguiente problema:
Dada una funcién continua f, encontrar un polinomio de grado fijo, tal que
el maximo de su desviacién de f en un intervalo dado, sea mas pequeno que
el de los otros polinomios del mismo grado.

La idea fundamental tras la Teoria de Aproximacion es la de reemplazar
un objeto de estudio por uno mas facil de manipular. Por ejemplo, se conocen
funciones con expresiones muy simples, como es el caso de f(x) = e‘CQ, para
las cuales no se tienen expresiones exactas para calcular sus integrales. La
Teoria de Aproximacién proporciona métodos para encontrar polinomios (u
otros objetos) muy parecidos a las funciones dadas con los cuales se puede
obtener, de forma aproximada, el valor de dicha integral.

El desarrollo posterior de la aproximacion de funciones se vio influido
por un importante descubrimiento matematico hecho a finales del siglo XIX
por el matemédtico aleman Weierstrass, quien demostré con absoluto rigor
la posibilidad de aproximar una funcién continua arbitraria, con cualquier
grado de exactitud, mediante un polinomio algebraico [7].

Las ideas de Chebyshev y el teorema de Weierstrass jugaron un papel im-
portante para sentar las bases de la actual Teoria de Aproximacién, la cual
considera problemas similares tanto en espacios normados como métricos.

En los tultimos anos se han desarrollado nuevas técnicas que permiten
ampliar las investigaciones por un lado, y por otro obligan a replantearse
problemas ya conocidos. Tal es el caso del siguiente resultado clasico, debido
a Chebyshev: “ Dada una funcién real continua no trivial sobre un intervalo
real [a, b], el polinomio algebraico de grado a lo sumo n, que mejor aproxima
a la funcién, se caracteriza por alternar sus valores maximos y minimos, en
n + 2 puntos consecutivos del intervalo de definicién 7, el cual ha sido gene-
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ralizado en varias direcciones como se muestra en [3], [8], [12], [14] y [15].

Para obtener tales tipos de afirmaciones se requiere contar previamente
con resultados que aseguren la existencia y unicidad del polinomio que mejor
aproxima.

A partir de los anos 50 del siglo pasado, se hizo evidente que era nece-
sario trabajar con clases de funciones mas generales que los polinomios, lo
que condujo al estudio de los llamados sistemas de Chebyshev.

En el presente trabajo, se analizan problemas relacionados con la apro-
ximacioén con restricciones tanto para polinomios algebraicos como para sis-
temas de Chebyshev (polinomios generalizados), tales como lo son la exis-
tencia, caracterizacién y unicidad del mejor aproximante.

Para presentar los resultados obtenidos, hemos dividido esta tesis en tres
capitulos distribuidos de la siguiente manera:

En el primer capitulo se desarrollan resultados referentes a la aproxi-
macion polinomial uniforme, considerando la clase de los polinomios de grado
menor o igual a n.

El segundo capitulo, esta destinado a la aproximacién con restricciones
para el caso en el que la clase de aproximaciones son los polinomios alge-
braicos de grado menor o igual a n, cabe mencionar que las condiciones
adicionales que se le han pedido a estos polinomios es que su rango esté res-
tringido.

En el tercer capitulo, se encuentran los resultados principales, es decir,
hacemos el planteamiento del problema de aproximacion con restricciones,
usando ahora sistemas de Chebyshev, obteniendo resultados andlogos a los
expuestos en el capitulo anterior para polinomios.

Por tultimo, se presentan las conclusiones derivadas de los capitulos ante-
riores.




Capitulo 1

Aproximacion polinomial
uniforme

1.1. Existencia del mejor aproximante

En este capitulo nos enfocaremos al desarrollo de resultados referentes a la
mejor aproximacién (o mejor aproximante) polinomial en la norma uniforme,
tales como la existencia, unicidad y caracterizacién.

Definicién 1.1.1. Sea V un espacio lineal sobre R. Llamamos norma a una
funcién
|- 1: vV —RTu{o},
que cumple con las siguientes condiciones:
Dados w,v € V, A € R arbitrarios.

(1)  ||v||=0siysdlosiv=0.
(i) | Avll= ALl (1.1)
(ti) [[v+w||[<||v] +||w] (la desigualdad del tridngulo).

La norma da una nocién de distancia en V. Si w,v € V, entonces la
distancia de w aves || v —w |

Teorema 1.1.2. (Existencia del mejor aproximante) Si V' es un espacio lineal
normado y W un subespacio de V' de dimension finita, entonces dado v € V,
existe w* € W tal que

[v—w" [<[Jv—w]

para todo w € W.
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Demostracion. Sea v € V. Supongamos que W tiene dimension k y que
{wy,wy, ..., wy} es una base para W. Probaremos que la funcién f : RF — R
definida por

f(/\l, /\2, ey )\k) :H v — ()\121)1 + )\ng + s + )\kwk) || (]_2)
tiene un minimo sobre R,

Veamos primero que la funcion f es continua.
Por equivalencia de normas, dados X, X' € R*

A=A flmaa< e[| A=A l2,
donde ¢ > 0, || - ||2 es la norma euclidiana y || - ||;ma. €s la norma del maximo.

Sea e > 0, A € R*. Haciendo § = —5—, tenemos que para toda \' € R*,
e 3 llwill
i=1

si || N —=A|2a< 0, entonces || N — A ||mar< ——,

l[ws]|
i=1

es decir .
|)\;—/\i|<k—7 1=1,2,...,k;

2 il
i=1

luego

Xl 41X =gl a4+ X~ Ml ael] < (Dmn)
5 ]

y como
[fON) = fFO] =1l v = (Nwr + Awz + -+ Nwy) || —
— || v — ()\1101 —|— )\ng + - —f- )\kwk) |||
< N = Aalflwn || + A5 — Azlllwzll + o AL = Al llwg|
entonces

V) = F(N)] <e

Con esto, queda demostrada la continuidad de f.
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De igual forma la funcién h : R¥ — R definida por
h()\l, )\2, R ,)\k) :H )\1w1 + )\2w2 + -+ )\kwk H

es continua.

Consideremos la superficie esférica:
S={(An A, ) ERF N+ X34+ N =1} (1.3)

Tenemos que S es cerrada y acotada, por tanto h alcanza su minimo
m aqui. Este valor minimo, m, es positivo. Para ver ésto, observemos que

si h(A}, A5, ..., Af) = m, entonces m > 0. Supongamos que m = 0 en-
tonces || Njwy + Awg + -+ + Mwg ||= 0, lo cual por (1.1), se sigue que
ANjwy + Aswe + - -+ Mwy, = 0. Como wy, wa, ..., wy, son linealmente indepen-
dientes, concluimos que A\] = A5 = --- = \; = 0, contradiciendo (1.3). De

donde m > 0.

Para (Ap, Mg, ..., \x) € RF —{0}, consideremos r = (A2 4+ X2+ - -4+ A\2)1/2,
luego, se tiene

1
;()\la)\Qa"‘7Ak’)€S y

A A A
A, Aay oo k) =1 || (71101+72w2+~--+7kwk) I,

asi que

h()\l, )\2, R ,)\k) > mr.

Mas aun,

FO A2, A) =[l v = (Mwn + Aaws + -+ -+ Ngwy) ||

> Aqwy + Agwg + -+ Mwy || — || v ||
> mr— || vl

Hagamos

1
p=inf f()) v g Lot vl
AERF m
k

Si > A2 > d?, entonces f(A, Ag,..., \x) >md— || v]=1+p > p, por tanto
i=1

el minimo de f sobre R* es igual al minimo de f sobre

k
A= {(Al,)\g,,/\k)ERkZ)\?SdQ}
i=1
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Como [ es una funcién continua de (A1, A, ..., Ax), entonces f alcanza su
minimo en A.

O

Definicion 1.1.3. Un elemento w* que cumple con las condiciones del teo-
rema 1.1.2 es llamado mejor aproximacién (o mejor aproximante) a v en

w.

En lo que resta, denotaremos el espacio vectorial de las funciones conti-
nuas sobre un intervalo cerrado [a, b] por Cla, b]. Asimismo, denotaremos por
R, [z] al espacio de polinomios de grado menor o igual a n con coeficientes
reales.

Teniendo en consideracion lo anterior, se tiene que el teorema 1.1.2 ase-
gura que, dada f € Cla, b], existe un polinomio p: € R, [z] tal que

| f=p:lI<I| f—p]l, paratodopeR,[z],

donde || - || es la norma uniforme sobre el intervalo [a, b], ésto es,
loll = s o(x)], g € Cla. (1.4
Denotaremos como FE,(f;[a,b]) = E,(f) =|| f—pZ || al error cometido al

aproximar f por elementos de R, [z].
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1.2. Caracterizacion del mejor aproximante
(Teorema de Chebyshev)

Entramos ahora al estudio de las propiedades de los polinomios p} € R,,[z]
de mejor aproximacion a una funcién continua dada f sobre el intervalo [a, b].

Sea e = f — pj; tenemos [le] = By (f; [a, b]).

Definicién 1.2.1. Un conjunto de k£ + 1 puntos distintos xg,...,xr que
satisfacen a < g < 11 < -+ < 21 < 7 < b es llamado un conjunto
alternante para la funciéon de error f — p,, si

[f(2;) = pn(z))] = =[f(2js1) = pulzjrd)l, G=0,1,... k=1

Teorema 1.2.2. Sea f € Cla,b]; pi € R,[z] es un mejor aproximante para
f sobre [a,b] siy sblo si existe un conjunto alternante para e = f — p} de
n + 2 puntos.

(1.5)

Demostracién. Supongamos que g, 1, . .., T,y1 forman un conjunto alter-
nante para f—p; . Se mostrard que p} es un mejor aproximante. Supongamos
que no lo es, entonces existe ¢, € R,[z] tal que

I =an 1<l =P Il (1.6)

en particular, como xg, x1, ..., ,+1 forman un conjunto alternante, entonces

[F(25) = qu()| <[ f = o [I= 1 (25) = puley)l, 7 =0,1,...,n+1. (1.7)

Se tiene que (1.7) y (1.5) implican que la diferencia
[ () = pn(25)] = [f(25) = gn ()] (1.8)

alterna de signo cuando j va de 0 a n 4+ 1. Veamos coémo sucede ésto, supon-
gamos que para j = 0, f(z;)—p}(z;) > 0, entonces debido a (1.7) la diferencia
(1.8) es mayor que cero, después para j = 1, f(x;) — pi(x;) < 0 por (1.5), y
una vez mas por (1.7) la diferencia (1.8) es menor que cero, esta alternancia
se va presentando hasta j = n + 1. La alternancia de signos se presenta de
manera similar cuando f(x;) — p}(z;) < 0 para j = 0. Ahora bien,

Lf(z5) = pp(@5)] = [f(25) = @u(x5)] = qu(z;) — Pp(25).
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Asi que g, — p € R,[z] tiene un cero en cada intervalo de la forma
(zj,2j41), j=0,1,...,n para un total de n+1 ceros, luego g, — p;, debe ser
el polinomio cero, lo cual implica que ¢, = p’. Esto contradice (1.6), por lo
tanto p; es un mejor aproximante.

Reciprocamente, supongamos que p; € R,[z] es un mejor aproximante

para f.
Hagamos

p=Ilf—o;l

y seleccionemos € > 0 suficientemente pequeno de tal manera que

T1 — To| < €, implique
| | <, impliq

p

N | —

|e(1) = e(2)| <

para x1,x2 € [a,b], esto es posible por la continuidad uniforme de la funcién
de error e (e es una funcién continua sobre un intervalo cerrado).

Dividamos [a, b] en intervalos cerrados consecutivos de longitud menor o
igual a e. Denotemos por Iy, 1, ..., I, a los intervalos en los cuales |e(z)|
alcanza su maximo valor. Como e puede variar a lo més % p en cualquiera de
estos intervalos, entonces

1 ) 1
e(x)>=-p 6 elxr)<—=
en Il,[g, .. '7[m-
Consideremos la sucesion uq, us, .. ., u,, formada por valores 1 6 —1 de
acuerdo al signo que presente e sobre los intervalos I, I, ..., I,,, por ejem-
plo, si e toma el valor —p sobre I; entonces u; = —1.

Debemos demostrar que en esta sucesion se presentan al menos n + 1
cambios de signo, con lo cual podemos formar un conjunto alternante para
e = f—p; de al menos n+2 puntos. Haremos ésto mostrando que si hubieran
menos de n + 1 cambios, podriamos encontrar un polinomio para el cual el
error es menor que p.
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Siu; = us = -+ = u, sumando una constante apropiada a p; obten-
driamos una mejor aproximacién, para ver ésto supongamos que u; = 1,
i=1,2,...,m, es decir, e(x) > —p sobre todo [a, b]; entonces
. M
i e(z) > —p,

hagamos

+M

=2 0.
2

Tomando ¢, = pl + ¢, f(z) — gu(x) = f(x) — pi(x) — c = e(x) — c se tiene

—(p—c)=c—p=M—c<e(x)—c<p—c,

por tanto | f — ¢, ||= p — ¢. Lo que significa que ¢, es mejor que p; al
aproximar f. El caso u; = —1 se establece de manera similar.
Agrupemos entonces los intervalos consecutivos I, Is, ..., I, en grupos
donde el signo de las u;, 1 = 1,2,...,m sea el mismo:
Grupo 1{I}, I5,...,1;,} primer signo
Grupo 2 {141, Lj 42, .-, 1, } segundo signo
Grupo 3 {41, Ljy42, - L3} primer signo (1.9)

GI‘llpO k {Ijk—ﬁ‘l? Ijk71+27 ey ]jk = Im}

Este esquema muestra k — 1 cambios de signo, supongamos entonces que
se presentan menos de n + 1 cambios, es decir,

k—1<n+1.

Consideremos los intervalos I, I}, 1. Estos intervalos son disjuntos pues
para uno de ellos ¢(x) > 3p y para el otro e(z) < —1p. Por tanto, podemos
encontrar un x; que cumpla:

s<x3 <t paratodose€l; yte . (1.10)
De igual manera existen xo, ..., x;_1 tales que

s<wy<t paratodosel;,ytel,n
: (1.11)
s<ap-1 <t paratodosel; ,ytel;, i1
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Hagamos
q(z) = (11 — ) (r2 — 2) - (TR — T).
Como k—1<n+1, k—1 < n luego q € R,[z|. Las raices del polinomio

g son los valores x;, los cuales no pertenecen a ninguno de los intervalos
L, L. .. 1,.

Supongamos que la funcién e toma el valor p sobre I;, por construccién
e tomard este valor sobre el grupo 1 de intervalos en (1.9), sobre el grupo 2
tomara entonces el valor —p y asi alternadamente. Ahora bien, sobre el primer
grupo de intervalos en (1.9) el valor de ¢(z) = (1 — x)(z2 — ) - - - (X1 — )
es positivo, pues en vista de (1.10) el valor de todos sus factores es positivo.
Sobre el segundo grupo el valor de g es negativo pues Unicamente su primer
factor es negativo (debido a (1.10)) y los restantes positivos (por (1.11)),
sobre el tercero el valor de ¢ es positivo ya que el valor de sus primeros dos
factores es negativo y del resto positivo, asi sucesivamente se presenta la al-
ternancia de signo en q.

Observamos entonces que las evaluaciones de e y ¢ coinciden en signo
sobre los intervalos Iy, I, ..., I,. Cuando e toma el valor de —p sobre I,
multiplicando ¢ por —1 se tiene el mismo resultado.

Sea T =[a,b] — [ — I — -+ — Ly;

/ o
méx [e(x)| = p" < p,

supongamos que ||q|| = M y que A > 0 se escoge tan pequeno como se
requiera para hacer vélida la desigualdad

AM < min(p — p/, g)

Mostraremos que p = Aq + p. € R, [z] aparece como mejor aproximante
para f, en lugar de pJ.

Si z € T entonces
|f(x) = p()] = |e(z) — Aq(z)] < |e(x)] + Alg(x)| < p' +AM < p. (1.12)

Por otro lado, si ¢ T entonces x € I; para algin j entre 1 y m,

aqui e(z) y Ag(z) tienen el mismo signo, y |e(z)] > § > AM > |Aq(z)|,
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asi tenemos
[f(x) — p(x)| = |e(z) — Aq(z)| = |e(z)] = Alg(x)] < p—|Aq(2)] < p
que junto con (1.12) implican
I =pll<p=If=pul

lo cual es una contradiccion, por lo tanto k—1 > n+1, con lo que el teorema

queda demostrado.
m
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1.3. Unicidad del mejor aproximante

Una vez que tenemos los teoremas previos, es decir, el de existencia y el
de caracterizacion, lo que resta es contar con un resultado que nos asegure
la unicidad del mejor aproximante.

Teorema 1.3.1. Si p} es una mejor aproximacién a f € Cfa,b] en norma
uniforme, f ¢ R,[x], entonces p! es tnico; ésto es, si p € R, [x] y p # p?,

[ f=pl=If=pil
Demostracién. Supongamos que p € R, [z] es también un mejor aproxi-
mante para f, entonces || f —p ||=|| f— 1} |= E.(f) ¥y

_ptp,
2
es también un mejor aproximante para f, pues

Eu(f) S f=all=l f =23 =l 3(f = p) + 5(F = p) |

<sUf=pl+I1f=pil)=Ealf)
Sea g, x1, ..., T,y1 un conjunto alternante para f—gq, entonces para algin
entero [,

fla;) —qlz;) = f(xj);l’(l‘j) + f(xj);pi(ﬂ?j)

= (_1)l+jEn<f)? j:O717"'an+17
o bien,
flag) = plag) + fx) = pplz;) = 2= E(f), j=0,1,....n+1
lo cual implica que

Fzj) = plxj) = f(2)) = pi(2;) = (D) EL(f), 5=0,1,....n+1,
pues
[f(2) = p(zp)] < Eu(f) vy 1f(x5) = pules)] < Eu(f),
asi obtenemos
p(zj) =pn(z;) 7=01,2... ,n+1,
luego
P = Dn-
Por lo tanto p; es tnico. ]




Capitulo 2

Aproximacion polinomial con
restricciones

2.1. Conceptos preliminares

En este capitulo nos enfocaremos al estudio de la aproximaciéon con res-
tricciones, es decir, a la mejor aproximacion se le pediran condiciones adi-
cionales. Para ser mas precisos, la aproximacion se hara mediante polinomios
y la condicién adicional que se le pedira a la mejor aproximacion es que su
rango esté restringido.

Definicién 2.1.1. Sea X C R, donde R denota a los niimeros reales y X es
compacto. Se dice que W : X x R — R, es una funcién de peso generalizada
si

(a) sgn W(x,y) = sgny (en particular, W(z,0) = 0),
(b) W es continua,

(c) Para cada xz € X, W es una funcién monétona estrictamente creciente

con respecto a y, con ‘ llim W (z,y)| = oco.
y|—o0
(2.1)

Algunos ejemplos de funciones de peso generalizadas que son de interés
para problemas de aproximacién son los siguientes:

(1) W(z,y) =y.

11
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(2) W(zx,y) = |f(ym)|, donde f es una funcién de valores reales, con f(z) # 0
para toda r € X.

2 .
oy st y>0,
® W ={ 1 %120

En donde los errores correspondientes a las funciones de peso (1) y (2) se
reducen a los casos del error uniforme (o de Chebyshev) y el error relativo,
respectivamente.

En lo sucesivo, denotaremos con L (conjunto de aproximantes) a un sub-

conjunto no vacio del conjunto de todas las funciones reales definidas sobre
X.

Definicién 2.1.2. Sea P € R,,[z] y f una funcién de valores reales definida
sobre X. Se dice que P es una aproximacién a f con respecto a la funcion
de peso generalizada W, si

sup [Wz, f(z) = P(x)]| < oc.
zeX
Observaciéon 2.1.3. Si en la definicién, 2.1.2 consideramos que
= las funciones f, Py W son continuas,
= X C R compacto,

entonces se obtine sup |Wlz, f(z) — P(z)]| < oo, es decir, simpre podemos
zeX

asegurar la existencia de una aproximacion a f.

Definicion 2.1.4. Sea f una funcién de valores reales definida sobre X, se

dice que h € L es una mejor aproximacién (o mejor aproximante) genera-
lizada a f con respecto a W'y L si

sup [Wlz, f(x) — h(z)]| < inf sup [Wz, f(z) — g(2)]]. (2.2)

zeX 9€L zeXx
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En el caso en el que L = R, [z] y f es una funcién continua, se muestra en
[10] que la mejor aproximacion existe y es tinica. Ademés, se da un algorit-
mo con el cual podemos encontrar la mejor aproximacion generalizada con
el apoyo de una computadora. Cuando X = [a,b] y W (z,y) = y se obtiene
el teorema de Chebyshev, estudiado en el capitulo 1.

Como hemos mencionado anteriormente, en el presente trabajo, se abor-
dara el tema referente a aproximaciones con rango restringido, esto es, para
u y | dos funciones continuas de valores reales dadas y definidas sobre X,
tales que u(z) > [(x) para todo z € X, definimos a R [z] de la siguiente
manera:

Ry [z] ={P € R,[z] : I(z) < P(z) < wu(z) para todox € X}. (2.3)

Donde u y [ se eligen de tal manera que se puede garantizar que R [x] # @.
Sea W una funcién de peso generalizada, consideraremos ahora (2.2) cuando
L = R} [z] y f es una funcién continua para la cual se cumple que I(z) <
f(@) <ufx).

Notemos que las funciones u y [ se pueden manipular, con lo que pode-
mos cambiar la clase R*[z] de aproximaciones polinomiales. Por ejemplo, si
u(x) = M, donde M es lo suficientemente grande y I(z) = f(z), tendremos
aproximaciones unilaterales a f.

También, cabe mencionar, que si X es un intervalo cerrado y acotado, y
definimos las funciones u y [ de la siguiente forma:

u(r) =sup f(y) v l(z) = inf f(y).

yeX yeX
1 /// — -
, ¥ ™
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Figura 2.1: Ejemplo de grafica de las funciones f, u y (.
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entonces, podemos aproximarnos a f mediante polinomios cuyos rangos
estén contenidos en el rango de f.




2.2 Existencia del mejor aproximante
generalizado a f 15

2.2. Existencia del mejor aproximante
generalizado a f

Se abordaré ahora el tema referente a la existencia de una mejor aproxi-
macién generalizada, por lo que en esta seccion y en lo que resta del capitulo,
asumiremos lo siguiente

(i) f es una funcién real continua definida sobre X,
(i) L = R}[x],
(iii) W* es una funcidén real de peso generalizada y

(iv) X C R compacto.

Antes de enunciar el teorema de existencia de una mejor aproximacion a la
funcién f con respecto a W* y R*[z], citaremos el siguiente teorema tomado
de [9], asimismo, enunciaremos un lema, ya que en ellos nos apoyaremos para
poder asegurar la existencia de una mejor aproximacién.

Cabe mencionar también, que consideraremos que [(x) < f(x) < u(z).

Teorema 2.2.1. Si W(x,y) satisface las siguientes condiciones
(a) Para cada z € X, W(z,y) es una funcién monétona no decreciente de
Y,
(b) sgn W(z,y) = sgn y para todo (z,y),
(¢) lm |W(z,y)| = oo para cada z,

ly|—o0

(d) paracadaz € X yt#0, lim W(z,y) = W(x,t),

y—t, [y|<|t|

y existe una aproximacién a f en R,[z]; entonces existe una mejor aproxi-
macién generalizada a f con respecto a Wy R, [z].

Lema 2.2.2. Si W* es una funcién de peso generalizada y definimos a
W:X xR — [—00,00] de la siguiente manera

+oo  si y > f(x) —I(x),
Wiz, y) = § Wiz,y) si l(z) < fz) —y < ul(z), (2.4)
—o00  si y < f(x) —u(z).

entonces W satisface las condiciones del teorema (2.2.1).
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Demostraciéon. Antes de iniciar con la prueba, se muestra una figura en la
cual se puede apreciar las regiones de evaluacion de W.

R _— T F-l
r :-h:"-..\__:____'___,:-"':-_ o J— _\-.H:" —
! \«%Hu
ol
1 1 1 1 1 1 1 1 1 L 1 1
0.z 0.4 0.6 0.3 1.0
[ T —
i
[ e
-4k - - ~ ~
L __,.:—"'-n- . - _l'-._\__\--\-\- ---___ ;
L= - — . _____'_,.o-

Figura 2.2: Gréfica de las regiones de evaluacion de W.
Notemos, que para y = 0, W (z,0) = 0 puesto que f cumple con
[(z) < f(x) <u(z), olo que eslo mismo,

l(z) < f(x) =0 <wu(x) para cadaz € X,

con lo que se tiene que W(x,0) = W*(x,0), luego, como W* es una funcién
de peso generalizada, W*(z,0) = 0.

Probemos (a).
Sean y;, y» € R tales que y; < ys, luego, se tienen los siguientes casos:

1. Para
Yo > f(.’]?) - l(l’),

se cumple que
W(.T, y2> = 100,

para toda x € X, de donde se sigue que

W(l’, yl) S W(ZL‘, y2)'
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2. Para
lz) < f(@) —y2 < u(z)

se tiene que, W(z,y2) = W*(z,y2). Como y; < yo < f(z) — (),
entonces se tienen los siguientes dos casos referentes a y;:

e Sil(z) < f(x)—y1 < u(x), entonces W(z,y;) = W*(z,y1), ademés
W(x,y2) = W*(x,y2) y como W* es estrictamente mondtona, en-
tonces dado que y; < yo, se sigue que W*(x,y;) < W*(x,y,). Por
lo tanto W (z,y1) < W(x,ys).

e Siy < f(z) — u(z), entonces W(x,y;) = —o0, de donde se sigue
que W(xayl) < W(xayQ)

3. Por ultimo, yo < f(x)—u(x), implicay; < f(z)—u(z). En consecuencia,

W(z,y1) = —o00 = W(x,ys).

Luego, de todo lo anterior, se sigue que W(z,y;) < W(x,y2) con lo que
W (z,y) es una funcién mondtona no decreciente de y.

Probemos (b).
Al igual que en (a), la prueba se hard por casos:

1. Supongamos que

y > f(x) — ().

Como I(z) < f(x) < u(x), entonces 0 < f(z) — l(x). De donde

y> f(z) —U(x) 20 y sgn W(z,y) = sgn (+00) = sgn y.
2. Supongamos ahora que
l(z) < f(z) —y < u(z),

luego
W(z,y) = W(z,y)

y como W* es una funciéon de peso generalizada, obtenemos

sgn W(z,y) = sgn W*(z,y) = sgn y.
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3. Supongamos que
y< f(.il?) - U(.’I?),

entonces W (z,y) = —oo.

Por otro lado, como
l(z) < f(z) < ufx),

entonces y < f(z) — u(z) < 0. Por lo tanto

sgn W(z,y) = sgn (—o0) = sgn y.

Asi,
sgn W(z,y) = sgn y; para todo (x,y).

Probemos (c)

1. Si
y — 400,

entonces existe y; € R, digamos, y; = f(z) — l(z) tal que si y > yy,
entonces y > f(x) — [(x), de donde se sigue que

lim W(z,y) = +o0

Yy—o

2. Por ultimo, si
Yy — =00,

entonces existe yo € R, digamos yo = f(x) — u(x), tal que si y < ys,
entonces y < f(z) — u(z), de donde se sigue que

lim W(z,y) = —o0.

Yy——00

Con lo que
lim |[W(z,y)| = oo.
|yl —o0
Por ultimo, probemos (d).
Para la demostracion de este inciso, tomaremos en cuenta los siguientes
casos
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1. Supongamos que t > f(x) — I(z). Como I(z) < f(x) para cada z € X,
se sigue que t > 0.

Tomemos N, =t — (f(z) — l(z)) y § = %=
Seay € X tal que [y —t| <dyy <t conloquet—y<d,obien

t—y<20—96
luego, N
t—y <t (@)~ 1) -
v > (F() ~ 1) + 52 > F(&) ~ 1)
asi, y > f(z) — l(x) y por tanto, W(zx,y) = 400 = W(x,1).
De donde,

lim W(z,y) =W(x,t).

y—t, y<t

2. Supongamos ahora que (z) < f(z) —t < u(x).
Sea A, =t — (f(z) —u(x)) y B, = (f(x) —l(x)) — t. Definimos a C,

de la siguiente manera:

A, si B, =0,
c,={ B, si A, =0, (2.5)
min{A,, B,} si A, B, > 0.

Tomemos
;G
=5
Seay € X tal que |y —t| < §
luego, —0 <t —y < 9.

Sustituyendo el valor de §, obtenemos

Gy, G
2 y=

por (2.5)
—B, <t—y<A,,
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luego
t=(f(z) = lz) <t—y <t—(f(x) —ulxr)),
—(f(z) = l(z)) < —y < =(f(z) — u(z))

sumando f(z) obtenemos

f(@) = (f(2) = l(x) < fx) —y < f(x) = (f(z) - u(z))

luego,

l(z) < f(2) —y < ulz).

Por lo tanto, W(z,y) = W*(x,y) y por la continuidad de la funcién
W=, se sigue que  lim  W*(z,y) = W*(z,t) = W(x,1).

y—t, [y|<lt]
3. Por tltimo, supongamos que t < f(z) — u(z). Al ser f(x) < u(z) para
cada z € X, se sigue que ¢ < 0. Sea L, = (f(z) —u(z)) —t,6 =%y

y € X tal que |y — t| < 0, entonces
—d<y—t<o.

Sustituyendo el valor de §

L$< t<L‘T
9 VY 9

—L,<y—t<L,,

sustituyendo el valor de L,
t—=(f(z) —u(z)) <y —t <(f(z) —ulzx)) —t,
2t — (f(z) —u(z)) <y < flz) —u(z),

asi,
y < f(x) —uf@).
Por lo tanto W (x,y) = W(x,t) = —o0o, de donde,

lim  W(z,y) = W(z,t)

y—t, lyl<|t|
De los casos analizados, se concluye que

lim  W(z,y) = W(z,t).

y—t, [y|<|t|
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Por tanto, W cumple satisface las condiciones del teorema (2.2.1). O

Observacién 2.2.3. Cabe mencionar que una mejor aproximacion a f en
R, [x] es equivalente a una mejor aproximacién generalizada a f con respecto

aWyR,[x].

Teorema 2.2.4. Sea f una funcién continua sobre X. Si W*(z,y) es una
funcién de peso generalizada y R*[z] es la clase descrita en (2.3), entonces
existe una mejor aproximacién a f con respecto a W* y R¥[z].

Demostracién. Dada la funcién de peso generalizada W*, definimos
W:X xR — [—00,00] como sigue:

+oo  si y > f(z) —l(x),
Wiz, y) = § Wz,y) si l(x) < flz) —y < u(z), (2.6)
—o0o0  si y < f(x) —u(z).

Por el lema 2.2.2, se sigue que la funcion de peso generalizada W cumple
con los requisitos que se piden en el teorema 2.2.1 y por la observacion 2.1.3
existe una aproximacién a f en R,,[x], entonces existe una mejor aproximacion
P* € R,[z], es decir ,

sup [W [z, f(x) = P*(2)]| < inf sup [W [z, f(z) — R(x)]| .

zeX ReRn[z] zeXx
Sea P, € Rf[z] C R, [z], luego,

sup [W [z, f(x) — P*()]] < sup [W [z, f(z) — Pi(z)]] (2.7)

zeX reX

ya que P* € R, [z] es una mejor aproximacién y P, € R, [z].

Como P; € R [z], entonces

l(z) < Pi(z) < u(z),

luego
l(z) < fz) = (f(2) = Pi(x)) < u(x).
Tomando y = f(x) — Pi(x) en (2.6), se obtiene W (z,y) = W*(z,y) < oo, asi

sup |W [z, f(x) — Pr(2)]] = méx[W” [z, f(2) — Pi(2)]] < 0, (2.8)

zeX
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puesto que W* es continua.

Por (2.7),
sup [W [z, f(x) — P*(2)]] < méx[W" [z, f(x) - Pi(x)]] < o0
luego,
sup [Wlz, f(z) = PP(@)]] <00y
Wiz, f(x) = P*(2)] = W [z, f(2) — P*(x)] (2.9)
tomando

y1 = f(z) — P*(x)
se cumple que
l(z) < f(z) = (f(z) = P(z)) < u(),
con lo que

[(z) < P*(x) < u(x) para toda z € X.

Luego, por (2.9), (2.8) y la desigualdad (2.7), se tiene que

sup [W* [z, f(x) — P*(2)]| < sup [W* [z, f(x) — Pa()]] -

zeX zeX

Por lo tanto, P* € R*[x] es la mejor aproximacién generalizada para f
con respecto a W* y R*[x]. Con lo cual se prueba la existencia de una mejor
aproximacién a f con respecto a W* y R [z].

[]
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2.3. Caracterizacion del mejor aproximante

Para probar la unicidad debemos asumir que [(x) < wu(x) para toda
x € X. Entonces la unicidad de la mejor aproximacién generalizada de f
con respecto de W* y R¥[x] se sigue de la caracterizaciéon de una mejor
aproximacién generalizada en términos de n + 2 puntos como en el caso
usual de Chebyshev.

Antes de proceder al enunciado y prueba del teorema referente a la carac-
terizacion del mejor aproximante, daremos algunas definiciones que nos seran
de utilidad para tal efecto.

Definicién 2.3.1. Sea P € R’ [z]. Definimos sgn* [f(z) — P(x)] por

-1 si. P(z) = u(x),
sgn® [f(z) — P(x)] =< +1 si P(x) =I(z), (2.10)
sgn[f(z) — P(z)] en otro caso.

Definiciéon 2.3.2. Sea P € R’[z]. Se dice que la curva de error
WH[x, f(x) — P(x)] alterna n + 1 veces sobre X si existen n + 2 puntos,
T1,Ta, ..., Tpeo en X, tales que r; < x5 < -+ < X192, CON

sgn”[f (i) — P(xi)] = —sgn” [f(2i41) — P(ziva)], i=1,2,....n+1,
y cada z; cumple al menos una de las siguientes condiciones:
a) [Wlzi, f(wi) = P(x)]| = max [Wlz, f(z) — P(2)]],
b)  P(x;) = (),
c) Pxi) = u(z:).

Nos referiremos a cada x; como punto extremo.
Si sgn*[f(x;) — P(x;)] = 41, entonces z; es llamado extremo positivo, y si
sgn*(f(z;) — P(z;)] = —1, z; es llamado un extremo negativo.

Antes de proceder, citaremos el siguiente lema adaptado de [12], el cual
nos serd de utilidad en lo sucesivo.

Lema 2.3.3. Si P € R,[x] v x1,%2,..., 2, € X con k < n; entonces dado
€ > 0 existe P* € R, [z] tal que




2.3 Caracterizacion del mejor aproximante 24

(1) méx[P(x) — P(z)| <e,

(ii) P*(z;) = P(zy), i=1,...,k,y

(iii) sgn[P*(z) — P(z)] = (1) para * € X N (z;,741), @ = 0,1,...,k,
donde zg =a=inf{z:x € X}y x4y =b=sup{z : z € X}.

Teorema 2.3.4. Sea f una funcién continua sobre X C R, W* una funcion
de peso generalizada, () < u(z) para todo x € X y R*[z] la clase descrita
en (2.3). Entonces P* € R [z] es la mejor aproximacién generalizada para f
con respecto a W* y R*[z], si y sblo si la curva de error W*[z, f(z) — P*(x)]
alterna al menos n + 1 veces sobre X.

Demostracion. La prueba de la parte necesaria se hara por contradiccién.
Para lo cual, supongamos que P* € R*[x] es la mejor aproximacién generali-
zada para f con respecto a W* y R¥[z], y que W*[z, f(x) — P*(x)] alterna
k < n 4+ 1 veces sobre X.

Como W*[x, f(x)— P*(x)] alterna k veces, entonces por definicién existen
k+1 puntos extremos en X, digamos y1, yo, . . . , Ypr1 cON Y < Yo < -+ < Y11,
para esta curva de error. Consideremos ¢, con 1 < ¢ < k fijo y supongamos
que y; es un extremo positivo. Sean

v =sup{y : y€ X con y; <y <41, y es un extremo positivo},

y'=inf{y : ye Xcony; <y <wy;y1, ¥y es un extremo negativo}.

Como X es compacto y todas las funciones involucradas son continuas,
se sigue que 3y’ es un extremo positivo, y” es un extremo negativo. Ademas
Yy < y”, puesto que si y' = y”, tendriamos que 3’ es un extremo positivo y
negativo al mismo tiempo, asimismo, si y” < 3’ entonces W*|x, f(z) — P*(z)]
alternaria més de k veces. Por otro lado, si y € (v/,y”) entonces y no es un
punto extremo por la manera en que hemos elegido a y' y v”.

Para el caso en el que y; sea un extremo negativo, consideraremos

v =sup{y : y€ X con y; <y <wyii1, y es un extremo negativo},

y'=inf{y : ye Xcon y; <y <wyi1, y s un extremo positivo}.

Una vez més, por la compacidad de X y la continuidad de cada una de las
funciones que estamos considerando, se sigue que 1’ es un extremo negativo
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y y” es un extremo positivo con y’ < y”.

Ahora, si X N (v, y") # @, elegimos x; € X N (y',y") arbitrario, x; no es
punto extremo, luego, en x; tenemos:

(1) U(z;) < P*(z;) < u(xy),

(2.11)
(i2) [Wlai, f(xi) — P ()] < p",
donde
pr=méx Wz, f(z) — P (2)]]. (2.12)
Por otro lado, si X N (y/,y") = &, entonces elegimos
/ 1
T = e ;y , para cadai=1,2,... k.
Sea
ro=mf{y : ye X} y z441 =sup{y : y€ X}.
Consideremos ahora los siguientes puntos
T, = l}g)f({ff € [z, 2},
ri = sup{x € [z, vi41]},
rzeX
coni=0,1,2,..., k, para construir el siguiente conjunto de intervalos

{XNlzf,2r4]}, i=0,1,... k.

Con lo que obtenemos una familia de k& + 1 intervalos consecutivos en X,
cada uno de estos intervalos, por la misma construccién, no contienen alter-
nancias. Ademds, W*[z, f(z) — P*(x)] alterna exactamente una vez sobre dos
intervalos adyacentes cualquiera.

Notemos que X N[z}, z} ], coni € {0,1,...,k} fijo contiene al menos un
extremo, digamos y;,1; ademds, no contiene extremos con signo opuesto al
de y;11, de lo contrario, W*|x, f(z) — P*(z)] alternarfa mas de una vez sobre
dos intervalos adyacentes.

Sea ¢ = 0, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que y; es un
extremo positivo. Ahora, dado que X es compacto, que todas las funciones
que estamos considerando son continuas y u(z) > I(z), existe d; > 0 tal que:
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- W*[,I,f(I) - P*(ZE)] +p* > 517 Y biena W*['Iaf(x) - P*(ZE)] > _P* + 0
para todo z € X N [z, z7].

» P*(x)+01 < u(z), es decir, P*(x) < u(x)—4d; para todo x € X N[z, z7].
Sea €; > 0 tal que
€1 <61/2 y Wz, f(x) — P (x) —e] > —p" + 61/2 (2.13)

para todo € X N [z, z1].
Repitiendo este proceso sobre X N [z, z3], obtenemos ea > 0y d > 0 tal
que

Wz, f(z) — P*(z) + €] < p* — 62/2

para todo z € X N [z}, z3].
Continuando con este proceso para cada intervalo de la forma

XNzl z;,], i=0,1,... k,
obtenemos €1, €, ..., €, donde ¢; > 0 para todo i =1,2,...,k. Sea
e=min{ey, ..., e}
Asi, se tiene lo siguiente:
» P* e Ri[x] C R,[z],
w2}, 25, ...,7; € X,
n k<n,
= c> 0.
Luego, por el lema 2.3.3, existe P € R, [z] tal que
1. P(xf)=P*(xf), i=1,... k,

2. r;g?dP(x) — P*(z)| <e

3. sgn(P(xz) — P*(z)) = (1) para xz € X N (z},z},,), i=0,1,... k.
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Probemos ahora que P € R [x].

Se tiene que para x € X N [xf, x}]:
» si x = 27, entonces P(z) = P*(x),

» si & # ] entonces sgn|[P(z) — P*(xz)] = +1, lo que implica que
P(z) > P*(x).

Asi, de los dos casos anteriores, se tiene que P(x) > P*(z) y como
[(x) < P*(x), entonces [(z) < P(x).
También, se tiene que P(x) < u(x) — §1/2 < u(z) y puesto que

megdP*(x) — P(x)] <e<dy/2,
Te

P*(z) < u(z) — 9y, para toda z € X N[z, x]],
entonces,
l(x) < P(x) <wu(x), para toda z € X N |xg,z]].

Una vez mas, por la continuidad de las funciones y el hecho de que
X N [z§, 23] es compacto, tenemos

p* > mix W' [z, f(z)— P(x)] > mix W"|[z, f(z) — P(2)]

T zeXn[zf,xy] zeXN[xf,x7]

de lo anterior junto con (2.13) se tiene que

J
min ~ W*[z, f(z) — P*(2) — €] > —p* + = > —p".
zeXN[z,x7] 2
Luego,
—p" < mix W'[z f(z) — P(2)] < p"

zeXN[xf,x7]

W=z, f(2) = P(2)]] < p".

Entonces max
zeXN[xf,x]

De manera similar para z € X N [z}, 23] :

» siz =af 6z =1}, entonces P(x) = P*(z),
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» six # x] y x # a3, entonces sgn|P(x) — P*(z)] = —1, lo que implica
que P(z) < P*(z).

De los casos anteriores, podemos concluir que
P(z) < P*(x),

y como P*(x) < u(x), entonces P(x) < u(x).
También, se tiene que I(z) < l(x) + d2/2 < P(x) y puesto que

ma;gdp*(:c) — P(x)] < e < dy/2,
xe

[(z) + 02 < P*(x), para todox € X N [x], x5

Entonces,
l(x) < P(x) <u(z), para todox € X N [z], x3].

Por la continuidad de las funciones consideradas y la compacidad de
X N[z}, 3] se sigue que

—p* < min W'z, f(z) — P*(z)] < max Wz, f(z) — P*(z)]

T zeXn[z},T T zeXn[z},T

< mix W¥z f(z) — P(z)] < méx Wz, f(z) — P*(2) + ¢
zeX N[z} ,x3] zeXN[zy,x}]
<pt—02/2 < pn.

Por lo tanto, como

—p" < méx W'z, f(z) — P(z)] <p’,

zeXNlzt,xl]

entonces
max Wz, f(x) — P(2)]| < p".

zeXN[z],z5]

Repitiendo estos argumentos para cada uno de los intervalos X N[x;, x;11],
coni=0,1,...,k obtenemos :

» P eR:x], pues I(z) < P(x) < u(z) para todoz € X y

o witx [ [z, f(2) — P(2)]| < mitx |W*[z, f(z) — P*(x)]| = p*,

zeX reX
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con lo que tenemos que P € R} [x] aproxima mejor a f que P*, lo cual con-
tradice el hecho de que P* es la mejor aproximacién generalizada de f con
respecto a W* y R*[x].

Por lo tanto, la curva de error W*[x, f(x) — P*(x)] alterna al menos n+ 1
veces sobre X.

Antes de continuar con la demostracién, recordemos que, por el teore-
ma del valor intermedio, si ¢ es una funcién continua en [zq,2,.1] y es
tal que g(x1) > 0, g(z2) < 0,...,(=1)"g(zn+1) > 0, entonces, existen
Y1, Y2y - - -y Yn € [T1, Tpyq] tal que:

1<y <<y <3< <y, <Tp1 y g(y;) =0.

Con ayuda de este resultado, probaremos la parte suficiente.

Supongamos ahora que la curva de error W*[z, f(z) — P*(x)] para P* €
R*[x] alterna al menos n + 1 veces. Por simplicidad asumiremos que ésta
alterna exactamente n + 1 veces, supongamos también que existe P € R [z]
tal que

méx Wz, f(2) — P(2)]| < méx[W[z, f(z) — P*(2)]].

reX
Sea {[L’l, T, ..y Ty, Ty, :lrn+2} un conjunto de n + 2 puntos extremos en
X, para la curva de error W[z, f(x) — P*(x)] con x; < xi41, 1 =1,2,...,n+

1. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
sgn” (f(zi) = P*(z:)) = (-1)", i=1,....n+2.

Vamos a considerar a p* como se definié en (2.12). Entonces para i un
entero impar y de la definicién de punto extremo,

Wz, f(2;) — P*(2;)] = —p" 0 P*(x;) = u(z;),
y para cuando ¢ es un entero par,
Wi, f@i) — P*(@)] = p* o P*(x;) = U(z;).
Al ser W* una funcién mondtona se tiene que

(=) Y(P*(x;) — P(zy)) >0, i=1,...,n+2.
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Luego para Q,(z) = P*(z) — P(x) se cumple que
(.l’1> > 07
Qn(a:Q) S O;
Qﬂ('x3> > 07

(_1)n+1Qn($n+2) Z O,

por el teorema del valor intermedio, @,(x) tiene ceros en {yi, ya, ..

tales que
TSy S22 <Y < S Yngr < Tpga.

De donde @, () tiene que ser el polinomio nulo y
P*(z) = P(x).

Por lo tanto, se debe de cumplir que

méx Wz, f(z) — P*(2)]] < méx [W”z, f(z) — P(2)]].

zeX

. 7yn+1}7

Asi, P* es la mejor aproximacién generalizada para f con respecto a W*

y R} [z].

O

Antes de proceder con el teorema de unicidad, debemos observar que uti-
lizamos la suposiciéon de que [(x) < u(z) para demostrar la parte necesaria

del teorema 2.3.4.

El siguiente ejemplo nos muestra que cuando I(z) < wu(x) la caracteri-

zacion del teorema 2.3.4 no se cumple necesariamente.
Ejemplo 2.3.5. Sea
= X =[0,1],

» W*(z,y) =y, la norma de Chebyshev,




2.3 Caracterizacion del mejor aproximante 31

= flz) =2,
u Rl[l’]

En la siguiente figura, se pueden apreciar las funciones anteriores.

10
¥ 7

st - 7 oy et

L L
i 0.z 04 oG 0ns 10

=05

. 1) =-x

~1lofF

Figura 2.3: Grafica del comportamiento de las funciones del ejemplo 2.3.5

En este caso,
Rijz] ={P(z) =azr: —1<a <0}
pues, se tiene que
Ri[z] = {P € Ry[z] : —z < P(z) < 2” para toda z € [0,1]}
={P eRyfz]: —z < ax+b < 2’ para todaz € [0,1]}
Analicemos cada caso.
(i) Siz =0, entonces 0 < a-0+ b <0, por tanto b = 0.
(ii) Siz € (0,1], podemos dividir por x la siguiente desigualdad
—r<ar < z?

con lo que obtenemos
—1<a<uz;

pero la desigualdad anterior ocurre para toda x € (0, 1], entonces, el
valor del coeficiente a debe ser menor a cualquier valor del intervalo
(0,1] y el infimo es el cero, luego a < 0. Por tanto —1 < a < 0.
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Por lo que de (i) y (ii) se sigue que —1 < a < 0 y en consecuencia
Ri[z] ={P(z) = ax para — 1 < a <0},

y P*(z) = 0 es la mejor aproximacién generalizada de f con respecto a la
norma de Chebyshev y Rj[z]. Pero P* no alterna al menos dos veces.
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2.4. Unicidad del mejor aproximante

En esta parte se desarrolla un resultado referente a la unicidad del mejor
aproximate generalizado, para este caso asumiremos que u(x) > [(x) para
toda x € X.

Teorema 2.4.1. Sea f una funcién continua sobre X, W* una funcién de
peso generalizada, u, ! dos funciones continuas, tales que u(x) > I(z) para
toda x € X y R*[z] la clase descrita en (2.3). Entonces existe una y sélo una
mejor aproximacion generalizada para f con respecto a W* y R*[x].

Demostracion. La existencia de la mejor aproximacion generalizada se
mostro en el teorema 2.2.4 en la seccién 2.2.

Para probar la unicidad de la mejor aproximacién, supongamos que la
funcién f tiene dos mejores aproximaciones, digamos P;, P, € R¥[z].

Como P; es una mejor aproximacion para f, entonces por el teorema
2.3.4, la curva de error

Wz, f(z) — Pi(z)] (2.15)
alterna al menos n + 1 veces sobre X, asi, existen al menos n + 2 puntos en
X, digamos, x1, %9, ..., Ty, Tni1, Tnio, tales que:

T < Ty < < Tp < Tpg1 < Tpio,

los cuales son puntos extremos de la funcién (2.15).

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que

sgn*[f(z;) — Pi(x;)] = (=1)", i=1,2,...,n,n+1,n+2.
Luego, para i € {1,2,...,n,n+ 1,n + 2} impar,
W[z, f(z;) — Pi(z;)] = —p* o Pi(x;) = ulxy), (2.16)

siendo p* como en (2.12) con P* = Py.
parai € {1,2,...,n,n+ 1,n+ 2} par,

W*[%, f(xz) - P1(1'i)] =p° o Pl(l'i) = l(l"z) (2-17)
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Ademas, como P, es una mejor aproximacion y P, € R¥[z], entonces

méx Wz, f(2) — Pi(2)]| < max |W [z, f(z) - Pa(2)]] (2.18)

Asi, de (2.16), (2.17) y (2.18),
(=D Pi(zy) — Po23)) >0, i=1,2,....n,n+1,n+2.

Luego, aplicando el teorema del valor intermedio, Q,(z) = Pi(z) — Pa(2)
cuenta con al menos n + 1 ceros, digamos vy, Ys, - - -, Yn, Ynt1, tales que

T <Y <X <Y <+ < Ty <Yp < Tpt1 < Ynt1 < Tpa,

y como @Q,(z) € R,[z], entonces Q,(z) = 0. Asi, Pi(x) = Py(x).

Por lo tanto, la mejor aproximacion es tnica. O




Capitulo 3

Aproximacién con restricciones

mediante sistemas de
Chebyshev

3.1. Sistemas de Chebyshev

Consideremos a X, un espacio topolégico compacto y de Hausdorff y
n € N.

Sea {p1,¥a,...,n} un conjunto de funciones, tales que ¢; : X — R para
1=1,2,...,n, a las expresiones
P(A,z) = a1p1(x) + aspa(x) + - + appn(x), (3.1)

las llamaremos polinomios generalizados, donde
AeR" A= (ay,ag,...,a,).

Definicién 3.1.1. Sea n € N. Un conjunto de funciones continuas, reales o
complejas, {@1,...,¢n}, sobre X es un sistema de Chebyshev si cumple con
las siguientes condiciones:

(a) X contiene al menos n puntos.

(b) Cada polinomio generalizado, P(A, x) con A # 0, tiene a lo mas n — 1
ceros distintos sobre X.

35
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Notemos que en la definicién 3.1.1, cada polinomio generalizado es una
combinacion lineal de funciones continuas, por tanto, cada uno de estos poli-
nomios, es continuo sobre X.

Ejemplos 3.1.2. A continuacion, se muestran algunos ejemplos de sistemas
de Chebyshev, sobre su respectivo conjunto.

1. El conjunto de funciones {1, z, 22, ... 2"} sobre [a,b] C R.

2. Las funciones 1, z, 22, ..., 2" sobre cada subconjunto W, con al menos
n+ 1 elementos, del plano complejo, forman un sistema de Chebyshev.

3. El conjunto de funciones {1, cos z, cos 2z, ..., cosnz}, sobre [0, 7].

4. Las funciones 1, senx, sen2z, .. ., sennx, sobre el intervalo [0, 7], forman
un sistema de Chebyshev.

De la definicién 3.1.1, se sigue que las funciones que forman un sistema
de Chebyshev, son linealmente independientes.

A continuacién se muestran distintas formas en que la condicién (b) de la
definicion 3.1.1 puede expresarse.

1. Si xq1,...,z, son puntos distintos de X, entonces el siguiente sistema
de n ecuaciones,

arp1(xk) + aspo(zg) + -+ anen(zg) =0, k=1,...,n, (3.2)

con n incégnitas aq, ..., a,, tiene sélo la soluciéon:
ap=ay=---=a, =0.

Puesto que en caso contrario P(A,x) = ajp1(zx) + agpa(xg) + -+ - +
anon(zr) tendria al menos n raices distintas.

2. Sixy,...,x, son n puntos distintos de X, entonces por la afirmacion 1
y la regla de Cramer, el determinante

e1(z1) palz1) - palz1)

901('902) 902(.1'2) %(ﬁ) (3.3)

901(‘1’71) 902(‘3371) Spn(‘xn)
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es diferente de cero.

3. Sixy,...,x, son n puntos distintos de X y ¢yq,...,c, son constantes
arbitrarias, entonces el sistema de ecuaciones

arp1(zy) + agpa(wg) + -+ anpn(Tr) =c, k=1,...,n,  (3.4)

tiene solucion unica para aq, ..., a,, lo cual se sigue de la afirmacion 1
y 2

Como P(A,z) = ayp1(x) + -+ + anpn(z), entonces la condicién (3.4)
la podemos escribir como P(A,zx) = ¢, para k = 1,...,n, de donde,
podemos llamar a P(A, z) polinomio interpolante con valores prescritos
cr en los puntos xy.

Con lo anterior, podemos decir que un polinomio interpolante P(A, x)
existe y es unico, sin embargo, si k& < n, entonces el polinomio inter-
polante existe pero no es tnico.

4. La siguiente afirmacién se cumple para un sistema de Chebyshev real,
digamos @1, . .., @, para cuando X = [a, b].
Sixy,...,7,_1 son n — 1 puntos distintos de X, entonces existe un
polinomio D(A, z) que se anula en los puntos z; y cambia de signo en
cada uno de éstos puntos, a excepcién de cuando los puntos x; coinciden
con a o b.
Si las funciones son ¢; = z°, para i = 0,...,n — 1, sobre el intervalo
[a, b] entonces:

D(Ax) = (x —x)(x —xa) -+ (& — xp_1).

Para el caso general, se tiene lo siguiente, si

p1(z) p2(z) o ()
a’/’ l’ DY n a’;’
R(A,z) = plm) - plm) onl1) (3.5)
o1(Tn-1) Pa(Tn-1) - PalTno1)
se tiene que R(A, z) se anula en los puntos x1, ..., x, 1. Si © # z; para
i=1,...,n— 1, entonces se sigue de la afirmacién 2, que R(A,z) # 0.

Por tanto R(A, x) mantiene un signo constante sobre cada intervalo de
la forma [zy, zp 1] con k=1,... ,n—2.




3.2 Existencia del mejor aproximante 38

3.2. Existencia del mejor aproximante
En lo que resta de este capitulo, consideraremos lo siguiente:

= X C R, un espacio topolégico compacto y de Hausdorff,
= IV una funcién de peso generalizada.

» La clase de funciones que consideraremos es la siguiente:

Ch={P(A,z):{p1,p2,...,¢n} es un sistema de Chebyshev}.
(3.6)

Definicion 3.2.1. Sea f una funcién continua sobre X, se dice que un poli-
nomio de la forma P(A,z), se aproxima a f si

sup |[Wlz, f(z) — P(A, x)]| < oc.

zeX

Observacién 3.2.2. Notemos que como las funciones que usaremos, a saber,
f, Py W son continuas y el conjunto X sobre el que trabajaremos es com-
pacto, entonces de la definicién 3.2.1, podemos asegurar que siempre existe
una aproximacion a f.

Definicion 3.2.3. Sea f una funcién continua sobre X, se dice que un poli-
nomio P(A, x) es la mejor aproximacién (o mejor aproximante) a f si P(A, x)
es un aproximante a f y ademas cumple que

sup |[Wlz, f(x) — P(A, z)]| < sup [Wlz, f(z) — P(B, )]

zeX rzeX

para todo B € R™.

Definicién 3.2.4. Sea W(x,y) una funcién de peso generalizada. Llamare-
mos error pesado a e, si

e= mnf sup Wz, f(z) - P(A 2)]|.

" reX
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De la definicién de e se sigue que existe una sucesion de puntos {4;}5°,
(no necesariamente distintos) tales que

lim sup [W e, f(z) — P(A;,2)]| = e.

1O geX

Sean u y [ dos funciones continuas, definidas sobre X y consideremos la
siguiente clase

C;,={P(A,z) € C,:l(x) < P(A,z) <u(x), para todaz € X}, (3.7)

cabe mencionar, que podemos elegir a las funciones u,[ de tal manera que

C: 4 2.

Asimismo, consideraremos que la funcion f, que queremos aproximar,
cumple con la condicién [(z) < f(z) < u(z).

Antes de proceder con los resultados referentes a la existencia de la mejor
aproximacién, recordemos la siguiente equivalencia de compacidad, la cual
nos sera de utilidad en la demostracién de los resultados posteriores.

Proposicién 3.2.5. Sea K C R", entonces K es compacto si, y solo si de
toda sucesion {Ax}2, en K se puede obtener una subsucesion convergente,
la cual converge a un punto z € K.

Asimismo, se establece el siguiente lema, como un requisito previo para la
demostracion del teorema 3.2.7.

Lema 3.2.6. Sea P(A,z) € C,, para A € R", A = (ay,a9,...,a,) ¢ [ =

{1,2,...,n}, entonces existe u > 0, tal que si
max fa;| = 1, (3.8)
entonces
mix |P(A,2)] > p. (3.9)
S

Demostracion. La prueba se hara por contadiccion.

Supongamos que para p = %, con k € N existen
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A; € R", con méx]aﬂ] =1y méx\P(A z)| <1

Ay € R™, con max]a12|—1y ma)?(\P( z)| <3
€

Az € R", con max]a13| =1y m%§<|P( z)| < 3
S

I =

n | .
A € R™, con I?gx|azk| ly glg?<|P(Ak,x)| <

De esta manera se construye una sucesion {Ax}52, tal que

mix fa| = 1, méx |P(Ay, )] < % (3.10)
Sea D el conjunto de pardmetros que cumplen con (3.8). Luego, el conjun-
to D, conformado por vectores en R", es un conjunto compacto y {Ak}zozl es
una sucesion en D, entonces por la proposicion 3.2.5, existe una subsucesion
convergente a un conjunto de pardmetros A’ € D.
Por otra parte, Igle%?( |P(A,z)| es una funcién continua y por (3.10), se sigue
que
méx |P(A', )| = lim méx|P(Ax, z)] =0

rzeX k—oo zeX
lo cual implica que
méx |P(A', z)| =0,

rzeX

sustituyendo P(A’,x) = Z aypi(z),

n

> ajpi(x)] =

=1

max

=0,
zeX

de donde se obtiene ) aly;(x) = 0.

i=1
Por otro lado, como A’ satisface (3.8), se sigue que Hileélx |lai| = 1.
Sea a; = r?eégx |a| y consideremos los siguientes casos:
n
Si |a;| = 0 para todo i # j € I, entonces Y |a}| = 1.
i=1

Si al menos |a;| # 0 para algin i # j € I, entonces »_ |a}| > 1.
i=1
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n
Por lo tanto, Y |al| > 1 lo cual contradice el hecho de que el conjunto
i=1
{@i}", es linealmente independiente y en consecuencia, que sea un sistema
de Chebyshev, con lo cual concluimos la prueba.

]

Teorema 3.2.7. Sea f una funcién continua sobre X y P(A,z) € C,,
entonces, existe A* € R", tal que

méx |P(A*, z) — f(z)| < méx |P(A, x) — f(2)| (3.11)

zeX zeX
para todo A € R™.

Demostracién. Sea {A;}72; una sucesién de pardmetros en R”, tal que

Jim max [P(Ay, 2) — f(z)] = inf mix|[P(A,2) = f(z)|=p.  (3.12)
Asi, para kg lo suficientemente grande y para k > ko, se sigue de (3.12)
que
max |P(Ag,z) — f(x)] < p+ 1.

zeX

Luego, si tomamos M = || f(z)]|, entonces

max |P(Ay, z)| = méx|P(Ay, z) — f(z) + f(z)]

zeX zeX

< méx |P(A, z) = f(x)| + max |f(z)]

< max [P(Ay, ) — f(2)] + [ f(2)]]
<p+M+1

por tanto
méx |P(Ag, 2)| < p+ M+ 1. (3.13)
Te

Veamos ahora que (3.13) implica que los pardmetros, es decir, que los
componentes de A, estan acotados.
En particular, supongamos lo siguiente:

p+M+1
/

max |a;| > ., I={1,2,...,n},
el
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para algin y' > 0. Con ésto, obtenemos:

n

max |P(Ag, )| = méx <méx|aik|> =

laikSQi(x)

zeX zeX icl méx |agk|

i aip i ()

— < . . 3 =1
= I?éalx|azk| méx : T (3.14)

n

> aikpi(T)
P R O g [ e—
= u reX rzr_lgflaikl

La funcién de aproximacion del lado derecho de (3.14) satisface la condi-
cién (3.8). En efecto, se tiene que

Zl awpi()

ik

=y T i(a),

max |a| — mAX ||
i€l i=1 el

En general, se tiene que |a;;| < mea’lx |a;x|, luego,
j

Si |a;e| = méx |a;i|, entonces | =%k | = 1.
| Zkl Sl | ]k|7 rjr_lea;(\ajﬂ

Si |a;k| < méx |ajx|, entonces i < L
Jel Jer 1tk

Por tanto,

Gk 1<
max |ajx | =
jel

Luego, por el lema 3.2.6, se sigue que existe p > 0, tal que

n
az’k%‘(l’ )
’ =1
max | —————
reX max |CLZ|
el

=
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entonces, de (3.14), se tiene que

M+1
méx |P(Ay, z)| > u'ﬂ
zeX 1%
ahora, eligiendo 0 < ¢’ < p, se cumple que ﬁ > 1.
Asi,
mz%gc]P(Ak,xﬂ >p+ M+1,
HAS

lo cual contradice (3.13).

Por lo tanto,
+M+1
la] < p—/’ para k > ko. (3.15)
Ademas, el conjunto de pardmetros D’ que satisfacen (3.15) es compacto,
entonces por la proposicién 3.2.5, se tiene que {Ay}7_; tiene una subsucesién
convergente, denotemos el limite de esta subsucesién con A* € D', de donde,

junto con (3.12) se tiene la existencia de una mejor aproximacion. ]

Teorema 3.2.8. Si lim sup |W{z, f(z) — P(A;, z)]| = e, entonces la sucesién
1— 00 rxeX

{A;}52, esta acotada.

Demostracién. Supongamos que lim sup |W{z, f(z) — P(A;, z)]| = e.
1— 00 Q?EX
Para A = (a,as,...,a,) sea || A ||= 1r£1éu<x la;|. Si la sucesién {A4;}3°; no

estuviese acotada, entonces existiria una subsucesién {B;}32; de {4;}52,, tal
que

(a) lim [| B; [|= oo,

(b) || BZ ||§'é O’ para 1= 1727

(c) Zlilrgo IIgZH = By, para algin B.

(d) sup |W(z, f(z) — P(B;,x)]| <e+1,i=1,2,...
zeX

Como las funciones ; son linealmente independientes y || By ||= 1, existe un
punto t € X tal que P(By,t) # 0.
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Luego, por (d) tenemos
\Wt, f(t) — P(B;,t)]| <e+1, para i=1,2,...
de donde
—e—1<WIt, f(t) — P(B;,t)] <e+1, para i=12,... (3.16)

Podemos reescribir lo anterior como

t B; .
—e—1<W {t, | B; || {HfBS)H —P (H 7 H,t) H <e+l, para i=1,2,...

por otro lado, se tiene que

}Egop(\ B >:P<Bo,t)?é07
(3.17)
lim L% = f(t) - lim A =0,

(r51)}
P (B0

Luego, de (3.17)

tm 'n B | {Hfz(a>u

. (3.18)

00
} en la propiedad

N———

P
Por lo tanto, tomando y =|| B; || {
(

1Bl
3.18)

(c) de la funcién de peso W(x,y) y de
Jim Wt.p)] -
lo cual contradice (3.16).
Luego, la sucesién {A;}, estd acotada. O

El siguiente teorema ha sido adaptado para el caso en el cual se trabaja
con la clase C,, esta adaptacion surge de la necesidad de contar con ciertas
condiciones para poder obtener el resultado principal de esta seccion, refe-
rente a la existencia de la mejor aproximacion en esta clase.
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Teorema 3.2.9. Si W(x,y) satisface las siguientes condiciones

(a) Para cada z € X, W(z,y) es una funcién monétona no decreciente de
Y,

(b) sgn W(z,y) = sgn y para todo (z,y),

(¢) lim |W(z,y)| = oo para cada z,

ly|—o0

(d) Paracadaxz € X yt#0 lim W(zx,y) = W(x,t),

y—t, ly|<|t|

y existe una aproximacién a f en C,, entonces existe una mejor aproximacion

a fen C,.
Demostracién. Sea {A,}°; una sucesién en R", tal que

2. lfm A; = A, € R™.

1—00

(3.19)

La existencia de tal sucesion se sigue de la definicién 3.2.4 y del teorema 3.2.8.
Lo que demostraremos es que P(Ag, z) es una mejor aproximacion.

Como Ap € R™, entonces, se cumple que

sup [ W[z, f(x) — P(Ao,2)]| > e.

rzeX

Si sup |Wlz, f(z) — P(Ap, x)]| > e, entonces existe ¢ > 0y un ¢t € X tal
zeX
que

W[t f(t) — P(Ap,t)]| > e+e>e€>0, (3.20)

lo cual implica que
(WTt, f(t) = P(Ao, )]| > 0.

Notemos que
f(t) = P(Ao, 1) # 0
de lo contrario, |WTt, f(t) — P(Ao,t)]| = 0.
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Por otro lado, como (3.19) se satisface, entonces para i lo suficientemente
grande, digamos ¢ > N, se tiene que

sg? Wiz, f(x) — P(A;,2)]] < e+¢€/2. (3.21)

Ademas, también se cumple que
sgn[f(t) — P(Ai,t)] = sgn[f(t) — P(Ao, )], (3.22)
pues en caso contrario, si f(t) — P(A;,t) <0 y f(t)— P(Ao,t) > 0, entonces
f(t) = P(4;t) < f(t) = P(Ao, 1),
calculando el limite

lim £(t) — P(Ait) <0 < f(£) — P(Ag, 1),

— HIII P(A“t) < —P<A0,t>,
luego, por (3.19) y el hecho de que P(A;,t) y P(Ap,t) sean continuos, se
sigue que —P(Ap,t) < —P(Ay,1), lo cual es una contradiccién.

Por otro lado, de (3.20) y (3.21), se tiene

sup [Wiz, f(x) — P(Ai, )]| < [WIt, f(t) — P(Ao, 1)]].

rzeX

En particular,
(Wt f(t) = P(Ai, )] < [WIE, f(£) — P(Ao, 1)]] (3.23)
Analicemos los siguientes casos

» Si WJt, f(t) — P(A;,t)] > 0, entonces por la propiedad (b) de W, se
sigue que f(t) — P(A;t) > 0y por (3.22) f(t) — P(Ao,t) > 0, asi,
WIt, f(t) — P(Ao,t)] > 0, luego, como W es monétona en y y

WIt, f(t) = P(Ai, )] < Wt f(2) = P(Ao, t)]
se obtiene que f(t) — P(A;, t) < f(t) — P(Ao,t), por lo tanto

[f(t) = P(Ai, )] < [f(t) = P(Ao, )]
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= Si WIt, f(t) — P(A;,t)] < 0, entonces por la propiedad (b) de W, se

sigue que f(t) — P(A;,t) < 0y por (3.22) f(t) — P(Ap,t) < 0, asi,
Wt, f(t) — P(Ao,t)] <0, luego, dado que W es mondtona en y y
f(

Wit P(A;, 1)) > WTt, f(t) — P(Ao, t)]
se tiene que f(t) — P(A;,t) > f(t) — P(Ao,t) por lo tanto
|f(t) = P(Ai, )] < |f(t) = P(Ao, t)|.

Notemos que los signos de Wt, f(t) — P(A;,t)] v WIt, f(t) — P(Ap,t)] no
pueden ser distintos puesto que si ésto ocurriera se tendria que los signos de
f(t)—P(A;,t) yde f(t)— P(Ao,t) serian distintos, lo cual contradice (3.22).

t) —
(Ai,t) >
(

Por tanto, si ¢ > N, se sigue que
[f(t) = P(Ai, )] < [f(t) — P(Ao, 1)|. (3.24)
De todo lo anterior, tenemos
n t e X,
» Se cumple (3.24) y

n f(t) = P(Ao,t) #0
entonces, por la propiedad d) de W, se sigue que

I [Wt, f(2) = P(Ai, D] = [Wt, () = P(Ao, )] 2 e + e

luego,
I [WIE, f(t) — P(Ai 1)) = e+ e

1—00

lo cual contradice (3.19).
Por lo tanto

sup |[Wlz, f(t) — P(Ap, x)]| = e.

zeX
De donde, P(Ap,x) es una mejor aproximacién a f con respecto a W'y
C..
m

Una vez que hemos analizado los resultados anteriores, tenemos las he-
rramientas suficientes para poder demostrar la existencia de la mejor apro-
ximacién en la clase C; descrita en (3.7).
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Teorema 3.2.10. Sea f una funcién continua sobre X. Si W*(z,y) es una
funcién de peso generalizada y consideramos la clase C;, entonces existe una
mejor aproximacion a f con respecto a W* y Cj.

Demostracion. Definamos la siguiente funcion
+oo  si y > f(x) —Il(x),

Wiz, y) = q Wzy) si l(x) < fz) -y < ulz), (3.25)
—oo  si y < f(x) —u(z).

Por el lema 2.2.2 se tiene que W (x, y) es una funcién de peso generalizada
que cumple con las condiciones que se piden en el teorema 3.2.9, entonces, por
la observacion 3.2.2 y por el teorema 3.2.9, existe una mejor aproximacion
para f en C, con respecto a W, denotemos a esta mejor aproximacién como
P(A*, x), entonces

sup [Wlz, f(x) — P(A*,2)]| < inf  sup|W]x, f(x) — P(A, z)]|

reX T P(Az)eC; zex

Como se tiene que C}, # @, sea P(A',z) € C} C C, y al ser P(A*, x)
una mejor aproximacion se cumple lo siguiente:

sup Wz, f(z) — P(A", 2)]| < sup [Wlz, f(z) — P(A", 2)]]. (3.26)

zeX zeX

Como P(A',x) € C}, entonces
l(z) < P(A,2) < u(x)
de donde, se sigue que
l(x) < f(z) = (f(z) = P(A 7)) < u(z),
tomando y = f(z) — P(A’,z) en (3.25), obtenemos
Wz, y) = W*(z,y)

o bien,

Wiz, f(z) — P(A",2)] = W[z, f(z) — P(A",2)] < o
de donde,

sup [Wlz, f(z) = P(A', 2)]| = méx W[z, f(z) = P(A',z)]] <00 (3.27)

zeX
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pues W* es continua y X es compacto.

Por lo tanto por (3.26) y (3.27),

sup [Wlz, f(z) = P(A%, 2)]| < méx W[z, f(x) = P(A,2)]] < co.

zeX

Luego, sup |Wz, f(z) — P(A*,z)]| < oo, de donde se sigue que
reX

Wiz, f(x) — P(A*, z)] = W*[z, f(z) — P(A", )] (3.28)
tomando y; = f(x) — P(A*,z) en (3.25) se cumple que

l(z) < fz) = (f(z) = P(A", 7)) < u(x)

Asi, I(z) < P(A*, z) < u(x) para toda x € X.
Luego, por (3.26) junto con (3.28)

sup [W*[z, f(z) — P(A%, )] < sup [W*[z, f(z) — P(A, 2)]]

zeX zeX

Por lo tanto, P(A*,z) € C} es una mejor aproximacién generalizada con
respecto a W* y C;.
O
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3.3. Caracterizacion del mejor aproximante

Cabe mencionar que el siguiente lema tunicamente se encuentra en la
literatura para el caso de funciones racionales. Debido a la necesidad de
contar con un resultado analogo se considerd la adaptacién del mismo, para
el caso en el que los elementos que consideramos pertenecen a la clase C,,
descrita en (3.6), obteniendo de esta manera el siguiente lema:

Lema 3.3.1. Sea P(A,x) € C, y x1,%9,...,0, € X con k < n—1y
T < Ty < xy < --- < xy; entonces dado € > 0 existe P(A*, x) € C, tal que

(i) méx |P(A,x) — P(A*, z)| <,

zeX
(il) P(A*%,2;) = P(A,z), i=1,... kv

(iii) sgn[P(A*, x)—P(A,x)] = (—1)' paraz € XN(x;, 7i11), 1 =0,1,... k,
donde xp =a=Mmf{r: v € X} yxpp1 =b=sup{zr : v € X}.

Demostracién. Sea P(A,z) = ) a;p;(x) € Cy, 1,29,...,2,. € X y e > 0.
=1

Consideremos la siguiente funciéon

p1(z)  pam) - ()
R(C,z) = %9”“%“>”'%@” (3.29)
o1(zr) pa(zr) - onlzr)

cuya existencia la podemos asegurar de la equivalencia al inciso b) de la
definicién de sistemas de Chebyshev (afirmacién 4).
Ademés, la funcién R(C,z) tiene las siguientes propiedades:

= Se anula en los puntos x1, T, ..., T.
» Si consideramos que x # x;, parai = 1,2,... k, entonces R(C,x) # 0.

Por tanto, R(C,z) mantiene un signo constante sobre cada intervalo de
la forma X N (z;,241), ¢ = 0,1,...,k, donde g = a = inf{z:2x€ X}y
Ty =b=sup{zr : x € X}.
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Definamos ahora a P(A*, z) de la siguiente forma:
P(A*,z) = P(A,z) —tR(C, x)
para algun ¢ > 0.

Sustituyendo, obtenemos

n

P(A*,z) =) (a;i — te;)pi()

i=1
Por la manera en la que hemos definido P(A*, x), se sigue que
P(A* ) € C,.

Para P(A*, x), asi definido, se cumple lo siguiente:

n
» Se tiene que |P(A,z) — P(A*, x)| = |>_(te;)pi(x)|, tomando
i=1
e ¢; = max ¢/,
o M = méx{méx |p;(z)|}, con I = 1,2,...,n, lo cual se puede
el " xeX
hacer puesto que cada ¢; es continua y X es compacto.
o M= "5

Tomando t < M, se tiene

; te;pi(x)

< Zl lteipi()]

< 21 |Meipi(z)|

< MCjM/ Z 1
i=1

= MCjM/n

= 67

entonces se tiene que

méx |P(A,z) — P(A", z)| <e.

zeX
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» También, se tiene que como P(A,x) — P(A*,x) = tR(C, z), entonces
enx;, 1t =1,2,...,k, se cumple que

P(A,z;) — P(A*,2;) =0
con lo que P(A* x;) = P(A,x;), parai=1,... k.
= Por dltimo, se tiene que
sgn[P(A*, x)—P(A,z)] = (=1)" parax € XN(zs,zi41), i=0,1,...,k,
donde
ro=a=mf{r:ve€ X}, xppp=b=sup{zr : z € X}.
Lo cual se sigue del hecho de que sgn[P(A*, z)—P(A, x)] = sgn[tR(C, x)].

O

Una vez que contamos con el teorema 3.2.10 junto con el lema 3.3.1, lo
que resta, antes de proceder con la demostracion de la unicidad de la mejor
aproximacion es caracterizar a ésta en términos de n + 1 puntos.

Teorema 3.3.2. Sea f una funcién continua sobre X C R, W* una funcion
de peso generalizada, [(z) < u(z) para toda z € X y C la clase descrita en
(3.7). Entonces P(A*, x) € C} es la mejor aproximacién generalizada para f
con respecto a W* y C% siy sélo si la curva de error W[z, f(z) — P(A*, )]
alterna al menos n veces.

Demostracion. La prueba de la parte necesaria se hard por contradiccién,
para lo cual, supongamos que P(A* z) € C es la mejor aproximacién gene-
ralizada para f con respecto a W*y C¥ |y que W*[x, f(z)— P(A*, x)] alterna
k < n veces sobre X.

Como W*[z, f(x) — P(A*, x)] alterna k veces, entonces, por definicién
existen k+ 1 puntos, digamos y1, ¥, - . ., Yr+1, tales que y1 < yo < -+ < Y1,
puntos extremos para esta curva de error . Consideremos i, con 1 < i < k
fijo y supongamos que y; es un extremo positivo. Sea

y =sup{y : y€ X con y; <y<y;;1yy es un extremo positivo},

y'=inf{y : ye Xcon y;, <y<wy;r1yyes un extremo negativo}.
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Como X es compacto y todas las funciones involucradas son continuas,
se sigue que ¢y’ es un extremo positivo y 3" es un extremo negativo. Ademas
Yy < 9", puesto que si y = y”, tendrfamos que y’ es un extremo positivo
y negativo al mismo tiempo y si ¢y’ < ¥/, se tendria que la curva de error
W[z, f(x)— P(A*, x)] alternaria més de k veces. Por otro lado, siy € (¢/,y")
entonces ¥y no es un punto extremo por la manera en que hemos elegido a 1/

y y//‘
Para el caso en el que y; sea un extremo negativo, consideraremos
v =sup{y : y€ X con y; <y<y;y1yy es un extremo negativo},

y'=inf{y : ye€ X con 3, <y<yi1yy es un extremo positivo}.

Una vez maés, por la compacidad de X y la continuidad de cada una de las
funciones que estamos considerando, se sigue que 3’ es un extremo negativo
y 4" es un extremo positivo con 3’ < y”.

Ahora, si X N (v, y") # &, elegimos z; € X N (y',y") arbitrario, luego, en
x; tenemos:

(1) U(x;) < P(A*, x;) < u(zy),
(@) Wi, f(wy) = P(A", 2)]| < max Wz, f() — P(A%2)]]. (3.30)
Denotemos a

p" = i W[z, f(2) — P(A",2)]| (3.31)

Por otro lado, si X N (y/,y") = &, entonces elegimos

yl + y/l
2 )

T = para cadai=1,2,... k.

Sea
ro=mf{y : ye X} yapy =sup{y : ye X}.

Consideremos ahora los siguientes puntos

T = ;g)f({l“ € [zi, Tinl}
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xi = sup{w € [z;, Tip1]}
rzeX

cont=0,1,2,..., k, para construir los siguientes intervalos
{Xnlzf,2r 4]}, i=0,1,... k.

Con lo que obtenemos una familia de k + 1 intervalos consecutivos en
X, cada uno de estos intervalos, por la misma construcciéon, no contienen
alternancias. Ademds, W*[z, f(z) — P(A*, x)] alterna exactamente una vez
sobre dos intervalos adyacentes cualquiera.

Notemos que X N [z}, 27 ,], con i € {0,1,...,k} fijo contiene al menos
un extremo, digamos y;,1; ademds, no contiene extremos con signo opuesto
al de y;11, de lo contrario, W*[x, f(z) — P(A*, x)] alternarfa mas de una vez
sobre dos intervalos adyacentes.

Sea i = 0, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que y; es un
extremo positivo y dado que X es compacto, que todas las funciones que
estamos considerando son continuas y u(z) > I(z), entonces existe d; > 0 tal
que:

= Wz, f(z) = P(A",x)] + p* > 4y, o bien,
WHx, f(x) — P(A*, )] > —p* + 0, para todo x € X N [z, z7].

» P(A*z) + &1 < u(x), es decir, P(A*,z) < wu(x) — 6; para todo
r € X N [xg, 7).

Sea €; > 0 tal que
€1 <01/2 y Wz, f(x) — P(A*,z) —e1] > —p* + 01/2 (3.32)

para todo x € X N [z, z1]. Repitiendo este proceso sobre X N [z7, z5], obte-
nemos € > 0y d9 > 0 tal que

€a < 52/2, P(A*,ZE) > l(l‘) + (52 (333)

Wz, f(x) — P(A*, x) + €3] < p* — 02/2

para todo z € X N[z}, x3]. Continuando con este proceso para cada intervalo
de la forma X N[z}, 2},,], ¢ = 0,1,...,k, obtenemos €1, ¢€,,...,€;, donde
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€; > 0 para todoi=1,2,... k.
Sea
e=min{e, ..., e}.
Asi, del analisis previo, se obtiene lo siguiente:
» P(A*z) € Cy* C Cy,
w2y, 25, ...,7; € X,
» k<n,
= > 0.

Luego, por el lema 3.3.1, existe P(A,z) € C, tal que
P(A )= P(A%x}), i=1,...k,

I;rleaggdP(A,x) — P(A™,x)| <€
sgn (P(A,z) — P(A*,z)) = (=1)" para z € X N (2},2} ), i=0,1,... k.
Probemos ahora que P(A,z) € C,*.

Se tiene que para x € X N [x§, x}]
» siz = xf, entonces P(A,z) = P(A*, ),

» six # xf entonces sgn[P(A,z) — P(A* x)] = +1, lo que implica que:
P(A,x) > P(A*, z).

Asi, de los dos casos anteriores, se tiene que P(A,z) > P(A*, z) y como
l(x) < P(A*, x), entonces [(x) < P(A, z).
También, se tiene que P(A,z) < u(x) — §;/2 < u(z) y puesto que

max |P(A*,z) — P(A,z)| < € < 6,/2,

zeX
P(A*,z) < u(z) — 61, para toda x € X N [xg, x]],

entonces,

l(x) < P(A,z) < u(z), para toda x € X N [x], z]].
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Una vez mas, por la continuidad de las funciones y el hecho de que
X N [z§, 23] es compacto, tenemos

pt> max W[z, f(z)— P(A%x)] > max W"[z f(2) — P(A,z)]

zeXN[xf,x; zeXN[xg,x7]

de lo anterior junto con (3.32) se tiene que

o
min -~ W*[z, f(z) — P(A*,2) —e]| > —p" + = > —p".
zeXN[zh,xt] 2
Luego,
_p < mix W[z f(z) — P(A,2)] < g,
zeXN[zf,x7]
entonces
max |VV>’< [Z,f(Z)—P(A,Z)” <p*'
zeXN[xf,x7]
De manera similar para el intervalo X N [z],25] tenemos que para
v e X Nfay, 23],
» six =2x] 6 v =z}, entonces P(A,z) = P(A*, x),
w six # a y x # xl, entonces sgn[P(A,xz) — P(A*, z)] = —1, lo que
implica que P(A,z) < P(A*, x).
De los casos anteriores, podemos concluir que
P(A,z) < P(A*, x),
asimismo, como P(A*, x) < u(z), entonces P(A,z) < u(x).

También, se tiene que I(z) < l(z) + d2/2 < P(A, ) y puesto que

max |P(A*,x) — P(A,z)| < € < d2/2,

zeX

se tiene
l(x) + 62 < P(A*,x), para todo x € X N [z], z3],

con lo que,

[(z) < P(A,z) <u(x), para todo z € X N [z], x3].
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Por la continuidad de las funciones consideradas y la compacidad de
X N[z}, 23] se sigue que

< min Wl f(x) — P(A", )]
xeXN[zy,z5]
< max Wz, f(x)— P(A* x
S omix [z, f(x) — P(A", z)]
< méx W*z f(z) — P(A, =z
i W f(2) — P(4,2)]
< max W*z, f(z) — P(A* 2) + ¢

ze XNz} ,x5]
< pt—62/2 < p*.

Por lo tanto,

—p* < miéx W'z, f(x) — P(A,z)] < p",

zeXN[z},z5]

entonces

max  |W*z, f(x) — P(A,2)]| < p".
zeXN[z},z3)
Repitiendo estos argumentos para cada uno de los intervalos X N|[x;, x;41],

coni=0,1,...,k obtenemos :
» P(A z) € C,", pues l(z) < P(A,z) < u(x) para todox € X y
= méx Wz, f(2) — P(A,2)]] <méx[W*[z, f() - P(A", 2)]| = p",

reX
con lo que tenemos que P(A,z) € C} aproxima mejor a f que P(A* x),
lo cual contradice el hecho de que P(A* z) es la mejor aproximacién ge-
neralizada de f con respecto a W* y C;. Por lo tanto, la curva de error
W[z, f(z) — P(A*, x)] alterna al menos n veces sobre X.

Para probar la parte suficiente del teorema, supongamos que la curva de
error W*[z, f(z)—P(A*, z)] para P(A* x) € C; alterna al menos n veces. Por
simplicidad asumiremos que ésta alterna exactamente n veces, supongamos
también que existe P(A,x) € C tal que

i [W* 2, f(x) — P(A,2)]| < mix W[z, f(2) — P(4",2)]]
S xe
Sea {x1,Ta,...,Tp,Tpi1} cON T < T < ... < T, < Tpy1 un conjunto de

n + 1 puntos extremos en X, para la curva de error W*[x, f(z) — P(A*, z)].
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que

sgn* (f(z;) — P(A*,2;)) = (=1)%, i=1,...,n+ 1.
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Vamos a considerar a p* como se definié en (3.31). Entonces para ¢ un
entero impar y de la definicién de punto extremo,

Wy, f(z:) — P(A", ;)] = —p" 0 P(A", ;) = u(wy),
para i un entero par,
W[z, f(z;) — P(A", z;)] = p* o P(A", z;) = l(x;).
Al ser W* una funcién mondtona se tiene que
(=) P(A* 2;) — P(A,23)) >0, i=1,...,n+1.

Por el teorema del valor intermedio P(A*, z) — P(A, x) cuenta con ceros
Y1, Y2, - - -, Yn, tales que

1 <Y1 <2 <Y < -+ <Yy < Tpyg.

Contando cualquier cero doble como dos ceros, luego, si definimos a
Qn(C,z) = P(A*,z)— P(A,x), obtenemos que Q,(C,y;) = 0, para todo i =
1,2,...,n.

Entonces, tenemos que @Q,,(C, x) tiene més de n—1 ceros distintos. Lo cual
es una contradiccién, puesto que Q,(C,z) € C,. De donde Q,(C,z) = 0,
con lo que
P(A*,x) = P(A,x)
Asi, P(A*, x) es la mejor aproximacién generalizada para f con respecto
aW*y Cy*.
O
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3.4. Unicidad del mejor aproximante

Una vez que hemos caracterizado al mejor aproximante, lo que resta es
ver bajo que condiciones ésta mejor aproximacién es tnica, lo cual se muestra
en el siguiente teorema.

Teorema 3.4.1. Sea f una funcién continua sobre X, W* una funcién de
peso generalizada, u,! dos funciones continuas, tales que u(x) > [(x) para
toda x € X y Ci la clase descrita en (3.7). Entonces existe una y sélo una
mejor aproximacion generalizada para f con respecto a W* y Ci.

Demostracion. La existencia de la mejor aproximacion generalizada se
mostré anteriormente, por lo que tnicamente se probara la unicidad.

Para probar la unicidad del mejor aproximante, supongamos que la fun-
cién f tiene dos mejores aproximantes, digamos, P(A;,x), P(Ay, x) € C.
Como P(A;,z) es un mejor aproximante para f, entonces, por el teorema
3.3.2, la curva de error

Wz, f(z) — P(Ay, 2)] (3.34)

alterna al menos n veces sobre X, asi, existen al menos n + 1 puntos en X,
digamos, x1,To, ..., Ty, Tyyi1, tales que:

T <Xy < - <Xy < Tpgi,

los cuales son puntos extremos de la funcién (3.34).

Definamos a I,,1 = {1,2,...,n,n + 1} y consideremos a p* como se
definié en (3.31).
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que

sgn*[f(x;) — P(Ay,x:)] = (=1)", i € Ly,.
Luego, para ¢ € I,,41 impar,
W*x;, f(x;) — P(Ay,2;)] = —p* o P(A1,x;) = u(zy), (3.35)
para ¢ € I, par,

Wy, f(2:) — P(A1, 25)] = p* o P(Aq, 2:) = (). (3.36)
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Ademds, como P(Aj,z) es una mejor aproximacién y P(Ay,x) € C¥,
entonces

ma [W*[z, f() = P(Ay, 2)]| < méx[W*[z, () = P(Ap,2)]] . (3.37)

Asi, de (3.35), (3.36) y (3.37), se sigue que
(=) Y P(Ay, 25) — P(Ag,24)) >0, i€ L.
Luego, por el teorema del valor intermedio, se sigue que
Qn(C,z) = P(Ay,z) — P(Ay, x)
cuenta con al menos n ceros, digamos {y1, 2, - .., yn}, tales que
T <y < Ty <Yp <0 < Ty < Yn < Trpt

Luego, se sigue que Q,(z) = 0. Asi, P(A;,z) = P(As, x).
Por lo tanto, el mejor aproximante es tnico. O




Conclusiones

El objetivo principal de esta tesis fue estudiar la aproximaciéon con restric-
ciones, mediante sistemas de Chebyshev, analizando la problematica refe-
rente a la mejor aproximacion, considerando:

1. Existencia
2. Caracterizacion
3. Unicidad

Para poder desarrollar este trabajo, se necesitaron resultados que fueron
tomados (en su mayorfa) de la bibliografia utilizada, sin embargo, se deta-
llaron un poco mas las demostraciones, asimismo, se aportaron algunos nuevos
resultados, como se especifica a continuacion.

Para obtener un teorema que nos asegurara la existencia de la mejor
aproximacion, se tuvieron que analizar algunos resultados previos y aunque
la mayorfa fueron tomados de los textos (citados en la bibliografia), en esta
parte se dié una adaptacién de uno de ellos (teorema 3.2.7) para el caso en
el que el conjunto X es compacto, la cual nos ayudaria posteriormente para
la demostracion del teorema principal de la existencia.

Cabe mencionar que para poder caracterizar a la mejor aproximacion, se
requeria de un lema previo; el cual inicamente se encontraba en los textos
para el caso de aproximacién racional [12], asi, debido a la necesidad de con-
tar con un resultado analogo se realizé una adaptacion de él, para sistemas
de Chebyshev, obteniendo de esta manera el resultado fundamental para la
demostracion del teorema de caracterizacion.

Por ltimo, una vez que se tenian los resultados referente a la existencia y
caracterizacion de la mejor aproximacion, con ayuda de éstos, se demostro la
unicidad, concluyendo satisfactoriamente el objetivo principal de esta tesis.

Cabe mencionar también que al igual que se han generalizado los resulta-
dos acerca de existencia, caracterizacion y unicidad del mejor aproximante,
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un trabajo futuro podria ser la obtencion de un algoritmo para encontrar el
mejor aproximante, asi como el estudio de algunas de sus aplicaciones.
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