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Prefacio

Fl riesgo, es un término al que diariamente se enfrenta el ser humano, existen distintas
formas de considerar el riesgo, dependiendo el drea o el enfoque en el cual se esté considerando.
La palabra riesgo se emplea para describir sucesos o eventos desconocidos con cierto grado de
incertidumbre, dicha incertidumbre puede ser negativa o positiva.

Es dificil encontrar un solo campo de actividades humanas donde se pueda tener el control
absoluto de lo que sucederd en el futuro. Dentro del &mbito financiero esto no es la excepcidn,
constantemente se necesitan hacer predicciones para maximizar los recursos utilizados.

Particularmente para las companias aseguradoras el término riesgo y saber medirlo correc-
tamente es de vital importancia para su supervivencia. Dentro del drea de las matematicas,
la rama que se encarga de esta tarea es la teoria de riesgo.

Justamente uno de los problemas més estudiados dentro de la teoria de riesgo es la proba-
bilidad de ruina de la compania. Este problema fue principalmente estudiado en los trabajos
de Lundberg y Cramer. Lundberg introdujo un modelo para estudiar el flujo del capital de
una compania aseguradora conocido como el modelo clasico de riesgo.

Esta tesis busca exhibir parte de la teoria de riesgo para distribuciones de probabilidad
de cola ligera, basada en el modelo clasico de Cramer-Lundberg.

En el primer Capitulo se proporciona una introduccién acerca del riesgo, su relacion con
las companias aseguradoras y se describe brevemente las consideraciones hechas en el modelo
de riesgo.

En el segundo Capitulo se muestran conceptos de probabilidad, necesarios para poder
comprender el modelo de Cramer-Lundberg, se definen las distribuciones de cola ligera, valor
esperado, transformada de Laplace entre otros. También se incluyen algunos teoremas y re-
sultados tutiles de Teoria de renovacion.

En el tercer Capitulo se describe el modelo clasico de riesgo, asi como la aproximacién
de Cramer-Lundberg, la formula de Pollaczek-Khinchin que proporciona un forma cerrada
de la probabilidad de ruina, el algoritmo de Panjer, el cual obtiene distribuciones de proba-
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bilidad de variables aleatorias de manera recursiva y algunas cotas de probabilidades de ruina.

Finalmente en el Capitulo cuatro, con el objetivo de emplear la teoria descrita en los
Capitulos anteriores, se muestran algunas aproximaciones de probabilidades de ruina consi-
derando distribuciones de cola ligera y simulaciones de trayectorias de riesgo.



Capitulo 1

Introduccion

Todos nuestros pensamientos, decisiones y en general todas las acciones humanas conllevan
un riesgo, el riesgo se considera como una amenaza para el hombre, ya que no se sabe con
certeza que consecuencias ocasionara. Es por ello, que siempre es importante analizar la
magnitud e intensidad de los riesgos a los que diariamente el ser humano se enfrenta.
Formalmente el riesgo se define como:

= La contingencia en la proximidad de un dafo, es decir, la incertidumbre que existe de
que un hecho negativo o peligroso ocurra.

= Una medida de pérdida potencial y econémica en términos de la posibilidad de ocurrencia
de un evento no deseado, aunado con la magnitud de sus consecuencias.

Por representar algo negativo para el hombre, éste se ha dado a la tarea de clasificarlos,
ya que en todas las ramas de las ciencias se presentan o se tienen contemplados riesgos. Al-
gunos de ellos son los riesgos econémicos, sociales, fisicos, biolégicos, psicoldgicos y financieros.

Particularmente, el riesgo es un concepto importante en economia, debido a que dia con
dia es necesario contar con estrategias y métodos para el buen manejo de nuestros bienes y
recursos, asi se han diseniado herramientas para tratar de reducir las perdidas econémicas que
ayuden a la economia de los individuos. Nuestro interés estard particularmente centrado en
el riesgo financiero y en el riesgo econémico.

El riesgo econémico hace referencia a la incertidumbre en el rendimiento de la inversion
debido a los cambios producidos en la situacién econémica de una empresa.
A modo de ejemplo, dicho riesgo puede provenir de:

= La politica de gestion de la empresa.
= La politica de distribucién de productos o servicios.
= La aparicién de nuevos competidores.

= La alteracién en los gustos de los consumidores.
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El riesgo econdémico es consecuencia directa de las decisiones de inversién que previamente
se determinaron por una empresa.
Por otra parte, el riesgo financiero se refiere a la incertidumbre asociada al rendimiento de
la inversién debido a que la empresa no puede hacer frente a sus obligaciones financieras. Es
decir, es la posibilidad de obtener resultados diferentes a los esperados como consecuencia de
las distintas variables de inversién.
Cuando la empresa que se ve involucrada es una compania aseguradora se habla de un riesgo
actuarial, el riesgo actuarial se refiere a la incertidumbre que existe de que una compania
aseguradora, sea capaz de cumplir o solventar las reclamaciones de todos sus asegurados.

Particularmente la teoria de riesgo se ha centrado en estudiar el manejo de reservas de
una compania aseguradora y de estimar las posibilidades de ruina de dicha aseguradora.
Considerando distintos factores, como el capital inicial, el nimero de reclamos y el tamano
de los reclamos, con el proposito de ponderar las consecuencias del riesgo de interés.

1.1. Riesgo y su relaciéon con las companias aseguradoras

A lo largo de la historia siempre han existido tanto accidentes y desastres naturales, situa-
ciones en las que el término riesgo se ve involucrado, puesto que en muchas ocasiones no se
estd preparado para tales emergencias y en consecuencia no se pueden solventar econémica-
mente, por tal motivo, se suelen contratar a compaifias aseguradoras para prepararse en estas
situaciones.

De manera general una compania de seguros opera de la siguiente manera: existe un grupo

de personas que reconocen estar expuestos a algin tipo de riesgo (algo peligroso) hacia su
persona o en sus propiedades y que dichos riesgos pueden causarles consecuencias graves, en
su economia o inclusive la pérdida de sus vidas.
Entonces, contratan un seguro donde cada una de estas personas pagan una cantidad de
dinero llamada prima a la compania aseguradora, la que en dicho momento hace la firme
promesa de apoyar monetariamente a todas aquellas personas que sufran algin tipo de dano,
en el tiempo de vigencia del seguro. Por lo tanto aunque no se conozca con certeza cuantas
personas requeriran la proteccién de la compania, el capital obtenido de manera colectiva
debe ser suficiente para solventar los gastos que se presenten, sin duda alguna la pregunta de
mayor interés para la compania aseguradora es la siguiente:

;, Hasta qué punto la compania aseguradora se puede solventarse?

Es decir, jcudl es la probabilidad de no ruina en la compania?, esta interrogante ha hecho
que se desarrollen investigaciones acerca de lo lejos o cerca que una compania de seguros se
encuentra de la ruina, empleando de manera formal conceptos matematicos para describir los
movimientos de la compania.

Las companias de seguros, aparecieron en el siglo XV en Italia y Holanda. Al principio
aseguraban el transporte de bienes por vias maritimas y posteriormente ampliaron su cober-
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tura a envios por rutas a través de continentes, rios y lagos. Para fijar las primas de seguro,
estas companias evaluaban los riesgos a los que estaban sometidos los envios, y como resulta
natural, a un riesgo mayor le asignaban una prima mayor, de hecho, la prima para envios
maritimos oscilaba entre 12% y 15% del valor de los bienes asegurados, mientras que para
los envios continentales la prima variaba entre 6 % y el 8 %.

Desde hace ya bastante tiempo, la principal caracteristica en una compafia de seguros es

la incertidumbre asociada al tamano de los reclamos que la compania recibe por parte de sus
asegurados, en un determinado tiempo. Una de las mejores formas de calcular dicho riesgo o
incertidumbre es a través de la teoria de la probabilidad.
La probabilidad recientemente se ha dedicado de manera muy formal a estudiar este tipo de
fenémenos de riesgo, es asi que del riesgo actuarial se ha desprendido el estudio de la teoria
de riesgo, la cual estudia la vulnerabilidad de una compania aseguradora a la insolvencia o
ruina.

El punto de partida de la teoria de riesgo fue sin duda el modelo clasico de riesgo intro-
ducido en 1903 por el actuario sueco Filip Lundberg en su tesis doctoral. Desde este ano, él
proponia algunas férmulas asintéticas para la probabilidad de ruina de una compania asegu-
radora en la que los siniestros o reclamos de sus asegurados eran pequenos. Este modelo fue
estudiado mas tarde por el estadistico y probabilista Harald Cramer (1930), introduciendo

nuevos métodos en teoria de riesgo, para publicar su libro “On the mathematical theory of
risk”.

El modelo clésico fue extendido mas adelante para relajar supuestos sobre la distribucion
del tiempo de la inter-demanda, la distribucion de los tamanos de los reclamos, etc., en la
mayoria de los casos, el objetivo principal del modelo clasico y sus extensiones era calcular la
probabilidad de ruina.

Més tarde Cramer (1932) también propuso férmulas asintéticas para la probabilidad de
ruina, retomando algunas ideas de Lundberg y dos anios mas tarde propone algunas aplica-
ciones numéricas a la teoria de riesgo.

Una de las féormulas mas famosas dentro del campo de la teoria de riesgo es sin duda la
de Pollaczek-Khinchin, la cual surge en el contexto de teoria de colas por N.U. Pabhu (1965),
dicha férmula permite realizar cdlculos de probabilidades de ruina para casos generales de
acumulacién, puesto que en ella no se especifica si los reclamos son grandes (cola pesada) o
pequenos (cola ligera).

La aproximacién de Panjer (1980) fue 1til para que Gerber empleara aplicaciones por me-
dio del algoritmo de Panjer, para calcular reaseguros tipo stop-loss. En general dicho algoritmo
es bastante famoso en el estudio de la teoria de riesgo, por que proporciona probabilidades

de ruina de forma recursiva, comunmente la aplicacién del algoritmo emplea la férmula de
Pollaczek-Khinchin.
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J. Abate y W. Whitt (1992) realizan estudios sobre métodos para transformadas de pro-
babilidad, por medio de series de Fourier y transformadas de Laplace, lo que proporcioné un
método exacto para calcular la probabilidad de ruina en algunos casos. Taylor (1976) obtuvo
cotas por arriba y por abajo de las probabilidades de ruina.

Se estudian probabilidades de ruina para procesos de riesgo méas generales donde se consi-
deran incrementos independientes y estacionarios, al momento de tomar en cuenta la llegada
de los reclamos y en donde dichos reclamos se discuten en intervalos finitos e infinitos estudia-
dos por Dufresne y Gerber, ademas de estos temas, ellos estudiaron distribuciones conjuntas
del tiempo de ruina del surplus antes y el deficit al tiempo de ruina.

Los libros de Rolski et al (1999) y Jan Grandell (1991) seran usados en esta tesis para
poder obtener informacién més completa sobre el modelo clasico de Cramer-Lundberg.

1.2. Algunos conceptos de seguros y finanzas

Para cumplir con el objetivo de brindar proteccién a sus asegurados, la aseguradora entra
en un proceso para determinar cuanto sera el monto de la prima a cobrar y los intervalos de
tiempo en los que la recibird, a fin de solventarse. Dentro de esta discusion de asignaciones
entran en juego factores tanto deterministas como estocéasticos de diversa indole.

Entre los factores que tienen un comportamiento estocastico y que se analizaran a lo largo de
esta tesis se pueden mencionar los siguientes.

» Epoca o periodos de reclamos.

Denotados por Wy, Wa, ..., son los reclamos que llegan a la aseguradora.

= Numero de llegada de reclamos al tiempo t.
Denotado por N(t), donde N(t) = sup{n : W,, < t}. Se refiere al nimero de reclama-
ciones que llegan a la aseguradora en un determinado periodo de tiempo.

= Tamano de los reclamos.

Los reclamos ocurridos al tiempo W, tienen un tamano denotado como Z,,.

= Cantidad de reclamos hasta el tiempo t.

Denotado por S(t) = Zij\;(f) Zi, donde para N (t) = 0, el valor de S(t) serd 0.
S(t) es el monto que afronta una compania aseguradora por concepto de reclamaciones
durante un periodo completo de tiempo.
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1.2.1. Modelo de riesgo

Muchas veces se piensa que los resultados tedricos, son dificiles de aplicar en la vida real.
Sin embargo, el calculo de aproximacién y de probabilidades de ruina han sido una fuente
constante de inspiracién en el desarrollo de las matematicas actuariales.

El momento de ruina de una compania ocurre cuando su capital es negativo, debido a que
no fue posible que cumpliera con todas las reclamaciones hechas por sus asegurados. Como
yva se ha mencionado existen distintos factores a considerar, pero quizds uno de los mas im-
portante sea el tamano de los reclamos, es decir, que tan grandes o pequenos son. Con base
en dicha observaciéon se ha hecho una clara divisién entre suponer reclamaciones grandes y
pequenas, puesto que en una compania no se sabrd a ciencia cierta que tipo de reclamacion
llegara.

Particularmente en este trabajo se asumira que las reclamaciones son pequenas, en base
a este supuesto se explicard el modelo clasico de riesgo. Basicamente el modelo hace los
siguientes supuestos:

i) La llegada de los reclamos a la compania, son descritos por medio de un proceso puntual,
el elegido es el proceso de Poisson.

ii) El tamafo de los reclamos se asume que son variables aleatorias independientes e idénti-
camente distribuidas.

iii) El proceso puntual y las variables aleatorias son independientes.
iv) La prima es constante y se recibe por cada unidad de tiempo.

En el siguiente Capitulo se estudiaran algunos conceptos basicos de teoria de la proba-
bilidad tales como variable aleatoria, procesos de Poisson, entre otros, los cuales serviran de
ayuda para entender el modelo cldsico de riesgo descrito en el Capitulo 3.






Capitulo 2

Conceptos Preliminares

Existe una gran variedad de fenémenos y experimentos naturales, sociales y de diversa
indole en la que se tiene la caracteristica de obtener resultados u observaciones que son difici-
les de pronosticar con certeza, aunque se realice un estudio detallado repetidas veces y bajo
las mismas condiciones, como por ejemplo los juegos de azar. Precisamente a la imposibilidad
de predecir con exactitud resultados se llama aleatoriedad y a los fendmenos que cumplen con
esta caracteristica se les llama fenémenos o experimentos aleatorios.

En el siglo XX surge de manera formal la rama de las matematicas que estudia los fenémenos
aleatorios llamada probabilidad, la cual propone modelos con bases matemaéticas que ajustan
tales fenémenos, para posteriormente estudiar sus consecuencias légicas.

En este Capitulo se mencionaran conceptos bésicos de probabilidad, los cuales proporcio-
naran la ayuda suficiente para poder desarrollar el presente trabajo.

Experimento aleatorio

El término clave que propicia o impulsa el nacimiento de la teoria de probabilidad es precisa-
mente la observacién de un experimento aleatorio.
Un experimento aleatorio €, es un experimento que presenta las siguientes tres caracteristicas.

(1) Tiene al menos dos posibles resultados;
(i) el conjunto de posibles resultados se conoce antes de que el experimento se realice y;
(7i1) puede repetirse esencialmente bajo las mismas condiciones.

Se puede notar que dentro de un experimento aleatorio se observan varios puntos a discu-
tir, se tienen dos o més posibles resultados, por ejemplo, el evento de observar la evaporacion
del agua, no se considera experimento aleatorio, puesto que se sabe que se va a evaporar y
es la unica posibilidad, sin embargo, lanzar un dado, es un experimento aleatorio por que se
tienen seis posibles resultados.

Dentro de un experimento aleatorio también se hacen supuestos, como se menciona en
(1), es decir, se debe saber exactamente que casos se tendran contemplados antes de realizar
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el experimento, asi, por ejemplo el suceso de observar una boveda celeste a través de un teles-
copio nuevo, el cual tiene una potencia superior a todos los anteriores, en este caso es dificil
inferir que resultados se obtendran y especificar los posibles resultados que se encontraran,
por lo que este suceso no es un experimento aleatorio.

Espacio muestral

El espacio muestral es el conjunto de todos los posibles resultados o estados de la naturaleza
de un experimento aleatorio €, se denota mediante el simbolo 2. Los subconjuntos de €2 son
llamados eventos o sucesos y se denota por letras maytsculas A, B, .... Por ejemplo si € es
el experimento aleatorio de lanzar un dado, entonces 2 = {1,2,3,4,5,6}, sera el conjunto de
todos los valores que se pueden obtener como resultado de arrojar el dado. El subconjunto
A = {1} de Q es el evento de lanzar el dado y observar el nimero 1.

Medida de probabilidad

El concepto de medida de probabilidad cuantifica la creencia sobre la ocurrencia de los eventos
que se encuentran en el espacio muestral.

Definicién 2.0.1. Sea Q un espacio muestral y F = {A € Q}, tal que cumple lo siguiente,

a) DeF,

b) Si A, e Fon=1,23,....,A4NAj=0coni#j entonces UAkef,
k=1

c) Si A€ F entonces A°=0J/A€F,

(A A2 A5 An-)m = AT (45 (4[] € F-

Entonces una medida de probabilidad es una funcion P : F — [0,1], la cual satisface lo
siguiente,

(1) P(©) =1,
(17) si {An}22 es una sucesion inyectiva de eventos en 2 con A, N Ay, = 0 para n # m,

entonces P (Ur2 1 An) = > ne P(Ay).

2.1. Variables aleatorias

Una variable aleatoria se define de la siguiente manera:

Definicién 2.1.1. Supdngase que se tiene un espacio muestral 2, asociado a un experimento
aleatorio, una funcion X : Q — R tal que X' = {w € Q: X(w) € F} para todo —oo < a <
b < o0, es una variable aleatoria.
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Existen dos tipos importantes de variables aleatorias: discretas y absolutamente continuas,
para cada una de ellas se tiene una forma de calcular sus respectivas probabilidades.

Distribuciones Discretas

Cuando se tiene una variable aleatoria discreta, la probabilidad de que ésta tome todos y
cada uno de sus posibles valores se llama funcién de densidad de probabilidad y se define de
la siguiente manera:

Definicion 2.1.2. La funcion de densidad de probabilidad de una variable aleatoria discreta
X, denotada por p(z) o px(x), se define como p(x) = P(X = z), la cual satisface las siguientes
propiedades:

» p(z) > 0 para todo x.

= ) o) =1
Entre las principales variables aleatorias discretas, se pueden mencionar las siguientes

» Distribucion de Probabilidad Bernoulli. Una variable aleatoria X tiene distribucién de
probabilidad Bernoulli, si P(X = z) = p*(1 — p)!=® para xz = 0,1, 0 < p < 1, se denota
como X ~ Ber(p).

» Distribucion de Probabilidad Binomial. Una variable aleatoria X tiene distribucién de
probabilidad binomial basada en n variables aleatorias de Bernoulli, con probabilidad

de éxito p, si P(X = z) = <n>pz(1 —p)"* x=0,1,....,n, 0 < p < 1; se denota
x
X ~ Bin(n,p).
» Distribucion de probabilidad Geométrica. Una variable aleatoria X tiene una distribucion

de probabilidad geométrica si esta definida como P(X =) = p(1 —p)* L 2 =1,2,...,
0 < p <1, se denota X ~ Geo(p).

= Distribucion de Probabilidad Binomial Negativa. Una variable aleatoria X igual al nime-
ro de la prueba en la cual aparece el r-ésimo éxito se dice que tiene una distribucién

—1
)pr(l—p)xT,x:r,r—i—l,...,ngSlyse

binomial negativa si P(X = z) = <x )
r—

denota como X ~ BN(r,p).

» Distribucion de Probabilidad Hipergeométrica. Una variable aleatoria X igual al niimero
de éxitos en una muestra de tamano n, tiene distribucién hipergeométrica si P(X = z) =

()0 )
%, x=0,1,...,2 < k,n—x < N—ky se denota como X ~ Hiper(N,k,n).

n

n Distribucién de Probabilidad ()i\% Poisso/r\L. Una variable aleatoria X tiene una distribucién
de Poisson si P(X = z) = ATexp(=A)

' ,o = 0,1,...,A > 0, y se escribe como X ~
x!
Poi(X).
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Funcion de distribucion acumulada

Esta funcién como su nombre lo indica acumula todas las probabilidad de que la variable
aleatoria X, sea menor o igual que un valor de x dado, formalmente se define a continuacién.

Definicién 2.1.3. La funcidn de distribucion acumulada (FDA), de la variable aleatoria X
denotada por Fx(x) o simplemente como F(x), se define como:

Fx(z) =P{w: X(w) < 2} = P{X(—o0,z]}, para todo = € R.
Asi, se tiene que Fy : R — [0, 1] y tiene las siguientes propiedades:
a) Fx(z) es una funcién creciente, es decir, si a < b entonces Fx(a) < Fx(b).

b) lim Fx(z)=1, lim Fx(z)=0.

T—-+00 T——00

c) Fx(z) es continua por la derecha con limites a la izquierda, esto quiere

lim = Fx(a4),

an—a4

siempre y cuando exista el limite anterior.

Distribuciones absolutamente continuas

Definicién 2.1.4. Sea Fx(x) la FDA de una variable aleatoria absolutamente continua X,
entonces la funcion de densidad de probabilidad (fdp), denotada como fx(x) o f(x), cumple
que

L] fx(x) Z 0.

. ffooo fx(z)de =1.

= (X7N([a,0)) =P(a < X <b) = [} fx(x)da.
y esta dada por

d

F@) = fx(@) = = [Fx(@)],

siempre y cuando la derivada ezista.

Entre las principales distribuciones continuas, se pueden mencionar las siguientes.

= Distribucion Normal. Una variable aleatoria X tiene distribucion de probabilidad normal

si y solo si, la fdp de X es :f(z) = \/%exp{—% (%)2}, o >0, —c0 < pu < oo,

—00 < x < 00y se denota como X ~ N (u,0?)
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» Distribucion gamma. La variable aleatoria X, tiene distribuciéon gamma con parametros
a—1

T exp (—%)

(a)0” ;a>0,0>0, >0y se denota
a

a 'y 0, si su fdp esta dada por: f(x) =

como X ~ gamma(a,B).

= Distribucion Exponencial. La variable aleatoria X, tiene distribucién exponencial si su
fdp estd dada por: f(x) = %exp (—%) ,x >0y se denota X ~ exp(6).

a—1 1— b—1

» Distribucion Beta. Una variable aleatoria X tiene distribucién betasi f(x) = JM
a?

I'(a)l'(b)

m, y se denota

1
para todo 0 < = < 1, donde B(a,b) = / 21— 2) 7l de =
0
como X ~ Beta(a,b).

= Distribucion Weibull. Una variable aleatoria X tiene estd distribucién con parametros
-1 B
a'y [ siy sélo sisu fdp estd dada por: f(x) = s <E> exp {— (E) } se denota
a \a «
como X ~ Weibull(a, 3).

» Distribucion Uniforme. Una variable aleatoria X en un intervalo [a, b], donde a < b tiene
distribucién de probabilidad uniforme si y sélo si tiene la siguiente fdp:

1
fl@)=4 b—a

0 cualquier otro caso.

paraa <z < b,

Se denota como X ~ Uf(a,b).

Valor Esperado

El valor esperado o esperanza de una variable aleatoria tuvo sus origenes en los juegos de azar,
ya que los jugadores deseaban estimar cual era la esperanza de ganar en repetidas ocasiones
un juego.

El valor esperado de una variable aleatoria X, denotado por E(X), se define de la siguiente
manera:

Z zp(z)  si X es discreta,
x

E(X)Z/Qde:/R:chX(x): /

Siempre que la serie (integral) converja.

xfx(z)dr si X es continua.

Observacion
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= Si X es una variable aleatoria absolutamente continua no negativa entonces,
o
= / [1— Fx(x)] dz.
0

El valor esperado también se denota con la letra griega p. De manera general para una funcién
arbitraria g(z) de z:

Zg(x)l?(x) si X es discreta,
Blo0) = [ o) drx@ ={ =

R /g(ac)fx(x) dr si X es continua.
Si g(x) = X" entonces E(X") = pu,, se llama el r-ésimo momento de X con respecto al
origen.
Varianza

La varianza de una variable aleatoria mide el grado de dispersion alrededor de su media.

Definicién 2.1.5. Sea X wuna variable aleatoria con p = E(X) < oo, la varianza de X,
denotada por V(X), se define como,

V(X) = E[(X — n)?.
La varianza de un variable aleatoria se denota como o2 en lugar de V(X).

Funcion Generadora de Momentos

La funcién generadora de momentos como su nombre lo indica genera todos los momentos
respecto al origen de una variable aleatoria, formalmente se define de la siguiente manera.

Definicion 2.1.6. Sea X una variable aleatoria. La funcién generadora de momentos, deno-
tada por mx, es la funcién mx : I — R definida como

mx(s) = Elexp(sX)],
donde I = {s € R: mx(s) < 0o} es el intervalo de definicion de mx?!.

La importancia de la funcién generadora de momentos, radica en que si se tienen dos o
mas variables aleatorias con la misma funcién generadora de momentos, entonces es posible
demostrar que tienen la misma distribucién de probabilidad.

! Algunas veces cuando F' es la FDA de X, la funcién generadora de momentos puede denotarse como mp
en lugar de mx.
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Funcién Generadora de probabilidades

Es posible también definir la funcién generadora de probabilidades para variables aleatorias
que tomen valores sobre los niimeros naturales.

Definicion 2.1.7. Sea X una variable aleatoria que toma valores en N y con distribucion de
probabilidad p(k), la funcion generadora de probabilidades de X, es una funcion gx : [—1,1] —
R dada por
oo
gx(s) = 3 p(k)s".
k=0

Si {ak, k € N} es una sucesién arbitraria de nimeros reales, no necesariamente una distri-
bucién de probabilidad, entonces la funcién generatriz g(z) de {ay}, estd dada por

oo
g(z) = Z apz®.
k=0

Transformada de Laplace

Definicién 2.1.8. La transformada de Laplace de la variable aleatoria X, denotada por (x>
se define como

lx(s) = Elexp(—sX)]

lx : J — R, donde J es el intervalo donde £x ésta definida.

Observaciones

» mx(s) =lx(—s),sel.

» En general, si se tiene una funcién C : R — R™, entonces la transformada de Laplace
se define como:

lo(s) = /exp(sx)C(:c) dx,

para los valores de s donde /¢ existe.

2Cuando F es la FDA de X, la transformada de Laplace de X, también se denota como £r(s).
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2.2. Variables aleatorias multivariadas

Hasta este momento se han definido conceptos para el caso en el que se tiene solo una
variable aleatoria, pero en la mayoria de los casos o experimentos no solo se ve involucrada
una variable aleatoria, por tal razén a continuacién se mencionaran los principales conceptos
para el caso de n variables aleatorias tanto continuas como discretas.

Un vector aleatorio de dimensién n es un vector de la forma (X1, Xo, ..., X,,)?, en donde
cada coordenada es una variable aleatoria.
Se dice que un vector aleatorio es discreto o continuo si todas sus componentes son varia-
bles aleatorias discretas o continuas, respectivamente. Un vector aleatorio (X1, Xa,...,X,)
puede considerarse como una funcién del espacio muestral Q en R™. Es decir, el vector
(X1,X2,...,X,) evaluado en w es (X1, Xo,..., Xp)(w) = (X1(w), Xo(w), ..., Xn(w)).

Distribuciéon de densidad conjunta

Definicién 2.2.1. Sea (X1, Xs,...,X,) un vector discreto. La probabilidad de que X; =
x1,Xo = x9,..., X, = x, estd determinada por la funcion de distribucion de densidad con-
Junta multivariada,

p(xi,xe, ..., xn) =P(X] =21, X0 = 29,..., X, = zp),
la funcion p(xy1,z2,...,x,) cumple con las siguientes propiedades:
a) p(z1,x2,...,25) > 0.
b) th_ﬂmn p(z1, 2, ..., x,) = 1.
Funcion de distribucién acumulada

Para un vector aleatorio se define la funcién de distribuciéon acumulada como sigue:

Definicién 2.2.2. La funcion de distribucion acumulada de un vector (X1, Xo,...,X,), es
una funcion F : R™ — [0,1], denotada por F(z1,z2,...,%n) 6 Fx, X, . X, (T1,22,...,Zpn) Y
se define como

FX1,X2,...,Xn(x17 Ty v ,.Z‘n) = ]P)(Xl S xl,XQ S T2y ... ,Xn S l‘n)
Funcion de densidad de probabilidad conjunta

Se dice que la funcién integrable y no negativa f : R™ — [0,00) es la funcién de densidad de
probabilidad conjunta de un vector continuo (Xi, Xo, ..., X,) si para todo (x1,x2,...,2,) €
R™ se cumple la igualdad:

X1 1) ITn
IF’(X1Sa?LXQSm,n-,Xnan)—/ / / Jut,ug, ... up) duy dug - -+ dug,

esta funcion satisface

3Cuand0 se consideran una o mas variables aleatorias X1 XQ SN Xn se suelen llamar variables aleatorias
’ ’ ) )
multivariadas.
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] ffooo ffooo ffooo flx1, ... xn) dey, dey—q -+ dogp = 1.
Probabilidad condicional

La probabilidad condicional de dos variables aleatorias permite conocer la probabilidad de
que un evento ocurra dado que previamente se ha observado la ocurrencia de otro evento.

Si X y Y son variables aleatorias discretas entonces la distribucién de probabilidad de
X =z dado Y = y, se denota por p(z|y) y se define para el caso discreto como:

p(x,y)
p(y)

p(zly)

)

siempre que p(y) # 0, no se define si p(y) =0
Para el caso continuo se denota por fxy y esta dado por:

Faplely) =1L }f;j)y),

siempre que f(y) # 0, no se define si f(y) = 0.

Independencia

La independencia de dos o mas variables aleatorias indica que la ocurrencia de un evento no
depende de otros eventos, se define de la siguiente manera.

Definicion 2.2.3. Las variables aleatorias X1, Xo, ..., X, son independientes, si y solo si,
P(X; <a1,Xo<ag,..., X, <a,) =P(X; <a1)P(Xe <ag) - P(X,, <ay),
para todo ai,as,...,a, € R, o equivalentemente,
Fx, x5, %, (X1, T2, ..., 2n) = Fx, (1) Fx,(x2), ..., Fx, (zn),

donde Fx, . x, esla FDA de (X1, Xo,...,Xy) yFx,,Fx,,...,Fx, sonlas FDA de X1, Xo, ...,
X, respectivamente.

Es importante mencionar que si las variables aleatorias X1, Xo, ..., X}, son independientes
y ademads tienen la misma distribucién de probabilidad, se dice que dichas variables son
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (iid).

Teorema 2.2.4. Si X1, Xo,...,X,, son variables aleatorias independientes se cumple

MY+ Xot 4 X, (8) = mx, () -mx,(s)---mx, (s).

Andlogamente

x4 Xt (8) = [ [ x: (9)-
=1
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La demostracién del teorema anterior es inmediata de la definicién de funcién generadora
de momentos y de la definicién de transformada de Laplace.

Convolucion

La convolucién de dos variables aleatorias independientes X, Y con FDA dadas por Fx y
Fy, respectivamente, permite calcular la distribucién de probabilidad de la suma de estas.
Formalmente la convoluciéon se define de la siguiente manera:

Definicion 2.2.5. Sean X y Y wariables aleatorias con FDA dadas por Fx y Fy, respecti-
vamente. La convolucion de Fx y Fy*, denotada por Fx x Fy, se define como

o0

(Fx x Fy)(z) = / Fx(z —u) dFy(u), = € R.

— 00

La n-ésima convolucién de F', denotada por F*", se define iterativamente, de la siguiente
manera: para n = 0, F*9(z) es la delta de Kronecker, dada por,

1 six>0

0 = .

(@) { 0 sixz<0.

Mientras que para n > 1, F** = F*"=1) « F = Fx ... % F (n veces).

Definicién 2.2.6. Se define la cola de una FDA Fy, denotada por F, como F(x) = 1—Fx(z),
x € R.

Para la funcién de cola de F*" se escribird F**(x) = 1 — F*"(x).

2.3. Procesos estocasticos

Un proceso estocastico es un modelo matemético que analiza el comportamiento de fenome-
nos no deterministas en cuanto a su evolucién en el tiempo.
El concepto de proceso estocastico es fundamental en el desarrollo de la teoria financiera,
puesto que son ideales para describir conceptos y precios que varian en el tiempo. En otras
palabras un proceso estocastico es una serie de eventos que se mueven a través del tiempo y
que se rigen por medio de leyes de probabilidad.
Muchas aplicaciones de procesos estocasticos ocurren en la fisica, las ingenierias, la biologia,
la medicina, la psicologia y otras areas.

Definicién 2.3.1. Un proceso estocdstico es una coleccion de variables aleatorias {X (t) : t €
T} parametrizada por un conjunto T', llamado espacio parametral y un conjunto S llamado
espacto de estados.

4Algunas veces se suele decir la convolucién de dos variables aleatorias, aunque realmente se realiza la
convolucién entre sus FDA.
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Un ejemplo de un espacio parametral es el conjunto T'= {0,1,2,...} 6 T' = [0, 00), los ele-
mentos de cada conjunto con frecuencia suelen ser interpretados como tiempos. En el primer
caso se dice que el proceso es a tiempo discreto y se denota como {X(n) : n = 0,1,2,...},
para el segundo caso se dice que es a tiempo continuo, y se denota como {X (¢) : ¢ > 0}.

El espacio de estados contiene todos los posibles valores del proceso, es decir, en el caso

discreto contiene todos los valores de X (n) y para el caso continuo contiene todos los posibles
de X (t).

Mas especificamente, un proceso estocdstico se considera como una funcién X : T'xQ — §
donde a la pareja (t,w) se le asocia el estado X (t,w). Para cada valor de ¢ en T, el mapeo
w — X (w) se llama trayectoria del proceso.

Por ejemplo si A es un conjunto de estados, entonces el evento (X (¢) € A) corresponderd al
caso donde al tiempo ¢ el proceso toma algin valor dentro del conjunto A. En particular si
X (t) = z indica el evento en donde al tiempo t, el proceso se encuentra en el estado z.

Clasificacién de los procesos estocasticos

Existen distintos tipos de procesos estocasticos de acuerdo a su relacién con X(t). A conti-
nuacién se mencionaran algunos de estos:

= Procesos con incrementos independientes

Se dice que un proceso {X(t) : ¢ > 0} tiene incrementos independientes si para cada
tiempos 0 < t; <ty < --- < ty, las variables X (¢1), X (t2) — X (t1),- -+ , X(tn) — X (tn—1)
son independientes.

» Procesos estacionarios

Un proceso {X(t) : t > 0} es un proceso estocdstico estacionario si para cualesquiera
tiempos t1,tg, - ,t,, la distribucién del vector (X(¢1), -+, X (ty)) es la misma que la
del vector (X (t1+h),---, X (t,+h)) para cualquier h > 0. En particular la distribucién
de X (t) es igual a la distribucién de la variable aleatoria X (¢t 4+ h), h > 0.

= Procesos con incrementos estacionarios

Un proceso {X () : t > 0} tiene incrementos estacionarios si para cualesquiera tiempos
s < t, y para cualquier h > 0, las variables X (t + h) — X(s+ h) y X(t) — X(s) tienen
la misma distribucién de probabilidad.

» Procesos de renovacion

Un proceso de renovacién es una sucesién 7T, de variables aleatorias iid que representan
los tiempos de vida de unidades. La primera unidad empieza su ciclo de vida en el cero,
y cuando falla al tiempo T3 es reemplazada inmediatamente por una nueva unidad, la
cual posteriormente falla al tiempo 717 + 75 y es reemplazada nuevamente por una nueva
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unidad y asi sucesivamente, es decir, se van dando o renovando unidades, de ahi que se
llamen procesos de renovacién. El tiempo de la n-ésima renovacion se denotara por W,
y estd dado por W,, =11 + 15 + --- + T),.

2.4. Procesos de Poisson

Supdngase que estén llegando eventos en tiempos aleatorios, si se denota con {N(¢) : ¢ > 0}
el numero de eventos hasta el tiempo ¢, entonces se define el proceso de Poisson homogéneo
de la siguiente manera.

Definicién 2.4.1. Sea A > 0 una constante arbitraria dada. Un proceso estocdstico {N(t) :
t > 0} se llama proceso de Poisson con intensidad X si satisface las siguientes propiedades:

1) P(N(0) = 0) = 1.

2) Para toda sucesion 0 =ty < t1 < -+ < ty, n > 1 de tiempos, las variables aleatorias
N(t1),N(t2) — N(t1),...,N(tn) — N(tn—1) son independientes.

3) Para todo s > t se tiene que N(t) — N(s) es una variable aleatoria de Poisson de
pardmetro A(t — s), es decir,
(At — 5)]" exp[-A(t — s)]

PN ()~ N(s) = k) = - ,

para k=0,1,....

Observese que la propiedad 2) es la propiedad de incrementos independientes y la propie-
dad 3), la de incrementos estacionarios.

Teorema 2.4.2. Los tiempos de llegada W,, del proceso de Poisson {N(t) : t > 0}, tienen

nin—1

(n—1)

En particular Wy tiene distribucion exponencial de pardmetro .

distribucion gamma con fdp fw, (t) = ' exp(—At), n=1,2,..., t>0.

Demostracién
La FDA de W,,, n =1,2,..., esta dada por

n—1

(At)F exp(—At)

Fy, (t)=P(W, <t)=P(X(t) >n)=1-— Y
k=0 )
y la fdp de W, es
d
t) = —F t
Jw, (t) o w,, (t)
n—1 n—2
(At)F (At)*
= Aexp(—At) ( o u
k=0 k=0
Antnfl
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Teorema 2.4.3. Los tiempos entre llegada de eventos Sy = W1,51 = W1 — Wy,..., 8,1 =

Wn_1 — Wpn_a, n > 1 son variables aleatorias iid, con distribucion exponencial de pardmetro
A

Demostracién
Se probard que la funcién de densidad de probabilidad conjunta de Sp, Si,...,S5,-1, es el
producto de funciones de densidades exponenciales, es decir,

150,51 ,8m1 (505815 -y Sn—1) = [Aexp(—=Asg)][Aexp(—=As1)] ... [Aexp(—Asp—1)] (2.1)

Para el caso de n = 2.

Considérese el conjunto de ocurrencia de la siguiente manera s1 < S1 < s1+As1 y S92 < So <
s + Asy. En los intervalos (0,s1] y (s1 + Asi,s1 + Asy + s2] no ocurren eventos y en los
intervalos (s1,s1 + Asi] y (s2,81 + Asy + s2 + Ass] solo ocurre un evento. Asi,

[51,5,(51,52)As1Asy = P(s1 < S1 <51+ Asy, 850 < o < 52+ Asa) + 0(As1Asy) (Véase [8])
= BV((0,51]) = 0)
x P(N((s1+ Asy, s1+ Asy + s2]) =0)
x P(N((s1,s1+ As1]) =1)
X P(N((s1+ Asy + s2,81 + Asy + s2 + Asg]) = 1) + o(As; Asg)
= exp(—Asy) exp(—As2) exp(—AAsy) exp(—AAs2)A(As1)A(Asz)
+ o(AsiAss)

[Aexp(—As1)][Nexp(—As2)](As1)(Asg) + o(As;Asg).

Dividiendo entre AsiAso y tomando el limite cuando As; — 0, Ass — 0. Se obtiene el
resultado en el caso n = 2. La prueba para el caso general se hace de manera similarill

Distribuciones Compuestas

Las variables aleatorias compuestas son sumas aleatorias de variables aleatorias, formalmente
se define de la siguiente manera.

Definicién 2.4.4. Sea N wuna variable aleatoria no negativa con valores en {0,1,2,...} y
Z1, Za, ... una coleccion de variables aleatorias idénticamente distribuidas y {Z;} es indepen-
diente de N. Entonces la variable aleatoria

N(t)
1=
0 si N(t) =0,
se llama variable aleatoria compuesta. Si se dice que X tiene una distribucidon compuesta

determinada por la distribucién de probabilidad p(k) = P(N = k) de N y por la FDA Fy de
Z; entonces la FDA de X estd dada por



20 CAPITULO 2. CONCEPTOS PRELIMINARES

Fx(z) =Y p(k)F5(x), (2.2)
k=0

donde F3¥(z) denota la k-ésima convolucion de Fyz, es decir, F3F(z) = P(Z1+Zo+. . 42y < x)
y se denota como (p(k), Fz).

En efecto,

donde g(m) es la distribucién de probabilidad de {Z;}.

Definicién 2.4.5. Sean {Z,} variables aleatorias iid con FDA Fy y sea {N(t) : t > 0} un
proceso de Poisson de intensidad X, tales que {Z,} y {N(t) : t > 0} son independientes. El

proceso { X (t) : t > 0} definido como X (t) = ,]j:(tl) Zy, se llama proceso de Poisson compuesto
con pardmetros (A\t, Fz).

Se puede probar que {X (¢);t > 0} tiene incrementos estacionarios e independientes. (Vedse
(6], pdg 161)

2.5. Teoria de renovacion

Los procesos de renovacién son procesos de Poisson mas generales, son 1tiles para describir
intervalos de renovacién de sucesiones de variables aleatorias.

Definicion 2.5.1. Sea T1,75,... una sucesion no negativa de variables aleatorias iid. La
sucesion {Wyp,n € N} con Wo =0y W, =T1+Ts...+ T, paran=1,2,... se llama proceso
de renovacion puntual, donde Wy, es la n-ésima renovacion.

Definicién 2.5.2. El proceso de conteo de renovacién {N(t),t > 0}, donde N(t) = > 2 I
(W < t) ° es el nimero de renovaciones en el intervalo (0,t].

®La funcién indicadora I : © — R, dada por I(A,w) = 1 si w € A y I(A,w) = 0 en otro caso.
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La relacién entre los procesos {W, } y {N(t),t > 0 >} estd dada por
N(t)=nsiysblosi {W, <t < Wyi1}.

Definicién 2.5.3. El nimero esperado de renovaciones H(t) = E[N(t)] se llama funcion de
renovacion de {N(t),t > 0}.

Observacién
H(t)=E |Y I(W, < t)] =Y EI(W, <t)] = F™(t), t > 0.
n=1 n=1 n=1

Definicion 2.5.4. Una ecuacion de la forma
o0
@) ==(a)+ [ gl v) dF() 2.4
0
donde z : R — R* es localmente acotada, z(z) = 0 para x < 0 y F es una funcién de

distribucion acumulada sobre R, se llama ecuacion de renovacion.

Observacién

= En algunos casos F' es FDA defectiva, esto significa que:

lim F(z) < 1.

r——400

» Si F' es FDA defectiva entonces (2.4) es llamada ecuacién de renovacién defectiva.

s La solucion a la ecuacion de renovacién acotada en intervalos finitos es unica.

Lema 2.5.5. La ecuacidn de renovacion (2.4) tiene una unica solucion que es acotada sobre
intervalos acotados, y se cumple que g(x) = 0 para x < 0. Esta solucion estd dada por

:B:OO xz:):—v *k(p) = Oozac—’u v) T
g(a) ZO/O< VaPH) = [ aa =) dHolo) @ > 0

donde Ho(x) =Y 2 F*"(x).

Definicién 2.5.6. Una FDA F es aritmética, si existe 7y tal que para L = {ny,n =0,+1,+2, ...}
se tiene que P(X € L) = 1.
Parah >0y 2z : R — R* se define z(h) y z(h) como,

o0

zZ(h) = thup{z(m) :(n—1) <z < nh},

n=1

z(h) = k> f{z(x): (n—1) <z < nh}.
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La funcién z(z) se llama directamente Riemman-integrable si Z(h) < oo para todo h > 0y si
hh’mo (Z(h) — z(h)) = 0.
—+

El lema que a continuacién se cita da una condicién suficiente para que una funcién sea
directamente Riemann-integrable.

Lema 2.5.7. Sea z1 : Rt — (0,00) creciente mientras que z2 : Rt — R es decreciente tal
que

/OO z1(x)ze(x) dx < oo
0

im sup

| {21(13 + )
h—0

z1(x)

Entonces, el producto z(x) = z1(x)z2(x) es directamente Riemman- integrable.

2200<y<hb=1

Teorema 2.5.8. Sea z(z) una funcion directamente Riemman- integrable y F es no aritméti-
ca. Entonces para la solucion g(z) = [;° z(2z,v) dHo(v) de la ecuacion (2.4) se tiene

1 o)
, - z(v) d(v)  sip < oo
ey |
L g(z) wJo .
81 p = 00.
Para la demostracién véase [6]. Este teorema también es conocido como el teorema de
renovacion.

2.6. Distribuciones de Cola Ligera

Una FDA Fx se puede clasificar, con base en la funcién generadora de momentos de la
variable aleatoria X, como distribucién de cola ligera o de cola pesada.
A continuacion se dara la definicién y propiedades de distribuciones de cola ligera, ya que
nuestro interés estara centrado en estas.

Definicion 2.6.1. Sea F'x la FDA de la variable aleatoria X con wvalores sobre el intervalo
[0,00). Se dice que Fx tiene cola ligera si para algin s > 0,

mx(s) < .

Ejemplos de distribuciones continuas de cola ligera se encuentran la distribucién exponencial
y la Gamma.

Observacion
Sea X una variable aleatoria tal que mx(s) < oo para s > 0, entonces

0 o)
mx(s) =1 = =5 [ Fx(y)exp(sy) dy+s /O Fx(y)esp(sy) dy.  (25)



2.6. DISTRIBUCIONES DE COLA LIGERA 23

En efecto:
mx(s)—1 = / " exp(sz) dFx(x) — 1
— /Oo lexp(sz) — 1] dFx (x)

= / lexp(sz) — 1] dFx (z) + /Ooo[exp(sx) — 1] dFx(x)

—00

0 0
= S/ %[exp(so) —exp(sz)] dFx(z) + S/ 1[e><:p(s:v) —exp(sp)] dFx(x)

00 o S
0 0 oo px
= —s/ / exp(sy) dy dFx(z) + s/ / exp(sy) dy dFx(x)
—oo Jx 0 0
0 00

— s [ Px@ew(s) dy+s /0 Fx(y) exp(sy) dy.

En general es dificil decidir si una distribucién es de cola ligera, directamente de la defini-
cién. Sin embargo la observacién anterior permite obtener una condicién suficiente y necesaria
para identificar una distribucion de este estilo.

Lema 2.6.2. Supdngase que mx(sg) < oo para algin so > 0. Entonces existe b > 0 tal que
para todo x > 0,

1 — Fx(x) < bexp(—sox). (2.6)
Reciprocamente si (2.6) se satisface, entonces mx(s) < oo para todo 0 < s < sq.

Demostracién
Supéngase que la condicién (2.6) se cumple. Entonces

mx(s) —1

0 o
: — _/ Fx (y) exp(sy) dy+/0 Fx(y)exp(sy) dy

< /0 h Fx(y)exp(sy) dy

< / bexp(—soy) dy
0

bexpl(s — s0)y] |°°
S — 80 0

b
= : 0<s < so,
S — S0

de donde mx (s) es finito para todo 0 < s < sp.
Si ahora se asume que mx(s) es finito para s = s¢, entonces para cualquier z > 0,
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1
oo > max (%)
80
o 0
= / Fx(y)exp(soy) dy — / Fx(y) exp(soy) dy
0 o0

0
Fx(y)exp(soy) dy — / Fx (y) exp(soy) dy

— 00

OO
Fx(y) exp(soy) dy +
o0

| [
T 0
> / Fx(y) exp(soy) dy — / Fx(y) exp(soy) dy
0
|

11— Fy ()] exp(soy) dy — / Fx () exp(s0y) dy

—00

S0 0 SoJo
B Fx(y) ;zzip(Soy) iooJrslo i exp(soy) dFx (y)
_ L. 1 - Fx(@)] exp(sox) + kS /x exp(soy) dFx (y)
S0 S0 50 J—c0
> _l + WQXI)(S()(L‘).
S0 S0

Por lo tanto . ) -
mx (s0) — > 1 [1 — Fx()] exp(s02).
S0 S0 S0
Entonces

1-— Fx(x) < mX(SQ) exp(sox),

de donde se obtiene el resultadoll
Hasta aqui se han mostrado los conceptos para escribir y entender el modelo clasico de
Cramer-Lundberg que se describira en el siguiente Capitulo.
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Capitulo 3

Modelo clasico de Cramer-Lundberg
y probabilidad de ruina

Actualmente la preocupacién de mayor interés para las personas y las empresas en cuanto
a la administraciéon de sus recursos es la maximizacién de sus bienes disponibles, lo que da
como resultado la necesidad de conocer el mayor niimero de movimientos disponibles para
su capital a través del tiempo, con el propésito de solventar adecuadamente sus gastos. El
principal objetivo del estudio de la teoria de riesgo tradicional es analizar el riesgo en el caso
de una compaimia de seguros a fin de calcular la probabilidad de que el capital de la empresa
baje de un nivel especifico, considerando los siguientes elementos:

= La llegada de los reclamos.
= El tamano de los reclamos.

En este Capitulo se explicara el modelo clasico de riesgo de Cramer-Lundberg, el coeficiente
de ajuste relacionado con la probabilidad de ruina de este proceso, la formula de Pollaczek-
Khinchin y el algoritmo de Panjer, asi como algunas cotas para calcular la probabilidad de
ruina.

3.1. Modelo clasico de Cramer-Lundberg

Para poder definir el modelo clasico de riesgo se tienen en cuenta aspectos como el capital
inicial de la compaiiia, el monto que se recibe por unidad de tiempo, el tamafio y el ntimero
de reclamos que llegan a la compania en determinado tiempo.

Supdéngase que se tiene una compania de seguros, con un capital inicial v > 0, lle-
gan reclamaciones en tiempos Wi, W, ..., de acuerdo a un proceso de Poisson homogéneo
{N(t) : t > 0} de intensidad X\ > 0, supéngase también que los tamanios de las reclamaciones
Z1,Za, ..., son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con una cierta
distribucién comin F, con F(0) =0y E(Z;) = p > 0, la compania recibe de sus asegurados
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una prima constante ¢ > 0 por unidad de tiempo.
Si se denota con X (t), el capital de la compania al tiempo ¢ entonces,

N(t)
X(t)=u+ct— sz-l
k=1

Donde por definicién 22:1 Zr = 0y N(t) es el nimero de reclamaciones que llegan a la
compania en el intervalo (0,¢]. X(¢) se llama modelo cldsico de riesgo y tiene incrementos
independientes y estacionarios.

La Figura 3.1 muestra una trayectoria del modelo clésico de riesgo empezando con un capital
inicial u, al inicio X () va creciendo, por que recibe las primas de sus asegurados, pero al recibir
las primeras reclamaciones, X (t) decrece, debido al desembolso de dinero que la compania tiene
que hacer, para responder las reclamaciones de sus clientes. Al termino del primer periodo
de tiempo, X (t) empieza a crecer nuevamente posteriormente recibe reclamaciones de sus
asegurados y el capital de la compania decrece, y asi sucesivamente.

x(t)

X(@)=u

@ -

Figura 3.1: Trayectoria del modelo de riesgo.

Se dice que una compania aseguradora estd en ruina cuando para algin ¢ > 0, X (t) se
encuentre por debajo de cero y el momento de ruina estd dado por:

T = min{t>0,X(t) <0}

Cabe mencionar que aunque el estado de ruina haya llegado no significa que la compaiiia
vaya a quebrar, es importante entender que este estado se utiliza para fijar un limite infe-
rior en los fondos de la compania que en un momento dado nos ayudara a tomar medidas

'El capital de la compaiifa en el instante ¢, es igual al capital inicial més la suma de todas las primas
recolectadas por parte de sus asegurados en ese periodo de tiempo, menos la suma de todas las reclamaciones
hechas por sus asegurados, es decir se descuenta los desembolsos que hizo la compania a causa de los siniestro
ocurridos en ese tiempo.
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contra pérdidas excesivas de recursos. Claramente resulta de interés saber en qué momento
sucedera dicho estado y que probabilidad existe de que se llegue a este estado.

Si se denota por ¥(u), la probabilidad de ruina de la compania aseguradora, empezando
con capital inicial u, entonces

P(u) =P{X(t) <0, para algin ¢t > 0| X(0) = u}.
Luego la probabilidad de no ruina o de supervivencia de la compainia serd denotada por

o(u) = 1 — p(u).

No siempre estan disponibles soluciones explicitas para la probabilidad de ruina, esta de-
pende del proceso de riesgo, especificamente de las distribuciones escogidas para modelar los
montos y el nimero de reclamos.

Observaciones

» La funcién ¢(u) es creciente.

Demostracién
Sea u1 < ug entonces para todo t > 0,

N(#) N(t)
u1+ct—ZZi §u2+ct—ZZi.
i=1 i=1

Luego
N(t) N(t)

u2—|—ct—ZZi§O C u1+ct—ZZi§0
=1 =1

Asi para algin t > 0,

N(t) N(t)
Plug+ct—> Zi<0| < Pluitct—)» Z<0],

i=1 i=1
de donde
Yuz) < (ur),

por lo tanto ¢(u) es decreciente y en consecuencia ¢(u) = 1 — 1)(u) es crecientel

= Se puede probar que 2

é(c0) = 1. (3.1)

Para la demostracién de este hecho véase [6].

26(00) = limy oo (1)
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= Si se supone u = 0 y usando la independencia de N(t) y {Z1, Za, ...}, se deduce que

N(#)
EIX(M)|=E |ct— Y Z | =ct— BE(Z)E[N(t)] = ct — p- M = t(c— ) > 0,
k=1

entonces se supondra de ahora en adelante que
c > . (3.2)

Esto es por que en caso contrario se tendria que ¢(u) = 1 para todo u > 0. ( Véase [6])

Este supuesto es natural ya que indica que la prima que recibe la compania es mayor
que, la intensidad de la llegada de los reclamos por el valor esperado de estos tltimos.
Esto es adecuado para el buen funcionamiento de una compania.

Definicion 3.1.1. La carga de seguridad de la compania, denotada por p, se define como

c— A\
A

p= > 0. (3.3)

Esta condicién es necesaria para asegurar la solvencia de la compaiia ya que si no se
cumpliera, es decir, si p < 0 significa que ¢ < Ay, lo cual seria contradictorio con (3.2).

Definicion 3.1.2. Se define la funcion h: R — R

h(r) = /000 exp(rz)dF(z) — 1. (3.4)

Se asume que existe 0 < T < 00 tal que h(r) T 400 cuando r T roo.
Esto significa que para algin r > 0, mz(r) < oo, y por lo tanto F' es de cola ligera.
Observe que h(0) = 0, h es creciente, convexa y continua.

3.2. Aproximacion de Cramer-Lundberg

La aproximacion de Cramer-Lundberg estd dada por

) e
Jmexp(Ru)(u) = 37— <

Donde R, es llamado coeficiente de ajuste y se definird mas adelante.
Para poder obtener la aproximacién antes mencionada, se condicionara sobre el tiempo

y sobre el tamafio de la primera reclamacién, primero se obtendrda una ecuacién integro-
diferencial para ¢(u).
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Suponiendo que Wj no es tiempo de ruina se tiene, X (W7) = u + ¢t — z > 0, de donde
0 <z<wu+cty por lo tanto,

¢(u) = P(No ruina en [0,00] | X(0) = u)
= / / P(No ruina en [0,00] | W1 =t1,Z1 = 2z, X(0) = u)Aexp(—At) dF(z) dt

= / / ) >0 paratodot > W, | Wi =1t1,Z1 = 2, X(0) = u)Aexp(—At) dF(z) dt

u+ct
= / / ) > 0 para todo t > Wy | Th =t1,Z1 = 2, X(0) = u)Aexp(—At) dF(z) dt.
Como X (t) tiene incrementos independientes y estacionarios, entonces

s(u) = / / ) > 0,6 > 0| X(0) = u+ct — 2) dF(2)\exp(—At) dt

u—+tct
= / Aexp(—At) / d(u+ct —z) dF(z) dt.
0 0

— d
L u,x(O)—u dx = cdt, Tx—dt,

Haciendo el cambio de variable z = u+ct, se tiene t =
c
asi

o - bl Yt
= e () [T (2) [ ot art s
Haciendo
glu) = / exp /M_zdF 2) du
) [
g = - (-2 )/ ou— 2)d
Por 1o que
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y
A o - v A -
¢ (u) = % [i\exp (:) /u exp (x) /0 ¢(x — z)dF dx — exp <Cu> exp < u) / o(u—z dF]
ATA A o - x
= C[Cexp(cu>/u exp(x)/o o(x — z) dFdx} /0 d(u—z)dF
- %¢(u) - % " (u— 2) dF.

o

Por lo tanto,

o = Zotw)+ 2 [ otu—z)d1-F) (.7

Integrando de [0, ¢] la ecuacién (3.6) se obtiene,

/thb/(U)du = /Ot [2¢(u)+2/0u¢(u_z)d(l_F)] du
¢(U)‘; = 2/(Jt¢(“)d“+i/ot/ouﬁf)(U—z)d(l—F)du

Integrando por partes la doble integral de la derecha,

[ [ ou-aa0-mau= [ (su-20-rE] - [‘0-Fensu-2)d)

(3.6)
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Entonces

o(t) — 6(0) = '/¢ Ydu+ 2 /{¢ )1~ F(u) - d(u)[1 — F(0)]} du

_// [1— F(2)|¢ (u— 2) dz du
- /¢ mw—d)/ m—/¢
//1 (u—z)dzdu
- Cw>/ﬁ Plu)] du+ 2 / ANz [ - 2)an

= 260) [ 11— F@au+ - (>Mz@m—zg]

_ iwméh—FWmM+2AE—F@muM@—@—MQ
= 260 11~ Fw tm+-u/¢t—z1f-<@Mz—klﬁ1—F@nwmdz

c
- /¢t_z J1-F

De donde haciendo t = u,

+ 2/()“ d(u—2)[1 — F(z)]d=. (3.8)
Haciendo u — oo en (3.8) y (3.1),

)\ o0
0 -i-C/O ¢(oo — z)[1 — F(2)]dz

L= o+ [Th-FEld:

C

dado que
= 1-F dz.
n= [ Tn-re)a
Entonces
A
1L = ¢(0)+_n
= (- 9]+ Sp
A
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De (3.3) se tiene,

= ——1
P AL AL
1+p = £
p - Al,[,'
Tomando reciprocos,
1 AL
— = — =(0).
1+p c ¥(0)
Asi,
1 Al
)= — =, 3.9
00) = = (3.9

Noétese que la probabilidad de ruina no depende de la eleccion particular de F', solo de su
media p. Cuando més grande es el coeficiente de ajuste p, méds pequena es la probabilidad de

ruina ¢(0).

Ahora sustituyendo (3.9) en (3.8), se tiene el siguiente desarrollo
1) = 6w =0(0)+7 [ du= )1~ FE)ds
— 11— (0) + % /qub(u _ )1 - F(2)]dz
-1y /Ou¢(u—z)[1 — F(2)]dz
— 12| Zu == F) =}
{u ; [n-reya +0 IR i(z)] =}
i/‘) - F(2)]d= + /u 1 F(2)]d= +/0 Y(u— )1 - F(2)] dz}

Por lo tanto

o) = 2 /00[1 _F(2)ds 4+ i\/ouw(u _ )1 - F(2)] d. (3.10)

Cc

Obsérvese que (3.10) es una ecuacién de renovacioén defectiva, debido a que

A/Oo[l—F(z)]dz:)\M<1.

C C
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Supdéngase que existe una constante R > 0 tal que:

)\ o
0/0 exp(Rz)[1 — F(z)]dz = 1. (3.11)

Cuando esta constante existe, es tnica y se llama coeficiente de Cramer-Lundberg o coeficiente
de ajuste, mas adelante se definira formalmente.

Para poder demostrar la aproximacién de Cramer-Lundberg, es necesario multiplicar
(3.10) por exp(Ru), de donde se obtiene

exp(Ru)y(u) = %QXP(RU) /oo[l P
+ 2\/; exp[R(u — 2)|¢(u — 2) exp(R2)[1 — F(z2)] dz, (3.12)

que es una ecuacién de renovacion del tipo (2.4), donde

o0

ou) = exp(Ruy(w) = 5 exp(Ru) [ (1 F(2)]ds

u

+ % /0“ exp[R(u — 2)]¢(u — 2) exp(Rz)[1 — F(2)] dz. (3.13)
g(u=2) £(u)

Luego utilizando el Teorema 2.5.8 (Teorema de renovacién),

lm g(u) = 0 %eXP(RU) [ = F(2)]dz _a
e A zexp(Re)[l — F(2)]dF ¢

(3.14)

donde ¢; = [;° 2 exp(Ru) [[1— F(2)]dzy ¢ = 2 [5° zexp(Rz)[1 — F(2)] dF, son dos cons-
tantes.

Ahora se daran expresiones més cortas para c; y ¢s.
Primero se encontrard una ecuacién mas sencilla para R de (3.11) y usando (2.5) se obtiene

5 - /OOO exp(Rz)[1 — F(2)] dz
- F(zgeXP(Rz) ’;0 _ ;/OOO exp(Rz) d[1 — F(2)]
_ _% + 3 OOO exp(Rz) dF (2).

Asi,

‘- ;[/Oooexp(Rz) dF(z) —1] = h(}f).
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Entonces

hir) = <. (3.15)

Como 0 < u < z < o0, entonces para c; se tiene,

cq = /OO)\exp(Ru)/oo[l—F( )] dz

_ //eprudul—F()]d

= /0 1— ()]dz[ﬁexp(Ru ‘Oo]

c
A

-2 /0 - [% exp(Rz) — %} 1 — F(2)]dz
= /000 exp(Rz)[1 — F(2)]dz — % /00[1 — F(2)]d=

(2 /Ooo exp(R2)[1 — F(2)] dz — 2 /000[1 _ F(2) dz>

() 40-h)
(2,

L)
1+p

== 3= = s

Por (3.4)

h'(R) = /000 zexp(Rz) dF(z) (3.16)

1
/zexp(Rz) dz = %exp(Rz) % /exp(Rz) dz

z

z 1 1
= 7 exp(Rz) — o2 exp(Rz) = (R - R2> exp(Rz).
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Para co se tiene,

/000 zexp(Rz)(1 — F(2))dF

Q>

Cy =

z

(1 F(2)) (R - ;) exp(e)| = [ <R - ;) exp(Rz) d(1 ~ F(2))]

:— 1 <—$2> + /OOO <; —~ ;) exp(Rz) dF(Z)}

% + % /000 zexp(Rz)dF(z) — % /000 exp(Rz) dF(z)]

1l KR 1+ Iy~ exp(Rz) dF (z) — 1}

L R? R R?
‘1 KW(R) h(R)+1}

2T R R
1(R) h(R)}

> 0 Ql>al>al>al> o> o> o>
o & :o‘y. o

Simplificando,

Por lo tanto

lim exp(Ru)i(u) el

=— " 3.17
u—+00 h’(R) _§ ( )

La férmula asintética (3.17) se llama aproximacién de Cramer-Lundberg, para el modelo
clésico de riesgo.

De esta férmula se sigue que,

pi
P(u) ~ mexp(—}%u). (3.18)

Nétese que se puede controlar 1(u) a través de las constantes ¢, Ry u.
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3.2.1. Caso exponencial

A continuacién se muestra la aproximacion de Cramer-Lundberg considerando la distri-
bucién exponencial.

Suponga que el tamano de las reclamaciones que llegan a la compania en un cierto periodo
de tiempo sigue una distribucién exponencial, es decir, F'(z) =1 — %exp (—%
Entonces

1 R = —.
S exp(Ru)p(u) 5,

En efecto de la ecuacién (3.6), se obtiene

, B é B )\ u _ _E
o0 = 2ot - 2 [otu- e (-2) a
Haciendo

h=u—z z=u—h,dh=—dz, h()—uh ) = 0, se tiene

¢'(u) = /gf) exp( u_h>dh
o) = igﬁ(u)—;\L/()u¢(z)exp<—u;z>dz.

F(u)

/Ou (2)exp (—“ ; z) dz .

F(z)

Haciendo h = z,

Haciendo

Entonces

F) = [ e (—“;2)¢<z>dz+f<u,u><1>—f<o,u><o>

_ _1/u $(2)exp (—u;z) dz + $(u).
—;F’(u) = / bz exp( )dZ] —*é( )
= P00 - 2o+ 2 / o(z)es (—“ )] - 2o

cp
(o Lo (5]
= 2[Zetw) —¢w)] - Zotw
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Y por lo tanto;

¢"(u)

Ahora

Por lo que

Haciendo

luego

Integrando

—Ccu + ¢
exp(—cu) exp(cy) = c3 exp(—cu)

Y (u) = e3exp(—cu)

/ c3 exp(—cu)

- exp(—cu) + ¢1
c

c1 — e exp(—cu),
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por lo que se tiene ¢(u) = ¢ — cg exp(—cu).

1
Para p > 0, por (3.1) y dado que ¢(0) =1—¢(0) =1 — ——,

I+p
se obtiene,
p(o0) = =1
—1L) = ¢00)=c1—co=1—c
B 1
Cy = 71—!—/).
Finalmente
I S N R
u) =1 1+pep< u(1+p)>’
ou) = 1-(u).
_ q1_ _q_ 1 __pu
Yu) = 1—0¢(u)=1 1+1+pexp< /A(l—l-p))’

Por otro lado, de (3.4)

h(R) = L / exp(Rz) exp (—Z> dF(z) — 1
K Jo K
1 [ 1
= / exp[—z(—R)} dF(z) — 1
B Jo 2
= 1/ exp[—z(l—R'u>] dF(z) —1
K Jo H
Haciendo
r = z ;
L
1—
dr = Rudz.
i
- 1 o
(R) 1= Ru exp(—x)‘o -
1 Ru
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uR

Asi de (3.15), se obtiene que R es una solucién positiva de

Entonces,

AR
cR
)\i
c

A
Mo gy
C

1

— -1
1+p
1-1-p

u(l+p)

Ademas,

pR

1—puR’

p(1 — pR) — pR(—p)
(1—pR)?

p— R+ p*R - p

(1—pR)? (1 —puR)*

Sustituyendo el valor de R,

WER = —HE

1—Ru:

cR

T
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Asi, por (3.17) se obtiene que

i (RS0 = e

B
(1+p)* -

p
(I4+p)?=(1+p)
P
14+2p4+p2=1—p
p
p+ p?
P 1
p(l+p) 1+p

Obsérvese que para este ejemplo la aproximacion de Cramer-Lundberg es exacta.

3.3. Transformadas de Laplace y féormula de Pollaczek-Khinchin

La férmula de Pollaczek-Khinchin es usada en el estudio de teoria de colas, describe la
probabilidad de no ruina de la compania aseguradora en donde el nimero de reclamos se
distribuyen de acuerdo a un proceso de Poisson homogéneo. En esta seccién se mostrard en
que consiste tal férmula y en donde radica su importancia.

Teorema 3.3.1. Las transformadas de Laplace para ¢ y ¢ denotadas por Ly(s) y Ly(s) son

c— A\
I —
o) = ey ¢ Y
Ly(s) = ¢~ Aw 5> 0, (3.19)

s cs—MN1—lp(s))

donde {p(s) = [7° exp(—sy) dF(y).
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Demostraciéon

Integrando de 0 a oo y multiplicando la ecuacién (3.6) por exp(—su)

/000 ¢'(u) exp(—su) du = /OOO exp(—su) {/c\ﬁf)(u) - i\/ou d(u —y) dF(y)] du.  (3.20)

Integrando por partes la integral de la izquierda
/ &' (u) exp(—su)du = ¢(u) exp(—su)’Zo + S/ exp(—su)o(u) du
0 0

= —00)+5 | expl-su)o(u) du
= —¢(O)+8L¢(S).

Mientras que para el lado derecho, haciendo el cambio de variable u —y =2z, u — 2z =y,

i‘/ooo /ui exp[—s(z +y)|d(z) dz dF (y).

Haciendo z = u

= [ explsndP) [ exp(-suotw) du= 2La(s)ir ().

sustituyendo en (3.20), las integrales obtenidas

~6(0) + 5Lo(s) = 2lLgls) ~ Lols)er(s)]

cLy(s) —cp(0) = ALy(s)[1 — lr(s)]
Ly(s)les = A1 —Lr(s))] = ¢(0),
de donde
_ c¢(0)

L) = s m = tr o

Observese que ¢(0) =1 —1(0) y por (3.9), se obtiene que ¢(0) = ¢ _C)\M.

Por lo tanto
Cc—)\,u,

J— c = C_AM
L¢(3) T s A1 —£p(s)] s — Al — gF(S)]'

La segunda igualdad se deriva de la primera

Ly(s) = /000 exp(—su)(1 — ¢(u)) du = — — Ly(s)M
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Definicién 3.3.2. Sea Z una variable aleatoria con FDA F', entonces la cola integrada de F,
denotada por F3(y), se define como

T
,ﬁ/ Fz(y)dy parax >0,
0

0 cualquier otro caso.

Teorema 3.3.3 (Férmula de Pollaczek-Khinchin). Para todo u > 0,

ow = (1-2)% (%) Fpmw. (3.21)

n=1

Demostracion

Se demostrara que

/000 exp(—su)p(u)du = /000 exp(—su) (1 - M) i (%)H(FE)*”(u) du. (3.22)

Es decir, por demostrar

cs — E[I jZF(S)] - /Ooo exp(—su) (1 - %ﬂ) i (%)n(Fé)*”(U) du.

Por lo que?

et (1=2) 3 () ez -

n=1

3Para una sucesién de funciones medibles no negativas f,, , se cumple que S fadm =300 [ fndm
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(1-7) 2
- (- f: (2" <1> [_@)*n(u) expl—su)|}" + [ expl-su) d(F5)" ()
o E Y () [ et
~ (- %ﬂ) (i) g:l (AC“)"/OOO exp(—su) d(X1 + Xo+ - + Xn)
~ (- %ﬂ) (i) g:l (%“)" /OOO exp(—su) (dX) + dXs + - + dX;)
~ (1- %ﬂ) (2) nil (%“)” /Ooo[exp(—su) dX) + exp(—su) dXy + - + exp(—su) dX,]
= (1= C) ni: (2)" Bfexpl—s(X1 + Xo +- + Xa)]}
~ (1~ %“) (i) g:l (%")"E[exp(—s)g)]E[exp(—sXQ)] .. Elexp(—sX,)]
- (- (1> i (%) ey (5) - )
12 ()5
=5)

VR
—_

I

>
LS

~ |
g
—

)
S—
~__

Afirmamos que

splpy(s) =1 — Ly (s).
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En efecto,

spulrs(s) = SH/OOOeXP ) d(E7)(s)
p

o emai)

_ s/oooexp VF(u) du
- s/oooexp )(1— F(u)) du
- s/ooo exp(—su) du — [—iexp(—su)F(u)‘zo—f—i/ooo exp(—su) dF (1)

= 1- /Ooo exp(—su) dF(u) =1 —{p(s).

De donde se obtiene

cs — )C\[I:\IZF(S)] = /OOO exp(—su) (1 - %LL) ni::l (%)n(FE)*n(u) dull

La serie infinita dada en (3.21) es particularmente 1til para consideraciones tedricas, debido
a la dificultad que conlleva su célculo. Sin embargo es utilizada ampliamente para calcular
aproximaciones de probabilidades de ruina, puesto que obsérvese que 1—(u) es la distribucién

de una variable aleatoria geométrica compuesta con pardmetros <’\7“, Fg)

En efecto si IV es una variable aleatoria geométrica de pardmetro py X = Zf\i 1 Zi, tal que
Z1,Zs, ... son variables aleatorias independientes con distribucién F;, entonces:

P(X <) = ZIPX<3:|N—n (1—p Zpl— YU,
n=0

De donde haciendo p = )‘7" y reemplazando Iz por I, se obtiene que
o0 n
A AUNT s
o =3 (1-28) (1) ),
n=1

Asi, después de discretizar la distribucién F7;, se puede emplear el algoritmo de Panjer,
para obtener aproximaciones de probabilidades de ruina, el cual se describe a continuacién.

3.4. Foérmula recursiva de Panjer

Calcular o aproximar la funcién de distribucién de los reclamos acumulados ha sido uno
de los puntos centrales en matemaética de seguros.
En esta seccién se desarrollard la férmula recursiva de Panjer para calcular numéricamente las
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distribuciones de probabilidad de ruina de funciones de distribuciones compuestas en casos
utiles en actuaria.
Algunos ejemplos para la distribucién del niimero de reclamos de procesos de riesgo son:

a) La distribucién de Poisson. El proceso de riesgo clasico de Cramer-Lundberg que se
desarrolla en esta tesis supone que los reclamos se dan de acuerdo a un proceso de
Poisson.

b) La distribucién binomial negativa o distribucién de Pascal.

¢) La distribucién binomial.

Estas distribuciones de probabilidad pi?, k = 1,2... cumplen la relacién recursiva de Panjer:

b
*>pk—1 yk=1,2,..., (3.23)

ka(a+k

donde a < 1y b € R son constantes fijas.

Considérese la variable aleatoria compuesta

N
X = g Zi,
i=1
donde Z1,Z,,... son variables aleatorias discretas iid, se asume también que la sucesién
Z1,Za, ... es independiente del nimero de reclamos N. Se asume que los Z; y N toman

valores en {0, 1,2,...}. Se denotard la distribucién de probabilidad de Z1, Zs, ..., por g y la
distribucién de probabilidad del nimero de reclamos por py, la cual satisface (3.23).
En base a estas consideraciones se tiene el siguiente lema.

Lema 3.4.1. Para todo j,k € N yn=1,2,...

E (Zﬂ > Zi= j) =7, (3.24)
=1

*(n—1)

(Zl_k|ZZ —j> Bk (3.25)

"
donde ¢ denota la n-ésima convolucion de qy.

Demostracion

n
Como Z1, Zs, ... son iid, se tiene que para X = Z Z;,
i=1

nE (zﬂZa =j> =Y B(ZX =) =BX | X ==}
k=1

=1

4En esta seccién py denotard p(k) = P(X = k).
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de donde se obtiene (3.24).
Debido a que Z7, Zs, ... son independientes, se tiene que
P(Zi=kZ1+..+Zy=7—k)
P(Zi+...4+ Z, =)
P(Zy =k)P(Z1+ ...+ Z,=j— k)
P(Zi+...4+ Z, =)

P(Z =k|X =j) =

*(n—1)
4k, g
= T.
El siguiente teorema muestra un método recursivo para calcular la distribuciéon de proba-
N
bilidad r; = P(X = j) de la variable aleatoria compuesta X = Z Z;, donde la distribucién
i=1
de N satisface la relacion de Panjer. Este método recursivo se llama algoritmo de Panjer.

N

Teorema 3.4.2. Sea X = ZZi y supdngase que la distribucion de N satisface (3.23),
=1

entonces
gn (9o) j=0,
J
= _ — .
! (1 _CLQO) 1Z(a’+bk] 1>qk7ajfk J = 1727"'7
k=1

donde gy es la funcion generadora de probabilidades de N .

Demostracion
Para j = 0 se tiene de (2.3), que

ro = P(X=0)=> pF3(0)
k=0

o0
* * k
= p0+p1F22+p2F23+...:Zpk(QO) = gn ()
k=0

Para j > 1, qj*o = 0 y utilizando el hecho que N satisface la relacién de Panjer, se sigue:

o
rio= Y pag"()
n=1

= Z (a + %)Pn—lq;n-

n=1

Usando (3.24), para j > 1,

o0
Tj:E

n=1

1 < , \
a+ b;]E(Zﬂ Z Zi = ])] Pn—14;"
i=1

J n
a+ blkZP(Zl =k Z = j)] Puag™
=1

J k=0

I
M8

3
Il
i
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Utilizando (3.25),

1 G ard
TR ol PR it = P

n=1 k=0

J (n-1) | o~ bk (n-1)

*(n— *(n—
§ aPn—19k9;_ +E E ~Pn—14k4;_y,
k=

oo J
= Z apn_1q;m + Z Z lfpn—l%q;(_r;cl)

3.5. Cotas para la probabilidad de ruina

En general es dificil calcular ¢(u) por medio de la férmula de Pollaczek, ya que esta dada
por medio de una suma infinita de convoluciones.
Debido a esta dificultad es importante conocer cotas y aproximaciones para ¢(u), asi como
analizar su comportamiento a lo largo del tiempo para obtener informacién acerca del riesgo
interior en una compania.

En esta seccién se definird el coeficiente de Cramer-Lundberg y obtendran condiciones
suficientes para su existencia, asi como cotas bilaterales para la probabilidad de ruina.
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Coeficiente de Cramer-Lundberg

El coeficiente de ajuste R, da una medida del riesgo que posee un portafolio® como el de las
companias de seguros. Aunque dicho coeficiente no siempre existe, se sabe que este hecho
depende directamente de la distribucién usada para modelar el tamano de las reclamaciones,
asi, para asegurar la existencia de este coeficiente, la distribucién de los montos de reclamacion
debera ser de cola ligera.

Definicién 3.5.1. La suma de los reclamos al tiempo t > 0, se denota como S(t) y se define

como
N(#)
= Z Zz — ct.
=0

La funcién generadora de momentos de S(t) es

ms(t) = exp{t[A(mz(s) — 1) — es]}.
En efecto:

N(#)
mgpy(s) = E{exp[sS(t)]} exp |s Z Zi —ct

_ iE{p[ (Zz_ct> }p

n=0 =1

= iexp(—cts exp (Z SZZ> exp )\t)]
n=0
= Zexp(—cts) Elexp(sZ;)] exp )]
)

S

= exp(—cts)exp(—\ )Z [mz
= exp(—cts) exp(—At) exp()\tmz( ))
= exp{t[A\(mz(s) — 1) —es]}.
Definicion 3.5.2. Si existe R tal que es la unica raiz positiva de la ecuacion
Amz(s) = 1) = es,
entonces R se llama coeficiente de ajuste o coeficiente de Cramer-Lundbery.

Simgz(sp) < oo para algin sg > 0, entonces la funcién 0(s) = A(mz(s)—1)—cs = Ah(s)—
es infinitamente diferenciable en el intervalo (—oo, sq).

5Se denomina portafolio o cartera al conjunto de inversiones, o combinacién de activos financieros que
constituyen el patrimonio de una persona o entidad.
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A continuacién se muestra que existe una sola raiz positiva para esta ecuacién, cuando
ésta existe.

a) Obsérvese que 0'(0) = Mmy(0) — ¢ = Ay — ¢ < 0, lo que indica que la funcién es
decreciente en una vecindad de cero, puesto que se ha supuesto con anterioridad que
c> A

b) Ademas, 0" (s) = Am,(s) = AE[Z2 exp(sZ)] > 0, el cual muestra que 6(s) es una funcién
convexa.

¢) También se cumple que 6(0) = 0.
Con base en estas tres observaciones se puede concluir que existe algin s; € (0, s) tal que
0'(s1) =0,
entonces para s > s1, 0(s) crece y para s < si1, 6(s) decrece.
El coeficiente de ajuste existe bajo las siguientes condiciones.

Lema 3.5.3. Supdngase que existe una constante s € R|J{oo} tal que myz(s) < 00 si s < Seo
y lim mz(s) = co. Entonces existe el coeficiente de Cramer-Lundberg(R) para el proceso de
S—Sco

T1€5g0.

Demostracién
Por las observaciones hechas anteriormente, es suficiente demostrar que 6(s) tiene a infinito,
conforme s — Sso.

Para s, < o0, se cumple dada las observaciones anteriores.
Para so, = oo. Considere ' > 0 tal que Fz(z') < 1, entonces,

mz(s) = /Oooexp(szn) dFy

/

= / exp(sz) dFy +/ exp(sx) dFy
0 @’
> / / exp(sz') dFy

= exp(sz) /j}o dFy = exp{sz'[l — Fz(z')]}.

Asi ) ,
mz(s) > exp{sz [Fz(z )]},

de donde se deduce que 6(s) tiende a infinitol
Por lo tanto existe un solo valor s = R > 0 el cual satisface que

0(R) = 0. (3.26)

La Figura 3.2 muestra el comportamiento de la funcién (s), lo que explica intuitivamente la
unicidad del coeficiente de Cramer-Lundberg.
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(s}

.,r’/R

Figura 3.2: Gréfica del comportamiento de la funcién 6(s).

Teorema 3.5.4. Si se asume que existe el coeficiente de ajuste R de Cramer-Lumdberg del
proceso de riesgo cldasico. Entonces para todo u > 0

a— exp(—Ru) < (u) < ay exp(—Ru), (3.27)
donde
P, exp(Rz) [ Fz(y) dy
- zel0,20) [ exp(Ry)Fz(y) dy
B exp(Rx) [ Fz(y) dy
ay = SUp —z —
vel0z0) Jo exp(Ry)Fz(y) dy

y o = sup{x : Fj(z) < 1}.

Demostracién
Se usard el Teorema A.0.2 (Véase apéndice A), ya que

Se considera ¥ (u), como en (3.21), se aplica el Teorema A.0.2, donde F se reemplaza por
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F,yp=p= M, de donde se deduce (3.27), por que

C

mp(s)

/0 " exp(sy) dF(y)

1 /0 h exp(sy) F(y) d(y)

1
-1 h
mx (s) = (5) por (2.5)
S sp
< 1
X

esto implica que existe una raiz positiva vy de

que es una raiz positiva de (3.26)H

1
mFé(fy) = ;7

Naturalmente dicho teorema es valido cuando se ven involucradas distribuciones de cola
ligera, puesto que como se ha mencionado antes, solo para estas distribuciones se puede ase-

gurar que existe el coeficiente de ajuste.
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Capitulo 4

Aproximaciones numeéricas y
simulaciones

En este Capitulo se desarrollaran calculos numéricos, aproximaciones y simulaciones de
probabilidades de ruina empleando distribuciones de cola ligera, mas especificamente se con-
sidera la distribucién mezcla de exponenciales (para la cual es posible calcular la probabilidad
de ruina de manera exacta) y la distribucién gamma.

Para desarrollar los calculos numéricos se empleara la transformada de Laplace, pero tnica-
mente en el caso mezcla de exponenciales, puesto que para esta distribucion es posible hallar
la inversa de su transformada.

Para calcular las aproximaciones se empleard el algoritmo de Panjer, junto con la férmula de
Pollaczek-Khinchin, ambos descritos en el Capitulo anterior.

Finalmente las simulaciones se haran para analizar el comportamiento de la probabilidad de
ruina de una aseguradora, suponiendo distintos capitales iniciales, se empleard también la
distribucién gamma y la exponencial, para desarrollar las simulaciones.

4.1. Calculos numéricos y exactos de la probabilidad de ruina

Los calculos numéricos son resultados de las variables de interés que permiten medir el
comportamiento de un proceso, en este caso se hardn estos para aproximaciones de ruina,
considerando distribuciones de cola ligera.

4.1.1. Reclamos que son mezcla de exponenciales

A continuacién se hard el calculo de la probabilidad de ruina utilizando el algoritmo de
Panjer, la aproximacién de Cramer-Lundberg y la transformada de Laplace, considerando que
el tamano de los reclamos tienen distribucién de probabilidad mezcla de exponenciales.

Para este caso, se supondra que tanto el capital inicial como la intensidad del proceso de
Poisson, asociado al nimero de reclamos es una unidad monetaria, es decir, c = A = 1, tal
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que la FDA F(z), del tamano de los reclamos, estd dada por:

1
Flz) = 1- 5(6_21 +e73% 471y, (4.1)

Obsérvese que como (4.1) es mezcla de distribuciones exponenciales entonces, la media

_L1/1 1 1y 13
F=3\273741) 36

estd dada por

Transformada de Laplace

Se calculard ¢(u) de manera exacta a través de la inversa de la transformada de Laplace.
Primero se obtendra L, usando (3.19).

lp(s) = /OOO exp(—sz) dF(z)

exp(—sx) {;[2 exp(—2x) + 3exp(—3z) + 4exp(—4 )]} dx

2exp[—x(2+s)] 3exp[—z(3+s)] 4dexp[—xz(4+ s)] ‘OO
2+s 3+s 4+ s 0

-1
[2 3+s+4is]
:

952 + 525 + 72 ]

I
Wl Wl oo\»a\

s+2)(s+3)(s+4)

Por lo tanto

2
1_€F<3>:1_1[( 9s* +52s + 72 }

3L(s+2)(s+3)(s +4)
_ s(3s* 4 185+ 26)
C 3(s+2)(s+3)(s+4)
Luego
c— A _23(s% 4 957 + 265 4 24)
cs — M1 —Lp(s))  12s(3s3 + 2452 + 60s + 46)
Entonces

Lu(s) = 1 23(s® + 95 + 265 + 24)
s 12s5(3s3 + 2452 + 60s + 46)
3952 + 2435 + 366
36(3s3 + 2452 + 60s + 46)

13 .2
368" + 3—1-18

s3 + 852 4 20s + 436'

(4.2)
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Calculando las raices del polinomio s + 8s2 4 20° + 43—6 por medio de las ecuaciones de
Cardan, (Véase Apéndice B) se obtiene que estan dadas por

/1
4 arc cos B4 8

s = gcos — | 3

4 T + arc cos 6

S3 = ——COs i 8
27 73 3 3’

7T — arc cos 64

s3 = ——cos

3 3

Una vez que las raices se conocen, es posible escribir Ly (s) de la siguiente manera

Lys) = 4 4 B . ¢© (4.3)

§—8 S§—S8y S—83

para algunas constantes A, B, C.
Comparando (4.2) y (4.3) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

13
—=A+B+C
36 + B+
9
Z = (—82 — 83)14 + (—81 — S3)B + (—81 — SQ)C
61
E = 595834 + 51538 + s5152C.
Haciendo k1 = —so — 83, kg = —s1 — S3, k3 = —81 — So, k4 = s283, ks = s183 v kg = 5152 se

obtienen las soluciones del sistema,

Blky (ks — k1) — kaks — k1)) — 3 (ks — k1) + 6L (ko — K1)

C= ,
(ke — ka) (k2 — k1) — (k3 — k1) (ks — k1)
B —%k4+%+0(1€6—k4)
ks — k4 ’
13
A=—-B-C.
36
Por lo tanto
A B C
Ly(s) =

de donde
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(u) = 0.2955835 exp(—1.48513u) + 0.0454190 exp(—2.72235u) + 0.0201058 exp(—3.79251u).
(4.4)

La expresion (4.4) muestra la probabilidad de ruina de manera exacta. En general, no
siempre es posible aplicar este método, puesto que se necesita calcular explicitamente la in-
versa de la transformada de Laplace v.

Alternativamente existen otros métodos que permiten hallar aproximaciones de proba-
bilidades de ruina, como el algoritmo de Panjer y la aproximaciéon de Cramer-Lundberg. A
continuacién se obtendran estas aproximaciones, para posteriormente hacer una tabla com-
parativa sobre las tres probabilidades de ruina obtenidas.

Aproximacion de Cramer-Lundberg
Se calcula la probabilidad de ruina, empleando la aproximacion de Cramer-Lundberg.

De (3.18) se obtiene una forma aproximada de conocer la probabilidad de ruina,

Yo_r(u) = %exp(—Ru), U — 00, (4.5)

donde R satisface (3.11). Dado que para este caso A = ¢ = 1, entonces R ésta definida por

/000 exp(Rz)[l — F(z)]dz = 1

;/Oo{exp[—z@ — R)] +exp[—2(3 — R)] + exp[—2(4 — R)|]}dz = 1
0

1 1 1 1

3 [2—R+3—R+4—R

Observése que para que cada uno de los cocientes anteriores sean positivos, es necesario
que R sea menor que 2, esta observacion sera til para elegir una raiz adecuada para el coe-
ficiente de Cramer-Lundberg.

= 1.

Simplificando la dltima ecuacién, se obtiene
46

R? — 8R* 4+ 20R — 3 = 0 (4.6)

Resolviendo (4.6) por medio de las férmulas de Cardan se obtiene:
Ry = 3.4209423307;
Ry = 2.722799016;
R3 = 1.48492599.
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Debido a que R < 2 entonces la tinica posible raiz es Rj3.

Una vez determinado el coeficiente de ajuste, el siguiente paso es calcular las constantes

C1,C2 Y P,
1 p
cg = —|—
1 R 1"‘[) )

_ .8
P T 13
1
= ——[W(R)—-1].
@ = o Eh -1
Pero por (3.16)
1 2 3 4
K(R) = = :
(R) 3[(2—R)2+(3—R)2+(4—R)2
Finalmente se obtiene la aproximacién de Cramer-Lundberg:
1
Yo_r(u) = 2—2 exp(—Ru) = 0.3030395 exp(—1.48492599u). (4.7)

Algoritmo de Panjer

Se calcularan aproximaciones de probabilidades de ruina utilizando el algoritmo de Panjer
y el Teorema 3.3.3 (Férmula de Pollaczek-Khinchin). Dado que la férmula de Panjer se utiliza
solamente para variables aleatorias discretas, se hard una discretizacién de la funcién de cola
integrada F, para emplear el algoritmo. La funcién de cola integrada en este caso es

1 [*1
1] 1 ) , 1

Se dividira el intervalo [0, 00) en subintervalos de longitud Tloo y se aproximard I} sobre

i kb k+l
lgs intervalos [1000, 1000
discreta Y, donde

k k+1 k
—P(v="L )= (") -m(-2 ) k=01,...
I ( 1000) Z(moo) Z<1000>’ o

En las Tablas 4.1 y 4.2 se muestran los calculos numéricos para las aproximaciones de ruina
(¢(u)c—r) que se obtuvieron, asi como la férmula exacta(é(u)) y los resultados obtenidos del
algoritmo de Panjer (¢(u) panjer), empleando distintos capitales iniciales, también se muestran

), k = 0,1,2,... con una distribucién g; de una variable aleatoria

los errores relativos para la férmula de Cramer-Lundberg <Ermrc_ L= W * 100)
y para la férmula de Panjer <E’I”7”O7"Panjer = % * 100).
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U 0 0.25 0.5 0.75 1
() Panjer 0.36047254 0.23425208  0.15501462  0.10387948  0.07021934
P(u) 0.36111100 0.23469585  0.15532818  0.10410319  0.07037981
Y(u)o-r 0.30303950 0.20906217  0.14422869  0.09950110  0.06864424
Errorponjer  -0.1768038 -0.2018671 -0.1890836  -0.2148935  -0.2280097
Errorc_p  -16.08134341 -10.92208437 -7.14583138 -4.42070524 -2.46601050
Tabla 4.1: Probabilidad de ruina para el caso mezcla de exponenciales.
u 1.25 1.5 1.75 2 2.25
Y(u) panjer  0.04775115  0.03260713  0.02233047 0.01532379 0.01053075
P(u) 0.04786657  0.03269023 0.02239031 0.01536685 0.01056172
Y(u)o-L 0.04735658  0.03267055 0.02253890 0.01554923 0.01072717
Errorpanjer -0.2411340  -0.2542272  -0.2672737 -0.2802705 -0.2932205
Errorc_p  -1.06545474 -0.06019931 0.66362828 1.18681437 1.56651561

Tabla 4.2: Probabilidad de ruina para el caso mezcla de exponenciales.

—— Aproximada
== Panjer
Exacta

PROBAEBILIDAD DE RUINA
000 005 010 015 020 025 030 035

00 05 1.0 15 20

CAPITAL INICIAL

Figura 4.1: Grafica comparativa.

Obsérvese que en las Tablas 4.1 y 4.2, el algoritmo de Panjer proporciona mejores apro-
ximaciones que el método de Cramer-Lundberg para capitales iniciales < 1, sin embargo, la
aproximacion de Cramer-Lundberg arroja datos cercanos a 1 exacta, aunque cabe mencionar
que cuanto mayor sea el capital inicial, la probabilidad de ruina disminuye.

En este caso la probabilidad de ruina en general es pequena si se mide el capital de la compania
en unidades.
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En efecto, como lo muestra la Figura 4.1, la linea que representa la aproximacién de
Panjer, esta relativamente cerca de la linea que representa la probabilidad de ruina exacta.
Se aprecia también que en cuanto mayor sea el capital inicial, las aproximaciones de Panjer y
la de Cramer-Lundberg se aproxima mucho a la probabilidad de ruina exacta.

0 -
: 71
g
1T} i
14 J
6§ 2 /
o L ]
i /! — Panjer
Ff’ ----  Aproximada
w | /]
T T T T T
0.0 05 1.0 15 20

CAPITAL INICIAL

Figura 4.2: Error relativo.

El error relativo calculado permite conocer el comportamiento de las aproximaciones a
lo largo de los distintos capitales y evaluar su optimalidad. En la Figura 4.2, se muestra
el comportamiento del error relativo, se puede observar que el error para la aproximacion
de Cramer-Lundberg en valor absoluto disminuye lo que implica que las aproximaciones son
buenas, mientras que el error de Panjer permanece cerca de cero.

4.1.2. Reclamos que se distribuyen de acuerdo a una gamma

Otro tipo de variable aleatoria que tiene la propiedad de que su FDA es de cola ligera,
es la distribucién gamma. Para esta distribucién no es posible hallar la inversa de la trans-
formada de Laplace de la probabilidad de ruina, asi que solamente se hardn aproximaciones
de probabilidades de ruina, por medio del algoritmo de Panjer y usando la aproximacion de
Cramer-Lundberg.

Algoritmo de Panjer

Se Asume en este caso que la intensidad del proceso de Poisson y la prima por unidad de
tiempo son A = 1 y ¢ = 3 respectivamente, ademéas de que el tamano de los reclamos tienen
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U 0 0.25 0.5 0.75 1
Y(u) panjer 0.6665555 0.6378430 0.6080636 0.5780875 0.5484917
Y(u)o—r,  0.7031345 0.6552037 0.6105402 0.5689213 0.5301395

Tabla 4.3: Probabilidad de ruina para el caso gamma.

una distribucién gamma(2, 1), asi
Fz(xz) =1— [exp(—x) + x exp(—z)], > 0.
Con p = 2, luego su funcién de cola integrada esta dada por
o 1
F(z) = 5[2 —exp(—z)(z +2)], z > 0.

Se aplico el algoritmo de Panjer a F7, bajo la misma discretizaciéon que en el caso expo-
nencial.

Aproximacién de Cramer-Lundberg

De acuerdo con (3.18), se deduce la ecuacién que describe el coeficiente de ajuste,

/000 exp(Rz)[exp(—z) + zexp(—2z)] dz = 3

1 L 1
1-R ' (1-R)?

:37

de lo anterior se deriva que R < 1, y simplificando
—3R*+5R—1=0.
Entonces
R =~ 0.232408,
y de (3.18) se obtiene la aproximacién de Cramer-Lundberg:
Yo—r(u) = 0.7031345 exp(—0.282408u).

Las Tablas 4.3 y 4.4 presentan los resultados obtenidos, se observa en general que la
probabilidad de ruina es grande en todos los casos, esto se puede ver en la Figura 4.3. La
aproximacion de Cramer-Lundberg decrece mas rapido que los resultados obtenidos del algo-
ritmo de Panjer
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Figura 4.3: Grafica comparativa.

U 1.25 1.5 1.75 2 2.25
() panjer 0.5196501 0.4917962 0.4650674 0.4395350 0.4152256
Y(u)o—r  0.4940013 0.4603266 0.4289474 0.3997072 0.3724602

Tabla 4.4: Probabilidad de ruina para el caso gamma.

En general en las Tablas 4.3 y 4.4 se observa que las probabilidades de ruina en el caso que
se tenga contemplada una distribucién tipo gamma, es mayor que en el caso de la distribucion
mezcla de exponenciales (Tablas 4.1 y 4.2). Cuando se empieza sin capital inicial, es decir,
solo con lo recolectado de las primas, la probabilidad de ruina es més de 0.5, al igual que
en el caso anterior, entre mayor sea el capital inicial invertido menor sera la probabilidad de
ruina que se tenga. Cabe recalcar que la probabilidad de ruina disminuye més lentamente
comparada con las Tablas 4.1 y 4.2.

4.2. Simulaciones

Las simulaciones se desarrollan con el objetivo de crear modelos que aproximen aspectos
sobre la realidad, se usan para crear historias artificiales del sistema, con el propédsito de
predecir ciertos aspectos del comportamiento de lo que se esté analizando.

Se usard el lenguaje de programacién R para imitar el comportamiento del capital de una
compania aseguradora a través del tiempo.
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4.2.1. Caso exponencial

Para este caso se supone que el tamano de las reclamaciones se distribuyen exponencial-
mente con pardmetro A = 0.9, c =1y p =1, el ntiimero de periodos que se analizaron fueron
n = 50.

a) Considerando el capital inicial u = 0.

]
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Figura 4.4: Simulacién de los reclamos para el caso exponencial.

En la Figura 4.4, se muestran trayectorias simuladas, correspondientes al proceso de
riesgo, en la cual se puede observar que dado que no se invirtié capital inicial, la mitad
de las trayectorias simuladas estan por debajo del cero.

b) Con un capital inicial de 8 unidades, en las simulaciones obtenidas en la Figura 4.5,
se observa que al invertirse un mayor capital inicial, las trayectorias resultantes en su
mayoria se encuentran por arriba del cero.

A continuacién se mostraran las simulaciones obtenidas con los mismos pardametros usados en

la seccién 4.1.1, es decir, p = %, A =c =1, asumiendo que u = 0 y u = 2 respectivamente.

Obsérvese que en la Figura 4.7 las trayectorias de riesgo simuladas, tienen un comportamiento
tentativamente creciente a lo largo del tiempo y los procesos de riesgo simulados se encuentran
por arriba del cero.
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Figura 4.5: Simulacién de los reclamos, caso exponencial u=8.

4.2.2. Caso gamma

En las simulaciones mostradas a continuacién se supone que el tamano de los reclamos se
distribuye con una distribucién gamma(2,1), con 4 = 1, A = 1 y ¢ = 2 unidades (mismos
datos que los considerados en la seccién 4.1.2).

a) Con capital inicial igual de 1 unidad, en la Figura 4.8 se ven los procesos de riesgo
simulados, se observa que la mitad de las trayectorias obtenidas para un tiempo de 30
periodos se encuentran por arriba del cero.

b) Ahora con un capital inicial de 2.25 unidades, las simulaciones obtenidas se muestran
en la Figura 4.9, se observa que la mayoria de los procesos de riesgo que simulan el
comportamiento de la compaiiia se encuentran por arriba del cero, al igual que en el
caso anterior.

Aunque en general no se puede decir con certeza a partir de las trayectorias simuladas cual
serd la probabilidad de ruina, estas proporcionan un panorama general del comportamiento
de los procesos de riesgo.
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Figura 4.6: Simulacién reclamos exponencial u=0.

40

30
|

20

10

PROCESO DE RIESGO AL TIEMPO t

T | | | T |
0 10 20 30 40 a0

TIEMFPOS

Figura 4.7: Simulacién reclamos exponencial u=2.
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Figura 4.8: Simulacién reclamos gamma, u=1.
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Figura 4.9: Simulacién reclamos gamma u=2.25.
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Conclusiones

La incertidumbre a la que las companias de seguros se enfrentan es de gran interés den-
tro del drea de probabilidad, motivo por el cual en este trabajo se mostraron métodos para
calcular la probabilidad de ruina de una compania de seguros, en el caso en que el tamano de
los reclamos son de cola ligera.

Se hizo una revisiéon de conceptos béasicos de probabilidad, como variables aleatorias com-
puestas, procesos estocasticos, transformada de Laplace, entre otros, con el propdsito de en-
tender el modelo de Cramer-Lundberg.

Se describié el modelo clédsico de riesgo, asi como la aproximacién de Cramer-Lundberg
en la cual se emplean distribuciones de cola ligera. Se pudo observar que el coeficiente de
ajuste es de gran importancia dentro de esta aproximacién, ya que en base a este coeficiente
se puede manipular la probabilidad de ruina. En el caso de distribuciones de cola ligera, una
de las ventajas que se tiene es que se pueden establecer cotas para las probabilidades de ruina.
Estos resultados tedricos construyen la base del comportamiento de las distribuciones de cola
ligera.

Ademas de la aproximacion de Cramer-Lundberg, se describié el algoritmo de Panjer que
proporciona otra técnica para calcular aproximaciones de probabilidades de ruina.

Una vez estudiados estos métodos, se analizaron casos en los cuales el tamano de los re-
clamos es mezcla de exponenciales y gamma. Para el primer caso fue posible encontrar de
manera exacta la probabilidad de ruina, lo que permitié hacer comparaciones con los resulta-
dos obtenidos por medio del algoritmo de Panjer y la aproximacién de Cramer-Lundberg. Se
pudo observar que la aproximacién de Panjer dio mejores resultados que la aproximacién de
Cramer-Lundberg.

Para el caso gamma debido a que no es posible obtener una férmula exacta para la pro-
babilidad de ruina, solo se pudieron obtener aproximaciones de la probabilidad de ruina,
similarmente por ambos métodos (Panjer y Cramer-Lundberg). Estas aproximaciones son
muy buenas en este caso y mejoran cuando el capital inicial crece.

Se hicieron simulaciones de trayectorias del proceso de riesgo, las cuales muestran algu-
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nos posibles comportamientos sobre el capital de la compania a lo largo de un cierto periodo,
usando distintos capitales iniciales y considerando la distribucién mezcla de exponenciales y la
gamma. Una de las ventajas de las simulaciones es que permiten observar el comportamiento
del capital de una compania a lo largo del tiempo, en base a ellas se pueden hacer estima-
ciones sobre el comportamiento de los procesos de riesgo, puesto que crean comportamientos
artificiales del capital de la compania.

Finalmente cabe mencionar que a pesar de que el modelo descrito usado en este trabajo,
no toma en cuenta muchos aspectos realistas en cuanto al funcionamiento de una aseguradora,
sirve como modelo para estudio en muchos casos reales.
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Apéndice A
Cotas bilaterales

Se obtendran cotas bilaterales para F x(z) = P(X > x), se asumird que X es una variable
aleatoria geométrica compuesta X = Zfi 1 Zi, donde las Z;’s son iid con FDA F, tal que F’
es de cola ligera, ademés de que la sucesién Z7, Z,... y N son independientes.

Geométrica Compuesta

Definicién A.0.1. Una variable aleatoria X es geométrica compuesta de parametros (p, Fx ),

st es una variable aleatoria compuesta y N tiene una distribucion geométrica de pardmetro p.
Su FDA es:

Fx(z) = Y _(1-pp"Fif(), (A1)
k=0

Si se escribe la ecuacién (A.1), separando el primer término se obtiene
(0.)
Fx(z) = (1=p)o+y (1 -ppE (@)
k=0

= (1-p)do+pFz Y (1-p)p"Fif()
k=0
= (1—p)oo+pFz = Fx,

de donde
Fx(x):(l—p)50 +pF7 x Fx. (A2)

Se puede demostrar (Véase [6]) que esta ecuacién tiene una tunica solucién acotada en
intervalos finitos. Reemplazando la distribucién Fx del lado derecho de la igualdad (A.2) por
el término (1 — p)dy + pFz * Fx e iterando este procedimiento, se obtiene que

Fx(z) = lim F,(z), x>0, (A.3)

n—o0
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donde F;, esta dada por
Fn = (1=p)do +pFz(x) * Fn1,

n > 17y Fy es una distribucién inicial arbitraria sobre R™.
Se asume adicionalmente que Fz es tal que la ecuacion
mz(y) = -, (A.4)
tiene una solucién v > 0, la cual es usualmente llamada Coeficiente de Ajuste.

Si se sabe que (A.4) tiene una solucién v > 0, entonces esta solucién es tnica y mz(s) < oo
para todo s < 7.

Dadas estas condiciones se pueden encontrar cotas para la cola de la distribucién com-
puesta F'x llamadas Limites de Lundberyg.

Considerando Xy = sup{z € R : Fz(z) < 1}, se tienen las siguientes cotas bilaterales para
F 7, llamadas cotas de tipo Lundberg.

Teorema A.0.2. Si X tiene una distribucion geométrica compuesta con pardmetros (p, Fy)
tal que (A.4), admite una solucion positiva vy, entonces

a_exp(yz) < Fx(z) < at exp(yz), > 0,

donde T @)
a_ = 1’nfxe[o,aco) I eip?vy) flFZ(Z/)
exp(yz) Fz (x)

A+ = SUPze(0,20) T exp(vy) dFz ()

Demostracién

Primero se obtendra el limite superior. Nuestro objetivo es encontrar una distribucién ini-
cial Fp, tal que para n = 1, la distribucién correspondiente Fy = (1 —p)dp + pFy * Fy satisfaga

Fi(z) > Fo(z). (A.5)

Se puede probar por induccién que Fz* Fy(x) > FzxFy(x) y que F41(x) > Fu(z), x > 0,
n=20,1,... para todo = > 0.
De (A.3) se sigue
Fx(x)=1—-Fx(z) = 1- lim F,(2)

= lim (1 - Fy(z))

n—oo

< lim (1 - Fy) = Fy(x).
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Por lo tanto
Fx(z) < Fo(x), > 0. (A.6)
Sea Fy = 1 — aexp(—~x), donde a € (0,1]. Dado que = > 0, se tiene do(x) = 1, entonces
Fo(z) =1 —aexp(—yx) = do(x) — adp + a — aexp(—yz) = (1 — a)do + a[l — exp(—~yx)].
Definase G(z) = 1 — exp(—vyz). Luego
Fo(z) = (1 —a)dp + aG(x),
para x > 0. Asi

Fi(z) = (1-p)do(z)+p(Fz* Fo)(z)
(1 —p)oo + pFz * [(1 — a)dp + aG] (x)

— (- p)oola) +p [(1 - a)Fsa) +a "Gl —y) sz<y>]
— 1—ptp [(1 ~a)Fzle) +a [ (1= el - ) sz<y>] .

Se busca a tal que cumpla (A.5), entonces

v

1—p+p {Fz(m) — a/ow (1 — exp[—y(z — y)] dFZ(y))_ 1 —aexp(—vyx) > 0;

v

aexp(—yx) — aexp(—yx) /Ox exp(—yy) dFz(y) p — pFz(x);

v

aexp(—a) [1 —» [ explra) F,()| > p(1— Fy) = pF(a)

a (1 - p/om exp(—7y) dF(?J))

Utilizando el hecho de que mz(z) = %, se tiene

v

pexp(—yx)Fz(z). (A7)

1 = p/o exp(vy) sz(y)+p/ exp(vy) dFz(y),
de donde

1 —p/ox exp(vy) dFz(y) = p/oo exp(vy) dFz(y), = > 0.

Entonces (A.7) es equivalente a

ap / T exp(yy) dF2(y) > pexplya)Fa(a):

exp(yz)Fz(x)
[.7 exp(yy) dFz(y)

a
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Haciendo a = a se obtiene (A.5) y de (A.6) se deduce que Fx(x) < Fy(x). Por lo tanto

Fx(z) < ayexp(—yz), x >0,

que es la cota superior del teorema que se desea probar.
Similarmente se obtiene la cota inferior buscando a de tal forma que Fy(z) < Fy(x) para todo
z >0l

Corolario A.0.3. Supdngase que Fz es exponencial con parametro 6. Entonces v = §(1 —p),
G_ = ay =P Y en consecuencia

Fx(x) = pexp[—(1 — p)dz]

Demostracion

Dado que Fz es exponencial Fz(z) = [ 6 exp(—6y) dy = 1 — exp(—dx), x > 0.

-

Entonces resolviendo % =mz(7)
Ademas, se tiene

(=2}

7»7'

o0 -1

)| [ explow) dPaw)] =

x

Del Teorema (A.0.2)

pexp[—sd(1 —p)] < Fx(z) < pexp[—si(1 —p)],

y por lo tanto Fx(x) = pexp|—sd(1 — p)], para todo = > OB
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Apéndice B
Formulas de Cardan

Sea la ecuacion ctibica 23 +az?+bx+c = 0, donde el coeficiente de 3 es 1 (de lo contrario se
puede dividir toda la ecuacién entre dicho coeficiente). Si a, b y ¢ son nimeros reales, entonces
el polinomio tiene tres raices reales, o bien, una real y dos complejas conjugadas.

El procedimiento para encontrar dichas raices consiste en evaluar:

3b — a? ab—3c a*
t1 = to = —

5 : 7 t3 =3, ty =13 4 t3.

Si t4 > 0, entonces evaluar:

t5 = V4, te = Vta + s, ty = Vta — ts

y entonces el polinomio tiene una raiz real y dos complejas conjugadas:

a e+t a V3.
r1 =ttt — 3 Y 23 < 5 3> (t6 7)*2 i

Pero si t4 < 0, entonces evaluar

13

T te = arccos (t3), tr = 2¢/—tq,
3

ts = signo(ta)y| —

y entonces el polinomio tiene tres raices reales:

t t
x1 = t7cos <36> —g, T9,3 = —l7 cos (77:; 6> —%.

Las soluciones anteriores son llamada féormulas de Cardan, en honor al matematico italiano
Girolamo Cardan y son de gran ayuda para resolver ecuaciones de tercer grado.
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APENDICE B. FORMULAS DE CARDAN
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