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Prefacio

La actividad aseguradora estd difundida en el mundo entero, son de uso corriente los se-
guros de automéviles, incendios, robos, etc. Esta actividad responde a la incertidumbre que
sienten los individuos ante ciertas situaciones que pueden provocar distintos danos, tanto
materiales como personales. El miedo a la posibilidad de que ocurran dichos acontecimien-
tos se intenta eliminar mediante la compra de un seguro que compensara al asegurado en el
caso de producirse algin dano. A cambio de estar asegurados los clientes de la aseguradora
pagan una prima constante por unidad de tiempo.

La incertidumbre a la cual se enfrentan las companias de seguros es de gran interés en
la teoria de riesgo, debido a la posibilidad de no poder pagar el costo de las reclamacio-
nes, dado que estas son producidas en tiempos aleatorios y son cantidades aleatorias. El
objetivo del presente trabajo es estudiar las aproximaciones de la probabilidad de ruina de
una compania de seguros cuando la distribucién del tamano de los reclamos que llegan a
estas son de cola pesada, es decir, cuando la probabilidad de que la reclamacién sea grande
decrece mds lento que cualquier funcién exp{—cu}, ¢ € R, en particular las distribuciones
Pareto y Weibull cumplen con esto y son las que se utilizaran en el desarrollo de este trabajo.

El Capitulo 1, da una introduccién a la teoria de riesgo actuarial.

En el Capitulo 2, se mencionan conceptos de probabilidad que seran usados en este
trabajo.

En el Capitulo 3, se introducen las distribuciones de cola pesada y se demuestra que las
distribuciones Pareto y Weibull pertenecen a esta clase.

El modelo clasico de riesgo de Cramer-Lundberg se estudia en el Capitulo 4, ademas se
expone el Teorema de Embrechts-Veraverbeke el cual da una aproximacién de la probabili-
dad de ruina asi como también el algoritmo de Panjer.

Ejemplos numéricos se exponen en el Capitulo 5. En el se obtienen aproximaciones de
las probabilidades de ruina cuando el tamafnio de las reclamaciones son Weibull y Pareto,

ademaés se realizan simulaciones de las trayectorias de riesgo para estos casos.

IX
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Por 1ltimo en el Capitulo 6, se exponen conclusiones del trabajo.

El lenguaje de programacion que se utiliza para realizar las aproximaciones, las simula-
ciones y las graficas es R project, el cual se distribuye gratuitamente bajo los términos de
la GNU General Public License.




Capitulo 1

Introduccion

Se dice que una accién determinada tiene riesgo, o es arriesgada, cuando no se conoce
con certeza el resultado de la misma. Como éste 1ltimo tiene lugar en un momento futuro
del tiempo, practicamente todas las acciones que se realizan tienden a conseguir un objeti-
vo determinado pero estas son, méds o menos arriesgadas. Solo el pasado carece de riesgo,
por tanto, las decisiones empresariales, en cuanto pretenden conseguir unos objetivos de-
terminados en el futuro estdn sometidas al riesgo.La palabra riesgo implica la posibilidad
de pérdida. Podria referirse con pleno sentido al riesgo de pérdida, pero nunca lo tendria la
frase “Riesgo de ganancia”. La palabra riesgo utilizada en su sentido correcto significa la
posibilidad de sufrir pérdida. La naturaleza de la pérdida fisica o monetaria es indiferente,
pero tiene que darse su posibilidad, sin ninguna seguridad de que va a producirse, puesto
que alli donde la pérdida es segura no hay riesgo de pérdida, sino certeza. Asi como también
los eventos catastréficos como son huracanes, terremotos, inundaciones, entre otros han es-
tado presente a lo largo de la historia de la humanidad y estos han dejado grandes pérdidas
tanto humanas como econdmicas. Lo anterior nos lleva a hablar del concepto de riesgo, que
es uno de los principales temas de estudio dentro de los seguros. Por su parte, el sector
asegurador no ha estado exento, desde sus inicios se ha visto afectado de igual manera, en
donde a menudo no se contaba con las reservas necesarias para solventar las catéstrofes
ocurridas, principalmente por las deficiencias de las técnicas actuariales utilizadas.

Asi, como en la empresa, en la vida cotidiana, se presentan ciertos riesgos pero, ;jqué es
el riesgo?

1.1. Riesgo

La palabra riesgo en el latin risicare que significa atreverse y en el griego rizha que
significa navegar por un acantilado para alcanzar la costa, se trata entonces de atreverse a
navegar por un acantilado para alcanzar la costa, dicho término tiene muchos significados
dependiendo del area de estudio que se trate, de manera imprecisa puede definirse como la
posibilidad de experimentar ciertos eventos de interés, los cuales pueden tener un sentido
positivo o negativo, por ejemplo el comprar un boleto de loteria conlleva el riesgo de per-
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der el importe pagado por el boleto, y al mismo tiempo la posibilidad de ganar una gran
cantidad de dinero.

El riesgo se considera como una amenaza para el hombre, por la incertidumbre de su
realizacién, que es el no poder saber cuando se presentara el evento que puede traernos un
desequilibrio econémico. De esta forma el riesgo es la posibilidad de sufrir una pérdida o
dano, es una eventualidad, un acontecimiento incierto que de ocurrir traerd como conse-
cuencia un desequilibrio econémico para el individuo que la sufre. Existe un refran popular
que describe esta palabra “El que mo arriesga no gana”, es decir, el que no arriesga no
alcanza la costa. Basicamente los riesgos se clasifican en:

= Riesgo por la naturaleza de la pérdida: Se refiere a las consecuencias econémicas que
tiene el riesgo si ocurre.

e Riesgo puro: Involucra solamente la probabilidad o posibilidad de pérdida. Por
ejemplo, el desequilibrio econémico que pueda sufrir una mujer por la pérdida de
su esposo, la pérdida econdmica que pueda tener un comerciante a consecuencia
del robo de su negocio, el desembolso que un automovilista tenga que hacer por
los danos que le cause a una persona por atropellarla.

e El riesgo especulativo: Es aquel donde pueden obtenerse mayores, menores o
ninguna ganancia. Por ejemplo, jugar a la loteria puesto que podemos ganar,
perder o tener un reintegro, es decir, permanecer igual, el iniciar un negocio
puesto que podemos tener utilidades o perderlo todo porque nos vaya mal.

= Riesgo por su origen y su alcance: Este tipo de clasificaciéon considera tanto la mag-
nitud de la pérdida como el nimero de personas que seran afectadas.

e Riesgo personal: Afecta a una persona en particular o a unos pocos. Por ejemplo,
la muerte de un jefe de familia, los gastos médicos por alguna operacion, etc.

e Riesgo catastréficos: Se refiere al hecho o acontecimiento de caracter extraordi-
nario por su naturaleza anormal y la elevada intensidad y cuantia de los dafnos
que de él pueden derivarse. Por ejemplo, las pérdidas causadas por un huracin
o terremoto.

Existe una diferencia entre riesgo e incertidumbre, el riesgo es asociado con peligro (o
amenaza), mientras que la incertidumbre es asociado con el desconocimiento de eventos
futuros.

Las finanzas, como rama de la economia, es la ciencia que estudia cémo en una sociedad
los individuos intercambian activos y riesgos bajo condiciones de escasez. De esta forma, el
estudio de riesgos posee la categoria de ciencia social empirica y positiva, la cual:

= es racional y objetiva;

= parte de los hechos y siempre regresa a ellos;
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= produce nuevos hechos, es decir, transciende a los hechos;
= es analitica;

= es especializada, define sus propios conceptos y términos;
= es comunicable;

= trata de explicar los hechos a través de leyes generales y las leyes a través de los
principios;

= es verificable y por lo tanto factible, es decir, es provisional.

Para verificar un enunciado sobre riesgos financieros o econémicos no es posible recurrir
a la experimentacién en el laboratorio, como en el caso de la fisica, sino que hay que esperar
a que el paso del tiempo proporcione observaciones suficientes para confirmar o rechazar
algiin enunciado y, atin asi, nueva evidencia en el futuro podria cambiar los resultados.

El andlisis de riesgo en el sentido amplio implica cualquier método, cualitativo o cuan-
titativo, para evaluar el impacto del riesgo en la toma de decisiones. Existen numerosas
técnicas al respecto, y el objetivo es ayudar a quien debe tomar una decisiéon a seleccionar
un curso de accion, una vez que se comprenden mejor los resultados posibles. Una vez que
se reconoce una situaciéon riesgosa, el paso siguiente es cuantificar el riesgo que involucra
esa situacién de incertidumbre. Cuantificar el riesgo significa determinar todos los valores
posibles que una variable riesgosa puede tomar y determinar la probabilidad relativa de
cada uno de esos valores.

Una vez que se ha cuantificado el riesgo, es decir, determinado los posibles resultados y
la probabilidad respectiva de ocurrencia, se pueden usar distribuciones de probabilidad para
describir la situacién. Una distribucién de probabilidad es una herramienta para presentar
de modo resumido la cuantificacion del riesgo para una determinada variable.

1.2. Teoria del riesgo actuarial

Una de las principales ramas de las matematicas aplicadas donde se habla de teoria de
riesgo es la matematica actuarial y dentro de esta se encuentra la teoria de riesgo. El objeti-
vo de estd es considerar un modelo de una compania de seguros, y estudiar la probabilidad
de ruina, es decir, la probabilidad de que el capital baje de un nivel especificado.

La teoria de riesgo nos ofrece una herramienta matematica para llevar a cabo un anélisis
mas cuidadoso y mads seguro del tratamiento financiero que afronta una compania asegu-
radora, trata con modelos estocasticos, en cada uno de estos la ocurrencia de los reclamos
es descrita por un proceso puntual de llegada de reclamaciones y las cantidades de dinero
que seran pagadas por la compania por una sucesién de variables aleatorias. Para que la
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compania pueda ofrecer el servicio de aseguramiento, cobra una prima, es decir, una cierta
cantidad de dinero por unidad de tiempo. Ademads, se supone que la aseguradora inicia
sus actividades de aseguramiento con una cierta cantidad w, con la cual cubre las primeras
reclamaciones, por lo que podemos llamar a ésta cantidad el capital inicial.

Un problema en la teoria de riesgo es estudiar la probabilidad de ruina de la empresa,
es decir, la probabilidad de que la compania registre en algiin momento un saldo negativo.
Esta depende del valor de la prima cobrada, de la intensidad de llegada de las reclamaciones
y el monto promedio de las reclamaciones.

El actuario sueco Filip Lundberg fue el fundador de esta teoria y en 1903 en su tesis
doctoral el propone aproximaciones de la probabilidad de ruina. En su trabajo Lundberg,
uso el proceso de Poisson para modelar la llegada de reclamaciones.

Maés tarde el actuario y estadistico Harald Cramer continua con los estudios y realiza
otras aportaciones a la teorfa de riesgo. Después H. U. Gerber (1979), aporta ideas origi-
nales para disefiar, dirigir y regular una empresa. Chistyatov (1964) introduce la clase de
distribuciones subexponenciales, que se usan en teoria de riesgo para modelar reclamacio-
nes muy grande que corresponden a eventos catastréficos. S. Asmussen y K. Binswanger
(1997) presentan la simulacién de la probabilidad de ruina cuando las reclamaciones son
subexponenciales.

El Teorema de Embrechts-Veraverbeke da la aproximacién de la probabilidad de ruina
cuando las reclamaciones son de tipo subexponencial, es por ello que P. Embrechts y N.
Veraverbeke (1982) dan una estimacién de dicha probabilidad con especial énfasis cuando
las reclamaciones son grandes. C. Kliipplerberg y Stadtmuller (1998) estudiaron el com-
portamiento asintético de la probabilidad de ruina en modelos con reclamaciones de cola
pesada y tasas de interés. En este trabajo se usa el libro de Rolski et. al.

1.2.1. Componentes del modelo clasico de riesgo

El proceso de riesgo con aplicacién en la actividad de una compania de seguros se
construye a partir de un proceso de ocurrencia de siniestros o reclamos que transcurren
en tiempo continuo. Entonces, el modelo se forma en base a un proceso estocastico con el
ntmero de acontecimientos discreto en los enteros no negativos y con parametro continuo
para el tiempo ¢t = 0. El modelo clasico de riesgo de Cramer-Lundberg, estd basado en lo
siguiente:

1. Los tiempos de las reclamaciones 0 = Ty, 14,715, ..., son tales que los tiempos entre
reclamos T, — Tp_1 para k = 1,2,... son variables aleatorias independientes con
distribucién comin exponencial de pardmetro A. En este caso N(t), el nimero de
reclamos antes del tiempo ¢, forman un proceso de Poisson homogéneo de intensidad
A
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2. Los valores de las reclamaciones correspondientes Z1, Zs, ..., son descritas por varia-
bles aleatorias no negativas independientes e idénticamente distribuidas con funcién
de distribucién acumulada F', donde F(0) = 0, media j, y varianza 2. Estas variables
denotardn el tamaifio de las reclamaciones de la compania.

3. Las sucesiones de variables aleatorias {T;} y {Z;} son independientes.

Entonces el modelo clasico de riesgo ésta definido como sigue:
N(t)
X(t)=u+ct—>» Z,
i=1

donde u = 0 es el capital inicial, ¢ es una constante positiva y llamada la prima del proceso
de riesgo. El proceso N (t) puede ser interpretado como el nimero de reclamaciones contra
la compania de seguros durante el intervalo de tiempo (0,¢]. Por cada incremento de N
(i.e., cada reclamacién) la compania debe pagar cierta cantidad de dinero y se supone que
la compania recibe ¢ unidades de dinero por unidad de tiempo. La probabilidad de ruina
U(u) de la compania, con un capital inicial u > 0 esta definida por

U(u) =P{X(t) < 0 para algin ¢t > 0|X(0) = u}.

En este trabajoq se va estudiar la probabilidad de ruina considerando el modelo clasico
de Cramér-Lundberg, cuando las reclamaciones que llegan son de cola pesada.
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Capitulo 2

Conceptos de probabilidad

El concepto de probabilidad nace con el deseo del hombre de medir con cierta certeza
la posibilidad de ocurrencia de eventos futuros, es por ello que su estudio surge como una
herramienta utilizada por los nobles para ganar en los juegos y pasatiempos de la época.
Ademas, muchos de los eventos que ocurren en la vida diaria no pueden ser predichos con
exactitud, pues la mayoria estan afectados por factores externos. Sin embargo, la probabi-
lidad permite acercarnos a esos sucesos y estudiarlos, ponderando las posibilidades de su
ocurrencia.

Con los trabajos de B. Pascal (1654) y de P. Fermat (1657) se da origen a la teorfa de
probabilidad cuando lograron obtener probabilidades exactas para ciertos problemas rela-
cionados con juegos de azar. En 1685, Jacques Bernoulli propuso problemas de probabilidad
para los cuales fue necesario desarrollar una teoria que permitiera resolverlos, por ello J.
Bernoulli (1706) y A. De Moivre (1738) empiezan a desarrollar dicha teorfa, més tarde C.
F. Gauss (1809) y P. S. Laplace (1812) empezaron a trabajar sobre los problemas de pro-
babilidad.

Actualmente, la teoria de probabilidad es una herramienta 1til en la mayoria de las
areas de ingenieria, ciencias y administracién, el objetivo de ésta es predecir y describir
sucesos, ademds del estudio de los fenémenos o experimentos aleatorios. Dicha teoria ayuda
a analizar los posibles resultados que podrian observarse y los posibles sucesos que podrian
ocurrir cuando se realiza un experimento.

2.1. Definiciones

Un experimento aleatorio es un experimento que nos describe un proceso cuyos resulta-
dos no se conocen con certeza, este puede repetirse indefinidamente, una caracteristica es
que tiene al menos dos resultados posibles.

Algunos ejemplos de experimentos aleatorios son:

a) lanzar una moneda;
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b) lanzar un dado.

Definicién 2.1.1. El espacio muestral (6 espacio muestra) asociado a un experimento alea-
torio es el conjunto que consta de todos los posibles resultados de éste. El espacio muestral
se denotard por S, los elementos de éste se les conoce como puntos muestrales.

En otras palabras el espacio muestral de un experimento aleatorio se considera como un
conjunto o coleccion de diferentes resultados, y cada resultado es un punto o un elemento del
espacio muestral. Los eventos o sucesos en un experimento aleatorio son subconjuntos de un
espacio muestral €2, estos se denotan con letras mayusculas. El espacio muestral 2 discreto
contiene un numero finito ¢ infinito numerable de puntos muestrales, es decir, cuando 2 es
finito se denotan los puntos muestrales como E1, Eo, ..., E,, vy en el otro caso se denotan
como Fji, Es, . ... El nimero P(A) representa una forma de medir la posibilidad de observar
la ocurrencia del evento A, al efectuar una vez el experimento aleatorio. Cuando se tiene
el suceso lo que interesa es saber si hay muchas o pocas posibilidades de que al realizar el
experimento éste ocurra. Por lo tanto, seria interesante el tener una funcién que midiera el
grado de confianza a depositar que verifique el suceso, ésta se llama funcion de probabilidad,
la cual se define a continuacion.

Definicién 2.1.2. Sea F={A C Q} tal que cumple con las siguientes propiedades:
a) b e F;

b) Si A, e F,n=1,2,... yAinAj =0 coni+#j entonces |J A, € F;
n=1

c) St A€ F entonces A=Q—AecFy <U Ai> = () AS.
i=1 i=1

El conjunto F es conocido como la o-dlgebra, a los elementos de F se les conoce como
eventos.

Funcién de probabilidad
A cada evento A € F es necesario asignarle un nimero que indique la ocurrencia de A, este
nimero se le llama probabilidad de A y se denota por P(A).

Definicion 2.1.3. Dado un experimento aleatorio con un espacio muestral 2, la funcion
P: F — R que satisface los siguientes axiomas:

a) 0<P(A) <1 VAeF,
b) P(Q) =1,

¢) Para cualquier sucesion infinita de eventos disjuntos, Ay, Aa, ..., se cumple que
[e.e] o0
P( U Ai) =3 P(A)).
i=1 i=1

se llama funcion de probabilidad sobre €.
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2.2. Variables aleatorias y distribuciones de probabilidad

Una variable aleatoria (v.a) es una relacién funcional entre los elementos del espacio
muestral asociados al experimento y los niimeros reales, la definicién formal es la siguiente:

Definicién 2.2.1. Una (v.a) X, es una funcion con valores reales definida sobre €0, es
decir, X : Q — R, tal que X (a,b) = {w € Q: X(w) € (a,b)} € F.

En general las variables aleatorias (v.a’s) se denotan con letras mayusculas X, Y. . ..

Ejemplo 2.2.2. Considere el experimento de lanzar una moneda 5 veces, nos interesa X :=
nimero de caras en los 5 lanzamientos, entonces se tiene X (w) =z, = =0,1,2,3,4,5.

Se definen dos tipos de v.a’s que se clasifican de acuerdo al conjunto de valores que
pueden tomar, que son las discretas y absolutamente continuas.

Definicion 2.2.3. Una v.a X se dice que es discreta si solamente puede tomar un nimero
finito o infinito numerable de valores distintos.

Toda v.a X tiene asociada una funcién de distribucién de probabilidad. Una v.a. discreta
X representa los resultados de un espacio muestral en forma tal que por P(X = z) se
entendera como la probabilidad de que X tome el valor x, se denota por:

P(X = z) = px(z) = p(x),

a p(z) se le llama funcion de densidad de probabilidad de la v.a X discreta, y cumple lo
siguiente:

a) p(z) >0 V
b) Zm)p(w) =1

Otra funcion de interés para la v.a X es la funcién de distribuciéon acumulada, dicha
funcién mide la probabilidad acumulada de la v.a hasta un cierto x.

Definicién 2.2.4. La funcién de distribucion acumulada (FDA) de una v.a X, denotada
por Fx(x), es la probabilidad de que X sea menor o igual a un valor especifico de x y

estd dada por:
Fx(z)=F(x)=P(X <z) V zeR.

La FDA cumple las siguientes propiedades:

a) lim Fy(z) = Fx(0)=1;

r—00

b) lim Fx(z) = Fx(—oc0)=0;

r——00

c) si x1 < x9 entonces Fx(r1) < Fx(x2).
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Con base en la definicién anterior se puede definir una v.a absolutamente continua.

Definicién 2.2.5. Sea X una v.a con FDA Fx(x), se dice que X es una v.a absolutamente
continua si Fx(z) es absolutamente continua para todo x € R.

La distribucién de probabilidad de una v.a absolutamente continua X no representa
la probabilidad de que X sea igual a un cierto x. Mas bien, proporciona un medio para
determinar la probabilidad de un intervalo, a < X < b.

Definicién 2.2.6. Sea Fx(z) la FDA de una v.a absolutamente continua X, entonces la

funcion f(x) dada por:
d

f(@) = fx(@) = 2 [Fx(@))

siempre y cuando la derivada exista, se le llama funcion de densidad de probabilidad (fdp)
de la v.a X.

Sea X una v.a absolutamente continua con fdp f(z), entonces ésta funcién cumple lo
siguiente:

(a) fz)=0;
(b) ffooo f(x) dx =1,
(c) Pla< X <b)= f; f(z) dz.

El valor esperado es un concepto fundamental en el estudio de las distribuciones de
probabilidad, es un promedio ponderado de los resultados que se esperan en el futuro.

Definicién 2.2.7. El valor esperado de una v.a X denotado por E(X), esta dado por:

> xp(x) st X es discreta;
E[X]={ o ° (2.1)
| xdFx(z) dx si X es absolutamente continua.
—00

en donde p(x) es la densidad de probabilidad y f(z) es la fdp de X.
Sea X una v.a con FDA Fx(z). El valor esperado de la funcién g(X), estd dado por:

> g(x)p(x) si X es discreta;

Elg(X)] = (2.2)

oo
| g(z)dFx(xz) dz si X es absolutamente continua.
—o0

El valor esperado también se conoce como esperanza, media, valor promedio o valor
medio y se denota por pu.

Propiedades del valor esperado
Sea X una v.a con valor esperado finito y sea ¢ una constante, entonces se cumple lo
siguiente:
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a) E(c) =c;

b) E(cX) = cB(X);
c) si gi(X),i=1,...,n son funciones de X, entonces E [Z gi(X)] = > FElg;(X)].
i=1 i=1

Definicion 2.2.8. El r-ésimo momento de una v.a X con respecto al origen denotado por
. se define como
py = E[X"].

Y el r-ésimo momento de una v.a X con respecto de su media 6 momento central se define
como
E[(X =)',

y se denota por ph.

La varianza de una v.a X es una de las medidas més tiles de dispersiéon o variacién,
es en esencia, el promedio del cuadrado de las distancias entre cada observacion y la media
del conjunto de observaciones.

Definicién 2.2.9. La varianza de una v.a X denotada por V(X), estd definida como el
valor esperado de (X — p)?, es decir,

V(X) = E[(X — n)?].

La varianza se denotada por V(X) = o2 y la rafz cuadrada positiva de V(X) se conoce
como la desviacién estandar.

Propiedades de la varianza
Sea X una v.a con varianza finita y sea ¢ una constante, entonces se cumple:

c) V(X +¢)=V(X);
d) V(X) = B[X?] - [E(X)]%.

Definicion 2.2.10. Para una v.a X discreta con funcion de distribucion de probabilidad
p(z). La funcién generadora de probabilidades g : [—1,1] — R se define como,

gx(s) = Zp(:z)sa’.
=0
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Otra funcién que se puede asociar a algunas v.a’s es la funcién generadora de momentos,
su existencia no estd garantizada en todos los casos, pero cuando existe, determina de
manera Unica la densidad de probabilidad de la v.a. Esta funcién se define tanto para
variables aleatorias discretas como absolutamente continuas, y como su nombre lo indica
genera todos los momentos respecto al origen.

Definicién 2.2.11. La funcién generadora de momentos (fgm) de una v.a X, denotada por
mx(s), se define como:
mx (s) = Elexp(sX)],

donde mx : T — R conZT ={s € R: mx(s) < oo}; cuando s =0, mx(0) = 1.

Definicién 2.2.12. La transformada de Laplace de una v.a continua X con FDA Fx(x),
denotada por Lx(s) se define como:

N

Lx(s) = Elexp(—sX)] = /Rexp(sx)dFX(a:),

para valores de s cuando L existe.

Observacidén: En ocasiones se dice que es la transformada de Laplace de la FDA Fx (z),
de la v.a X, en tal caso se denota por Lp(s).
En general si C(x), C : R — R, entonces la transformada de Laplace esta dada por:

Lc(s) = / exp(—sX)C(x) dx.
R
Si X es una v.a no negativa,

X >0, Lx(s) esta definida V s > 0;

Lx(s) = Elexp(—sX)] <1V s>0,
EIX") = m{(0) = (~1)" L% (0).
La relacién que hay entre la fgm y la transformada de Laplace es:
mx(—s) = Lx(s), s eI
A continuacién se presentan algunas distribuciones de probabilidad tanto discretas como
continuas.
Distribuciones discretas

a) Distribucién de probabilidad de Bernoulli: Una v.a X tiene distribucién Bernoulli de
pardametro p, y se escribe, X ~ Ber(p), si y sélo si, su densidad de probabilidad esta
dada por:

p(x) = (1 —p)p®, con x =0,1.
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b) Distribucién de probabilidad binomial: Una v.a X tiene densidad de probabilidad bi-
nomial basada en n ensayos de Bernoulli con probabilidad de éxito p, y se escribe,
X ~ Bin(n,p), siy sélo si,

T

p(z) = <n>p$(1 -p)" " x=0,1,2,...,n, 0<p< 1.
c¢) Distribucién de probabilidad de Poisson: Una v.a X tiene densidad de probabilidad de
Poisson, con pardmetro A > 0, y se escribe, X ~ Poi()\), siy sélo si,

AT exp(—A)

= , t=0,1,....

p(z) =

d) Distribucién de probabilidad geométrica: Una v.a X tiene densidad de probabilidad
geométrica (Véase [9]), con pardmetro p € (0,1), y se escribe, X ~ Geo(p), si y sélo si,

p(z) =p(1—p)*, x=0,1,....

Distribuciones continuas

a) Distribucién exponencial: La v.a X tiene distribucién exponencial de pardmetro A > 0,
se escribe, X ~ exp(A) si su fdp estd dada por:

f(z) = Aexp(=Az), = > 0.

b) Distribucién Weibull: La v.a X tiene distribucién Weibull (Véase [7]) con pardmetro de
forma > 0 y pardmetro de escala a > 0, se escribe, X ~ W (a, ) si su fdp estd dada

CEIDRESONES

c) Distribucién Pareto: La v.a X tiene una distribucién Pareto (Véase [7]), esto es, X ~
Par(a, ), si su fdp estd dada por:

_a ﬁ a+1

donde a > 0 es el parametro de forma y G > 0 el parametro de escala.

A continuacién se presenta un ejemplo que ilustra, para la distribucién de Poisson, como
se obtiene el valor esperado, la varianza y la fmg.
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AT exp(—\)

Ejemplo 2.2.13. Sea X ~ Poi()\), entonces, p(x) = '
x!

Usando (2.1), se tiene,

[e.9]

po= EIX]=> aplx)= Zm”j exp(=A) _ 3 A" exp(=A)

x! (x —1)!

=0 =1
2 AE=D Xexp(—)) 2 @D
= Z = Aexp(—A) Z —
ot (x —1)! ot (x —1)!
= Aexp(—\) Z il = exp(—A)Aexp(A) = A.
y=0

Ahora se obtiene la varianza usando la propiedad d), primero se calcula
EX% =E[X(X - 1)+ B[X],

pero antes se calcula E[X (X — 1)],

EX(X-1)] = ) z(z- 1)”6%5(_” = exp(—A) ) @ A_Z)!
=0 =2
0 (z—2)
= Mexp(—\) Z (2_2)'
r=2

= Mexp(—\)exp(A) = A2,

Entonces se tiene que E[X?] = A2 + ), ahora se puede calcular la varianza por la propiedad
d)
V(X) = E[X*] + [E[X]? =N+ A - \? =\

Por daltimo se calcula la fgm para la v.a X,

mx(s) = Elexp(sz)] =) exp(sz)p(x) = Y exp(sz) MGX:Z()\)

=0

= exp(—A) Z [GXPS))\F = exp(—A) explexp(s)\] = exp{[exp(s) — 1]A}.
=0 ’

2.3. Variables aleatorias multidimensionales

En esta seccién se muestran algunos conceptos para el caso de n v.a’s X1, Xo, ..., X,,.

Definicion 2.3.1. Un vector aleatorio n-dimensional estd formado por n v.a’s y es una
funcion de un espacio muestral 0 en R™.
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Se dice que un vector aleatorio es discreto o absolutamente continuo si las n v.a’s son
discretas o absolutamente continuas.

Definicién 2.3.2. Sea (X1, X2,...Xy) un vector aleatorio discreto, la funcion denotada
por p(x1,x2,...,2Ty), definida como

]P(Xl == $17X2 =T2,... 7Xn - xn) - le,XQ,,,,an(‘,rl)x2a CIEER 7'1"71) = p($17$2a cee ,$n)
se conoce como la distribucion de probabilidad conjunta (dpc) del vector (X1, Xa, ..., Xy).

Supdngase A C R™ entonces se cumple

P(X1, X2,...,X,) € A) = > P(X, =z, Xo = 2o,...,Xn = xp).

(®1,22,...,n)EA

Propiedades de la distribuciéon de probabilidad conjunta Se cumplen las siguiente
dos propiedades:

» p(z1,29,...,2,) > 0 para todo x1,z2,. .., Ty;

- Z p($17x27---;xn):1.

(z1,22,...,Tn)

En este caso también se define la funcién de distribucion acumulada de esta forma.

Definicién 2.3.3. La funcion de distribucion acumulada conjunta (FDAC) para el vector
(X1, Xo,...,X,), denotada por F(x1,22,...,Ty,) estd definida como:

F(I‘l,ﬂfg,...,l‘n) :P(Xl S.Tl,XQ S.TQ,...,Xn Sl‘n)

En el caso que (X1, Xo,...,X,,) sea discreto se tiene

X1 z2 Tn

F(zy,2z9,...,2,) = Z Z Zp(tl,tg,...,tn).

t1=01t2=0 tn=0

Definicién 2.3.4. Sean Xi,Xs,..., X, v.a’s continuas con FDAC F(x1,x2,...,2Ty). Si

existe una funcion no negativa f(x1,x2,...,xy,) tal que
T1 o Ty
F(xl,xg,.. . ,a;n) = / / e / f(tl,tg,...,tn) dtl dtg dtn,
—0o0 —00 —00
para cualesquiera nimeros reales (x1, T2, ..., xy,). Entonces a la funcion f(x1,x9,...,x,) se

conoce como la fdp conjunta.
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Definicién 2.3.5. Sea f(x1,...,x,) la fdp conjunta de las n v.a’s, entonces se puede ob-
tener la distribucion de probabilidad marginal de cualquiera de ellas, por ejemplo la de X
en cualquier valor de x1, esta dada por:

fz1) = 7 7 7of(331,...,:1:n) dws - - dzy.

—00 —O0
—_——
n—1
Mas general, la fdp marginal de k£ v.a’s de las n se puede obtener integrando la fdp
conjunta sobre todos los posibles valores de las (n — k). Si Xi,..., X, son v.a’s discretas
las marginales se obtienen, de manera similar reemplazando la integral por la suma.

Definicién 2.3.6. Sea f(x;) la fdp marginal de X;, ¢ = 1...,n. Entonces se dice que
X1,..., X, son v.a’s independientes si

flz1,...;zn) = f(z1)f(z2) -« f(xy), en el caso de v.a’s absolutamente continuas,
@)
p(z1,...,xn) = p(x1)p(z2) - - - p(xy), en el caso de v.a’s discretas
donde p(z;), i =1,...,n es la distribucion de probabilidad marginal de X;.

Si se tienen n v.a’s independientes que tienen la misma distribucién de probabilidad
marginal se dice que son v.a’s independientes e idénticamente distribuidas y se denotan por
o
v.a’s iid.

Un caso particular, cuando n = 2 se tiene un vector aleatorio bi-dimensional y se escribe
como (X,Y). Para éste caso se tienen las siguientes dos definiciones.

Definicion 2.3.7. Sean X, Y wv.a’s discretas, la distribucion de probabilidad condicional
de X dado Y =y esta dada por:
PX=2zY=y) py)
pxy(zly) =P(X =2|Y =y) = = , cuando P(Y =y) # 0.
e (219) | Py =y)  pr(
Para el caso en el que las v.a’s sean continuas X, Y la fdp condicional de X dado Y =y,
se define como:

fX\y(xly) = J;(f(’yy)), cuando fy(y) # 0.

Definicién 2.3.8. Sean X, Y wv.a’s continuas y g(X) una funcion de X, se define la ley
de esperanza total como:

menz/mmmwzmn@my
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En el caso de que las v.a’s sean discretas la ley de esperanza total se define:
oo
E(X)=> E[X|Y =nP(Y =n).
n=1

Sean n v.a’s iid, entonces la fgm y la transformada de Laplace cumplen lo siguiente:
a) mX1+X2+---+X'n (S) = H?:l mXi (S)’

b) £X1+X2+...+Xn = [l ﬁXi(S)'

Definicién 2.3.9. Sean X, Y wv.a’s continuas con FDA Fx y Gy, entonces la convolucidn
de X yY es una v.a cuya distribucion F x G estd dada por:

(Fx * Gy)(x) = /OO Fx(z —u) dGy(u), = € R.

—0o0

Si X yY tienen fdp f(z) y g(y) respectivamente, entonces la convolucion esta dada por:

oo
(Fe9)@ = [ fo-wglu) du, x €&
—0oQ
La convolucion n-ésima de la FDA F, denotada por F*", estd definida inductivamente de
la siguiente manera: para n = 0, F*%(z) = do(z), donde

1, =z>0;
50($>:{ 0, <0

do se conoce como la delta de Kronecker, mientras que para n > 1,

Frr— =D P Fy . s F.
—_——

n—veces
Definicion 2.3.10. Sea N wuna v.a con wvalores enteros no negativos, y Uy,Us, ..., una
sucesion de variables aleatorias iid, y N es independiente de Uy, Us, . ... Entonces la variable
aleatoria

N
Z Ui St N > 1;
i=1
0 si N =0,

X =

se llama variable aleatoria compuesta.

Teorema 2.3.11. Si X tiene una distribucion compuesta determinada por la densidad de
probabilidad p(k) = pi, k € N de N y por la FDA Fy, de U;, entonces la FDA de X esta
dada por:

oo
k=0

donde Ff}k denota la k-ésima convolucion de Fyr. La distribucion compuesta de X se denota
por (pk, Fu).
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Prueba
Se tiene que

N
P(X <z) = P(ZU&x)

[e's) N

— ZP(ZUi gxyN:k> P(N = k)
k=0 =1
[e's) k 00

= Y P (X:Uz < x) P(N=k)=> Fip. B
k=0 i=1 k=0

En particular cuando N ~ Geo(p), y X tiene distribucién geométrica compuesta con
parametros (p, Fyy), entonces la FDA esta dada por:

Fx(@) = (1 - p)p" Fi(a).
k=0

2.4. Procesos estocasticos

Un proceso estocastico describe el comportamiento de una variable aleatoria a través
del tiempo.Para entender mejor este concepto se presenta la definicion.

Definicién 2.4.1. Un proceso estocdstico es una coleccion de v.a’s {Xy : t € T}, con
valores en S, parametrizada por un conjunto T', llamado espacio parametral y un conjunto
S llamado espacio de estados.

Si se toma como espacio parametral T = {0,1,2,3,...}, se dice que el proceso es a
tiempo discreto, en general este tipo de procesos se denotan por {X,, : n =0,1,...}, y se
dice que el proceso es a tiempo continuo si 7' = [0,00) y se denota por {X(¢) : ¢ > 0}.
Algunos tipos de procesos estocdsticos son:

Procesos de ensayos independientes: El proceso a tiempo discreto {X,, : n =
0,1,...}, esta constituido por variables aleatorias iid. Este modelo corresponde al experi-
mento de realizar una sucesiéon de ensayos iid de un mismo experimento aleatorio.

Procesos con incrementos independientes: Se dice que un proceso {X(¢) : ¢t > 0},
tiene incrementos independientes si para cualesquiera tiempos 0 < tg < t1 < ... < t, las
variables X (t9), X (t1) — X (to), ..., X (tn) — X (tn—1) son independientes.

Procesos de Markov: En este tipo de procesos suponiendo conocido el estado presente
del sistema, los estados anteriores no tienen influencia en los estados futuros del sistema.
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Esta condiciéon se llama propiedad de Markov y puede expresarse de la siguiente forma: Para
cualesquiera estados xg, x1,...,2n—1 (pasado), x, (presente), x,+1 (futuro), se cumple

IP)(AXVnJrl = xn+1|X0 =T0,.--, Xp = xn) = HJ)()(n+1 = anrl‘Xn = xn)

Es decir, la probabilidad del evento futuro (X,+1 = z,+1) sélo depende del evento anterior
(X, = x,), mientras que la informacién dada por el evento (Xo = zg, ..., Xp-1 = Tp_1) €s
irrelevante.

Procesos estacionarios: Se dice que un proceso { X (¢) : t > 0} es estacionario si para
cualesquiera tiempos t1, ta, . .., t, la distribucién del vector (X (¢1),..., X (t,)) es la misma
que la del vector (X (t1 +h),..., X (t, + h)) para cualquier valor de h > 0. En particular la
distribucién de X (t) es la misma que la de X (¢ + h) para cualquier h > 0 y para cualquier
valor de ?.

Procesos con incrementos estacionarios: Se dice que un proceso {X(¢) : ¢t > 0}
tiene incrementos estacionarios si para cualesquiera tiempos s < t, y cualquier h > 0, las
variables X (t+h) — X (s+ h) y X(t) — X (s) tienen la misma distribucién de probabilidad,
es decir, el incremento que sufre el proceso entre los tiempos s y t, depende de la diferencia
t — s y no de los valores especificos de s y t.

2.4.1. Proceso de Poisson

Un proceso de Poisson, nombrado asi por el mateméatico francés Siméon-Denis Poisson
(1781-1840), es un proceso estocdstico en tiempo continuo que se describe por medio de
conteo de eventos raros que ocurren a lo largo del tiempo. Suponga que un cierto evento
ocurre repetidas veces de manera aleatoria a lo largo del tiempo y que las variables aleatorias
W1, Wha, ..., representan los tiempos que transcurren entre una ocurrencia del evento y
la otra, suponga también que estos tiempos son independientes uno del otro, entonces el
proceso de Poisson al tiempo ¢ es el niimero de ocurrencias del evento que se han observado
hasta el instante t. Unos ejemplos donde se presenta el proceso de Poisson son los siguientes:

» La cantidad de clientes que entran a una tienda.

= El nimero de coches que pasan por una autopista.

= La llegada de personas a una fila de espera.

= El nimero de llamadas que llegan a una central telefénica.
» Particulas emitidas por un material radiactivo.

El proceso de Poisson es una coleccién de variables aletorias, donde N(t) es el nimero
de los acontecimientos que han ocurrido hasta el tiempo t (a partir del tiempo 0).

Definicién 2.4.2. Un proceso estocdastico {N(t), t > 0}, se llama proceso de Poisson
homogéneo de pardmetro ¢ intensidad A > 0, si satisface las siguientes condiciones:
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a) P(N(0) = 0) = 1.

b) Para toda sucesion finita de tiempos 0 < tg < t; < ty < ... < t, los incrementos
N(ty1), N(t2) — N(t1),..., N(tp) — N(tn—1) son variables aleatorias independientes.

¢) Para todo s > 0 yt > 0 la variable aleatoria N(s +t) — N(s) tiene distribucion de
Poisson de pardametro At.

La propiedad b) se conoce como incrementos independientes y la propiedad c) se cono-
ce como incrementos estacionarios. N(t) se puede interpretar como el nimero de eventos
aleatorios hasta el tiempo ¢.

Se define W,, como el tiempo en el que ocurre el n-ésimo evento, n > 0, donde por
definicién se tiene Wy = 0. Para n > 0 se define S, := Wy 1 — W,, S, se interpreta como
el tiempo durante el cual el proceso N(t) permanece en el estado n.

Teorema 2.4.3. Para cada n > 1, el n-ésimo tiempo de espera W, tiene distribucion
gamma, con funcion de densidad de probabilidad

Antn—l
an(t):meXp(—)\t) n:1,2,,t20

En particular Wy, el tiempo del primer evento, tiene una distribucion exponencial:
S, (t) = Nexp(—At), t>0.

Prueba

El evento W,, < t ocurre si y sélo si han ocurrido al menos n eventos en el intervalo
(0,t]. Como el nimero de eventos sobre el intervalo (0, t] tiene distribucién de Poisson con
parametro At, se tiene

Fu,(t) = P(W, <) =P(X(t) >n)

i(,\t)kexp(_mzl_’ilw)kwm—m n=1,2,...,t>0.

k! k! ’
k=n k=0

Derivando, se obtiene

d

fw,(t) = S Ewn (t)

— Z{l—eXp(—)\t) [1+ﬁ+(2ﬁ)2+“'+((2?711_;]}
2

2 n—
= —exp(—At) [)\—F)\(l)\!t)—k)\(;\!t) +---+((:L\t_2)!]
2 n—1
+Xexp(—At) [1 + % + ()\2t!) ot ((7/1\15_1)1}

Antn—l
= mexp(—)\t),n:1727377t20 .
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Definicion 2.4.4. Se define el proceso de Poisson compuesto como:

N(t)
X(t)=> U, (2.3)
k=1

donde, Uy son v.a’s iid, y N(t) es un proceso de Poisson homogéneo con intensidad A > 0,
independiente de Ug. A X (t) se conoce como el proceso de Poisson compuesto con carac-
teristica (A, Fyr).

Lema 2.4.5. Sea {X(t) : t > 0} un proceso de Poisson compuesto con caracteristica
(X, Fuy). Entonces, el proceso X (t) tiene incrementos independientes y estacionarios.

La demostracién del Lema se encuentra en [8].

N
Lema 2.4.6. Sea X = ) U;, donde N es una variable aleatoria discreta con densidad de

=1
probabilidad p; = p(i), i =0,1,.... Si U; son variables aleatorias discretas iid con densidad
de probabilidad q(k) = qi, entonces

o0
P(X =j)=> maq™ (), j=01,2,.... (2.4)
k=0

Prueba

P(X =j) = P(iUi_j)_ip(iUi_j\N_k)P(N_k)
k=0 =1

i=1

00 N e
_ ZP(ZUZ- - j)IP(N =k) =Y mq™(). m
k=0

k=0 =1
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Capitulo 3
Distribuciones de Cola Pesada

Las distribuciones de cola pesada son de gran interés para la modelacién de eventos en
el area de seguros y finanzas, como por ejemplo para modelar reclamaciones causadas por
eventos catastréficos, como son incendios, huracanes, terremotos, etc.

Las variables con distribucion de cola pesada se caracterizan por tomar valores extremos,
con probabilidades altas. Dichas distribuciones tienen propiedades muy distintas de las
distribuciones méas cominmente usadas en estadistica, por ejemplo sus colas decaen més
lentamente que una exponencial, y a veces tienen media o varianza infinita.

3.1. Definicién y propiedades basicas

Definicion 3.1.1. Sea X una v.a con FDA Fx, la cola de la distribucion Fx, denotada
por F(x) se define como F(z) =1— Fx(x). La v.a X se dice que tiene distribucion de cola
ligera si:

mx(s) < oo para algin s > 0,

y X tiene cola pesada si
mx(s) = oo para todo s > 0.

Ejemplo 3.1.2. A continuacion se demuestran dos distribuciones que tienen cola pesada:

a) La distribucion Pareto, X ~ Par(a, 3), con fdp

f(x) = g(ﬁf—x)aﬂ’ x>0,

donde o > 0 es el pardmetro de forma, y 8 > 0 el pardmetro de escala.

En efecto, paran > 2a+ 3 y x > méax{3,2} = M se tiene,

xnfa72 > 2n7a72 > 2a+1 > [(6/1_) + 1)]a+1

de donde

23
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xa-‘rl 1
>
(B+a)ett = [(B/x) + 1]
y por lo tanto para x > M,

a—n+2

>x

xn

W>Qf.

Entonces para todo s > 0,

mx(s) = /0 "~ exp(s) f(x)d = /O b %exp(s:z) < 3 i x)aﬂ da

OO(SZE)” ﬁ a+1 B 0 " o B
> /M o <ﬁ—|—x) d:IJ—C/M (ﬁ+x)0‘+1d$>c/M rdr = 0.

Entonces la fgm mx(s) de X es infinita para todo s > 0, luego por definicion la distri-
bucion de Pareto es de cola pesada.

b) La distribucion Weibull, X ~ W (a, 3) con fdp

B /x\B-1 x\ B
f=2(2)" {2
a\q «
con pardmetro de forma 3 > 0 y pardmetro de escala o > 0. Para 6 < 1 entonces la
distribucion es de cola pesada.

En efecto, para 0 < 3 < 1, sea n tal que (n+ 1) > 2, y s > 0. Entonces existe una

B B
constante M > 0 tal que para x > M, se cumple sx > 2(§> . Entonces sx — (E) >
o @

g
(E) , y por lo tanto para x > M,
a

exp{sa = (2)'} > e {(2)'} > (ET" eon, =
Por lo tanto
mx(s) = /OOO exp(sz) f(z)dz = /OOO exp(sx)i(i)ﬁ_lexp{—(z>ﬁ} da
_ % Oooxﬂ_lexp {sx - (Z)ﬁ} dz > %01 /Moox — oo,

Ast, la distribucion Weibull es de cola pesada.
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Definicion 3.1.3. La funcion de riesgo de Fx, denotada por ap se define como

M
ap = lim sup (x)’
T—00 T

donde M(x) = —log F(x).
Teorema 3.1.4. Si ap = 0, entonces F' es de cola pesada.

Prueba
La prueba se hace por contradiccién. Supdéngase que ap = 0 y que F es de cola ligera,
entonces se cumple
M(x)

0 < lim inf ——= < lim sup
T—00 €T T—00

=0,

de donde 1fm (&)

T—00 x
M ()

T

= 0. Entonces para todo € > 0 existe ' > 0 tal que, para todo x > z’

se tiene < €. Por lo tanto

F(z) > exp(—ex), para todo x> 2.
Se verifica que existe ¢; > 0 tal que, se cumple F(z) > ¢ exp(—ex) para todo = € [0, '],
esto se verifica por contradiccién. Se supone que no se cumple lo anterior, es decir, existe

un € > 0, tal que para todo ¢; > 0, en particular para ¢; = —, existe z,, € [0,2'] tal
n

— 1
que, F(z,) < —exp(—ex,). Entonces como {z,} es acotada, existe una subsucesiéon {z,, }
n

convergente, z,, — o, donde xg € [0, 2']. Haciendo tender n — oo se tiene 0 < F(z¢) < 0,
de donde F(xp) = 0.
Entonces F(x) =0 paratodo x > 2/, esto contradice al hecho que

F(x) > exp(—ex) para todo z > 2.
Por lo tanto,

F(z) > cexp(—ex) para todox >0, donde ¢ =min{l,c},

de donde,
/ exp(sz)F(z) dv = oo para todo s > ¢,
0

(e.¢]
/ exp(sz)F(x) dr = co para todo s > 0.
0

Pero esto no cumple con la definicion definicién de que F' es de cola ligera, entonces F’ es
de cola pesada. W
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3.2. Distribuciones subexponenciales

Las distribuciones subexponenciales son una clase de distribuciones usadas en la teoria
de riesgo, porque se emplean para modelar el comportamiento de reclamaciones grandes.

Definicion 3.2.1. Una FDA Fx sobre Ry, se llama subexponencial si

1— F*2(x)
im ————= = 2. 3.1
B R (3:1)

Se denota por S a la clase de las distribuciones subexponenciales. No todas las distribu-

ciones tienen esta propiedad. Por ejemplo la distribuciéon exponencial no es subexponencial,
en efecto:

1— [(1—eMew)g(1 — e M)
0

i L F*2(z) i
m ——————+ = lim
z—oo 1 — F(x) T—00 1-— fox e~ dy
-z 1
— € ( )\—i— Ar) _
T—00 e\

El siguiente Lema muestra que cuando las v.a’s son de clase subexponencial la suma
puede ser grande debido a que sélo una de ellas lo sea, en el contexto de teoria de riesgo,
asegura que la ruina de una compaifiia de seguros puede ocurrir con sélo una reclamacién
grande.

Lema 3.2.2. Si F' es subexponencial y X1, Xo son v.a’s iid, con FDA F', entonces cuando

T — 00,
P(X1 + Xo > 2) = P(méx{ X1, Xo} > x), (3.2)
es decir,
, P(Xl + X2 > IL‘)
lim . =1.
z—oo P(méx{ X1, Xo} > )
Prueba

Por un lado, se tiene
P(X;+Xo>2)=1-P(X;+Xo<z)=1-F*2)
Por otro lado, y por la independencia de X7 y Xo,

P(max{X1, Xo} >z) = 1-P(X; <z, Xy <x)
1 - F%(z) = (14 F(x))(1 - F(x)).




3. Distribuciones de Cola Pesada 27

Asi,
P(Xl"‘XQ >x) ) I—F*z(x)
lim = lim ————~
z—oo P(max{ Xy, Xo} > ) z—oo 1 — Fz(x)
) — F*%(x)
= lim
1 — F*%(z) 1
= lim ————= Iim ——=1. &
rooo 1— F(x) o001+ F(z)
Lema 3.2.3. Se cumple la siguiente identidad
F*2 T E(r —
— (z) =1 +/ Md}?(y), x > 0. (3.3)
F(z) o F(z)

Prueba
Para la prueba se desarrolla el lado derecho de la igualdad y se verifica que coincide con la
expresion del lado izquierdo.

*F(zr —y) _ ?1-F(z—y)
1+/0 WdF(y) = 1+/0 = F{) dF(y)

_ T ARy [T Fe—y)
iy e il e L
B 1 F*2(x)
S T 2 R e e

Flo )+F(x) F2(z) 1 F*(a)

F(x)  Flo)

La identidad (3.3) se usara para la prueba del siguiente Lema.

Lema 3.2.4. Para toda FDA Fx, se cumple

*2
i fut ()

> 9. (3.4)

Prueba
Como F' es monétona, F'(z —y) < F(x), de donde usando (3.3),

F2(x)
F()

_ " F(z—y) : _ .
—l—l—/o F) dF(y)21+/0 1dF(y) =1+ F(x).

Entonces
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Lema 3.2.5. Si F es subexponencial entonces para todo x' > 0,

. Flx—2a)
xhﬁrgo 7?(37) =1, (3.5)
Y
o [T E—y) _
xlggo/o F@) dF(y) = 1. (3.6)
Prueba

Para 2/ <z, por la identidad (3.3) se tiene

!

F2(z) Y F(z—y) " F(z—y)
=1+ /0 ) dF(y) +/x — dF(y).

F(x) o F(x)
Para 0 < y < 2/, se cumple 1 < F(az(;)y)j y para 2’ < y < x se cumple
Fa-r) Ty
F(z) ~— TF(z) ’
entonces
F2(z) F( F
F(z) ! +/0 F(x B / Fw)
> 1+/0 dF(y)—i—F(x) / dF(y)
> 14 F(@) F(;i(xf' (F@) - F("))
Asi,
F(x_x/) F*Q( ) ! N—
de donde,
1 < liminf M < limsup F(x — )
< h’in_)s;ip i?iﬁ) —1—F@@)|[F(z) - F(z")]™!
Como,
*2( )
’ T / N—1
hgrcrisgp ) —1-F()| (F(z) = F(z")" =1,
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se tiene (3.5). La ecuacién (3.6) se satisface de (3.3),

F*Q €z F _
2 tim @ g [EE Y ) m
/ ’ . F()
Lema 3.2.6. Sea FF € S y F' una FDA con F'(0) =0, tal que lim o) = ¢ para alguna
T—00 T
constante ¢ € [0,00), entonces
FxF'
fm @ L (3.7)
T—00 F(;[;)

Prueba
Probar (4.15) es equivalente a probar que
FxF
[*@) _ 1] e

lim
T—00

F(z)

puesto que,

1— [y F'(x —y)dF(y) — F(x)
F(x) F(x)
F(z) — [y F'(x — y)dF(y)
F(x)
Jo dF(y) = [ F'(x — y)dF(y)
F(x)
Jo F'(z — y)dF(y)
F(x)

)

entonces, para probar el lema basta probar que,

fm fom ﬁ(x - y)dF(y) — ¢

Sea € > 0, entonces existe un g tal que, F'(x) < (¢ + ¢)F(x) para o > zg. Asi,

Jo F'@ —y)dF(y) _ Jg " Flle = y)dF(y) Jo—uy F'(@ = y)dF(y)
F(z) F(x F(x)

)

)
y entonces para 0 <y < x — zg, F'(r —y) < (c+ €)F(x — y). Ademés, F'(z —y) < 1, para
Yy > x — xg, por lo tanto,
Jo F'(z — y)dF (y) y
F(x) - F(x) F(x)
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Por el Lema 3.2.5 se tiene

[T F(z —y) dF(y) . F(z—z) F(z)
c+e€) lim — =(c+e€ Iim —— — = =1—-1=0.
Haciendo x — oo en (3.8) se obtiene que, para todo € > 0,
Y F'(x —y)dF
lim sup fo (:i y)dF(y) < (c+e),
de donde,
CF(z —y)dF
ttmsup 2o @ VAW (3.9)

De manera similar se puede ver el limite inferior. Sea un € > 0, entonces existe un z; tal
que F'(x) > (c — €)F(x) para > x1. Luego

Jo Flle—g)dPy) _ Jg " Fla—y)dFy) | [i ., Fe—y)dFy)
F(x) F(x) F(x)
s (e oli M Fl - y)dF(y)

haciendo un cambio de variable z = x — x; y recuérdese que

F(z—y+z1) < F(x1 +2), y ademds F(z —y +x1) > F(z1 — 2),

- Jo " Fx—y)dF(y) c— o) Jo F(z —y+21)dF(y)
F(JU) F(Zﬂl + 2)

> (=9 [ aF).

Asi,
T B —
lim inf(c — 6)/ Mdﬁ’(y) > lim (c—€)F(z2) = (c—¢)
Z—00 0 F(l‘) 2—00
de donde,
Y F(x —y)dF
lim inf fo (xf Y)AEy) >c—k,
N

haciendo tender € a cero,

lim inf Jo p(‘f;;;)dﬂy) > c. (3.10)

De (3.9) y (3.10) se obtiene el resultado. W

El siguiente Teorema muestra que la clase de distribuciones subexponenciales es sub-
conjunto de la clase de distribuciones de cola pesada.
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Teorema 3.2.7. Cada distribucion subexponencial es de cola pesada.

Prueba
Sea F' € S, por el Teorema 3.1.4, basta probar que ap = 0. Tomando el logaritmo en (3.5)
resulta

lfm log(M> — 0

lim (log F(x —y) —log F(z)) = 0
lim [M(z) — M(x —y)] = 0 para todoy > 0.

Entonces, para todo € > 0, existe x¢g > 0 tal que para todo = > x¢ se cumple,
M(z)—M(z—1)<e.
Si se sigue iterando se obtiene
M) <M@E-1)+e<Mx—2)+2<...<M(z—n)+ne,

donde n es tal que, zg <z —n < g+ 1.
Asi,
M(z)< sup M(2")+ (z —x0)e, = > xp.
ro<z'<z0+1

Entonces para todo € > 0,

lim sup M () limsup M (') + (z — xp)e
0 < &0 < xo<z'/<zo+1

:6’

T X

de donde ap =0. N

Teorema 3.2.8. Sea F' una FDA. Entonces F es subexponencial si y sélo si, para cada
n=23...,

im @) _
=% F(a)

(3.11)

Prueba

Supéngase que se cumple (3.11) para todo n > 2. Entonces en particular se cumple para
n =2, y asi I’ es subexponencial por definicién. Ahora suponga que F' es subexpoenencial,
entonces aplicando induccién sobre n, para n = 2 se tiene

%2
lim L(x) =2
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por definicién. Suponga que es valido para n — 1, es decir, se satisface

Sea F' = F*("=1) y tomando ¢ = n — 1 en el Lema 3.2.6 se obtiene

F « F'(x)

Im ———=14n—-1=n. N
Lema 3.2.9. Si F' es subexponencial y X1, Xo, ..., X, son variables aleatorias iid, con FDA

F entonces cuando r — 00,

P(Xl + Xo+..., X, > .%') ~ P(méX{Xl,XQ, .. Xn} > I’), (312)
es decir,
m P(X1+X2+...+Xn Za:) B
z—00 P(méx{X1, Xo,...,2n} > 1)
Prueba
PX1+Xo+...+ Xy, 2>2) 11— F"(x)
P(max(X1, Xo,...X,) >2) 1 [F(z)]"
_ F(z)
F(x)[1 + F(z) + F2(z) + ...+ Fn=l(z)]
Entonces
. P(Xi+Xo+...+ X, >x) . i (x)
lim . = lim —
T—00 ]P’(max(Xl, Xo, ... Xn) > w) T—00 F(l’)
1 1
*  lim =n—=1. N

z—oo 1+ F(x)+ F?(x) + ...+ Fr—(x) n

Lema 3.2.10. Si F € S, entonces para cada € > 0 existe una constante ¢ < oo, tal que,
para todo n > 2 y todo x > 0, se cumple

() n

_— <c(l4+e)™. 3.13

g S+ (313)
Prueba
Sea

F*n(x)
Qy = Sup —
>0 F(x)

Por Teorema 3.2.8, se tiene o, < co. Ademads, se satisface que

Frotl)(z) = 1—FF) =1 - F(2) 4+ F(2) — F*") ()
= F(z)+ Fx(1—F")(z) = F(z) + F « F(x).
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Asi, para todo a > 0,

Fr(n+1) (g F(z)+ F « F*(x)
Qpy1 = SUp ——=———> = sup
>0 F(x) >0 F(x)
Fx F*(x — Fx F(x —
< 14 osp B (z—y) sup = (z y)’
0<z<a F(l’) T>a F(iU)
por lo tanto

F(z—y) F

(x—y)
Fe—y) Fa@ —

wF*n —
api1 <14 sup / wdF(y)+sup/
0 F( 0

0<z<a ZIZ’) r>a

<1+ sup /(me+ig€[w]sup/() MdF()

0<z<aJo F(z) a2l F(z—y) Jo>a F(z)
F(x) *1—F(x—y)
SR o) Tre

Notando que, para z < a se cumple F(x) <1y F(z) > F(a), se tiene,
z)

[F( — F*(x )}

1
ant1 < 14+ =——+ a,sup

F(a) r>a F( )
F*2(z) — F(x)
= 1+c¢,+aysu [7—],
SR N )
1
donde ¢, = (@) < 00. Como, F € S, para cada € > 0 existe a > 0 tal que,
a
an+1 < 14cq +an(l+e).
Por lo que
ag < l14ca+(1+e),
a3 < l4+c+ta(l+e)=1+ca+(1+c+(1+€)(1+¢€)

= (I+c)I+1+6)+(1+6e2
Entonces por induccién

o < (He)1+ 14+ .+ 1+" )+ (1+o"!

>P1+@€11}+u+fw1

(1+e)n !
€

= (1+e¢,

< (1+ca) [ ] +(L+c) 1+
< (14 ca)e_l(l +e)" =c(1+¢€)",

conc=(l+c)et. A
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Teorema 3.2.11. Sea H(z) = > 32, ppG**(x), donde, py es distribucion de probabilidad y
GeS. SiYy 2 pn(l+e)" < oo para algin € > 0, entonces

H(z) <
lim = kpy. (3.14)
Prueba
Sea,
_ 1= S et
A 1 H() P
lim — = _ =
> ok — Y oG (x) > pe(1— G (x))
I k=0 e k=0
= lim = lim —
Del Lema 3.2.10 se tiene
*k
Gf (x) S C(1+€)TL7
G(z)
por lo tanto,
- ka*k € e 00
H() . kgo (@) B G*(x)
lim —— = lim — = Zpk lim — = Zpkk
T—00 (.%') T—00 (l’) prd T—00 G(.Q?) Pt

donde en la ultima igualdad se uso el Teorema 3.2.8. W




Capitulo 4
Modelo de riesgo clasico de
Cramer-Lundberg

En este Capitulo se estudia el modelo clasico de riesgo de Cramer-Lundberg y las pro-
piedades de este modelo. Ademas, se presenta el Teorema Embrechts-Veraverbeke, este se
usa cuando la distribucién de la cola integrada de la distribucién es subexponencial.

4.1. El modelo de riesgo clasico

Se tiene una compaifia de seguros con un capital inicial u > 0 (fijo), se supone que
T1,T5,...,T, son los tiempos entre reclamaciones que llegan a una compania aseguradora,
los cuales son v.a’s independientes, dicho tiempos llegan segin un proceso de Poisson ho-
mogéneo {N(t), t > 0} de pardmetro A > 0. Los tamanos de las reclamaciones Zi, Z, . . .
son variables aleatorias iid con distribucién comin F, con F(0) = 0, E(Zy) = pu > 0, y
son independientes de N(t). Adicionalmente la compania recibe una prima (seguro) ¢ > 0
constante por unidad de tiempo.

Definicion 4.1.1. Sea ¢ > 0 la prima del asegurador y u > 0 el capital inicial. El proceso
cldsico de riesgo de Cramer-Lundberg se define como:

N(t)
X(t)=u+ct— ZZk,
k=1

donde X (t) es el capital de la compania al tiempo t, N(t) es el nimero de reclamaciones que
llegan a la compania en el intervalo (0,t]. Por cada incremento de N (t), es decir, por cada
reclamacion la compania debe pagar cierta cantidad de dinero y se supone que la compania
recibe ¢ unidades de dinero por unidad de tiempo.

Interesa conocer en que momento la empresa se arruina, es decir, en que momento el
modelo X (t) toma valores negativos, esto se define a continuacién.

35
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Definicion 4.1.2. El tiempo de ruina se define como:
T =min{t > 0: X(t) < 0}.

Definicién 4.1.3. La probabilidad de ruina V(u) de la companiia, con un capital inicial
u > 0 esta definida por

U(u) =P{X(t) <0 para algin t > 0|X(0) = u}
y la probabilidad de no ruina 6 sobrevivencia como ®(u) =1 — ¥(u).

Observacion
Si w = 0, entonces

N(t)
E[X(t)] = E[ct -y Zk}
k=1
= ct— E(Zy)E(N(t))
ct — pAt =t(e — Au) >0,

donde en la tercera igualdad se usa la independencia de Z; y N(t), de aqui se tiene que
c > Al

Teorema 4.1.4. Sea V(u) la probabilidad de ruina, se cumple lo siguiente.
a) Sic— A <0, entonces ¥(u) =1 para todo u > 0.
b) Sic— Au >0, entonces U(u) < 1 para todo u > 0.
Demostracién Vedse [8].
Definicion 4.1.5. La carga de sequridad se define como

= Ap
Ap

c— A\

Si p > 0 entonces a > 0, es decir, ¢ > Ay, esto implica que la probabilidad de ruina

serd menor que 1, si la suma total de las reclamaciones (en promedio) no debe exceder a
la prima recibida por la compania en el intervalo [0,¢]. Entonces, por el Teorema 4.1.4, se
tiene que p > 0.

El siguiente Teorema describe una expresion para la probabilidad de que la compania
no se vaya a la ruina.

Teorema 4.1.6. Sea ®(u) la probabilidad de no ruina, entonces se cumple que su derivada,
®'(u), esta dada por

&' (u) = %@(u) 42 /Ou B(u— 2)d(1 - F(2)), u> 0. (4.1)
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Prueba
Se condiciona sobre Zp

z (la primera reclamacién),

y T1 = t (el primer tiempo de

reclamacion). Por lo tanto X (T1) > 0, X (71) = u+ct — z > 0, entonces para que no ocurra

ruina 0 < z < u + ct y despejando z se tiene z = u + ct, asi

®(u) = P(“noruinaen” [0,00)|X(0) =u)

/ /u+ct
/ /u+ct
[

) >0 paratodo t > 0Ty =t,2; =z, X(0) =

) >0 paratodo t >T|Th =t,Z1 = 2z, X(0) =

u) Aexp(—At)dF(z)dt

u) Aexp(—At)dF (z)dt

) > 0 para todo t > 0|X(0) = u+ ct — z) Aexp(—At)dF (z)dt,

donde en la peniltima igualdad se usa el hecho que X (t) tiene incrementos independientes

y estacionarios, entonces

IS

u+ct
/ Aexp(—At) / D(u+ ct — z) dF (2)dt.
0 0

®(u)

r—Uu

Haciendo el cambio de variable, vt = u +ct, t = , (0) = u, dt =

C

®(u)

do () [ ew (7
Se toma

/x<1>(x — z)dFdx

/ &(x — 2z)dF dx.
0

Cuya derivada es

{—A<$;u)}/ox<1>(x—z)dF( )dj

) /Ox O(x — 2)dF(z)dx.

) > 0 para todo t > 0|X(0) = u+ ct — z) Aexp(—At)dF(z)dt

x
—, por lo que
c

(4.2)
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Derivando respecto a u en (4.2),

®'(u) = %[% exp (A—Cuﬂ /uoo exp (—jx) /qu)(x —z)dFdz
_ %exp (Lc“) [exp (‘A“> /0u<1>(u—z) ar(2)]

= Cleer (D) ow (2 f o= ot sarts
A e
_ c@(u)—c/ouq)(u—z) dF(2)
_ i@(uni/ B(u— 2)d(1 — F(2)).
0

Por lo tanto se cumple (4.1). W

Lema 4.1.7. Sea ®(u) la probabilidad de no ruina, si u =0,

B(0) = S

C

Prueba
Integrando (4.1) de [0, ¢],

/Ot Plu) = /Ot [éfb(u) 2 /u ®(u— 2)d(1 - F(2))

C C

0
B(t) — B(0) = 2/0 <I>(u)du+2/0 /qu>(u—z)d(1—p(z)) du,

dd(u — 2)

B = —d'(u — 2), luego,

pero

u

A /0 [ ew=sd0-Feya = 2 /Dt@(u (1 F(2))

- /Ou(l — F(2))® (u — 2) dz]du,

0
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ademas 0 < z < u < t entonces se tiene,

B(t) — B(0) = A/0 O(u) du + 2/0 [@(0)(1 — F(u)) — ®(u)(1 — F(0))

C

—I—/Ou(l — F(2))®'(u— 2) dz} du

— i‘/ﬂ ®(0)(1— F(u)) du+ % /Ou(l — F(z))dz/ &' (u— 2) du
= 2 [e00-Faydut? [(0-Fe)daa-2)
_ icp(())/o (1= F(u) du + 2/0 (1 - F(z)dz[a(t - 2) - 2(0)]

by t
_ /0 B(t — 2)(1— F(2)) dz.

Cc

Tomando t = u se tiene
®(u) =P(0) + = /0“ O(u—z)(1 - F(z))dz.

Haciendo u — oo ademds, lim ®(u) = 1 y recordando que [;°(1 — F(z)) dz = p, entonces,

Boo) = 0(0) = 2 [T a1 - Plyd =3 [0 -FE)d =2

de donde \

4.1.1. Transformada de Laplace de ¢

En esta seccion se obtiene la transformada de Laplace para la probabilidad de ruina y
con base en estd, se obtiene la transformada de Laplace para la probabilidad de no ruina.

Teorema 4.1.8. Sea ﬁ@(s) Yy [A/\p(s) la transformada de Laplace para la funcion & y ¥
respectivamente, entonces,

. — A
Lo(s) = ¢ MA , s>0,
cs — N1 —=Lp(s))
Yy

. 1 .

Lq;(S) = g-L@(S), §>0
Prueba
De (4.1)
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multiplicando por exp(—su) e integrando de 0 a oo,

/000 ' (u) exp(—su) du = /000 {éq)(u) _A /0“ O(u— 2) dF(z)} exp(—su) du. (4.3)

C Cc

Integrando por partes el lado izquierdo
o0 [e’s) o
/ ' (u) exp(—su)du = ®(u)exp(—su) . + / sexp(—su)®(u) du
0 u= 0

= —9(0) —|—s/ exp(—su)®(u) du
0
= —®(0) 4 sLa(s).
Para las integrales del lado derecho de (4.3),

/OO 2 0(u) exp(—su) du =2 Las), (4.4)
o I —/ / (1 — =) dF(2) exp(—su) du,

haciendo el cambio de variable u — z = y, y después cambiando los limites de integracién,

= i\/ooo /uioy exp{—s(y + 2)} dF(y)®(u) du

tomando u = y, se tiene,

A /000 O (u) exp(—su) du /OOO exp(—sz)dF(z) = %ﬁ@(S)ﬁF(S),

C

Sustituyendo en (4.3) el valor de cada integral se tiene lo siguiente:

—®(0) + sLa(s) = %[ﬁq)(s)—ﬁ@(s)ﬁF(s)
(

csLe(s) —c®(0) = ALg(s)[1— Lp(s)]
Lo(s)les — (1 = ALp(s))] = ¢®(0)
Los) = — 2O (45)

cs — A1 — Lp(s))
Por el Lema 4.1.7, se tiene ®(0) =1 — %‘L Entonces sustituyendo ®(0) en (4.5), se tiene

. B c— Al
Lalo) = 0 Fre)

La segunda igualdad se obtiene a partir de la primera

Luls) = [ ep(osu)(l = 0(w) =+ ~ Lo(o). W
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4.1.2. Formula de Pollaczek-Khinchin

La férmula de Pollaczek-Khinchin es una forma para describir la probabilidad de no
ruina de la compania por medio de una serie infinita y la convolucién.

Definicién 4.1.9. Sea Fx una FDA con Fx(0) =0 y media 1 > 0. Se define

Fi(z) = ; /0 “Fly)dy. (4.6)

Si Fr(z) cumple:
= F7(0) =0,
= es mondtona creciente y continua,
. Fi(o0) =1 y Fi(~o0) =0,

entonces Fr es una FDA. Se tiene que Fy se conoce como la distribucion de cola integrada
de Fx.

El siguiente Teorema nos proporciona la probabilidad de ruina, aqui las distribuciones
pueden ser discretas y absolutamente continuas.

Teorema 4.1.10. Foérmula de Pollaczek-Khinchin
Para cada uw > 0, se cumple

®(u) = (1 - M) i (%")"F;”(u). (4.7)

Observacion
Este Teorema se cumple para procesos de riesgo clasico con carga de seguridad positiva,
donde no hay restricciones para las reclamaciones, éstas pueden ser de cola ligera o pesada.

Prueba
Para la prueba se calcul6 la transformada de Laplace de ambos lados de (4.7) y se verifica
que ambas son iguales, para esto multiplicamos por exp(—su) e integramos de (0, 00).

o

/000 exp(—su)®(u) du = /000 exp(—su) (1 - )\—'u) nz:;] ()\?'u)nFI*"(u) du.

C

Obsérvese que del lado derecho se tiene por definicién la transformada de Laplace y por el
c— AW

< . Luego se calculé la transformada
cs — A1 — Lp(s))

Teorema (4.1.8) se tiene que, Lo (s) =
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de Laplace del lado derecho de (4.7),

4= /OOO exp(—su)dF[*n(U)}

[t
[

! /0 " exp(—su) Ay (u)].

la integral que aparece en la ultima igualdad es la transformada de Laplace de la suma de
n variables aleatorias independientes con FDA comun F7, es decir,

/000 exp(—su) dF["(u) = /000 exp(—su)d(X1 + ...+ Xp)
= ?[exp[—s(;}(l +... X,})]] = FElexp(—sX1)]... Elexp(—sX,)]
Ly (s) .- Ly (s) = (Lr, (s))"

Por lo tanto

(=S CEV owmarro] = ()% () ()
- (% Cetn)
n=0
c—A 1 1
- (s
- ¢~ Au (4.8)

Resta probar que

suLp,(s)) =1— Lp(s). (4.9)
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En efecto,

suLp,(s)) = s,u/o exp(—su) dFr(u)

==suAmwp [iéuﬂwd4
_ /Ooexp VF (u) du
_ /OOO exp(—su)(1 — F(u))du

_ {—iexp(—su)] R [—iexp(—su)F(u)
= 1— Lp(s),

[e=]

oo 1
0—/0 ——exp(—su) dF(u)

s=| S

donde en la pentultima igualdad se usa integracién por partes. Entonces

Pop(s) = — =M et g
cs —AN1—Lp(s)) s(c—AuLp,(s))

4.1.3. Teorema de Embrechts-Veraverbeke

En muchas casos las reclamaciones que llegan a la compania muestran un comporta-
miento de cola pesada, que son un subconjunto de las distribuciones subexponenciales. El
siguiente Teorema describe la probabilidad de ruina cuando la distribucion de cola integrada
de la distribucién es de tipo subexponencial.

Teorema 4.1.11. Sea Fr € S, 0< p/ = )‘7“ < 1. Entonces

) ¥ (u) Ap r
lim = = .
u—oo 1l — Fr(u) c—Au 1—p

(4.10)

Prueba
De la férmula de Pollaczek-Khinchine se tiene

= (1) 5 () s

ademas

luego

mm)::(l—ﬁﬂfi(myEWWy (4.11)
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Entonces
v ALY = (A Fm
V) (1-2)% (u)"Mu), (4.12)
1— Fr(u) c/f=\c 1— Fr(u)
Como p' < 1, existe € > 0 tal que p/(1 +¢€) < 1. Usando el Lema 3.2.10 se tiene que existe
una constante 0 < k < oo tal que para todo u >0, n=1,2,... se cumple,
Fm
L (u) <k(l1+e)".
Fr(u)

Entonces de (4.12)

¥ (u) A A\ n
Frlu) (1‘6)7;(0) k(14 €)" <oo
Cuando u — oo, se obtiene
. U(u) MY o= (A" L, F(u) M\ o= A\
dn = -0 X () i = (- ) Xn(T)
sustituyendo p’ se tiene,
1= n()" = 1=p)> pn(p)"!
n=0 n=0
— d
= (=00 ) )"
=
d =, ;in d /1
= 0= ;(p’) =(1- p’)p’dfp,<?p, -1)
d o r A
- (1_p/>pld7)’<1—p’> B 1—pf B c—/\,u.

Del Teorema anterior se obtiene una férmula aproximada que describe la funcién de
ruina y dicha funcién se ocupa en el siguiente Capitulo para realizar los cédlculos de la
probabilidad de ruina,

Up_y(u) ~ (1—Fr(u)), u— oo. (4.13)

c— A\
La funcién ¥g_y (u) tiene el comportamiento asintético de la cola de una v.a subexpo-

nencial, es decir, decrece mucho mas lento que cualquier funcién exponencial. Por lo tanto

la funcién ¥(u) es mucho méas grande que la probabilidad de ruina en caso de cola ligera.
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Observacion
G

Si G es una v.a geométrica compuesta con pardametros py X = > Z; es tal que Z; es
i=1

1=
una sucesién de v.a’s independientes con distribucién F', entonces X se llama geométrica
compuesta con pardmetros (p, G). Para su distribucién se tiene

P(X <z) = Y P(X <aG=n)(1-pp"

n=0

= Y F/'@)(1-pp"
n=0

Por lo tanto, de la férmula de Pollackzek-Khintchine se tiene que, en el caso de recla-
maciones con media finita, la probabilidad de no ruina ®(u) tiene distribucién geométrica
compuesta con parametros (/\—(f‘, Fr).

4.2. Distribucion del nimero de reclamaciones

Ahora interesa obtener o aproximar la funcién de distribucién de los reclamos que lle-
gan a la compania. En esta seccién se estudia el algoritmo de Panjer el cual describe la
probabilidad de no ruina.

4.2.1. Relacién de recurrencia de Panjer

Supongamos que para a¢ < 1y b € R, constantes que no son cero simultaneamente y
pr = P(X = k), se cumple

D = (a+%)pk—1, k=1,2,.... (4.14)

A la expresién (4.14) se le conoce como la relacién de recurrencia de Panjer.

La distribucién binomial, Poisson y geométrica son distribuciones que satisfacen la re-
lacién de recurrencia de Panjer.

4.2.2. Algoritmo de Panjer

N
Sea X = ) Z; una v.a compuesta donde Zi, Zs, ... son variables aleatorias iid, y es
i=1
independiente de N. Sin perdida de generalidad se supone que Z; y N toman valores en
{0,1,2,...}. Se denota la densidad de probabilidad de Zi, Zs,... por g y la v.a N tiene

densidad de probabilidad py la cual satisface la relacién de recurrencia de Panjer (4.14).
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Lema 4.2.1. Para todo j, k €{0,1,2,...} yn=1,2,...

E Zl‘zn:Zi:j (4.15)
i=1
/ K(n-1)
(21 _k:‘ZZ —]) qkqjj L (4.16)

donde g;" denota la n-ésima convolucion de qy.

Prueba
Como Z1, Zs, ... son iid, entonces se tiene
n
nE [Zlyx :j} -3 E [Zk‘X :j] ) [Zl‘X :j} —
Ademads, Zq, Zs, ... son independientes, por lo que

P(Zy =k Zo+ ...+ Zp=j — k)
P(Zy+Zo+ ...+ Z, = 7)
P(Zy=k)P(Zy+ ...+ Zn=35—k)
P(Z1+Zo+ ...+ Z, =)

arg U}
= 2k m
q;

En el siguiente Teorema se establece un método recursivo, llamado algoritmo de Panjer

que permite calcular la densidad de probabilidad de pi( = P(X = k) de una variable
N

aleatoria compuesta X = > Z;, donde N satisface la relacién de Panjer (4.14).
i=1

Teorema 4.2.2. Se asume que se satisface (4.14). Entonces
gn (o) ' para  j =0,

j
(1—ag)™ ' > (a+ bkjfl)qkp]x_k para  j=1,2,...
k=1

Py = (4.17)

donde pf =P(X =k) y gy es la funcion generadora de probabilidades de N.

Prueba
Para j =0,
oo
pe =P(X=0) = > ma
k=0

= > pr(q0)" = dn(q0)-
k=0




4. Modelo de riesgo clasico de Cramer-Lundberg 47

Mientras que si j > 1, por definicién q]’fo = 0, y como se satisface la relacién de recurrencia
de Panjer, entonces

py = anq Z (a+ b)pn 1q]",

n=1
usando (4.15) se tiene,

n

| Zi=j

=1

]pn_mj”

J

a4 DS k(20 =4S 2= ) Jpucra
=i i=1

1 ]kO

pJX = Z {a—i— ?E
n=1
>

y de (4.16),

0 #(n—1)

pf =) |a qukqj b paag”

n=1

oo
= > apaaq)” +ZZ o 1qeg; Y

n=1 k=0

1
apn1 )+ZZ “ poctang) Y
n=1 k=0

I
iMs
MQ. EMQ

I
WE

(a - lf)pn-lqch;(_’";l)

bk >
1
a+ >kapn 1(]]” :
‘7 n=1

S
Il
—
i
=)

>~

Mh. I Mu.
o

/N VS

a—+ bk)q D
k
j J—

i
o)

J
bk
= agp; + ) <a+ 7)%193{;6,
k=1

despejando pi( resulta
X ! bk X
pf(1—ag) = ) <a + 7>Qkpj—k
k=1

J
_ Z bk
k=1
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4.2. Distribucion del niimero de reclamaciones




Capitulo 5
Calculos numeéricos y simulaciones

En este Capitulo se obtienen aproximaciones para la probabilidad de ruina cuando la
compania recibe reclamaciones muy grandes, como es el caso de la distribucién Weibull y
Pareto. Estas distribuciones se usan para modelar reclamaciones causadas por incendios y
otros eventos catastroficos. Ademas, se realizan simulaciones para el proceso de riesgo con
estas distribuciones, para visualizar el comportamiento general del proceso al tiempo de
ruina.

5.1. CAalculos aproximados de la probabilidad de ruina

En esta seccién se usa el algoritmo de Panjer (4.17) y el Teorema de Embrechts-
Veraverbeke (4.10) para obtener las aproximaciones de la probabilidad de ruina cuando
las distribuciones de las reclamaciones son Weibull y Pareto.

5.1.1. Reclamaciones que tienen distribucion Weibull

La distribuciéon Weibull como se menciond antes, es de cola pesada, si el parametro de
forma es menor que uno, con fdp dada por;

= 2(2)" o)) o
y FDA

Fy(z) = 1—exp{—<z>ﬁ}, (5.2)

y su media es p = aF(l + %)

Asi la cola de la distribucién es,

Fla) =1 Fy(@) = 1= [1- e {-(2)"}] = {-(£)"}.

49
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Ahora por (4.6) la distribucién de cola integrada es,

Fz(x):/oxF(y) dy:;/oxexp{—(z>ﬂ}dy-
8 ,

1 1_
Se toma z = <E> , se tiene que z = azf y dy = =28 Yaz. Luego,
e}

I L

Qe

o (&) 1
Fr(u) = B,U/o exp(—z)z8  dz,

de donde se sustituye p y simplificando,

— & (3)° 1 - (%)ﬁexp(—z)z%_l

1
Noétese que FT es la FDA de una v.a con distribucién gamma de pardmetros — y 1. Usando
el Teorema 4.2.2, se realiza la aproximacién para la probabilidad de ruina. Para ello se

1
divide el intervalo (0,50) en subintervalos disjuntos de longitud —— y se aproxima Fy(u)

a una variable aleatoria discreta con distribucién de probabilidad ¢, tal que,

k k k+1
- Ply=—" V=P 2 <cp<it
U < 1000> <1000< I 1000>

E+1 k
= (2 o () k=01, ..
! < 1000> I (1000) ’ 0,

Se toma el caso particular de ¢ = 3, a =1, 6 =09, A =2, u=7T <1+ ﬁ), la

distribucién de cola integrada esta dada por,

w09 1 _q
0,9 —_
Fi(u) = / 209 exp(=z)
0 r (

1
0,0

Recuérdese que para usar el Teorema Embrechts-Veraverbeke es necesario verificar que
Fr sea de tipo subexponencial, lo cual se muestra en el Apéndice A. Ejemplo A.0.6, a).
A2

1
Por lo tanto, de (4.13), con p/ = =~ = gf (1 + 09> , se tiene que
c )

/ 2r (1 + 5 ) w551
3 0,9 0,9 —_
Vo) = 12 (- Fif) = —— i (1 [T R )
p 1= 20 (1+ o) 0 r ()
En la Tabla 5.1 se presentan las aproximaciones de la probabilidad de ruina usando el
algoritmo de Panjer (¥ pgpjer(u)), la aproximacién de Embrechts-Veraverbeke (Vg_y (u)),
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v Ypanjer(u) WYp_y(u) Error
1 5.381e-01  9.763e-01 81.42
2 4.174e-01  4.294e-01 2.88

3 3.248e-01 1.945e-01 -40.11
4
5

2.531e-01  8.991e-02 -64.47

1.973e-01  4.220e-02 -78.61
10 5.704e-02  1.123e-03 -98.03
20  4.774e-03  1.231e-06 -99.97
30 3.996e-04 1.871e-09 -99.99
40 3.345e-05  3.498e-12  -99.99
50  2.800e-06  7.564e-15 -100.00

Tabla 5.1: Probabilidad de ruina cuando las reclamaciones tienen distribucién Weibull.

\IjPanjer (u) - \IJE—V(U)

* 100.
\I"Panjer(u)

y el error relativo (Error)

Se considera la aproximacién de Panjer como la probabilidad de ruina casi exacta, se
puede observar que la férmula de Embrechts-Veraverbeke no da buenas aproximaciones, aun
para valores grandes de u. Este fenémeno se observa en todos los casos de aproximaciones
de probabilidades de ruina, (Véase [9]), y se debe a que en este caso las reclamaciones son
de tipo subexponencial, es decir, fluctiian mucho para valores grandes de u. Por lo tanto
la formula de Embrechts-Veraverbeke no es ttil para obtener buenas aproximaciones de la
probabilidad de ruina.

5.1.2. Reclamaciones con distribucion Pareto

Se asume que las reclamaciones que llegan a la compania tienen distribucién Pareto con
parametro de forma a > 0 y de escala 3 > 0, con fdp

f@) = %(x f ﬁ)mm z>0, (5.3)
y FDA
Fx(z)=1— (ﬁix)a, (5.4)

en este caso y = ——.
a—1
La cola de la distribucién es,

F(z)=1— Fy(z) = (ﬁix)a.
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Ahora de (4.6) la distribucién de cola integrada es,

A = o [ Fwd= [ (G5) = e

- ﬁ:[(ﬁtz)ijﬂ)]::_(aﬁjl)u[(ﬁﬂ)_(a—l)_ﬂ_(a—n]
> ! 1 B (D)
rerenica i R

Para usar el algoritmo de Panjer, al igual que el caso Weibull se discretiza el intervalo
(0,50), y se aproxima Fr(z) a una variable aleatoria discreta con distribucién de proba-
bilidad ¢; definida como antes. El caso particular de 8 = 1, A = 2, ¢ = 2, a = 3,

1
= = —, obtenemos
a—1 2

Fi(z) =1~ (1—}1—55)2'

En el Ejemplo A.0.6, b) del Apéndice A se verifica que F7(x) es de tipo subexponencial,
A 1
y por (4.13) para p' = A 5 5 tiene que,
c

/ 1

Upoy(u) = 5 f (= Fr(w) = ﬁ [1 - (1 - (ﬁu)(‘”))} = (1+u)2

En la Tabla 5.2 se muestran los valores de la aproximacién de la probabilidad de ruina
usando el algoritmo de Panjer (¥pgpjer(u)), la aproximacién de Embrechts-Veraverbeke
(¥gp_v(u)), y el error relativo (Error).

v Wpanjer(u) VYp_y(u) Error
1 2.387e-01  2.500e-01  4.87

2 1.405e-01  1.111e-01 -20.92
3 9.058e-02  6.250e-02 -31.00
4 6.187e-02  4.000e-02 -35.35
5 4.412e-02  2.777e-02 -37.04
10 1.241e-02  8.264e-03 -33.41

20  2.885e-03  2.267e-03 -21.40
30 1.220e-03  1.040e-03 -14.76
40 6.690e-04  5.948e-04 -11.08
50  4.216e-04  3.844e-04 -8.82

Tabla 5.2: Probabilidad de ruina cuando las reclamaciones tienen distribucién Pareto.
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Como se puede observar la probabilidad de ruina en ambos casos va disminuyendo
conforme u va creciendo, es decir, cuando el capital inicial es grande la probabilidad de
ruina es pequena. Sin embargo, se observa que aun para valores grande de u el error relativo
usando la férmula de Embrechts-Veraverbeke es muy alto, como se puede notar el error
relativo sigue siendo grande aun para u = 50.

5.2. Simulacién

La simulaciéon es uno de los procesos cuantitativos mas ampliamente utilizado en la
toma de decisiones. En este caso las simulaciones se usan para obtener el comportamiento
del proceso de riesgo cuando los reclamos son de tipo subexponencial.

5.2.1. Simulacion para el caso Weibull

Se muestran 20 simulaciones de las trayectorias del modelo clasico de riesgo consideran-
do 50 periodos de tiempo el cual se estudio en los Capitulos anteriores.

Se toman los mismos parametros que se usaron en la aproximacién de la probabilidad de
ruina, es decir, la prima ¢ = 3, con el proceso de Poisson de intensidad A = 2 y los tamaifios
de las reclamaciones con distribucion Weibull de pardmetros 8 = 0,9, a = 1 y un capital
inicial w = 1. En la Figura 5.1, se observan varias trayectorias por debajo del cero a lo largo
del tiempo.
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Figura 5.1: Simulacién del proceso de riesgo con un capital inicial u = 1.
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Figura 5.2: Simulacién del proceso de riesgo con un capital inicial u = 5.

Si la compania inicia con un capital de 5 unidades, se observa en la Figura 5.2 que la
mayoria de las trayectorias simuladas no presentan ruina hasta el tiempo 50, es decir, la
probabilidad de ruina de la compania es pequena.

Ahora, si se toma un capital inicial © = 0, es decir, dado que la compania no tiene un
capital inicial invertido, la ruina se presenta més rapido, esto se muestra en la Figura 5.3
pues un ntmero considerable de trayectorias simuladas estan por debajo del cero a lo largo
del tiempo. Se observa que cuando hay ruina el valor del proceso al tiempo de ruina es muy
grande en valor absoluto.

5.2.2. Simulacion para el caso Pareto

Se realiza las simulaciones de las trayectorias del proceso de riesgo asumiendo que el
tamano de las reclamaciones tienen un distribucién Pareto con los parametros 8 =1, A =
2, ¢ =2, a = 3. Se simulan 20 trayectorias del modelo clasico de riesgo, con 50 periodos de
tiempo y con capital inicial de una unidad.

En la Figura 5.4 se observa que son minimas las trayectorias de riesgo simuladas que
estan por debajo del cero. Ahora, si se considera un capital inicial de cinco unidades, en
la Figura 5.5 se muestra que la probabilidad de que llegue a la ruina es pequenia, pues de
las 50 trayectorias simuladas solo una esta por debajo del cero en un periodo de tiempo corto.

En la Figura 5.6 se muestra que con u = 0, es decir, dado que la compania no invir-
t16 capital inicial, la probabilidad de ruina es grande pues aproximadamente la mitad de las
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Figura 5.3: Simulacién del proceso de riesgo con un capital inicial u = 0.
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Figura 5.4: Simulacién del proceso de riesgo con un capital inicial u = 1.

trayectorias de riesgo simuladas estan por debajo del cero a la largo del tiempo.
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Figura 5.5: Simulacién del proceso de riesgo con un capital inicial u = 5.
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Figura 5.6: Simulacién del proceso de riesgo con un capital inicial u = 0.




Capitulo 6
Conclusiones

El estudio de la solvencia en una compania de seguros, es el principal objetivo de la
teoria de riesgo, sobre todo cuando la ruina se debe a eventos catastroficos. Por esta razon
en el presente trabajo se analizaron las aproximaciones de la probabilidad de ruina cuando
los tamanos de los reclamos son de cola pesada y pertenecen a la clase subexponencial.

Se presentaron las definiciones y conceptos de teoria de riesgo del modelo clasico de
Cramer-Lundberg. Ademas se hizo un estudio profundo y extenso de la teoria de distribucio-
nes de tipo subexponencial. Finalmente se demostraron los Teorema de Pollaczek-Khinchin,
de Embrechts-Veraverbeke y el algoritmo de Panjer. Estos Teoremas se usaron para los re-
sultados numéricos de la tesis.

Se obtuvieron aproximaciones numéricas de la probabilidad de ruina en los casos particu-
lares, cuando las reclamaciones tienen distribucién Pareto y Weibull. Asi mismo se analizé el
error relativo que presentan dichas férmulas. Lo que se observo es que para valores grandes
del capital inicial la probabilidad de ruina no es tan pequena como en el caso de proceso de
riesgo cuando las distribuciones son de otro tipo, y la formula de Embrechts-Veraverbeke
no trabaja bien, comparada con la aproximacién de Panjer que es casi exacta, debido a que
la probabilidad de ruina es mas grande que en el caso de reclamaciones que no son de cola
pesada, en este caso se necesita usar reaseguros, es decir, las companias contratan a otras
companias aseguradoras que cubren parte de las reclamaciones a cambio de una prima fija
que paga la primera compania.

Por ultimo se realizaron simulaciones de las trayectorias del modelo clasico de riesgo,
para los ejemplos considerados en la parte numérica. En ambos se observé una gran porcion
de trayectorias con ruina en corto tiempo y valores muy grandes del proceso al tiempo de
ruina.
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Apéndice A
Criterios para subexponencialidad

En la mayoria de los casos no es tarea facil probar directamente que dada una distri-
bucién, ésta sea subexponencial. Para aplicaciones de teoria de riesgo se necesita que la
distribucién de cola integrada de la distribucion F' sea subexponencial.

Sea S* un subconjunto de S. Se dice que la FDA Fx pertenece a la clase S* si tiene
media finita, p < oo y

[ EE—y) =
1 — P TF(y) dy = 2p.
A TFw (y) dy = 2p

Definicién A.0.1. Sea X una v.a continua con FDA Fx(z) y fdp f(x), la funcion inten-
sidad de riesgo denotada por hp(x), se define como:

_ [

Definicion A.0.2. La FDA F pertenece a la clase S* si F' tiene esperanza finita i y

[T F(@—y)=
lim ——F(y) dy =2u

El siguiente Teorema asegura que si la FDA pertenece a la clase S*, entonces la distri-
bucién de cola integrada es de tipo subexponencial.

Teorema A.0.3. Si F € S*, entonces F € S y Fr € 5.
Prueba Véase [8]. P4g.58
Corolario A.0.4. Se asume que la funcion intensidad de riesgo hp(x) de F' existe y p < oo.

Si lim sup zhp(z) < oo, entonces F € S y Fr € S.

T—00

Prueba Véase [8]. Pag. 60

Teorema A.0.5. Se asume que la funcion intensidad de riesgo hp(x) de F existe y es
decreciente a 0. Si [ exp(xhp(z))F(z) dz < oo, entonces F € S*.

Prueba Véase [8]. P4g. 60
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Ejemplo A.0.6. Se verifica que la cola integrada de la distribucion Weibull y Pareto per-
tenece a la clase de las distribuciones subexponenciales.
En efecto.

a) Primero se calcula la funcion intensidad de riesgo hp(x), usando (5.1) y (5.2)

1 Fx(x) exp [7 (£>ﬁ} o

«

= I E) Tty

«

Nétese que la funcion hp(x) decrece conforme x — oco. Ahora se calcula la siguiente
integral.

[owsrtross = [“on (2" oo - (3) ] o

— /Oooexp [(ﬁ— 1)(2)6} dr < 0.

Con lo anterior se verifica que se cumplen las hipdtesis del Teorema A.0.5, entonces
se concluye que F € S*. Y haciendo uso del Teorema A.0.3, se tiene que Fr(x) € S.

b) A partir de (5.3) y (5.4), se obtiene la funcién de intensidad de riesgo

(a+1)
af_pB
f(z) B(m) o
hp(xz) = = a— = . (A1)
1-F
x(2) (ﬁ%) B+
Como
lim sup zhp(z) =1lim sup = < 00, (A.2)

se verifica que se cumplen las hipdtesis del Corolario A.0.4 por lo tanto Fy(u) € S.
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