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Prefacio

El desarrollo de la matematica aplicada a la teorfa financiera se torné serio con la apari-
ciéon del famoso modelo de Black-Scholes-Merton en 1973 y desde entonces no han cesado
los trabajos relacionados con aplicaciones a la teoria de las finanzas, en particular a la
valuacién de seguros derivados. Pero, ;Cémo fue que comenzé esto? Es conocido! que
en 1900 Louis Bachelier present6 en su tesis doctoral lo que seria el primer modelo ma-
tematico que intentara representar conceptos financieros. En su trabajo que titulé Théorie
de la Spéculation, Bachelier propuso que los precios de las acciones siguen un movimiento
Browniano. Al parecer en ese tiempo nadie le di6 mucha importancia. El trabajo de Ba-
chelier permaneci6 oculto hasta 1960, afio en el cual Paul Samuelson visita la universidad
La Sorbonne de Paris y se encuentra con la tesis de Bachelier, la cual toma como base pa-
ra su investigaciéon posterior. Samuelson not6 que proponer un movimiento Browniano
como el comportamiento del valor de una accién tenia el inconveniente de tomar valores
negativos y en su lugar introdujo el concepto de movimiento Browniano geométrico. Afios
después y retomando el trabajo previo de Bachelier y de Samuelson, aparece el modelo de
Black-Scholes-Merton y causa un revuelo tal que los hace acreedores al premio Nobel de
economia en el afio 1997.

En la actualidad, los avances de la investigacion cientifica han permitido construir mo-
delos cada vez mds exactos (y a su vez, complejos) de los fendmenos que se representan.
Sin embargo, los modelos propuestos no tienen por qué ser de un nivel elevado, sino pue-
den ser también modelos sencillos que consideren solo los conceptos necesarios y cuyos
resultados sean aceptables. El presente trabajo se centra en un ejemplo de tales modelos.
El Modelo Binomial de valuacién de opciones aparece por primera vez el afio de 1979 en
el articulo Option Pricing: A Simplified Approach de Cox, Ross y Rubinstein, en donde se
desarrolla el enfoque en tiempo discreto aplicado al problema de la valuacién de seguros
derivados sugerido inicialmente por William Sharpe. En tal articulo, se presenta una versién
simplificada del modelo de Black-Scholes-Merton a un nivel mds accesible. En ambos tra-
bajos el modelo desarrollado solo contempla un tipo particular de seguros derivados, que
son las opciones europeas. El presente trabajo tiene como objetivo principal desarrollar los
fundamentos matematicos del modelo binomial para poder valuar otros seguros derivados.

Para una exposicién mas detallada de la historia de las matematicas financieras, constltese, por ejemplo
[10].
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El desarrollo se lleva a cabo en 5 partes: En el capitulo 1 se explican los conceptos
financieros que son necesarios para comprender el modelo, prestando atencién especial al
concepto de arbitraje, cuya consideracién en un modelo financiero permiten la valuacién
de seguros derivados, llamada a veces valuacién por arbitraje. En el capitulo 2 se presenta
el modelo binomial de uno y varios periodos en donde se describe como construir un
portafolio que replique un seguro con tal de cubrir la posicion corta. También se muestra
como se debe construir un portafolio que cubra la posiciéon larga sobre el seguro. El re-
sultado principal de este capitulo es el teorema de replicacién que nos permite disefiar un
método para poder hallar el valor de cualquier seguro derivado que dependa de la posible
trayectoria que pueda tomar el precio de un activo subyacente. En el capitulo 3 se sientan
las bases tedricas del modelo asi como los conceptos que nos son ttiles al momento de
disminuir la complejidad exponencial del algoritmo que trae consigo el resultado obtenido
en el capitulo anterior. En el capitulo 4 se muestra que la distribuciéon que sigue el precio
del subyacente en el modelo binomial tiene como limite la distribucién que se asume en el
modelo de Black-Scholes-Merton. Hay que aclarar que la prueba que aqui se presenta (y
que aparece como ejercicio en [9]) no es la que aparece en [4] 0 en [10], en donde se demues-
tra que la férmula de valuacién de una opcién europea converge a la férmula obtenida
por Black-Scholes-Merton, sino que se prueba algo mds general, con lo que el modelo en
si (sin importar el seguro derivado en particular que se considere) converge al modelo de
Black-Scholes-Merton. Finalmente en el capitulo 5 se muestra como con el desarrollo previo
es posible valuar seguros derivados distintos a las opciones europeas, como las opciones
americanas, opciones asidticas, opciones lookback y opciones con barreras.

José Jaime San Juan Castellanos,
marzo de 2012.
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Capitulo 1

Introduccion

La finalidad de este capitulo es desarrollar algunos conceptos de la teoria de finanzas
que son necesarios para comprender el trabajo en los capitulos posteriores. También se
discute el concepto de arbitraje. Los conceptos aqui discutidos pueden ser hallados en [6].

1.1. Seguros derivados

Una de las actividades mds importantes en el mercado financiero es la cobertura del
riesgo!. Esto se debe a que los inversionistas siempre buscan proteger su capital, tratando
asi de disminuir el riesgo de una inversion tanto como les sea posible. Para esto, el mercado
financiero cuenta con ciertos instrumentos capaces de transferir riesgo. A tales instrumentos
financieros se les llama seguros derivados, pues su valor se deriva del precio de otro
instrumento, llamado activo subyacente o simplemente subyacente. Un ejemplo de seguro
derivado bien conocido es el contrato forward, cuya definicién se da a continuacién:

Definicién 1.1.1. Un contrato forward es un acuerdo que se lleva a cabo entre dos partes en una
fecha inicial t = 0 (llamada el presente) para comprar una cierta cantidad de algiin activo en una
fecha futura t = T a un precio determinado K. Se dice que el comprador asume una posicion larga y
el vendedor asume una posicién corta.

El valor de K es llamado precio de ejercicio y T es llamado fecha de ejercicio, no solo
para el contrato forward, sino para cualquier seguro derivado. Como podemos ver, un
contrato forward no ofrece garantia a ninguna de las partes, por lo que si al tiempo T el
precio del activo el mercado, que denotaremos por St, es mayor que el precio pactado K,
el comprador obtiene una ganancia de St — K. El mismo anélisis puede ser hecho para la
posicion corta.

Otro seguro derivado mds interesante que el contrato forward es una opcién:

1Como se explica en [6], existen tres grandes tipos de operaciones en un mercado: operaciones de cobertura,
en donde se busca cubrir un riesgo sobre un posible movimiento contrario, operaciones de especulacién, donde
se apuesta a que el mercado tomara alguna direccién particular en el futuro y operaciones de arbitraje, las
cuales buscan generar ganancias libres de riesgo.



1.2. Caracteristicas de un modelo financiero Capitulo 1. Introduccién

Definicién 1.1.2. Una opcidn es un sequro que da a su portador el derecho mas no la obligacién de
comprar (o vender) una unidad de un activo (llamado activo subyacente o simplemente subyacente)
S en una fecha futura T a un precio previamente pactado K. La opcién suele llamarse call si es de
compra y put si es una opcion de venta.

Es importante notar que una opcion, a diferencia de un contrato forward, debe tener
un cierto valor por el seguro que ofrece y para poder hallar tal valor se deben considerar
algunos aspectos importantes como el precio de ejercicio y la duracién del contrato, asi como
también el comportamiento de la accién (qué tan volétil es y cuales valores puede tomar).
Las opciones varian dependiendo de las condiciones que se le impongan. Por ejemplo, si el
portador de la opcioén tiene el derecho de ejercerla en cualquier momento desde su compra
hasta la fecha de ejercicio se dice que la opcién es de tipo americana, si por el contrario,
solo se le permite ejercer la opcion en la fecha de ejercicio, se dice que la opcién es de tipo
europea.

Tanto los contratos forward como las opciones pueden ser vistos como seguros que
al tiempo de ejercicio ofrecen cierto pago a su portador, por ejemplo, el contrato forward
ofrece a la fecha de ejercicio un pago de St — K, donde St y K son los valores discutidos
previamente. Esto motiva la siguiente definicion:

Definicién 1.1.3. Un seguro derivado es un sequro que depende de un activo subyacente y que
al tiempo de ejercicio ofrece como pago una cantidad V(w), donde w es un estado posible en la fecha
de ejercicio del seguro.

El pago que los seguros ofrecen a la fecha de expiracién puede ser considerado como
su valor o precio a la fecha de expiraciéon. Por ejemplo, supongamos que somos los duefios
de una opcién de compra europea sobre una accién y que a la fecha de expiracion el valor
del activo subyacente S es mayor que el precio de ejercicio pactado K. En este caso, somos
capaces de generar una ganancia de S — K ejerciendo la opcién y después vendiendo el
activo subyacente en el mercado, o bien transfiriendo la opcién a algtin inversionista por
el pago de una prima de valor S — K. Por tanto, nos sera indiferente hablar del pago, precio
o valor de un seguro derivado.

Con esta definicién a la mano, podemos ver que un contrato forward es un seguro cuyo
pago V(w) esta dado por St(w) — K. De igual forma una opcién europea de compra tiene
como pago al tiempo de ejercicio (St(w) — K)* = méx {Sr(w) — K, 0}.

Podemos notar que hemos introducido un espacio muestral sin ser definido explici-
tamente. Es necesario, pues, que aclaremos qué elementos son utilizados en los modelos
financieros e ir sentando bases para el desarrollo posterior.

1.2. Caracteristicas de un modelo financiero

El objetivo de esta tesis es revisar el modelo binomial para valuar un seguro derivado.
Los modelos en tiempo continuo suelen ser mas exactos con respecto a los resultados
obtenidos, no obstante, la teoria necesaria para comprenderlos tiende a ser més sofisticada.
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Por tal razén, nos limitaremos a hablar de modelos en tiempo discreto, comenzando con un
modelo de solo un periodo, esto es, el valor del activo subyacente cambia de valor solo una
vez en la vida del contrato. Un modelo que considere todos los instrumentos financieros
que existen en el mercado seria demasiado complejo, por tanto, hay que definir cuales
serdn los elementos a considerar en el modelo preliminar. De acuerdo a nuestro objetivo,
tales elementos son:

e Un activo con riesgo; por simplicidad asumiremos que es una accién, que denotare-
mos por S y cuyo valor en el tiempo t serd denotado por S;.

e Un seguro derivado cuyo valor al tiempo ¢ serd denotado por V.

e Un mercado de dinero en el cual es posible prestar y pedir prestado dinero a una tasa
de interés constante r; a tal inversion se le llamara inversién libre de riesgo.

e Un espacio muestral Q, que represente los posibles valores que puede tomar la accién
S al final del periodo. Asumiremos que € consta de un nimero finito de elementos.

En un modelo con las caracteristicas descritas anteriormente, cualquier estrategia posi-
ble puede ser descrita en términos de un portafolio X formado por una inversién libre de
riesgo y una inversion con riesgo. La inversion libre de riesgo consiste de una cantidad C
invertida en el mercado de dinero y la inversién con riesgo consiste en poseer A unidades
de una accién S 2.

1.3. Valuacién por arbitraje

Las opciones son seguros que las instituciones financieras brindan a sus clientes. Como
se menciond anteriormente, tales seguros ofrecen al portador la ventaja de decidir, en la
fecha en que expira el contrato, si ejerce la opcién o no. Como tal, debe tener un costo inicial,
el cual debe ser “justo” para ambas partes, es decir, el precio debe ser suficiente para que la
institucién financiera haga frente a sus obligaciones cualquiera que sea el precio final del
subyacente y no ser exagerado para el comprador. El problema de valuar una opcién de
compra europera fue resuelto en 1973, en el articulo publicado por Fisher Black y Myron
Scholes The Pricing of Options and Corporate Liabilities. En tal articulo se asumen ciertas
condiciones sobre el mercado (que serdn mencionadas cuando construyamos el modelo
binomial), sin embargo, hay una condicién mds, mencionada sutilmente al comienzo del
articulo, que es responsable de poder hallar el valor justo de la opcién: la ausencia de
arbitraje. De manera informal, el arbitraje puede considerarse como una estrategia de
negociacién en la cual es posible generar una ganancia sin correr ningtin riesgo. De manera
mas formal, tenemos la siguiente definicion:

2Los valores de C y A pueden ser tanto positivos como negativos. En el caso de que C sea negativo, significa
que se ha pedido prestado una cantidad C a una tasa de interés r. Que A sea negativo significa que se ha
llevado a cabo una venta en corto. La venta en corto es pedir prestado a un inversionista una cierta cantidad de
accioénes al tiempo inicial del periodo prometiendo devolvérsela al final del periodo (quedando de acuerdo en
pagar una cierta prima, por ejemplo).
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Definicién 1.3.1. Consideremos un modelo financiero de un periodo con las caracteristicas descritas
anteriormente. Diremos que existe una oportunidad de arbitraje si existe un portafolio P de valor 0
al tiempo O y cuyo pago al final del periodo es de P1(w) > 0, para todo w € €, con al menos un w
tal que P1(w) > 0 con probabilidad positiva.

En general, decidir si un modelo es libre de arbitraje es una tarea dificil, sin embargo,
en el capitulo 3 hallaremos una condicién necesaria y suficiente para que un modelo que
consta de N activos con riesgo sea libre de arbitraje. Para lograr esto, es necesario considerar
la caracterizacion siguiente del arbitraje que aparece en [7] tnicamente como ejercicio y
por lo tanto la prueba que presentamos aqui es original.

Proposicion 1.3.1. Supongamos que tenemos un modelo de un periodo en el cual existen n activos
con riesgo, los cuales denotaremos como sl g2, .., 6" y un espacio muestral Q) = {wy, ..., wy} con
k estados posibles distintos. La tasa de interés libre de riesgo es denotada por r. Definamos la matriz
A de tamario (k + 1) X (2n + k) como sigue:

0 0 0 0 1 1 ... 1
owy) —-0Yw1) (@) -+ =0™wy) -1 0 ... 0
(51 (a)z) —(51 (a)z) (52(0)2) tee —6"(0)2) 0o -1 ... 0
51 (a)k) —61.(0)]() 52(a)k) . —(Sn‘((x)k) O 0 . —1.

Donde 6i(a)]-) = Sli(a)j) —(1+ r)SB y definamos el vector b = (1,0, ...,0)! de k+ 1 componentes.
Entonces el sistema
Ax=b, x>0, xeR™* (1.1)

tiene solucion si y solo si existe una oportunidad de arbitraje.

Demostracién. Supongamos que existe una oportunidad de arbitraje en un modelo de un
periodo con 1 activos con riesgo, entonces en base a la definicién 1.3.1 podemos afirmar
que existe un vector A = (Ay,...,A,) en donde cada A; representa la posicion que hemos
tomado sobre el activo i-ésimo. Si tal cantidad es positiva significa que hemos comprado
A; unidades de tal activo con dinero prestado del mercado de dinero, sin embargo, si A;
es negativo significa que hemos llevado una venta en corto por A; unidades del activo
i y ademds hemos invertido lo obtenido en el mercado de dinero. Como podemos ver,
tal portafolio tiene un valor inicial de Vo = 0. Por definicién, en cada estado posible w;
el portafolio que representa A tendrd un valor Vi(w;) > 0 y en al menos un estado se
cumplird Vi(w;) > 0. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que Zle Vi(wi) = 1.
Con esto, de la condicion Vi(w;) > 0 se sigue

A5 (1) + AP (1) + -+ + A0 (1) = Vi(wi) =0
A5 (@) + AP (w2) + -+ + A0 (w2) = Vi(wz) =0
A10Y (@p) + Aod (i) + -+ + A0 (i) = Vilwy) = 0.
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Por tanto si definimos x5;_1 = A} Y X = AZ.Z, donde A; = A} - Af, con A} >0y AZ.2 > 0 para
i=1,2,...,ny definimos xp,4+; = V(w;) parai =1,2,...,k se tiene que x es soluciéon de 1.1.

Reciprocamente, supongamos que el sistema 1.1 tiene una solucién x, entonces es posi-
ble formar el portafolio A = (x; — X2, X3 — X4, ..., X2n—1 — X2,). Tal portafolio es tal que

(x1 = x2)8" (1) + (x3 = X4)0*(@1) + + -+ + (Xono1 — X2n)0™(@1) = Xope1 2 0
(x1 = %2)0 (@) + (x5 = Xa)O*(@2) + +++ + (Xon—1 — Xon)0™(@2) = Xos2 =0
(X1 — x2)0 (i) + (X3 — X8)5% (W) + - - + (one1 — Xon)0 (W) = Yok =0

Ademas, se tiene que X241 + X242+ - - + X214k = 1, 1o que implica que el portafolio A genera
una oportunidad de arbitraje. m|

Segtin Shreve en [8], Robert Merton, en su articulo Theory of rational opcion pricing fue
el primero en considerar explicitamente la ausencia de arbitraje como un axioma para
los modelos financieros, obteniendo asi el método de valuacién por arbitraje que sera el
utilizado en este trabajo. El arbitraje como hipétesis en un modelo financiero impone
condiciones bajo las cuales es posible hallar el valor justo de algunos seguros derivados?,
como se muestra en el ejemplo siguiente:

Ejemplo 1.3.1. Supongamos que tenemos un contrato forward F sobre una accién S que expira al
tiempo T, donde la tasa de interés libre de riesgo es r. Entrar en un contrato forward no tiene costo
alguno, el problema es, ;Cudl debe ser el valor correcto para K, el precio de ejercicio?

Suponiendo que nuestro modelo es libre de arbitraje, es posible hallar el valor justo
para K en términos de la tasa de interés y del valor inicial de la accién Sp. Probaremos a
continuacién que el valor de K, con tal de que el mercado sea libre de arbitraje, debe ser

K = (1 +7)So. (1.2)

Supongamos que K < (1+7)Sp. Un comprador astuto seguiria la siguiente estrategia: Al
inicio venderia en corto una unidad de accién por Sy e invertiria tal capital en el mercado de
dinero. Al final del periodo, su capital se incrementaria a (1 + r)So, suficiente para comprar
la unidad de accién que debe entregar a un precio de K y generando una ganancia libre
de riesgo de (1 + r)Sg — K. Por tanto, K > (1 + r)Sp. Supongamos ahora que K > (1 + r)Sy,
en este caso, el vendedor puede seguir la siguiente estrategia: Al inicio del periodo, pide
prestado en el mercado de dinero Sp y compra una unidad de accién. Al final del periodo
su deuda se habrd incrementado a (1 + r)Sy, sin embargo, la accién que posee sera vendida
a un precio de K, generando nuevamente una ganancia libre de riesgo de K — (1 + )So.

Hemos probado por medio de un argumento de arbitraje que 1.2 debe cumplirse. A tal
valor de K suele llamérsele precio forward del contrato.

3 Aquellos que son replicables. A continuacion se explica este concepto.




1.3. Valuacién por arbitraje Capitulo 1. Introduccién

Notemos que la afirmacién anterior solo depende de que la tasa de interés del mercado
sea constante durante el periodo que dure el contrato, por tanto se sigue cumpliendo en
un modelo de tiempo continuo.

En base al ejemplo anterior, la técnica que se utilizard para valuar un seguro derivado
seréd la de cubrir la posicién corta construyendo un portafolio que replique el valor del seguro,
esto es, que sin importar el estado w al tiempo de expiracién el valor del portafolio sea el
mismo que el valor del seguro. Un portafolio que replica un seguro derivado es llamado
portafolio replicante.

En general, es posible probar el siguiente resultado.

Proposicién 1.3.2. Si no hay arbitraje en el mercado, cualquier portafolio construido al tiempo
t = 0 que replica exactamente un seguro V al tiempo t = T tiene el mismo valor que el seguro al
tiempo t = 0.

Demostracion. Supongamos que tenemos un portafolio P tal que replica un seguro V al
tiempo t = T. Si tuviésemos Py < V), entonces es posible seguir la siguiente estrategia:
Al tiempo t = 0, vendemos el seguro V, obteniendo asi una cantidad Vj que utilizaremos
para formar el portafolio P de valor Py. Al tiempo ¢t = T, sin importar que halla pasado,
el portafolio que hemos formado sera suficiente para cubrir nuestras obligaciones, pues
Pr = Vr; y ademdas habremos obtenido una ganancia inicial de Vj — Py libre de riesgo.
Supongamos ahora que Vp < Py. En este caso, es necesario construir lo opuesto a la
estrategia anterior (por ejemplo, si en el portafolio P se tenian que comprar dos acciones,
en este caso tendriamos que vender en corto dos acciones) obteniendo un capital de Py,
con el cual compraremos el seguro V' con un valor Vj. Al final del periodo el seguro
habra hecho una cobertura perfecta y nosotros habremos obtenido desde el inicio una
ganancia de Py — Vj. Por tanto, Py = V. m|




Capitulo 2

El Modelo Binomial

El Modelo Binomial de valuacién de opciones aparece por primera vez en 1979 en
el articulo “Option Pricing: A Simplified Approach”, en el cual Cox, Ross y Rubinstein lo
desarrollan con el objetivo de valuar una opcién de compra europea en tiempo discreto
utilizando herramientas mds simples que las utilizadas en el modelo de Black-Scholes-
Merton'!. En lo que sigue, se hard una exposicién de tal modelo de la manera més clara y
completa posible, siguiendo el desarrollo de Shreve en [8], valuando primero un seguro
derivado cualesquiera para posteriormente considerar el caso especial de una opcién de
compra europea.

2.1. Modelo Binomial de un periodo

Comencemos con un modelo de un solo periodo. La extensién a varios periodos se
sigue de forma natural. En base al modelo preliminar construido en el capitulo anterior,
los elementos que van a formar parte del modelo binomial son los siguientes:

e Una accién cuyo valor al tiempo ¢ serd denotado por S;. Supondremos siempre que
S¢ > 0 para todo .

e Un seguro derivado cuyo valor al tiempo ¢ serd denotado por V.

e Unmercado de dinero o sistema bancario en el cual es posible prestar y pedir prestado
dinero a una tasa de interés constante r, donde r > 0.

e Un espacio muestral () de dos elementos, que representa el hecho de que el activo S
puede tomar dos valores posibles al final del periodo.

También es necesario especificar las condiciones del mercado sobre el cual trabajaremos,
las cuales son:

ITal modelo es mayormente conocido como modelo de Black-Scholes, sin embargo, como menciona Shreve,
las contribuciones que hizo Robert Merton a la teoria financiera son tan importantes que merece ser mencionado
en tal modelo.
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1. Las unidades de accién pueden ser subdivididas para su compra o venta.

2. En cualquier momento el precio de compra de la accién es el mismo que el precio de
venta.

3. La accién no paga dividendos.
4. No existen costos de transaccion.
5. No existen cuotas para la venta en corto.

Las condiciones anteriores son también asumidas en el modelo de Black-Scholes-
Merton, la diferencia entre ambos modelos recae en el hecho de que en este modelo la
accion solo puede tomar dos posibles valores y en el de Black-Scholes-Merton se asume
que la accién sigue un movimiento geométrico Browniano. La condicién 1 tiene razén
de ser, pues en la préctica se comercializan opciones en grandes cantidades. El caso de
una opcién que paga dividendos serd tratado més adelante. Como hemos mencionado, ()
consta de solo dos elementos, esto es, al final del periodo el valor de la accién podra to-
mar dos posibles valores. Notemos que el espacio muestral Q que estamos considerando
coincide con el del experimento aleatorio de lanzar una moneda, por tanto tendremos que
Q = {H, T}. Asi, los posibles valores de la accién al tiempo uno serdn denotados como S;(H)
y S1(T). También consideraremos las probabilidades que tiene un inversionista sobre los
posibles valores que puede tomar la accién, asi pues p denotard la probabilidad de que el
lanzamiento de la moneda resulte H y q = 1 — p de que resulte T. Tales valores serdn co-
nocidos como probabilidades reales. Si Sy representa el valor de la accién al tiempo inicial,
definiremos los escalares u,d de la siguiente forma:

_S1(H) - Si(D)
u= S, d= S5y

La constante u serd llamada factor de alza y d factor de baja, de este modo tendremos
S1(H) = uSo y 51(T) = dSp. Siempre supondremos que So > 0. Asumiremos también que
d<u.

Los escalares u y d deben cumplir la condiciéon 0 < d < 1+ r < u con tal de evitar el
arbitraje en el modelo. Lo anterior se resume en el siguiente resultado.

2.1)

Proposicion 2.1.1. Consideremos un modelo binomial de un periodo. EIl modelo es libre de arbitraje
si y solo si
O<d<l+r<u. (2.2)

Demostracion. El valor de d es distinto de cero, pues S; # 0y So # 0. Primero supongamos
que d > 1 + r. En este caso, seguiremos la siguiente estrategia: Al tiempo cero pedimos
prestado en el mercado de dinero Sy y compramos una accién, tal portafolio tiene un valor
de 0. Al final del periodo, la accién tendra un valor de S; > dSg > (1 + 1)Sp, con lo que
podremos pagar nuestra deuda y atin asi obtener un beneficio de S; — (1 +1)Sg > 0, lo
que es una oportunidad de arbitraje. Por tanto debe cumplirse d < 1 + r. Supongamos

8
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ahora que u < 1+ r. Lo que haremos en este caso serd vender en corto una accién al
tiempo cero por Sp e invertir tal cantidad en el mercado. Al final del periodo, el valor de la
accion serd 51 < uSg < (1 +1)Sp, por lo que el dinero invertido nos servird para comprar y
reponer el activo y ademds obtener un beneficio de (1 + 7)Sp — Sy, lo cual nuevamente es
una oportunidad de arbitraje.

Reciprocamente, supongamos que se cumple 2.2 y que H y T tienen una probabilidad
positiva de ocurrir. Probemos ahora que el modelo es libre de arbitraje en vista de la
definicién 1.3.1, es decir, que todo portafolio que inicie con un capital inicial de Xy = 0
no puede tener un valor positivo al tiempo uno con probabilidad positiva a menos que
ese valor sea también negativo con probabilidad positiva. Cualquier portafolio formado al
tiempo cero por A unidades de accién e invirtiendo el resto del capital en el mercado de
dinero estd gobernado por la ecuacién

X1 = ASl + (1 + V)(Xo - ASQ)
Dado que X = 0, en realidad tenemos
X1 =A(S1 — (1 +1)Sp).

Si A > 0 significa que hemos pedido prestado al mercado de dinero, si A < 0 hemos llevado
a cabo una venta en corto. El portafolio en que A = 0 no genera ninguna oportunidad
de arbitraje. Supongamos que A > 0. Con probabilidad positiva ocurrird H, esto es, con
probabilidad positiva tendremos un portafolio con valor al tiempo uno de

X1 = A(S1(H) = (1 +7)Sp) = A(uSp — (1 +1)So),

de la ecuacién 2.2 se sigue que si 1 + r < u entonces So(1 + r) < uSp. Por tanto X; > 0 con
probabilidad positiva. Pero como T también ocurre con probabilidad positiva, se tiene

X1 = A(S1(T) — (1 +7)Sp) = A(dSp — (1 +1)So),

de donde X; < 0 también con probabilidad positiva. Por tanto, si A > 0 cualquier portafolio
con Xp = 0 no genera una oportunidad de arbitraje. El caso A < 0 es analogo. m]

A partir de ahora asumiremos que el modelo es libre de arbitraje. Lo que sigue es
construir la estrategia que nos ayudara a valuar el seguro derivado. La técnica serd cubrir
la posicién corta sobre el seguro V construyendo un portafolio que lo replique al tiempo
t = 1. Por la hipétesis de ausencia de arbitraje esto nos dard como resultado que el valor
inicial del portafolio debe ser el valor al tiempo t = 0 del seguro.

Consideremos un modelo binomial de un periodo y supongamos que hemos tomado
la posicién corta de un seguro derivado V. El capital que hemos recibido por la venta
del seguro ha sido la cantidad Xp. Ahora, con él trataremos de cubrir nuestra posiciéon
formando un portafolio que consista de Ay unidades de accién S e invirtiendo el resto
Xo — ApSp en el mercado de dinero?. Tal portafolio, al tiempo ¢ = 1 tendrd un valor de

X1 = A()Sl + (1 + V)(Xo - A()So), (23)

2Si tal cantidad es negativa estaremos hablando de un préstamo.
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como estamos asumiendo que al tiempo uno nuestro espacio muestral consta de dos
elementos, la ecuacién anterior da lugar a dos ecuaciones distintas

X1(H) = ApS1(H) + (1 + 7)(Xo — AoSo),

X(T) = AoS1(T) + (1 + (X0 — AoS). @4

Tenemos un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas en donde los valores de S
al tiempo uno son conocidos: S1(H) = uSg y S1(T) = dSp; es cierto que X;(H) y X1(T) son
desconocidos al tiempo t = 1, sin embargo si queremos que nuestro portafolio replique
el seguro, entonces tales valores deben igualar los del seguro al tiempo t = 1, que si son
conocidos (por ejemplo, en el caso de una opcién de compra europera tales valores son
Vi(H) = S1(H) = K = uSg — Ky V1(T) = 0). Por tanto, las ecuaciones ahora se convierten en
las siguientes

Vi(H) = ApS1(H) + (1 + 7)(Xo — AoSo),
Vi(T) = AoS1(T) + (1 + 7)(Xo — AoSo),

en donde solamente hay dos incégnitas: Ag y Xo. Resolviendo el sistema anterior, tenemos

Vi(H) = V1(T) _ Vi(H) S1(H)
SiH) —S.T) 7 Xo== A (1+r _SO)‘

0= (2.5)

Sustituyendo los valores de Sq(H), S1(T)
|1+ S v + ( (1;r))V1(T)].

1+7r
1+r—d _u—(1+r)

—a V9T T T

y Ap en Xy se tiene

Xo =

Definiendo los escalares p = =1 - p tenemos de manera mds

compacta

Xo = Tes [PVi(H) + qVi(T)].

En el capitulo anterior probamos que la ausencia de arbitraje es una condicién suficiente
para que el valor de un seguro sea el mismo que el de un portafolio que replique su valor,
por tanto concluimos que

1

V
01+

[BV1(H) + gVi(T)]. (2.6)

Observacion 2.1.1. Si consideramos el caso de una opcién de compra europea, los valores
posibles de la opcién al final del periodo son

Vi(H) = uSo—K)" 'y Vi(T) = (dSo - K)*,

con lo que la ecuacién 2.6 se convierte en

Vo= T [puso ~ K)* + (S — K)']. 7)

1+
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Lo interesante de la ecuacién 2.6 es que no aparecen las probabilidades p y q en la
férmula, lo que nos dice que aunque varios inversionistas difieran en sus estimaciones de
las probabilidades de los movimientos a la alza y a la baja, todos estardn de acuerdo con
el precio del seguro. Gracias al resultado 2.1.1 podemos comprobar que los valores de p
y q estdn 0 y 1 y ademds cumplen p + § = 1, por lo que es posible considerarlos como
probabilidades, a las que llamaremos probabilidades libres de riesgo. Ademaés el valor del
seguro puede considerarse como un valor esperado bajo esta medida de probabilidad. En
el capitulo siguiente se hard un desarrollo més formal utilizando teoria de probabilidad. A
continuacién mostraremos algunos ejemplos donde es posible aplicar la férmula anterior
para diferentes tipos de seguros.

Ejemplo 2.1.1 (Opcion de compra europea). Un inversionista desea comprar una opcion que le
de el derecho y no la obligacién de comprar una accion S dentro de un mes a un precio de ejercicio
K = 150. El precio actual de la opcion es So = 100 y la tasa libre de riesgo es r = 0.25. El inversionista
espera que el valor de la accién de aqui a un mes suba a Sq = 200 con probabilidad p = 0.80 o que
disminuya a S1 = 50 con probabilidad q = 0.20 y decide pagar 40 por la opcion. El razonamiento
del inversionista es el siguiente: Si el valor de la opcion al final del periodo es (S1 — K)*, entonces su
valor debe ser

E[S1-K)']=p(S1-K)+4-0
= .80 - 50
= 40.

Es necesario determinar si el inversionista tomé una buena decision.

Enbase al desarrollo anterior estamos en posicién de decir que el inversionista tom¢ una
mala decisién, pues tal precio produce un arbitraje por parte del vendedor. El vendedor
al inicio del periodo puede adquirir Z unidades de accién con los 40 que acaba de re-
cibir. Al final del periodo, si S; = 200, el capital del vendedor sera %200 = 80, pero
como auin tiene que cubrir sus obligaciones con el comprador, su capital final queda como
80 — 50 = 30. Si, por el contrario, S; = 50, entonces el comprador no ejerce la opciéon y por
tanto el capital del comprador serd de %50 = 20. En cualquier caso, el vendedor siempre
obtiene una ganancia libre de riesgo.

Calculando los valores de p y ¢ tenemos que

1.25-0.50 2-1.25

P=——"5 = 050 y q= 5 - 0.50

y aplicando la férmula 2.6 se tiene que

05050 +0.50-0

Vo = 1.25 20.

Por tanto, el valor justo de la opcién(con el que no es posible generar una oportunidad
de arbitraje) debe ser Vo = 20. En efecto, el vendedor puede seguir la siguiente estrategia

11
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con tal de cubrir su posicién: Al vender la opcién obtiene un capital de 20, que utiliza para
comprar una cantidad

_ViH) -V(T) _ 50-0 _ 1

~ Si(H)-S(T) 200-50 3

de acciones. Como el capital que posee no le alcanza para comprar % de accién pide prestado
100
3

0

— 20 a una tasa de interés r. Al final del periodo, si el valor de la acciéon es de S; = 200,
entonces el capital del vendedor serd

200 100 200 125
capital suficiente para cumplir su obligacién con el comprador. En caso de que S; = 50
claramente el comprador no ejerce la opcién, ademas el capital del comprador en este caso

es de 50 100
? - 125(T - 20) = 0}

es decir, en cualquier caso, el vendedor ni gana ni pierde.

Hay que notar que atin cuando el ejemplo anterior nos muestra una aplicacién de la
férmula al valuar una opcién, el desarrollo que hemos hecho no se limita a valuar solo
opciones, sino cualquier seguro derivado cuyo pago dependa del valor de la accién. El
siguiente ejemplo nos muestra como el modelo binomial nos puede ayudar a resolver el
problema del contrato forward considerado en el ejemplo 1.3.1.

Ejemplo 2.1.2 (Contrato Forward). Consideremos un modelo Binomial de un periodo y supon-
gamos que hemos asumido la posicion larga de un contrato forward sobre la accion. ;cual debe ser
el valor del contrato forward?

Como el pago de un contrato forward al final del periodo es F1 = S1 — K, la férmula 2.6
nos dice que el valor del contrato forward al inicio del periodo es

1
Fo = T+ [PF1(H) + F1(T)],

1
Po = m [f)(uSo - K) + Q(dSQ - K)] ,

_So(pu+gd) K
h 147 147
K

147

Fo

P(]:SO—

Esta dltima ecuacion es la que debe cumplirse con tal que el precio de un contrato forward
no genere arbitraje alguno. En el caso en que Fy = 0 se tiene K = (1 + r)Sp, como se habia
obtenido en el ejemplo 1.3.1.

El valor de un seguro puede ser hallado desde otro enfoque: cubriendo la posicién
larga. Consideremos el siguiente ejemplo extraido de [8]:

12
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Ejemplo 2.1.3. Supongamos que un inversionista tiene una posicion larga sobre una opcién euro-
pea escrita sobre una accién que evoluciona de acuerdo a la figura 2.1:

=
1]
(@'e]

5y(T) =2

Figura 2.1: Evolucién del activo del ejemplo

La opcidn call expira al tiempo t = 1y tiene un precio de ejercicio K = 5. La tasa de interés
libre de riesgo es r = .25. El inversionista desea recuperar su capital mds el interés tal como si
hubiera hecho una inversion segqura sin invertir mds dinero y sin importar el estado al tiempo t = 1
negociando en el mercado.

Para negociar en el mercado formaremos un portafolio que incluird nuestra opcién y
Aj unidades de accién que compraremos con dinero que pediremos prestado en el mercado
a la tasa de interés r = .25. Como queremos que nuestro portafolio replique nuestro pago
al tiempo t = 1, tendremos las siguientes ecuaciones:

1.25(Y, +4A}) = 8A} +3,
1.25(Yo + 4A)) = 2A,,

Donde Yy denota el capital que hemos pagado por la opcién. Resolviendo el sistema
anterior tenemos

1
Ay = 5 ¥ Yo =1.20,
que podemos interpretar como sigue: Al inicio del periodo vendemos en corto % de accién
y el pago que obtengamos por tal transaccién sera invertido en el mercado de dinero. Al
tiempo uno, nuestro portafolio tendrd un valor dependiente del lanzamiento de la moneda.
Si w = H, este valor sera:

1 1
3+(125)5-4-8 5 =15.

La ecuacién anterior quiere decir lo siguiente: al tiempo t = 1, si w = H, entonces
nuestra opcién tendrd un pago de 3, ademas el dinero que invertimos en el mercado valdré
(1.25)1 - 4 = 2.25 y la obligacién que tenemos de devolver las unidades de accién que
pedimos prestadas para la venta en corto nos costard 81. Al final del periodo, nuestro
capital sera 1.5, la cantidad que tendriamos si hubiésemos invertido el costo de la opcién
en el mercado de dinero.

13
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Ahora, si w = T al tiempo t = 1 nuestro capital serd

1 1

Esto nos indica que si el valor de la accién es de S(T) = 2, 1a opcién no tendra ningtn va-
lor, la cantidad que invertimos en el mercado valdrd nuevamente 2.25 y nuestra obligacién
de devolver  de acci6n costard 1, dejéndonos con un capital de 1.5.

De manera general, si queremos cubrir la posicién larga sobre un seguro V debemos
seguir la siguiente estrategia: Supongamos que hemos pagado Y por el seguro, ahora
es necesario comprar una cantidad A{} de acciones con dinero que pediremos prestado
al mercado de dinero. La tasa de interés en el mercado es de r. Al tiempo uno, nuestro
portafolio que consistira de A acciones y del seguro debe replicar el valor que necesitamos
para liquidar nuestras deudas y ademads recuperar el dinero invertido sobre el seguro més
los intereses (como si en lugar de haber comprado el seguro, hubiésemos realizado una
inversion libre de riesgo). Por todo lo anterior, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

(1 +7)(Yo + AySo) = AyS1(H) + Vi(H),
(1+ 1 (Yo + A)So) = ALSy(T) + Vi(T).

Que arregldandolo de forma conveniente queda como

Vi(H) = —A)S1(H) + (1 + 1)(Yo + A} So),
Vi(T) = =A,S1(T) + (1 + (Yo + A)So).

Notemos que el sistema 2.8 es similar a 2.4. Por tanto, la solucién de 2.8 es
Y() = Xo y A(’) = —Ao.

De aqui podemos ver que el valor del seguro es el mismo hallado por ambos métodos y que
la estrategia a seguir por el comprador del seguro es la estrategia contraria del vendedor (si
el vendedor tiene que comprar cierta cantidad de accciones, el vendedor debe vender en
corto la misma cantidad de acciones). Analicemos un poco la estrategia tomada por cada
parte: El vendedor del seguro comienza con ningtn capital, después de vender el seguro,
el pago recibido debe ser suficiente para poder cubrir cualquier movimiento posible del
mercado y quedar con ningtn capital al tiempo ¢ = 1, como si no hubiese pasado nada.
El comprador intenta hacer exactamente lo mismo, después de comprar el seguro, debe
negociar para que al final del periodo cuente con el capital que tenia inicialmente mads los
intereses que habria generado una inversién libre de riesgo.

2.2. Modelo Binomial de dos periodos

El modelo presentado anteriormente puede ser extendido a dos o mds periodos sin
mayor dificultad, la clave radica en que cada periodo se compone de varios modelos de
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un solo periodo. Consideremos primero a manera de ejemplo un modelo Binomial de 2
periodos. Nuevamente cubriremos la posicién corta. Si ahora denotamos por Ag el nimero
de acciones adquiridas al inicio, entonces al tiempo uno tendremos:

X1 = AoS1+ (1 +7)(Xo = AoSo)

Al tiempo uno, el vendedor sabe cual es el valor de S; (el lanzamiento de la moneda) y por
tanto puede decidir reajustar su portafolio, adquiriendo ahora A; acciones e invirtiendo el
resto en el mercado de dinero (o pidiendo prestado, si es necesario), por lo que su capital
al tiempo dos serd representado por la ecuaciéon

X2 = A152 + (1 + T)(X1 - A151).

Como queremos que el portafolio replique el seguro V, serd necesario que V> = X5, donde
los valores de V; son conocidos. Por tanto, obtenemos el sistema formado por las ecuaciones
siguientes:

Va(HH) = A1(H)S2(HH) + (1 + r)(Xa(H) — A1(H)S1(H)), (2.9)
Vo(HT) = M(H)S2(HT) + (1 + r)(Xa1(H) — A1(H)S1(H)), (2.10)
Vo(TH) = A(T)S2(TH) + (1 + r)(Xa(T) — Ai(T)S1(T)), (2.11)
Vo(TT) = Ai(T)So(TT) + (1 + r)(Xa(T) — A(T)S1(T)); (2.12)
y también
Xl(H) = A()Sl(H) + (1 + I’)(Xo - A()So), (2.13)
Xl(T) = A()Sl(T) + (1 + T)(X() - AQSQ), (214)

en las incégnitas Ao, A1(H), A1(T), Xo, X1(H), X1(T).  Ahora, como hemos
elegido V3 = Xj, la hipétesis de arbitraje implica que Vy = Xo, mds atn, debe cumplirse que
V1 = Xj, pues el portafolio se ha construido de tal forma que replique el seguro en cual-
quier periodo. El sistema anterior lo resolveremos recursivamente de adelante hacia atras,
tal como lo indica la figura 2.2, donde podemos verificar que el modelo de dos periodos se
compone de tres modelos de un solo periodo. Resolvemos primero el sistema formado por
las ecuaciones 2.9 y 2.10 de la misma forma que resolvimos el sistema 2.4. Asi obtenemos

Va(HH) — Vo(HT)

A(H) = 2.1

=5, ) = 5D 219
1

Vi(H) = — [pV2(HH) + §V2(HT)]. (2.16)

De manera similar, si ahora tomamos las ecuaciones 2.11 y 2.12 obtendremos
Vo(TH) = Vo(TT)

A(T) = 217

{0 5T s, 217
1

i) = 1— [PV2(TH) + qVa(TT)] (2.18)
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/S;(HH)
/51<H> '
So ZSy(HT)

\sm

/ ,\’/

S2(TT)
Figura 2.2: Modelo Binomial de dos periodos

Sustituyendo los valores de V1(H) y V1(T) en las ecuaciones 2.13 y 2.14 y resolviendo como
el sistema 2.4 obtendremos de nuevo las ecuaciones

_ Ya(H) = Va(D) _ 1o -
M=g@m-sm ¥ V0T T PYiE+and]. (2.19)

Observacion 2.2.1. En el caso de una opcién de compra europea, es posible escribir el valor
de tal seguro al tiempo cero de forma no recursiva como se muestra a continuacién. Al final
del segundo periodo sabemos que:

Vo(HH) = (u?So - K)*, Vo(HT) = (udSo — K)*, Vo(TH) = (udSo — K)*, Vo(TT) = (d*Sy — K)*,

sustituyendo estos valores en la ecuacion 2.19 tenemos

Vo= — [PV1(H) + §V1(T)]
T _1H [f’[l — [PVa(HH) + qu<HT>]] + q[ : - [pV2(TH) + qu(TT)]]]
G j Py > [B*Va(HH) + p§Va(HT) + pgVa(TH) + §*Va(TT)|
= a jr) [ 2(u?Sp — K)* + 2pg(udSo — K)* + §*(d*So — K)* ]
2
- T Z( )P R (2.20)

Esta forma no recursiva es la que aparece en el articulo [4] de Cox et al. Mas adelante
obtendremos nuevamente para el caso de una opcién de compra europea el valor de la
opcién al tiempo cero de manera no recursiva.
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Ejemplo 2.2.1. Supongamos que tenemos un Modelo Binomial de dos periodos y queremos
hallar el valor de una opcién de compra europea sobre un activo subyacente de precio inicial
So = 4, con precio de ejercicio K =5y u = 2,d = 0.5 cuya evolucion se describe en la figura
2.3. Supondremos que r = .25.

S,(HH) = 16
Sy(H) = 8
o) NSy (HT)
So =4 - Sy(TH) = *
ST =2
S,(TT) = 1

Figura 2.3: Evolucion del precio del activo del ejemplo 2.2.1

En este caso las probabilidades libres de riesgo estan dadas como sigue:

p= 1.25-.50 — 0,50 < _ 2-125

1.50 y 4=—5 =05

Ademas, es posible calcular el valor de la opcién al final del segundo periodo, pues
serd igual a (S, — K)*, donde S; es el valor posible de la accién al tiempo 2:

Vo(HH) = (S2(HH) = 5)" =11 Vo(HT) = (S2(HT) - 5)* =0,
Vao(TH) = (So(TH) = 5)" =0 Vo(TT) = (So(HT) — 5)* = 0.

De las férmulas 2.15 y 2.16 se obtiene

11 11
A(H) = = 0916y Vi(H) = 25 = 4.4,
yde2.17y 218
Al(T) =0 y V1(T) =0.

Aplicando ahora los resultados 2.19 se sigue

Aoz%:o.%) y VO:%=1.76.
Esto es, el nimero de acciones que debe tener la posicién corta al tiempo cero con tal de
replicar el seguro es Ag = 0.73 unidades. Al siguiente periodo, si la accién sube de precio,
entonces la posicion corta debe reajustar su posicién y esta vez debe adquirir A;(H) = 0.916
unidades de accién. Si por el contrario, el precio de la accién disminuye, la nueva posicién
del vendedor serd no adquirir ninguna unidad de accién.
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Vo(HH) = 11
Vi(H) = 4.4
7 .
Vo =176 %EI;}B =0
Vi(T) = 0
o~ Vo(TT) =0

Figura 2.4: Valor de la opcién del ejemplo 2.2.1

Ejemplo 2.2.2 (Opcién de compra asidtica). Consideremos un modelo de dos periodos en
elcual So =4, u=2,d = % y la tasa de interés libre de riesgo es r = 0.25. Paran = 0,1,2
definimos Y, = Y1, S;, la suma acumulada de precios al tiempo n. Consideremos una
opcion asidtica de compra, cuyo valor al final del segundo periodo estd basado en el precio
promedio del activo y estd dado como sigue:

Y +
V2=(?2—K) .

En nuestro caso, K = 4. Podemos notar el parecido entre las opciones asidticas y las
europeas. La figura 2.5 nos muestra el comportamiento del valor del activo y del proceso
{Y}. En este caso, el valor de la opcién al final del segundo periodo es:

Sy(HH) = 16
Y>(HH) = 28
Si(H) = 8
V) =12 S(HD =4
S\ Yo(HT) =16
So =4
Yo=4. _ S:(TH) = 4
S(My=2  Ya(TH) =10
Yi(T) = 6
Sy(TT) =1
Ya(TT) =7

Figura 2.5: Evolucion del activo y el proceso {Y},}.
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Vy(HH) = (23—8—4)+ = 533
Vo(HT) = (%—4)+ - 133
Vo(TH) = (13—0—4)+ 0
Vy(IT) = (2—4)+ = 0

Aplicando ahora las férmulas 2.16 y 2.18 y obteniendo los valores p = q = 0.5 tenemos

1 1533 1.33

Vi(H) = 125[ o+ 2] = 2.664
1 10 O

nn = gl -

De la férmula 2.19 obtenemos finalmente que el valor inicial de la opcién asiatica es

1 12664 0
Vo = E [T + E:I = 1.0656.

2.3. Modelo Binomial de N periodos

El procedimiento para valuar un seguro en este escenario es una generalizacién del
desarrollo anterior. Al inicio, el vendedor del seguro obtiene una cantidad Xy como pago
del mismo y a lo largo del modelo su capital esta caracterizado por la siguiente ecuacién:

X1 = AuSpg1 + (1 +7)(Xy — AnSp). (2.21)

Cabe destacar que, sin mencionarlo, hemos asumido que el capital con el que cuenta la
posicién corta en todo el modelo no se ve afectado por algin ingreso externo (o egreso), es
decir, con el capital inicial la posicién corta debe replicar el seguro V en cada momento del
periodo. A este tipo de portafolio se le denomina autofinanciable. Como el valor del seguro
es conocido al tiempo N, es posible calcular los valores de Vn_», ...,V recursivamente.
Conforme pasa el tiempo, el vendedor puede reajustar su portafolio y asf ir replicando el
seguro, eligiendo de manera conveniente el valor de los A,. La posicién A, es un plan de
contingencia para replicar el valor del seguro. Si hacemos todo el procedimiento anterior,
estaremos asegurando que el valor final de nuestro portafolio al tiempo N sera suficiente
para hacer frente a las obligaciones que tenemos con el seguro, pues lo habremos replicado,
obteniendo asi Xy = VY, sin importar los valores que hallan resultado del lanzamiento de
la moneda. Lo anterior se resume en el siguiente resultado debido a Shreve [8]:
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Teorema 2.3.1 (Replicacion en el Modelo Binomial de N periodos). Consideremos un modelo
binomial de N periodos libre de arbitraje. Denotemos por Vi el valor de un sequro derivado al tiempo
N que depende de los N lanzamientos w1 --- wn de una moneda. Definamos el valor de V,, para
n=N-1,N-2,...,0 como

1
Va@r+ @) = 7= (Vi (@1 @uH) + §Visa(@1 -+ @, 7)), 222)

donde p y g denotan las probabilidades libres de riesgo definidas anteriormente y definamos también
Ayparan=N-1,N-2,---,0 como

Visi(wr - wyH) = V(w1 -+ 0, T)
Sn+1(w1 s wnH) = Spr1(wy -+ a)nT) ‘

Ap(wr -+~ wy) = (2.23)

Si suponemos que nuestro capital inicial Xo ha sido el pago al tiempo cero del seguro V, esto es,
Xo = Vo y ademds nuestro capital al tiempo n, X,, se rige por la ecuacion 2.21, entonces

Xn(@: - wn) = Vi(r---wn) ¥ @1 an.

Demostracion. La prueba la haremos por induccién sobre 7, es decir, probaremos que para
n entre 0 y N se cumple

Xn(@1 - wn) = VNn(wr @) YV w1 @n.

El caso n = 0 se obtiene por definicién y el caso n = 1 lo hemos probado en la seccién
2.2. Supongamos ahora que el resultado se cumple para n < N y probemos para n + 1.
Sea w1 - - - w, un elemento arbitrario en nuestro espacio muestral. El resultado del siguiente
lanzamiento puede ser H 6 T, supongamos primero que w,+1 = H. Por la ecuacién 2.21 se
sigue que el valor de nuestro portafolio al tiempo n + 1 sera

Xus1(w1 -+ wpH) = Ay(@1 -+ @) Sy (@1 - - - 0, H)
+ (1 +7) X1+ wn) = Ap(@r - W) Syl -+ - @y)) -

Con tal de simplificar la notacién, a partir de ahora omitiremos w1 - @y, con lo que la
ecuacion anterior nos queda como

Xpr1(H) = ApSps1(H) + (1 + 1) (X, — AuSy) (2.24)
Por hipétesis de induccién tenemos que

Vn+1(H) - Vn+1 (T)
An = X}’l = an
Sue1(H) = Sy (D) 7

sustituyendo estos valores en 2.24 tenemos que

Vn+1 (H) B Vn+1(T)
Sn+1(H) - Sn+1(T)

Xu1(H) = (Sne1(H) = (1 +1)Sp) + 1+ 1)V,
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sustituyendo el valor de V;, por el de la ecuacién 2.22 obtenemos que

_ Vn+1(H) - Vn+1(T)
Xt () = 5 ) =S (T)

(Sns1(H) = (1 + 7)) + PVir1 (H) + qVisa (T).

Ademas, por hipétesis S,+1(H) = uS, y Sp1(T) = dS,, con esto, la férmula anterior nos
queda

P (= (14 )S,) + BV () + V(D)
= an+1 (H) - an+1 (T) + I3Vn+1(H) + an+1(T)

= an+1 (H) + f’Vn+1 (H)

= Vir1(H).

Xus1(H) =

Por lo tanto, X,+1(@1 -+ - wps1H) = Vyq1(w1 - - - wpe1H). De igual forma, si w41 = T tenemos

Xn+1(T) = DpSp1(T) + (1 + 1) (X — AuSi)
_ Vi1 (H) = Vi (T)

B Sn+1(H) - Sn+1(T)
_ Vn+1(H) - Vn+1(T)

(Sni1(T) = (A +7)5n) + (1 +1)Vy

(dSn - (1 + T)Sn) + f)Vn+1(H) + an+1(T)

(u—d)Sy,
= _Isvn+l(H) + I3Vn+1 (T) + ?Vn+l(H) + an+1 (T)
= f’Vn+l (T) + an+1 (T)
= n+1(T)'
Del desarrollo anterior se sigue que X, (w1 - wp) = Vy(w1 - wy), n=0,1,...,N. O

2.4. Una observacion sobre el Modelo Binomial

En el caso de una opcién de compra europea, es posible hallar una férmula de su valor
en el modelo binomial de N periodos tal como aparece en [4], donde se establece de forma
no recursiva. Tal férmula se desprende de las observaciones 2.1.1y 2.2.1.

Proposicién 2.4.1. Supongamos que tenemos un Modelo Binomial de N periodos. El valor de una
opcién de compra europea sobre un activo subyacente S con precio de ejercicio K estd dado por la
ecuacion

1 ZN N
‘7 — ~k ~N—k, k yN—k - K +. 22

Donde Sy es el precio del activo al tiempo inicial.
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Demostracién. Probaremos tal férmula por induccién sobre el nimero de periodos. Supon-
gamos que N = 1, en tal caso 2.25 se convierte en

Vo = [P(uSo — K)™ + §(dSo — K)*],

1+7r

que coincide con 2.6. Supongamos ahora que la férmula se cumple para un modelo de
n < N periodos y probemos para un modelo de N periodos. Consideremos nuevamente un
modelo Binomial de N periodos con una opcién europea de compra con precio de ejercicio
K. Como se puede apreciar en la figura 2.6, los valores V1(H) y V1(T) dependen de N — 1
periodos, por tanto es posible aplicar la hip6tesis de induccién, de donde se obtiene

N-1
1 N-1
V.(H) = ~N-1-k kle _ +
1(H) Tt r A A (A K)
k=0
N-1
1 N-1 ~N-(k+1)(, k+1 jN—(k+1
=— dN-0+Dg) — Ky
(1+ N1 ¢ P (u 0=5)
k=0
N-1
1 N-1
V(T = ~N-1-k delde K+
1(T) A N p"q (u )
N-1
1 N =1\ ko N—(k+1) .k N—k +
= a5y - K)*.
L+ N1 =\ k P'q (u )

N — 1 Periodos

-

- e e = === -

VN(T,...,T, T)

N Periodos

Figura 2.6: Valuacién en un Modelo Binomial de N periodos
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Conocidos los valores anteriores, podemos aplicar la hipétesis de induccién ahora con
n=1:

Vo = = [pV1(H) + QV1(T)

para poder hallar el valor de Vj:

N-1 N -1
0 (1 +r)]\][ ( )~k+1 ~N— (k+1)(uk+ldN (k+1)S _K)+
k=0
N-1
+ (Nk 1)p qN k(ude kS K)+
k=0

Reescribiendo la primera suma tenemos

N-1

1

(Nk_l)p qN k(ude kSO K)+

N
V. N-k de ks K+
0= (1+r)N{le(k 1)pq (u "+ )

-1 -1
Parak=1,...,N —1se cumple (N ) + (N ) = (N), por tanto Vp nos queda como

k-1 k k
1 <N N +N1 5Nk (kN k + . NN +
VO:(l-H)NlP (1" So - K) ;( ) wd™™"So = K)" +p(d" S0 - K)
O bien
Vo = q +r)N Z( ) ~N— k(ude kSO K",
como se queria probar. o

La cuestion que se podria estar considerando seria el por qué centrarnos tanto en formar
un portafolio que replique la opcion si es posible hallar una férmula cerrada del valor del
seguro. El motivo principal es que aunque este tltimo enfoque es correcto, la construcciéon
de un portafolio replicante nos permite ir cubriendo nuestra posicién en opciones como las
americanas, que se pueden ejercer en cualquier momento.

Observacion 2.4.1. La ecuacion 2.25 puede ser reescrita de manera conveniente si conside-
ramos el valor minimo de k para el cual se cumple u*d"~% — K > 0. Si denotamos con ! a tal
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valor® entonces tendremos

~k k(b
N
SNk, k Nk K NY ok aN—k
(1+r>NZ() i S°_<1+r>NZ(k)pq

k=1
Reordenando los términos de ambas sumas obtenemos

g\t K S (N
Vo —SOZ( )(1”) (1q+r) ——(1+r)NZ(k)pqu g (2.26)

k=1

Observemos que los valores entre paréntesis de la primera suma, al igual que p y q,
pueden ser considerados como probabilidades, pues de la desigualdad 2.2 y del hecho de
que0<p<1ly0<q<1sesigue

pu qd
0<1+r<1 y 0<1+r<1

pu+gd=1+r,

ademds, si X es una variable con distribucién binomial de pardmetros n y p, podemos
definir una nueva variable aleatoria Z de la forma siguiente:

P[Z = x] = P[X > x]

3El valor para [ se deduce de su definicién, es el valor minimo para el cual se cumple
W IgN=0g) < K < uldNls,,

De donde se sigue que

M[_ldN_(I_l) < 5 < MdN 1
So
(w/d)7tdN < 55< (u/dy aN
0
-1 K 1
(u/d) < dN_So< (u/d)

Si aplicamos logaritmo a (u/d)™' < K/dNS,, se obtiene (I = Dlog(u/d) < log(K/dNSs) que implica
-1 < log(K/dN Sp)

- log(u/d) 7
log(K/dNSg) < llog(u/d). De estas dos tltimas desigualdades se deduce

de manera similar, aplicando logaritmo a la segunda desigualdad se obtiene

log(K/d™ Sy) - log(K/dN Sg)
log/d) = log(u/d)
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Si denotamos por ¢ la funcién de distribucién de esta nueva variable aleatoria* entonces
la férmula 2.26 nos queda como

fau) K

Vo=S (Z;N, -
0= So¢ T+r) (1+r

O GNP) (2.27)

Donde
log (as;) _, _ Lo (a¥y)

log(ﬁ) B log(ﬁ)

En el capitulo 4 veremos como esta tltima férmula obtenida por Cox et al en [4] es la
equivalente en tiempo discreto a la férmula obtenida por Black y Scholes en [2].

+1.

*A tal distribucién se le conoce como distribucion binomial complementaria.
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Capitulo 3

Teoria de probabilidad en el Modelo
Binomial

En este capitulo se desarrolla el modelo binomial de manera formal, empleando para
ello la teorfa de probabilidad que es necesaria para poder caracterizar el valor de los seguros
derivados. Se desarrolla el concepto de martingala, que juega un papel muy importante en
el teorema de replicacion de seguros en el Modelo Binomial. También se expone el concepto
de proceso de Markov, cuya propiedad de pérdida de memoria nos es demasiado dtil al
momento de generar algoritmos eficientes para valuar seguros derivados. Finalmente, se
describe el concepto de caminata aleatoria, que nos es de gran ayuda al momento de
probar la convergencia del Modelo Binomial. El enfoque que seguimos es el de [8] y [9].
Los conceptos de probabilidad, asi como las pruebas omitidas pueden hallarse en [3] y enla
bibliografia antes mencionada. La version del teorema del limite central aqui mencionada
puede ser hallada en [5]. Los resultados de las aplicaciones de tales conceptos se hacen
presentes en el capitulo 5 de este trabajo.

3.1. Arbitraje en el Modelo Binomial de un periodo

En el capitulo anterior fue posible hallar, aparte de la medida de probabilidad real que
puede tener un inversionista sobre el modelo, otra medida de probabilidad, a la que le
dimos el nombre de medida de probabilidad libre de riesgo. En el modelo de un periodo, bajo
esta medida es posible caracterizar el valor del seguro como un valor esperado:

1 .
Vo= —E[V
=147 [Vil,

en donde la tilde serd utilizada de ahora en adelante para indicar que estamos trabajando
bajo la medida de probabilidad libre de riesgo. Considerando un modelo mds general,
tenemos la siguiente
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3.1. Arbitraje en el modelo de un periodo Capitulo 3. Teoria de probabilidad

Definicién 3.1.1. Supongamos que tenemos un modelo con n distintas acciones que denotaremos
comoSt,S?,..., 5" y un espacio muestral Q = {wy, ..., wi} con k estados posibles distintos. Diremos
que una medida de probabilidad IP es libre de riesgo sobre (2 si

1- Plw]>0 V weQ,
2.- ]E[S;]:(1+r)5i, i=12,...,n

La interpretaciéon de la medida de probabilidad libre de riesgo es que en un mundo
neutral al riesgo, al inversionista “le es igual” hacer una inversién libre de riesgo que hacer
una inversién con riesgo utilizando las acciones, pues se espera que con ambas inversiones
se obtenga el mismo beneficio. En el modelo binomial, con dos periodos y una accién que
puede tomar dos valores, es evidente que las probabilidades p y q son una medida tal que
P[H] >0 y P[T] >0 y ademas

IE[Sl] = 131450 + quO = SO(f’M + qd) = (1 + 1’)50.

El siguiente resultado, propuesto como ejercicio en [7](y cuya prueba aqui presentada
es original), nos dice que en un modelo con n acciones distintas y k estados distintos es
posible hallar una medida de probabilidad libre de riesgo si asumimos la hipétesis de
ausencia de arbitraje.

Proposicién 3.1.1. Supongamos que tenemos un modelo de un periodo con n acciones distintas,
los cuales denotaremos como S,8%...,S" y un espacio muestral QO = {wy, ..., wy} con k estados
distintos. Entonces no existen oportunidades de arbitraje siy solo si existe una medida de probabilidad
libre de riesgo.

Para la prueba, utilizaremos la caracterizaciéon obtenida en la proposicién 1.3.1. La cual
establece que si definimos la matriz A de tamafio
(k +1) X (2n + k) como sigue:

0 0 0 0 1 1 - 1
MNw1) —0Mwi1) 0*(wy) -+ —8™wi) -1 0 ... O
OMawr) —0Nwa) 0*(wy) -+ —=8™w2) 0 -1 ... O
51 (a)k) —61.(0)]() 52('a)k) . —671‘((1)]() 0 0 . —i

Donde 6i(a)j) = Sli(a)j) -1+ r)Sf) y definimos el vector b = (1,0, ...,0) de k + 1 compo-
nentes, entonces el sistema

Ax=b, x>0, xeR¥** (3.1)

tiene solucién si y solo si existe una oportunidad de arbitraje. También haremos uso del
conocido teorema de Farkas, que se enuncia a continuacion:

Teorema 3.1.1 (Teorema de Farkas). Sea A una matriz de tamafio m X n y b un n-vector.
Entonces exactamente uno de los siguientes dos sistemas tiene una solucion:
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Sistema 1: Ay < 0y b'y > 0 para algiin'y € R".
Sistema 2: A'x = by x > 0 para algiin x € R™.

La version del teorema de Farkas que aqui hemos enunciado asi como la prueba del
mismo pueden ser hallados en [1].

Prueba de la proposicion 3.1.1. Supongamos que no existe arbitraje en el mercado. Entonces
por la proposiciéon 1.3.1 se sigue que el sistema

Ax=b, x>0, xeR¥*
no tiene solucién. Aplicando el teorema de Farkas se obtiene que el sistema
Aly <0, bly>0, yeRH!

admite una solucién y en R¥*1. De esto se sigue que

0 oY w1) OMwz) ... ONwy) ] ]

0 —'w) )  —0'@i|ly,

0 &) *(w) % (i)

0 —-0"wy) —-0"(w2) ... =0™wp)||:|[<0
1 -1 0 0

1 0 -1 0

1 0 0 -1 | LYkl

De las primeras 2n filas de A se obtiene el sistema de ecuaciones:

61(a)1)y1 + 61(a)2)y2 +-- 4 61(a)k)yk =0
8% (w1)y1 + 0X(@2)ya + -+ + 8 (wi)yi

Il
(e}

Il
o -

0" (w1)y1 + 0" (w2)y2 + -+ + 0" (wi)yk

Las ultimas k ecuaciones nos dicen que y; > yo, parai = 1,2,...,k, ademds, como bty >0
se sigue que yo > 0; y por tantoy; > 0,i = 1,2,..., k. Si sustituimos los valores de &'(w;) en
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el sistema anterior y agrupamos términos nos queda

k
Y18 @) +y2SH @) + -+ yiS @) = (1+nSyY y;
i=1

k
NS@n) +y2S@) + 4y = (1+0SEY
i=1
- k
Y18 (@) + y2S" (@) + -+ + S @) = (A+1SEY i
i=1
Ahora, definamos los escalares y. como
/ Yi .
y: = , 1=1,2,...,k
l Zle yi

Con esto, los valores de yi,...,y]’( forman una medida de probabilidad sobre nuestro
modelo. Ademads, con estos nuevos valores el sistema anterior queda como

;S (w1) + 5 (w2) + -+ + v St (wp)
¥, 5% (@) + y553(w2) + -+ + ¥ SH(wp)

(1+7)S;
(1+7S3

y1S" (@1) +y55"(w2) + - +y . S"(wr) = (1+71)SE.

Que es equivalente a afirmar que bajo la medida de probabilidad P’ definida por los
escalares y’l, Yor- - ,y]’< se tiene

E'[S]]=(1+7)S}
E'[S7] = (1+1)S;

E'[S]] = (1 +1)Sj

Plo]>0 i=12,...,k
Con esto, hemos probado que si no existe arbitraje en el modelo entonces existe una medida
de probabilidad libre de riesgo. Reciprocamente, supongamos que existe una medida de

probabilidad libre de riesgo IP y que existe un portafolio A = (A1, Ay, ..., A,) de posiciones
largas y cortas sobre las acciones tal que

1.- Vo =0
2-V1=0
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3.- E[Vi]>0.

Donde V denota el valor del portafolio A. Dado que la medida de probabilidad IP es libre
de riesgo, se cumple

E[Vi]=E

Y Adsi -+ r)sg)]
i=0

n

E[A«(S] — (1 +7)S])]

i=0

= |l

AE[SI]— (1 +7)S)

I
S5
o

lo cual contradice el hecho de que nuestro portafolio genera una oportunidad de arbitraje.
O

El teorema anterior es ttil al considerar modelos de un solo periodo. Para poder carac-
terizar la nocién de arbitraje en un modelo de varios periodos, es necesario desarrollar un
poco maés de teoria.

3.2. Esperanza condicional

La informacién del inversionista en un momento dado es relevante para decidir su
préximo movimiento. En el capitulo anterior hemos visto que el resultado del lanzamiento
de la moneda al tiempo 7 nos ayuda a decidir cual serd el nuevo valor de A al tiempo
n+1. Ademas, al tiempo 1 + 1 tenemos ya conocimiento de los lanzamientos previos; y tal
informacioén es también importante para decidir nuestra nueva posicién. Por tanto, debe
existir en nuestro modelo una forma de estimar cual serd el resultado siguiente utilizando
para ellola informacién disponible. Tal estimacién es conocida como esperanza condicional.
Para poder construir tal concepto comencemos con la siguiente definicién.

Definicién 3.2.1 (o-algebra). Sea Q) un conjunto diferente del vacio que representa el espacio
muestral de un experimento aleatorio y F una coleccion de subconjuntos de Q). Diremos que F es
una o-dlgebra si

i) O pertenece a F .

ii) Si A € F entonces A° € F.

iii) si A1, A, ... es una sucesion de conjuntos que pertenecen a F, entonces | J,. 4 A, también
pertenece a F .

En base a esta definicién podemos dar otra.
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Definicién 3.2.2. Sea Q) un conjunto diferente del vacio y ¥ una o-dlgebra sobre Q). Una medida de
probabilidad 1P es una funcién que a cada conjunto A € F le asigna un niimero en [0, 1], llamado la
probabilidad de A y denotado como IP(A). La funcion IP debe de cumplir las propiedades siguientes:
) P(Q) = 1.

ii) Si A1, Ay, ... es una sucesion de conjuntos ajenos de ¥ entonces

OAH = i P(A,).
n=1 n=1

La tripleta (QQ, ¥, IP) es llamada un espacio de probabilidad.

P

Una o-dlgebra es capaz de representar la informacién que se posee hasta cierto periodo.
Los elementos de una o-4lgebra son interpretados como aquellos conjuntos para los cuales
es posible decidir si el resultado del experimento pertenece o no a tal conjunto; de esta
forma podemos clasificar los conjuntos como aquellos en que sabemos que el resultado
pertenece y aquellos en los que sabemos no pertenece. Por ejemplo, supongamos que
nuestro experimento consiste en lanzar una moneda tres veces y solo se nos ha informado
el resultado del primer lanzamiento. En caso de que el primer lanzamiento halla resultado
cara, entonces el resultado final puede ser HHH, HHT,HTH, HTT, cualquiera de estos
cuatro resultados es posible. Sin embargo, si el resultado del primer lanzamiento es cruz,
el resultado final puede ser en este caso cualquiera de los siguientes: THH, THT, TTH, TTT.
Con esto, podemos formar los siguientes conjuntos:

Ay ={HHH,HHT,HTH,HTT} y Ar={THH,THT,TTH,TTT},

en donde Ag es el conjunto de resultados en los cuales el primer lanzamiento fue caray Ar
los resultados en los cuales el primer lanzamiento fue cruz. Para ambos conjuntos es posible
decidir cuando el resultado final w pertenece o no a cada uno. De igual forma, si (3 denota
el conjunto de los resultados posibles de los tres lanzamientos, sabemos que w € Q3 y que
w ¢ 0. De lo anterior, el conjunto ¥ = {0, (3, Ay, At} representa la informacién que se tiene
si se sabe el resultado del primer lanzamiento. Es posible verificar directamente que ¥ es
una o-dlgebra. De manera similar, si el experimento consiste en lanzar una moneda N veces
y se nos informa el resultado de los n < N primeros lanzamientos, es posible formar una o-
algebra que represente la informacion que se posee. En este caso y de ahora en adelante, ),
representa el espacio muestral del experimento de lanzar una moneda n veces. Conociendo
de antemano el resultado de los n primeros lanzamientos, se definen conjuntos de la forma
Ay wyw,, donde wiw; - - - Wy, es una posible trayectoria de los lanzamientos de la moneda.
A'los conjuntos A, w,--», les llamaremos dtomos. Cada uno de estos conjuntos no se puede
descomponer en la unién de otros conjuntos y son tal que con la unién de todos se obtiene
Qn, es decir, forman una particién.

Conforme transcurren los periodos, nuestra informacién aumenta, ademés, es claro que
si la informacién aumenta cada nueva o-dlgebra debe poseer de antemano la informacién
de la o-algebra anterior. Este comportamiento se resume en la siguiente definicién.
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Definicién 3.2.3 (Filtracién). Sea Q) un conjunto distinto del vacio. Sea n un numero positivo fijo
y supongamos que para cadan = 0,1,...,N existe una o-ilgebra F,. Ademds, si m < n entonces
Fm C Fn. Entonces la coleccion de o-dlgebras F,, n =0,1,...,N es llamada una filtracion.

Recordemos que nuestro espacio muestral consiste del resultado de lanzar una moneda
N veces, asi, un elemento cualquiera w € Qy serd de la forma w = wjw> - - - wy, una sucesién
finita de H's y T"s.

A continuacién construiremos la filtracién que estaremos utilizando. Cada o-dlgebra ¥,
en la filtracion va a representar la informacion que se posee de los primeros 1 lanzamientos.

Definimos o = {0, Qn}. Para poder definir #; consideremos los conjuntos

Ap = Conjunto de elementos en Qy que comienzan con H = {w; w1 = H},

At = Conjunto de elementos en Qn que comienzan con T = {w; w; = T},

Notemos que A% = Aty Ag U Ar = Qy. Ademds Fy C F1. En base a esto, se define
F1=1{0,Qn, Ay, A}

Para determinar ¥, definamos los conjuntos Agx, AT, AtH Y ATT de manera similar a
los construidos anteriormente:

App = Conjunto de elementos en Qn que comienzan con HH = {w; w1 = H,w; = H},
Apt = Conjunto de elementos en Qn que comienzan con HT = {w; w1 = H,wy =T},
Arg = Conjunto de elementos en Qn que comienzan con TH = {w; w1 = T, w2 = H},

A7t = Conjunto de elementos en Qy que comienzan con TT = {w; w1 =T, w2 = T}.

Cada uno de estos conjuntos pertenece a #>. Ahora, los conjuntos que hacen falta para
que > sea una o—algebra se obtienen de uniones y complementos de los anteriores. En
este caso, > se compone de 16 conjuntos distintos:

Fy = 0, QON, An, At, Aur, Aut, AtH, A, ALy, Al ATy A ‘
Apg U ATH, Agp U Art, Agr U ATH, AHT U ATT

En general, ¥, contendré los subconjuntos de Qx capaces de ser descritos en términos de
los primeros n lanzamientos de la moneda y los conjuntos que hagan falta para que formen
una o-algebra, esto es, complementos y uniones. En este caso, serd posible construir 2"
conjuntos A’s distintos con la propiedad de que su unién serd todo Q2. Ademads ¥, serd el
conjunto de todos los conjuntos posibles que se pueden formar a partir de los 2" conjuntos
anteriores, por tanto, la o-dlgebra 7, tendra 22" elementos.

Definicién 3.2.4. Sea X una variable aleatoria definida sobre un espacio de probabilidad (Q3, F, IP).
La o-dlgebra generada por X, denotada por o(X) es la coleccién de los conjuntos de la forma

{XeBl={weQ : X(w) € B},

donde B es un conjunto de Borel de R.
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Es necesario saber cuando la informacién contenida en una o-algebra es suficiente
para poder determinar el valor de la variable aleatoria con la cual estemos trabajando. El
siguiente ejemplo motiva una nueva definicién.

Ejemplo 3.2.1. Supongamos que tenemos un modelo binomial de tres periodos y que
So=4,u=2yd=0.5. En este caso, si Sy es la variable aleatoria que representa el valor de
la accién al final del segundo periodo, tenemos que

Sy(HHH) = Sy(HHT) = 16,
So(HTH) = So(HTT) = So(THH) = So(THT) = 4,
So(TTH) = So(TTT) = 1.

Si tomamos a B como cualquier intervalo cerrado que contiene a 16 entonces
{X € B} = {HHH,HHT} = Ann € 0(Sy), utilizando la notacién descrita previamente pa-
ra los conjuntos A. De igual manera, con B igual a un intervalo que contiene solo a 2
se obtiene {X € B} = Agr U Arg € 0(52) y con un intervalo que contiene a 1 tenemos
{X € B} = Arr € 0(S2). No es muy dificil notar que la o-dlgebra o(S,) contiene los conjuntos

0,Q3, Agn, Aut Y AtH, ATT,

y los complementos y uniones de los mismos. Ahora, notemos que %>, la o-dlgebra que
contiene los conjuntos capaces de ser descritos por los primeros dos lanzamientos de la
moneda contiene a su vez a Agy,Atr, AgT Y ATH, cada uno por separado, mientras que
en 0(S2) solo aparece la unién de los dos tltimos. Esto es debido a que observar los dos
primeros lanzamientos de la moneda nos permite distinguir si fue primero una cara y
después una cruz o viceversa, mientras que observando el valor de la variable(en este caso
S> = 4) no nos permite distinguir eso. Por tanto, ¥, contiene informacién suficiente para
determinar el valor de Sy. En este caso diremos que Sy es #>-medible.

Definicién 3.2.5. Sea X una variable aleatoria sobre un espacio de probabilidad Q) distinto del vacio
y sea G una o-dlgebra de subconjuntos de €. Si todo conjunto en o(X) estd contenido en G diremos
que X es G-medible.

Asi, una variable aleatoria X es G-medible si y solo si la informacién en G es suficiente
para determinar el valor de X.

Ejemplo 3.2.2. Las variables aleatorias A,, que representan el ntiimero de acciones que
debe poseer el inversionista al periodo n para poder replicar un seguro derivado V es
Fn-medible, esto es, depende solo de los primeros n lanzamientos de la moneda. De igual
manera las variables aleatorias S, que denotan el precio de la acciéon al tiempo n, para
n=0,1,...,N es cada una ¥,-medible, pues es posible determinar su valor al tiempo 7 en
base al conocimiento de los primeros 1 resultados de la moneda.

Para poder especificar los componentes aleatorios del modelo binomial es necesario
dar otra definicién:
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Definicién 3.2.6 (Proceso estocdstico). Un proceso estocdstico es un conjunto {X,}ner en donde
I es un conjunto de indices y para cada n € I se tiene que X,, es una variable aleatoria.

Ejemplo 3.2.3. En el Modelo Binomial, el conjunto {X,}, conn =0,1,..., N, que representa
el valor del portafolio del inversionista al tiempo 1 es un proceso estocdstico. De igual
forma los conjuntos {S,,} y {A,} paran = 0,1, ..., N que denotan el precio del activo en cada
periodo y la posicién del inversionista, respectivamente, son procesos estocasticos.

Definicién 3.2.7. Sea () un espacio muestral dotado de una filtracion F,,n = 0,1,...,N. Sea
{Xulner, I =0,1,...,N un proceso estocdstico. Diremos que este proceso es adaptado a la filtracién
si para cada n € I la variable aleatoria X, es F,-medible.

El proceso {A,},1a posicién del inversionista y el proceso {X,} que representa el valor del
portafolio en cada periodo ambos paran = 0,1,..., N son adaptados respecto a la filtracion
{#u} construida previamente, que consiste de los conjuntos descritos por los primeros n
lanzamientos de la moneda.

De igual forma, cuando una variable aleatoria no puede ser determinada con la infor-
macién que se posee se dice que la variable aleatoria es independiente de la o-adlgebra. Tal
definicién se describe a continuacion.

Definicion 3.2.8. Sea (Q, 7, IP) un espacio de probabilidad y sean G y ‘H dos sub-c-dlgebras de
¥ . Diremos que G y H son independientes si

P[A NB] = P[A]P[B], VA € G,B € H.

Si X y Y son dos variables aleatorias sobre un espacio de probabilidad, diremos que X y Y son
independientes si 0(X) y o(Y) son independientes. De manera similiar, si X es una variable aleatoria
y G es una sub-o-dlgebrade ¥, diremos que X y G son independientes si 0(X) y G son independientes.

En el caso en que una variable aleatoria no sea medible ni independiente respecto a
una o-dlgebra ¥, entonces la informacién que se posee no es la suficiente para determinar
su valor, sin embargo existe algo de informacién acerca de la variable aleatoria, pues no es
independiente. Con esto, es posible obtener una estimacién del valor dela variable aleatoria,
a esta estimacion es a lo que se le conoce como esperanza condicional. La definicién se da
a continuacion.

Definicién 3.2.9 (Esperanza condicional). Sea (€, F,IP) un espacio de probabilidad, G una
sub-o-dlgebra de F y sea X una variable aleatoria no negativa o integrable segiin Lebesgue'. La
esperanza condicional de X dada G, denotada por E[X|G] es cualquier variable aleatoria que satisface

1. E[X|G] es G-medible,
2. Para todo A € G se cumple

fmmﬁwzfxm.
A A

'En el apéndice A se describen los conceptos de teoria de la medida que complementan este trabajo.
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De manera similar al valor esperado de una variable aleatoria, la esperanza condicional
también tiene ciertas propiedades que son ttiles al momento de realizar ciertos cdlculos.
Tales propiedades se resumen en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.1. Sea (Q, ¥, IP) un espacio de probabilidad y sea G una sub-o-dlgebra de ¥ .

Si Xy Y son variables aleatorias integrables y c1 y cp son constantes, entonces

E[c1 X + 2Y|G] = ¢ E[X|G] + E[YIG]. (3.2)

Si X y Y son variables aleatorias integrables, Y y XY son integrables y X es G-medible,
entonces

E[XY|G] = XE[Y|G]. (3.3)

Si ‘H es una sub-o-dlgebra de G y X es una variable aleatoria integrable, entonces

E[E[XIG1H] = E[XIH]. (3.4)

Si X es una variable aleatoria integrable independiente de G, entonces

E[X|G] = E[X]. (3.5)

La prueba de este teorema se lleva a cabo utilizando las propiedades de la integral de
Lebesgue, pero serd omitida en el presente trabajo. En el caso en que se trabaja con un es-
pacio muestral finito, las integrales que aparecen en la esperanza condicional se convierten
en sumas finitas. Por ejemplo, tomemos S3 y ¥>. Sabemos que Anw, Aut, ATH, ATT C F2.
No es muy dificil darse cuenta que estos dtomos forman una particién sobre Q3. Por la
propiedad 2 de la definicién 3.2.9 tenemos

f ]E[53|7"2]d]l3:f S3dlP,
AgH AHH
f E[S3|31dP = f SadP,
Anr Apr
f E[Ss|F51dP = f SudP,
ATH ATH

f E[S3|7>]dP = f SsdP.
ATT ATT
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Desarrollando estas integrales se tiene

WEAHH
E[SsIF21(HT)P(Anr) = ) S3dP(w),
WEAHT
E[SsIF1(TH)P(Arr) = ) S3dP(w),
WEATH

E[SsIF2](TT)P(Arr) = ) SsdP(w).

WEATT

Suponiendo que la probabilidad de que la moneda sea cara es p y que ¢ = 1 — p, entonces
se sigue que

E[S3[F2](HH) = pS3(HHH) + ¢S3(HHT),

E[S3|F2](HT) = pS3(HTH) + qS3(HTT),

E[S3%2](TH) = pS3(THH) + qS53(THT),

E[S3[F2(TT) = pS3(TTH) + qS3(TTT).

En general, en un modelo de tiempo discreto, si denotamos por £ a la particién formada
por los &tomos A’s, tendremos que

E[X|G]14 = E[X|A], ¥ A € P.

En este caso,1},; denota la funcién indicadora.

Supongamos que tenemos un Modelo Binomial de N periodos y sea X una variable
aleatoria sobre el modelo. Consideremos la filtracién F,,n = 0,1,...,N. Si suponemos que
IP(H) = p y IP(T) = q para cada lanzamiento, entonces para 1 <n < N — 1 tenemos

E[X|F (@12 - - - wp) = Z p#H(mnH...wN)q#T(cunH..,a)N)X(wle'” WN), (3.6)

Wpt1WN

en donde #H(w) y #T(w) representan el nimero de caras y nimero de cruces en w respecti-
vamente. En el caso en que n = 0 se tiene

E[X|F0o] = E[X];
y cuando 1 = N tenemos que
E[X|FN](wiwz - - wn) = X(w1w2 - - - WN).

De ahora en adelante, al considerar el Modelo Binomial escribiremos E,[X] en lugar de
E[X]|F,] para simplificar la notacién.
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3.3. Martingalas

Ahora estamos en posicién de dar el siguiente paso para la construccion de la férmula
de valuacién en un Modelo Binomial de varios periodos. Comencemos con la siguiente
definicién.

Definicién 3.3.1. Consideremos el Modelo Binomial. Sea My, My, ..., M un proceso estocdstico
adaptado a la filtracion F,,n =0,1,...,N. Si se cumple

M, = E,[Mys1], n=0,1,..., N—1, (3.7)
diremos que el proceso {M,,} es una martingala.

= Si
Mn < IEH[MTZ+1]/ n= 011/'-'/N_ 1/

diremos que el proceso {My,} es una submartingala.

= Si
MTZ 2 IEH[MH+1]/ n= 011/---/N_ ]-/

diremos que el proceso {My} es una supermartingala.

Las martingalas son usadas para modelar fenémenos imparciales, por ejemplo, en
juegos de azar una martingala modela un juego justo, pues el mejor estimado al periodo
n + 1 teniendo en cuenta la informacién al periodo n es el valor al periodo n de la variable
aleatoria que se estd considerando. Esto es, se espera que el capital inicial con el que cuenta
el jugador no cambie. Supongamos que el proceso My, Mj,..., My es una martingala,
entonces se cumple

M1 = Ep [Mn+2]/ n<N-2.

Calculando la esperanza condicional en ambos lados de la ecuacién anterior tenemos
Eu[Mp1] = En[Ep1[Mys2]l, n <N -2,
de donde aplicando la propiedad 3.4 se obtine
M, =E,;[M,;2], n <N -2.
En general, para cualquier m < N, aplicando la propiedad 3.4 las veces necesarias se tiene
M, =E,;[M,;], n<m<N. (3.8)
Tomando n = 0 en la ecuacién anterior se sigue que

My = E[M,,], m <N. (3.9)
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Lo que nos dice la ecuacién anterior es que se espera que el valor inicial nunca cambie
conforme pasen los periodos. Tal propiedad representa el hecho que comentabamos ante-
riormente, que las martingalas son ideales para representar procesos que son justos, pues
en el caso de un jugador mencionado anteriormente si el juego se comporta como una
martingala entonces a la larga el jugador no va a ganar ni a perder el capital con el que
contaba inicialmente.

En el modelo binomial, la medida de probabilidad libre de riesgo estd dada por

1l+r-d _ u—-(1+7r)

BT A T

Tal medida, ademas de servir para caracterizar el arbitraje tiene la siguiente propiedad:
1

Splwrwz - wy) = m [I~)Sn+l(a)la)2 < wyH) + 515n+1(w1w2 cee a)nT)] ’
utilizando la nueva notacién, esta tltima ecuaciéon nos queda como
1 .
Sn = m]En[SrHl]r

tal propiedad motiva el siguiente resultado:

Proposicion 3.3.1. Consideremos el modelo binomial de N periodos libre de arbitraje bajo la medida
de probabilidad libre de riesgo. Entonces, bajo esta medida, el precio descontado de la accién es una

martingala, esto es, el proceso ui—”r),, cumple la condicién 3.7.

Demostracién. Aunque la prueba se deduce de la definicién, daremos una segunda prueba
mads constructiva cuya técnica nos seréd ttil mas adelante.
Notemos que ngl depende solo del lanzamiento n + 1, por tanto, de las propiedades de

la esperanza condicional se sigue

IE [ Sn+1 ] — ]E Sn . Sn+1
la+nm ] T @+t S,

Aplicando la propiedad 3.3 se obtiene

IE [ Sn+1 ] — Sn = [ 1 . Sn+l]
"la+r T @+ 1+ r S,
_ _ Sn 1 = [Sn+1]
A+nr1+r "LS,

Aplicando la propiedad 3.5 se sigue

Sn+1 ] — Sn . 13” + qd
(1 + ryn+t 1+r" 14r
T

n
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En el capitulo 2 vimos que el capital del inversionista se rige bajo la ecuacién 2.21 que
escribimos nuevamente aqui:

X1 = AuSpp1 + (1 +7)(Xy — AnSp).

En el caso en que se trabaje bajo la medida de probabilidad real, la ganancia esperada
depende del portafolio que se utilice, pues mientras se invierta mas en acciones y menos en
el mercado de dinero es posible generar una mayor ganancia, sin embargo tales posiciones
tienen el inconveniente de ser muy riesgosas, dada la volatilidad de la accién. Sin embargo,
al trabajar bajo la medida de probabilidad libre de riesgo, el portafolio que utilice el
inversionista es irrelevante, pues su ganancia esperada serd siempre la misma. Esto se
resume en el siguiente resultado.

Proposicién 3.3.2. Consideremos el Modelo Binomial de N periodos. Sea {A,} el proceso que denota
la posicion del inversionista, que como hemos visto ya es un proceso adaptado. Sea Xo un niimero
real y consideremos el proceso valor del portafolio X1, X5, ..., Xn generado recursivamente por la
ecuacion 2.21. Entonces el proceso capital descontado u)i_';y“ n=0,1,...,N es una martingala bajo
la medida de probabilidad libre de riesgo. Es decir, se cumple

Xn — T Xn+1
T+t @A+

],n:0,1,...,N—1. (3.10)

Demostracion. La prueba es directa utilizando las propiedades del teorema 3.2.1.

= X1 & AnSpi1 (1 +7)(Xn — AnSy)
En [(1 n r)n+1] = En ¥

(1 + )t 1+ rymt
o Ansn+1 Xn _ Aﬂsn
T+ A+ L+

de la propiedad de linealidad 3.2 obtenemos:

T AnSn+l = Xn T Ansn
= En [(1 +r)”+1] B [(1 +r)”] E"[a +r)”]

Aplicando ahora la propiedad 3.3 se obtiene

- Sut1 Xy AuSy
e[ ]

TTEr @+

utilizando la proposicién 3.3.1 se sigue

_ AySy N Xu B AV
B aQ+n* A+ A+
— Xn

A+

Como se queria probar. m]
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Corolario 3.3.1. Consideremos el Modelo Binomial y el proceso X,, como se describe en la proposicién
anterior. Entonces se cumple

X
I+

]:an:QanN (3.11)

Demostracién. La prueba de este corolario es consecuencia de que el proceso (1{5—';)” es una
martingala y de la propiedad 3.9. m|

Corolario 3.3.2. No hay arbitraje en el modelo binomial de N periodos bajo la medida de probabilidad
libre de riesgo.

Demostracién. Supongamos que existe un proceso capital X, Xo,..., Xy con Xo = 0 tal
que Xn(w) = 0 V w € Q con al menos un ’ tal que X(w") > 0. De lo anterior tene-

mos que E[Xy] > 0 de donde se sigue que E [(1)5_[:)]”] > 0. Del corolario 3.3.1 se obtiene
E[Xo] > 0, que contradice el hecho de que X, = 0, por tanto, no puede existir una oportu-
nidad de arbitraje en el modelo. m]

Con el resultado anterior hemos probado ya que el modelo construido es libre de
arbitraje. Lo que sigue ahora es caracterizar el teorema de replicaciéon 2.3.1 en términos
de probabilidad. Lo que hace el teorema de replicacién es construir un portafolio X, tal
que Xy = Vp, donde V denota el seguro derivado. Ademds se define X,, = V), para
n=0,1,...,Nj. Por la proposicién 3.3.2 y la propiedad 3.9 tenemos

Xy = X1 = XN " VN
=E,|————| = —— | =E,|———|. 3.12
1+ r)" ”|a+rwﬂ] ”(1+mN] ”L1+nN] (3.12)
Ahora, como X,, = V,,, entonces
Va - VN
=F , 1
(1+7) ”j1+ﬂN] (3.13)
de manera equivalente:
. 1%
Vn:IEn W ,Tl:O,].,...,N. (314)

Resta probar que esta definicién de los V,, coincide con la del teorema 2.3.1. Lo anterior se
resume en el siguiente resultado.

Teorema 3.3.1 (Valuacion neutral al riesgo). Consideremos el Modelo Binomial libre de arbitraje
bajo la medida de probabilidad libre de riesgo IP. Supongamos que Vy es una variable aleatoria que
representa el pago de un seguro derivado al tiempo N. Entonces, paran = 0,1,...,N el valor del
sequro derivado en el periodo n estd dado por la formula 3.14. Ademds, el proceso (1‘:—;)” es una
martingala bajo la medida de probabilidad libre de riesgo, esto es:

Vn — T Vn+1
T e I

],anL“”N—L (3.15)
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A esta tltima férmula se le conoce como férmula de valuacion neutral al riesgo.

Demostracién. Probar que el valor del seguro derivado V al periodo n esta dado por la
férmula 3.14 implica probar que esta definiciéon de los V), y la del teorema 2.3.1 coinciden.
La prueba la haremos por partes. En cada una de ellas probaremos un resultado auxiliar
que nos servird como base para el resultado principal. En cada caso supondremos que
estamos trabajando bajo el Modelo Binomial.

i) Sean Mo, My, ..., Mn y M, M, ..., M}, martingalas bajo la medida de probabilidad libre
de riesgo. Si My (w) = M} (w) ¥ w € Q entonces M, = M;, paran =0,1,..., N - 1.

Tomemos un n entre 0 y N — 1. Del hecho de que los procesos M y M’ son martingalas y de
la propiedad 3.8 se tiene
M, = E,[MN] = ]En[Mf\]] = M;

ii) Supongamos que Vy denota el pago al periodo N de un seguro derivado que depende
de los N lanzamientos de una moneda. Definamos recursivamente Vy_1, Vn_2,..., V1, Vp
como en la ecuacién 2.22. Entonces el proceso = 0,1,...,N es una martingala bajo

B (A+r)n7s
la medida IP.

la ecuacién 2.22 del teorema 2.3.1 es la siguiente:

1

[BViri(wr - wpH) + Vi1 (w1 - waT)], (3.16)

que con la notacién actual se convierte en

1

V,= —
T+

IEn[vn+l]/

dividiendo ambos lados entre (1 + r)" se obtiene

Vn ZIE Vn+1
T+ @+

Por tanto, el proceso valor del seguro descontado es una martingala bajo .

iii) En base a la férmula 3.14 definamos V;, como

VN

V' =E,|————|, n=0,1,... N-1.
me [(1 +r)N‘”]
Entonces el proceso

/ Vi Vll\l—l VN

14+ A+ )NV (LN
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es una martingala.

Para esto, basta proceder por definicién:
Er [uzﬁ] =Fla +1r>n+1 B [(1 + Xﬁ_w)”
-5 |
Aplicando la propiedad 3.4 nos queda
e R

de la definicién de V7, se sigue

i Vn+1 — V1,1
I Gl BT

Por tanto, el proceso %, n=0,1,...,N es una martingala.

Hemos probadcz ya que los procesos (1‘:—’;)" y %, n=0,1,...,N son ambos martingalas
bajo la medida P y ademds ambos procesos son tales que Vy = V};. Aplicando el resultado
i) se obtiene que V,, = V;, paran = 0,1,...,N. Por tanto, el algoritmo del teorema 2.3.1

produce los mismos resultados que la férmula 3.14. m]

3.4. Procesos de Markov

A continuacién se describe el concepto de proceso de Markov en el contexto del Mo-
delo Binomial. Para obtener una definicién de proceso de Markov més general basta con
especificar un espacio de probabilidad distinto del actual.

Definiciéon 3.4.1 (Proceso de Markov). Consideremos el Modelo Binomial.
Sea Xo,X1,...,XN un proceso estocdstico adaptado a la filtracion F,,n = 0,1,...,N. Si para
todo 0 < n < N — 1y para toda funcion f(x) existe otra funcién g(x) (que depende de n y de f) tal
que

Eulf (Xn+1)] = §(Xn), (3.17)

entonces diremos que el proceso Xo, X1, ..., Xn es un proceso de Markov.

La importancia de la propiedad de Markov radica en el hecho de que la informacién
necesaria para calcular E,[f(X,+1)] la tiene la variable g(X},), es decir, no es necesario toda
la informacién de los lanzamientos de la moneda, sino que basta con saber la informacién
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que la variable X, necesita para ser definida. El saber que un proceso es de Markov, atin
sin conocer la funcién g explicitamente, nos dice que es posible hallar un algoritmo que no
necesita toda la informacion de los lanzamientos de la moneda, reduciendo asi la cantidad
de informacién que necesita ser almacenada.

Ejemplo 3.4.1. En el Modelo Binomial, consideremos el proceso precio de la accion S, definido
como sigue:
uSy(wiwz - wy) , st wpy1 = H;

S W1W?2 * * * Wy W = .
n+1( 1?2 n n+1) { dSn(a)la)zma)n),sza)nH:T.

Sy es un proceso de Markoov.

Sea f una funcién arbitraria. Queremos calcular E.[ f(Sn+1)]; de la definicion de S,,+1 se
sigue que

]En[f(snﬂ)] = pf(”sn) + qf(dsn)/

por tanto, para cada funcién f existe una funcién g, a saber g(x) = pf(ux) + qf(dx) tal
que E,[f(Sn+1)] = g(Su). Este resultado, aunque sencillo, tiene grandes consecuencias.
Consideremos un ejemplo para ver la utilidad del mismo.
Supongamos que Vy es una funcién que denota el pago de un seguro derivado al tiempo
N (en el caso de una opcién de compra europea Vy = (Sy — K)*). Asi, tenemos que
VN = vn(Sn), donde vn(s) = (s — K)*. De la férmula de valuacién neutral al riesgo 3.15 del
teorema 3.3.1 se tiene que
1 -
Vn-1 = —En1[V
N-1= 7 En-1[VN]
Ahora, sustituyendo Vy por v(Sy) y tomando en cuenta que el proceso S, es de Markov se
tiene que

1 .
VN-1 = mlEN—l[VN(SN)] = vN-1(Sn-1),

hay que prestar atencién a lo que hemos realizado: el hecho de que S, sea un proceso de
Markov nos dice que para toda funcién que le apliquemos a Sy (y en particular para vy)
existe otra funcién vy_; que cumple

%HIEN—l[VN(SN)] = vN-1(5N-1)-

Del ejemplo 3.4.1 tenemos que

vN_1(8) = %’ [pvn(us) + Gvn(ds)].

Si repetimos de nuevo el proceso, de la férmula de valuacién neutral al riesgo tenemos

1 - 1 .
VN-2 = mIEN—Z[VN—ll = mIEN—z[VN—l(SN—l)],
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donde hemos hecho la sustitucién V-1 = vN-1(Sn-1). Ahora, aplicando la propiedad de
Markov a la funcién vy-1 tenemos que existe otra funcién vy_, que cumple

1 =
VN-2 = m]EN—Z[VN—l(SN—l)] = vN-2(SN-2).

Nuevamente podemos calcular la funcién vy_; explicitamente, que queda como

1
1+r

VN_2(8) = [Pvn-1(us) + qun-1(ds)] .

Continuando este proceso hasta llegar a V se desprende el siguiente algoritmo:

1
vu(s) = 1er [Pvi+1(us) + qvpea(ds)], n=N-1,N-2,...,0

vN(s) = g(5)-

(3.18)

donde g(s) = g(Sn) es la funcién que representa el pago del seguro que se esté considerando.

El algoritmo recién obtenido es ttil para cierto tipo de seguros derivados. Sin embargo,
existen otro tipo de seguros para los cuales es necesario almacenar més informacién, pues
el proceso precio de la accién a veces no es suficiente. Para esto, es posible agregar otra
variable al proceso precio de la accién y asi tener un proceso conjunto que es de Markov.
La definicién de un proceso de Markov multivariado que se da a continuacién es la misma
que aparece en [8].

Definicion 3.4.2. Consideremos el modelo binomial. Sea‘(X}l, X%,...,Xﬁ),n =0,1,...,N un
proceso de Markov multivariado adaptado (cada proceso X;,,n = 0,1,...,Nparai =0,1,...,K
es adaptado). Si para cada n entre 0 y N — 1 y para cada funcion f(x1,xz, ..., xx) existe otra funcién
Q(x1,x2,...,xxk) (que depende de n y de f) que cumple

Enlf (X1, X5

n+1’°°

SXE O =exL, X2, ., X5,

n+1

entonces diremos que el proceso (X}, X2,...,XX),n=0,1,...,N es de Markov.

El siguiente resultado es enunciado sin demostracién y es una version sencilla del que
aparece en [8]. Tal resultado probaréa su utilidad en lo que sigue.

Teorema 3.4.1. Consideremos el Modelo Binomial de N periodos. Sea n un entero entre 0 y N.
Supongamos que las variables aleatorias X' y X? dependen solo de los lanzamientos 1 a n y que
la variable aleatoria Y depende de los lanzamientos n + 1 a N. Sea f(x!, x?,vy) una funcién de tres
variables y definamos

g(xt, ¥%) = E[f(x}, %%, Y)].

Entonces
]Ei’l[f(Xlr Xz/ Y)] = g(Xl, Xz)
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El resultado anterior nos asegura que si al tiempo 7 la variable aleatoria X es conocida,
entonces solo tenemos que calcular la esperanza condicional al tiempo 7 de la variable
aleatoria f(x, Y). Por las propiedades de la esperanza condicional, como la variable aleatoria
Y no depende de los primeros n lanzamientos, entonces la esperanza condicional coincide
con el valor esperado, es por esto que f(x, Y) se convierte en una funcién de x, por lo que
E,[f(X, Y)] es una funcién solamente de la variable aleatoria X. Con lo anterior es posible
probar resultados que nos serdn titiles en el capitulo 5 de este trabajo. En cada uno de los
resultados se asume que estamos trabajando sobre el Modelo Binomial.

Proposicién 3.4.1. Consideremos el proceso adaptado (S,, M,),n = 0,1,...,N, donde S,, es el
proceso de precios de la accion y M,, = méxo<<, Sk. Entonces el proceso (S, M) es de Markov.

Demostracién. Definamos la variable aleatoria Y = % que depende solo del lanzamiento
n
n +1de la moneda, pues sies cara Y = u y sies cruz Y = d. Con esto, se cumple

Spn+1 = Y5y,
ademads, también se cumple
My =M,V S0 =M, VYS,

donde V denota el méximo entre dos ntimeros. Supongamos que f(x, y) es una funcién de
dos variables, entonces

]En[f(SnH/ Mn+1)] = ]En[f(YSnr M, v st)]~

Ahora, del lado derecho tenemos las variables S,, y M,, que dependen de los lanzamientos
1 a n. Sin embargo, la variable aleatoria Y solo depende del lanzamiento n + 1, por tanto es
posible aplicar el resultado 3.4.1. Definiendo la funcién g(s, m) como sigue:

g(s,m) =E[f(Ys,mV Ys)] = pf(us,mV us) + qf(ds,mV ds)

se tiene que
1En[f(sn+1/]\/‘[n+1)] = g(S/M)

De manera similar se prueba el siguiente resultado.

Proposicién 3.4.2. Consideremos el proceso adaptado (S,, M,),n = 0,1,...,N, donde S, es el
proceso de precios de la accion y M,, = ming<x<, Sx. Entonces el proceso (S,, M) es de Markov.

Demostracién. Si definimos la variable aleatoria Y como en el resultado anterior y notamos
que en este caso
M1 =M, ANYSy,

donde A denota el minimo entre dos nimeros se tiene

Eulf(Sn+1, Mus1)] = §(S, M),
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donde
g(s,m) = E[f(Ys,m AYs)] = pf(us,m A us) + qf(ds,m A ds).

O

Proposicién 3.4.3. Consideremos el proceso adaptado (S,,Yn),n = 0,1,...,N, donde S,, es el
proceso de precios de la accion y Y, = ZZ:O Sy. Entonces el proceso (Sy, Y,) es de Markov.

Demostracién. Supongamos que la variable aleatoria Y se encuentra definida como en los
ejemplos anteriores, ademads notemos que

Y?’l+1 = S?’l+1 + Yn = YSn + Yn.
Entonces por el resultado 3.4.1 se tiene
IEn[f(Sn+1/ Yifl+1)] = 8(51 Y)

donde
Q(s,y) =E[f(Ys, Ys+y)] = pf(us,us +y) + qf(ds,ds + y).

O

Los conceptos que se describen a continuacién son necesarios para la prueba de con-
vergencia del Modelo Binomial que presentaremos en el capitulo 4.

3.5. Distribucion normal

Definicién 3.5.1. Sea X una variable aleatoria. Diremos que X tiene una distribucion normal
estdandar si su funcion de densidad f(x) estd dada de la siguiente forma:

1 x?
P(x) = Nor exp {—?}, —00 < X < 00, (3.19)

La funcién de distribucién de ¢ se denota comtinmente como @ y estd dada como sigue:

S | x?
D(x) = [00 Vz_nexp{—i}. (3.20)

Supongamos que tenemos una variable aleatoria X con distribucién normal estdndar,
es decir, su funcién de densidad estd dada por la ecuacién 3.19. Sea Y = u + 0X. Por el
teorema de cambio de variable de probabilidad tendremos que la funcién de densidad g(y)
de esta nueva variable aleatoria estd dada como:

1 ~(y-w?
8(y) = - \/Z_neXp{ 752

}, —00 < Y < 00, (3.21)
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3.6. Teorema del limite central

Supongamos que X1, X», ... son variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas con media u y varianza ¢? finita distinta de cero. Se define la variable aleatoria
Sp, para cada n como S, = X; + Xo + -+ + Xj,. De las propiedades del valor esperado es
posible notar que S,, tiene media nu y varianza no?. Lo que nos asegura tal teorema es que
en el limite, la distribucién de la variable aleatoria

Sp—nu
o\n

esnormal estdndar. Para nuestros fines, se enuncia a continuacioén sin demostracién una ver-
sion particular del teorema del limite central, conocida como teorema de Moivre-Laplace.

Teorema 3.6.1 (Teorema de Moivre-Laplace). Sea X, la suma de n variables aleatorias de
Bernoulli con pardmetro p. Entonces X,, tiene una distribucién binomial con media np y varianza
npq. Ademds se cumple que

X, —
Iim P n—np<x

tr |

]:CD(X), —00 < X < 00.

3.7. Caminata aleatoria

Supongamos que lanzamos una moneda varias veces y que la probabilidad de obtener
una cara es la misma que la de obtener cruz. Definamos X,, = 1 si el n-ésimo lanzamiento
resulta cara y X, = —1 si resulta cruz. Si hacemos My =0y

Mn:

1

n
X, nz1,

=1

entonces diremos que el proceso Mo, My, ... es una caminata aleatoria simétrica. En el caso

en que la probabilidad de obtener cara es distinta a la probabilidad de obtener cruz, se dice

que la caminata aleatoria es asimétrica.

3.7.1. Caminata aleatoria escalada

En el Modelo de Black-Scholes-Merton se asume que el precio de la accién sigue un
movimiento Browniano geométrico. La idea de la prueba de convergencia sera la de probar
la convergencia de una caminata aleatoria a un movimiento Browniano. Para poder lograr
esto, es necesario modificar un poco la caminata aleatoria simétrica. Supongamos que n es
un entero. Definimos la caminata aleatoria simétrica escalada como

1
W) = TMnt/
n
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donde se supone que nt es entero. En el caso que nt no fuese un entero, podemos de-
finir W (t) como W)(#') para n’t’ el entero mds cercano. Para obtener un movimiento
Browniano en el limite es necesario probar que en el limite, la caminata aleatoria simétrica
escalada es una distribucién normal. En el capitulo que sigue se demuestra una varia-
cién de este resultado que nos asegura que la distribucién de la accién en el Modelo
Binomial converge a una distribucién log-normal, tal como se establece en el modelo de
Black-Scholes-Merton.
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Capitulo 4

Convergencia del Modelo Binomial

Con el modelo construido en el capitulo 2 y el teorema de valuacién neutral al riesgo
3.3.1 es posible valuar un seguro derivado cualquiera cuyo activo subyacente dependa
de la trayectoria de los n lanzamientos de la moneda. En el articulo [4] de Cox et al el
modelo es aplicado tinicamente al caso de una opcién de compra europea, de igual forma
lo hacen Black y Scholes en [2] con su modelo en tiempo continuo. No obstante, ambos
modelos son generalizables, como hemos visto con el modelo de Cox en este trabajo y
como se puede observar en [10] o en el capitulo 13 de [6] en donde se describe la aplicacién
del modelo de Black-Scholes-Merton a un gran ntimero de seguros como por ejemplo
contratos forward, opciones compuestas(opciones sobre opciones), opciones sobre indices
bursétiles, opciones americanas, opciones sobre divisas, opciones lookback, bonos. En el
articulo de Cox se demuestra que en el caso de una opcién de compra europea la férmula
que se obtiene utilizando el Modelo Binomial converge a la férmula obtenida por Black
y Scholes en [2]. Sin embargo, hemos mencionado ya que es posible modificar ambos
modelos para que sea posible valuar un seguro derivado distinto. No es posible hacer una
prueba de convergencia para cada seguro derivado, por tanto la técnica que seguiremos
serd la de probar que la distribucién que tiene la accién en el Modelo Binomial, conforme
aumenta el nimero de periodos, converge a la distribucién que se asume en el modelo de
Black-Scholes-Merton.

La prueba siguiente es similar a la que aparece en [10], que es una adaptacién de la
prueba de Cox et al en [4], en donde se demuestra la convergencia de la férmula obtenida por
Coxalaférmula de Black y Scholes. Posteriormente, se procede a demostrar la convergencia
en distribucién. Este tultimo resultado aparece solo como ejercicio en [9].
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4.1. Convergencia de la férmula de Cox a la férmula de Black y
Scholes

En el capitulo 2 obtuvimos el teorema de replicaciéon y con él fue posible hallar la
férmula de valuacién de una opcién de compra europea 2.27 que repetimos aqui:

P K .
Vo = Sob (l; n, 1P+ r) - r)n‘P(’? n,p), (4.1)
donde
In (=X In (=X
(ds")<l< (d50)+1.

() ()
La férmula de valuacién obtenida por Black y Scholes utilizando el modelo en tiempo
continuo es la siguiente:

K
_ = _ 4.2
en donde
hl L_
yo e LoV 4.3)
oVt 2

Una comparacién directa de ambas férmulas nos dice que son similares. En el caso del
Modelo Binomial, tenemos que (1 + r)" tiene que ser igual a (1 + #)!, sin importar el nimero
de periodos que se considere. Esto lo lograremos definiendo r de manera conveniente. Por
tanto, solo se necesita mostrar que cuando n — oo se tiene

¢ (z,- ", 1P—J:’r) = D) (4.4)
y
¢ (I;n,p) = Ox — o V). (4.5)

Probaremos primero que
¢ (Ln, p) — Ox — o Vb).

Para poder continuar, es necesario especificar la forma de las pardmetros u y d del Modelo
Binomial. En este caso, la eleccion serd de la siguiente forma:

u= ea\/g, d= e_a\/;,
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en donde o denota el pardmetro de volatilidad del subyacente considerado en el Modelo
de Black-Scholes-merton!. Sea X, una variable aleatoria con distribucién binomial bajo la
medida de probabilidad libre de riesgo cuyo pardmetro n es el nimero de periodos del
modelo binomial con que se esté trabajando. Si consideramos el limite de la distribucién
binomial complementaria tenemos

lim ¢ (I;n, p) = lim P[X,, > ]
n—oo n—oo
=1-lim P[X, <I-1
1 lim P —np I-1-np
=1- lim
N NN
Notemos que en realidad la dltima desigualdad debe ser estricta. Sin embargo, el valor

obtenido en el limite es independiente de tal consideracién. De la definiciéon de I se sigue
que

l_1<ln( )+na t/n

~ 20Wt/n

previa sustitucion de los valores u y d definidos anteriormente. De la forma en que se ha
elegido / de ahora en adelante consideraremos la ecuacién 4.7 como una igualdad. Ahora,
es necesario que la tasa de interés del Modelo Binomial en los 1 periodos sea igual a la tasa
de interés 7 de la férmula de Black y Scholes. Esto es, se debe cumplir:

(4.7)

1+7)"=1+7).
De la férmula anterior se desprende que el valor de r en el Modelo Binomial de n periodos
es

r=+41+7 -1
Ahora verifiquemos el valor de p cuando n — oo:

fm B = If 1+r—d
P e A

e eV
T N e VE

Aplicando la regla de L'Hopital se tiene

FAA In(A+7) oo VE
_ ) _

o . 2n2 \t/n
lim p = lim

n—oo n—oo g g ’
anw_n( Vi e \/_)

La obtencién de tales valores de puede ser hallada en [10].
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Simplificando la expresién anterior tenemos

o+ 2VEme’ Vi A+ 7 In (1 + 7)

lim p = lim

n—oo n—oo o (1 + 620' \/t/_n)
De donde concluimos que
oa 1
Jim p = > (4.8)
y también
~ t
- pu _(, ~) A (00 TS VPO
MR Ty T P [Lﬂsom "2y ()
Ahora, notemos que
11’1(%)+71(7 t/n B
lim —l—l—nf) = lim 20N/ _P
e \mpg e \npg
y ln(g—o) + no Vt/n —2onp Vt/n (4.10)
= lim
n—eo 20 Vt/n\npq
In (sﬁ) +no(1 -2p) Vt/n
= lim .
Calculemos ahora lim no(1 — 2p) t/n:
n—-oo
lim no(1 — 2p) Vt/n = lim o(1 — 2p) Vnt
n—oo n—oo
Vi + e Vi — 23T+ 7)
=limo Vnt
e e Vi e Vi @.11)
Vi e VE Z 2+ )
= lim ot ( )
ST eV e )
Si hacemos la sustitucion x = \/% en la dltima igualdad de 4.11 tenemos
Vi + e Vi — 2T+ 7y ox | 0% _ (] 4 )P
lim ( ) e +e 2(1+7) (4.12)

= nm ox —0x
n—co \/%(e“‘/g e %) x—0 x(e* — e~%)
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Aplicando la regla de L'Hopital dos veces a esta tiltima expresién nos queda:

e e 21+ P i 0€ o€ — dxIn(L+ 7)1+ Py

lim = lim
x—0 x(e9% — e~0%) x—0 eo¥ — e=0% + gx(e7 + %)
i 026 + %% —4In (1 + F)(1 + A)* — 8x2(1 + A" (In (1 + 7))
x—0 20e%%* 4+ 20e79* + gx(oe’™ — ge~%)
B o2 +02—4In(1+7)
B 40

1
= EO—]I’I(l-i—f).

De lo anterior, el limite 4.11 nos queda como

1
lim no(1 - 2p) \t/n = §o2t —tIn(1 + 7). (4.13)
n—oo
Sustituyendo esta tltima ecuacién en la tltima igualdad de 4.10 se obtiene

e I-1-np _ ln(s%) + %azt— tIn(1+7)
n—00 \/@ 20\/2
K(1+7)!
ln( i )+1 Vi (4.15)
=——+ -0Vt .
20Vt 2

Donde se ha utilizado la ecuacién 4.8 para el denominador. Delo anterior y de 4.6, aplicando
el teorema del limite central 3.6.1 se sigue que

lim ¢ (Kn,p)=1-D(z),

(4.14)

en donde el valor de z estd dado por la ecuacién 4.15. Aplicando la propiedad de simetria
de la distribucién normal estandar se sigue que

1-D(z) = D(-z2)

ln(K(lsﬂ’)”)
1
A/

=Pl
20\/? 2

=0

In(gri) 1
Vi — =Vt
=O(x—oVb),

donde el valor de x es el de la ecuacién 4.3. Por tanto, se concluye que

lim ¢ (5;n,p) = Px 0 V). (4.16)
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u
Para hallar el valor de lim qb(l; n,%) procederemos de manera similar a como se

n—oo

probo 4.4. Si hacemos p = % yq= ﬁ_i entonces
lim ¢ (11, p) = lim P[X > []
n—oo n—oo
=1-1lim Plx<I1-1]
n—eo (4.17)
Xy —np < I-1-np

Vipq — npa |

=1-1im P

n—00

De manera similar a 4.10 tenemos

ln(% +no Vt/n

tim L2 L2 g 2ot TP
oo \npg 1o Vnpq
y In (&) + no Vifn - 20np i/n (4.18)
= lim

n—0eo 20 Vt/n\/npq
In (&) +no(1 - 2p) VE/n
= lim :
=00 20 +/tPq

A continuacién calcularemos el valor de lim no(1 — 2p) \/t/n:
n—oo

lim no(1 —2p) Vt/n = lim o(1 — 2p) Vnt
n—o00 n—o0

25
= lima(l—ﬂ)m
1+r

n—00 (4.19)
V(1 A —eoVi
= 1im 0|1 - 2e" VE(1 + 7)1/ d+9 Vnt
h—00 eg\/g —e 9 %
Haciendo el cambio de variable x = \/% en esta tltima ecuacién tenemos
) . ) o (R e
V}EI;IO TlU(l - 2p) \/t/n = 11{}1’(1)(71‘ 1- 26”(1 + 1") x [W
ox _ —ax_2—0x+21+Ax2
— limot| = ¢ 1+7 (4.20)
x>0 x (e9% — e~0%)
—e% — ¢ ¥ 4+ 2(1 + F)¥
= lim ot
x>0 x (e9% — e=9%)
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Ahora, notemos que la dltima igualdad de 4.20 no es otra cosa que 4.12 con signo negativo,
por tanto, este tltimo limite que deseamos calcular serd el valor negativo del limite 4.13.
Asi: ,
lim no(1 - 2p) Vt/n = tIn(1 + 7) — EGzt. (4.21)
n—o00

Sustituyendo este valor en la tltima igualdad de 4.18 se obtiene:

I—1-np In(&)+tin(@+7) - Lok
lim = 0

N o
In(£)+tn@+7)
_ _\% LY
oVt 2

In (K(1+f)’

—W);\ﬁ

Donde hemos utilizado la ecuacién 4.9 para calcular el valor del denominador. De este
altimo desarrollo y aplicando el teorema 3.6.1 se sigue que

lim ¢ (l; n, %) — d(x), (4.22)

n—o0 T

donde el valor de x estd dado por la ecuacién 4.3.
De las ecuaciones 4.22 y 4.16 se sigue que

K

a +f)tCD(x—a\/Z).

, o puy K Ay 3
LA (l’ "1y r) @ P) = 502
Es decir, la férmula obtenida por Cox para valuar una opcién de compra europea converge
a la férmula de Black y Scholes.

4.2. Distribucion de la acciéon en el Modelo Binomial

La diferencia entre el Modelo Binomial de valuacién de opciones y el modelo de Black-
Scholes-Merton, como ya se ha mencionado previamente, es la distribucién asignada al
precio del activo subyacente, mientras que en el modelo binomial tenemos que el valor
de la accién solo puede tomar uno de dos posibles valores en cada periodo, en el modelo
de Black-Scholes-Merton la accién tiene una distribucién log-normal en cada instante de
tiempo, esto es, si denotamos por S(t) la distribucién de la accién al tiempo t entonces
tendremos que

5(t) = S(0) exp {GW(t) - %021‘} (4.23)

donde W(t) sigue una distribucién normal con media cero y varianza t. El proceso estocésti-
co que tiene la distribucién 4.23 en cada instante de tiempo y que cumple otras condiciones
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4.2. Distribucién de la acciéon Capitulo 4. Convergencia del Modelo Binomial

mads es llamado movimiento Browniano geométrico, sin embargo, no es nuestro objetivo
discutir tal proceso. Ahora centremos nuestra atencién en el Modelo Binomial y supon-
gamos que ¢ > 0y r > 0, donde o denota el pardmetro conocido como volatilidad en el
modelo de Black-Scholes-Merton y r denota la tasa de interés libre de riesgo. Para cada
entero positivo 1 estaremos considerando un Modelo Binomial de # periodos. Por tanto, la

tasa de interés por periodo serd L, el factor de alza u, = ¢/ Vi yd, =e Vi En este caso,
tenemos que las probabilidades libres de riesgo son

Ly]—eo/Vn e?/ Vi — (£ +1)
pn:gﬁ/\/ﬁ—e—ﬁ/\/H Yo 4= gU/W—e—U/‘/ﬁ'

Sea t un ntimero real positivo y para cada entero positivo n tal que nt es un entero definamos

nt
Mnt,n = Z Xk,n/
k=1

donde Xj ,, X2, ..., Xut,n son variables aleatorias idénticamente distribuidas tal que
P[Xy,=11=p,, PXy,=-1=q, k=1,...,nt

El precio de la accién al tiempo t estd determinado por el valor inicial de la acciéon y el
numero de periodos nt. Si al periodo nt han ocurrido H,; caras y Ty cruces, entonces el
valor de la accién estard dado por

Su(t) = SO)yuttngln,
Ahora, notemos que la suma de las cruces y de las caras es igual al nimero de periodos:
nt = Hy + Ty,
ademads, la diferencia entre H,; y Tyt no es otra cosa que la caminata aleatoria My ,:
Mt = Hyp + Ty

De estas dos tiltimas ecuaciones se obtiene

1 1

Hy = E(”f +Mutn), Twe = E(Tlt — Mt ).

Sustituyendo los valores de u,, y d,, se obtiene la siguiente ecuacién:

1 Linp—
Sn(t) — S(O)u’%(nt"'Mnt,n)d'/zl(nt Mnt,n)

= 5(0) exp {ﬁ(nt + Mnt,n)} exp {

o

> \/E(nt - Mnt,n)}

=5(0)exp {%Mmﬂ} .
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4.3. Convergencia en distribuciéon Capitulo 4. Convergencia del Modelo Binomial

La idea es probar que esta distribucién converge a una distribucién log-normal, lo que es
equivalente a probar que la caminata aleatoria %Mm,n converge a una distribucién normal

con media (r — %02) t y varianza o°t.

4.3. Prueba de convergencia en distribucién

De la teoria de probabilidad sabemos que es posible identificar dos variables aleatorias
por medio de sus funciones generadoras de momentos. Por tanto, calcularemos la funcién
generadora de momentos de la caminata aleatoria LnMnt,n. Sabemos que la funcién gene-
radora de momentos de una suma de variables aleatorias independientes es el producto
de las funciones generadoras de momentos, por tanto, si denotamos con ¢, (1) a la funcién
generadora de momentos de #Mnt’n tenemos:

2k

n

Mnt,n ]

Bul) = |

Il
—
"o
=
[$)
sk
+
Kol
=
® |
<

t

Lp1—e /N eg/‘/ﬁ—(1+1) L

| Db - B S o)
eo/ N _ p=a/~\n g0/ N _ o=/ \n

Probar que la funcién generadora de momentos ¢, (1) converge a la funcién deseada, es
equivalente a probar que log(¢,(u)) converge a la funcién generadora de momentos de
una variable aleatoria normal con media (r - %02) t y varianza 0°t. Haciendo el cambio de

variable x = =, tendremos que

\/ﬁ 7
lim ¢, (1) = lim ¢ 1 (u).
lim ¢,(1) = limo 1 ()
Ademaés recordemos que las funciones trigonométricas hipérbolicas estan definidas como

. & —e? e +e?
sinhz = 5 coshz = 5
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si introducimos estas funciones en la funcién ¢, (1) tendremos que

u

r U _u nt
eV Vi r
S g0l & (po/Nn _
Pn(ut) 2 sinh %= ( 1= ) 2 smh ( (n * 1))}

Vi Vi
nt
(( +1)eW—eﬁ (;+1)e WHWH
1

_ nt
—-u
=5 \(/j_ (( + 1)smh % + smh Nz )}

Desarrollando el ﬁltlmo término de la expresién anterior aplicando la identidad

sinh (A — B) = sinh A cosh B — cosh A sinh B

1
_251 h%

tenemos
r 1 nt
o u
1 h— h — cosh — — cosh — sinh
Gu(u) = smh % (( + )sm Nz + sin Nz cos Nz cos \/_ si \/_)]
nt
+ 1) sinh 2 — cosh %= sinh &
= [cosh — + ( ) \ o i i ,
\/12 sin W

haciendo el cambio de variable mencionado anteriormente se tiene

t
(rx* + 1) sinh ux — cosh ox sinh ux] 22

sinh ox

¢ 1 (u) = [cosh ux +

Para calcular el limite deseado, es suficiente trabajar con el logaritmo de la funcién anterior.
Al aplicar logaritmo la ecuacién anterior nos queda como

(rx?> + 1 — cosh ox) sinh ux}

t
log ¢ 3 (u) = =z log [cosh ux + sinhox

Notemos que las expansiones en series de Taylor de las funciones sinh z y cosh z son
sinhz = z + O(z%),
1
coshz =1+ 522 +0(zh),

donde la notacién O(z) es utilizada para representar términos de orden z. Si sustituimos
estas expansiones en el argumento de la funcién logaritmo tenemos

(rx? + 1 — cosh ox) sinh ux 14 %uzxz + O(ut)

cosh ux + -
sinh ox

[rx2 — 1022 + O(o4x4)] [ux + O(u3x3)]

ox + O(03x3)

+
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Manipulando el tltimo término tenemos

[rx2 — %szz - O(G4x4)] [ux + O(u3x3)] [rux2 - %azuxz + O(a4x4)] [x + O(u2x3)]

ox + O(c3x3) B ox + O(03x3)
[% — Joux® + O(a3x4)] [x + O(u?x3)]
B x + O(02x3)

Ademads como O(c3x*) = O(x*), Ou?x®) = O(x®) y O(c%x®) = O(x>) entonces

|22 — Joux? + O] [x + O]
B x + O(x3)
rux? 1

= — — Zoux? + O(x*)
o 2
Por lo tanto, el argumento de la funcién logaritmo nos queda

(rx? + 1 — cosh ox) sinh ux
sinh ox

cosh ux +

1 21
=1+ Euzx2 + Oty + 25 - Eauxz +0(x%)
o

1 21
=1+ Eu2x2 + e Ecmxz +O(x%).

Ahora, si consideramos la expansion en serie de Taylor de la funcién logaritmo
log(1+x)=x+ o(x?),

la funcién log ¢ 1 (4) nos queda como

t 1 5, rux?
logqu%(u)=;log[1+§ux + —

t[1 21
= —utx® + e —oux?® + O(x*h
2 o 2

- %ouxz + O(x4)]

X2

tu>  tru  tou .
= — +— - — +0(x%,

2 o 2 ()

tomando el limite cuando x — 0 en esta tltima expresién nos queda

w2 tru  tou
limlog$p1(u) = — + — — —
x—0 x2 2

o 2
_(r 1)tu+tu2
B 2 2

Donde la dltima expresion representa el logaritmo de la funcién generadora de momentos

de una variable aleatoria normal con media (g - %) t y varianza t. Con esto, hemos probado
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ue para cada t la variable aleatoria —=M,,; , tiene como limite una variable aleatoria normal
quep Vi,

con media (g - %) t y varianza t. Una aplicacion directa del teorema del cambio de variable
en probabilidad nos dira que la distribucién limite de la variable aleatoria

Vi

es la de una variable aleatoria normal con media (r - %) ty varianza o2t, por tanto, la distri-
bucién de la variable aleatoria S, (t) coincide en el limite con la del movimiento Browniano

5(0) exp {aW(t) + (r - %) t} al tiempo t.

Mnt,n

En la figura 4.1 aparecen distintas realizaciones del precio de la accién considerando
el Modelo Binomial con distintos periodos. A simple vista podemos observar que con-
forme aumenta el ntimero de periodos las trayectoras se asemejan méds a un movimiento
Browniano Geométrico.

3 3

25

[N}

05 X 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 0.9 1

() (b)

181
16
14}
121

0.8
0.6
0.4

Figura 4.1: Distintas trayectorias del precio de una accién considerando Modelos Bino-
miales con diferentes periodos. La figura 4.1a representa cinco trayectorias de un Modelo
Binomial de 50 periodos. La figura 4.1b representa cinco trayectorias distintas de un modelo
con 100 periodos. En4.1cy 4.1d aparecen las trayectorias considerando un modelo Binomial
de 500 y 1000 periodos, respectivamente. En todos los casos, So = 1,t =1,0 = 0.5y r = 0.10.
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Capitulo 5

Aplicaciones del Modelo Binomial

5.1. Algoritmo Binomial

El teorema 2.3.1 es una herramienta demasiado ttil al momento de valuar no solo
opciones, sino cualquier tipo de seguros derivados que dependen de la trayectoria posible
que puede seguir la accién durante la vida del contrato. Tal teorema trae consigo un método
para calcular el valor de un seguro, asi como la estrategia que debe seguir el comprador o
vendedor con tal de cubrir su posicién. Una implementacién directa del teorema 2.3.1 serfa
muy costosa computacionalmente. Por ejemplo, con un modelo binomial de 32 periodos
se tendrian 232 > 1,000,000,000 estados distintos. Aun considerando que el valor de
cada estado se calcule en tiempo constante nuestro algoritmo seria demasiado lento, sin
mencionar que en la préctica se tienen que elegir al menos cien periodos para obtener
resultados aceptables. Sin embargo no todo estd perdido, pues podemos quitarnos de
encima muchos cédlculos al notar que atin cuando nuestro espacio muestral es demasiado
grande, el conjunto de valores posibles de la accién no lo es, pues en un modelo binomial
de n periodos se tendrian apenas 7 + 1 valores posibles para la accién. Tal observacién se
deriva del hecho de que el proceso Sy, el precio de la accién, tiene la propiedad de Markov
bajo la medida de probabilidad libre de riesgo. De la propiedad de Markov y de la férmula
de valuacion neutral al riesgo obtuvimos el algoritmo 3.18 que repetimos aqui:

1 -
V() = s [Pvi+1(us) + qvpea(ds)], n=N-1,N-2,...,0

vN(s) = &(5).

(5.1)

junto con la ecuacién que representa la posicién que debe tomar el comprador (o el vende-
dor), denotada por 6 y denominada 0 -cobertura :
Vir1(US) = Vipy1(ds)

5n(s) = ms o "=0L N-1 (5.2)

Es necesario prestar especial atencién al hecho de que hemos asumido que g(-) es una fun-
cién que depende solo del valor actual de la accién, lo que no es cierto para todos los seguros
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derivados, por ejemplo, una opcién de compra europea o americana no tendra problema
alguno con tal supuesto, sin embargo, si consideramos opciones un tanto méas elaboradas
como las asidticas o las opciones lookback nos enfrentaremos a que hace falta mas informa-
cién para poder valuar la opcién. A continuacion se desarrollan algunos casos de seguros
derivados para los cuales es posible hallar algoritmos eficientes que calculen su valor. En
el apéndice B aparecen los detalles de la implementacion de tales algoritmos en el lenguaje
MATLAB.

5.1.1. Opciones europeas

Tanto si la opcién es de compra o de venta, mientras el subyacente sea una accién que
no paga dividendos el algoritmo 5.1 es el mismo para valuar tales opciones. En este caso,
basta con reemplazar g(s) por (s — K)* en el algoritmo 5.1. El nuevo algoritmo nos queda
como sigue:

1
Vu(s) = Ter [Pvi+1(us) + qvpea(ds)], n=N-1,N-2,...,0

vN(s) = (s — K).
Vns1 (MS) — Vnsl (dS)
(u—d)s ’

En el caso de una opcién de venta, se intercambia (s — K)* por (K —s)*. El valor de 6, es
el namero de acciones que debe poseer el portafolio replicante.

Sn(s) = =0,1,...,N-1.

5.1.2. Opciones americanas

A diferencia de las opciones europeas, las americanas tienen la caracteristica de poder
ser ejercidas en cualquier periodo previo a la madurez, incluida la fecha de madurez. Para
que el algoritmo 5.1 funcione, es necesario pues que tome en cuenta la posibilidad de un
ejercicio en el periodo actual, o un ejercicio posterior. De lo anterior, se obtiene el siguiente
algoritmo para la valuacién de una opcién de compra americana:

vals) = méx{(s ~K)", ﬁ [BVisr (5) + c”Ivn+1(ds)]}, n=N-1N=2,...,0
() = - K"

En donde (s — K)* debe ser sustituido por (K — s)* en el caso de una opcién de venta
americana. La férmula de la 6—cobertura en este caso es la misma que para una opcién
europea correspondiente.

5.1.3. Opciones lookback

Son aquellas que permiten que el comprador adquiera la accién con un precio de
ejercicio igual al menor precio observado durante la vigencia del contrato, o que el vendedor

64



5.1. Algoritmo Binomial Capitulo 5. Aplicaciones del Modelo Binomial

pueda ejercer su derecho exigiendo como precio de ejercicio el mayor precio observado en
la vida de la opcién. Como podemos observar, en este caso el precio de ejercicio K es un
término flotante que se determina al final de la vida del contrato, una vez que se observa
la trayectoria del activo. Si consideramos una opcién de venta, su pago estd determinado
por
VN =My - Sn,

Donde My = méxo<k<;; SN - Definiendo la funcién vy de dos variables como vn/(s, m) = m—s
entonces Vy nos queda como Vy = vn(Sn, Mn). Aplicando la férmula de valuacién neutral
al riesgo 3.15 se tiene

VN-1 = %_H]EN—l[VN]
Sutituyendo el valor de Vi en términos de la funcién vy se sigue:

1 .
VN-1 = m]EN—l[VN(SNzMN)]-

Por el resultado 3.4.1 sabemos que el proceso (S, M,) es de Markov, por tanto, aplicando
la definicién existe una funcién vy-_; = vn-1(s, m) tal que

1 .
1—H1EN—1[VN(5N,MN)] = vN-1(Sn-1, MN-1).

De la prueba del resultado 3.4.1 se sigue que

vN_1(s,m) = % [Pvn(us, m V us) + qun(ds, m V ds)].

Aplicando este procedimiento recursivo N veces, obtendremos el siguiente algoritmo para
valuar una opcién lookback de venta:

1
1+7r
vN(s,m) =m —s.

(s, m) = [Pvn+1(us, m Vv us) + qvye1(ds,mvds)], n=N-1,N-2,...,0

V1 (Us, m vV us) + v,.1(ds, m vV ds
On(s, m) = 1 )+ Ve ), n=0,1,...,N-1.
(u—d)s
En el caso en que la opcién sea de compra, siguiendo un procedimiento similar anterior y
en base al resultado 3.4.2 se obtiene el siguiente algoritmo:

1
Vu(s, m) = T [Pvn+1(us, m Aus) + qvue1(ds,m Ads)], n=N-1,N-2,...,0

vN(s, m) =s —m.
_ Vpy1(us, m A us) +vy41(ds, m A ds)

On(s,m) = = d)s , n=0,1,...,N—1.
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5.1.4. Opciones asiaticas

Las opciones asidticas son similares a las opciones europeas, con la diferencia que las
primeras consideran el valor promedio de la accién en el pago de la opcién, mientras
que las europeas solo toman en cuenta el valor final de la accién. Si consideramos un
Modelo Binomial de N periodos y definimos Y, = }.'_, S;, una opcién de compra asidtica

+
tendra como pago (% - K) , mientras que el pago de una opcién de venta estard dado
+
por (K - %) . Si procedemos de manera similar a las opciones lookback tendremos que

si definimos la funcién vy = vn(s, y) como vn(s,y) = (1\% - K)+ y aplicamos el teorema
de valuacién neutral al riesgo junto con el resultado 3.4.3 se tiene que existe una funcién
VN-1 = VN-1(5, y) tal que

VN-1 = vN-1(SN-1, YN-1)-

De acuerdo al resultado 3.4.3 tal funcién es

1
vN-1(5, ) = Ter [Pvn(us, us + y) + qun(ds, ds + y)] .

Nuevamente, aplicando este procedimiento N veces obtenemos el siguiente algoritmo para
valuar una opcién de compra asiatica:

1
vu(s, y) = 17 [Pvn+1(us, vy + us) + quusa(ds, y +ds)], n=N-1,N-2,...,0

VN(S'y):(N]-/i—l _K)+'

Vi1 (US, Y + us) + vpi1(ds, y + ds)

= d)s , n=0,1,... N-1

On(s, y) =

+
En el caso de una opcién de venta, vn(s, y) toma el valor de (K - NZ— 1) -

5.1.5. Opciones binarias

Son también conocidas como opciones digitales. Su pago se define en base al precio
final de la accién con respecto al precio de ejercicio. Si Sy > K, entonces la opcién tendrd un
pago de Q, valor previamente definido por ambas partes, sin embargo, si Sy < k entonces
la opcién no tiene valor alguno. Dado que solo es necesario conocer el valor final de la
opcion, basta con tomar g(s) = Q1js-k] y aplicar el algoritmo 5.1, sin embargo, también es
posible hallar una férmula cerrada para el valor de la opcién en esta situaciéon. Podemos
probar por induccién, argumentando de manera muy similar a como se prob6 2.25, que el
valor al tiempo cero de un seguro de este tipo estard dado por la férmula

N
— Q N ~k~N—k
VO = (1 n T)N ; (k)P q 1[ude‘K>K]'
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5.1.6. Opciones europeas con barreras

Las opciones europeas con barreras son opciones que se “activan” o desactivan cuando
el valor del subyacente alcanza un cierto valor B preestablecido llamado barrera. Los tipos
mas conocidos son

1. Down and out
2. Down and in
3. Up and out

4. Upandin

El término “in” hace referencia a que la opcién entra en vigor, mientras que “out” se utiliza
para decir que la opcién pierde su vigencia. “Down” y “Up” son utilizados para indicar que
la accién ha caido por debajo de un nivel establecido o ha superado un nivel preestablecido,
respectivamente. Asi, las opciones de tipo 1 pierden su vigencia en el momento en que
el valor de la accién disminuye hasta un valor B, mientras que las opciones de tipo 2
comienzan su vigencia cuando la accién alcanza la barrera. Las opciones 3 y 4 se activan o
desactivan, respectivamente, en el momento en que el valor de la acciéon supera la barrera B.
La figura 5.1 nos muestra dos posibles trayectorias del precio de una accién en un modelo
binomial considerando una opcién con barrera.

Figura 5.1: Opciones con barrera en un Modelo Binomial

Supongamos que tenemos una opcién europea del tipo 1(en este caso serd una opcién
de compra, pues no tiene sentido considerar una opcién de venta) con una barrera B. Esto
quiere decir que el comprador declinara su derecho en el primer instante en que vea que
la accién ha disminuido hasta B. Por tanto, es necesario que el algoritmo 5.1 sea capaz de
considerar esta informacién, lo que posible siguiendo la técnica utilizada para valuar las
opciones lookback, esto es, mantener el valor méximo o minimo segin convenga en cada
periodo. Si denotamos por v,(s,m) al valor al tiempo 1 de la opcion donde el valor de la
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accion es s y el valor minimo entre sg, s1, .. ., s, es m, el algoritmo queda como

1
Vu(s,m) = Ter [Pvn+1(us, m) + quusa(ds,ds Am)], n=N-1,N-2,...,0

vN(s,m) = (s = K) 1psp)-
oumy = TSI E R, w01, N1

Es posible adaptar el andlisis anterior para hallar los correspondientes algoritmos para las
opciones de tipo 2, 3 y 4 modificando convenientemente los valores de v, (s, m) y vn(s, m).

5.2. Accién que paga dividendos

Todo el desarrollo que se ha hecho ha sido bajo la condicién de que la accién no paga
dividendos. Sin embargo, no todo estd perdido, pues es posible adaptar el desarrollo previo
para que el modelo pueda prescindir de tal condicién. La idea es extraida de [8]. El pago de
un dividendo en un cierto periodo n de una accién consiste en cierta ganancia a la que se
hace acreedor el duefio de la accién, lo que es equivalente a una disminucién en su valor.
Definamos el proceso Y, como sigue

u, si Wp+1 = H/

Yn+1(a)1 e 'a)na)n+1) = { d siw 1=T
7 n+l — .

Ahora, si Ay(w1 - - - wy) es un proceso que en cada periodo toma un valor en (0, 1) entonces
el pago de dividendo al periodo n estaria dado por Y,;A;S,—1. Una vez que se ha hecho el
pago, el valor de la accién al periodo n estd dado por

Sn=(0-An)YuSn-1.

Bajo este modelo, supongamos que un inversionista comienza con un capital X; v en cada
J

periodo toma una posicién de A, unidades de accién invirtiendo el resto en el mercado de
dinero. Su capital esta gobernado por la siguiente ecuacién

Xn+1 = AnSn+1 + (1 + r)(Xn - Ansn) + AnlAlrz+1Yn+1Sn

53
=ApYp41Sn + (1 + (X — AySy). ©3)

La férmula anterior es el equivalente a la ecuacién de capital 2.21 en un modelo con pago
de dividendos. Se asume que el proceso A,,n = 0,1,...,N — 1 es adaptado, es decir, el
inversionista toma una posicién A, basado solamente en la informacién de los primeros n
lanzamientos de la moneda. Con todo esto, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 5.2.1. Bajo la medida de probabilidad libre de riesgo, el proceso capital descontado

(l}i—';)n, n=20,1,...,N es una martingla.

68



5.2. Accién que paga dividendos Capitulo 5. Aplicaciones del Modelo Binomial

Demostracion.

]E Xn+1 — ]E AnYn+1Sn + Xn - Ansn
1@+ A+t T A+

De la linealidad de la esperanza condicional se sigue

— T A11Yn+1Sn & Xn - Ansn
@+ "I @+r)n

Del hecho de que al tiempo 1 X, A,, S, son conocidos y Y, es independiente se tiene

S }31/1 + qd Xn - AnSn
n (1 + r)n+1 (1+7)"
_ A, Sy N Xn — NSy
aQ+rn 1+
— Xn
S A+

= A,

O

Este resultado nos afirma que bajo la medida de probabilidad libre de riesgo, el modelo
Binomial con pago de dividendos sigue siendo libre de arbitraje. Ademas, es posible adaptar
la prueba del teorema 3.3.1 para probar que en este nuevo modelo la férmula de valuacién
neutral al riesgo 3.15 atin aplica. Por tanto, el andlisis previo de varios seguros derivados
puede ser adaptado a un modelo en el cual la accién paga dividendos.
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Conclusiones

En el presente trabajo se estudi6 el Modelo Binomial de valuacién de opciones como una
introduccién a la modelaciéon de un mercado financiero. Es interesante ver el impacto que
tuvieron los supuestos sobre el modelo, ya que gracias a estos fue posible hallar un método
de valuacién de un seguro derivado general. Disminuir el nimero de restricciones supone
un modelo més exacto a la realidad, sin embargo también trae consigo un modelo mds
complejo. Actualmente se trabaja en proponer nuevos modelos con menos restricciones,
por ejemplo, la condiciéon de liquidez que se asume en el Modelo de Black-Scholes-Merton
supone un problema en mercados en los cuales el seguro derivado no se comercializa
demasiado. La hipétesis de ausencia de costos de transaccién también puede ser demasiado
fuerte, puesla falta de liquidez en un mercado puede generar grandes costos de transaccién
que el inversionista debe asumir. La hipétesis de volatilidad constante también puede
ser relajada, proponiendo una funcién o una variable aleatoria en su lugar. Ademads, la
constante aparicion de seguros derivados més complejos, como son seguros sobre indices de
inflacion o seguros meteorolégicos demanda cada vez modelos maés flexibles y dindmicos,
por lo que es posible trabajar en propuestas de modelos posteriormente.
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Apéndice A
Integral de Lebesgue

En este apartado, se describen brevemente los conceptos de la integral de Lebesgue en
el contexto del Modelo Binomial que complementan este trabajo. Para una exposicién mas
detallada, la bibliografia en el tema es extensa.

Definicién A.1 (Variable aleatoria). Consideremos un espacio de probabilidad (Q, ¥, IP). Una
variable aleatoria X es una funcién de valores reales definida sobre Q) tal que para cada conjunto de
borel B de R el conjunto

{XeB}={weQ: X(w) e B}
estd en la o-dlgebra ¥ . En otros términos, es cualquier funcién que sea F-medible.

La integral de Lebesgue se construye haciendo una particién de la imagen de una
funcién. En nuestro contexto, tales funciones seran variables aleatorias. La ventaja de este
enfoque es que sera posible integrar sobre cualquier espacio abstracto €, en nuestro caso
serd el espacio muestral con que se esté trabajando. De este modo, sea X una variable
aleatoria sobre un espacio de probabilidad (€, ,P). Supongamos por el momento que
X > 0. Se define, para una particion IT= yo, y1,... talque yo =0 < y; <y2 <...sobre R, la
suma inferior de Lebesgue como

LS(X) = ) yP(A)
k=1

donde
Ap = {w € Q: yr < X(w) < Yis1}

Cuando ||IT|] — 0, la suma inferior de Lebesgue converge; y se define tal limite como la
integral de Lebesgue de X que denotaremos como

f X(w)dP(w),
Q
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o simplemente

f XdP.
Q

En caso de que X sea una variable aleatoria no acotada tenemos dos opciones: Si el conjunto
sobre el cual X = oo tiene probabilidad cero, entonces no hay problema con la integral, sin
embargo, si IP[{X = oo}] > 0 entonces definiremos fg XdP = co.

En el caso en que X sea una variable aleatoria que toma valores tanto positivos como
negativos, utilizaremos la parte positiva y negativa de X que denotaremos como X* y X~
para poder definir la integral. Tales partes se definen como:

X" (w) = méax{X(w),0}, X (w)=max{—X(w),0}.

De la definicién anterior se desprende que X* y X~ son ambas variables aleatorias no
negativas. Ademads, podemos comprobar de manera directa que

X=X"-X".

Con esto, dado que las integrales fQ X*dPy fQ X~dP estan definidas, se define

fXdIszX*’d]P—fX'le.
Q Q Q

En caso de que los valores LXJ“d]P y j;)X‘d]P sean ambos finitos, fQ XdP es finito y
diremos que la variable aleatoria X es integrable. Si fQ X*dP = oo y fQ X~dP es finito,
entonces [, XdP = co. Si [ X"dP = coy [ X*dP es finito, [, XdP = —c0. Si [ X*dPy

fQ X~dP son ambos oo, entonces la integral de Lebesgue es indefinida para X.
Algunas de las propiedades de la integral de Lebesgue se muestran en el siguiente
resultado presentado sin demostracién.

Proposiciéon A.1. Sean X y Y variables aleatorias integrables segiin Lebesgue definidas sobre un
espacio de probabilidad (Q, F,IP). Entonces:

» X es integrable si y solo si

f |X()|dIP(w) < o0.
Q

» S5i X <Y casi sequramente (esto es, P[{X < Y}] = 1) y los valores fQ XdP y fQ YdP estin

definidos, entonces
f XdP < f YdP.
Q Q

» Siay f son ambas constantes reales entonces

faX+/3Yd]P:and]P+ﬁde]P.
Q Q Q
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La importancia de la teoria de Lebesgue en probabilidad es la posibilidad de unificar
los conceptos sin tomar en cuenta si la variable aleatoria con que se estd trabajando es
discreta o continua. Consideremos la siguiente definicion:

Definicién A.2. Sea X una variable aleatoria integrable sobre un espacio de probabilidad (Q3, F, IP).
El valor esperado de X se define como

E[X] = fQ X()dP().

En el caso en que la variable aleatoria X tome un niimero finito de valores xo, X1, . .., Xn, entonces

n

E[X] = ) | xP[{X = xi]].

i=0
De las propiedades de la integral de Lebesgue se desprende el siguiente resultado:

Proposiciéon A.2. Sean X y Y variables aleatorias integrables sobre un espacio de probabilidad
(Q, ¥, P). Entonces se cumple:

» Si X <Y casi sequramente, entonces

E[X] < E[Y].

» Siay p son ambas constantes reales entonces

E[aX + BY] = aE[X] + BE[Y].
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Apéndice B

Apartado de cédigos

A continuacién aparecen los c6digos que forman parte del programa “Valuador de
opciones” con una interfaz grafica que fue elaborado en la versién R2009a de MATLAB
bajo el entorno GUIDE.

El archivo valuador_de_opciones.fig se incluye en el CD que viene adjunto a este trabajo.
Es necesario que todos los archivos se encuentren en el mismo directorio para que el
programa pueda funcionar. Para poder correr el programa basta con escribir el nombre del
mismo en la linea de comandos de MATLAB.

f—g *» waluador_ de_opciones

Al presionar la tecla enter se mostrard una interfaz gréfica como la de la siguiente
imagen:

valuador_de_opciones

Valuador de opciones s s s viain s osires

Jasé Jaime San uan Castellnos Divector detesis:Dr. Guilerma Aruro Lancho Ramero

o

— Precia nical de I sccién

ewopes -
~Teo 1

Precio de ejercicio-
de verta
o

Vlor de la opeién

—Tasa de nterés (anus) -
g i — Valor @ (Opeidn binaria) —
5] o

[ Voltid (sigma) ——

Vlorde labarrers
0s ‘

Thrtpo (en afics). Numero de periodos.
: ‘

A

Para valuar un seguro, es necesario elegir el tipo de seguro y ajustar los pardmetros
necesarios antes de presionar el botén valuar. A continuaciéon se muestra un ejemplo en
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donde se valua una opcién de compra europea con pardmetros So = 4, K = 5, r = 10%,
oc=.5,N=>5.

valuador_de_opcior

Valuador de OpCioNeS o snamicevauasinceopones

José o S Castelncs Drector detéss r. Gullermo Afro Lancho Roero
opien [
emopea T —recocaide nacoin
" Valor 6
— Tipo. 4
056612
® ce conpra
—preciode cerci
deventa . Detacabertra
1] 2 3 s 5
Tasa detrds. e 1 1500
% 2 10000
3 0sss 10000
<[ i n s 05087
— Valor de la barrera- 5 04742 0.35% 00013
; 0216 Te0ste04

45107000 0
o

L

Volatided

elor para sigma

— Numero de periocios

s ‘ )| s

Codigo B.1: valuador_de_opciones.m
function varargout = valuador.de_opciones(varargin)

gui_Singleton = 1;

gui_State = struct(’gui_Name’, mfilename ,

gui_Singleton’, gui_Singleton,

gui_OpeningFen’, @valuador.de_opciones_OpeningFcn,

gui_OutputFen’, @valuador.de_opciones_OutputFen,
gui_-LayoutFen’, [] ,
"gui-Callback’, [N;

if nargin && ischar(varargin{1})
gui-State.gui-Callback = str2func(varargin{1});
end

if nargout

[varargout{1:nargout}] = gui_mainfcn(gui_State, varargin{:});
else

gui_mainfcn (gui_State , varargin{:});
end

function valuador_de_opciones_OpeningFcn (hObject, eventdata, handles, varargin)

set(handles. panel_tipo.de.la_opcion, 'SelectionChangeFcn’,@panel_tipo_de_la_opcion_SelectionChangeFcn);
set(handles.tabla_cobertura, 'Data’ ,({}));

handles. tipo =0;

handles.output = hObject;

guidata (hObject, handles);

function varargout = valuador.de.-opciones_-OutputFcn (hObject, eventdata, handles)
varargout {1} = handles.output;

function menu_opcion_Callback(hObject, eventdata, handles)
cad=get (handles.menu_opcion, "Value’);
handles . opcion=cad;
switch cad
case 1
set(handles.panel_tipo_de_la_opcion ,’Visible’,’on");
set(handles.campo_precio_ejercicio , "Enable’,’on”);
set(handles.campo_valor.q, "Enable’, "off");
set(handles.campo_valor_barrera, 'Enable’, "off ");
case 2
set(handles. panel_tipo_-de_la_opcion, 'Visible’,’on’);
set(handles.campo_precio_ejercicio, "Enable’, "on’);
set(handles.campo._valor.q, "Enable’, " off");
set(handles.campo_valor_barrera, 'Enable’, " off");
case 3
set(handles. panel_-tipo-de_la.opcion, ’Visible’,’on’);
set(handles.campo_-precio-ejercicio , "Enable”’, " off");
set(handles.campo_valor_q, "Enable’, " off");
set(handles.campo_valor_barrera, "Enable’, " off");
case 4
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end

set(handles.
set(handles.
.campo-valor.q, "Enable’, " off ");
set(handles.

set(handles

case 5

set(handles.
set (handles.
.campo_valor_q, "Enable’,’on");
set(handles.

set (handles

case 6

set(handles.
set (handles.
.campo_valor_q, "Enable’, " off");
set (handles.

set (handles

case 7

set (handles.
set (handles.
.campo._valor.q, "Enable’, "off");
set(handles.

set(handles

case 8

set(handles.
set(handles.
.campo_valor_q, "Enable’, " off");
set(handles.

set(handles

case 9

set(handles.
set(handles.
.campo_valor_q, "Enable’, "off");
set (handles.

set(handles

otherwise

panel_tipo.-de_la.opcion, ’Visible’,’on”);
campo-precio.ejercicio, "Enable’, ’on");

campo-valor_barrera, "Enable’, "off ");

panel_tipo_de_la_opcion, ’Visible’,’on’);
campo_precio_ejercicio , "Enable’,’on");

campo_valor_barrera, "Enable’, "off");

panel_tipo_de_la_opcion, 'Visible’, off");
campo_precio_ejercicio, "Enable’,’on’);

campo._valor_barrera, "Enable’,’on’);

panel_tipo_de_la_opcion, 'Visible’, " off ");
campo.-precio.ejercicio, "Enable’, ’on");

campo-valor_barrera, "Enable’, ’on”);

panel_tipo-de_la.opcion, "Visible’, " off");
campo-precio-ejercicio, "Enable’,’on”);

campo_valor_barrera, "Enable’,’on’);

panel_tipo_de_la_opcion, 'Visible’, off");
campo_precio_ejercicio , "Enable’,’on");

campo_valor_barrera, "Enable’,’on’);

guidata (hObject, handles);

function menu.opcion._CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject, 'BackgroundColor’), get(0, defaultUicontrolBackgroundColor”))

set (hObject, "BackgroundColor’, "white ") ;

end

function tipo_de_compra_Callback (hObject, eventdata, handles)

function tipo_de_venta_Callback (hObject, eventdata, handles)

function boton_valuar_Callback (hObject, eventdata, handles)

handles

handles.
handles.
handles.
handles.
handles.

.opcion = get(handles.menu_opcion, 'Value’);
handles .

tasa=str2double (get(handles.tasa_interes , 'String’));
numero_de_periodos=str2double (get (handles.campo_numero_de_periodos, 'String " ));

valor_sigma=str2double ( get(handles.campo_valor_sigma, ’String ")

precio_inicial

);

str2double ( get(handles.campo_valor_inicial_de.la_accion, ’String’) );
precio._ejercicio = str2double(get(handles.campo_precio_ejercicio, ’String’));
valor.q = str2double(get(handles.campo._valor.q, ’String’));

handles.valor_barrera=str2double(get(handles.campo.valor.barrera,

global sigma Nud pp qq r 5.0 KQ B;
sigma=handles.valor_sigma;
N=handles.numero.-de_periodos;

u=exp (sigma/(sqrt(N)));
d=exp(~sigma/(sqrt(N)));

S_0=

handles. precio_inicial;

K=handles. precio.ejercicio;
Q=handles. valor_q;
B=handles.valor_barrera;
r=(handles.tasa/100)/N;
pp=(1+r-d)/(u-d);
qq=(u—(1+r))/(u-d);

switch handles.opcion

'String"));

case 1
[valor_opcion Delta]=algoritmo_.opcion_europea(handles.tipo);
case 2
[valor_opcion Delta]=algoritmo_opcion.americana (handles. tipo);
case 3
[valor-opcion Delta]=algoritmo.-opcion_-lookback (handles.tipo);
case 4
[valor-opcion Delta]=algoritmo-opcion.asiatica (handles.tipo);
case 5
[valor_opcion Delta]=algoritmo_opcion_binaria(handles.tipo);
otherwise
[valor_opcion Delta]=algoritmo_opcion_barrera (handles.opcion);
end
[vO, errmsg]=sprintf(’%.05f",valor_opcion);
if N<=100

set(handles.tabla_cobertura, 'Data’,Delta);
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else

end

set (handles. tabla.cobertura , "ColumnWidth’, "auto’);
set (handles.campo_valor_de_la_opcion, 'String’,v0);

set(handles.tabla_cobertura , 'Data’ ,({}))

guidata (hObject, handles);

function slider_tasa_de_interes_Callback (hObject, eventdata, handles)

slider_value = get(hObject, 'Value’);
handles. tasa=slider_value;

[s,
set(

errmsg] = sprintf(’%.0f’, slider_value);
handles. tasa_interes , 'String’,s);

guidata (hObject, handles);

function slider_tasa_de.interes_CreateFcn (hObject, eventdata, handles)

if isequal(get(hObject, 'BackgroundColor’), get(0, defaultUicontrolBackgroundColor’))

end

function panel_tipo.de.la.opcion_-SelectionChangeFcn (hObject, eventdata)

set (hObject, 'BackgroundColor’ ,[.9 .9 .9]);

handles = guidata (hObject);
switch get(eventdata.NewValue, 'Tag’)

end

case ’tipo_de_compra’
handles. tipo=0;
case ’tipo_de_venta’
handles. tipo=1;
otherwise

guidata (hObject, handles);

function campo_precio_ejercicio.Callback (hObject, eventdata, handles)

function campo_precio_ejercicio.CreateFcn (hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject, 'BackgroundColor’), get(0, defaultUicontrolBackgroundColor’))

end

function campo-valor.q-Callback (hObject, eventdata, handles)

function campo_valor_q.CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

set (hObject, "BackgroundColor’, "white ") ;

if ispc && isequal(get(hObject, BackgroundColor’), get(0, defaultUicontrolBackgroundColor”))

end

function panel_tipo_de_la_opcion_CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
function campo._valor_barrera_Callback (hObject, eventdata, handles)

function campo_valor_barrera_CreateFcn (hObject, eventdata, handles)

set (hObject, 'BackgroundColor’, "white " );

if ispc && isequal(get(hObject, 'BackgroundColor’), get(0, defaultUicontrolBackgroundColor’))

end

function slider-numero.de.periodos-Callback (hObject, eventdata, handles)

set (hObject, 'BackgroundColor’, "white " );

slider.value = get(hObject, "Value’);
handles.numero-de.periodos=slider_value;

[s,

set (handles.campo_numero_de_periodos, 'String ' ,s);

errmsg]| = sprintf(’%.0f’, slider_value);

guidata (hObject, handles);

function slider_numero_de_periodos_CreateFcn (hObject, eventdata, handles)

if isequal(get(hObject, BackgroundColor’), get(0, defaultUicontrolBackgroundColor’))

end

set (hObject, "BackgroundColor’ ,[.9 .9 .9]);

function campo.valor_inicial_de_la_accion_Callback (hObject, eventdata, handles)

function campo._valor.inicial_de_la.accion_CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal(get(hObject, 'BackgroundColor’), get(0, defaultUicontrolBackgroundColor’))

end

function panel.delta_cobertura_-CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
function campo_valor_sigma_Callback (hObject, eventdata, handles)

function campo_valor_sigma_CreateFcn (hObject, eventdata, handles)

set (hObject, "BackgroundColor’, "white ") ;

if ispc && isequal(get(hObject, BackgroundColor’), get(0, defaultUicontrolBackgroundColor’))

end

set (hObject, 'BackgroundColor’, ’white " );
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Codigo B.2: algoritmo_opcion_europea.m

function [v Delta]=algoritmo_opcion_europea(T)
global sigma Nu d pp qq r 5.0 KQ B;
Delta=cell (2#N-1,N);

for i=1:1:N+1

if T==0
V(i N+1)=max([0 ( (u”( N+1-i ) )*( d°( i-1 ) )*S-0 )-K]);
else
V(i N+1)=max([0 ( K—-( (u™( N+1-i ) )=*( d°( i-1 ) )*S.0 ) ) 1);
end
end
for i=N:-1:1
for j=1:1:1
V(j,1)=( ( pp*V(j,i+1) )+( qq=V(j+1,i+1) ) )/(1+r);
Delta (N-i+142+(j =1), i)={(V(j,i+1) = V(j+1,i+1))/( (u=d)*(u”(i-1-(j =1))*d"(j=1)xS_0) )};
end
end
v=V(1,1);
end

Codigo B.3: algoritmo_opcion_americana.m

function [v Delta]=algoritmo_opcion_americana(T)
global sigma Nu d pp qq r S.0 KQ B;

Delta=cell (2*N-1,N);

for i=1:1:N+1

if T==0
V(i N+1)=max([0 ( (u"( N+1-i ) )*( d°( i-1 ) )*S-0 )-K]);
else
V(i N+1)=max([0 ( K-( (u”( N+1-i ) )=( d"( i-1 ) )*S-0 ) ) 1);
end
end
for i=N:-1:1
for j=1:1:i
if T==0
. V(j,i)=max( max([0 ( (u”( i-j ) )«( d°( j-1) )*5-0 )-K]) , ( ( pp*V(j,i+1) )+( qq=V(j+1,i+1) ) )/(1+r) );
else
dV(j/i)=max( max ([0 K—( (u"( i-j ) )*( d"( j-1) )+S.0 )]) , ( ( pp*V(j,i+1) )+( qq=V(j+1,i+1) ) )/(1+r) );
en
Delta (N-i+1+2+(j =1), 1)={(V(j,i+1) — V(j+1,i+1))/( (u-d)*(u"(i-1-(j —1))*=d"(j —1)+S.0) )};
end
end
v=V(1,1);
end

Codigo B.4: algoritmo_opcion_lookback.m

function [v Delta]=algoritmo_opcion_lookback(T)

global S.0;
Delta=({});
if T==0

v=vn_lookback_compra ([S_.0 S_.0 0]);
else

v=vn_lookback_.venta ([S-0 S.0 0]);
end

Codigo B.5: vn_lookback_compra.m

function v = vn_lookback_compra (X)
global N u d pp qq r;
s=X(1);m=X(2);j=X(3);
if j==N
v=s-m;
else
wl=[u*s min(ux*s,m) j+1];
w2=[d*s min(dxs,m) j+1];
v=pp*vn_lookback_compra(wl) + qq*vn_lookback_compra(w2);
v=v/(1l+r1);
end
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Codigo B.6: vn_lookback_venta.m

function v = vn_lookback_venta (X)
global N u d pp qq r;
s=X(1);m=X(2);j=X(3);
if j==N
v=mes ;
else
wl=[u*s max(u*s,m) j+1];
w2=[d*s max(d*s,m) j+1];
v=pp*vn_lookback_venta(wl) + qq*vn_lookback_venta(w2);
v=v/(l+r);
end

Codigo B.7: algoritmo_opcion_asiatica.m

function [v Delta]=algoritmo.-opcion_asiatica(T)

global S.0;
Delta = ({});
if T==0

v=vn_asiatica.compra ([S_.0 S.0 0]);
else

v=vn_asiatica.venta ([S-0 S.0 0]);
end

Cédigo B.8: vn_asiatica_compra.m

function v = vn.asiatica_compra (X)

global Nu d pp qq r K;
s=X(1);y=X(2);j=X(3);
if j==N
v=max(y/(N+1)-K,0);
else
wl=[uss y+uxs j+1];
w2=[d*s y+d+*s j+1];
v=pp*vn_asiatica_.compra(wl) + qq+vn_asiatica_.compra(w2);
v=v/(l+r);
end

1

Codigo B.9: vn_asiatica_venta.m

function v = vn_asiatica-venta (X)
global Nu d pp qq r K;
s=X(1);y=X(2); j=X(3);
if j==N
vemax(K~(y/(N+1)) ,0);
else
wl=[uss y+uxs j+1];
w2=[d*s y+dxs j+1];
v=pp*vn_asiatica.venta(wl) + qq*vn_asiatica_venta(w2);
v=v/(l+r);
end

Codigo B.10: algoritmo_opcion_binaria.m

function [v Delta]=algoritmo_opcion_binaria(T)
global Nud pp qq r S.0 KQ;
Delta=cell (2*N-1,N);
for i=1:1:N+1
if T==0
if ( (u"( N#l-i ) )*( d*( i-1) )*S.0 ) > K
V(i N+1)=Q;
else
V(i N+1)=0;
end
V(i N+1)=max([0 ( (u™( N+1-i ) )+( d°( i-1 ) )*S_0 )-K]);
else
if K> ( (u”( N+#1-i ) )+( d°( i-1 ) )*S-0 )
V(i N+1)=Q;
else
V(i ,N+1)=0;
end
end
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end
for i=N:-1:1
for j=1:1:i
V(i i)=( ( ppeV(j,i+1) )+( qqsV(j+1,i+1) ) )/(1+1);
Delta (N-i+1+42+(j 1), i)={(V(j,i+1) = V(j+1,i+1))/( (u=d)=(u™(i-1-(j =1))+d"(j =1)*S_0) )},
end
end
v=V(1,1);
end

Codigo B.11: algoritmo_opcion_barrera.m

function [v Delta]=algoritmo_opcion_barrera(T)
global S.0;
Delta=({});
switch T
case 6
v=vn.down_out([S-0 S.0 0]);
case 7
v=vn_down_in([S-0 S-0 0]);
case 8
v=vn_up-out([S-0 S.0 0]);
case 9
v=vn_up-in([S-0 S.0 0]);
end

Codigo B.12: vin_down_out.m

function v = vn_.down.out(X)
global Nu d pp qq r K B;
s=X(1);m=X(2);j=X(3);

if j==N
if m>B
v=max(s-K,0);
else v=0;
end
else

wl=[u*s min(ux*s,m) j+1];
w2=[d*s min(dxs,m) j+1];
v=pp*vn_down_out(wl) + qq*vn_down_out(w2);
v=v/(1+r1);

end

Codigo B.13: vn_down_in.m

function v = vn.down.in(X)
global N u d pp qq r K B;
s=X(1);m=X(2);j=X(3);

if j==N
if m<=B
v=max(K-s,0);
else v=0;
end
else

wl=[u*s min(u*s,m) j+1];
w2=[d*s min(d*s,m) j+1];
v=pp*vn_down_in(wl) + qq*vn.down_in(w2);
v=v/(l+r);

end

Codigo B.14: vin_up_out.m

function v = vn_up_out(X)
global N u d pp qq r K B;
s=X(1);m=X(2);j=X(3);

if j==N
if m< B
v=max(K-s,0);
else v=0;
end
else

wl=[u*s max(u*s,m) j+1];
w2=[d*s max(d*s,m) j+1];
v=pp*vn_up_out(wl) + qq*vn_up_out(w2);
v=v/(l+r);

end
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function v = vn._up.in(X)
global N u d pp qq r K B;
s=X(1);m=X(2);j=X(3);

if j==N
if m>=B
v=max(s-K,0);
else v=0;
end
else

wl=[u*s max(u*s,m) j+1];
w2=[d*s max(d+s,m) j+1];
v=pp*vn_up_in(wl) + qq*vn_up_in(w2);
v=v/(l+r);

end

Cédigo B.15: vn_up_in.m
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