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Prefacio

En este trabajo se lleva a cabo un estudio del resultado central sobre
la distribucién de los ntiimeros primos entre los niimeros naturales: el

Teorema del Numero Primo.

Las primeras versiones (conjeturales) de dicho teorema fueron presen-
tadas por C. F. Gauss y A. M. Legendre hacia finales del siglo XVIII, pero
no fue sino hasta aproximadamente cien afios después que J. Hadamard
y C. J. de la Vallée Poussin publicaran las primeras demostraciones del

teorema.

Una caracteristica de nuestro tratamiento del Teorema del Numero
Primo es que, atn cuando se opt6 por enfocar la atencién hacia las pruebas
mads recientes que se conocen del resultado, jamds se perdi6 de vista el
desarrollo histérico que conllevé a las demostraciones de Hadamard y
de de la Vallée Poussin. Una muestra de esto es el andlisis que hemos
hecho de la memoria en [3], en la cual, P. L. Chebyshev derivé las primeras
estimaciones concretas sobre el orden de magnitud de la funcién contadora

de primos.

El trabajo consta de tres capitulos. En el primero de ellos se motiva
el tema central de la obra desde la interesante temética de la generacién
de ntiimeros primos mediante férmulas elementales. En ese capitulo se
presentan también las formulaciones efectivas del Teorema del Numero

Primo que probamos posteriormente.

En el capitulo 2 se ponen de manifiesto, una y otra vez, algunas de las

sorprendentes conexiones entre la funcién zeta de Riemann y los ntimeros



II.

primos. La primera de ellas es la representaciéon en producto de Euler
para la funcién zeta y la mds impactante de todas es la equivalencia entre
el Teorema del Ntumero Primo y la no anulacién de la funcién zeta de
Riemann en la linea R(z) = 1. Es en este capitulo donde presentamos las
pruebas del Teorema del Ntiumero Primo que optamos abordar. La primera
de la pruebas expuestas se debe a Donald J. Newman y la segunda se
obtiene como una aplicaciéon del teorema tauberiano de N. Wiener y S.
Ikehara. Al final de ese capitulo se presentan algunas aplicaciones notables

del Teorema del Numero Primo.

El resultado bésico del capitulo 3 es la prueba de un célebre teorema
debido a ]J. P. G. L. Dirichlet, a saber, la infinitud de primos en una progre-
sién aritmética de ntiimeros naturales donde el término inicial es coprimo
con la diferencia comun. Las investigaciones de Dirichlet son un referente
obligado en las recolecciones sobre el Teorema del Ntimero Primo porque,
de acuerdo con L. J. Goldstein, con ellas se introdujo a la Teoria de Niimeros,
la fértil idea de que los métodos analiticos podian ser exitosamente aplicados a

problemas aritméticos.

Dado que el trabajo de Dirichlet sobre primos en progresiones arit-
méticas (c. 1837) antecedi6 a la memoria de Chebyshev mencionada arri-
ba (c. 1850), la disposicién hecha de los capitulos puede resultar un tanto
paraddjica a primera vista. No obstante, la explicacién de dicho seguimien-
to es simple: en el capitulo 3 se contempla también, entre otros puntos, la
cuestion del comportamiento asintético de las funciones contadoras de
primos dentro de progresiones aritméticas y las respuestas que brindamos
dependen del teorema de Wiener-Ikehara que se introduce al final del
capitulo 2.

Estdn en orden ahora algunos comentarios en cuanto a la notacién em-
pleada. Como es usual en la literatura de Teoria de Ntimeros, la expresion
log n denota siempre al logaritmo natural de n. A lo largo del trabajo, el
simbolo P denota al conjunto de ntiimeros primos positivos, p es siempre

un primo fijo o una variable que toma valores en P y la expresion p®||n
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indica que p* divide a n, pero p**!

no. La parte entera del ntiimero x la
denotamos con [ x] y ¢(n) es la funcién de Euler evaluada en n.

Ahora bien, si s € C entonces s = 0 + it para algunos o y t en R. Luego,
para A € R, la relacién s € 0 > A indica que s esta en el semiplano de los
numeros complejos con parte real mayor que A. La expresion R(z) es la
parte real del namero complejo z y J(z) la parte imaginaria.

El simbolo O de Bachmann-Landau se emplea con la denotacién usual.
Esto es, si f(n) = O(g(n)) entonces existe una constante A > 0 tal que
|f(n)| < A|g(n)| siempre que n es suficientemente grande. La notacién
f(n) = o(g(n)) indica, por su parte, que f(n)/g(n) — 0 cuando
n — oo. El simbolo = ubicado entre dos funciones indica que las fun-
ciones tienen el mismo orden de magnitud. Esto es, si f(n) < g(n) entonces
Aqlg(n)| < |f(n)| < A,lg(n)| para todo n suficientemente grande. Por dltimo,
la relacién f(n) ~ g(n) indica que f y g son asintéticamente equivalentes,
esto es, que f(n)/g(n) — 1 cuando n — oo.

Por tltimo, pero no por ello menos importante, deseo expresar en este
espacio mis agradecimientos a los sinodales Lic. Juan Luis Hernandez,
M.C. Adolfo Maceda y M. C. Alma Lidia Piceno por la minuciosa revisién
que hicieron de esta tesis y por sus atinadas correcciones. En particular,
agradezco al M. C. Vulfrano Tochihuitl por su apoyo durante la realizacion
de este proyecto y al Dr. Eugenio Balanzario por ayudarme a definir la
ruta que este trabajo tenia que seguir. Agradezco también a la M. C. Luz
del Carmen Alvarez Marin por toda la ayuda que recibi de ella durante mi

tiempo en la UTM.

José Hdz. Stgo.
Agosto de 2010.
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Capitulo 1

Preludio

§1. La infinitud del conjunto de los nameros primos era un resultado
bien conocido para los antiguos griegos. La prueba que de este hecho
Euclides dejara para nosotros es una hermosa ilustracién de la efectividad
de las pruebas constructivas. Aun asi, nuestro trabajo no empezard con la
exposicion del argumento aquel sino con el estudio de una aseveracién un
tanto mads fina que el s6lo apunte sobre el cardinal del conjunto de primos,

a saber,

Proposicién 1.1. La serie de los reciprocos de los ntimeros primos di-

verge.

Prueba. Por contradiccién. Si denotamos con P al conjunto de primos

1 N :
y suponemos que Z — converge, el criterio de Cauchy para series nos
peP
permite asegurar la existencia de k € IN tal que

1
— <

(1.1)
i>k+1 pi

1
5
Una vez que se ha fijado dicha k hacemos las siguientes convenciones:
los primos p1, pa, . . ., pr serdn primos tipo A y los primos py1, Pr+2, - - - serdn
primos tipo B. Ademas, si N es un natural mayor que 1 denotamos con Ny al

numero de naturales menores o iguales a N que son divisibles por al menos

1



2. CAPITULO 1. PRELUDIO

un primo tipo B. N, serd, por su parte, el nimero de naturales menores
o iguales a N que son divisibles s6lo por primos tipo A. Claramente, para

cada natural N distinto de 1, las convenciones hechas implican que
Na + Ng =N. (12)

Procedemos ahora a estimar Ng. La expresion LPMJ esigual al niimero de
1

naturales menores o iguales a N que son divisibles por p;. La desigualdad

en (1.1) implica entonces que

N332E|gzg<§ (1.3)

i>k+1 i>k+1

Ahora bien, para obtener informacién con respecto a Ny notamos en
primer lugar que todo natural n menor o igual a N que sélo tiene divisores
del tipo A se puede escribir en la forma n = a,b3, donde a, es libre de
cuadrados y por tanto producto de distintos primos tipo A. Puesto que
s6lo hay k primos tipo A, se sigue que a lo sumo hay 2 maneras diferentes
de formar la parte libre de cuadrados de n. Mdas atn, las desigualdades
b, < Vn < VN implican que Na < 2¥VN. En particular, si N = 226+D Ja
desigualdad previa indica que

Na < 28 V22041) = % (1.4)
Luego, para esta eleccion particular de N se tiene, en la luz de (1.3), que

N N
NA+NB<(E)+(E):N,

lo cual contradice lo afirmado en (1.2) y la prueba termina.
O

La primera demostracién en la historia de la proposicién anterior se
atribuye a L. Euler. No obstante, la prueba que se ha presentado arriba es
basicamente el argumento que P. Erdés presentara en su trabajo Uber die
Reihe Y, ilo de 1938. El resultado proporciona tanto una demostracién inci-

dental de la infinitud de P como evidencia temprana sobre la peculiaridad
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de la aparicién de los primos entre los nimeros naturales. Para aclarar un
poco lo que se pretende dar a entender aqui con el adjetivo peculiar vamos

a considerar la siguiente pregunta: ;serd cierto que si A es un subconjunto

e . 1 ..
propio e infinito de IN entonces la serie Z - diverge?
acA

Sila respuesta a nuestra interrogante fuera siempre afirmativa entonces
estariamos claros en que la proposicion 1.1 seria tipica de todo subconjun-
to propio e infinito de IN y que por tanto no habrifa nada de particular
en el hecho de que P la cumpliera, menos atin cuando se consideran los
2% subconjuntos infinitos propios’ de IN. El hecho de que la respuesta
sea en muchas ocasiones negativa indica que la pregunta es digna de
consideracién. Atn cuando no resulte aparente como proponer una carac-
terizacion sencilla de los subconjuntos de IN para los cuales la respuesta es
afirmativa, es interesante notar que el hecho de que la respuesta sea pos-
itiva para un subconjunto A de los naturales indica, de cierto modo, que
A es un subconjunto sustancioso de los nimeros naturales. Una manera de
precisar la intuicién detrds del uso del término sustancioso se tiene al dotar
a los ntimeros naturales de una topologia 7 de tal manera que los subcon-
juntos densos de IN bajo dicha topologia se correspondan biunivocamente

con los subconjuntos sustanciosos de IN, esto es, aquellos subconjuntos A

1
de IN para los cuales la serie Z - diverge.
acA

Otro punto importante a favor de la peculiaridad de P como consecuen-
cia de lo establecido en 1.1 estd dado por la siguiente conjetura de Erd&s:

si {a,}nen €5 una sucesidn estrictamente creciente de enteros positivos y

'La demostracion de este hecho nos proporciona una interesante ilustracién de la
ubiquidad de la nocién de ntimero primo en Matematicas. Claramente, es suficiente con
demostrar que el conjunto de sucesiones finitas de ndmeros naturales es numerable.
Denotemos con p; al i—ésimo ndmero primo y a la sucesion finita a, . . ., 4, asociemos el
ntimero natural determinado por pf' - - p}*. El teorema fundamental de la Aritmética nos
permite garantizar que la correspondencia anterior determina una funcién biyectiva entre

el conjunto de sucesiones finitas de ntimeros naturales y IN y de aqui nuestro resultado.
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1 . . . .
ademas Z — diverge entonces la sucesioén {a,},en contiene progresiones
a

neN "
aritméticas arbitrariamente largas. Dicha conjetura no ha sido estableci-

da en el caso general todavia, no obstante, Ben J. Green y Terence Tao

demostraron en 2004 que?:
Teorema 1.2. Hay progresiones aritméticas arbitrariamente largas en P.

El trabajo de Green y Tao es notable y representa un aporte grandioso
a nuestro conocimiento de los nimeros primos. Como la gran mayoria de
los eventos importantes en Matematicas, el teorema de Green-Tao no fue
fruto de esfuerzos aislados. Uno de los resultados precursores de esa linea
de investigacion fue un célebre teorema de van der Waerden de 1927 que
asegura que dado k € IN siempre es posible encontrar un segmento inicial de los
niimeros naturales de tal manera que cada vez que se realice una particion de dicho
segmento inicial en k clases al menos una de ellas retenga una progresion aritmética
de longitud prescrita €. Fascinados por el problema de la determinacién de
cotas para las longitudes de los segmentos iniciales mencionados en el
anterior teorema de van der Waerden, Erd&s y Turdn conjeturarian en 1936
que todo subconjunto A de IN con densidad superior positiva® contiene
progresiones aritméticas arbitrariamente grandes. K. F. Roth di6 en 1952 el
primer paso hacia el establecimiento de dicha conjetura al demostrar que
todo A C IN con densidad superior positiva contiene progresiones arit-

méticas de longitud al menos 3. En 1969, E. Szemerédi demostré que, en

2B. Green; T. Tao. The primes contain arbitrarily long arithmetic progressions. Ann. of Math.

167 2 (2008), pags. 481-547.
3Como es de esperarse, si S y T son subconjuntos de IN, la densidad superior de S

relativa a T se define como

{neS:n< N}
Noco. M E€T:n <N}

Cuando T = N tinicamente se habla de densidad superior de S. La nocién de densidad
inferior de S relativa a T se define de modo andlogo y cuando los limites para una densidad
y otra coinciden se dice que S tiene densidad asintética relativa a T igual al valor comuin
de ambos limites.
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realidad, siempre es posible encontrar progresiones aritméticas de longi-
tud 4 en un Atal y seis afios mds tarde presentaria la respuesta afirmativa al
caso general. El hecho de que el teorema de Green-Tao no fuera establecido
sino hasta casi treinta afios después nos proporciona de paso un importante
metadato sobre la caprichosa naturaleza de los nlimeros primos: jsu densi-
dad asintética es cero! Intuitivamente, esto indica que los primos se hacen
cada vez mds escasos en cuanto mas se avanza en la sucesion de naturales.

La prueba de este hecho la posponemos para el §3 de este capitulo.

Ahora bien, aunque la conjetura de Erd6s mencionada en un principio
no ha sido probada en toda su generalidad atn, tampoco ha sido refutada.
Atendiendo a la idea intuitiva que suele tenerse sobre el papel funda-
mental de la sucesiéon de primos entre los enteros lo que se esperaria es
que la solucién general a dicha propuesta de Erdés haga algtin uso de las
ideas desarrolladas en el establecimiento del caso primo. En todo caso,
cualquiera que sea el desarrollo futuro de dicha problematica, es impor-
tante mencionar ahora una conexién del resultado de Green y Tao con una
de las primeras interrogantes que suelen originarse en torno al tema de
los nimeros primos: ;hay una férmula simple que permita determinar al

n-ésimo numero primo?

La idea que se tiene al introducir el requerimiento de simplicidad es
que la evaluacién de la férmula en cuestién sea menos laboriosa que la
aplicacién del método estandar (criba de Erastdstenes). En la actualidad
no se conoce una férmula 6ptima en dicho rubro y la mayoria de las que se
tienen o son meras curiosidades que definen al r-ésimo primo en términos
de si mismo o lo determinan bajo el costo de mas manipulaciones de las
que se requieren con la criba de Eratéstenes, o bien, no son més que alguna
reformulacién de dicha criba. La necesidad de modificar nuestro enfoque
se acaba de hacer més que patente. Consideremos entonces la pregunta:
(se puede dar una funcién de n cuya imagen consista exclusivamente

de ntmeros primos? Algunas férmulas proporcionan muchos primos. Por
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ejemplo, la famosa propuesta de Euler
p1(n) = n* +n +41

determina un primo para cada entero n en el intervalo [0, 39]. Més atn, si
n > 0 se tiene que p1(-n) = (n —1)> + (n — 1) + 41 y de ahi que p1(n) sea
un ntimero primo para cada n € Z N [-40,39]. De hecho, un importante
resultado de la teoria establece que g = 41 es el nimero més grande tal que
el trinomio 1 + n + g determina un nimero primo para cada entero 1 en
[-(g — 1), 9 — 2]. Por otro lado, una notable observacién de C. Goldbach (c.
1752) indica que ningtn polinomio f(x) € Z[x] \ Z es tal que f(n) es un
namero primo para cada entero n mayor o igual a algtn ny. La prueba es
tan atractiva como la observacién misma: supongamos que f(1ny) = p € P.

Claramente, para k € Z se tiene que

f(no + pk) = f(ng) méd p.

Luego, sik > 0 se sigue que p|f(no + pk) y por consiguiente f(ny + pk) = +p.
Esto dltimo implica que alguno de los polinomios en el conjunto

{f(x)+p, flx)—p}

admite una infinidad de ceros. Esto tltimo s6lo puede ser posible si f es
constante (contradiccion).

Al parecer el nuevo enfoque que se le ha dado al cuestionamiento sobre
la posibilidad de encontrar un patrén que nos permita representar primos
de forma simple se encuentra lejos de retribuir algo. Es preciso notar, sin em-
bargo, que el teorema de Green-Tao asegura que siempre es posible dar con
polinomios de grado 1 de tal manera que la imagen de segmentos iniciales
de IN (de longitud predefinida ¢) consista exclusivamente de ntimeros pri-
mos. jVoila! Practicamente el tipo de resultado al que aspirabamos, salvo
por un detalle crucial: el teorema de Green-Tao es un resultado puramente
de existencia, esto es, en su demostracién no se proporciona un algorit-

mo explicito para determinar las dichosas progresiones aritméticas. Otro
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punto en detrimento del teorema de Green-Tao es que lo deseable es tener
una expresion que genere infinitos primos y lo mas que el resultado de
Green y Tao ofrece es la posibilidad de construir polinomios lineales cuyo
rango intercepte bloques arbitrariamente grandes de P. La sospecha de que
una condicion tal debe implicar, a fortiori, l1a existencia de una progresion
aritmética infinita de primos no tiene lugar y el contraejemplo no puede
hacerse esperar: la sucesion de naturales de la forma {10’ + j} donde i € N
y j € {1,...,i} contiene progresiones aritméticas arbitrariamente grandes,
pero falla en albergar una progresién aritmética de longitud infinita.

Una vez que se ha recabado evidencia a favor de la imposibilidad de
tener una férmula polinomial para generar primos, surge como opcién
natural el andlisis de la representacién de primos por medio de funciones

racionales. El resultado basico en este respecto estd dado por el siguiente

Teorema 1.3. Sea R(x) una funcién racional. Si R(n) es primo para cada

n € Z* entonces R(x) es constante.

Prueba. Supongamos que R(x) = f(x)/g(x) donde f y g son poli-
nomios coprimos de coeficientes enteros. Aplicando el algoritmo de la
divisién a f(x) y g(x) resulta que podemos encontrar un q € Z \ {0} tal que
gR(x) = G(x) + r(x) donde G(x) € Z[x] y r(x) es una funcién racional cuyo
numerador tiene grado menor al grado de su denominador. Por hipétesis
se tiene que r(n) es siempre un ntimero entero. Luego, al tenerse que
lim, e 7(x) = O se sigue que la funcién r(x) es idénticamente igual a cero
pues r(n) = 0 para todo n suficientemente grande y una funcién racional
que no se anula idénticamente s6lo puede ser 0 un nimero finito de veces.

La igualdad qR(x) = G(x) implica ahora que los ntiimeros

G(0) G(1) GQ2) G(3)
R(0) = =2, R(1) = —,R(2) = —=L,R(3) = —=, ....
(0) p (1) p 2) p 3) p

son todos primos. Dado que ninguno de estos primos se puede repetir mds
de m = deg[G(x)] veces se sigue que en el conjunto {? ‘n € Z*} hay

un ntmero infinito de primos.
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La deduccién anterior nos permite asegurar la existencia de a,b € IN
con R(a) = p1, R() = p2 y p2 > p1 > m. Asi?, si ¢ es un naimero natural tal

que ¢ = a méd p; y ¢ = b méd p; se sigue que
m!R(c) = 0 méd pip,

lo cual contradice la primalidad de R(c).
O

Antes de seguir con nuestros intentos de encontrar algin dejo de es-
tructura en P, vale la pena hacer unos comentarios sobre una férmula para
primos que en su momento origind sensacion. Pierre de Fermat crefa que la
expresion F, = 2% +1 devolvia un ntimero primo siempre que 7 se tomaba
en los enteros no negativos. Las cinco primeras evaluaciones de la férmula

de Fermat dan

Fo=3, F, =5, F, =17, F3 =257 y Fy = 65537

%1. La posibilidad de elegir tal ntimero c es garantizada por el teorema chino del resto.

X
II. El polinomio H(x) = m!R(x) tiene coeficientes enteros. En efecto, si con (n) denotamos

x(x—1)---(x—n+1)
n!

R(x) = b, + bm_l(f) + bm_z(;) +...+ bo(;)

al polinomio se sigue que

donde
RA) = bu+ (i)bm_l,
2 2
R(Z) = bm + (1)bm—1 + (2)bm—2/

R(m)

b, + (m)bm_l +...+ (m)bo.
1 m

Dado que los ntimeros R(0), ..., R(m) son enteros se tiene que los coeficientes by, ..., by,
también lo son. La conclusiéon deseada es ahora una consecuencia directa de este hecho.
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y todas ellas corresponden a ntimeros primos. Sin embargo, Euler mostré en
1732 que F5 = 2% +1 es compuesto pues 641 = 5*+2* = 5-27 +1 divide tanto
a5*-2% + 232 como a 5*- 2% — 1 y por tanto divide a la diferencia de ambos
numeros, la cual es exactamente F5. A la fecha, no se ha encontrado otro
primo en la lista de evaluaciones de la férmula de Fermat; luego, su conje-
tura ha resultado més bien desafortunada. Paradéjicamente, los ntimeros
en la sucesion {F, },en, bautizados a la postre como ntiimeros de Fermat, no
reducen su existencia a lo relacionado con esta conjetura de Fermat. Un
notable resultado de Gauss y P. Wantzel asegura que el poligono regular
de n lados puede construirse con regla y compads si y sélo si n es de la
forma 2"p; --- px donde h es un entero no negativo y los nimeros p; son
nimeros de Fermat primos. Otra interesante aparicién de los nimeros de
Fermat se produce en una demostracién de la infinitud de primos debida
a Goldbach. La idea de dicha prueba se puede poner en medio parrafo y
los detalles son facilmente verificables: si m > n entonces F,|(F,, — 2) y por
tanto los nimeros de Fermat son primos relativos dos a dos. Esto indica
que cada ntimero de Fermat aporta a P un factor primo distinto al que
aportan los demds ntimeros de Fermat y de aqui nuestro QED. La prueba

anterior suele atribuirse, erréneamente, a G. Polya’.

Dado que los resultados obtenidos al haber contemplado las dos pre-
guntas anteriores han sido préacticamente nulos, daremos ahora un giro
dramatico al sentido de nuestra investigacion. La nueva pregunta que va-
mos a considerar es: dado un ntimero x > 1, jcuantos niimeros primos hay

en el intervalo [1, x]?

Denotemos, como es usual, con 7(x) al nimero de primos que son
menores o iguales al nimero x. La funcién 7t asi determinada suele ir bajo
la denominacién de funcién contadora de primos. Notemos que si p, es
el n-ésimo ntimero primo entonces 7(p,) = n y por tanto, vistas como

funciones de una variable en IN, la funcién contadora de primos es inversa

°La prueba de la coprimalidad de ntimeros de Fermat distintos aparece ya en una carta
de Golbach a Euler con fecha 20 de julio de 1730.
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izquierda de p,. Luego, el preguntar por una férmula simple para 7(x) es
practicamente regresar a la primer interrogante de pérrafos arriba. Asi, la
pregunta que recién se ha formulado la interpretaremos mejor como una
solicitud de una formula para el niimero aproximado de niimeros primos en el
intervalo [1, x].

En la ilustracion siguiente aparece la gréafica de la funcién contadora de
primos en el intervalo [1,100000]:

8000 -

4000 -

2000

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
20000 40000 60000 80000 100000

La regularidad del comportamiento de la funcién 7(x), que en la grafi-
ca de arriba ha quedado de manifiesto, es un indicio de que finalmente
nuestro andlisis ha sido encauzado por una ruta promisoria. Siguiendo a
Zagier mostraremos ahora que es relativamente facil encontrar una férmu-
la empirica que de una buena descripcién del crecimiento de la funcién
contadora de primos.

Hay 25 ntimeros primos menores o iguales a 100, esto es, una cuarta
parte del total de ntimeros en el intervalo; debajo de 1000 hay 168 niimeros
primos o aproximadamente un sexto del total en el rango; debajo de 10000
hay 1229 ntimeros primos o aproximadamente un octavo de los ntimeros
en el intervalo respectivo. En la tabla de la pagina siguiente se concentran
los resultados que se obtienen al continuar con estos cdlculos hasta alcanzar
la undécima potencia de 10.

Los nameros listados en la tercer columna de la tabla nos indican que

los cocientes x/7(x) aumentan aproximadamente en 2.3 cuando pasamos
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X 7t(x) x/m(x)
10 4 25
100 25 4.0
1000 168 6.0
10,000 1,229 8.1
100,000 9,592 10.4
1,000,000 78,498 12.7
10,000,000 664,579 15.0

100,000,000 5,761,455 17.4
1000,000,000 50,847,534 19.7
10,000,000,000 455,052,511 22.0
100,000,000,000 4,118,054,813  24.3

de una potencia de 10 a la siguiente. Dado que 2.3 ~ log 10, una conjetura

que en este punto resulta natural proponer es que

La relacién asintética anterior, la cual no fue demostrada sino hasta 1896,

es conocida en la actualidad como TeoremA DEL NUMERO Primo.

El objetivo primordial de este escrito sera presentar un par de demostra-
ciones para este importante resultado asi como dar un recuento de algunos
de los trabajos que influyeron en el establecimiento de tan notable teorema.

§2. Hemos visto ya que el conjunto de ntimeros primos es infinito. Una
manera de ver que la sucesién de distancias entre primos consecutivos
no estd acotada es como sigue: si k € IN definamos como N al producto
de todos los nimeros primos que son menores que k + 2. Dado que cada
i €{2,3,...,k + 1} tiene un divisor primo en comdn con N se sigue que
ninguno de los nimeros en {N +i : 2 < i < k + 1} es primo. Como una

ilustracién particular del resultado anterior tenemos, por ejemplo, que
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614889782588491412
614889782588491415
614889782588491418
614889782588491421
614889782588491424
614889782588491427
614889782588491430
614889782588491433
614889782588491436
614889782588491439
614889782588491442
614889782588491445
614889782588491448
614889782588491451
614889782588491454
614889782588491457

614889782588491413
614889782588491416
614889782588491419
614889782588491422
614889782588491425
614889782588491428
614889782588491431
614889782588491434
614889782588491437
614889782588491440
614889782588491443
614889782588491446
614889782588491449
614889782588491452
614889782588491455
614889782588491458
614889782588491460

cada uno de los cincuenta ntiimeros siguientes es compuesto:

614889782588491414
614889782588491417
614889782588491420
614889782588491423
614889782588491426
614889782588491429
614889782588491432
614889782588491435
614889782588491438
614889782588491441
614889782588491444
614889782588491447
614889782588491450
614889782588491453
614889782588491456
614889782588491459
614889782588491461

Evidentemente, la receta permite crear bloques arbitrariamente grandes
de ndmeros compuestos consecutivos. Aln con eso, es posible determinar
cotas locales para el tamafio de los huecos en el conjunto de los ntimeros
primos. Una de las cotas mas famosas al respecto indica basicamente que la
distancia hacia el proximo niimero primo no puede ser mds grande que el niimero
a partir del cual se empieza a buscar. El resultado es conocido como postulado
de Bertrand pues fue el matemaético francés J. Bertrand quien en 1845 lo
conjeturd y verificé empiricamente para todos los naturales menores que
tres millones.

La primera demostraciéon del postulado de Bertrand fue publicada por
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P. Chebyshev en 1850. Srinivasa Ramanujan proporcionaria en 1919 una
prueba mds simple. La demostracién que a continuacién se presenta se

retoma del primer articulo en la prolifica carrera de Erdos.

Proposicién 1.4. (Postulado de Bertrand) Sea n € IN. Siempre hay un

numero primo en el intervalo (1, 2n].
Prueba. La demostracién la llevaremos a cabo en cuatro pasos.

1. En este punto vamos a establecer una notable desigualdad sobre el

producto de primos en un rango, a saber,

H p<4amt (1.5)

p<n,

peP
La desigualdad es claramente cierta para n = 2 y n = 3. Probaremos
entonces que también se tiene para n + 1 siempre que sea cierta para todos
los naturales menores o iguales a 1. Si n + 1 es par entonces no hay nada

que probar pues

H p:Hp<4“‘1<4”.

p<n+l, p<n,
peP peP

Supongamos entonces que n+1 esigual 2m + 1 para algtin natural m mayor

que 1. En tal caso se tiene que

H p= H p H pl< 4m(2mm+ 1) < 4mo2m _ 4om

p<2m+1, p<m+1, m+1<p<2m+1,
peP peP peP

Todas las desigualdades en la linea anterior son faciles de justificar. De
hecho,

H p <4"

p<m+1,
peP
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se cumple en virtud del paso de induccién. La desigualdad

H p< (me+ 1)

m+1<p<2m+1,
peP

: - . (2m+1 oy
es consecuencia de que el coeficiente binomial es un multiplo
m

de cada uno de los primos en el intervalo (m + 1,2m + 1]. Finalmente, la

desigualdad
2m+1
( mr ) < o (1.6)
m
. . 2m+1 2m +1
se sigue de la observacién de que tanto , Jeomol . |sonsuman-

dos que aparecen en la expresion del lado izquierdo de la identidad

2m+1
MZ (Zm + 1) _ ot
L :

k=0

2. De la férmula de Polignac® se tiene que el exponente del primo p en

%El exponente del primo p en la factorizacién canénica de n! es
Z‘ { ; J
_k .
=1 P
Vamos a probar la validez de la férmula haciendo induccién sobre 7. La relacién es cierta

cuando 7 = 1. Supongamos que también vale para n y hagamos n + 1 = p*m, donde p no
divide a m. De la hipétesis de induccién se sigue que el exponente de p en la factorizacién

de (n+1)!es
n
ﬁ .

- . n+1
La conclusién se tiene ahora al notar que =

P
n+1 n
{ = J = L?J cuando k > u.

5

k
k=1

+1)+Z

k>u

l} +1lcuando1 <k < uy
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1
la factorizacion de 2n = @2n): es
n n'n!
2n n
¥ ([5]-2[5) @)
o1 \LP P
Ahora bien, dado que

2n n 2n n
b|‘zb|<?‘2(ﬁ‘l):2

se concluye que cada uno de los sumandos de la serie en (1.7) es a lo més
2n
1. Luego, la descomposicién en primos de (n ) contiene al factor p a lo

sumo a, veces donde a, = max{k : p* < 2n}. De esto ultimo se obtiene, en

particular, que los primos mayores que V2n aparecen a los mas una vez

2n
como factores de .
n
Mostremos ahora que para n > 3 los primos que satisfacen n < p < n

no dividen a (Znn). En efecto, la desigualdad 3p > 2n implica que p > 2

y que p y 2p son los tinicos multiplos de p que aparecen en el numera-

2n)! 2
dor de % = (nn . Como 2p > %n, el nimero de apariciones de p en el

denominador de la fraccién anterior es también 2. Luego, al hacer las can-

celaciones correspondientes se concluye que el primo p ya no permanece

. 2n
en la descomposicién de ( i ), tal como deseabamos establecer.

3. A continuacién procedemos a efectuar algunas estimaciones rela-

. .. . . [2n .
cionadas con el coeficiente binomial ( . Para n > 3 se tiene’, segun lo
n

4" (2
7La desigualdad > < ( :) es bastante facil de obtener. En la lista,

(o) (7))
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visto en el paso 2, que

w<()<\ | 11| 1)

p< V2n \/2_n<p§%n n<p<2n

Dado que el nimero de primos en el intervalo [1, V2nr] no excede a V2,

las desigualdades anteriores nos permiten asegurar que

<eny I » [ |1 p] (1.8)

\/ﬂ<p§§n n<p<2n
cuando n > 3.

4. Supongamos ahora que 7 es un ntimero natural tal que el intervalo
(n,2n] no contiene primo alguno. Esto implica que el tercer factor en el
miembro derecho de (1.8) es igual a 1. La desigualdad en (1.5) indica
entonces que

4" < (zn)1+\/2_n WL
o bien
45" < () V2, (1.9)

Vamos a tratar de obtener informacién adicional sobre n en base a la de-
sigualdad en (1.9). La aplicacién de una instancia de la conocida desigual-

dad de Bernoulli® nos permite asegurar que

21 = (V2n)® < (V2] + 1)6 < 260321 < 2621, (1.10)

2n
el término mds grande es ( " ) Luego,

()R B o)

8Dicha desigualdad asegura que (1 + x)¥ > 1 + kx siempre que x > -1y k € IN.
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Si suponemos que el natural 71 es tal que 18 < 2V2#, las desigualdades en
(1.9) y (1.10) nos proporcionan que

221 < ()31 V2D < o V2n(18+18V2n) 52020 V2n _ 20

De esto tltimo se sigue que (21)'/® < 20 y por tanto 7 tiene que ser menor
que 4000.

El establecimiento de la proposicién se ha reducido entonces a analizar
los intervalos (1,2n] donde n es un natural menor que 4000. Claramente,
ello no significa que la proposicién deba irse probando caso a caso entre
todos los naturales n menores que 4000. De hecho, es suficiente con notar

que
L=1{2,3,5,7,13,23,43,83,163,317,631, 1259, 2503, 4001}

es una lista de nimeros primos donde cada uno es menor que dos veces el
anterior. En efecto, dado n € [1,4000], sea N igual al mayor de los primos
en £ que es menor o igual a n. Se cumple entonces que el primo siguiente
a N en £, digamos N’, es mayor que 1 y ademds N’ < 2n. Asi, N’ € (n,2n]
y el resultado se sigue.

O

Es natural preguntarse en este momento el porqué la afirmacion recién
probada ha pasado a la historia bajo la denominacién de postulado si en
realidad antes de que se le demostrara no se trataba més que de una simple
conjetura aritmética. W. J. LeVeque expresa en su célebre Fundamentals of
Number Theory que el origen de dicha denominacién se encuentra en el
hecho que J. Bertrand diera por cierto el resultado e incluso lo utilizara
en sus investigaciones en torno a un problema de Teoria de Grupos. Le-
Veque no da maés detalles sobre el problema en que Bertrand trabajara y
en una primera lectura la conexién podria resultar inesperada. Con el fin
de mostrar que las interacciones del postulado de Bertrand con el Algebra

son una realidad presentamos ahora mismo un interesante
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Ejemplo 1.5. Sea p un ntimero primo impar. ;Serd cierto que el poli-

nomio p(x) = x” + (p — 1)! es irreducible en Q[x]?

Al variar p entre los primeros nimeros primos, intuimos la posible
respuesta (afirmativa) al caso general. La demostracién correspondiente
es como sigue: sea g el mayor primo menor que p. Dado que g divide
a los coeficientes de los términos cuyo grado varia entre p — 1 y 0, el
criterio de Eisenstein transfiere el estudio de la irreducibilidad de p(x) a
una cuestion bastante concreta: jes (p — 1)! un multiplo de 4*? La negativa
a dicha interrogativa implicarfa de inmediato la irreducibilidad de p(x) en
Qlx].

Consideremos los factoresde (p —1)! =1-2-3-...-(p — 1). Claramente,
1-2-...-(9—1) no es divisible por 4. Resta entonces buscar multiplos de
g en el producto (g + 1)(q + 2)...(p — 1). Si hubiera un maultiplo de g en
el producto anterior entonces deberia ser el caso que 2q < p — 1. Por otro
lado, del postulado de Bertrand se tendria la existencia de un primo p’ con
p’ € (q9,2q]. Luego, p’ serfa tal que g < p’ <2q < p -1 < p, lo cual entra en
contradiccién con la maximalidad de g. De todo lo anterior se sigue que
gll(p — 1)! y de ahi la irreducibilidad de p(x) en Q[x].

O

Una aplicacién del postulado de Bertrand, un tanto mds cercana al
objeto de nuestro estudio, tiene que ver con la temaética de las férmulas
generadoras de primos que ya discutieramos al final de §1. Bertrand im-
plica que si n es un ntiimero compuesto mayor que 2 entonces siempre
hay un ndmero primo en el intervalo (1, 2n — 2). Esto permite asegurar la
existencia de una sucesion {g1, 9>, ...} € P que satisface, para cada n € N,

las siguientes desigualdades
27 < gy < 201, (1.11)
De (1.11) se sigue ahora que la sucesién {g1, 92, . . .} es tal que

logh g1 <loghqy <...<loghgq, <... (1.12)
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logy(q1 +1) > loga(qa + 1) > ... > logh ™ (gu1 + 1) > ...

Luego, las desigualdades en la linea anterior nos permiten asegurar que la

sucesion

{log, q1,1085 92, .. ., 1og} G, - . .}
es estrictamente creciente. Por otra parte, si n es un natural cualquiera se
tiene que log} g, <log,(q, +1) <... < log;(ql +1). Esto ultimo implica que
{]'Og; ql’ logg qZI cecy log; qn, . .}

es una sucesién acotada superiormente. Al ser ademds creciente se con-
cluye quela sucesion converge. Supongamos que su limite es p1. Denotemos
a partir de este momento a log) 4, con a, y a log,(g, + 1) con b,. Si existiera

N € IN con ay > u entonces para cada k € IN se tendria que
lank = pl = [Nk —an) + (an = )] 2 ek — an 2 ana —an
y de aqui que
]}1_r)(r>10 lank — pl = any —an >0

lo cual entra en contradiccién con el hecho de que 4, — u cuando n — oo.
Asf, debe ser el caso que a, < u para todo n € IN. Ahora bien, la existencia
de by tal que by < u implica que para todo k € IN

|t — anskl = (4 — by) + (bn — an+i)l = by — anex > by — by

Esto dltimo contradice la convergencia de la sucesion {a,},en v de ahi que
la desigualdad b, > u resulte justa para cada n € IN. De todo lo hecho en
los parrafos anteriores se desprende ahora el notable

Teorema 1.6. Todos los elementos de la sucesién {LZ“J , |_22“J , |_222“J L. }

son primos.
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Prueba. Se ha probado en la discusiéon preliminar que para cadan € IN

las desigualdades

log, g, < u <logy(q. + 1)

son ciertas. Ahora bien, si denotamos con f(x) a la funcién inversa de

log,(x) se cumple que

Gn < f' (1) < gn+1

y de aqui que | f"*(u)] = g, para cada n € IN. El resultado se sigue ahora al

notar que

22"

flw =2 fw=2" Ffw=2%,..
O

El teorema anterior proporciona un ejemplo concreto de una férmula
para generar infinitos primos. La férmula fue propuesta por E. M. Wright
alrededor de 1951 (cf. E. M. Wright. A prime representing function. Amer.
Math. Monthly 58 (1951), pags. 617-618.). El mismo Wright probaria al-
gunos afios después que los valores admisibles para la variable u en el
teorema recién probado forman un subconjunto nunca denso de los reales,
de cardinal 2% y medida cero. La opinién generalizada con respecto a la
férmula de Wright es que no es un buen ejemplo de lo que se espera al
solicitar una férmula para representar primos. Los dos incovenientes prin-
cipales que se le encuentran a una férmula asi son: primero, la expresién
depende de un nimero u que se define de modo indirecto y segundo,
la férmula no depende de propiedades intrinsecas a P. De hecho, no es
dificil presentar férmulas andlogas para otros subconjuntos de IN con una

propiedad técnica similar al postulado de Bertrand.

§3. En este apartado vamos a derivar los primeros resultados puntuales
relativos a la funcién m(x). Nuestro primer teorema contempla, entre otras

cosas, la prueba de un hecho central comentado ya en el §1:
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Teorema 1.7.

a) La funcién 7t(x) es o(x).

mi(n)

mayores que 1. En particular, existen infinitos nimeros naturales n

y n : . .
b) La sucesién { — contiene al conjunto de nliimeros naturales
HGNZQ

tales que 7t(n)|n.

Prueba. La demostracién del inciso a depende fuertemente de la de-
sigualdad en (1.5). Sea k un niimero natural mayor que 1. Para x suficien-

temente grande se tiene, en la luz de (1.5), que

xlog4 > long > Z logp > (n(x) — n(k)) log k

p=x, k<pzx,
peP peP

y por consiguiente

7t(x) - Tt(k) N 10g4.
x x  logk

Puesto que ambos términos en el lado derecho de esta desigualdad van a

, . T(x) )
0 cuando x — oo se sigue que lim —— = 0, tal como queriamos probar.

X—00 X
Resta entonces dar la prueba de lo aseveradoenb. Seam € N \ {1} y
X:{nelN: m{mn) Zl}
mn m

Este conjunto X es claramente no vacio. Ademds, como n(mn)/mn — 0
cuando n — oo, se tiene que X estd acotado. Por lo tanto X posee un

elemento maximal, digamos k.

Cm(mk) 1 ) . y n
Si = — se sigue que m es un término de la sucesiéon § —— .
m
nelN

mk mt(n)
En caso contrario, se tendrfa que

n(m(k + 1)) > 7(mk) > (k + 1),

lo cual implica que (k+ 1) € X. Esta relacion contradice la maximalidad del

elemento k y de aqui el resultado. m|
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La prueba de la parte a es, sin lugar a dudas, la demostracién mds
breve que se puede tener de dicho resultado. La afimacién en b es notable
y mds aan la técnica empleada en su prueba. Es evidente que en dicha
demostracion la funcién contadora de primos puede reemplazarse por
cualquier sucesion creciente {a,},en € N tal que a,, = o(n).

Es importante mencionar en este momento una notable consecuencia de

la proposicién 1.1 y del teorema 1.7: la funcién m(x) no puede ser racional:

p(x)

Si t(x) = — entonces
(x) pros
. pl)
+o00 = lim m(x) = lim —
xX—00 ( ) X—00 q(x)

y de aqui que deg[p(x)] > deg[g(x)] + 1. Por otro lado, al ser

0 = lim ) = lim p)
X—00 X X—00 xq(x)

se sigue que deg[p(x)] < deg[g(x)] y por tanto

deg[p(x)] < deg[q(x)] < deg[g(x)] + 1 < deg[p(x)],

lo cual es decididamente absurdo.

Inspirados por los términos logaritmicos que han aparecido en la veri-
ficacion de la primera parte del teorema 1.7, procedemos a considerar la
funcién auxiliar T definida del modo siguiente

T(x) = Z log n.

n<x
Pareceria, en un principio, que al introducir la funcién T, la discusién aban-
dona el terreno de los ntimeros primos. No obstante, vamos a ver ahora
que esto no es asi. Sabemos que 7(x) es la funcién suma de la aplicaciéon
caracteristica de P evaluada en x. Intentar obtener informacién sobre 7t(x)
directamente de la definicion anterior es dificil y por eso, a la hora de los

calculos, suelen considerarse las funciones

d(x) = Z logp

p=x
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P(x) = Z a,logp (1.13)

p<x
donde ¥(x) no es mas que una versién ponderada de 7t(x) y los 4, en (1.13)
son tales que p™ es la mayor potencia del primo p que es menor o igual a

x. Las relaciones centrales entre las funciones T, 9 y 1) se condensan en la

Proposicién 1.8. Para todo x € R se cumple que
T(x) = Y(x) + P(x/2) + Y(x/3) +... vy ¥(x) = 9x) + 3 + 3(x'?) +...

Prueba. La idea de ambas pruebas es la misma: hay que determinar,
para cada primo p menor o igual a n, el coeficiente del término logp en
cada miembro de la potencial identidad.

Vamos a comenzar con la identidad de més a la derecha. La definicién de
la funcién ¢ indica que el coeficiente del término log p es igual a 2, donde
p" es la mayor potencia del primo p que es menor o igual a x, esto es, g, es

un namero entero que satisface

pap <x< pa,,+1.

Al tomar logaritmo en base en p en las desigualdades previas se llega a que
a, < log,x <a,+ 1y deahi quea, = [log, x|. Por otra parte, el coeficiente
del término log p en la serie 9(x) + 9(x'/2) + 9(x'/%) + ... es

Z[xui > p]

ieN
donde [] son los corchetes de Iverson’. Se cumple entonces que

(Z[xl/f > p]) =k

i€EN

9La expresion [P] es igual a 1 cuando P es cierta y 0 en otro caso. Vedse, por ejemplo,
el capitulo 2 del Concrete Mathematics de R. L. Graham, D. E. Knuth y O. Patashnik.
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donde k = max{i € N : x!/' > p}. Lo anterior indica que k es un entero que

Uk > pyxV/®&D < p. Asi, kes

cumple con el par de restricciones siguientes: x
tal que k < log,x < (k + 1) y por tanto k = |log, x| = 4,, como deseabamos
obtener.

Para la obtencién de la identidad restante empezamos por notar que

T(x) = Z logn = log|x|! La férmula de Polignac (ver pie de pagina 6) nos
permite asegurar ahora que T(x) puede ponerse en la forma

Z cplogp

p<x
Lx : .
donde ¢, = Z ral Determinemos ahora el coeficiente de logp en la
ieEN
expresion S(x) = P(x) + P(x/2) + P(x/3) + ... El coeficiente de logp en la

suma correspondiente a (x/i) es {logp ﬂ Luego, el coeficiente con el que

log p aparece en la suma que define a S(x) es igual a

Y. los)

Claramente, el nimero de sumandos distintos de cero en la serie anterior

X .
esigual a [ —|. Md&s atn, la identidad

o 5 1= 3) 1= o

nos permite asegurar que
X
loe —=— || =
°8p p- 1|)

X
Z {logp 7J - Z (1 *
. . X .
y de aqui que el coeficiente de log p en S(x) es Z {—Z| El resultado se sigue

ieN ieN
ieN

X

ahora al notar que para cada natural P se cumple que'” lL;—JJ = {ﬁJ .

19Ta identidad en cuestién es bien conocida y se demuestra como sigue: x es igual a
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Hagamos V(x) = T(x)+T(x/30)—T(x/2)—T(x/3)—T(x/5). De la proposi-

cién 1.8 se obtiene que
V(x) = gb(x)+¢(§)+...+gb(%)+¢(ﬁ)+...
- ol)vlaa) e B) e les) v E) )

Vamos a determinar ahora el coeficiente exacto, A, del término ¢ (x/k) en
la serie del lado derecho de la igualdad anterior.

Sea t el coeficiente que corresponde a y(x/k) en el desarrollo en térmi-
nos de 1 de T(x/i). Se cumple entonces que Ay = 1—t,—t3—t5+1t3. Ademds,
tr es 1 6 0 dependiendo de si i divide a k o no. Por tanto, t; = [2/17%i] y de

aqui que
Ar=1- PLk/2J—(k/2)J _ [2Lk/3J—(k/3)J _ [sz/SJ—(k/5)J + [sz/BOJ—(k/BO)J .

De la expresion recién obtenida para Ay resulta claro que la sucesion {Ayren
tiene periodo 30 y que su valor en un natural dado sélo depende de la clase
modulo 30 a la que este pertenece. Los primeros 30 términos de la sucesion

son como sigue:

1/ 0/ 0/ O/ 0/ _1/ 1/ O/ 0/ _1/ 11 _11 11 0/ _1/
o1,-1,1,-1,0,0,1,-1,0,0,0,0,1,-1.

Luego, la serie que define a V(x) es alternante y sus primeros términos son:

== (o3 -+ ) 4(5)- o) -

La monotonia de 1 implica entonces que la funciéon V es tal que

v -9 (3) < Ve < i) (1.14)

[x] + Q para algtn Q € [0,1) y el algoritmo de la divisiéon en Z garantiza la existencia de
(q,7) € Z* tal que | x| = gP+rdonde 0 < r < P. Asi, lLPiJJ = g. Por otrolado, de x = gP+Q+r
y del hecho que Q + r € [0, P) se sigue que l%J = g, tal como se deseaba obtener.
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Ahora bien, si hacemos a = |x] se tiene que T(x) = loga! 6 bien
T(x) = loga!(a + 1) — log(a + 1). Aplicando la férmula de Stirling" a ca-

da una de estas expresiones resulta que

1

T(x) < log \/_+aloga—a+—loga+12

(1.15)

T(x) > log V2m+ (a+1)log(a+1)— (@ +1) - %log(a +1). (1.16)

Luego, six > 1 se tiene que

1

T(x)<log\/_+xlogx x+—logx+12

1
T(x) > log V2m + xlogx — x — > log x.
Las dos desigualdades anteriores son consecuencia de los estimados en
(1.15) y (1.16), respectivamente, y de las inecuaciones

1 1 1
xlogx — x+—logx+ > aloga—a+—loga+

12— 12a

xlogx —x — %logx < (@a+1)loga+1)—(@+1)- %log(a + 1),

las cuales son validas!? siempre que x es mavyor o igual a 2.
y

En la luz de los desarrollos anteriores tenemos entonces que

T(x) + T(x/30) < 2log V2r +1 - Ay log x — %10g30

3Oxlogx x1log 30"/ — 20

3
y

T(x) + T(x/30) > 2log V2m + %xlogx — xlog 3013 —

1
30 —logx + Elog30.

Para cada natural 4 se tiene que loga! = log V2r +aloga —a + loga + donde
0. € (0,1).

12Ambas desigualdades se pueden establecer mediante el conocido criterio que rela-

12’

ciona el signo de la primera derivada de una funcién y sus intervalos de monotonia.
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Andalogamente, se tiene que T(x/2)+T(x/3)+T(x/5) es una expresién domi-

nada por
1 E - 1/291/351/5 _ % é - 1
3log V27t + i 30xlogx xlog2'/°3"°5 0° 210gx 2logBO
y siempre mayor a
1 1 1
3log V2m + g—oxlogx — xlog 2'/231351/5 — g—ox —~ glogx + 5 log 30.
21/231/351/5
Luego, si A = log EETTE los cuatro estimados previos implican que
5 1, 450 1 5 1 1
Ax — Elogx+ Elog7 —7° V(x) < Ax + Elogx— ElongOOn t2

(1.17)

siempre que x > 30. A fin de obtener cotas vélidas para cada x > 1,
procedemos a reemplazar ambos extremos de la desigualdad en (1.17)
por expresiones un tanto mas burdas. Por ejemplo, como la suma de los
altimos dos términos en el extremo derecho de (1.17) es negativa, podemos
eliminarlos de la expresion y la funcién restante conserva el sentido de la
desigualdad. En el extremo izquierdo, por su parte, lo que hacemos es
reemplazar los dos términos constantes por un —1 sin que esto conlleve
alguna modificacion en el sentido de la desigualdad correspondiente. Se

tiene entonces para cada x > 1 que
5 5
Ax — 5 logx —1< V(x) < Ax + 5 log x. (1.18)

La veracidad de las desigualdades anteriores para los naturales en el in-
tervalo [1, 30) fue verificada con ayuda de un sistema de 4lgebra computa-
cional.

De (1.14) y (1.18) se tiene entonces que

P(x) > Ax — glogx -1 vy ) - ¢(g) <Ax + glogx (1.19)
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siempre que x > 1. La primera desigualdad nos proporciona una cota infe-
rior para Y(x). Se espera entonces que con ayuda de la segunda desigualdad
se pueda derivar una expresién que domine a .

Consideremos la funcién f definida como

fx) = gAx + log” x + Z log x.

4log6

Dicha funcién f es tal que

f(x) = f(x/6) = Ax + glogx

para cada x > 0. De esta notable identidad se sigue ahora que

P(x) = f(x) < P(x/6) — f(x/6)

siempre que x > 0 y por tanto

V() — f(x) < P(x/6) = f(x/6) < ... < (x/6") — f(x/65) (1.20)

paracadax > 0yk € IN. En particular, si 6" es la mayor potencia de 6 menor
oigual a x se tiene que % € [1/6,1). Claramente, la funcién ¢ esnula alo
largo de dicho intervalo y —f no es mds grande que 1. Las desigualdades

en (1.20) nos permiten concluir ahora que

P(x) < gAx + log” x + Z logx+1 (1.21)

4log6

para cada x > 1. El esfuerzo llevado a cabo en la determinacién de los
estimados explicitos en (1.19) y (1.21) comenzard por rendir frutos en el

siguiente apartado.

§4. La primera conclusiéon que derivamos de las inecuaciones en (1.19)
y (1.21) es que la funcién ¢ es O(x), donde O es el simbolo de Bachmann-
Landau. Aunque a principios de cuenta dicha formulacién sobre el caracter
asintético de 1 es suficiente para la mayoria de nuestros fines a largo plazo,
vamos a darnos a la biisqueda de estimaciones un tanto mas concretas para

la funcién 1.
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Empezamos con la desigualdad de més a la izquierda en (1.19). Sea «

2logx+1

un real en el intervalo (0, A). Dado que lim = 0, aseguramos la

% log x+1
x

existencia de xp € R tal que < a cuando x > x,. En particular, si

x > M, = max(1, xp) tenemos que

glogx+1<a-x (1.22)

y el estimado correspondiente en (1.19) seria
P(x) > (A —a)x (1.23)

cuando x > M,. Para lograr obtener una expresion equivalente para la cota
en (1.21) procedemos de manera analoga. En este caso caso, para f > 0

tenemos que existe un x; € R tal que

5
2 _—
410g6log x+4logx+1 < Blx|

cuando x > x;. Por tanto, si x > My = max(1, x;) se cumple que

5
log’x + =1 1<B-
g6 0g x+4ogx+ <B-x

y de aqui que en dicho rango se tenga
W) < (gA ; 5)x. (1.24)

De (1.23) y (1.24) se desprende entonces que

(A - a)x < P(x) < (gA ; ﬁ)x (1.25)

siempre que x > M = max(M,, M;). Las desigualdades en la linea previa
ya nos permiten concluir cudl es el orden de magnitud de la funcién ¢ y

ademads nos proporcionan una demostracién bastante transparente del

Teorema 1.10. Existen constantes positivas a y b, con a < b, tales que

a-x<dx)<b-x
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siempre que x es suficientemente grande.
Prueba. De la proposicién 1.8 tenemos que
() = 9(x) + (2 + (x?) + ...

/2

Luego, si sustituimos x por x!/? resulta que

P2 = () + () + (o) + ...
y por tanto

V) — P’ = S(x) + () + 97 + ...
P(x) = 2u(x*7?) 9(x) = 9(x?) + (%) + ...

Al ser 9(x) una funcién no decreciente se sigue que
P(x) = 20(x'?) < 9(x) < P(x) — Y(x'?).
Por otra parte, al aplicar las acotaciones hechas en (1.25) se obtiene que
ax —2b Vx < 9(x) < bx —a+x (1.26)

siempre que x > M?,dondea = (A—a)y b = 2A +B. Ahora bien, al tenerse
2b \/x
que

x
M, € R tal que 2b+/x < y - x cuando x > M,. Asi, si x > max(M?, M,) se

tiene que

— 0 cuando x — oo, para y € (0, a) se garantiza la existencia de

(@=-y)x<dkx)<b-x

y la prueba termina.
O

Vamos a ilustrar ahora mismo una ventaja importante de haber insistido

tanto en la obtencién de estimados concretos para las funciones 1 y 9.

. Consideremos la diferencia

Sea € un namero real mayor que

I[(1 + €)x] — S(x). (1.27)
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Claramente, si x es tal que J[(1 + €)x] — 9(x) > 0 entonces el intervalo
(x, (1 + €)x] contiene al menos un nimero primo. Determinemos entonces
una condicién suficiente para x que nos permita asegurar la validez de esa
desigualdad. De las desigualdades en (1.26) se sigue que

(A +e)x]-9(x) > [a(l+e)x—2b+/(1+e€)x] - (bx —ax)
= [ae—(b—a)]x—(2b V1 +e—a)Vr

Luego, una condicién suficiente para que la expresion 9[(1 + €)x] — 9(x) sea

positiva es que

[ae — (b —a)]x — 2b V1 + € —a) Vx > 0. (1.28)

b-—a

Dado que € > , la desigualdad en (1.28) se cumple siempre y cuando

x > max(Xo, M?) donde X es la raiz positiva de la ecuacion
[ae—(b—a)]x—(2bV1+e—a)Vx=0.
Al resolver dicha ecuaciéon llegamos a que

(2b\/1+e—a)2
X, =2 Feza)

-3 (1.29)

Finalmente, al tenerse que

b-a ((A+B)-(A-a) A+50+p A 1
€ a A-a ~ 5(A-a) >5_A_5

podemos dar por cierta la tesis del siguiente

1
Teorema 1.11. Si € > 24 Xo es como en (1.29), entonces el intervalo
(x, (1 +€)x]

contiene al menos un nimero primo siempre que x > méax(Xo, M?).
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Notemos que al fijar € > E podemos ir hacia atrds en el argumento
y determinar de modo explicito las constantes involucradas en el teore-
ma 1.11. De hecho, al final todo se reduce a la eleccién de un par («, )
—las constantes presentes en (1.25)—, a partir de ese punto todo puede
irse construyendo paso a paso segun las especificaciones hechas en la
demostraciéon. Como ya se habra notado, el teorema 1.11 mejora sustan-
cialmente lo demostrado en la proposicién 1.4. Chebyshev fue el primero
en establecer estos resultados en su afan por demostrar el postulado de
Bertrand. La introduccién de las funciones 1 y 9 se da también de manera
natural en el marco de dicha problemédtica y nunca bajo el amparo del
mezquino interés de generar teoria sélo por el deseo de hacerlo. Comenta
H. M. Edwards en [7] que estas aportaciones de Chebyshev fueron rele-
gadas al olvido hasta que las investigaciones de A. Selberg y Erd6s hicieron
patente el hecho de que las ideas de Chebyshev eran lo suficientemente
maleables como para deducir de ellas pruebas elementales de resultados
sefieros de la Aritmética que se pensaba no podian ser probados sin apelar

al Anélisis de Fourier o a la Teoria de las Funciones Analiticas.

§5. Una vez que hemos determinado el orden de magnitud de la funcién
Y vamos a emplear la proposicién 1.8 con el fin de extraer infomacién con
respecto al comportamiento asintético de la funcién 9. Dado que el valor
J(x) se puede considerar, heuristicamente, cercano a 7t(x) log x, la esperanza
es que una buena comprensién de la funcién 9 nos pueda ayudar a entender
mejor el cardcter asint6tico de la funcién contadora de primos. Nuestro

punto de partida en esta labor se encuentra dado por el

Teorema 1.12. Se verifica la siguiente relacion asintética
P(x) = 9(x) + O(Vx).

Prueba. De las definiciones de ¢ y 9 se sigue de modo inmediato que la

diferencia ¢(x) — 9(x) es no negativa para cada x real. Para conseguir una
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cota superior para esta diferencia partimos de la identidad
P) = ) S
keIN
la cual se ha probado ya en la proposicién 1.8. Notamos ahora que en

la expresion Z 9(x"*) siempre se cumple que los términos a partir de

keN
cierto punto se vuelven nulos y por tanto terminan aportando nada a la

suma. Vamos a introducir entonces una literal que nos permita estimar
s6lo la porcioén significativa de esa suma. Sea K = [logx/log2]. Sik > K
se sigue que k > log x/log2. En consecuencia, 1/k < log2/logx =log 2y
de ahi que x!/¥ < x!°¢:2 = 2. Lo anterior indica que los términos de la suma
9(x) + 9(x1/?) +. .. que aparecen después del K-ésimo son nulos y por tanto
P -9 = ) S < Y pe ) =g+ Y g,
2<k<K 2<k<K 2<k<K

Ahora bien, al tenerse que Y(x) < x se sigue que

Z () = O log x).

2<k<K
Luego, ¥(x) — 8(x) = O(vx) + O(¥/xlogx) = O(vx), que era lo que se
deseaba demostrar.

O

La identidad asintética que viene jugara un papel central en el resto de

la discusidn sobre la naturaleza asintética de la funcién 7.

Teorema 1.13. 77(x) = ( ) + O(x/ log X).

log x
Prueba. Mostraremos primero que si x > 2 entonces
9(x) -1
mi(x) = logx f S(u)u log udu. (1.30)

Sean py,pa, ..., pr los primos comprendidos en el intervalo [2, x] y denote-
X

mos con [ a la integral | 8(u)u'log > u du. Se cumple entonces que

Pk+1~ 731
I = limf Suyu™! log'zudu
(o] pk
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donde p,;1 = x. Dado que la funcién 3 es igual a logp; + ... + logp; en el

1

intervalo [p;, pis1 — 5] se sigue que

n+l
ro Kk Pis1— 5T )
I= Z Z log p; lim u'log ™ u du.
n—o00
k=1 i=1 Px

Ahora bien, si intercambiamos las sumas en el lado derecho de la igualdad

anterior llegamos a que

7 r -1
Ph+17 7T 2
I = ZZlogpi lim u'logudu
n—oo
i=1 k=i Pk
r pr+1_,,%

utlog > u du

i=1
Zr: log p; ( 1 — 1 )
— logp; logpr

()
log x

I
)
o
=
s
g3

= 7(x) -

como ya se anunciara en (1.30). La veracidad de la férmula asintética

prometida depende ahora sé6lo de la estimacién de f S(u)ulog u du.
2

Del teorema 1.10 se tiene que 9(x) < x. Por tanto,

f S(wyutlogPudu = O(f log™* u du)
2 2
Vx x
:O(f log_zudu+f log_zuduJ.
2 Vx

La integral del primer término es O(v/x). Por otra parte, el integrando del

segundo término estd comprendido entre log > x y log™> v y de ahi que

f log 2 udu < f log™ Vxdu = M

Vx Nee log2 X

Se tiene asi que

f ' S(u)ulog? u du = O(Vx) + O(x/log® x) = O(x/log” x)
2
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y la prueba concluye.
O

De los teoremas 1.10 y 1.13 se obtiene ahora que si € > 0 y x es suficien-

temente grande entonces

X

x
(a-y- e)logx <7n(x) < (b+ e)logx
y por tanto, 7t(x) < x/log x. Mds atin, dado que tenemos libertad de eleccién
sobre €, v y las constantes « y f en las definiciones de a y b (respectiva-
mente) podemos afirmar que m(x)logx se encuentra aproximadamente

entre 0.92129x y 1.10555x. Esto demuestra que si el cociente

m(x)

x/logx

tiene limite, entonces dicho limite debe estar entre 0.92129 y 1.1055.

Es posible que en este punto se salte a la conclusiéon de que el trabajo
preliminar no ha rendido fruto alguno, pues lo tinico que se ha obtenido
a partir de él es una estimacién no muy fina para la posible ubicacién del
limite que se pretende calcular. Si bien se tiene todo el derecho de pensar
de tal modo, la verdad es que seguir el camino histérico de cerca nos per-
mite dimensionar adecuadamente el calibre de las diversas contribuciones

hechas a la teoria en el afdn de determinar el valor del limite en cuestién.

§6. Iniciamos el apartado con un resultado que jugard un papel im-
portante en los cdlculos posteriores. Es necesario notar que atin cuando
los estimados que estan por enunciarse no son los mejores que pueden
presentarse, si que son adecuados para las aplicaciones inmediatas que se

tiene contempladas.
Lema 1.14. Para cada n € IN se cumple que
n
| = s
a) logn! = Z yb(k),
k>1

b) logn! =nlogn+ O(n),y
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— 1

) =logn + O(1).
k=1

=

Prueba. La primer identidad es una reformulacién de una de las iden-
tidades establecidas en la proposicion 1.8. Para demostrar la segunda em-

pezamos por observar que la monotonia de la funcién logx implica de

k
inmediato que f log u du es siempre menor o igual a log k. Luego,
k-1
n n k 1
logn! = Zlogk > Zf logu du = f logudu =nlogn—n+1.
k=2 k=2 V-1 1
(1.31)

k+1
Para obtener una cota superior para log n! notamos ahora que f log u du
k

es mayor o igual a logk para cada k € N y de aqui que

logn! = logn + Zlogk

IA

n-1 k+1
logn+Zf log u du
k=1 vk

logn + f log u du
1
logn +nlogn—n+1. (1.32)

De (1.31) y (1.32) se desprende ahora que
|logn! —nlogn| < (n—1)

y la prueba del inciso b termina. La estimacién en ¢ depende sélo del hecho

" dt
de que logn = f T En efecto, de
1

n—1 n—1 n
dt 1 1 1
f f 73;%— Kk n

k=
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se sigue que la expresion S(n) = f — es no negativa para cada
natural n. Por otro lado, de

f ”fdt”1
_Z_
k=2 tkk

=2

obtenemos que 1 >

d? y por consiguiente |S(n)| < 1. Luego,

-

ol
|

S

=

—logn| <1,

=

-
1l
—_

lo cual se deseaba establecer.
O

Consideremos ahora un natural m mayor que 1. Si n es un natural
arbitrario mayor que m se tiene, en virtud de la parte a del lema recién

establecido, que

/m] ﬂ Ln/m] n n n
IR LN s

n n
k=1 k k=[n/m]+1 k

=I=

Si definimos ahoraa L,LY, A, como

sup M, Aw = sup @,

X
L, = inf —= i ) L) =
xm X 1<x<m

m
xzm X

las relaciones en (1.33) nos permiten asegurar que

w1 logn! 1 1
;% ERELDNALID I

=1 k=n/m]+1

=

De los apartados b y c del lema 1.14 y de las desigualdades en el renglén

anterior se sigue que

L, (logn —logm + O(1))

A

logn + O(1)
L, (logn —logm + O(1)) + A,(logm + O(1)).

IA
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Luego,
- < logn + O(1)
"~ logn —logm + O(1)
y
s logn + O(1) — A,,(logm + O(1))

logn —logm + O(1)

Puesto que ambas desigualdades son vélidas para cada natural n mayor
que my A, es finito, el andlisis previo permite concluir que
P(x) P(x)

L,=inf—<1 y L;=sup— >1;

x>m X x>m
de esto ultimo se desprende, al hacer m — oo, que

liminfm <1 y limsup %x) > 1. (1.34)

X—00 X X—00

Resulta mds que justo condensar ahora todos estos razonamientos en la

siguiente
Proposicién 1.15. Se cumplen las siguientes desigualdades

0< liminf@ <1 <limsup @ < oo.

X—00 Y—s00

Prueba. El par de desigualdades internas es consecuencia de lo con-
cluido en (1.34). Las dos desigualdades externas son consecuencia de lo
expresado en (1.25).

O

¢En qué se ha mejorado nuestra comprension de la naturaleza asintética
de la funcién contadora de primos después del estudio que se acaba de
efectuar? En el §5 habiamos establecido ya que 7(x) es del mismo orden
de magnitud que la funcién x/ log x y de hecho, al final de dicho apartado,
se mencionaron algunas cotas para la ubicacién del limite de m(x)log x/x

cuando x — oo. Lo que se acaba de hacer nos permite ir un poco mds
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alla. Como consecuencia inmediata de la proposicién 1.15 tenemos que si

acaso el limite de @ existe entonces dicho limite tiene que ser exacta-
mente igual a 1. Este hecho tendria repercusiones de peso sobre nuestro
conocimiento de la funcién contadora de primos pues si el mencionado
limite es 1 entonces el teorema 1.12 nos permitiria asegurar que @ -1
cuando x — oo. Este tltimo resultado, en conjuncién con el teorema 1.13,

darian lugar a su vez a la identidad

o )
o x/logx

(1.35)

La discusién precedente pone a la férmula empirica derivada al final de
§1 en un terreno mucho maés firme. En el capitulo siguiente nos daremos
a la tarea de presentar demostraciones concretas de la validez de dicha
férmula.

Por ahora, lo tinico que agregaremos es que la aparicién de la primer
conjetura cercana a la tesis del TEorEmA DEL NUMERO PriMO tomé lugar
en el Essai sur la Théorie de Nombres de A. M. Legendre en 1798. Legendre
afirmaba que la funcién 7t(x) era de la forma x/(Alogx + B) para algunas
constantes A y B. En 1808, Legendre refinaria su anterior conjetura al

afirmar que

donde A(x) es “aproximadamente 1.08366...".

Atn cuando Legendre fue la primer persona en publicar una versiéon
conjetural del TEoreMA DEL NUMERO PriMO, se sabe que C. F. Gauss habia
hecho extensas investigaciones en el problema de la distribucién de los
nimeros primos entre 1792 y 1793. El estudio minucioso de las tablas
matemadticas de Johann Carl Schulze permiti6é a Gauss conjeturar que el

nuamero de primos en el intervalo [1, x] es aproximadamente igual a

*dt
, logt
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Es importante mencionar que esta version de Gauss del TEOREMA DEL
NuUMmERO PriMO es totalmente equivalente a la que aparece en (1.35). Em-
pero, la conjetura hecha por Gauss tiene la ventaja de que en ella aparece
la integral

todr
, logt

la cual proporciona, por si misma, una mejor aproximacién niimerica a
1i(x) que x/ log x.



Capitulo 2

Dos pruebas

§1. Los trabajos de Chebyshev en Teoria de Ntimeros representaron el
primer avance concreto hacia el establecimiento de la conjetura de Gauss-
Legendre sobre la equivalencia asintética de las funciones m(x) y x/log x.
Un cambio de paradigma introducido en la teoria por la mente visionaria de
Bernhard Riemann permitiria establecer algunos afios después la validez
de dicha conjetura. La motivacién inicial de las aportaciones de Riemann

provino de la siguiente identidad introducida en el siglo XVIII por L. Euler:

Proposicién 2.1. Si s € C es tal que R(s) > 1 entonces

1\ &1
H(l_ﬁ) =) — 2.1)

peP n=1

Antes de pasar a la demostraciéon de la proposicién mencionaremos,
haciendo honor a la verdad, que la identidad conocida por Euler era en
realidad la version real de la presentada en (2.1); esto es, Euler restringié su
atencién, como era la usanza en su tiempo, a la consideracién del caso
s real con s > 1. Lo anterior no es indicio de una falta de previsién de
Euler, mas bien, es una muestra de que el uso de pardmetros complejos no
estaba lo suficientemente afianzado en el consciente coletivo de su época.

Otro punto que es importante mencionar es la convergencia absoluta y

41
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o0

uniforme! de la serie Z — en subconjuntos compactos del semiplano
n
n=1
o > 1. Esto indica que la identidad en (2.1) tiene relevancia al nivel ope-

racional y que no debe entenderse como un resultado puramente formal.
Nuestra digresion llega a su fin con la observacion anterior y lo que estd en

orden es la

Prueba de 2.1. Supongamos que P = {py,p,, ...} y para m € IN denote-
mos con S, al conjunto formado por los naturales que no tienen divisores
entre los primeros m ntimeros primos. Probaremos a continuacién, hacien-

do induccién sobre m, que la férmula

ZH0-7)-L5 e

n=1 k=1 neS,,

[o¢]

. . . . 1 .
es siempre justa. De la convergencia absoluta de la serie Z — en el semi-
n=1 n
plano o > 1 se sigue que

nesSq n=1 n=1
o1 1w 1
= Yw Ll
n=1 n=1
T\v 1
- (3L
n=1

Esta tltima igualdad establece la base de la induccién para el aserto en

1Si s estd en un subconjunto compacto del semiplano o > 1entonces o > 1+ para algtn
1

nl+o

6 > 0. De la cadena de igualdades [1°| = [n*"| = n°)e"1°8"| = 1% se sigue que

P
1
para cada n € IN. La convergencia absoluta de Z — es ahora clara y una manera breve
n

n=1
de establecer la convergencia uniforme es aplicando el criterio M de Weierstrass.
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(2.2). Supongamos valido el resultado para m. La cadena de igualdades

Zae-7) - (- E k-3

n=1 k=1

Il
—_
—_
|
s
R
—_
S—
=
m
g
B
5=

|
=
|
o~
S
3
+
==
S
~

nESy+1

implica la veracidad del resultado para m + 1y la prueba de (2.2) termina.

La idea es ahora deducir (2.1) a partir de (2.2) al hacer m — oo.

(e}

1 : : 1 :
Seaay = ——. La convergencia absoluta de la serie Z = en el semiplano
k k=1

o > 1 implica la convergencia de Z lax| en esa misma regién. Ahora bien,
k=1
las desigualdades

|2—”| <|log(1 +a,)| < 3|2”|

son validas para n suficientemente grande y el criterio de comparacién
[o¢]

garantiza entonces la convergencia de Z log(1 + ay,).

n=1
Supongamos que S = Z log(1 + a,). La continuidad de la funcién

n=1
exponencial en C permite asegurar entonces que

N N
exp(S) = exp [ lim Zlog(l + an)] = lim [ +an.
n=1 n=1

Asi, el producto H(l + ax) es finito y distinto de cero y por tanto
k=1

) 1 pes, 1 -1
Zi‘n__}#wn 1<i+an> H(“”” 12“(“?) ’

n= peP
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como deseabamos establecer.

La serie que aparece en el lado derecho de la identidad que se aca-
ba de probar se denota por ((s) y la funcién que se obtiene al variar el
parametro s en dicha serie se conoce como funcién zeta de Riemann. En la
demostracion de la proposicién 2.1 obtuvimos de paso un dato adicional

sobre la naturaleza de dicha funcién:

Proposicién 2.2. La funcién C no se anula en el semiplano o > 1.

Otra propiedad de la funcién C que ya estamos en posicién de aseverar

es su analiticidad en el semiplano o > 1. Esto es en realidad una conse-
N

.. e . 1
cuencia directa de la analiticidad de las funciones Sy(s) = Z —eno>1ly
n
n=1
del hecho que la sucesién {Sy}nen converge uniformemente a la funcién C

en los subconjuntos compactos de dicho dominio?. Un dato maés fino sobre

la naturaleza de la funcién zeta estd dado por el siguiente resultado

Proposicién 2.3. La funcién C admite una extension analitica en el semi-

plano o > 0, excepto por un polo simple en s = 1 con residuo 1.

Prueba. Sean N y M dos enteros positivos con N < M. Haciendo a,, = 1

2El resultado que respalda a esta conclusién se conoce en algunos textos como teorema
de convergencia analitica. Esa es la denominacién que emplearemos en lo sucesivo para
referirnos al teorema en cuestion (cf. J. E. Marsden; M. J. Hoffman. Anilisis Bdsico de
Variable Compleja. Editorial Trillas, México, 1996, pag. 211.).
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y f(u) = & en la identidad de Abel® se llega a que
M
Z l Ml—s _ Nl—s + Sf LuJ1 d
N<nM " N w

M
MH—NH+if
N MS+1
N1-s — pi-s M _
. NEoME L f ul—u,
S — 1 N u5+1

siempre que R(s) > 1. Al tomar limite cuando M — oo obtenemos

1 N “|ul—u
C(S)Zz%ﬁ-s_l‘i‘s N u5+1 du,

n<N

MLuJ—u

Cabe notar que la integral presente en el miembro derecho de la igualdad
anterior existe para cada s en el semiplano o > 0 y para todo natural N. En

particular, si N = 1 la identidad nos permite concluir que
I_uJ —u s “lul—-u
=1+— = 2.
0 =1+~ +\f =7t | S du (2.3

y de aqui la extensién anunciada para la funcion C.

O

§2. Vamos a utilizar ahoralaidentidad en (2.1) para relacionar la funcién
C con la funcién i de Chebyshev estudiada en el capitulo anterior.
Para s en 0 > 1 la proposicién 2.1 indica que

S

p
[|7==w©

peP

Por otro lado, la no anulacién de la funcién Cen ¢ > 1 nos permite asegurar

que

log C(s) = Z log (psp_s 1) + 2imtk

peP

3Estamos considerando la siguiente formulacién de la identidad: si f € C'[1,0) y A(x)

es la funcién suma de la funcién a(n) = a, entonces Z anf(n) = A(x)f(x)— f A(t)f'(t) dt.

1<n<x
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para algun k fijo en Z. Puesto que los términos de la serie en la identidad
previa son funciones analiticas en ¢ > 1, la derivada de la funcién log C(s)
se puede obtener derivando término a término dicha serie. Asi, llegamos

a que

HONE uit'}
C(s) ;,4 ds log(

_ —-s -2s
) 1 — logp = Z(p +p = +..)]ogp.
peP peP
(2.4)

A fin de obtener una expresion mds simple para la tltima serie de (2.4),

introducimos la funcién A de von Mangoldt, la cual se define como sigue

logp sin=p‘dondepePykeN
A(n) = &P p pelty
0 en otro caso.
Resulta intuitivamente claro ahora que la serie Z —— coincide con
neN

Z(p_s +p % +...) log p. Para ver esto basta con notar que en la serie donde
peP

aparece la funcién A de von Mangoldt abundan los términos nulos y cuan-

O% P .Laidentidad
p S

en cuestion se tiene entonces al agrupar los términos que tienen a log p por

don = pf el sumando correspondiente se transforma en

factor comun. Claramente, dichos términos son exactamente las potencias

naturales de p~*. La validez del reacomodo final queda justificada por el

Teorema 2.4. La serie Z — converge absolutamente para cada s en

n=1

el semiplano o > 1.

Prueba. Supongamos que s = ¢ + it. Para cada n € IN se tiene que

Am)| _
nS

(n) log n

ne ne

(2.5)

Consideremos ahora dos reales positivos A y B tales que 0 = 1+ A + B.

Puesto que

1
lim o8 "

n—oo nA

=0
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logn

aseguramos la existencia de M € R* tal que 0 < < M para cada

n € IN. Luego,

logn  logn logn\/ 1 M
o pl+A+B | A (n1+B) < 11+B
logn

—. El teorema se

y de aquila convergencia de la serie de término n-ésimo
sigue ahora de la desigualdad en (2.5) al aplicar el criterio de comparacién.
O

Antes de volver con la identidad en (2.4) vamos a mencionar una
relacion explicita entre la funcién i de Chebyshev y la funcién A de von
Mangoldt. En el transcurso de la prueba de la proposicion 1.8 se men-
cion6 que el coeficiente del término logp en la serie que define a ¢ (x) es
igual a k, = max{i € N : x'/ > p}. Por otro lado, si consideramos la funcién
suma de la funcién de von Mangoldt y la denotamos con F(x) tenemos que

F(x) = ZA(n) = Z Z logp = ka logp = ¢ (x),

n<x p<x p"<x p<x

esto es, la funcién suma de la funcién de von Mangoldt es precisamente la

() = dy(t)
-t [ 5= 5

El resultado siguiente serd clave en la obtencion de informacién relativa al

funcién ¢ de Chebyshev. Por tanto,
Zk: A(n
nS

n=1

oy,

C(S) ns k—o0

comportamiento de la funcién C sobre la recta 0 = 1.

Teorema 2.5. Sea f(s) una funcién analitica en la cerradura del semi-
plano ¢ > 1, excepto por un polo simple en s = 1. Si f(s) no se anula en

o>1ly

_FE)/fGs) = fo e d(x) 2.6)

donde ¢(x) es una funcién no decreciente cuando x > 0 entonces f(s) no se

anula en larectaoc = 1.
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Prueba. Sea s = ¢ +it. Sia la funcién g(o, t) = —R{f’(s)/ f(s)} se le aplica

la hipétesis en (2.6) se obtiene

) = R ) ~*d
8(a, 1) {j; e <P(X)}
sy\ —0X ,—itx d
{‘[0 e e ¢)(x)}

= f ) e~ cos(tx) dop(x).
0

La desigualdad de Cauchy-Schwarz indica entonces que

( f ) e/ 2[6‘“"‘/ 2 cos(tx)] dq)(x))
0

f ) e” " do(x) f ) e cos?(tx) do(x)
f _gxd(P(x)f (1+cos(2tx)d¢()

_ g(0,0){g(o, (2)) + g(o, 2t)} 27)

Ahora bien, dado que f tiene un polo simple en s = 1 se tiene que los

2

g(o, t)?

IA

desarrollos de Laurent para f y f’ alrededor de s = 1 son

f(s) = b—1+a0+a1(s—1)+a2(s—1)2

y
f’(S) = _(sf—ll)2+a1+2a2(5_1)+--.
Luego,
(-1 2 1
(0 -1g0,0) = (- 1)(—1)%{ T 20D+ }
(o 5t a0 +ai(o—1) +ax(o —1)2 +

%{ ﬂ - al(a 1) 2a2(a 1)2 }

(g 1) +ag + 111((7 1) + (12(0 1)2 + .

‘R{ by —ai(o — 1) = 2a,(c = 1) — ... }

b]+(10((7—1)+111(G—1)2+612(0—1)3+...
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y por tanto
linl1+(a -1)g(0,0) = 1.

Supongamos que ahora f(s) tiene un cero de multiplicidad m = m(t) > 0

en s = 1 +it. El desarrollo de Taylor alrededor de s de la funcién f es

f@) =a,(z—8)" + ap(z—95)"" +...

y de aqui que
B a,m(o—1)" 1 +a,,(m+1)(c-1)"+...
(0-1)glo,H) = (@-DEDR { Ap(0 — )" + aypq (0 — 1)+ 4+ }
B aym(o — 1" + ap(m+ 1) (0 — )™ + ...
- “D%{ Ay (0 = 1) + A1 (0 — 1)L+ .. }

Por tanto, (0 — 1)g(o,t) — —m cuando ¢ — 1. Si en la desigualdad de (2.7)

multiplicamos ambos lados por (0 — 1)?, se observa que

¢(0,0)%(0 — 1)* + g(0,0)g(0, 2)(0 — 1)?

g(o, (0 —1)* < >

Al tomar limite cuando 0 — 17 en la anterior desigualdad se obtiene que

1-m@2t) 1
P < ————= < =
miy s —5— =3
y de esto que m(t) = 0. Luego, la funcién f no tiene ceros sobre la linea
o=1.
O

Notese que la extension analitica de la funcién zeta de Riemann que
se obtuvo en la proposicion 2.3 satisface todas las condiciones del teorema
anterior. Luego, como corolario inmediato de dicho resultado se tiene que
la funcién C no se anula a lo largo del conjunto que queda al remover el
punto s = 1 de la recta 0 = 1. Este resultado serd sumamente importante
en ambos enfoques que en este capitulo se emplean para establecer la

conjetura de Gauss-Legendre.
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§3. La primer prueba que presentaremos de la conjetura de Gauss y

Legendre la obtendremos del

Teorema 2.6. (D. J. Newman) Sea f : [0, 00) — R una funcién acotada
y localmente integrable. Para z € ¢ > 0 sea g(z) = f ft)e ™ dt. Si g(z)
0

admite una extension analitica en la cerradura de o > 0 entonces

T
tim [0 = g0

T
Prueba. Para T > 0 la funcién gr(z) = f f(t)e ™ dt es entera. Sea R un
0

real positivo y C la frontera de la regién
{zeC:lzZI<R y R(z) > -0}

donde 6 > 0 es lo suficientemente pequefio como para que g(z) resulte
analitica sobre C y en el interior de la regién acotada por C.

Una manera de ver que siempre es posible dar un 6 tal es como sigue:
la funcién g es analitica en el segmento de recta L que une a —Ri con Ri
y por tanto para cada z € L existe una bola B(z,r,) donde g es analitica.
La coleccién de todas estas bolas proporciona una cubierta abierta de L.
Al ser L compacto garantizamos la existencia de un recubrimiento finito
para L por bolas centradas en puntos sobre él. Ordenemos los centros
de dichas bolas en orden decreciente con respecto a su parte imaginaria.
Digamos que la lista resultante de centros es: z;, 2, ..., z¢. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que z; = iR y que z; = —iR. Otra suposicién
que podemos hacer es que no hay bolas tangentes y que ninguna de ellas
queda contenida dentro de alguna otra. Asi, si {i,--- , ik} son los puntos

de interseccién en el semiplano izquierdo de las bolas del recubrimiento,
basta con tomar 6 = = min [R(i)].
2 1<j<k

La férmula integral de Cauchy permite asegurar entonces que

2
2(0) — g7(0) = % fc (3(2) - gr(2)e” (1 + %) %. (2.8)
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Vamos a utilizar la identidad anterior para estimar el valor absoluto de
g(0)—g7(0). Laidea aqui es mostrar que el valor absoluto de dicha diferencia
se puede hacer arbitrariamente pequefio.

En el semicirculo C, = CN {z € C: R(z) > 0} se tiene que

Y e
9%(Z)

donde M es alguna cota finita para la funcién f. Por otra parte, el factor

k(z) = &7 (1 + —2) (1) es tal que

g(z) — gr(2)| = ‘th (t) dt

RZ

le

Ik(2)]

le

B

+RZ

R =z
—+

(7

z R

‘R(Z)T

e‘R(z)T

Luego, si z = Re”? se sigue que [k(z)| = e*@T|e70 + ¢10]. 4 = *@T . 2c0s0 - £

)

Asi, el aporte a g(0) — gr(0) que se obtiene de C, estd acotado en valor

y en definitiva

Z‘R(z) RO

k(z)] = =

absoluto por

1\ (Me 2@T\ (2R(z) R
(E)( e )( 2 “T)( R) = 2.9)

Para estimar la integral sobre C_ = CN{z € C : R(z) < 0}, estudia-
mos los términos en g(z) y gr(z) por separado. Como gr es una funcién
entera, el principio de deformacién de caminos asegura que integrar sobre
C_ es equivalente a integrar sobre el semicirculo D_ = {z € C : [z]| =

R y *R(z) <0}. La acotacién que en este caso se obtiene es

—R()T
<Mf le™] dt<Mf le™?| dt = Me

—zT
f(t)e dt |‘R( e

lgr(2)| =
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Asi

L[l 3

R(z)T
)(Afﬁ(zn ) (RO (zm(zn) (nR)

(2.10)

|
==K N|H

1
Procedemos a estimar ahora la integral I(T, R) = fc g(z)e”” ( + ﬁ) dz.
De la analiticidad de la funcién g sobre C_ se asegura la existencia de una

constante N = N(§, R) tal que

<N

’g(z) ;)

(Lo

seccién C; del contorno C_ donde R(z) < —6; < 0, las estimaciones anterio-

< NeR@T Gj consideramos la

para cada z € C_. Luego,

res permiten concluir que en C; el integrando converge uniformemente
a 0 cuando T — oo. En las porciones restantes del contorno se cumple
que el integrando se encuentra acotado por la constante N y de aqui que
lim (T, R) =

Estamos listos para concluir nuestra demostracién. Dado € > 0, haga-
mos R = % Como I(T,R) — 0 cuando T — oo, existe Tj € R tal que [I(T, R)|
es menor que M - € cuando T > T. De (2.8), (2.9) y (2.10) se obtiene que

1g(0) —gr(0)| <M-e+M-e+M-€=3Me
cuando T es suficientemente grande y de ahi que

lim g1(0) = g(0),
que es justamente lo que se deseaba establecer.
O

Presentamos a continuacién dos importantes consecuencias del teore-

ma de Newman que se acaba de demostrar:
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“ 9(x) — x

a) La integral [y = dx converge. En efecto, si definimos

1 X2
(t) = e7'9(e')—1 se cumple que f es una funcion acotada y localmente
pleq y

integrable en [0, o). Asi, al tenerse que

P G
Lf(t)e dt—fl 2 dx

es necesario detenernos a analizar con cierto detalle a la funcién
(o)
d(x) — x
0= [ X
1

Para s en el semiplano o > 1 definimos la funcién ®(s) mediante la

lo
serie Z isp De las estimaciones hechas en la prueba del teorema
peP
2.4 se desprende de inmediato que la serie anterior converge abso-

luta y uniformemente en los subconjuntos compactos del semiplano
o > 1. El teorema de convergencia analitica implica entonces que P(s)

representa una funcién analitica en o > 1. Ahora bien, de

O +1) = Zlogp

s+1
peP p

[ee]

= Y (30 - - 1)

n=2

= (1 1
= _nZ:Z‘(nSH B (n_ 1)S+1)19(TZ—1)
- (s+1);9(n—1)fn:x‘ffz
- (s+1)ifn ‘zs(fz)dx

2 n—1

- (s+1)f1w is(fz)dx

se tiene que

Ois+1) 1 [T f"o x o,
s+1 s ‘[1 x5+2 ax . x5+2dx =80
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Con ayuda de estas igualdades probaremos ahora que la funcién g
admite una extension analitica en 0 > 0. Una vez que establezcamos
eso podremos aplicar libremente el teorema de Newman a las fun-

ciones ¢ y 9(¢') a fin de obtener el resultado en cuestién. Veamos.

De la cadena de igualdades en (2.4) se sabe que

_C’(s) _ logp B (ps _1)10gp+10gp
R I R M

y de ahi que
C'(s) logp
——==00G)+ ) ——.
o~ ;ﬁ P -1
Afirmamos ahora que la serie Z _logp _ converge absolutamente
ps(ps — 1)

peP

1 .
siempre que 0 > 5 En efecto, si p es suficientemente grande se

cumple que 9p° > 10 y por tanto, para dichos p, se observa que

s _ S| _ 1 — 40 _ i

De las acotaciones anteriores se sigue que

logp | logp - 10logp
re -l -1 p*

para los primos suficientemente grandes. La convergencia de la se-

logp
rie Z i implica entonces la convergencia absoluta de la serie

peP

lo
Z — 87 _ Del teorema de convergencia analitica se desprende
F -1
entonces que

B logp
RO =) -1
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. ) ) 1
representa una funcién analitica en el semiplano ¢ > 5 Luego, de

1 __C’(s)_ 1
q)(s)_s—l_ () s-1

— F(s)

D(s +1 1
G+ _1 puede extenderse
s+1 S

colegimos que la funcién g(s) =

analiticamente al semiplano o > 0.

El teorema de Newman nos permite concluir entonces que

g(O)zf(; f(t)dt‘zf0 [e_tS(et)—l]dt:f1 S(xiz_xdx.

La convergencia de la integral I; implica que 9(x) ~ x. Para con-

vencernos de esto notamos en primer lugar que la relacién 9(x) ~ x

es equivalente a la conjuncién del siguiente par de afirmaciones
(1) El conjunto {x > 0 : 3(x) > Ax} estd acotado siempre que A > 1;
(2) El conjunto {x > 0 : 8(x) < Ax} estd acotado siempre que A € (0, 1).

Asi, a fin de establecer la veracidad de 9(x) ~ x lo que haremos

serd probar, por contradiccion, el cumplimiento de 1y 2.

Si la afirmacion en 1 es falsa, existe A > 1 tal que 9(x)/x > A para x
arbitrariamente grandes. Puesto que 3 es no decreciente se sigue que

3(t) > 9(x) > Ax siempre que x < t < Ax y por lo tanto

Ax _ Ax _
f SOt s f AX=t o
X tz X t2

Haciendo el cambio de variable t = xu en la segunda integral de la

linea previa se obtiene que

Ax _ A _
f 90 tdtzfA “auso,
X t2 1 uZ

lo que entra en contradiccién con el criterio de Cauchy para la con-

vergencia de integrales impropias.
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De manera similar, si 9(x) < Ax para valores arbitrariamente grandes

de x y A <1 entonces

X _ X _ 1 _
f‘g(x) tdtgf” tdt:fA L au<o
t2 £2 u?

Ax Ax A

lo que contradice también al criterio de Cauchy mencionado recien-

temente.

La discusién precedente indica que 3(x) ~ x y lo mencionado en la

discusion debajo de la prueba de la proposicién 1.15 nos permite concluir

entonces que

§4. Hemos presentado la ruta més corta que se conoce hacia la prueba de

lanotable conjetura de Gauss-Legendre. La primera demostracién de dicho

resultado fue presentada de modo independiente y casi simultdneamente
en 1896 por J. Hadamard y C. ]J. de la Vallée Poussin. Comenta Donald J.

Newman en [12] que

... Las pruebas originales de Hadamard y de de la Vallée Poussin
sebasaron en lano anulacién de {(z) en R(z) > 1, pero requerian
ademds de molestos estimados para ((z) en el infinito. La razén
de eso es que las férmulas para los coeficientes de las series
de Dirichlet involucran integrales sobre contornos infinitos (a
diferencia de lo que ocurre con las series de potencias) y por

tanto su evaluacion efectiva requiere de estimados en oo.

Las pruebas modernas, debidas principalmente a Wiener y a
Ikehara, eluden la necesidad de estimaciones en co y dependen
tan s6lo del correspondiente resultado de no anulacién para
C(z), pero involucran algunos resultados sobre transformadas

de Fourier.
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Elaporte principal de D. J. Newman fue retomar los métodos de integracién
en contornos (para evitar el uso del Andlisis de Fourier) y restringir su
atencion s6lo a contornos finitos (para evitar las mencionadas estimaciones
en el infinito). La demostracién de Newman puede considerarse entonces
como una mejora natural al tratamiento presentado por Norbert Wiener y
S. Ikehara.

El trabajo de Wiener es digno de mencién también pues él fue de los
primeros en hacer depender la demostracion de la conjetura de Gauss-
Legendre tnicamente en la no anulacién de la funcién zeta en 0 = 1.
De hecho, Wiener mostré que el cumplimiento de la conjetura de Gauss-
Legendre es completamente equivalente a la no anulacién de la funcién C
sobre dicha recta.

La denominacién estandar para la conjetura otrora conocida como de
Gauss-Legendre es TEOREMA DEL NUMERO PRIMO. De ahora en adelante,
serd asi como nos referimos a dicho resultado. Vamos a mostrar ahora
la deduccién a la Wiener-Ikehara del TEOREMA DEL NUMERO PRIMO. El in-
grediente clave de este enfoque es un teorema similar al que se tiene en
2.6.

Antes de pasar a la prueba de dicho resultado vamos a enunciar y
demostrar un lema técnico al que confinaremos ciertos calculos que seran

de utilidad en lo sucesivo.

Lema 2.7.

a) Sea g una funcién analitica en la cerradura del semiplano ¢ > Oy
A una constante real positiva. Entonces g(o + it) converge uniforme-

mente a g(it) en [-A, A] cuando o — 0.

b) Para cada a € (0, o) se tiene que
1 [ It | sen? ax
= 1—— e dt = ———.
2 j: 2a( Za)e ax?

® 1
c) SiR(s) > 1, laintegral I; = f e D gy converge a
0

s—1°
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d)

0 (a2
, sen- v U
La integral I = ‘fo 7 dv converge a 7

Prueba.

a)

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que A = 1. Sea € > 0.
Parat € [-1,1] hagamos 0, = {s ts —it| < %} en donde 6, es tal que
|s —it| < 6; implica que |g(s) — g(it)| < g Sea {0, ...,0: } una cubierta
finita del segmento de recta que une a —i con i. Sea 6 = {nin{ét],/ 2}.

j
Si0<o<dyparate[-1,1] ¢ estal queit € Oy se sigue que

0+t — it = |02 + (F— )2 < 7|62 + 6”2<\/6t2"—6” <6

y por tanto

+ - =€

NI ™
NI ™

|g(o +it) — g(it)| < |g(o +it) — g(it))| + |g(it;) — g(it)| <

Empezamos por encontrar una férmula general para la integral in-

definida f (a + bt)e™ dt. Dado que

) eixt eixtt
te™ dt = — +—-—+C,
X X

se sigue que | (a+ bt)e™ dt = Ee“‘t + a(e”‘tt) + ;em + C. Ahora bien,

0 20 |t|
_ ) ixt
[lmfﬁ ](1 Za)e dt
0 t 20 ¢
o) it ) ixt
IZa(1+2a)e dt‘+f0 (1 2a)e dt

y la férmula previamente obtenida se sigue que

de la descomposicion

20
t .
INEEEE
-2 2&

et dt= — - = =
ax 2ax? 2ax? ax?

) a

tal como se habia previsto.

f 2 ( ;M ) 1 ") 4@ 2 —Dcos2ax 2sen? ax
a

4
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<)

En este caso se tiene que

T (-

1 e (s-1)T

f e gy = — :
0 s—=1 s-1

La conclusidon deseada es ahora una consecuencia inmediata del he-

cho que e VT — 0 cuando T — .

Consideremos la funcidon F : C — C definida como

-2 siz=0
F@) =1 prgi
—2 — en otro caso.

Si denotamos ahora con Ly al intervalo (=R, R) y con Cy a la inter-
seccién del semiplano J(z) > 0 con el circulo de radio R y centro en
el origen, el teorema de Cauchy nos permite asegurar que

f F(z)dz =10
LrRUCR

La identidad anterior es cierta para cada R > 0, pues la funcién F es

entera. Por otra parte, de

fF(z)dz:f dz—21f—dz—f dz+27'(
Cr Cr 2 Cr
y del hecho que
eZiz -1 ) | 21z __ | 27
f(;R = dz| < (nR) rzr;zc;lg = (nR)( ) R

se sigue que Iim | F(z)dz =2y por tanto

R— Cr

=21 = lim F(z) dz

R—oo Lx
R g2ix _ 1 —2ix
= lim —d
R—o0 —R x2

00 21x —-1- 2
=t
oo X
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Al extraer la parte real de la integral anterior se llega a que

= 2
n=f sen xdx:ZI.

xz

(o]

Luego, I = /2 y la demostracién termina. |

Pasamos ahora al anélisis de la ruta alternativa hacia el TEOREMA DEL

NOMERO Primo. La similitud con el teorema 2.5 es mds que evidente.

Teorema 2.8. (N. Wiener - S. Ikehara) Sea A(x) una funcién no negativa

y no decreciente definida en el intervalo (0, ). Sea s = ¢ + it. Suponga que

f(s) = ‘f; ) A(x)e™ dx

1

s—1
mente a la cerradura del semiplano o > 1. Se cumple entonces que

converge para ¢ > 1y que g(s) = f(s) — se puede extender analitica-

lim e "A(x) = 1.

X—00

Prueba. La prueba es en dos partes. Poniendo B(x) = e*A(x) probare-
mos primero que para A > 0 se tiene que

Ay

2
lim [ B (y - %) e 2.11)

—00

Usaremos después (2.11) para probar que

lim B(x) = 1. (2.12)

X—00

PrRIMERA PARTE. En la luz del apartado c del lema 2.7 tenemos que para

o>1,

f6) - —

f A(x)e™* dx — f e V% dx
0 0

f W[B(x) — 1]e % dx.
0

g(s)
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Ahora bien, para A y € positivos y

Qe(t) = g(1 + e +it)

se cumple que

1 21 |t| ' 1 21 |t|
= e(t)(l——)elyfdt = —f (1—— (f [B(x) - 1]e—<€+lf>de) dt.
Zszg 2A 2

(2.13)

Al aplicar el inciso b del lema y el teorema de Fubini al lado derecho de

fo [ - 1 ( f Z seeori- 1 dt) dx

°° ~ . sen* A(y — x)
[)[B(x) 1le —/\(y dx.

— x)Z

(2.13) llegamos a que

Z — ) pivt
> \[2/\ ge(t) (1 ZA)e dt

Luego, si en ambos extremos de la identidad anterior hacemos que € — 0

se obtiene

1 ) [t . B . sen* A(y — x)
E‘[ZAg(l-'_lt)(l_ﬁ)ey dt = llmf [B(X)—].] de

(2.14)
Por otro lado, el teorema de convergencia dominada de Lebesgue implica
que

* __sen’ A(y — x) f"" sen® A(y — x)
lim | e ——"dx= —— dx. 2.15
R Tt , AP 19

Este tiltimo resultado, en conjuncién con el teorema de convergencia monétona,

permiten afirmar que

°° _..sen® A(y — x) f"" sen? A(y — x)
lim B(x)e ———————dx = B(x) ———————— dx. 2.16
i A T o POy (216

De (2.14), (2.15) y (2.16) se tiene entonces que

it [ g SEC A ) ~ sen’ A(y —x)
f g(l'l‘lt) ) “dr = fo‘ B(X)W dx—ﬁ de
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Si en la igualdad previa se hace y — oo, el lema de Riemann-Lebesgue
asegura que el lado izquierdo tiende a cero. Esto implica a su vez que
Ay 2 0 2 -
v\ sen-v sen” A(y — x)
[ ey P U
S Y A L A T
* sen? A(y — x)

dx

= lim dx
y=e Jo Ay = x)?
A
. Y sen?v
= lim > do
y—=oo J_ o 0
= 7'(/

tal como se habia anunciado en (2.11).

SEGUNDA PARTE. Para probar (2.12) basta con mostrar que

limsupB(x) <1 y liminfB(x)>1.

X—00

Empezamos con la desigualdad de mds a la izquierda. Si a y A son dos

nuimeros positivos y y > a/A, la identidad en (2.11) asegura que para A > 0

hmsupf y—— sen vd <m

pues el integrando esnonegativo. Ademds, al ser A(u) = B(u)e" una funcién

no decreciente se sigue que para v € [-a,4],
y—a/A _ 2) < py—v/A ( _ 2)
e’™"B (y T)=¢ Bly 1
y por lo tanto

v _ A\ w-aya ( _Z) ~2a/A
(y /\) B(y /\)e =Bly=73)e ™"

Tenemos asi que

sen’ a sen’ v
y—00 —a /\ U y—oo /\ —a UZ

(2.17)
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Notemos ahora que para cada a y A fijos se cumple que lim sup B (y f\)

y—}OO
igual a lim sup B(y). Luego, sia — ooy A — oo de tal manera que a/A — 0
y—oo
se sigue de (2.17) que

( f sen” dv) lim sup B(y) <
—0 U y—00

De esto ultimo y del apartado d del lema 2.7 se concluye que

lim sup B(y) <

Tt Tt
S S ems - o= L
y—>c0 f senvd T
[ee]

Pasamos ahora a la prueba de la cota inferior para liir_l) ci}glfB(x). A fin de
establecer dicho punto empezamos por notar que el hecho de que la funcién
B sea no negativa con limite superior no mayor a 1 implica de inmediato
que B estd acotada por alguna constante C sobre todo el intervalo (0, o).

Luego, siay A son nliimeros positivos tales que y < a/A se sigue que
4 sen’ v sen’ v sen? v
- = < .
IOOB(y ) dv C|f f] d+f (y /\) " dv

(2.18)
Como antes, para —a < v < 4, tenemos que

-3 alyd

y por tanto

2
fB(y—%)se;l % i <B(y+ )Zﬂ“fse;‘zvdv. (2.19)

Ahora bien, al tenerse que lim inf B (y +
y—oo

%) = lim inf B(y), los resultados en
y—00

(2.11), (2.18) y (2.19) permiten concluir que

sen’ v v\ sen’v
[f f] dv+11irl)g1ff_\:B(y—X) ~ dv
C[f +f ]Senzvdv+(ez”mf
—00 a v —a

|
IA

IN

2
Se; g dv) lim inf B(y).
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Si en la tltima expresion de la anterior cadena de desigualdades hacemos
a— o0, - ooya/Al — 0llegamos a que © < mliminf B(y), con lo que la
y—)OO
prueba termina.
O

La deduccién del TEOREMA DEL NUMERO PRIMO a partir del teorema de
Wiener-Ikehara es directa ahora. En el §2 de este capitulo se estableci6 una
C'(s)
Cs)

importante identidad integral para la funcién — en el semiplanoo > 1.

Dicha identidad asegura que

R I L B T N A
C(s) _fl_ x — dx =s fo e (e’ dx (2.20)

siempre que s € ¢ > 1. Por otro lado, la proposicién 2.3 indica que en el

semiplano o > 0 la funcién C puede escribirse como

h(s) _ H(s)
T+ s—1 s-1
donde h(s) es analitica en 0 > 0 y H(1) = 1. Luego,
Q) d _ 1
C(S) - ds IOg C(S) - s—1 + g(S) (221)

donde g(s) = —H’(s)/H(s). De la igualdad en (2.21) se obtiene que g es una
funcién analitica en la cerradura del semiplano o > 1. Las relaciones en
(2.20) y (2.21) nos permiten asegurar entonces que

a X\ ,—XS _ 1 g(S)
f(; Pe)e ™ dx = P +T.

Puesto que g(s) es analitica en la cerradura de o > 1, se tienen todas las

hipétesis del teorema de Wiener-lkehara. Por tanto,

1=1lim $e) = lim )

X—00 e X—00 X

y la demostracién termina.

§5. En la parte final del apartado anterior se presenté una prueba del

TEOREMA DEL NUMERO PRIMO en base al teorema de Wiener-Ikehara y ala no
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anulacién de la funcién zeta en la recta ¢ = 1. A continuacién mostraremos
que la no anulacién de la funcién C sobre dicha recta se puede obtener
como consecuencia del TEOREMA DEL NUMERO PRIMO.

Para s € ¢ > 1 consideremos la funcién

RLON N TR

sC(s) s—1 " x5+l

F(s) = dx.

Esta funcién F es analitica en o > 0 salvo en los ceros de la funcién C. Luego,
para € > 0, el TEorEMA DEL NUMERO PriMoO asegura la existencia de un real

xo tal que [(x) — x| < ex cuando x > xj. Asi, para s € 0 > 1 se cumple que

IF(s)| < f W) = f £ dx < f e -, €
1 X x° 1 X o—1

X0

donde ¢ = K(s). Si multiplicamos ambos extremos de la cadena de de-
sigualdades en la linea anterior por (0 —1) y tomamos limite cuandoo — 1*
se obtiene que }1_{% (0 = 1)F(o + it) = 0 para cada ¢ fijo. Por otra parte, si
1+ it es un cero de la funcion C, entonces el limite de (6 — 1)F(o + it) cuando
o — 17 tiene que ser igual al residuo de F(s) en el polo simple s = 1 + it.
Como dicho residuo no puede ser cero, se ha entablado una contradiccién
con el valor obtenido para el limite en cuestion.

De todo lo anterior se colige que la no anulacién de la funcién C sobre la
linea 0 = 1 es un hecho equivalente al TEorREMA DEL NUMERO Primo. Otra

equivalencia notable se presenta en el siguiente

Escolio 2.9. t(x) ~ siy s6lo sip, ~nlogn.

x
log x

Prueba. De la relacion 7mt(x) ~

X . :
logx se desprende de inmediato que
lim (log 7t(x) + log log x — log x) = 0.

Esta igualdad implica a su vez que

1
lim 0g T(x) =1
X—00 logx
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y por consiguiente

_ n(x)log mt(x)
lim ——————— =

X—00 X
nlogn

Pn

Si en esta ultima linea hacemos x = p,, llegamos a que — 1 cuando
n — oo.

Reciprocamente, si p, ~ nlogn se sigue que

P nlogn
Pus1 (n+1)log(n +1)

Para cada n € N, fijese x(n) de tal manera que p, < x(1) < p,+1. Se cumple
entonces que x(n) ~ p, y por tanto x(n) ~ nlogn. De esta tltima relacién
se desprende que logn + loglogn ~ log x(n) y de ahi que logn ~ log x(n).
Luego

x(n)  x(n)

m(x(m)) = n ~ logn  logx(n)

y la prueba termina.
O

Para concluir mencionaremos algunas conexiones entre el TEOREMA DEL
NoMERO PriMo y ciertos puntos de la discusion efectuada en el capitulo
anterior.

La primera de ellas es con relacién al problema de la representacién de
P mediante polinomios. Veamos. Es claro, por ejemplo, que la imagen de
IN bajo el polinomio 2x + 1 contiene, practicamente, a todo P. Una vez que
se ha notado esto, hay una pregunta que surge de modo natural: ;existe
un polinomio cuadratico f de tal manera que f(IN) 2 P?

Una manera de responder a esta interrogante es utilizando la divergen-
cia de la serie de los reciprocos de los ntimeros primos. Si suponemos que

f(n) = n*+bn + ¢ es un polinomio tal que f(IN) 2 P entonces

Z% Zf( L) >0l (2.22)
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Por otra parte, al ser f(n) ~ n* se tiene que

1
,;5 Al >0

es una serie convergente. Esto tltimo contradice, en vista de la desigualdad

1
(2.23), 1a divergencia de la serie Z —.
peP p

Otra forma de abordar el problema es precisamente con ayuda del

TeorEMA DEL NUMERO PriMo. Sean f un polinomio cuadrético tal que
f(IN) 2 Py A una constante (positiva) para la cual se cumple que f(n) < An?

para cada n € IN. De lo anterior se tiene que, para x > 1, el intervalo [1, x]

. < X . . . s .o .
contiene no mas de /Z niimeros primos. La estimacién anterior implica

que

lim ni(x) log x —0

X—00 X

lo que es claramente absurdo en la luz del TEorEMA DEL NUMERO PRIMO.

Estos argumentos pueden modificarse para mostrar que si

{fi,..o, fu) € Z]x]

y deg[fi] > 2 paracadai € {1,...,n} entonces no puede ser el caso que

Pc| JAmN).
i=1
La segunda conexién tiene que ver con la desigualdad en (1.5), a saber

Hp<4”.

p<n,
peP

Esta desigualdad es uno de los ingredientes esenciales en la prueba de
Erdés del postulado de Bertrand.
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Como bien sabemos ya, el TEorREmA DEL NUMERO PRIMO es equivalente
Z‘4;7§x lOg p

O(x T
a que lim ) = lim — - 1. Lo anterior implica a su vez que

x—oo X X—00

lim H =e.
n—oo p

p<n,
peP

Luego, para cada € > 0 se tiene que Hp < (e + €)" siempre que n es

p<n,
peP

suficientemente grande. Esto indica que el niimero 4 en el extremo derecho
de la desigualdad (1.5) se encuentra un tanto distante de la mejor constante
posible para la desigualdad en cuestion.



Capitulo 3

Primos en progresiones

aritméticas

§1. El objetivo de este apartado es estudiar un importante teorema de-
bido a Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet. La prueba de dicho resultado
fue el tema central de una memoria de Dirichlet publicada en 1837. Mu-
chos estudiosos de la Aritmética consideran a ese escrito como el principal
referente en el nacimiento de la Teoria Analitica de Ntumeros. Que esto sea
asi se debe, basicamente, a la notabilidad del teorema y a lo novedoso de
las técnicas introducidas por Dirichlet en su demostraciéon. Presentamos
a continuacién, sin mayor predmbulo, el enunciado del teorema a cuyo

anélisis dedicaremos nuestro esfuerzo en lo sucesivo:

Teorema 3.1. Sean a y m dos ntimeros naturales coprimos. Se tiene

entonces que en la progresion aritmética
a,a+m,a+2m,a+3m,...

aparecen infinitos nimeros primos.

De acuerdo con L. E. Dickson (ver [6], pagina 415), Euler demostr6 el
resultado en el caso en que a = 1. Dickson agrega que A. M. Legendre

crey6 haber tenido una prueba para otras elecciones generales de a y m,

69
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pero que su argumento se basaba en un lema que posteriormente seria
encontrado erréneo.

Para poner las aportaciones de Dirichlet en contexto, abordaremos a
continuacién la labor de presentar pruebas para varias instancias especiales

del teorema del momento.

Ejemplo 3.2. Sim = 2 ya = 2k + 1 para algan k € IN, la progresién

aritmética toma la forma
2k+1,2(k+1)+1,2(k+2)+1,...

Luego, es claro que la progresion consiste de todos los niimeros impares
positivos salvo los k primeros. La veracidad del aserto es consecuencia
entonces de la sola infinitud del conjunto de primos.

O

Ejemplo 3.3. Sim = 3 ya = 2, la progresiéon aritmética en cuestion

consiste de los niimeros
2,5,8,11,...

Para mostrar que hay infinitos primos dentro de la progresion, la técnica
a emplear serd constructiva. A saber, probaremos que dado un conjunto
Ax ={p1,...,pr} de primos en la progresion, siempre podemos detectar otro
primo (en la progresién aritmética) que coincida con ningtin elemento de
Ag. El punto clave aqui es la consideracién, una vez que Ay se ha fijado, de

la expresion
ar = 3(p1---pr) — 1.

Claramente, el nimero determinado por dicha receta pertenece a la pro-
gresion aritmética que se esta considerando. Lo que resta ver es que la
expresion nos permite derivar, de algiin modo, un ntmero primo en la
progresiéon no contenido en Ax. Veamos. Al ser a; un nlimero positivo dis-

tinto de 1 se sigue que a; es un producto de primos congruentes con1 62 en
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modulo 3. Dado que el producto de nimeros congruentes con 1 médulo 3
es otro nimero de ese tipo, se sigue que a; siempre posee un factor primo,
gk, congruente con 2 en médulo 3. La observacién crucial ahora es que gx no
puede ser un elemento de Ay, pues de serlo se tendria a g, como divisor de
3(p1---pe)y de3(p1---p) — 1y por tantode 3(p1 -~ pi) = [3(p1 - pr) =11 = 1,
lo que es ciertamente absurdo. El argumento anterior ilustra cémo ob-
tener mds primos en la progresion aritmética {3k + 2}cz+ una vez que se ha
identificado a uno o mds de ellos.
O

Ejemplo 3.4. Consideremos ahora el caso en que m = 4. Si a es algtn
ndmero natural coprimo con m se tiene que a es congruente con 1 6 3
en moédulo 4. Luego, estudiar la aparicién de primos en una progresién
arimética con diferencia comun igual a 4 se reduce a estudiar solamente
los casos en quea = 1 6 a = 3. La prueba de la aparicion de infinitos primos
en {4k + 3}icz+ queda como la hecha en el ejemplo 3.3, mutatis mutandis.
Discutiremos ahora la prueba del resultado en el caso en que 2 = 1. El
deseo de hacer nuestro argumento totalmente autocontenido justifica la
siguiente digresion en el tema de los residuos cuadréticos.

Recordemos' que a es un residuo cuadratico médulo un primo impar
p si existe un ntimero entero x tal que x> = a4 méd p. Una observacion
importante que se tiene es que en el conjunto A = {1, 2, ...,p—1} hay tantos
residuos cuadréticos como no cuadréticos (como es de esperarse, a es un
residuo no cuadratico sia no es un residuo cuadratico). La manera usual de
probar esa observacion es notando que a es residuo cuadratico médulo p si
y s6lo si x* = a méd p para algtin x € A. Luego, una manera de determinar
el namero de residuos cuadréticos en {1,2,...,p — 1} es formando una

particién del conjunto
{1%,2%,...,(p - 1

con clases cuyos elementos sean congruentes entre si, pero incongruentes

!El entero a es coprimo con p a lo largo de esta digresion.
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con los elementos de cualquier otra clase. No es dificil ver que una particién

tal resulta ser

_ 2 2
{12,(p—1)2}u{22,(p—2)2}u,...,u{(p21) ,(p;rl) }

De esto se sigue que en A hay (p — 1)/2 residuos cuadraticos y (p — 1)/2

residuos no cuadraticos. Con ayuda de este hecho vamos a derivar una
caracterizacion ttil de la nocién de residuo cuadrético.

Sia es residuo cuadrético modulo p se tiene que x> = 2 méd p para algtin
entero x coprimo con p. Al ser p un primo impar, podemos elevar ambos
miembros de la congruencia anterior a la potencia (p—1)/2 y obtener asi que
xP~t = a?=b/2 mod p. Al aplicar el pequefio teorema de Fermat al miembro
izquierdo de la congruencia previa llegamos a que a?!/2 es congruente
con 1 médulo p siempre que a se supone residuo cuadratico médulo p.
Nos aventuramos a estudiar ahora la validez de la implicacién reciproca.

Consideremos para ello la ecuacién
X2 = 1 moéd p.

Un resultado cldsico de Lagrange asegura que dicha ecuacién posee a lo
mas (p — 1)/2 soluciones entre 1 y p — 1. Como vimos anteriormente, cada
residuo cuadrético es solucién de la ecuacién. Dado que en el conjunto
A ={1,...,p — 1} hay exactamente (p — 1)/2 de ellos se concluye que el
conjunto solucién de la ecuacién consiste precisamente de los enteros que
son residuos cuadraticos médulo p. De todo lo anterior se desprende que el
entero a es residuo cuadritico médulo p si y sélo si a?~D/2 = 1 méd p. La carac-
terizacion esta es conocida como criterio de Euler y nos permite asegurar,
por ejemplo, que —1 es residuo cuadratico de los primos congruentes con 1
modulo 4 y residuo no cuadratico de los primos congruentes con 3 médulo
4. Veamos ahora como es que este dato muestra injerencia en la determi-
nacién del ntiimero de primos que aparecen en la progresion aritmética
{4k + 1}iez-.
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La técnica a emplear serd la misma que la utilizada en el ejemplo 3.3.
Sea Ay = {pi1,...,px} un subconjunto de la progresion {4k + 1}icz+ confor-
mado exclusivamente de ntiimeros primos. Considérese a continuacioén la
expresion a, = 4(p; - -pk)2 + 1. Dado que a; es un entero positivo distin-
to de 1, a; posee un divisor primo g;. La existencia de ese divisor primo
implica de inmediato que —1 es residuo cuadratico médulo gi y por tanto
gr = 1 mod 4. Claramente, el entero gx es un nimero que no pertenece a
Ai. Por tanto, nuestro argumento proporciona una manera de encontrar
infinitos primos congruentes con 1 médulo 4 siempre que seamos capaces
de determinar uno o mas ejemplos concretos de primos de tal forma. Da-
do que 5 = 1 méd 4, concluimos que la progresion {4k + 1}iez+ contiene
infinitos nimeros primos, tal como se esperaba establecer.

O

Los ejemplos anteriores proporcionan evidencia a favor del resulta-
do anunciado. Cabe mencionar, ademds, que con ayuda de argumentos
similares a los aqui expuestos se puede establecer la existencia de infini-
tos primos en otras progresiones aritméticas particulares. Sin embargo,
nosotros optamos por dirigir inmediatamente la atencién hacia la prueba
de Dirichlet del caso general. Nuestra decisién queda respaldada por el he-
cho de que los enfoques ad hoc en la linea de los presentados previamente
estan condenados al fracaso. La justificacion de tal aseveracion viene en la
altima seccién de este capitulo.

La prueba del teorema de Dirichlet sobre primos en progresiones arit-
méticas consta de dos ingredientes principales: el conocimiento de las
propiedades de ciertos homomorfismos de Z;, y algunos resultados de no
anulacién para series creadas en base a dichos homomorfismos. Desarro-
llaremos a continuacién, paso a paso, todo el material que en la prueba se
requerird. En el caso de los homomorfismos, el estudio se hace en general

para grupos abelianos finitos.

§2. Sea G un grupo abeliano finito. Un caracter x del grupo G es un

homomorfismo de G en C* (el grupo de complejos distinto de cero bajo
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la multiplicacién usual de niimeros complejos). Una observacién directa
indica que el conjunto de caracteres de un grupo G queda dotado con
estructura de grupo al considerar el producto usual de funciones. El grupo
asi obtenido se denomina grupo dual de G y se denota por G. El neutro del
grupo G recibe el nombre de caracter principal de G y se simboliza como
Xo-

Vamos a enunciar y demostrar ahora mismo dos propiedades bésicas

de los caracteres que resultardn importantes a la postre.

Escolio 3.5. Sea G un grupo finito. Se tiene entonces que:

a) Si |G| = n entonces x(g) es una raiz n-ésima de la unidad para cada
g€G.

b) DadoH <Gy x € ﬁ, existen [G : H] caracteres de G cuya restriccién

a H coincide con y.

Prueba. La prueba del primer inciso es simple. Una consecuencia del
teorema de Lagrange (en Grupos) indica que para cada g € G se cumple

que ¢! = ey por tanto

1= x(e) = x(§ = [x(¢)1“ = (9"

como se deseaba probar.

Para demostrar el segundo inciso notamos, en primer lugar, que si
H es igual G entonces el resultado es trivialmente cierto. Ahora bien, si
el subgrupo H es propio entonces G = (H U {g3,...,8}) para algunos
elementos g1,...,9« € G\ H.

Sik =1y m lo usamos para denotar al indice de H en G entonces
gr = h; para cierto h; € H. Mas atin, cada elemento de G puede escribirse
en la forma hg] donde h € Hy r € [0,m) N Z. Asi, si x| € G es tal que

Xila = x se sigue que

x1(8) = x1(hgy) = x1(Mx1(g7) = x(M)x3(81)-
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La igualdad anterior indica que la manera de distinguir dos caracteres de
G con idéntica restriccién a H es por medio de la imagen que asignan a g;.
Dado que x1(g1) es siempre una raiz m-ésima de x(h;) se concluye que a
lo méas hay m caracteres de G cuya restriccién a H es precisamente yx. La
prueba concluye una vez que observamos que si €y, ..., €y son las raices

m-ésimas de la unidad entonces las m funciones de G en C* de la forma

xx(hgy) = x(h)ey

determinan m elementos distintos de G que al ser restringidos a H coinci-
den con y.

Supongamos ahora que el resultado se cumple para k fijo (pero arbi-
trario). Probémosle entonces para el caso cuando G se obtiene de H por
adjuncién de k + 1 elementos en G \ H.

Consideremos la sucesién de subgrupos de G determinados por las

relaciones
Go=H, G =(Gj1U{gl) v Gui=6G.
Los subgrupos Gy, Gy, . .., Gk, Gis1 asi contruidos son tales que
Go <Gy £... £ Gk £ Ggy1-

La hipétesis de induccién implica ahora que, dado x; € Gj, el nimero
de caracteres de G]'+L que restringidos a G; actuan | COmMO j es [Gjs1 : Gjl.
Por tanto, dado x € H, el nimero de elementos de G cuya a restriccion a H

esiguala x es

1G1] - |Graal _ |Graal

[G1: Gol[Gz : G-+ [Gk : Gra][Grar = Gi] = GG~ 1Gu

=[G H],
con lo que la demostracién culmina.
|

El siguiente teorema es una consecuencia notable de lo obtenido recien-

temente:
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Teorema 3.6. Todo grupo abeliano finito es isomorfo al producto directo
de un ntimero finito de grupos ciclicos.

Prueba. Sea m el minimo comun multiplo de los 6rdenes de todos los
elementos del grupo G y py'---p; la descomposicién en factores primos
dem.Si gy,..., g, son elementos de G de 6rdenes respectivos p‘il, R 1

sigue que

So=81"8r

tiene 6rden igual a m.
Sea ahora H = (go) y x el cardcter de H que manda el elemento g{ en el
. 2mi . . . . . .
complejo (e ). Por el inciso b del escolio anterior se asegura la existencia
de x1 € G tal que x1ly = x. Luego, al tenerse que g" = e para cada g € G se

cumple que
Im(x;) ={zeC:z" =1}.

Por otro lado, si hacemos K = Ker(x), el teorema fundamental de homo-

morfismos de grupos nos permite asegurar que
G/K = Im(x1)

y de aqui que |[K| = |G|/m. Ahora bien, al cumplirse que H N K = (e) se
obtiene que

_ HIK|
|H N K]

(€]

m

IHK] - (m)( ) el

y por tanto G = HK =~ H X K. Hemos probado entonces que todo subgrupo
ciclico de G de orden méximo es necesariamente un factor directo del
grupo. La prueba termina ahora al notar que el argumento puede reiterarse
sobre K, el cual es un grupo de orden menor a |G|.

O

Vamos a enunciar (y demostrar) a continuacién un teorema donde re-

sumiremos las propiedades mdas importantes de G. Dichas propiedades
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desplegardn el mayor beneficio para nuestro estudio cuando las aterrice-

mos al grupo que hemos distinguido desde un principio: Z;,.

Teorema 3.7.

a) Ungrupo abeliano finito G posee exactamente |G| caracteres distintos.
Esto es, |G| = |G].

b) El grupo dual de G es siempre isomorfo a G.

c) Valen las siguientes identidades

|Gl sig=e ) IGl six = xo
ZX(g) - { 0 en otro caso Y Z Q)= 0 en otro caso.

8€G

Prueba. Empezamos, naturalmente, con la prueba del inciso a. En el teo-
rema anterior se demostré que existen g3, . .., s € G tales que los elementos
de G pueden escribirse como g}'gy ---g: donde 0 <r; < hjparal <i<sy
los enteros h; dependen solamente de G y satisfacen que h; - - - hs = |G].

Asi, para x € G se tiene que

X(g) = (@) = 1

y por tanto, x(g;) es una raiz h;—ésima de la unidad para cadai € {1,...,s}.
Esta observacién nos permite concluir que a lo més hay hy---h; = |G|
elementos en G. Un argumento andlogo al usado en la prueba del inciso b
del escolio 3.5. nos permite concluir que en realidad hay exactamente |G|
caracteres en G y la demostracién de esta parte culmina.

La prueba de la parte b es en tres pasos:

1) Primero mostramos que el resultado vale cuando G es un grupo
ciclico. En realidad, no hay mucho que hacer aqui pues si G = (g) y
|G| = n entonces basta con elegir z € C* de orden n. Se tiene entonces

que el caracter y de G que manda a g en z es tal que G = (x).
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2)

En esta parte lo que establecemos es que si Gj,...,G, son grupos
abelianos finitos entonces (’3\1 X - X @ ~ G X o X Gg. Dado que
ambos grupos tienen el mismo orden, la prueba se reduce a ex-
hibir un monomorfismo de un grupo a otro. Supongamos entonces
que X; € a y que x es la aplicaciéon de G; X --- X G en C* tal que
X, ..., a) = xi(a1) - - - xx(a). La construcciéon implica de inmediato

—

que x € Gy X -+ X Gi.
Asi,siF:(/3\1><---><(/3\;< - Glx/-fok es tal que F(x1,...,xx) = X,

afirmamos que F es monomorfismo. Para ver que F es homomorfismo
denotemos con x al cardcter que F asocia a (x1x] - .-, XkX;)- Se tiene

entonces que para (a1, . . ., 4x) arbitrario en G; X - - - X G se cumple que

(x1xp)(@) - - - (xex)(ax)
[x1(a1) - - xx(@allxi(@) - - - xp(an)]
X', ..., a0)x" (ay,...az)

x(a, ..., a)

donde x" = F(x1,---,x0) y X” = F(x},---, x;)- De todo esto se deriva

que F(xix -+, xex) = F(xi, - x)F(xy, - - -, X), tal como se deseaba
establecer.

La prueba de la inyectividad la efectuamos de manera similar. Si

F(x1,---,Xxx) =, F(Xi/'--/?(;i) = y i = §/ se sigue que

Y(as, ..., a) =y9(ay, ..., 4)

para cada (a1, ...,a4) € Gy X -+ X Gy. Esto dltimo implica que x; = )(;.

paracada j € {1,...,k} y nuestra prueba termina.

Lo que resta hacer es conjuntar lo hecho en los pasos anteriores. Por lo
establecido en el teorema 3.6 tenemos que si G es un grupo abeliano
tinito entonces G ~ G; X --- X Gy para ciertos grupos ciclicos G;. Lo

probado en 1 y 2 nos permite concluir entonces que

GoGi X XG~Gi X XGr~Gyx-XG~G.
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Vamos a proceder ahora con la prueba de las identidades que aparecen
en el inciso c. Iniciamos con la identidad de maés a la derecha.
Si x = xo entonces x(g) = 1 para cada g € Gy por tanto
Y xg=).1=IGl
8€G g€G
Ahora bien, si x no es el carécter principal de G entonces x(g’) es distinto
de 1 para algtn g’ € G y por tanto

Y X =) x(g9) =) X&) =x&) ) x(3)

geG gcG gcG gcG

[1- ()1 x(8) =0

g€G

y de aqui que Z Xx(g) = 0, como se deseaba obtener.
gcG
La prueba del primer caso delaidentidad de mas a laizquierda depende

de lo probado en el inciso a. En efecto, al ser |G| = IG], se siguequesig=e

Y x(g®)=).1=1Gl=IGl.

xeG xeG

entonces

Para calcular la suma en el caso en que g es diferente de e lo que hacemos
es probar, en primer lugar, que hay un caracter en G que no manda a g en
1.

Consideremos el subgrupo H de G generado por g. Al ser g distinto
del elemento neutro de G se sigue que Iﬁ | = |H| > 1. En particular, existe
Y € H diferente del carécter principal. Como g genera al grupo es claro
que Y(g) # 1. Al aplicar la parte b del escolio 3.5 deducimos la existencia

de x’ € G cuya restriccién a H es . Lo anterior implica, en especial, que
X'(g) # 1 y de aqui que

Y x®) =) x(®=x ) Q.

xeG xeG xeG
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De lo anterior se desprende inmediatamente que Z x(g) = 0, tal como

reG
deseabamos establecer.

O

Antes de seguir con la exposicién haremos una observacién importante
con respecto a las identidades establecidas en el inciso c del teorema pre-
vio. La denominacién comun en la literatura para dichas identidades es
relaciones de ortogonalidad. Una manera de ver que la designacion anterior
es justa se indica a continuacion.

Denotemos con CC al conjunto de funciones de G en C. Este conjunto
puede ser dotado con estructura de espacio vectorial (sobre C). La suma
de funciones en CC es la usual y lo mismo vale para la multiplicacién por

escalar. Si hacemos ahora

1 -
(.92 = 1 ) [0z

xeG

tenemos que C° es un espacio vectorial complejo con producto interior
hermitico.

Luego, si x1 y x2 son caracteres distintos de G, tenemos que

1 — 1 _
X1 Xx2) = @ ;;‘Xl(x))(z(x) = @ Z(xlle)(x) =0.

xeG

Por otro lado, si xy1 = x» entonces

X1, x2) = |1€| le(x)xl(x) = % Z x1(x)f = 1.

xeG xeG

Los célculos efectuados nos permiten concluir que G, el grupo dualde G, es
un conjunto ortonormal del espacio vectorial C® con respecto al producto
interior (, ).

Procedemos ahora a calcular la dimensién del espacio vectorial con-
siderado. Supongamos que G = {g1,...,4x}. La manera rdpida de efec-

tuar el cdlculo es identificando primero a la funcién f con la n—ada
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(f(g1),.--,f(gn)) € C". La identificacién induce, de hecho, un isomorfis-

6y por consiguiente dim(CS) = |G|. Dado que G es un

mo entre C¢ y C
subconjunto linealmente independiente de C® con cardinal igual a la di-
mension del espacio concluimos que

Escolio 3.8. El grupo dual de G es una base ortonormal para C® y
por tanto toda funcién f € C¢ puede expresarse de manera tinica como

combinacién lineal de caracteres, a saber

1
f=5 Z(f,)m(-

xeG

O

Sin duda alguna, la denominacién mencionada resulta ahora mds na-
tural a la lectura.

Sea x € Z;,. Dicho caracter induce una aplicacién y’ de N en C. La apli-
cacion se define por partes: si (1, m) > 1 entonces x’(n) = 0. Por otro lado,
si (n,m) = 1 entonces x’'(n) = x([n]) donde [n] es clase de equivalencia de n
en la congruencia médulo m. Abusando de la notacién, nos permitiremos
en lo sucesivo usar la letra y tanto para el cardcter como para la funcién
aritmética que induce. Las funciones aritméticas obtenidas se conocen
como caracteres de Dirichlet médulo m. En la siguiente proposicién se

dara cuenta de sus principales propiedades.

Proposicién 3.9.
a) Si(n,m) =1 entonces x(n) es una raiz ¢(m)—ésima de la unidad.

b) Los caracteres de Dirichlet médulo m son funciones completamente

multiplicativas con periodo m.

Prueba. La prueba de a es inmediata: como (1, m) = 1 entonces [n] € Z;,

y por tanto

X @m) = x2"([n]) = x([n]*™) = x([1]) = 1.
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La prueba del inciso b es en dos partes. Probaremos primero que los carac-
teres de Dirichlet médulo m son funciones completamente multiplicativas.
Tomamos entonces k y n en IN y procedemos por casos:

Si (k,m) =1y (n,m) =1 entonces (kn,m) = 1y por tanto

x(kn) = x([kn]) = x(lkDx([n]) = x(K)x ().

Si (k,m) =1y (n,m) > 1 entonces (kn,m) > 1y de ahi que

x(kn) =0 = x(n) = x(k)x(n).

El caso en que (k,m) > 1y (n,m) = 1 es andlogo al anterior. Resta
analizar entonces el caso en que (k,m) > 1y (n,m) > 1. En este escenario se
cumple también que (kn,m) > 1y por ende x(kn) = 0 = x(k) = x(k)x(n).

La periodicidad es una consecuencia directa del hecho que (n + m, m)

es igual a (n,m). En efecto, si (n,m) > 1 entonces (n + m,m) > 1 y por tanto

x(n) =0 = x(n+m).

Si(n,m) =1 = (n+m,m)entonces xy(n+m) = x([n+m]) = x([n]) = x(n) y
la prueba termina.
O

Una pregunta que surge de modo natural en este momento es si el
entero m es el minimo periodo que un caracter de Dirichlet médulo m
puede tener. La respuesta es negativa y el contraejemplo mds simple se
tiene en m = 8. En este caso, Z; = {[1], [3], [5], [7]} y el caracter de Dirichlet
modulo 8 inducido por el caracter {([1],1), ([3], -1), ([5], 1), ([7], =1)} es tal
que x(n) =0sinespar, x(n) =1sin=1moéd 8, xy(n) = -1sin =3 mbd 8§,
X(n)=1sin=5mdéd 8y x(n) = -1sin =7 mébd 8. Luego, si m" = 4 se
tiene que x(n + m’) = x(n) para cada n € N y de aqui que m = 8 no sea el
periodo minimo en este caso.

Es importante afiadir que la relaciones de ortogonalidad derivadas en el

teorema 3.7 dan lugar a identidades andlogas para caracteres de Dirichlet.
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Especificamente, si x es el cardcter de Dirichlet médulo m inducido por xy
entonces x(n) = 1si(n,m) =1y x(n) = 0 cuando (n,m) > 1y por tanto

Y x(m) = p(m).
n=1

Si x no es inducido por el caracter principal de Zn entonces x(n) # 1 para

alginn € [1,m) y de ahi que
D x(m=o.
n=1
Consideremos ahora las sumas de la forma Z x(n) donde x varia en el

X
conjunto de caracteres de Dirichlet médulo m. Claramente, sin = 1 méd m

entonces x(n) = x([1]) para cada x € i; y por consiguiente
Y xtmy =Y x((1D) =1Z;,| = p(m).
X X€Z,,

Si (n,m) > 1 entonces la suma es trivialmente igual a 0. Si (n,m) = 1y
[1] no es la clase del neutro de Z;, entonces la relaciéon de ortogonalidad

correspondiente nos permite concluir que

Y xtmy =) x(in]) =0.

XEZ;,

§3. Por cada carécter de Dirichlet médulo m consideremos la serie

()
Z)(n:l.

n=1

Dado que [x(n)| < 1 se tiene que la serie es absolutamente convergente en
el semiplano ¢ > 1. La funcién determinada por la suma de la serie en
tal semiplano se denota por L(s, x) y se denomina funcién L de Dirichlet

o simplemente funcién L. En la proposiciéon que sigue estableceremos la
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analiticidad en ¢ > 0 de ciertas funciones L. Especificamente, lo que se

tiene es que

Proposicién 3.10. Si x es un cardcter de Dirichlet médulo m no inducido
por el cardcter principal de Z;, entonces L(s, X) es analitica en el semiplano
o> 0.

Prueba. Sea H(x) = Z X(n). De la férmula de integracién por partes

n<x
para la integral de Riemann-Stieltjes se tiene que

xn) _ f dH®) _ HE (" HO

ns N s xS § 1 ts+1 dt

n<x

Ahora bien, al ser H(x) una funcién acotada?, se sigue que

L, ) = i X(’:) _, 1°° H) .
n=1

n s+l :

2Sea x un carécter de Dirichlet médulo m no inducido por el principal de iﬁ Para
cada N € N se cumple que

N

Z x(m)

n=1

IA

o)
)

Prueba. Por el algoritmo de la divisién en Z se tiene que N = gm +r dondeg > 0y
1 <r < m. Luego, dado que a = b méd m implica x(a) = x(b) se sigue que

N m 2m qm gqm-+r r m
Zx<n>=[2+ Yo+ ), ]X(n)+ Y xm =) xm ==Y xn.
n=1 n=1

n=1 n=m+1 n=(q-1)m+1 n=gm+1 n=r+1
N r m m
Asi, 2 Z x(m)| = Z x(n) — Z x(m)| < Z |x(n)| = ¢(m) y la prueba termina. O
n=1 n=1 n=r+1 n=1
N

El teorema previo proporciona sélo una manera de acotar la suma Z X(n). Claramente,
n=1
siempre se tiene a m como cota trivial. En 1918, G. Pélya e I. M. Vinogradov obtuvieron,

de modo independiente, uno de los resultados més finos que se tienen en este rubro. El

N
teorema obtenido por ellos establece que Z x(n) = O(V/mlogm) siempre que x es un
n=1
caracter de Dirichlet médulo m diferente al inducido por el principal (cf. H. Davenport.

Multiplicative Number Theory. Springer Verlag, New York, 1980, pags. 135-137).
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Como la integral de la derecha es uniformemente convergente en todo

semiplano o >

6 donde 6 > 0, el teorema de convergencia analitica nos
permite concluir la analiticidad de L(s, x) en el semiplano o > 0.
O

Vamos a derivar ahora una consecuencia importante de la multiplica-
tividad de los caracteres de Dirichlet. El resultado es andlogo al desarrollo

en producto obtenido para la funcién zeta de Riemann en el teorema 2.1.

[

Teorema 3.11. L(s, x) = H - ) paraoc > 1.

peP
Prueba. Consideremos el producto finito

P(x):H{1+X;f)+X;§j)+...}

psx

Dado que o > 1, cada factor es convergente. Luego, al haber s6lo un nimero
tinito de factores podemos multiplicar las series involucradas y reordenar
los términos obtenidos sin alterar la suma. Un término tipico es de la forma
)
Wy P
Por el teorema fundamental de la Aritmética podemos escribir

P() = Z X}i’:)

neA

en donde A consta de todos los naturales n cuya descomposicién sélo tiene

factores primos menores o iguales a x. Por consiguiente
(o)
Z x(m)
S
n=1 n

en donde B es el conjunto de todos los 1 que tienen por lo menos un factor

x(n)

neB

primo mayor a x. Asf,

Xl _ 5 (@)l
<L S

(n) P <
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(n)

La convergencia absoluta de la serie Z —— implica que la serie de mds
n=1

a la derecha tiende a 0 cuando x — oo. Luego, P(x) — Z % cuando

n=1
x — ooy de aqui que

00 -1
L(s,x)zZX::) :H{1+X;§f)+)(gs2)+”'}:H(l_){::))
n=1

peP peP

Lo tinico que resta mostrar es que el limite de P(x) es distinto de 0. Sea X un

nimero mayor o igual a 1 que cumple que Z l)l(ii?lﬂ < 1. Se tiene entonces
que n>X
2
H {1 LX) X(IZ ), } ~ X ()l
X ps p s |ns|

donde la suma de la derecha se efecttia sobre todos los naturales cuyos

factores primos son mayores a X. Claramente, la suma de dicha serie es
x(n

menor o igual a Z < 1. Por tanto,

n>X

H{1+X(f)+)((§:)+...}¢0
P p

p>X

y la demostracién culmina.

O

Como una consecuencia notable del teorema anterior se tiene que si xj

es el caracter de Dirichlet inducido por el neutro de Z:, entonces

o Tper(1-
L(s, xo) = H (1 _ X(;(SP)) _ P( X:(p) = (s )H (1 - —s) (3.1)

peP lem (1 » plm

siempre que o > 1.
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§4. La estrategia usada por Lejeune Dirichlet para establecer la infinitud
de los primos en la progresion aritmética a,a +m,a +2m, ... fue probar que
lim — = +o0. (3.2)

s—1+ S
p=a méd m P

A continuacién nos daremos a la tarea de justificar dicha igualdad.

Del desarrollo en producto obtenido en el teorema 3.11 se tiene que

B x(p)\ ™
L(s, x) = H 1- o

peP

siempre que 0 > 1. De esto se sigue que

-1
logL(s, x) = Zlog (1 - &]j)) + 2k, im
peP I
=11
= ——X(p") + 2kin

|
1
1
|Mg
ey
JE
<
+
N
ks
3

para algtn entero fijo k,. Mostraremos ahora que la expresién que aparece
en el segundo término tiene médulo acotado siempre que o > 1. En efecto,
de

X
pks

1=

),

peP

)
k=2

=
m
=
>~
||
N

IA
N —
ek
3~

peP k=2
3 1 p—ZU
2 = 1-p
11 ,
< = . o
< 3T AP
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Z Z 1y _
ks -

peP k=2 k p 2 1-

agregar que la acotacion hecha es independiente del caracter de Dirichlet

se obtiene que 2 — - ((2) < {(2). Es importante

X. Luego, si b es un representante de la clase inversa de [4] € Z, se tiene

que
Z x(®)log L(s, x) = Z x(®) Z X0 | e (33)
peP
donde R(s) = Z x(b) Z Z 11
peP k=2

lineas arriba para Z Z X 1mp11ca de inmediato que R(s) es una
peP k=2 k
funcién acotada en el semlplano o > 1. Mas atn, la identidad en (3.3)

puede reescribirse como

Y x0logLis, 1) = Y - L +RO =00m RO ()

peP p=a méd m
y de aqui que el problema de la determinacién de

1
lim —
s—1t ps
p=a méd m

se reduzca al estudio de las funciones L(s, x) cuando s es cercano a 1.

Si x es el caracter de Dirichlet inducido por el principal de Z, se sigue
de (3.1) que L(s, x) es analitica en 0 > 0 excepto por un polo simpleens =1
con residuo ¢(m)/m. De lo anterior se obtiene que lim,_,i+ L(s, xo) = +o0.
Mostraremos a continuacién que para cada y distinto del principal se
cumple que

lim log L(s, x)

s—1t

es siempre finito. Dicha observacién nos permitird concluir, en la luz de

) 1 _
(3.4), que Sll)rlr} Z 7; = +o00.

p=a méd m
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La prueba de la observacién dependera fuertemente del siguiente re-

sultado cldsico de Edmund Landau:

Teorema 3.12. (Lema de Landau) Supdéngase que f y y son ntimeros

reales con f < y. Si {c,}uen €5 una sucesién de reales no-negativos, la serie
[o0)

c . o
E — converge en el semiplano o > y y la funcién
ns
n=1

[o0]

f(s) =

admite una extensién analitica en algt’m dominio que contiene a [f,y],

y o

n=1

entonces la serie

Q2|O

converge.

Prueba. Dado que f es analitica en 0 > y podemos elegir 6 > 0 tal que
f resulte analitica en el disco |s — (y + )| < 20. Se tiene asi que la serie de
Taylor de f converge en dicho disco. Ahora bien, para ¢ > y, la derivada

m—ésima de f es

f) = (<1)" Y cullog n)"n™

n=1
En particular, siy — 6 < 0 <y + 0 se tiene que

. O +0)
;w —y o)

3 LD crlog k)t 040
= Z(o—y_(s) k=1 Ck10g

n!

f(o)

[se]

i (y +6—0)"ck(log k) k=0+0)
n!

0 g E

k=1 n=0

6046—oﬂogkckk—0+6)

15

k=1

8

Ck

ka
k=1
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oo
. . . . Cn
lo que implica la convergencia de la serie Z - paras real mayor que y — 6.

n=1

[ee]
P Cn
Seax =1infis € (B,y): Z s converge .. Se cumple entonces que la se-
n=1
rie es convergente en el semiplano o > « y define ahi una funcién analitica.

Dado que dicha funcién coincide con f en ¢ > y se tiene que

=) 2

n=1

en o > k. Mds adn, en virtud de este tltimo dato y de lo hecho en el parrafo
anterior colegimos incluso que k¥ = f. A fin de culminar la demostracién,

procederemos a mostrar (por contradiccion) que f es mayor que la abscisa
(&)

c
de convergencia® de la serie Z =,
nS
n=1
Supongamos que la funcién f(s) admite una extensién analitica en el
€
disco |s — | < € para un cierto € > 0. Eligiendo c € (ﬁ,ﬁ + E) y haciendo

= - = ok ~¢(log k)"
f(S) = Z k™ ke = Z Ckk_ce(c_s)logk = Z Z il - S (n' & ) (c=s)"
k=1 k=1 k=1 n=0 ’

queda una serie doble que converge absolutamente en el disco |s — ¢| < g
En particular, vista como serie de Taylor en (c — s) se trata de la serie de
Taylor para f(s) alrededor de c. De la analiticidad de f en el disco |s —c| < g
se concluye que la serie de Taylor es convergente en dicho dominio. Por

tanto, paracadas € (ﬁ - g, ﬁ) la serie Z % converge y de aqui el resultado.

n=1

O

(o]

. . . c ., .
3La abscisa de convergencia de la serie Z —’; es el ntimero real o que satisface lo
n
n=1
siguiente: la serie es convergente si R(s) > o y divergente si R(s) < . Los detalles sobre

la existencia de dicho o se dilucidan en el capitulo 9 del clasico texto de E. C. Titchmarsh
sobre Teoria de Funciones.
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Siguiendo a Paul T. Bateman probaremos a continuacién la no anulaciéon
de las funciones L de Dirichlet (para y no principal) a lo largo de la recta

o = 1. En realidad, probaremos algo un tanto més fuerte que eso, a saber

Teorema 3.13. Para 0 > 1 sea

-1 o
so=gs0=-[[[1-) - L%

peP

donde € es una funcién aritmética completamente multiplicativa y acotada.
Supongamos ademds que g admite una extensién analitica a algtin dominio

que contenga al intervalo [1/2, 1]. Se cumple entonces que
g(1) # 0.

Prueba. Supongamos que g(1) = 0. Probaremos que tal supuesto nos

lleva a una contradiccién. Consideremos, para o > 1, la funcién

F(s) = C*(5)8(5)g(5)

donde g*(s) = g(s,€). Dado que g(1) = 0 se tiene también que g*(1) = 0.
Ahora bien, la hipétesis de analiticidad de g alrededor de [1/2,1] implica
que la funcién g*(s) es analitica en el mismo dominio* alrededor de [1/2, 1].
De esto se desprende que la funcién F es analitica alrededor de [1/2,1]
pues el polo doble de (* en s = 1 se cancela con el cero de ¢ - ¢* en dicho
punto. Por otra parte, de la identidad

(1-2)"'=exp [i %k)

n=1

“Notar que g*(s) = £(5).
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se obtiene que

2 -1 —, -1
F(s) = ”—’(1—1) (1—€(p)) (1—€(p))
pr\ P P’ P

N 2 2 + ek (p) + E(p)

peP k=1

= 1+
peP
(o]

: P a iy . -
siempre que o > 1. Asf, si E —': es la expansion en serie de Dirichlet para
n

[0e]

24P+ (@) 1 [ 2+€p) +ED) ’
Z kpks .}.z Z kpks +...

k=1 k=1

n=1
la funcién F en el semiplano o > 1 se tiene que a,, > 0 para cada n € IN pues

2+ekp) +e(p) 2+ 2R{ep)} -0
k B k -

para cada natural k. Por otro lado, al ser

— -2
F(S)=H(1+%+}%+...)(1+egj +€;(25)+...)[1+€;7: +€p(£)+

peP

se concluye que

3+ 2¢(p) + 2&(p) + €X(p) + e(p)E(p) + € (p)
2—-e(p)e(p) +{1+e(p) + E(p)}2

2-le(p)?

1.

Elpz

v

\%

Si en el lema de Landau hacemos ahora ¢, = a,, f = 1/2 y y = 1 tenemos
que

1 A2 a
Yy ) S ) <
e P p n
lo que entra en contradiccion con la bien conocida divergencia de la serie
de los reciprocos de los nimeros primos (ver proposicién 1.1). La con-

tradiccion muestra que el supuesto de que g(1) = 0 es absurdo y de ahi la

veracidad del aserto en cuestion. m|
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El teorema recién probado apareci6 por vez primera en el articulo

A. E. Ingham. Note on Riemann’s C—function and Dirichlet’s L-functions. ].
London Math. Soc. 5 (1930), 107-112.

No obstante, es importante recalcar que la elegante demostraciéon que
aqui se ha dado fue presentada por Paul T. Bateman en una nota de 1997
paralarevista L'Enseignement Mathématique (la referencia completa es como
se indica en [2]).

Una de las aplicaciones mads interesantes de este teorema de Ingham
se obtiene al hacer e(n) = x(n)n~™ donde x es un caracter de Dirichlet no
inducido por el principal del grupo dual respectivo. En dicho caso se tiene

que

ns+ia

=Y 2 _6hia
n=1

y la tesis del teorema nos permite afirmar que L(1 +ia, x) # 0. En particular
se cumple que, para x no principal, la expresién L(1, x) es un ntimero
diferente de 0. Este dato sera crucial en la culminacién de la prueba del
teorema de Dirichlet.

Veamos. Dado que L(s, x) es analitica y distinta de 0 en s = 1, existe
€ > 0 tal que L(s, x) # 0 siempre que |L(s, x) — L(1, )| < €. Asi, si f es una
rama analitica del logaritmo para el disco |L(s, x) — L(s, 1) < ey 6(¢) > O es
como en la definicién de continuidad para la funcién L en s = 1, se sigue
que la funcién f(L(s, x)) es continua en el disco |s — 1| < 6(€). Por tanto, si x
es un caracter de Dirichlet médulo m diferente al inducido por el principal

de Z;,, se tiene que
lirﬂ log L(s, x) = lirE[f(L(s, X)) + 2kirt] = f(L(1, x)) + 2kirt = O(1)

para algtn entero k fijo que s6lo depende de x. La identidad (3.4) nos

permite concluir entonces que

log L(s,
lfm Ly | 298LEX0) 5| 2 oo (3.5)
s—1+ ps s—1+ (nb(m)

p=a méd m
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con lo que damos por culminada la demostracién del célebre teorema de
Dirichlet sobre primos en progresiones aritméticas.

O

Haremos a continuacién algunas anotaciones sobre el resultado que se
acaba de probar. La primera de ellas es, en realidad, una observacién que
se desprende directamente de la prueba anterior; a saber, la divergencia
de la serie de los reciprocos de los nimeros primos que pertenecen a la

progresiéna,a+m,a+2m, ... paraay mnaturales coprimos. La verificacion

. : 1
es por contradiccion. Supongamos que la serie E — converge a P. Se

p=a méd m
tiene entonces que paras > 1

Y 1<y i-p
p=a méd m p p=a méd m P
lo cual es absurdo en vista de (3.5).

La segunda nota proporciona informacién cualitativa sobre la manera
en que los nimeros primos se distribuyen en las clases de Z;,. El teorema
de Dirichlet asegura que cada clase contiene un nimero infinito de primos.
La pregunta que surge entonces es: ;hay alguna manera de determinar si
los ntimeros primos quedan repartidos equitativamente entre las distintas

clases de Z;,? La respuesta es afirmativa y estd dada por la siguiente

Definicién 3.14. Sea A un subconjunto de P. Se dice que A tiene densi-
dad analitica (o densidad de Dirichlet) relativa a P igual a d si

1
j ZpeA s
lim P

1
s—17 ZpEP E

=d.

La nocién anterior puede verse, intuitivamente, como una medida de
la proporcién de los primos contenidos en A. Veamos como es que esta
medida echa luz sobre la pregunta que hemos planteado recientemente.

En la cadena de igualdades (3.5) se mencion6 que para a y m coprimos
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persiste la identidad

1 log L(s, xo)
6d m ps - ¢(m)

p=a moé

+ O(1).

S

1
Por otro lado, sabemos que si s > 1 entonces L(s, xo) = C(s) H (1 — ) y

plm
por tanto

log L(s, xo)

log C(s) + log H (1 - %)

plm

gLl

peP k=1 plm

= Y, 00,

peP

de donde se concluye que

sza mod m ;% 1 O(l)
T + 1
ZpeP E qb(m) ZpeP E

Asi, sien la igualdad anterior se toma el limite cuando s — 17, concluimos

que la densidad analitica relativa de los primos que aparecen en la clase

[a] € Z;, es igual a

n (1m)' Dado que el nimero de clases en el grupo
es exactamente igual a ¢(m) y cada clase contiene infinitos primos, la
(sorprendente) conclusion es que los ntimeros primos se equidistribuyen
entre las ¢(m) clases del grupo.

Vamos a ahondar un poco mds en el fenémeno anterior. Recordemos
para ello, que en el §1 del primer capitulo de nuestro trabajo se hablé so-
bre la nocién de densidad asintética de un subconjunto de los nimeros
naturales. A continuacién probaremos una importante relacién que exis-
te entre las nociones de densidad asintética y analitica (relativas) de un
subconjunto de P.
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Teorema 3.15. Sea A un subconjunto de P. Si A tiene densidad asintética
relativa a P igual a a entonces A también tiene densidad analitica relativa
aPigualaa.

Prueba. Sean A(x) la funcién contadora de A en [1,x]. Paras > 1y

N € N se tiene que

1

S
neAN[1,N]

n°[A(n) — A(n — 1)]

[l
i g

Am)[n~ —(m+1)0°]+ AN)N™®

Il
il g

n+1
= A(n) f sx*ldx + AINN™®

n=1

N
f xS TA(x)dx + A(N)NS.
1

Il
©

Tomando limite, cuando N — oo, obtenemos quez n'=s f xSLA(x) dx
1

neA
y por tanto
Yoned i ‘ J;OO x 7 HA(x) — am(x)] dx 66
— Q= 00 . .
Yo nep nl fl x~s~n(x) dx
Ahora bien, dado € > 0, sea X un nimero mayor que 1 tal que
A
‘% —a|<e siempreque x> X

Utilizando esta X se obtiene, de acuerdo con la igualdad en (3.6), que

X 00
Toen w _a‘ o h o TNAR) - an@dy +e [T ) dy
Yoer - flm x~~In(x) dx

1+ a)X?
floo x~~In(x) dx

+€

El resultado se sigue ahora al notar que el denominador del primer término

en la dltima expresién tiende a +oco cuando s — 17. m|
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Ciertamente, la idea de densidad asintoética resulta méas cercana a lo
que uno comuinmente asocia con el concepto de densidad. No obstante, el
enfésis se ha hecho en este apartado en la nocién de densidad analitica re-
lativa porque hay ejemplos de subconjuntos de P que carecen de densidad
asintética relativa. Mds atn, el teorema 3.15nos asegura que las densidades
coinciden cuando ambas existen. Luego, la nocién de densidad analitica
relativa puede verse como una generalizacion conveniente de la idea de
densidad asintética relativa. Otra consecuencia interesante del teorema
anterior es como sigue. No es dificil ver que todo subconjunto de P con
densidad analitica relativa mayor que cero contiene infinitos ntimeros pri-
mos. Es natural entonces preguntarse si vale también el converso de dicho
resultado. Es decir, ;serd cierto que todo subconjunto de P que cuente con
infinitos primos tiene densidad analitica relativa mayor que 0?

Una manera en que podemos darnos una idea sobre la naturaleza de la
respuesta es por medio del siguiente argumento condicional: una creencia
sostenida® en Aritmética indica que el conjunto M de primos de Mersenne
es infinito. Por otro lado, al tenerse que en el intervalo [1, n] hay no mds de

log n primos de Mersenne se concluye que

IM N [1,n]] < 210g2n

o - (3.7)

para n suficientemente grande y de aqui que las densidades asintética y
analitica relativas a P del potencial conjunto infinito de primos de Mersenne
sean iguales a 0. Lo interesante de este argumento condicional es que nos
proporciona, de paso, una manera efectiva de construir contraejemplos
concretos de subconjuntos infinitos de P con densidad analitica relativa
igual a 0: basta con fijar un ndmero natural 2 > 1 y elegir al n-ésimo ele-

mento del subconjunto como el primer primo mayor a a". La construccién

SHendrik Lenstra, Carl Pomerance y Samuel Wagstaff tienen incluso conjeturas sobre
el comportamiento asintético de la funcién que cuenta primos de Mersenne en el intervalo
[1, x]. Para mayor informacién al respecto véase el articulo Recent developments in primality
testing de Pomerance.
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garantiza que el nimero de elementos del subconjunto que aparecen en el
intervalo [1, 7] es menor o igual alog_ 1. El calculo de la densidad se reduce

entonces a una situacién anéloga a la efectuada en (3.7).

§5. Una vez discutido lo anterior procederemos a buscar estimados
asintéticos para las funciones contadoras de primos en progresiones arit-
méticas donde (q;m) = 1. Basicamente lo que haremos aqui es seguir las
consideraciones que en el capitulo 2 nos llevaron a la primer prueba del
TEOREMA DEL NUMERO PRrIMO.

Sean m(x;m,a) = Z 1y ¢Y(x;m,a) = Z A(n). La idea

p<x,p=a méd m n<x,n=a méd m
es mostrar que la funcién (x;m,a) es asintéticamente equivalente a la
funcién ——. La prueba de que dicha relacién implica a su vez que

<P()

X

¢(m)logx

mi(x;m,a) ~

puede efectuarse siguiendo lineamientos andlogos a los que se emplearon
en el capitulo 1 para vincular a las funciones 9(x), {(x) y m(x). Una con-
secuencia notable de esta tltima expresion asintética es que la progresion

aritmética a,a + m,a + 2m, ... tiene densidad asintética relativa a P igual a

P(m)’

Antes de entrar de lleno con las consideraciones asintéticas vamos a

la constante

demostrar un lema que sera crucial en lo sucesivo.

A
Lema 3.16. Para 0 > 1 se cumple que —L'(s, x)/L(s, x) = Z X(Tl) (n)

Prueba. De la prueba del teorema 2.4 se sigue que la serie

(0= 3 KM
n=1

converge absoluta y uniformemente en todo subconjunto compacto del
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semiplano o > 1. Asi

L(s, x)K(s, x)

Il
?TMg
=
3
>

= _L,(S/ X)

y nuestra demostracién termina.

Consideremos entonces las funciones

—C'(s)/C(s) = L'(s, x)/2L(s, x) — L'(s, X)/2L(s, X)
—C'(s)/C(s) = L'(s, x)/2iL(s, x) + L' (s, x)/2iL(s, X)-

g(s)
h(s)

Para 0 > 1, el lema anterior nos permite afirmar que

g(5) = Y [T+ RxMIAmn™ y h(s) =Y [1+ Ix(m]A@mn™.
n=1 n=1

Ahora bien, si x no es principal, la analiticidad de la funcién

(s) 1
C(s) s—1

en 0 > 1y la no anulacién de las funciones L en el mismo semiplano

son analiticaseno > 1.

implican que las funciones g(s) — % y h(s) — —
Luego, si G(x) es la funciéon suma de [1 + Rx(n)]A(n) y H(x) es la funciéon
suma de [1 + 3 x(n)]A(n), se tiene que

- .
g(s) = s fl S(H)dx y ho=s | Ijs(i)dx
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El cambio de variable x  e* nos permite reescribir las integrales anteriores

como
8(s) =s f Gee™dx  h(s)=s f H(e")e™ dx.
0 0

El teorema de Wiener-Ikehara nos asegura entonces que

.Gl .. Gx) . Hkx) . H()
lim =lim—=1=1m —= = lim ——=
x—o0o eX x—oo X x—o00 X x—oo0 X
y de aqui que
E [1+Rx(m)]AMn) ~x vy E [1+ Ix(n)]An) ~ x. (3.8)

2 1
Por otra parte, si x = xo entonces g(s) — e h(s) — v son analiticas

eno > 1donde
86 = Y[+ IAmn Y hE) =Y Al
n=1 n=1
Aplicando el teorema de Wiener-Ikehara una vez mds concluimos que
2[1 + xo(m)]AMm) ~2x y Z A(n) ~ x. (3.9)

n<x n<x

Las relaciones en (3.8) y (3.9) son la esencia del siguiente

Teorema 3.17. Valen los estimados siguientes

Y oA ~x y Y xmA@m) = o).

n<x n<x

Prueba. La primera relacion es consecuencia de (3.9). Las equivalencias

ahi obtenidas implican que

o D o)A@ _ 1
X—00 2x 2

Pasamos ahora con la prueba de la segunda relacioén. De lo establecido en
(3.8) se desprende que

Z[Z + x(n)]A(n) ~ 2x.

n<x
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Luego, al tenerse que Z A(n) ~ x, concluimos que

n<x

1 Znﬁx X(Tl)A(]’l) _1s Znsx[z + X(H)]A(H) -2 Zns:z A(T’l)
im = lim

X—00 X X—00 X

=0.

O
Estamos en condiciones de presentar la prueba de la férmula
x
gb(x; m, ﬂ) ~ W
En efecto, de
Pomay= ). A
n<x,n=a méd m
y la relacién de ortogonalidad
_ (m) sia=nmobdm
Y T@xm =1 ¢
= 0 en otro caso
se sigue que
Poma) = Y. A®
n<x,n=a méd m
1
= —— ) Am)| ) x@x(n)
g 2|
1
= —— ) x@) ) x(mAn).
g LT
La deduccién termina al notar que la dltima expresion es asintéticamente

, x
equivalente a S0m)’

§6. Una pregunta obligada que surge al analizar las pruebas de los casos
particulares del teorema de Dirichlet discutidos al inicio de este capitulo
es si el argumento bésico detrds de ellas puede extenderse para probar el

resultado en general. M. Ram Murty, en su articulo de [11], prob6 que, en
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realidad, la extensiéon del argumento no es posible en todos los casos y
que una condicién necesaria para que haya una prueba de este tipo para
la progresion aritmética de término inicial a y diferencia comun m (con a
y m coprimos) es que a*> = 1 méd m. De acuerdo con el mismo Murty la
demostracién de la suficiencia de tal condicién fue el tema de un escrito
de I. Schur de alrededor de 1912.

Lo anterior indica, en cierto modo, que las funciones L son un recurso
cuya introduccién en la prueba del teorema de Dirichlet es consecuencia de
la dificultad inherente al resultado. Por otra parte, es importante mencionar
que las vicisitudes enfrentadas al establecer dicho teorema quedan més que
compensadas por la informacién adicional que sobre P derivamos a partir
de éL.

Asi, por ejemplo, el teorema implica que si a y b son nimeros natu-
rales coprimos y # es un conjunto infinito de primos dentro la progresién
aritmética a,a + m,a + 2m,a + 3m, ..., entonces  contiene progresiones
aritméticas arbitrariamente largas.

Otra ilustracion de los alcances del resultado estrella de este capitulo
se tiene al notar que el teorema es, en realidad, una garantia teérica de
la posibilidad de generar infinitos niimeros primos mediante polinomios
de grado uno (con coeficientes coprimos). En 1857 Bunyakosvky fue mds
alld en esta linea al conjeturar que si f € Z[x] es de grado mayor que
1, irreducible sobre Q[x], con coeficiente principal positivo y el maximo
comun divisor de los nimeros en {f(n) : n € Z} es 1, entonces f(n) € P para
un ntmero infinito de enteros n. De acuerdo con R. Murty, esta conjetura
es un importante problema de la Teoria de Niimeros que todavia se encuentra en

espera de solucion.



Conclusiones

En nuestra exposicién del TEorema DEL NUMERO PriMO se ha puesto
especial atencion en el desarrollo histérico de las ideas.

El estilo discursivo de la exposicion ha sido deliberado y, en cierta
medida, una consecuencia de nuestra convicciéon de que los escritos en
Matemadticas no tienen porque reducirse a la verificacién de pruebas.

Atn cuando la mayoria de los temas aqui tratados son clésicos, el en-
foque dado a la discusioén es, en la mejor de nuestras opiniones, novedoso.
El cotejo de la literatura usual puede constatar la veracidad de dicha afir-
macion.

Como trabajo futuro se contempla, entre otros puntos, el profundizar
en el estudio de la topologia T que proporciona la correspondencia biyec-
tiva entre los subconjunto sustanciosos de IN y los subconjuntos densos de
(N, 7). La consideracién de una topologia tal para IN fue inspirada, esen-
cialmente, por la lectura de la prueba topolégica de Hillel Furstenberg de
la infinitud de primos (cf. H. Furstenberg. On the infinitude of primes. Amer.
Math. Monthly 62 (1955), pag. 353.).

103



Bibliografia

[1] E. P. Balanzario. Breviario de Teoria Analitica de los Niimeros. Sociedad

Matematica Mexicana. Serie: Textos. 2003.

[2] P. T. Bateman. A theorem of Ingham implying that Dirichlet’s L—functions
have no zeros with real part one. L'Enseignement Math. 43 (1997), pags.
281-284.

[3] P. L. Chebyshev. Mémoire sur les nombres premiers. Mémoires de 1’Acad.
Imp. Sci. de St. Pétersbourg, VII, 1850.

[4] N. Costa Pereira. A short proof of Chebyshev’s theorem. Amer. Math.
Monthly 92 (1985), pags. 494-495.

[5] H. G. Diamond; P. Erd&s. On sharp elementary prime number estimates.
L’Enseignement Math. 26 (1980), pags 313-321.

[6] L.E. Dickson. History of the Theory of Numbers, Vol. I. Chelsea Publishing
Company, New York, 1952.

[7]1 H. M. Edwards. Riemann’s Zeta Function. Dover Publications Inc., 1974.

[8] L. J. Goldstein. A history of the prime number theorem. Amer. Math.
Monthly 80 (1973), pags. 599-615.

[9] M. Hardy; C. Woodgold. Prime simplicity. Math. Intelligencer 31 4
(2009), pags. 44-52.

104



BIBLIOGRAFIA 105.

[10] J. Korevaar. On Newman's quick way to the prime number theorem. Math.
Intelligencer 4-3 (1982), pags. 108-115.

[11] M. R. Murty. Primes in certain arithmetic progressions. Journal of the
Madras University, (1988), pags. 161-169.

[12] D.]J. Newman. Simple analytic proof of the prime number theorem. Amer.
Math. Monthly 87 (1980), pags. 693-696.

[13] H. S. Wilf. What is an answer? Amer. Math. Monthly 89 (1982), pags.
289-292.

[14] D. Zagier. The first 50 million prime numbers. Math. Intelligencer 0
(1977), pags. 7-19.

[15] D. Zagier. Newman's short proof of the prime number theorem. Amer.
Math. Monthly 104 (1997), pags. 705-708.



