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Prefacio

La programacidn lineal es una rama de la optimizacién que estudia problemas que con-
sisten en minimizar o maximizar una funcion lineal donde la solucién se busca en el conjunto
solucidn de un sistema de desigualdades lineales llamadas restricciones. La programacion li-
neal ordinaria trata del estudio de los problemas lineales con un niimero finito de restricciones
mientras que la programacion lineal semi-infinita se ocupa de los problemas lineales en los
que el nimero de restricciones es infinito.

En este trabajo consideramos el conjunto de los problemas de programacién lineal ordinaria
que tienen el mismo numero de variables y restricciones. Equipando a este conjunto con
una topologla adecuada, demostraremos que el conjunto de problemas que tienen una Unica
solucion dptima es denso en el conjunto de problemas que tienen al menos una solucidn dptima,
es decir, para cada problema lineal que tiene al menos una solucién éptima existe un problema
lineal que tiene una Unica solucién 6ptima arbitrariamente proximo a él. Para esto usaremos
caracterizaciones de optimalidad y unicidad ast como condiciones de estabilidad de problemas
lineales consistentes. Un problema lineal es consistente si el sistema de restricciones tiene al
menos una solucién. Un problema consistente es estable si al hacer modificaciones pequeiias
en sus datos se obtiene un problema nuevo que también es consistente.

Veremos que el Teorema de Karush-Kuhn-Tucker es una condicién necesaria y suficiente
de optimalidad en programacion lineal ordinaria. De esta condicion de optimalidad se deriva
una caracterizacion de los problemas que tienen una Unica solucién 6ptima. Demostraremos
algunas caracterizaciones del interior del conjunto de problemas consistentes usando la co-
nocida condicion de Slater y la continuidad de la llamada multifuncién conjunto factible, y
veremos que tales condiciones caracterizan a los problemas lineales consistentes que son es-
tables. Para demostrar que el conjunto de problemas lineales que tienen una Unica solucidn
optima es denso en el conjunto de problemas lineales que tienen al menos una solucién dpti-
ma, sequiremos los tres pasos siguientes. Primero, dado un problema de programacidn lineal
ordinaria que tiene al menos una solucion dptima, su correspondiente conjunto factible puede

no ser estable. Haciendo modificaciones pequeiias en sus datos obtenemos un problema nuevo



arbitrariamente “cercano” al problema original que tiene conjunto factible estable, sin embargo
este problema nuevo puede no tener solucidon dptima. Segundo, haciendo algunas perturba-
ciones convenientes al problema construido en el primer paso obtenemos un problema nuevo
arbitrariamente “cercano” al problema construido en el primer paso y que tiene al menos una
solucion optima. Tercero, modificando los datos del problema construido en el sequndo paso
obtenemos un problema nuevo con una Unica solucién 6ptima arbitrariamente “cercano” al pro-
blema construido en el sequndo paso y por lo tanto este uUltimo problema esta arbitrariamente

" n . .
cercano” al problema original.

En la referencia [6] esta demostrado un resultado andlogo para cierta clase de problemas
de programacion lineal semi-infinita. Las hipotesis empleadas en la demostracién propuesta
en [6] son sofisticadas y algunas no se requieren para enunciar el resultado en programacién
lineal ordinaria. Por ejemplo, el cono convexo generado por un conjunto finito de vectores es
un cono cerrado mientras que el cono convexo generado por un numero infinito de vectores
puede no ser cerrado. Ademas en programacion lineal ordinaria en cada punto de la frontera
existe al menos una restriccidn activa, st un problema tiene solucién dptima entonces existe
un punto extremo que es solucidn dptima, lo cual no sucede en general en programacién lineal
semi-infinita.

La estructura de la tesis es la siguiente. En el capitulo 1 presentamos una resefia histérica
del desarrollo de la programacién matematica y en particular de la programacidn lineal. En
la seccion 1.1, presentamos la notacion usual e introducimos una métrica en el conjunto de
problemas de programacidn lineal ordinaria para dotar a este conjunto con una topologia. En
la seccidon 1.2 mencionamos algunos ejemplos que ilustran aplicaciones de la programacién

lineal.

En el Capitulo 2 presentamos una compilacion de herramientas de analisis convexo y
funciones convexas que utilizaremos en este trabajo. La seccién 2.1 consta de definiciones y
propiedades bésicas de los conjuntos convexos. En la seccidn 2.2 se presentan las propiedades
geométricas de separacién y soporte de conjuntos convexos, mismas que son importantes para
establecer los criterios de optimalidad y unicidad en los problemas de optimizacién. En la
seccion 2.3 estudiamos algunas propiedades del conjunto factible de un problema de progra-
macion lineal ordinaria, el cual pertenece a la clase de conjunto convexos llamados poliedros.
En la seccion 2.4 hablaremos de las funciones convexas, de algunas propiedades de estas

funciones y de criterios que caracterizan a las funciones de este tipo.

En el Capitulo 3 presentamos las condiciones necesarias y suficientes de optimalidad y
unicidad. La seccién 3.1 tiene como resultado principal al Teorema que, para problemas de

optimizacidon cuya funcion objetivo es diferenciable, caracteriza las direcciones de descenso



en cada punto factible en términos del gradiente de la funcidn objetivo en dicho punto. Este
resultado permite derivar la condicion necesaria de primer orden para optimalidad, la cual
exponemos en la seccion 3.2. En la seccidon 3.4 veremos que el Teorema de Karush-Kuhn-
Tucker se deduce de la condicidn necesaria para optimalidad local usando el concepto de
restricciones activas. Este Teorema es también una condicidn suficiente para problemas en
los que las funciones involucradas ademas de ser diferenciables satisfacen propiedades de
convexidad, tal como lo demostraremos en el Teorema 3.15. En la seccidn 3.5 presentamos una
caracterizacion de unicidad en programacion lineal ordinaria.

En la primera seccién del Capitulo 4 demostramos criterios de estabilidad de los problemas
consistentes y resolubles. En la seccidon 4.2 demostramos el resultado principal de esta tesis
el cual mencionamos anteriormente.

La demostracion de la suficiencia del Teorema de Karush-Kuhn-Tucker, enunciada en el
Teorema 3.15, asl como las demostraciones de los resultados presentados en el Capitulo 4

para programacion lineal ordinaria son pruebas originales propuestas en esta tesis.
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Capitulo 1

Introduccion

En este Capitulo mencionamos una resefa del desarrollo de la programacion lineal y una

introduccidn a la teoria de la optimizacion.

1.1. Preliminares

La teoria de optimizacion o programacidon matematica es la rama de las matemdticas apli-
cadas que se ocupa del estudio de los problemas que consisten en la minimizacién o maxi-
mizacion de alguna funcién, llamada funcién objetivo. La solucidon buscada debe ser solucién
de un sistema de ecuaciones o de desigualdades llamadas restricciones. As(, un problema de

programacion matemaética tiene la forma siguiente:

(P) Minimizar f(x)

sujeto a gi(x) > 0,para cadai=1,2,...,m.

donde x € R™ es el vector de variables, f : R” — R es llamada funcién objetivo y g; : R® — R
son las restricciones del problema. A cada x € R" que satisface las restricciones se le denomina
punto factible.

En la teoria de optimizacidon se persiguen varios objetivos, uno de ellos es la caracterizacion
de soluciones dptimas, esto es, se buscan condiciones necesarias y suficientes para que un
punto factible sea la solucion 6ptima de un problema dado. Otro objetivo es el disefio de
métodos iterativos que ayuden a encontrar la solucidn 6ptima. Finalmente mencionamos como
otro objetivo la construccion de modelos de programacién matemética que ayuden a resolver
problemas précticos, que de manera natural surgen de campos muy diversos como planeacidn,

asignacion, administracion de recursos naturales, economia, etc.
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1 Y1
Six = : Ly = : € R™, entonces con la expresion x’ denotaremos el vector
Tn Yn
transpuesto de x, es decir, X' = (z1,22,...,2,); X'y representa el producto interno usual en

n
R" definido por X'y = ijyj.
j=1
St el objetivo y las restricciones del problema (P) son funciones lineales entonces se dice

que el problema (P) es un problema de programacién lineal. Si el objetivo es una funcién
cuadratica y las restricciones son lineales entonces tenemos un problema de programacién

cuadratica. Asl un problema de programacidén cuadratica tiene la forma siguiente:

Minimizar x'Hx 4+ a’x

sujeto a
a1171 + a2 + -+ apr, > by
A1 %1 + Ama®2 + -+ Ty > by,
donde H es una matriz n xn con entradas reales,a € R" yb; € R,7 = 1,...,m son constantes.

Si las restricciones o la funcién objetivo son no lineales, entonces el problema (P) se conoce
como problema de programacién no lineal.

La programacidn lineal se cre6 como rama independiente de la teoria de optimizacién gra-
cias al impulso que se did a la investigacion y desarrollo de modelos para el uso eficiente de
los recursos en el contexto de la sequnda guerra mundial ([7], [1]). El estudio de la programa-
cion lineal recibié un gran impulso con el desarrollo del método simplex creado por George
Dantzig en 1947. El incremento en la capacidad de procesamiento y disponibilidad de las
computadoras desde esta época permitieron que el método simplex fuera capaz de resolver
problemas involucrando gran cantidad de datos, con esto, la programacion lineal atrajo la
atencidn de quienes vieron en ésta una herramienta poderosa y eficiente. Posteriormente, la
publicacion del teorema de dualidad por Gale, Khun y Tucker en 1951 introdujo la teoria de
dualidad, la cual ha sido una rama importante en el desarrollo de esta teoria.

Posteriormente al inicio de la programacion lineal, el desarrollo de la teoria de optimizacion
ha sido notable: En 1959, Wolfe desarrolld el método simplex para programacién cuadratica y
en 1963 desarrollo el método del gradiente reducido para problemas con restricciones linea-
les y funcidon objetivo no lineal. Posteriormente se desarrollaron los métodos numéricos para
programacién no lineal, en 1970 diversos autores desarrollaron métodos cuasi-Newton para
optimizar funciones no cuadréticas sin restricciones y en 1969 Abadie generalizé el método

del gradiente reducido para problemas de programacién no lineal.
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1.2. Programacion lineal

Un problema de programacion lineal semi-infinita consiste en minimizar o maximizar una
funcion objetivo, satisfaciendo un conjunto de restricciones dadas en términos de igualdades
y desigualdades lineales donde el nimero de variables o el de restricciones, pero no ambos a
la vez, puede ser infinito (ver [8], Capitulo 1). St el nimero de variables es finito, entonces el

problema tiene la forma siguiente:

Minimizar cx (1.1)

sujetoa axx>by, t €T, (1.2)

donde T es un conjunto de (ndices posiblemente infinito; x € R"™ es el vector de variables,
c € R" es el vector de costos, a : T — R"™ y b : T — R son funciones cuyas imagenes
se representan con a; := a(t) y by := b(t), respectivamente. Cualquier problema lineal con
finitas variables puede ser reformulado en un problema de la forma anterior mediante algunas
manipulaciones convenientes.

Evidentemente un problema de programacion lineal semi-infinita estd determinado por el
vector ¢ y por los mapeos a y b, llamados los datos del problema; por lo cual el problema se
puede identificar con el pardmetro 0 = (c,a,b). Se denota con II al conjunto de todos los
pardmetros o con el mismo conjunto de {ndices 7". Cuando se consideran varios parametros o
problemas a la vez, éstos se distinguen mediante el uso de subindices y sus datos se distinguen

con superindices por ejemplo o1 = (c!,al,bt), o9 = (c?, a? b?).

Definicion 1.1. Un punto x € R"” se llama punto factible para o si x satisface el sistema
de desigualdades asociado a o, es decir, ajx > by, para cada t € T. El conjunto de puntos
factibles del problema o se denota con F' y se llama conjunto factible. St F # () se dice que

o es un problema consistente y en caso contrario se denomina problema inconsistente.

Definicién 1.2. Sea x € F, x es llamado solucién dptima del problema o si ¢’x < c'x, para
todo x € F'. En este caso diremos que c¢'x es el valor objetivo dptimo y lo denotaremos con V.

ELl conjunto de soluciones dptimas del problema o denotado con F™* estd definido como sigue
Fr={xeF: x=V}.

Se dice que el problema representado por o tiene solucidn dptima dnica st F* = {z*}. Se

dice que el problema definido por o es resoluble si tiene al menos una solucién optima.

St T es un conjunto finito, por ejemplo 7' = {1,2,...,m}, (1.1) y (1.2) definen un problema
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de programacion lineal ordinaria de la forma siguiente:

Minimizar Cc121 + T2 + -+ CcpTp
sujeto a

anxy +appre + -+ apr, > b

Am1T1 + OG22 + -+ + AmpTn > bm

Supondremos que las restricciones de no negatividad de las variables, x; > 0,7 =1,...,n,
estan incluidas en el sistema de restricciones anterior, de aqui, m > n.

Si T es un espacio topolégico Hausdorff compacto y las funciones a, b son continuas
entonces se dice que el problema definido por o = (c,a,b) es continuo. Se dice que o es
acotado st sup{|ja¢|| : t € T} < oo. Claramente los problemas de de programacién lineal
ordinaria son continuos considerando a 7' como espacio topoldgico equipado con la topologla
discreta. De acuerdo con el conocido Teorema de Weierstrass, si las funciones a : T — R"
y b : T'— R son continuas sobre el compacto 7" entonces son acotadas, por lo cual, cada
problema continuo es acotado.

Una de las &reas en el estudio de la programacion lineal es el analisis de estabilidad. En
el estudio de la estabilidad se trata de caracterizar a los problemas con ciertas propiedades
de interés tales que los problemas “cercanos” conservan las mismas propiedades. Para este
propdsito en la literatura ([6], [8]) se ha dotado al espacio II de la topologia inducida por la

métrica extendida d : IT x IT — [0, oo] definida mediante:

1 aj a
d(oy,0) := mazx Hc —c||,sup 1] - ,
teT b; b;
donde ||| es cualquier norma definida en R™. Esto proporciona a (II,d) la estructura de

espacio topoldgico Hausdorff que satisface el primer axioma de numerabilidad, por lo cual la

convergencia en este espacio se puede caracterizar mediante sucesiones.

Un problema de programacién lineal ordinaria con m restricciones puede ser representado
en forma matricial si se define la matriz de coeficientes tecnoldgicos, denotada con A, como

sigue:

aml am2 ... Amn,
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y el vector de recursos disponibles, denotado con b, se define como sique:
b1
b=| : |.
bm
con lo cual, el problema queda formulado como sigue
Minimizar c'x
sujeto a Ax > b.

El problema anterior se identifica con el pardmetro ¢ = (c,A,b). Denotaremos con 6 al
conjunto de parametros o que representan problemas de programacién lineal ordinaria con m

restricciones. Claramente § = R" x R™" x R™.

En este trabajo estudiaremos algunas propiedades topoldgicas de subconjuntos especiales
del conjunto 0, tales como el subconjunto de problemas resolubles y el conjunto de problemas
consistentes, para esto dotaremos a 6 con la topologia inducida por la métrica definida por la

funcion d : 6 x # — R tal que, para cada 0 = (c,A,b), 01 = (cl,Al,bl) €0,
d(o,01) = |[A=AY|+|b—b"|_+[c—c"|, (1.3)
donde ||A| := n}%x]a,-j].
Proposicion 1.3. La funcién d : 6 x 6§ — R definida mediante (1.3) es una métrica.
Demostraciéon. Sean o,01,09 € 6, entonces
(i) d(o,01) > 0 es evidente. Ademés
d(o,01) =0 & [A-Al=0, [b-ble=0, flc=c'llc =0
& A=Al b=b! c=c!

<~ o0 =0].

(it) Es claro que d(o,01) = d(o1,0).

(iit) Tenemos que
d(o,02) = [|A=A%[|+ [[b = b7[| , + e = |,
IA =AM+ [IA" = A%[| + [lb — b' e + [|b" — b?[|oc+
lle = €Hloo + [le! = €[l
= d(o,01) +d(01,02).

IN

De lo anterior, d(o,02) < d(o,01) + d(o1,02). Por lo tanto d es una métrica.
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1.3. Ejemplos

Las aplicaciones de la programacion lineal son diversas. Existen problemas que son formu-
lables directamente como problemas de programacién lineal en la planificacidon de actividades,
disefio de politicas publicas, etc. EL ejemplo que sigue muestra un problema de planificacion

de la produccién que puede ser modelado mediante la programacidn lineal.

Ejemplo 1.4. En Suchixtlahuaca el gobierno municipal local ha impulsado dos programas
paralelos de empleo para sus ciudadanos, los cuales consisten en la produccion de jitomate
en un ambiente controlado de invernadero y la tradicional produccion de jitomate y trigo como
cultivos de temporal. La localidad, bajo el régimen de propiedad comunal, posee H hectdreas
de tierra disponibles para su aprovechamiento, de las cuales se han usado K hectdreas para la
construccion de invernaderos, y L horas de trabajo. Supondremos que los costos de produccion
unitarios del jitomate y trigo en campo son c; y ca, en cada caso. Ademads el costo de produccién
del jitomate en invernadero es c3. De acuerdo con su experiencia en el comercio, los pobladores

esperan los siguientes precios para la siguiente temporada

Producto Precio esperado  Costo
Jitomate en campo P1 c1
Trigo D2 2
Jitomate en invernadero D3 cs3

Para fines de simplificacion, supondremos que los costos de produccién son constantes. La

tecnologia de produccion se resume en la siquiente tabla

Producto Tierra  Trabajo
Jitomate en campo a1l a1
Trigo a2 ao9
Jitomate en invernadero a13 23

donde la tierra se mide en hectdreas y el trabajo en horas. El gobierno local desea planificar
su produccion para el siguiente periodo de forma que se maximizen sus ganancias.
Denotemos, de forma respectiva, con z1 y x2 a las cantidades a producir de jitomate y
trigo en campo y con x3 la cantidad de produccion de jitomate en invernadero. El problema a
resolver es
Maz x1(p1 — c1) + x2(p2 — c2) + x3(p3 — ¢3),

donde las restricciones en cuanto al uso de la tierra son

a11xry +aprs < H-—K, (14)
aigrs < K, (1.5)
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y para el uso del trabajo

ao1x1 + a99xo + asgrs < L. (16)

Aunque no se menciona explicitamente, los valores negativos de las variables de decisién no
tienen sentido. Esto restringe el conjunto factible a estar contenido en el primer octante. La
restriccion (1.4) determina que el conjunto factible estd contenido en el semiespacio negativo
determinado por el hiperplano que contiene a los puntos C, D, F,G. La restriccién (1.5) acota
superiormente el conjunto factible por el hiperplano que contiene los puntos A, B,C, D. Por
ultimo la restriccién (1.6) determina un hiperplano que contiene a los puntos A, B, E tal que
su semiespacio negativo contiene al conjunto factible. El conjunto factible estd representado

por la Figura 1.1.

X3

B
A > D
v

F

X4
Figura 1.1: Conjunto factible del ejemplo 1.4.

Notemos que ¢ = (p1 —c1, p2 — 2, p3—c3)’, ¢ x es una funcién continua en un compacto por
lo cual existen soluciones dptimas para este problema. En los capitulos posteriores veremos

que el conjunto solucién puede ser descrito en términos de la pendiente del vector c.

Algunos problemas de programaciéon matematica pueden ser aproximados, mediante técni-
cas de discretizacion, por problemas de programacién lineal ordinaria, tal como lo muestra
el ejemplo siguiente tomado de la seccién 1.2 de [1] en el cual se aproxima un problema de

control dptimo mediante un problema de programacidn lineal ordinaria.

Ejemplo 1.5. Una compariia desea determinar el nivel de produccién de las T semanas si-
guientes de forma que se satisfagan las demandas, que son conocidas, y se minimicen los
costos de produccién y almacenamiento. La demanda al tiempo t se denota con g(t). El nivel

de produccidn e inventario al tiempo t se denotan con xz(t) y y(t), respectivamente. Se supone
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que el nivel de inventario en el tiempo inicial 0 es yo y se desea tener al final del horizonte
de planificacion el nivel yr. Suponiendo que el costo de almacenamiento es proporcional al
nivel de inventario, entonces se puede expresar como c; fOT y(t)dt, donde la constante c¢; > 0
se supone conocida. De la misma forma se supone que el costo de produccion es proporcional
al nivel de produccion, y por lo tanto estd dada por ca fOTac(t)dt, Entonces el costo total es

c1y(t) + cox(t)|dt. nivel de inventario al tiempo t estd dado por
T dt. El nivel d [ tiemp i dado p

y(t) = yo + /0 [a(r) - g()dr, te0,T)

Se supone que no se permiten atrasos, es decir, que la demanda debe ser satisfecha totalmente.
Ademds la capacidad de manufactura restringe el nivel de produccion a no exceder by en
cualquier tiempo y la capacidad de almacenamiento permite un nivel de almacenamiento

mdximo by. Este problema puede ser formulado como sigue:

Minimizar fOT[cly(t) + cox(t)]dt

sujeto a y(t) = yo + fg[(ﬂ(T) —g(7)]dr, te€][0,T]
y(T) = yr
0 <z(t) < b, t€0,7T)
0 <y(t) < b, t€0,T]

Este problema es un problema de control dptimo, donde la variable de control es el nivel de
produccién x(t) y la variable de estado es el nivel de inventario y(t). El problema puede
ser aproximado por un problema lineal discretizando las variables x(t) y y(t). Primero se
divide el horizonte de planificacién [0,T] en n periodos [0, A],[A,2A],...,[(n — 1)A,nA]
donde T = nA. El nivel de produccién, el de inventarios y la demanda se asumen constantes
en cada periodo j denotdndolos con x;,y;, y g;, respectivamente. Entonces el problema de

control éptimo anterior puede ser aproximado por el problema de programacion lineal ordinaria

siguiente:
Minimizar Y77 (c1D)y; + >0 (c2A)z;
sujeto a yi = yj—1+ (z; — gj)A, ji=1,....n
Yn = YT
0§xj§b1, jzl,...,n
0 <y; < by, j=1,...,n.

El ejemplo que sigue muestra la importancia de la programacidén lineal ordinaria como

herramienta en la resolucién de problemas lineales semi-infinitos.

Ejemplo 1.6. El método iterativo de discretizacion por mallas permite resolver problemas de

programacion lineal semi-infinita discretizando el conjunto de indices T y resolviendo, en cada
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iteracién, un problema lineal finito aproximado (ver Capitulo 11 de [8]). Este método consiste
en construir una sucesién {T,},en de subconjuntos finitos de T, tales que ()=, F, = F,
aqui F, denota al conjunto solucidén del sistema de desigualdades {a,x > b;,t € T,.}. Dada la
constante € > 0 se resuelve sucesivamente el problema aproximado que consiste en optimizar
el objetivo sobre el conjunto factible relajado F, hasta que se obtiene una solucion x la cual
es e-factible para el problema original, es decir, tal que para todo t € T satistaga a,x > b, —e.

Una clase de problemas para los cuales este método de discretizacidn es fdcilmente apli-
cable estd formada por los problemas para los cuales T es numerable, los cuales tienen la

forma siguiente:
Minimizar cx

sujeto a ax>by, teT,
donde T = {t1,t2...}.
En este caso la sucesion {T,} con término r-ésimo T,. = {t1,to,...,t,} satisface (.2, F, = F.

El algoritmo consiste en aplicar iterativamente los pasos siguientes
Paso 1: Resolver el subproblema

(P,) Minimizar cx
sujeto a ax>b, teT,

Si (P,) es inconsistente entonces parar, pues (P) es inconsistente.

De otra forma, calcular una solucién dptima de (P,), x", e ir al Paso 2.

Paso 2: Calcular s, = inf {a,x" — b;}.
teT
Si s, > —e entonces parar. La solucion obtenida es x".

Si s, < —e entonces reemplazar r por r + 1 y volver al Paso 1.

Para asequrar que el subproblema (P,) a resolver en el Paso 1 tenga solucién dptima se pide
que la funcién objetivo ¢'x tenga conjuntos de nivel no vacios y acotados sobre el conjunto F,

lo cual sucede, por ejemplo, si F* es no vacio y acotado.






Capitulo 2

Analisis convexo

El analisis convexo ha sido una herramienta fundamental en el desarrollo de la teoria de
la programacion matematica. Se dice que un problema de optimizacion es de programacion
convexa si la funcidn objetivo es convexa y la solucién éptima se busca en un conjunto con-
vexo. En la programacion convexa se han usado las propiedades geométricas de las funciones
convexas Yy los conjuntos convexos para establecer condiciones de optimalidad y unicidad de
las soluciones. Estos resultados se satisfacen particularmente en programacién lineal, como
caso particular de la programacién convexa.

A continuacién presentamos las herramientas necesarias para sustentar los teoremas de
optimalidad y unicidad. La mayor parte de esta teoria estd tomada de los primeros capitulos
de [11]. En la seccidn 2.1 presentamos la definicion de conjunto convexo y algunos ejemplos. En
la seccidon 2.2 estudiamos dos de sus principales propiedades, la de separacién y soporte de
conjuntos convexos. En la seccidn 2.3 presentamos algunas propiedades del conjunto factible de
un problema de programacion lineal. Finalmente, en la seccion 2.4, mencionamos las funciones

convexas Yy algunos criterios para evaluar la convexidad de una funcién.

2.1. Conjuntos convexos

Geométricamente, se dice que un conjunto es convexo si el segmento que une cualesquiera

dos de sus puntos esta contenido totalmente en el conjunto. La definicion formal es como sigue:

Definicion 2.1. Sea X C R™ Se dice que X es convexo si para cualesquiera dos puntos
X1,x2 € X se tiene Ax; + (1 — A\)xe € X, para cada A € (0,1), ver la Figura 2.1.

Trivialmente () es convexo por vacuidad y R™ es convexo por ser un espacio vectorial y por

lo tanto cerrado bajo la suma y producto por escalar.
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X4 /_\ X3
A +H(1-A)X,
(@) Conjunto convexo (b) Conjunto no convexo

Figura 2.1: Ejemplos de un conjunto convexo y un conjunto no convexo.

Definicion 2.2. Sean xi,X2,...,X; € R™ y A1, Aa,..., A\x € R. Una expresion de la forma

k
> i (2.1)
i=1
es llamada combinacion lineal de x1, ...,z St \; > 0, se dice que (2.1) es una combinacion
conica. Si Zle Ai = 1 entonces (2.1) es una combinacion afin. Si Zle AMi=1lyN >0,
entonces la expresidn (2.1) es una combinacién convexa de xi,Xa, ..., X.

Definicion 2.3. V' C R" es un conjunto afin o variedad afin si para todo x,y € V
x+Ay—x) €V, paracada A €R.

De la definicién anterior, es claro que cualquier variedad afin es un conjunto convexo puesto
que una combinacion convexa es también combinacién afin, de acuerdo con la Definicion 2.2.

St V es un conjunto afin, entonces existe un Unico subespacio de R", S, tal que V =
a + S para cierto a € R” fijo (Teorema 1.2 de [11]). Se define la dimensién de V' como
dim(V') := dim(S).

Definicion 2.4. Un hiperplano es una variedad afin en R de dimension n — 1.

De acuerdo con el Teorema 1.3 de [11], H es un hiperplano si y sélo si existen p € R"
y @ € R tales que H = {x € R" : p’x = a}. Dada esta caracterizacién es facil comprobar
que el hiperplano H es convexo. El hiperplano H determina dos subconjuntos cerrados de R"
llamados semiespacios, dados por {x € R" : p'x > a} y {x € R" : p’x < a} los cuales son
conjuntos convexos. Similarmente los semiespacios abiertos {x € R" : p’x > a} y {x € R" :

p’x < a} son conjuntos convexos también.
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Figura 2.2: Variedades lineales.

En la Figura 2.2 estan representados un plano H y una recta R como subconjuntos de R3,
ambos son variedades afines. Sin embargo H es un hiperplano y R no lo es.

Los conjuntos convexos asi como las variedades afines tienen varias propiedades que fa-
cilitan su estudio. Aunque un conjunto no esté en alguna de las clases anteriores siempre es

posible considerar el minimo conjunto convexo, lineal o afin que los contiene.

Definicion 2.5. Sea X C R". La envoltura convexa (afin, lineal) de X, denotada por convX
(af fX, spanX) es el minimo conjunto convexo (variedad afin, subespacio vectorial) en R"
que contiene a X. Es decir, convX (affX, spanX) es la interseccion de todos los conjuntos

convexos (variedades afines, espacios vectoriales) en R™ que contienen a X.

Dado un conjunto X C R"™ no vaclo se define su dimension como dimX = dimaffX.
De acuerdo con el Teorema 2.3 de [11], convX es el conjunto de todas las combinacio-
nes convexas de elementos de X. Similarmente, af fX (spanX) es el conjunto de todas las

combinaciones afines (combinaciones lineales) de elementos de X.

Definicion 2.6. Sea X C R un conjunto convexo. Se define el interior relativo de X como el
conjunto
riX ={x€affX : Je>0,(x+eB)N(affX)C X}.

Ejemplo 2.7. Consideremos el segmento

X:{<$1>GR2:1§951§5,$2:4},
T2

el cual estd representado en la Figura 2.3. El interior de este conjunto es () pero el interior



14 2.1. Conjuntos convexos

Figura 2.3: El interior de X es vacio pero el interior relativo de X es no vacto.

rin{(ml>€R2:1<x1<5,x2=4}.
x2

El interior relativo de un conjunto convexo X coincide con el interior topoldgico usual

relativo de X es

cuando af fX = R™ Las combinaciones convexas entre puntos en la frontera y el interior
relativo de un conjunto convexo pertenecen al interior relativo del conjunto convexo, esta

propiedad es conocida como lema de Accesibilidad.

Teorema 2.8 (Teorema 6.1 de [11]). Sea X C R™ un conjunto convexo. Six; € i X y x € cl X
entonces A\x; + (1 — A)xa € int S para cada 0 < X\ < 1.

Como consecuencia del Teorema 2.8 tenemos que el interior de un conjunto convexo arbi-
trario y la cerradura de un conjunto convexo con interior no vaclo son conjuntos convexos.
Tal como lo enuncia el Teorema 2.1 de [11], la interseccidon de una coleccion arbitraria de

conjuntos convexos es también un conjunto convexo.

Definicion 2.9. Un conjunto C' C R™ es un cono si para todo x € C'y A > 0 se cumple Ax € C.

Sea X C R", el cono convexo generado por X estéd definido por
coneX = conv{\x:x € X, A >0}.
El cono dual de X estad dado por
X*={peR":Xp<0Vxe X}.
El cono polar se define como

X°={peR":xXp>0vxe X}
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Geométricamente, el conjunto coneX es la envoltura convexa del cono que consta de todos
los rayos que contienen elementos de X, X™* consta de todos los vectores en R™ que forman
un dngulo mayor o igual que 90 grados con todos los elementos de X y X° esta formado por
los vectores que forman un anqulo menor o igual que 90 grados con todos los elementos de

X. La Figura 2.4 ilustra estos conjuntos.

\/

(a) Cono convexo generado por S (b) Cono dual de S

Figura 2.4: Conos convexo y dual.

Definicion 2.10. Se dice que el conjunto X C R" es un poliedro si es el conjunto solucidn de

un sistema finito de desigualdades lineales.

Como poliedros especiales tenemos a los politopos. Un politopo se define como la envoltura
convexa de un conjunto finito de puntos. El Teorema siguiente enuncia que un politopo, as{ como

un cono convexo generado por un conjunto finito de puntos, son poliedros.
Teorema 2.11 (Teorema 3.5 de [7]). Sea X C R™ un conjunto finito no vacio, entonces
1. El politopo convX es un poliedro acotado.

2. El cono finitamente generado coneX es el conjunto solucién de un sistema de desigual-

dades homogéneo, es decir, es un cono poliédrico.

Como consecuencia inmediata de este teorema tenemos que un cono convexo finitamente

generado es cerrado.
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Definicion 2.12. Sea X C R" y x € X. Se dice que d € R" es una direccion factible de X
en x si existe € > 0 tal que X + A\d € X, para cada 0 < A < e. El conjunto de direcciones
factibles del conjunto X en el punto x se denota por D(X,X).

Proposicion 2.13. Si X C R™ es un conjunto convexo entonces para todo x € X, D(X,X) es

un cono convexo .

Demostracion. Veamos que D(X,X) es un cono. Sea o > 0 arbitrario, si d € D(X,X) entonces
existe € > 0 tal que
X+ dd € X, paracada 0 <4 <e,

de lo anterior se sigue que

X + é(ad) € X, paracada 0 <4 <e,

Q

es decir, ad € D(X,x). Por lo tanto D(X,X) es un cono.
Veamos ahora que D(X,X) es un conjunto convexo. Sean dy,d2 € D(X,x) y A € (0,1)

arbitrarios. Como d; € D(X,X) entonces existe ¢; > 0 tal que
X+ dd; € X, paracada 0 <4 < e;.
Como dy € D(X,X) entonces existe e2 > 0 tal que
X+ ddy € X, para cada 0 <4 < es.
Sea ¢ = min{ep, e2}. Como X es convexo entonces
A(X+dd1) + (1 — A)(x+dd2) € X, para cada 0 <6 <e.
Por otra parte
AX+0d1) + (1 = N)(x+ dd2) =x+ d(Ad; + (1 — N\)d2) € X, paracada 0 <6 <e,

se sigue que
Ad; + (1 — N)dg € D(X,X).

Por lo tanto D(X,X) es convexo. O

Si un conjunto convexo es no acotado, entonces existe al menos una direccidon en la que
el conjunto es no acotado. Tales direcciones son llamadas de recesidn, cuya definicion es la

siguiente:
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Definicion 2.14. Un vector d € R" es llamado direccién de recesién de X st V x € X,
x+ Ad € X para cada A > 0. El conjunto de direcciones de recesién de X estd denotado y
definido por

recX = {d € R" : d es direccidon de recesién de X}.

De forma andloga a la demostracidn de la Proposicién 2.13 se verifica que recX es un
cono convexo, el cual es llamado cono de recesion de X.
Enseguida tenemos la definicion de punto extremo y direcciéon extrema de un conjunto

convexo.

Definicion 2.15. Si X C R™ es convexo, entonces un punto x € X es un punto extremo de
Xsix = Ax; + (1 — A)x2 con x1,x2 € X y A € (0,1) implica x; = xo. EL conjunto de puntos
extremos de X sera denotado por extX. De forma similar, d € recX es una direccion extrema
de X sid = Ad; + (1 — A)da con dyy dy direcciones de recesiéon de X y cierto A € (0,1)
implica di = ds.

Ejemplo 2.16. Consideremos el conjunto siguiente

1
X:{(wl ) ERZ15L’120,1’220,21’1+52$2,§$1—2§5L’2}

el cual estd representado en la Figura 2.5(a). Los puntos extremos de F' son

a, X
a,
a
(a) Conjunto X y puntos extremos (b) Direcciones extremas

Figura 2.5: Poliedro con puntos extremos y direcciones extremas.

(i) (1)
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y las direcciones extremas de F' son

(1) += (1)

Ademas de la representacidn como conjunto solucidon de un sistema de desigualdades,

N[

llamada representacion externa, los poliedros pueden representarse como una combinacidn
convexa de sus puntos extremos y sus direcciones extremas, la cual es llamada representacion

interna. El Teorema de representacidon de conjuntos convexos (Teorema 19.1 de [11]) asegura

que st X C R™ es convexo con puntos extremos ai,...,ax Y direcciones extremas di,...,d;,
entonces para cualquier X € X existen escalares A1,..., g y p1,...,u tales que
l
= Na;+ »_ p;d;, (22)
i=1 j=1

donde Zle)\izl, Ai>0Oparai=1,...,kyp; >0paraj=1,...,1L
El Corolario 19.1.1 de [11] indica que un poliedro tiene un numero finito de puntos extremos
y direcciones extremas. EL Teorema de Weyl proporciona una caracterizacion de los puntos

extremos de un poliedro en términos de su representacion externa:

Teorema 2.17 (Teorema 5.2 de [7]). Sea el poliedro F = {x € R" : a,x > b;,i = 1,...,m}.
Si dimspan{a; : i =1,2,...,m} > 2 entonces x € F es un punto extremo de F si y solo si

dim span{a; : d;x = b;} = n.
Demostracién. Sea x € F' tal que dim span{a; : ajx = b;} < n. Como
dim span{a; : alx = b;} + dim span{a; : alx = b;}= = n,

donde span{a; : alx = b;}* es el complemento ortogonal de span{a; : alx = b;}, entonces

dim span{a; : alx = b;} > 1. Por lo tanto, existe y € R™ no nulo tal que
aly = 0, para cada a; tal que ajx = b;. (2.3)
Veamos que y € D(F,x). De (2.3) tenemos que, para cada a; tal que ajx = b;,
al(x +ey) = ajx + ealy = alx = b;, para todo € > 0.
Por otra parte, si a; es tal que ajx > b;, consideremos los dos casos siguientes:

(a) aly > 0: En este caso a}(x + ey) = a/x + ealy = b; + caly > b;, para todo ¢ > 0.
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a;i—bi
iyl

(b) aly < 0: En este caso basta definir ¢; = > 0 para obtener a/(x + dy) > b;, para

cada 0 < ¢ <.

De lo anterior concluimos que y € D(F,x). De forma anédloga podemos verificar que —y €
D(F,x). Existe 6 > 0 tal que x £ dy € F', entonces

X= S(x+0y) + 3 (x— y).

de aqui, X no es un punto extremo de F.

Supongamos ahora que X € F' es tal que dim span{a; : a;X =b;} = n y que X no es punto
extremo de F. Entonces existen x1,xg € F distintos tales que x = Ax; + (1 — A)xy, para cierto
A€ (0,1).

Sea y = xo — x1. Entonces X + Ay = Axg + (1 — A\)xa + A(x2 — x1) = x2 € F' y por lo tanto
y € D(F,x). Por otra parte, st 0 < e <1 — X entonces

X—ey=A3+ (L = A)xa+ex; —exa = (A+€)x3 + (1 — (A +€))xe € F,

por ser una combinacién convexa de X1 Yy Xa.

Existe a; € {a; : ajx = b;} tal que aj.y # b;, puesto que en caso contrario se tendria
aj(x—y)=b; —b; =0, paratodoi=1,...,m,

y por lo tanto

span{a; : ajx = b;} C span{x —y}+,

de donde
2 < dim span{a; : alx = b;} < span{x —y}*+ =1,

lo cual es una contradiccion. Consideremos los casos siguientes
(a) aj,(Xx+ Ay) > bg: En este caso ajy > 3 (b, — a}x) = 0. Luego
a,(x — ey) = ajx — eapy = by — eayy < by,
de lo anterior obtenemos la contradiccion x — ey ¢ F.
(b) a).(x + Ay) < by: En este caso es evidente la contradiccion x + Ay ¢ F.

O

Si C' C R™ es un cono convexo, entonces C solamente puede tener como punto extremo al

vector nulo, como esta enunciado a continuacion.
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Proposicion 2.18. Si C' C R"™ un cono convexo, entonces C' no tiene puntos extremos no nulos.

Demostracion. Supongamos que x € C' es un punto extremo de C' diferente de cero. Entonces
para cualesquiera x1,x2 € C'y para todo A € (0,1), la iqualdad x = Ax; + (1 — A)xa implica

que x; = x2. Como C' es un cono, entonces

1 1
X1 = ix:x—ixec,
k 3 1
= =X = —x € C.
X9 2x X + 2x
Claramente x; # x3. Notemos que x = %xl + (1 — %) x2 lo cual contradice que x sea punto
extremo de C. [l

Asi, cada punto de un cono convexo puede representarse como una combinacién coénica de
sus direcciones extremas, en otras palabras, un cono convexo coincide con la envoltura convexa

del cono generado por sus direcciones extremas, como lo veremos en el Corolario siguiente.

Corolario 2.19. Sea C' un cono convexo y dy, ... ,d, las direcciones extremas de C. Entonces
para cada x € C existe un conjunto {dy,...,d} de direcciones extremas de C y escalares

positivos o, t = 1,...,k tales que x = Zle o;d;.

Demostracion. De acuerdo con la representaciéon de conjuntos convexos cada punto de C'
puede ser representado como una combinacién convexa de puntos extremos de C' mds una

combinacion conica de direcciones extremas de C. Sequn la Proposicion 2.18, C' no tiene

puntos extremos no nulos. Asi para cada x € C' existen escalares a; > 0, ¢ = 1,...,r tales
que
T
x=_ad;. (2.4)
i=1
Ignorando los términos tales que a; = 0 en la expresidn 2.4 se obtiene el resultado. O

El siguiente resultado proporciona una representacion para los elementos del interior de

un cono convexo. Incluimos la demostracion hecha en [4].

Teorema 2.20 (Teorema 2.5 de [4]). Sea ) # C C R™. Las siguientes afirmaciones son equiva-

lentes:
(i) x € int coneC;

(ii) existen puntos x; € C y escalares \;, > 0, i = 1,2,...,r, tales que

span{xi,....x.} =R™" yx =31, \ix;.
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Demostracion. (i) = (ii). Sea x € intconeC entonces existen vectores z; € coneC,

1 =1,2,...,r y escalares positivos 1, ..., [, tales que

k
spani{zy,...,z,} =R" yx= Zﬁizi.
i=1

De acuerdo con el Corolario 2.19 para cada i = 1,...,r existen escalares v;; > 0 y vectores
di; €C,j=1,2...,s; tales que
Si
z; = Z%’jdzj-
j=1
Por lo tanto . . .
x=> 6> 7igdij =Y Bivijdij,
=1 j=1 i=1 j=1
renombrando los términos en la expresién anterior obtenemos (7).

(1) = (i). Sea el conjunto {xq,...,x,} tal que span{xy,...,x,} = R". Consideremos
el mapeo ¢ : R"” — R™ dado por ¢(aq...,ap) = >.i_; a;x;, el cual es lineal y continuo.
En particular, {(a1,...,04) :a; > 0,i=1,...,7} es un abierto en R” por lo que su imagen
D jaix; eR":a; >0,i=1,...,r} C coneC es un abierto en R”, de lo cual concluimos

que x € int coneC. O

2.2. Separacion y soporte de conjuntos convexos

En esta seccién presentamos las propiedades de separacion de conjuntos convexos y de

soporte en un punto en la frontera de un conjunto convexo.

Definicion 2.21. Sean X; y Xy subconjuntos de R™ no vacios. Se dice que el hiperplano
H = {x: p'x = a} separa X7 y Xs si X; estd contenido en uno de los semiespacios definidos
por H mientras que X5 esta contenido en el otro semiespacio, es decir, si se tiene alguna de

las siguientes condiciones:
a) p'x > « para todo x € X7 y p'x < « para todo x € Xy,
b) p’x < « para todo x € X7 y p’x > « para todo x € Xo.

Se dice que la separacion es estricta si las desigualdades anteriores son estrictas, la separa-
cién es propia si X7 y Xy no estdn ambos contenidos en H, la separacidn es fuerte si existe
e > 0 tal que X; + €B estd contenido en uno de los semiespacios mientras que Xy + €B

estd contenido en el otro.
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(a) Separacion de X1 y Xo (b) Separacién estricta de X1 y X»

Figura 2.6: Separacion de conjuntos convexos.

En [11] se puede consultar una exposicién detallada de condiciones que garantizan la
separacidn de conjuntos convexos, ast como demostraciones constructivas de algunos de estos
resultados. En este trabajo s6lo mencionamos algunos resultados a los que haremos referencia

posteriormente.

Teorema 2.22 (Teorema 11.3 de [11]). Sean X y Xo dos subconjuntos convexos no vacios de
R™. Para que exista un hiperplano que separa X1 y Xo propiamente es necesario y suficiente

que riXj no se intersecte con riXs.

El lema de Farkas para conos, enunciado a continuacién, establece que si C' es un cono

convexo cerrado, entonces C'° es igual a C'.
Lema 2.23 (Lema 3.1 de [7]). Si C es un cono convexo cerrado entonces C° = C.

Demostracién. Sea x € C%, es decir, X'p > 0 para cada p € C°. Supongamos que x ¢ C.
Entonces, por el Teorema 2.22, existen p € R™ no nulo y a € R tales que p’x < « para todo
xeCypx>a
Como 0 € C, entonces

p'x >a>p0=0. (2.5)

Por otra parte, para cualesquiera x € C', tenemos que Ax € C, para todo A > 0. Luego

p/()\x) < q, de donde p'x < % Tomando el limite cuando X tiende a infinito,
p’x <0, para todo z € C. (2.6)

La desigualdad (2.6) implica que p € C?, notemos que por la desigualdad (2.5) tenemos que
p'x > 0, lo cual contradice que x € CY. Por lo tanto, x € C. Asi C%° C C.
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Sea x € C, entonces para todo z € CY tenemos z’x < 0, lo cual implica x € C%. Por lo
tanto C' C %0,
O

La separacion de un conjunto convexo y un punto en la frontera del mismo se denomina

soporte, el cual es una generalizacion de la definicion usual de tangencia.

Definicion 2.24. Sea X C R"™ un conjunto convexo. Se dice que el hiperplano
H = {x € R" : p’x = a} es un hiperplano de soporte para el conjunto X en el punto

x € X six € H y X esta contenido en alguno de los semiespacios cerrados generados por H.

H,

(a) Existe un Gnico hiperplano de sopor- (b) Existe una infinidad de hiperplanos

te de X en el punto de soporte de X en z

Figura 2.7: Hiperplanos de soporte en la frontera de un conjunto convexo.

Podemos notar en la Figura 2.7(a) que la existencia de un hiperplano de soporte de X
en X implica x € 0X. A continuacién veremos la argumentacién de este hecho dada en [7].
Supongamos que el hiperplano H soporta al conjunto X en el punto X € X. Tenemos que
para todo x € X, p’x < p’x. Sea y,, :=x — £, entonces
2
Py, =p' (>‘< - %) =p'x- —HZH <px,

lo anterior implica que y;, ¢ X, luego {y,} € R™\ X es una sucesién que converge a x. De
lo anterior se deduce que x € (R™ \ X). Como x € X, se sigue que X € 0X.
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Teorema 2.25 (Teorema 11.6 de [11]). Sea X un conjunto convexo en R™ y C un subconjunto
convexo no vacio de X. Para que exista un hiperplano de soporte para X que contiene a C

tal que no contiene a X es necesario y suficiente que C' sea disjunto de ri.X.

El teorema anterior garantiza que para cualquier punto x en la frontera de un conjunto
convexo cerrado X, tal que X ¢ riX existe un hiperplano que soporta al conjunto X, no

necesariamente tnico (ver la Figura 2.7(b)).

2.3. Conjunto factible de un problema de programacion lineal

Dado un problema lineal, la primera cuestion que deseariamos aclarar es si el problema
es consistente, es decir, si el conjunto solucién de su sistema de desigualdades es no vacio;
y en caso de ser consistente, podriamos preguntarnos si en las desigualdades involucradas
existe redundancia, es decir, si existen desigualdades que pueden ser eliminadas sin modificar
el conjunto solucién. Como podemos observar, el estudio de la consistencia de un problema, es
en realidad el estudio de la consistencia del sistema de desigualdades asociado al problema.

En el Teorema 2.27 de esta seccidn mencionamos una caracterizacion de los sistemas
de desigualdades que son consistentes y en el Teorema 2.28 veremos una caracterizacion
de las desigualdades que resultan redundantes en un sistema consistente. Posteriormente
mencionamos algunas propiedades de los conjuntos poliédricos.

Dado un sistema de desigualdades lineales de la forma {a;,’x > b;,7 € I}, con conjunto

solucion F', se define su cono caracteristico como sigue:

(2 Yaer( 2}

Entonces el cono polar de K esta dado por

X
K9 = {( N ) ER"™ s alx + bixnyg >0, —2ny1 > 0}.
n+1

Lema 2.26 (Lema 3.2 de [7)). Consideremos el sistema de desigualdades {a;'x > b;,i € I} y

sean F' su conjunto factible y K su cono caracteristico.

(i) F =10 siysélo si x,+1 =0, para todo X € KO
Tn+1

(ii) )_(erigsélosi< Xl > € K.
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X

Demostracion. (i) Sea | € KO tal que Z, 41 # 0 entonces T, 1 < 0. Dividiendo
Tn41

por Z,41 ambos lados de la desigualdad ajx + b;Z,4+1 > 0,¢ € I, concluimos que

- i+1 € F. Por lo tanto F # ().

Tn

Reciprocamente, si existe X € F' entonces a;>_<+bi(—1) > 0, para todo i € I. Por lo tanto,

< X1>€Kogwn+1:—17é0.

_ /
(it) alx > b;, para cada i € I si y sélo si ( X > ( ZZ > > 0, para cada ¢ € I, si y solo
si( X )EKO.
-1

El siguiente resultado conocido como Teorema de existencia de Zhu, caracteriza a los

O

sistemas de desigualdades lineales consistentes. Los dos resultados siguientes son vélidos en

general alin cuando el conjunto de (ndices T" sea infinito.

Teorema 2.27 (Teorema 3.7 de [7]). El sistema de desigualdades {d;x > b;,t € T'} es consis-

0
tente si y sélo si ( . ) ¢ K.

Demostracion. Supongamos que el sistema es consistente y sea x € F. De acuerdo con el

/
_ 0 0 _
Lema 2.26 (it), ( Xl ) € K, de aqui < ) ) ¢ K% puesto que < ) ) < Xl ) =—-1<0.

0
Segun el Lema 2.23, K% =K, por lo tanto ( ) > ¢ K.

Reciprocamente, si el sistema es inconsistente, entonces, segtin el Lema 2.26 (i), KO

estd contenido en el hiperplano

H = X eR"™ iz, 1 =0%.
Tn41

/
- 0 _
Por otra parte, si X € H entonces X = 0. Luego
Tpn41 1 Tn41
0
( . ) € KV =K. O
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Se dice que la desigualdad a’x > b es consecuencia del sistema {a/x > b;,i € I} si cada
solucion de este sistema satisface también la desigualdad. En otras palabras una desigualdad
es consecuencia de cierto sistema si al incluirla en él resulta redundante. Usando el cono

caracter(stico del sistema se puede dar una caracterizacion de las desigualdades redundantes:

Teorema 2.28 (Teorema 3.6 de [7]). Sea {a\x > b;,i € I} un sistema consistente y sea K su

cono caracter(stico. Una desiqualdad a’x > b es consecuencia de dicho sistema si y sdlo si

<b>K

Demostracién. Supongamos que a’x > b es consecuencia del sistema {a}x > b;,7 € I'}. Puesto

a
que K% = K entonces basta probar que < ) ) € K% para demostrar la condicién necesaria.

Es decir, se desea probar que |
Tn+1

) € K° implica a’x + bZ, .1 > 0. Como Z,,.1 < 0,

pueden darse dos casos:

Caso 1: Zpy1 < 0.

1
Tn41

N X I R KO,
Tn+1 -1

esto implica que, para todo i € I, a}(7x) > b;. Como la desigualdad a’x > b es consecuencia

> ( se tiene

Por ser K° un cono, y como v = —

del sistema {alx > b;,i € I}, entonces a/x > b; o, de forma equivalente, a;x + bZ,+1 > 0.

Caso 2: Zpy1 =0.

X
En este caso ( 0 ) € K9 Tomando z € F arbitrario, y como ( ) € K9 se tiene

an(F)ea( 2)- (e

para todo A € (0,1). Dicho punto estd considerado en el caso 1, por lo cual tenemos que
a’[(1 = M\)x+ Az] — Ab > 0. Tomando el limite cuando A — 0 se obtiene a’x > 0.

Reciprocamente, si ( 2 ) € K = K%, entonces, de acuerdo con el Lema 3.2 (it) de [7],

(1) (%)=

lo cual implica a’x > b, para todo x € F. Por lo tanto a’x > b es consecuencia del sistema
{alx > b;,i € I}. O

para todo x € F' se cumple
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Existe una correspondencia natural entre desigualdades lineales y semiespacios cerrados.

Consideremos una desigualdad lineal de la forma siguiente:
a'x > b, (2.7)

donde a € R", b € R son fijos y x € R™. St a =0y b; <0 entonces el conjunto solucién de
la desigualdad (2.7) es R™, si a = 0 y b; > 0 entonces el conjunto solucidn de la desigualdad
(27) es (. St a # 0, entonces el conjunto solucién de la desigualdad (2.7) es el semiespacio
positivo HT = {x € R™ : a’x > b} determinado por el hiperplano H = {x € R™ : a’x = b}.
Geométricamente, para n = 2 el conjunto solucién debe tener la forma representada en la
Figura 2.8.

/

Figura 2.8: Semiespacio positivo determinado por el hiperplano H.

El conjunto factible de un problema lineal semi-infinito es la interseccidn de los conjuntos
solucidn de las desigualdades de su sistema de desigualdades asociado, cada uno de los cuales
es un convexo cerrado y por lo tanto el conjunto factible es un conjunto convexo y cerrado.
En el caso ordinario el conjunto factible es la interseccidn finita de semiespacios cerrados, es
decir, un poliedro. Si el conjunto factible es acotado entonces es un politopo (ver la Figura
2.9).

De acuerdo con el Corolario 9.6.1 de [8], en la clase de problemas lineales semi-infinitos
que satisfacen dim span{a;, t € T} = n se tiene que si un problema es resoluble entonces
existe un punto extremo que es solucién dptima.

En programacidn lineal semi-infinita es posible que el conjunto de puntos extremos del
conjunto factible sea infinito, tal como lo ilustra el Ejemplo 2.29. En programacion lineal or-
dinaria un punto extremo es la interseccion de los hiperplanos que son determinados por
restricciones cuyo conjunto de gradientes tiene dimensién n, segun la caracterizacién presen-

tada en el Teorema 2.17. Asi, el conjunto de puntos extremos de un poliedro es finito, pues
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A\ 4

e

—

|

(a) Politopo (b) Poliedro

Figura 2.9: Conjuntos poliédricos.

estd acotado por (7;”) Lo anterior es de gran importancia en el desarrollo de métodos de
solucidn , puesto que si se cuenta con una caracterizacion de una solucidn dptima entonces
es posible disenar métodos iterativos que evaltien la optimalidad de los puntos extremos. El
método simplex es un algoritmo que realiza este procedimiento evaluando la condicion de
optimalidad de Karush-Kuhn-Tucker, y, dado que existe un niimero finito de puntos extremos,

se asegura que el algoritmo terminard en un némero finito de iteraciones.

Ejemplo 2.29. Consideremos el problema o dado por

Min x1 + 3z9
s.a xr1 >0
—I1 > —1

xy — 2tz > —t2,  para cada t € [0,1].
Cada restriccién xo — 2tz > —t2 se puede reescribir como
xy —t2 > 2t(xy —t), para cada t € [0,1].
Es decir, cada una de estas restricciones representa la tangente a la curva xo = x? en el

punto t € [0,1] (ver Figura 2.10) por lo que el conjunto factible de este problema es

F:{(“)eRQ;ogxlgl,@zx%}.
€2

El conjunto de puntos extremos de F' es

extl’ = {( i ) €eR?:z; € [0,1]7352:36%}.
T
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\ 4

= T »

(a) Conjunto factible (b) Conjunto de puntos extremos

Figura 2.10: Conjunto convexo con infinitos puntos extremos.

Definicion 2.30. Sea f : R™ — R una funcién. Se dice que un vector d € R" es una direccion
de descenso en x € R" si existe 0 > 0 tal que f(x+ Ad) < f(X), para cada A € (0,0).

Como veremos en el Teorema 3.1, si f : R™ — R es una funcidn diferenciable entonces las
direcciones de descenso en el punto X son aquéllas que forman un angulo agudo con el vector
—V f(x) . Claramente la funcidn objetivo de un problema lineal f(x) = ¢'x es diferenciable y
ademds V f(x) = c. Intuitivamente, podemos decir que un problema lineal puede ser resuelto
geométricamente eligiendo un punto factible y avanzando desde este punto en direccion del
vector —c mientras no se pierda la factibilidad’.

Las curvas de nivel de la direccién objetivo son hiperplanos de la forma {x € R™ : ¢x = z},
donde z € R. Si el conjunto factible es acotado, entonces el problema estara resuelto cuando
se haya encontrado el hiperplano {x € R" : ¢’x = V}. La interseccién de este hiperplano con
el conjunto factible es el conjunto de soluciones F*. Por ejemplo, en el caso en que n = 2
dicha interseccidon puede ser solo un punto, un segmento o un rayo.

En las Figuras 2.11, 212 y 2.13 suponemos que se resuelve un problema de minimizacidn,
por lo cual, la direccion sobre la cual el valor de la funcién objetivo disminuye esta dada por
el vector —c. Las lineas punteadas representan las curvas de nivel de la funcién objetivo.

Si el conjunto factible es un poliedro no acotado, entonces tiene al menos una direccién de
recesion. En este caso puede suceder que el problema tenga solucién no acotada si —c € recX™

(como en la Figura 2.13), es decir, para cada constante M € R existe x € F' tal que ¢’x < M.

"Los algoritmos basados en esta idea se llaman métodos de gradiente descendiente, y son muy populares en

optimizacién numérica.
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(a) Existe solucién unica (b) Existen soluciones alternativas

Figura 2.11: Soluciones cuando el conjunto factible es acotado.

(a) Solucién unica (b) Soluciones alternativas

Figura 2.12: Soluciones cuando el conjunto factible es no acotado.

Figura 2.13: Solucién no acotada.
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2.4. Funciones convexas

En problemas de optimizacion en los que existe un nimero finito de restricciones de la
forma g;(x) > 0, la concavidad de las restricciones g; : R™ — R nos permitird deducir la
convexidad del conjunto factible F. Ademds, la convexidad de la funcidn objetivo, para un
problema de minimizacidn, garantiza la suficiencia de la condicion necesaria de primer orden
para optimalidad local ademds de que optimalidad local sobre un conjunto convexo es equi-
valente a optimalidad global, tal como lo enuncia la Proposicién 3.14. Dado lo anterior, son
importantes los criterios para evaluar la convexidad de una funcién dada. En general, verificar
st una funcidon es convexa no es una tarea sencilla. Para funciones diferenciables, existen con-
diciones necesarias y suficientes de convexidad, como veremos en el Teorema 2.34. Ademads,
si la funcidn es dos veces diferenciable, entonces el analisis de su matriz Hessiana permite

evaluar la convexidad de la funcidn, como lo veremos en el Teorema 2.35.

Definicion 2.31. Sea f : R” — R una funcién y .S C R™ un conjunto convexo no vacio. Se

dice que f es convexa en S si para cualesquiera xj,x3 € S

FOX1+ (1= M)x2) < Af(x1) + (1= A)f(x),

para todo A € (0,1). Si la desigualdad anterior se satisface de forma estricta entonces se dice
que f es estrictamente convexa en S. Se dice que f es cdncava en S si —f es convexa en S

y se dice que es estrictamente céncava en S si —f es estrictamente convexa en S.
Algunos ejemplos de estos tipos de funciones:

x1

(i) La funcién f:R? — R dada por f (( )) = 73 + 73 es estrictamente convexa.

T2

(i) La funcién f : R? — R dada por f (( e )) = logx; + logxo es estrictamente
Z2

concava.

(iit) La funcién f : R™ — R™ dada por f(x) = Ax+ b, donde A es una matriz con entradas

reales de m x n y b € R™, es convexa y concava.

(iv) Una funcién de la forma f : R™ — R dada por f(x) = X'Hx + a’x 4+ b, donde H es una
matriz real de nxn simétrica, a € R" y b € R, se denomina funcién cuadrdtica. Como
veremos en el Teorema 2.35, una funcidn cuadratica es convexa si la matriz H es definida

positiva.
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(a) Funcién convexa (b) Funcién céncava

Figura 2.14: Funciones convexa y céncava.

A continuacidn se presentan algunas propiedades de las funciones convexas.

Definicion 2.32. Sea S C R" no vaclo y f : S — R. El epigrafo de f, denotado por epif, se

define como el subconjunto de R"*! siguiente
epif ={(xy):x€S,yeR,y=f(x)}.

El hipégrafo de f, denotado hipf, se define como el subconjunto de R"*! siguiente:

hipf ={(x,y) : x € S,y € R,y < f(x)}.

Teorema 2.33. Sea S C R" convexo. Entonces se cumple:

(i) Si la funcién f : S — R es convexa entonces para cada o« € R™ el conjunto de nivel
inferior S, = {x € S: f(x) < a} es convexo (Lema 3.1.2 de [2)).

(ii) La funcion f : S — R es convexa en S si y sélo si epif es convexo (Teorema 3.2.2 de

[2)

Demostracion. (i) Sean x1,Xx2 € Sq, entonces f(x1) < ay f(x2) < a. De la convexidad de
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(a) Epigrafo de un funcién convexa (b) Hipdgrafo de una funcién céncava

Figura 2.15: El epigrafo de una funcidon convexa y el hipdgrafo de una funcidn cdéncava son

conjuntos convexos.

f se tiene que para todo A € (0,1),

FOxa+ (1= XA)x2) < Af(xa) + (1= A)f(xe)
< da+ (1 =N

esto implica que, para todo A € (0,1), Ax; + (1 —X)x2 € S, y por lo tanto S, es convexo.

(it) Supongamos que f es convexa. Sean (x1,¥1), (x2,y2) € epif cualesquiera y A € (0, 1),

x4+ (1 =X)x2) < Af(xq)) + (1= X)f(x2)
< Ayr+ (1= Ny,

lo anterior implica (Ax; 4+ (1 —A)x2, Ay1 + (1 = A)y2) = A(x1,y1) + (1 —X)(x2, y2) € epif,
y por lo tanto epif es convexo.

Supongamos ahora que epif es convexo. Obviamente para cada x,x2 € S, (x1, f(x1)) y
(x2, f(x2)) son elementos de epif. Por la convexidad de epif, para cada A € (0,1), se

satisface:

A(xa, f(x1)) + (1= AN)(x2, f(x2)) € epif,
(Ax1 4+ (T = XN)xo, Af(x1) + (1 = N)f(x2)) € epif,



34 2.4. Funciones convexas

es decir
FOX1 + (1= Nx2) < Af(x1) + (1= N)f(x2)),

de donde, f es convexa.

Del teorema anterior se deducen propiedades andlogas para funciones céncavas.

(i) Stlafuncién f: S — R es concava entonces el conjunto de nivel superior definido como
sigue

§o = {xe S f(x) > al,
es convexo para cada a € R.
(i) Una funcién f: S — R es céncava en S si y sélo si hipf es convexo.

El teorema siguiente proporciona una caracterizacion geométrica de las funciones diferen-

ciables que son convexas:

Teorema 2.34 (Teorema 3.3.3 de [2]). Sea S un subconjunto de R™ abierto, convexo y no vacio;
y sea f : S — R una funcion diferenciable en S. Entonces f es convexa si y sélo si para cada

x € S se tiene
fx)> f(x)+Vf(x)(x—x), paratodo x € S.

Similarmente, f es estrictamente convexa si y sdlo si para cada x € S se tiene
fx)> fX)+Vf(x)(x—x), paratodo x+#xenS.

Como se menciona en [2], el teorema anterior permite derivar métodos de aproxima-
cion, ya sea usando la aproximacion de primer orden para f(x) dada por la funcién afin
f(x)+ Vf(x)(x — X), o la aproximacién de primer orden para las restricciones. Estas apro-
ximaciones lineales proporcionan cotas superiores o inferiores de la solucion del problema
original, segiin f sea convexa o cdncava.

Si una funcion f es dos veces diferenciable entonces existe un criterio para evaluar su

convexidad verificando algunas propiedades de su matriz Hessiana:

Teorema 2.35 (Teorema 3.3.7 de [2]). Sea S un conjunto abierto y convexo en R™. Una funcién
dos veces diferenciable f : S — R es convexa en S si y sdlo si la matriz Hessiana H(x) es

positiva semidefinida para todo x € S.
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f(x)+ VAX) (X-X)

X X
(a) La aproximacion de primer orden es una (b) La aproximacion de primer orden
cota inferior para una funcién convexa es una cota superior para una funcién
céncava

Figura 2.16: Teorema 2.34.

Demostracién. Supongamos que f es convexa. Se debe probar que x'H(x)x > 0 para todo
x € R™ Sea x € R", como S es abierto entonces X + Ax € S para A tal que |A\| # 0 es

suficientemente pequefio. Seglin el teorema 2.34 tenemos
F(x+Ax) > f(X) + AV f(X)'x, (2.8)
y de la segunda expansion en serie de Taylor de f en el punto X, al evaluar en X+ Ax obtenemos
F(x4Ax) = f(X) + AVF(E)x + 1/2X2XH(X)x 4+ A2[|x|a(x; Ax). (2.9)
Multiplicando (2.8) por —1 y sumando con (2.9) se obtiene:
1/203H(x)x + A2||x||2a(x; Ax) > 0.

Dividiendo esta dltima ecuacién por 1/2A% > 0 y tomando el limite cuando A — 0 se sigue
que
X'H(x)x > 0.

Supongamos ahora que la matriz Hessiana es positiva semidefinida en cada punto de S.
Consideremos dos puntos cualesquiera x y X en .S. De acuerdo con el Teorema del valor medio

tenemos

£ = £+ TFR)(x %)+ 3 (x — %/ HE) (x %), (210)
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donde x = Ax + (1 — A\)x para cierto A € (0,1). Dado que S es convexo, x € S luego H(xX) es

positiva semidefinida, por consiguiente (x — x)'H(x)(x — x) > 0. De (2.10) concluimos que
F) = f(%) + VX (x = x).

La desigualdad anterior es valida para cada x,x € S, luego f es convexa seglin el Teorema
2.34. O

A continuacidon veremos un Teorema en el que se establecen condiciones que permiten

verificar st una matriz simétrica es positiva semidefinida o positiva definida.
Teorema 2.36 (Teorema 3.3.12 de [2]). Sea H una matriz simétrica con n filas.

1. Si hi; <0 para algdn i € {1,2,...,n}, entonces H no es positiva definida; y si h;; < 0

para algin i € {1,2,...,n}, entonces H no es positiva semidefinida.

2. Sihii =0 paraalgini € {1,2,...,n} yexiste j € {1,2,...,n} tal que h;; # 0 entonces

H no es positiva semidefinida.

3. Sin =1 entonces H es positiva semidefinida (positiva definida) si y sdlo si hy; > 0

(hi1 > 0). Sin > 2 sea la matriz H en forma particionada:

I

/
b hi1 q
qg G

donde, por el inciso anterior, si h1; = 0 entonces podemos asumir q = 0, puesto que en
caso contrario H no es positiva semidefinida. En otro caso asumimos h1; > 0 y aplicando

operaciones elementales de Gauss-Jordan, H se puede transformar en la matriz siguiente:

hin ¢

H =
nueva [ 0 Gryevs

Entonces Gpyeva s una matriz simétrica de (n—1) x (n—1) y H es positiva semidefinida
si y sdlo si Gpyevq €5 positiva semidefinida. Mas aiin, si hy; > 0, entonces H es positiva

definida si y sdlo si Guueva €5 positiva definida.

Enseguida veremos un ejemplo en el cual verificamos si una funcidn es semidefinida positiva

analizando, por medio del Teorema anterior, si su matriz Hessiana es semidefinida positiva.
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Ejemplo 2.37. Sea f : R? — R la funcién dada por

2 0 6 T T
Jx)=(xz1 22 23 )| 0 0 0 2o | +(1 0 =2)|
6 0 20 T3 T3

Para determinar si la funcion f es convexa debemos verificar si su matriz Hessiana

6
0

T

I
o O N
o o o

20

es positiva semidefinida. Aplicando la reduccion de Gauss-Jordan a la matriz H obtenemos

2 6
Hi=1]0 0
0 2

o OO

0 0
Notamos que la matriz G = 0 9 es positiva semidefinida pues la matriz Gy = [2] lo es,

por lo tanto H es positiva semidefinida y f es convexa.






Capitulo 3

Criterios de optimalidad y unicidad

Una de las tareas principales en la teor{a de optimizacién es la determinacién de condi-
ciones que nos permitan identificar la optimalidad de una solucién factible. En la seccién 3.1
veremos una caracterizacion de las direcciones de descenso para problemas de optimizacion
en los que las funciones involucradas son diferenciables. La condicién necesaria de primer
orden para optimalidad local, que presentamos en la seccién 3.2, involucra el llamado cono de
tangentes. La tarea de calcular el cono de tangentes de forma explicita es dificil en general,
sin embargo, con alguna condicidn adicional sobre las restricciones, el teorema de Karush-
Kuhn-Tucker (KKT) simplifica la verificacion de la condicién de primer orden al sustituir el
calculo del cono de tangentes utilizando el cono de restricciones activas, esto es de lo que

tratan las secciones 3.3 y 3.4.

El Teorema de KKT es una condicién necesaria cuando existe diferenciabilidad de las
funciones que definen un problema ademas de una cualificacién de restricciones que permita
sustituir el cono de tangentes por el llamado cono activo. Con algunas hipétesis de convexidad
sobre las funciones involucradas en el problema, esta condicion resulta ser también suficiente,
tal como lo demostraremos posteriormente en el Teorema 3.15. En programacién lineal semi-
infinita se ha generalizado el Teorema de KKT para ciertas clases de problemas, de las cuales
mencionaremos los problemas tipo Farkas-Minkowski. En el Teorema 3.22 una caracterizacion
para optimalidad en el caso semi-infinito en general que involucra el cono de direcciones

factibles.

En la ultima seccidon de este capitulo mencionamos criterios para unicidad de la solucion.
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3.1. Direcciones de descenso

En lo que sigue haremos referencia a un problema de optimizacién que tiene la forma

siguiente:
(P) Minimizar f(x)
sujeto a gi(x) >0, paracadaie€l,
donde I = {1,2,...,m} es un conjunto de indices y f : R" — R, g; : R" — R son funciones.

F representara al conjunto factible del problema (P).

Se dice que x € F' es un minimo local para el problema (P) si existe una vecindad de X,
N(x), tal que f(x) < f(x) para todo x € N(X) N F, y se dice que X es un minimo global si
f(x) < f(x) para todo x € F.

De acuerdo con la Definicion 2.30, d es una direccion de descenso para f en X si existe
d > 0 tal que f(x+ Ad) < f(X), para cada A\ € (0,0). El siguiente resultado caracteriza las

direcciones de descenso para una funcidn diferenciable.

Teorema 3.1 (Teorema 4.1.2 de [2]). Supongamos que f : R™ — R es una funcién diferenciable
en x. Si el vector d € R" satistace V f(x)'d < 0, entonces d es una direccién de descenso de

f en x. Reciprocamente, si d € R™ es una direccion de descenso en x entonces V f(x)'d < 0.

Demostracion. Sea A > 0. Segun la hipétesis de diferenciabilidad de f podemos escribir
Fx+Xd) = f(X) + AV f(X)'d + Al|d]|a(x; Ad),

donde «a(x; Ad) — 0 cuando A — 0; entonces, si A # 0

fx+Ad) - f(X)
A

= Vf(X)'d+[/d]la(x; Ad),

tomando limite cuando A — 0 obtenemos

o L3 AD) = (%)

A—0 A

=Vf(x)'d <O0.

Asi, existe 0 > 0 tal que f(x+ Ad) — f(X) < 0 para todo A € (0,0).
Supongamos ahora que d es una direccion de descenso en X, es decir, existe § > 0 tal que,
para todo A € (0,0), f(x+ Ad) < f(X), entonces

O — 1 SO D) S

0.
A—0 A <
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= V(x)

\

(@) Cono de direcciones de ascenso de f en X (b) Cono de direcciones de descenso de f en

X

Figura 3.1: En la figura se muestran las curvas de nivel de f. Los conos estdn sombreados.

Como consecuencia del resultado anterior tenemos que, si d € R" satisface Vf(x)'d > 0
entonces d es una direccidn de ascenso en . ELl conjunto de direcciones de descenso, ast como
el conjunto de direcciones de ascenso de una funcién diferenciable en un punto son conos

convexos, cComo veremos a continuacion.

Corolario 3.2. Sea f : R" — R una funcion diferenciable. Para todo x € R™ el conjunto de

direcciones de descenso de f en x es un cono convexo.

Demostracion. Sea x € R™. De acuerdo con el teorema anterior, el conjunto de direcciones
de descenso de f en el punto X estd caracterizado como C' = {d € R" : Vf(x)'d < 0}.
Veamos que C' es un cono. Sea d € C, entonces Vf(x)'d < 0. De lo anterior tenemos que
para cualesquiera A > 0, Vf(X)'(Ad) = AV f(x)'d < 0, es decir Ad € C, de donde C es un
cono.

Veamos que C' es convexo. Sean dy,ds € C y sea A € (0, 1), entonces
VX (Ady + (1= N)d2) = AVf(%)dy + (1 = \)Vf(%)'d2 <0,
lo cual implica Ad; + (1 — A)dy € C. Por lo tanto, C' es un cono convexo. O

Como d y Ad, A > 0, definen la misma direccién, podemos tomar como direcciones repre-
sentativas del cono a las direcciones de norma euclideana menor o igual que 1. Sobre este
. i la direccion d q VIR l
conjunto se verifica que la direccion de mayor descenso es — T, como veremos en e

Corolario siguiente:
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Corolario 3.3. Sea f: R"™ — R una funcion diferenciable en x. Para cualquier vector d € R™
direccion de descenso para f en x tal que ||d|| < 1 existe € > 0 tal que, para todo A € (0,¢€),

se satisface f(x+ Ad) < f(x+ \d), donde d = — |\§§E;§|\'

Demostracion. Sea d € R™ una direccién de descenso para f en x tal que ||d|| < 1. Como
|d|| <1 =|d|, entonces [|V£(X)|||d]| < [[Vf(X)|/||d]. Por otra parte

IV = [V f&)d] = IV,

de lo anterior
IVf(x)'d] < [Vf(x)d|. (3.1)

Como d y d son direcciones de descenso de f en X, entonces Vf(x)'d < 0 y Vf(x)'d < 0,
asi (3.1) implica

Vf(x)'d < Vf(%)'d, (3-2)

de donde se sigue

)1\11%]0()_(-1-)\(;) —fx) _ VR < V(R = ;I,L%f(wmi) —f()‘()’

por lo tanto, existe € > 0 tal que, para todo A € (0, ¢), se satisface f(x+ Ad) < f(x+Ad). O

3.2. Condicion necesaria de primer orden

Definicion 3.4. Sea S C R" no vacio y sea x € clS. El cono de tangentes de S en el punto
X, denotado por T'(x) esta definido como el conjunto de todas las direcciones d tales que
d= ka Ak (x — X) donde A\ > 0, x; € S para todo k, y x; — X. A cada elemento del cono

[e.9]
de tangentes se le denomina direccion tangencial.

En general, siempre se cumple que cualquier direccidn factible en un punto de un conjunto

convexo también es una direccidon tangencial.

Proposicion 3.5. Si X C R"™ es un conjunto convexo entonces para todo x € X, D(X,X)
T(X).

N

Demostracion. St d € D(X,X) entonces existe ¢ > 0 tal que x + ed € X. Definiendo x;, =

X+ %d, para cada k € N, obtenemos que x; — X y ademas

d= lim k(x, — X).

k—o00

Por lo tanto d € T'(x). O
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Si el conjunto factible es un poliedro, como ocurre en programacién lineal ordinaria, enton-
ces toda direccion tangencial es una direccidn factible en cualquier punto del conjunto factible
(Proposicién 3.4 de [7]).

La condicidn necesaria de primer orden, enunciada a continuacidn, establece que no existen

direcciones tangenciales que sean direcciones de descenso en un dptimo local.

Teorema 3.6 (Proposicion 3.2 de [7]). Si x € F es un minimo local de (P) entonces
Vf(x)d>0, para cada d € T(x). En particular, si x € intF, entonces V f(x) = 0.

Demostracion. St d € T'(X) entonces existe una sucesion {x;} € F' tal que x; — X y existen
escalares Ay € R tales que d = kh’m Ak (xg —X). Por la diferenciabilidad de f, para cada k € N
— 00

podemos escribir
FOxi) = f(%) + VF(R) (xr = %) + [[x = x[|ou(%; %, = %),

donde lim a(X;x; — X) = 0. Debido a la optimalidad local de X, y como x; — X, entonces
X —X

f(xX) < f(xx), para k suficientemente grande. Por otra parte

V) (e —%) + [Ixp = XX xx — %) = f(xi) — f(%),
tomando el limite cuando k£ — oo,

lim (VR (x — %) + X — %o (% x %) = 0.

k—oo
De aqui,

klim V) (xg —%) >0
Multiplicando ambos lados de la desigualdad por Ay

lim Vf()?)')\k(xk — )?) >0

k—oo -

Esto es,
Vf(x)d > 0.

Si x € intF entonces D(F,x) = R"™ y de acuerdo con la Proposicién 3.5 D(F,x) C T(x),
por lo que T'(x) = R", luego d = =V f(x) € T'(x). Como V f(x)'d > 0 entonces

0<VfR)'d=-V®)'VIE) = -V

lo anterior es vélido sélo si Vf(x) = 0. O
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Segun la condicién necesaria de primer orden, los posibles candidatos a soluciones dptimas
locales son los puntos x € F' que satisfacen V f(x)'d > 0, para cada d € T'(x). Sin embargo, la
verificacién de esta condicion no es facil, debido a que se debe conocer T'(x), el cual es dificil
de determinar de forma explicita. El teorema de Karush-Kuhn-Tucker salva esta dificultad al
sustituir el calculo del cono de tangentes por el cono generado por los gradientes de las
restricciones activas, si se satisface una condicién sobre las restricciones que garanticen la

igualdad de estos conjuntos.

3.3. Restricciones activas

St x € F, las restricciones que satisfacen g;(X) = 0 se llaman restricciones activas en

x. El conjunto de indices de las restricciones activas en x se denota con I(x), es decir,
Ix)={ieI:g(x)=0}.

Definicion 3.7. ELl cono activo en X es el cono convexo generado por los gradientes de las

restricciones activas en X, es decir
A(X) := cone{Vyg;(X) : i € I(X)}.

Para ver la relacion que existe entre el cono formado por los gradientes de las restricciones

activas y el cono de direcciones tangenciales en un punto consideremos el siguiente ejemplo:
Ejemplo 3.8. Consideremos el problema siguiente

Minimizar x1 + x9

sujeto a —x2+12>0
z9 — 23 > 0.
.. I T 2
Tenemos dos restricciones dadas por ¢, = —22o+1y g = T9 — T7.
xro €2

0 0
Consideremos los puntos factibles x; = ( 0 ) Yy Xo = ( ) > Los conos tangenciales en

estos puntos son
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Figura 3.2: Ejemplo 3.8.

los cuales estdn representados en color mds obscuro en la Figura 3.2. El gradiente de la

o , - - 0 , o . _
restriccion activa en x; es Vga(x1) = 1 y el gradiente de la restriccion activa en Xa es

Vgi(xe) = < _01 >

Notemos que x € T'(x1) si y solo si Vga(x1)'x > 0, de la misma forma x € T'(x2) si y solo si
Vgg()_(g)/x > 0.

El cono polar de A(x) es el conjunto A(x)? = {d € R" : Vg;(x)'d > 0,Vi € I(x)}. Asi,
en los dos puntos factibles del ejemplo anterior el cono tangencial coincide con el polar del
cono activo. Aunque esta igualdad no es vdlida en general, siempre se tiene una contencidn,

tal como se muestra a continuacidn.
Proposicién 3.9 (Proposicién 3.3 de [7)). Para cualesquiera x € F se cumple T'(x) C A(x)°.

Demostracion. St I(x) = () entonces nada hay que probar pues T'(x) = A(x)° = R™. Supon-
gamos I(x) # (. Sea d € T'(x), existe una sucesion {xz} C F tal que x; — X y escalares
positivos A1, Ao, ..., tales que d = ka Me(xg — X). Sea g; € I(x), sequn la diferenciabilidad

de g tenemos

9i(xk) = gi(%) + Vgi (%)’ (xic = %) + [Ix. — X[|ae(%; x, — %),

tomando limite cuando k& — oo en la igualdad anterior, y como g;(x) = 0, se tiene

lim (Vi (%) (xk = %) + e = x[la(x: %)) = L g, (i),

k—oo
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pero X, € F' implica gi(xx) > 0y, por consiguiente, klinologi(xk) > 0. Ademas klirrgo\\xk -
X||a(x; x; — X) = 0. Luego

Jim Vgi(x)' (x —x) = 0,
multiplicando por Ag

Vgi(x)'d = kh'm Vgi(X)' M (xp — %) >0
U

Para reemplazar en la condicidn necesaria de primer orden T'(x) por A(x)°, se debe satis-
facer la otra contencién T'(x) 2 A(x)°. El siguiente ejemplo muestra que esta contencidén no

siempre ocurre:
Ejemplo 3.10. Consideremos el problema siguiente:
Minimizar x1 + X9
sujeto a 22 + (22 — 1)?
23 + (v2 + 1)

Las restricciones son ¢ ( o ) =—a?—(r3—-1)2+1ygo < i ) = —a3—(zo+1)%+1 (Ver
T2

Figura 3.3: Ejemplo donde T'(x) 2 A(x)°.

0
la Figura 3.3). El conjunto factible consta solamente del punto x = ( 0 ) de aqui T'(x) = {0}

puesto que d € T'(X) si y solo si

d= lim A (x; %), (33)
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donde {x;;} es una sucesion en F' que converge a x y A\, > 0. Como F = {x}, es claro que la

tnica expresion de la forma (3.3) es el vector 0.

0
Por otra parte, las dos restricciones son activas en X con gradientes Vg (X) = ( 5 ) y

Vga(x) = (

5 > respectivamente. Luego el cono activo en X es

A(i)zcone{(i),( _02>}:{)\<(1)>:)\€R},
y su cono polar positivo es
_ 1
A(X)Oz{)\<0>:)\GR}.

Una cualificacion de restricciones es una condicion sobre las restricciones de tal forma que

Claramente T'(x) C A(x)°.

se cumpla la iqualdad T'(x) = A(x)°, llamada cualificacién de restricciones de Abadie. En la
siguiente Proposicion mencionamos dos propiedades que son cualificaciones de restricciones,

las cuales se pueden consultar en la seccién 5.2 de [2].
Proposicion 3.11. Cada una de las siguientes condiciones es una cualificacion de restricciones.

(i) Cualificacion de regularidad: El conjunto {Vg;(x),i € I(x)} es linealmente indepen-

diente.
(i) Cualificacion de Slater: Las funciones {g;,i € I} son céncavas y ademds intF # ).

El resultado que sigue establece que en cualquier punto de un poliedro el cono de tan-
gentes coincide con el cono de direcciones factibles y el cono de tangentes es igual al cono

polar del cono activo. Incluimos la demostracién tomada de [7].

Proposicion 3.12 (Proposicién 3.4 de [7]). Si F = {x € R" : d}x > b;,i € I}, entonces para
cada x € F se tiene T(x) = D(F,x) y T(x) = A(x)".

Demostracion. Sea x € F. Consideremos los dos casos siguientes

(i) I(x) = 0. En este caso ajx > b;, para cada i € I. Para cada i = 1,...,m, tenemos que

X pertenece al semiespacio abierto

{x € R" : alx > b;},
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por lo tanto existe §; > 0 tal que
X+ 6B C {x € R" : ajx > b;}.

Sea 6 = min{d;,i € I} entonces X + 0B € F, es decir X € intF. Se sigue que
D(x) = T(x) = R™ Por otra parte, A(X) = conel) = {0}, luego A(x)° = R" y por lo
tanto se cumple T'(x) = A(x).

(i) I(x) # 0. Para demostrar A(x)? C T(x) basta verificar que A(x) C D(F,X), puesto que
D(F,x) C T(x). Sea d € A(x)? arbitrario, entonces a’d > 0 para cada i € I(X). Si para
todo i = 1,...,m se satisface ald > 0 entonces a}(x + Ad) > 0, para cualquier A >0 y
por lo tanto d € D(F,x). Si ¢ ¢ I1(x) entonces a/x > b;, luego

h’m+a§(>_( + Ad) > b;,

A—0

de donde, existe \; > 0 tal que aj(x + A\;d) > b;. Haciendo ¢ = min{\;,i ¢ I(x)}
obtenemos x + ed € F' lo cual implica que d € D(F,X).

O
3.4. Teorema de Karush-Kuhn-Tucker
En las secciones previas hemos considerado el problema de optimizacidn siguiente:
(P) Minimizar f(x)
sujeto a gi(x) >0, paracadaie€l,
donde I = {1,...,m} es un conjunto de i{ndices y f,g; : R™ — R son funciones. Hemos visto

que para evaluar la condicidon necesaria de primer orden para optimalidad local en un punto
factible del problema (P) se requiere de conocer el cono de tangentes. Para los problemas
que satisfacen una cualificacion de restricciones es posible sustituir el cono de tangentes por
el cono polar del cono activo el cual se puede determinar de forma directa. A continuacidn

veremos el Teorema de Karush-Kuhn-Tucker.

Teorema 3.13 (Teorema de Karush-Kuhn-Tucker). Si x € F es un minimo local de (P) y
se satisface una cualificacidn de restricciones entonces V f(x) € A(x). Por lo tanto, existen

escalares no negativos \;,i € I(x) (llamados multiplicadores de KKT), tales que

donde la suma es 0 cuando I(x) = ().
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Demostracién. Dado que x es un minimo local para (P), entonces la condicidn necesaria de
primer orden garantiza V f(x)'d > 0, para cada d € T(x); es decir, Vf(x) € T(x)". Como se
satisface una cualificacién de restricciones entonces T'(x) = A(x)?. Asi T'(x)? = A(x)?°. Dado
que A(X) es un cono convexo cerrado, al aplicar el lema de Farkas para conos obtenemos
A(x)°° = A(X). Esto implica T'(x)? = A(x)? = A(x). Por lo tanto V f(x) € A(X).

O

Los puntos que satisfacen la condicidn necesaria anterior son llamados puntos de KKT. El
teorema de Karush-Kuhn-Tucker no es una condicidn suficiente en general, sin embargo lo es
bajo algunas hipdtesis de convexidad.

A continuacidn presentamos algunas propiedades de las funciones convexas:
Proposicion 3.14. Consideremos el problema (P). Entonces:
(i) Si para todo i € I, g; es concava, entonces el conjunto factible F' es convexo.
(i) Si f es convexa y el conjunto factible es convexo, entonces cualquier minimo local del
problema (P) es también un minimo global.

Demostracion. (i) EL conjunto factible esta dado por F' = .ﬂIF,-, donde
1€
F,={xeR":gi(x) >0} ={x e R" : —g;(x) < 0},

el cual es un conjunto convexo seqglin la Proposicion 2.33. Asi F' es convexo, puesto que

es la interseccidn de conjuntos convexos.

(it) Sea x € F' es un minimo local del problema (P). Supongamos que existe x* € F' tal

que f(x*) < f(x). Como f es convexa, para cada A € (0,1) se satisface

FOX+ (1= XA)x") < Af(x)+ (1= N f(x)
< f(x),

lo cual, para A suficientemente pequefio, contradice la optimalidad local de X. As{, no
existe x* € I con f(x*) < f(x). Concluimos que X es un minimo global.
O

Asumiendo la convexidad de la funcién f y la concavidad de las restricciones g; que son
activas en X probaremos la suficiencia del Teorema de KKT. Las hipdtesis de convexidad
de las funciones involucradas que asumimos no son necesarias pero en la mayoria de las
aplicaciones practicas de ciertas areas se cumplen. La demostracion realizada en la seccidon 4.2
de [2] solamente requiere algunos conceptos de convexidad relajados, como pseudoconvexidad

y cuasiconvexidad (Ver la referencia [2]).
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Teorema 3.15 (Suficiencia del Teorema de KKT). Consideremos el problema (P). Si x* es un
punto de KKT, f es convexa y diferenciable en x*, y para cada i € I1(x*) las funciones g; son

cdncavas y diferenciables en x* entonces x* es una solucién éptima global del problema (P).

Demostracion. St I(x*) # 0, definamos S = {x € R™ : g;(x*) > 0 para cadai € I(x*)}.
Claramente F' C S y ademas S es convexo segun el primer punto de la Proposicién 3.14.
Para cada x € S se satisface g;(x*) = 0 < gi(x) ya que las restricciones definidas por las

funciones g; son activas en x*. De la concavidad de las funciones g; se tiene

9i(x) < gi(x*) + Vgi(x")' (x = x*),
de aqut
Vgi(x*) (x — x*) > gi(x) — g;(x*) > 0.
De acuerdo con lo anterior, Vg;(x*)(x — x*) > 0, para cada i € I(x*). Al multiplicar ca-

da una de estas desigualdades por el multiplicador de K K'T' \; correspondiente obtenemos
AiVgi(x*)(x = x*) > 0, y sumando sobre I(x*)

D> AVgilx) (x —x*) = 0. (3.4)
el (x*)

Por hipdtesis V f(x*) = 3 ;c () AiVg(x"), luego, segin (3.4)
V) (x — x* Z AiVg(x*) (x — x*) > 0.
1€l(x*)

Por otra parte, como f es convexa, f(x) > f(x*) + Vf(x*) (x — x*); y por lo tanto
0< V") (x—x*) < f(x) — f(x*), paracadaxeS.

De lo anterior se concluye f(x*) < f(x), paracadax € S de donde se sigue
f(x*) < f(x), para cada x € F.
St I(x*) = 0, entonces, por el teorema de KKT, tenemos V f(x*) = 0. Luego

F) = f(x) + V) (x =x7) = f(x),
por lo tanto f(x*) < f(x), para cadaxé€ F. O

Segun la Proposicidon 3.12, en programacion lineal ordinaria siempre se satisface la igual-
dad T'(x) = A(x)°. Ademds las funciones objetivo y restricciones son funciones convexas y
concavas (puesto que cualquier funcién lineal lo es), y por lo tanto el teorema de Karush-

Kuhn-Tucker es una condicién necesaria y suficiente de optimalidad.
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El teorema de KKT estd enunciado para problemas en los que las restricciones son de la
forma g;(x) > 0. En el caso de problemas de programacién lineal podemos considerar cada
restriccion ajx > b; como g;(x) = alx — b; > 0. Asi, Vg;(x) = a;. En este caso el teorema

anterior queda enunciado como sigue.

Teorema 3.16 (Teorema de Karush-Kuhn-Tucker para programacion lineal ordinaria). Sea

o= (c,A/b) € 0. x* € F* si y sélo si c € A(x*), es decir, existen escalares no negativos
iy i € I(x*) tales que
c= Z i a;
iel(x*)
donde la suma es 0 cuando I(x*) = (.

En el caso finito el cono de restricciones activas, as{ como cualquier cono finitamente
generado, es cerrado. Sin embargo en el caso semi-infinito esto no es siempre valido, como lo

ilustra el ejemplo siguiente:
Ejemplo 3.17. Consideremos el problema o dado por:

Minimizar x1 + X9

sujeto a r1 + %1’2 >0, para cadan € N.

Claramente x* = 0 € F. Ademds el conjunto de gradientes de las restricciones activas

1
en x* es { ( 1 > €ER?:ne¢ N}. El cono activo en este punto es
n

A(x*) = {( o ) eR?:xy > x9,29 >O}U{0},
To

el cual no es cerrado como lo ilustra la Figura 3.4.

La cerradura de ciertos conos es una hipotesis fundamental para extender los resultados
de programacion lineal ordinaria a ciertas clases de problemas lineales semi-infinitos. Segtn

la definiciéon dada en [4], se dice que un pardmetro o € II es Farkas-Minkowski si

es un cono cerrado. En [8] se ha demostrado que un sistema es Farkas-Minkowski si y solo si
cualquier desigualdad que sea consecuencia de dicho sistema es también consecuencia de un

subsistema finito.
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(1.1

(1,1/2)

(1,1/4)

(1,1/8)

(a) Gradientes de las restricciones activas (b) Cono convexo generado por los gradientes

Figura 3.4: Ejemplo de cono convexo no cerrado.

La clase de problemas lineales semi-infinitos del tipo Farkas-Minkowski ha sido estudiada
ampliamente por varios autores. En particular [4] extiende a esta clase el Teorema de Karush-

Kuhn-Tucker usual.

Teorema 3.18 (Teorema 2.4 de [4]). Sea o € II un parémetro Farkas-Minkowski y sea x* € F'.

Entonces, x* € F™* si y solo si c € A(x*).

Otra propiedad del caso finito es que en cualquier punto en la frontera del conjunto factible
existe al menos una restriccién activa’, lo cual no sucede en general en el caso semi-infinito,

tal como podemos observar en el ejemplo siguiente:
Ejemplo 3.19. Consideremos el problema siguiente
Minimizar —x1
sujeto a —x1>—-1—1/n, neN
T 2 0
i) 2 0.

x1

El conjunto factible de este problema es F' = { ( ) ER2:0< 2 <1,m9> 0}. Ademds

T2

X = ) € OF N F*, pero 1(x*) = (), puesto que x* satisface todas las restricciones de

"puesto que el conjunto factible es la interseccién finita de semiespacios cerrados.
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forma estricta. La Figura 3.5 corresponde a este ejemplo.

A

(1,1):

\/

1< D D

Figura 3.5: Cono activo vaclo.

En este ejemplo x* € F* y I(x*) = .

El ejemplo anterior muestra que el Karush-Kuhn-Tucker no es valido para el caso semi-
infinito usando el concepto de restricciones activas. Los autores de [9] introdujeron el concepto

de restricciones activas modificadas, definido como sique.

Definicion 3.20. Sea o € II tal que F' # (). Dado x € F el conjunto de restricciones activas

modificadas esta definido por

D(X) = {aeR": ( ° ) ECZD},
a'x
donde D = { ( Zt ) ,t € T}. Es decir, a € D(x) siy solo si existe una sucesion { ( zts ) }
t ts seN

en D tal que

a= limay, ya'x= limb,.
S§—00 S§—0Q

Para cada x € F, D(X) es un conjunto cerrado que contiene al conjunto de gradientes de
las restricciones activas en X. Ademas en el caso continuo estos dos conjuntos coinciden, es
decir, D(x) = {a;|ajx = b:}. Usando el concepto anterior, los autores de [9] extendieron el
teorema de Karusk-Kuhn-Tucker a la clase de problemas de programacién lineal semi-infinita

tales que el mapeo a : T — R" es acotado:

A= {a €11 : suplla¢|| < oo}.
teT



54 3.4. Teorema de Karush-Kuhn-Tucker

A continuacion mencionamos tal extension del Teorema de KKT usando el concepto de res-

tricciones activas modificadas.
Teorema 3.21 (Teorema 3.2 de [9)). Sea o € 1I tal que F # ().

(a) Sea o € A que satisface la condicion fuerte de Slater. Si x* € F*, entonces

cccone{aeR" : ac D(x")}. (3.5)

(b) Si (3.5) se satisface para algin x* € F, entonces x* € F*.

Se dice que o € II satisface la condicién fuerte de Slater si existe x € F' y ¢ > 0 tales
que, para todo t € T, ajx > b; + €.

Ademds de la generalizacién de la condicion de KKT para programacion lineal semi-
infinita mencionada previamente, existe una condicidon de optimalidad la cual enuncia que en

una solucidon dptima no existen direcciones factibles que sean de descenso:
Teorema 3.22 (Teorema 7.1 de [8]). Sea o € II. x* € F* si y solo si ¢ € D(F,x*)°.

Demostracion. Veamos que d € D(F,x*) si y sblo si existe x € F' y o > 0 tales que
d = a(x — x*). Sea d € D(F,x*) entonces existe ¢ > 0 tal que x* + Ad € F, para cada
0 < XA < e Seax :=x*+ ed entonces x € F. Ademas x — x* = x* + ed — x* = ed y por
lo tanto d = 1(x — x*). Reciprocamente, sean x € F' y a > 0. Sea d = a(x — x*), entonces
x*+1d =x € F, es decir d € D(F,x").

Tenemos que x* € F™* si y sélo si

d'x* < c'x, para todo x € F,

si y solo si
da(x —x*) = a(dx — cx*) > 0, para todo x € F y a >0,
si y solo si
dd >0, para cada d € D(F,x*),
si y solo si c € D(F,x*)". O

Para verificar esta caracterizacidn se requiere conocer el cono D(F,x*) el cual es dificil
de determinar en forma explicita. Para reemplazar este cono por otro cono que involucra los
datos del problema se usa una cualificacién de restricciones. Una cualificacién de restricciones

es la llamada condicidon local Farkas-Minkowski, definida a continuacion.
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Definicion 3.23. Se dice que el sistema semi-infinito {ajx > b;, t € T'} consistente es local-
mente Farkas-Minkowski st cualquier desigualdad que sea consecuencia de dicho sistema que
determine un hiperplano de soporte para su conjunto soluciéon F' es también consecuencia de
un subsistema finito. Un pardmetro o € II tal que F' # () es localmente Farkas-Minkowski si

su correspondiente sistema de desigualdades lo es.

La propiedad localmente Farkas-Minkowski es una cualificacidn de restricciones como lo

muestra el siguiente resultado:

Teorema 3.24 (Teorema 5.7 de [8]). Un pardmetro o € 11 tal que F # () es localmente Farkas-
Minkowski si y solo si A(x) = D(F,x)°, para cada x € F.

3.5. Unicidad

En esta seccidon estudiamos el concepto de unicidad en programacion lineal. En sequida
veremos un ejemplo en el cual se satisface el Teorema de KKT en un punto de la frontera del

conjunto factible y por lo tanto es solucidon dptima pero no es la Unica solucién dptima.

Ejemplo 3.25. Consideremos el ejemplo siguiente:
Mazximizar x1 4+ x9,

sujeto a las restricciones

z1+x2 < 6 (3.6)
2r1+x9 <8 (3.7)
ry > 0
o > 0.

El conjunto factible de este ejemplo estd representado en la Figura 3.6. Notemos que la res-

triccion (3.7) es activa en cada punto del segmento cuyos extremos son los puntos A = < A ) y

6 1
B = < 0 ) El gradiente de la restriccion (3.7) en cada punto de este segmento es ( ) ) el

cual coincide con el gradiente de la funcién objetivo. Por lo tanto el conjunto dptimo de este
I
L2
cada punto éptimo el gradiente de la restriccion activa pertenece a la frontera del cono activo.

problema es F* = { ) €ER?: 22 +29=8,2<1z1<6,0<xz9 <4 . Notemos que en
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Xy

Figura 3.6: La solucién no es Unica.

En general, dado un problema o de programacién lineal ordinaria y un punto factible x de
este problema, la condicién ¢ € QA(X) garantiza la optimalidad de X, pero no la unicidad. En
efecto, como ¢ € JA(x), entonces tomando el mayor conjunto linealmente independiente en
{a; : i € I(x)}, digamos {a1,...,a,}, tenemos ¢ = Y_¥_, N\;a;, donde, si p = n, no todos los

escalares )\; son positivos?. Distingamos dos casos:

1. Si p < n, entonces cualquier otro punto factible x* tal que I(x) = I(x*) es también una

solucion dptima, puesto que
cx = cx* Z Aib;.

2. St p = n, entonces {ay,...,a,} es una base de R”, y por lo tanto existen escalares
aq, ..., tales que X = Zle «;a;. Por otra parte, supongamos que en la representacion

c= Z?Zl A;a; se tiene A\ = 0. Cualquier punto factible de la forma

Ead

—1 n
x" = oga; + oz,lfak + E ;a;,

i=1 i=k+1

con a}g # (i, es también una solucidon dptima, puesto que

dx = dx* = Z/\b+z/\b

i=k+1

Para garantizar la unicidad de la solucién en programacion convexa, se podria fortalecer
la hipdtesis de convexidad de la funcién objetivo a convexidad estricta (ver Teorema 3.4.2 de

[2])). Es claro que las funciones lineales, aunque son convexas, no son estrictamente convexas;

Si p = n y todos los escalares son positivos entonces, de acuerdo con el Teorema 2.20, X € int A(X).
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por lo que los criterios de unicidad para programacién convexa no son aplicables en el caso
lineal.
A continuacidn presentamos una caracterizacion de unicidad de la solucidon en programa-

cion lineal ordinaria.

Teorema 3.26 (Teorema 4.5 de [7]). Sea o = (¢,A,b) € 6. x* € F' es la unica solucién dptima

de o si y sdlo si ¢ € intA(x*).

Demostracion. Supongamos que x* € F' es la UGnica solucidon éptima de o. Entonces ¢ € A(x*),
segun el Teorema 3.16. Si c € OA(x*), como A(x*) es un cono convexo cerrado, entonces segun
el Teorema 2.25, existe un hiperplano de soporte de A(x*) en ¢; es decir, existe un vector d # 0
tal que

d'c =0y d'x>0, para todo x € A(x"),

de donde d € A(x*)?. De acuerdo con la Proposicién 3.12, A(x*)? = D(F,x*) y por lo tanto
d es una direccidn factible de F' en x*, es decir, existe € > 0 tal que x* + Ad € F para todo
A € [0,¢). Por otra parte
c(x* + Ad) = 'x* + Ad'd = ¢x*,

lo cual implica que x* no es la Unica solucién dptima. Por lo tanto ¢ ¢ OA(x*), por consiguiente
¢ € intA(x").

Supongamos ahora que ¢ € intA(x*). Entonces x* es una solucidén éptima, segin el Teo-
rema 3.16. Supongamos que existe otra solucion 6ptima X # x*. Sea d := X — x* # 0.

Tenemos que d es una direccién factible de F' en x* puesto que x* +d = X € F, luego
d € D(F,x*) = T(x*) = A(x*)°, es decir

d’x > 0, para cada x € A(x"). (3.8)

Por otra parte,
de=dx—x")=V-V=0. (3.9)

De (3.8) y (3.9) deducimos que el hiperplano {x € R" : d’x = 0} soporta a A(x*) en ¢, lo cual

implica que ¢ € JA(x*). Por lo tanto x* es la unica solucién éptima de o. O






Capitulo 4

Resultados principales

En este capltulo revisaremos algunas propiedades que caracterizan la estabilidad de los
sistemas de desigualdades lineales consistentes y problemas lineales resolubles. En la seccién
4.1 daremos una introduccidn al estudio de los criterios de estabilidad que se han establecido
en la literatura para el caso semi-infinito. En el Teorema 4.8 trasladaremos algunos de estos
criterios de estabilidad a problemas de programacion lineal ordinaria consistentes. En la
seccion 4.2 demostraremos de forma constructiva que el conjunto de problemas lineales con

solucion Unica es denso en el conjunto de problemas lineales resolubles.

4.1. Estabilidad

La teoria de estabilidad en programacién lineal semi-infinta trata del estudio del compor-
tamiento de las propiedades de un problema cuando se perturban sus datos. Dichas pertur-
baciones pueden surgir de forma natural al usar aproximaciones, debidas por ejemplo, a la
estimacidn o redondeo de ciertas cantidades involucradas en el problema.

Se dice que un problema que tiene una propiedad especial, como consistencia o reso-
lubilidad, es estable respecto a esta propiedad si los problemas suficientemente “préximos”
conservan tal propiedad, es decir, al hacer perturbaciones pequeiias en los datos de un pro-
blema nominal, el problema nuevo obtenido también tiene la propiedad del problema nominal.

En lo que sigue presentamos conceptos que usaremos para establecer criterios de estabi-
lidad. Para esto presentamos a continuacidn las definiciones de multifuncién y de continuidad

de una multifuncion.

Definicion 4.1. Sean X,Y dos conjuntos no vacios. Una multifuncion de X en Y es una

correspondencia ¢ entre X y Y tal que a cada = € X le asigna el subconjunto ¥(X) de Y.
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Una multifuncién v entre X y Y sera denotada por ¢ : X = Y.

Definicion 4.2. Sea ¢ : X =% Y una multifuncion entre los espacios topoldgicos X y Y. Se
dice que v es es semicontinua inferiormente en x € X, si para cada conjunto abierto W C Y
con W N(x) # () existe un abierto V- C X que contiene al punto x tal que W N(z) # 0,
para todo z € V. Se dice que i es semicontinua superiormente en x € X, si para cada
conjunto abierto W C Y tal que ¢(x) C W existe un abierto V- C X que contiene a z, tal
que ¥(z) C W, para cada z € V. Si ¢ es continua tanto inferiormente como superiormente en

x, se dice que es continua en z.

Para estudiar la estabilidad de la consistencia y resolubilidad de los problemas estudiare-
mos la semicontinuidad inferior y superior de la multifuncién conjunto factible y la multifuncién

conjunto 6ptimo que definimos a continuacion.

Definicion 4.3. Se define el mapeo conjunto factible como la multifuncion F : II = R" tal
que que a cada o € II le asigna el conjunto factible F' correspondiente al problema definido
por o. Se define la multifuncion conjunto dptimo como la multifuncion F* : I = R" tal que a
cada parametro o € II le asigna el conjunto 6ptimo F™* correspondiente al problema definido

por o.

Enseguida tenemos la definicion de la llamada condicién de Slater la cual usaremos como

criterio para establecer la estabilidad de los problemas consistentes.

Definicion 4.4. Sea o € II. Se dice que o satisface la condicién de Slater si existe x € R"
tal que ajx > by, para todo t € T, y en tal caso se dice que X es un punto de Slater. Se dice
que o satisface la condicion fuerte de Slater si existe e > 0 y un punto x € R" llamado punto
fuerte de Slater, tal que ajx > b; + ¢, para todo ¢t € T.

Es claro que la condicidn fuerte de Slater implica la condicion de Slater. Para problemas

continuos estas condiciones son equivalentes, como lo veremos en el siguiente resultado.

Proposicion 4.5. Si o € II continuo, entonces o satisface la condicion de Slater si y sélo si

satisface la condicion fuerte de Slater.

Demostracion. Veamos que la condicion de Slater implica la condicén fuerte de Slater. Su-
pongamos que o satisface la condicidn de Slater, entonces existe x tal que ajx > b; para cada
t € T. Como o es continuo entonces la funcién g : T — R definida por g(t) := ajx — b; es
continua sobre el compacto 7" y estd acotada inferiormente por 0 puesto que X es punto de

Slater, por lo tanto existe ¢y € 1" que es minimo de g, es decir

0 < g(to) < g(t), para cada t € T. (4.1)
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Sea € = g(to) = aj,X — by, de (4.1) se sigue que
ajx > b, + ¢, paratodo t €T,

de lo anterior concluimos que X es punto fuerte de Slater para o.

0

Para estudiar la estabilidad de las propiedades de problemas lineales consideramos los

subconjuntos de II siguientes; el conjunto de problemas que tienen soluciones factibles
II,:={c ell: F # 0},
el conjunto de problemas con solucién dptima
Iy :={cell: F* #0},
y el conjunto de problemas con solucidn 6ptima Unica
II, == {0 eIl; : F* = {x*}}.

Cada uno de los conjuntos anteriores es un espacio topoldgico equipado con la topologia
relativa.

En el Capitulo 10 de [8] se han estudiado las propiedades de semicontinuidad de la
multifuncién conjunto 6ptimo, ademas de la funcién valor dptimo ¥ : II — [—o0, +0o0], tal
que a cada parametro o € II le asigna su valor éptimo ¥(o).

El capitulo 6 de [8] se estudia la estabilidad de los sistemas de ecuaciones lineales. Entre
otros resultados enunciado y probados en [8] nosotros solo utilizaremos las caracterizaciones

de intll. que mencionamos a continuacidn.

Teorema 4.6 (Teorema 6.1 de [8]). Sea o € Il.. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) F es semicontinuo inferiormente en o;
(b) o € intll.;
(c) o satisface la condicion fuerte de Slater.

Con respecto a la estabilidad de problemas resolubles, el siguiente resultado caracteriza
los problemas que pertenecen al conjunto intIl. como los que son estables en cuanto a con-
sistencia y tienen conjunto 6ptimo acotado y no vacio, esta tltima condicidon es equivalente a
c € int cone{a;,t € T'}.
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Teorema 4.7 (Proposicion 1 (iv) de [6]). o € intlly si y solo si o € (intll.) N1y y ¢ €
int cone{as,t € T'}.

Para trasladar el estudio de estabilidad a programacidn lineal ordinaria consideramos el
conjunto € de los problemas de programacién lineal ordinaria que tienen n variables y m
restricciones. Consideramos los subconjuntos de 6 denotados con 6., 6, y 6, definidos como
el conjunto de problemas consistentes, el conjunto de problemas resolubles y el conjunto de
problemas con solucion unica, respectivamente.

En lo que sigue caracterizamos el interior de 6. usando la condicién de Slater y la semicon-
tinuidad inferior de la multifuncién F, estableciendo propiedades analogas a las propiedades

establecidas para programacion lineal semi-infinita antes mencionadas.
Teorema 4.8. Sea o € 0. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) o satisface la condicion de Slater;
(ii) intF # (;
(iii) o € intb.,
(iv) F es semicontinuo inferiormente en o.

Demostracion. Primero verificamos (i) < (ii). Supongamos que o satisface la condicién de
Slater y sea x un punto de Slater. Para cada i € {1,2,...,m}, X es elemento del semiespacio
abierto {x € R™ : a)x > b;}, por lo tanto existe 7; > 0 tal que x + ;B C {x € R" : ajx > b; }.
Sea r = min{r;, ¢ € I}, entonces X+ rB C F, de aqui x € intF.

Reciprocamente, si intF # () entonces existe x € intF, es decir, existe ¢ > 0 tal que
X+ eB C F. Supongamos que existe ¢ € {1,...,m} tal que a’x = b;. Entonces el hiperplano
H={xeR":alx="b}={xeR":a;(x—x) =0} soporta al conjunto F' en X, es decir

al(x —x) > 0, para todo x € F. (4.2)
Sea d = —a;, d es una direccion factible en X puesto que para cada 0 < \ < H;—Z”
- _ €
[(x+Ad) = x|| = [|Ad]| = Allai]| < mllaill =6

es decir, X+ Ad € X+ eB C F. Por otra parte
ai(x + M — x) = \ald = —)\ala; = —\||a;|? <0,

lo cual se contradice con (4.2). Por lo tanto para todo i = 1,...,m tenemos ajx > b;, es decir,

X es un punto de Slater.
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Veamos que (i) < (i7i). Supongamos que o satisface la condicién de Slater y sea xp € F
un punto de Slater, entonces aixo > b;, para cada i € I. Sean 6 = min{alxg — b;,i € [} >0

ye= min{%, m} > 0. Sea 01 = (c!,Al,b') € 5 + ¢B arbitrario. Entonces
d(o,01) = A=A+ [b = bl + [lc = ¢"c < ¢,
lo cual implica que, para todo 7 € I:
lai —ajlloc <€ |bi = bi <e,

donde a; y a; representan la fila i de la matriz A y de la matriz Al, respectivamente.

Por otra parte, si x € R™ entonces |x||2 < v/n]X||, luego

(aj — a;)'xo + (b; — b))

/
laj xo — b; — (ajxo — b;)| i
(a; — a;)xo| + [b; — b} |

= &
< @i —a)ll2lixoll2 + [bi — b3
1 1

< nl[(a; —ai)llsollxolloc + |bi — b; |
< nel|xollco + €
< Irolloo + 5
S —— N[ Xo —

2n|xoloo <2

de aqui
azllxo — b} > alxg — b; — 6, para todo i € I, (4.3)

Segtn la definicion de 0 tenemos que ajxg — b; —d > 0, para cada ¢ € I; por lo tanto, (4.3)
implica
1

/ .
a'’xo—b} >0, paracadaiclI,

es decir, xg € intFy. Asi, o1 € 0., para cualesquiera 01 € o + e¢B. Concluimos que o € intf..
Sea 0 = (c¢,A,b) € intf., entonces existe ¢ > 0 tal que o + ¢B C .. Definamos el

problema
o1 = (C7A7 bl)v

que se obtiene al hacer una perturbacidn al problema o en el vector b, de la forma siguiente:
b' :=b+35,
donde § = (¢/2,...,¢/2). Tenemos que

d(0,01) = [le = clloc + [IA = All + b = bl[log = [[b = b = 6loc = [[d]|cc = €/2 < ¢,
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y por tanto o; € 6. Luego existe x; € F} tal que
aix; > bl =b;+¢/2, paracadaicl. (4.4)
Como €¢/2 > 0, de (4.4) obtenemos
alx; > b;, paracadaicl.

La desigualdad anterior implica que x; es un punto de Slater para o, y por lo tanto o satisface
la condicion de Slater.

Veamos que (iii) < (iv). Sea o € intf. y sea W C R™ abierto tal que FNW # (. Sea
x € FNW.Six ¢ intF, entonces tomamos § € intF (tenemos que intF # () puesto que
o € intf.). Como W es abierto entonces W = int W, luego x € intW. De acuerdo con el

Teorema 2.8, existe A > 0 suficientemente pequeiio tal que
X+ Mg —Xx) € WnNintF.

De lo anterior podemos asumir x € intF N W. Tenemos ahora que X € W es un punto de
Slater para o, entonces x € F para cualesquiera 01 € 0 + €B, donde € = %ml’n{g, W}
Definiendo V := o + eB C 0, concluimos que x € F; N W para cualquiera o1 € V, y por lo
tanto F es semicontinuo inferiormente en o.

Supongamos ahora la semicontinuidad inferior de F en o. Tomando W = R" tenemos
W NF # y por lo tanto existe una vecindad de o, V, tal que F; = F; NR"™ # () para

cualquier o1 € V, de donde concluimos o € intf,.

O
Enseguida veremos un resultado que usaremos en la demostracion del Teorema 4.10.
Lema 4.9. Sea {ai,...,a,} C R" un conjunto linealmente independiente. Si
a € intcone{ay,...,a,}, entonces existe ¢ > 0 tal que b € intcone{b,...,b,} para cual-
quier conjunto {b,b;,i = 1,...,n} C R" tal que ||a — bl < € y méx{||a; — b;|cc, i =
1,...,n} <e

Demostracidn. Supongamos que para todo € > 0 existen b,b; € R™ tales que ||a — b||« < €,
méax{|la; — bi|lcc,? = 1,...,n} < €y b ¢ intcone{by,...,b,}. Entonces tomando sucesiva-
mente e = 1/n podemos construir sucesiones {b, },ex y {b;; }ren tales que b, — a, by, — a;,
i =1,...,nyb, & intcone{by,,...,by}. St a € intcone{ay,...,a,}, entonces existe
d > 0 tal que a + 0B € cone{ay,...,a,}. Existe N € N suficientemente grande tal que
a+ 0B € cone{by,,...,by.} ylla—Db,|| < parar > N, lo cual no puede suceder. Por lo
tanto a ¢ intcone{ay,...,an}.

U
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El Teorema 4.7 caracteriza el interior del conjunto de problemas lineales resolubles como
el conjunto de los problemas que pertenecen al interior del conjunto de problemas consistentes
y tales que su conjunto dptimo es acotado y no vacio. En particular, tenemos que los problemas
lineales que pertenecen al interior del conjunto de problemas lineales consistentes y tienen
una Unica solucidon optima pertenecen al interior del conjunto de problemas resolubles, tal

como veremos en el resultado siguiente.
Teorema 4.10. 6, Nintf. C intl,.

Demostracion. Sea o € 6, N intf.. Sea x la unica solucion doptima de o. De acuerdo con
el Teorema 3.26 tenemos ¢ € intA(x). El Teorema 2.20 garantiza que existe un conjunto
linealmente independiente {ai,...,a,} tal que ¢ € intcone{ai,...,a,}. Segin el Lema

anterior, existe €; > 0 tal que para cualesquiera cl,az1

€ R" tales que [j[a — c!|joc < €1y
méx{||a; — a}|/oo;i = 1,...,n} < €1 implica ¢! + 1 B € int cone{a},...,al}. Por otra parte,
como 6 € intf,, entonces, segln el Teorema 4.8, existe e3 > 0 tal que o; = (c',Al,b!) € 6,
para cualesquiera 01 € o + eaB. Definiendo ¢ = min{ey, €3} concluimos que o1 € intf. y
ct € intcone{al,...,al}, es decir, o1 € 0, para cualesquiera o1 € o + €B. Por lo tanto
o € intb,.

O

4.2. Resultado principal

En esta seccion demostraremos el resultado principal de esta tesis. A continuacidn ilustra-
mos la demostracidn partiendo de un ejemplo sencillo que tiene solucién al que aproximaremos

con un problema que tiene una Unica solucidn 6ptima.
Ejemplo 4.11. Consideremos el problema siguiente

Minimizar x1
sujeto a ry >1
—I1 > —1.

Este problema estd definido por o = (¢, A, b), donde

(a0 ()

T

El conjunto factible de este problema es F' = ( ) ER?: gy = 1}, el cual estd re-

T2
presentado en la Figura 4.1. Como F* = F, este problema no tiene solucidn tnica, ademds

o ¢ intb,., puesto que intF = ().
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X, A

F=F*

Figura 4.1: Problema inicial, cuyo conjunto solucién es infinito.

1. Primero a partir de los datos de o construimos un problema o1 tal que d(o,01) < €/3
y o1 € intl.. Hacemos esto con un desplazamiento en el vector b. El problema oy

resultante es el que sigue:

Minimizar x1
sujeto a r1>1—¢/3
—r1 > —1—¢€/3.

Este problema estd definido por los datos o = (c, A, b'), donde b* = b — ( Eg ) El
€

X, A

\ 4

Figura 4.2: Se satisface la condicién de Slater (paso 1).

conjunto factible de este problema es

F1:{<x1 ) €R2:1—6/3§w1§1},
T2
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el cual estad ilustrado en la Figura 4.2. El conjunto dptimo de este problema es

F*:{<x1>€R2:w1:1—e/3}.
9

Como intFy # () entonces o' € intf, lo cual garantiza que al hacer pequefias modifica-

ciones en sus datos no se pierda la factibilidad.

2. A partir del problema oy construimos ahora un problema oy = (c, A', b') modificando
los gradientes de las restricciones de oy de tal forma que el rango de la matriz A' sea

igual a 2. Notemos que para esto es necesario que existan al menos 2 restricciones.

Minimizar x1
sujeto a 1+ S0 > 1 —¢/3
—x1 > —1—¢€/3.

1 €/3

Los datos de este problema son (c,A', b'), donde Al = < -

) . Notemos que

d(o1,02) = e = e + A" = Al +[|b" — b?[|c = €/3.

El conjunto factible de este problema es

F, = {( . > ER? 25> —2,1—¢/3(1 —x3) < 1 §1+e/3},
Z2
1+¢€/3
-2
dimAs(x*) = 2, puesto que As(x*) es el cono convexo generado por el conjunto li-

1 —1
nealmente independiente { ( /3 > , ( 0 ) } Asl intA(x*) # 0.
€

3. Modificamos el vector ¢ en el problema o4 para obtener el problema & definido por
0

€/3

representado en la Figura 4.3. Tenemos que x* = ( ) € F» y ademds

o = (¢,Al, b) donde ¢ = (

Munimizar  §xg

sujeto a T+ §r2 > 1—€¢/3
—z > —1—¢/3.
- . 1 -1 .
Tenemos ¢ € intA(x*) = int cone { ( /3 ) , < 0 > } y por lo tanto x* es la unica
€

solucién dptima de .
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X, A

Figura 4.3: Cono activo en x* no vacio (paso 2).

En el resultado siguiente demostramos que dado un conjunto de n vectores en R podemos
aproximarlo tanto como deseemos por un conjunto de n vectores linealmente independientes

en R".

Lema 4.12. Dado un conjunto {ay,...,a,} € R™ y un escalar ¢ > 0 arbitrarios, existe un
conjunto {by,...,b,} CR"™ linealmente independiente tal que

max{||la; — bil|c0, 1 =1,...,n} <€

Demostracion. Sea {by,...,b;} el mayor subconjunto linealmente independiente de {a1,...,a,}.
Si k = n, nada hay que probar. Supongamos que 1 < k < n.Sea {ey,...,e,} la base candnica

de R™. Inicializando j := k, realizamos lo siguiente:

1. Sea | = min{i : e; ¢ span{bi,...,b;},i =1,...,n}. EL minimo del conjunto

{i:e; ¢ span{by,...,b;}} existe puesto que j < n.
2. Consideremos los dos casos siguientes

(@) aj41 € span{by,...,b;}. En este caso sea bj | :=aj;;1 + §e;. Entonces

€
laj+1 = bj+illec = Haj+1 —aji1 — §ezHoo =¢/2 <k,

ademds b1 ¢ span{by,...,b;}, pues de lo contrario se tendria
%el =b, 1 —aji1 € span{bi,...,b;} lo cual contradice la eleccién de I.
(b) aj+1 ¢ span{by,...,b;}. En este caso sea bj 1 :=aj .

En cualquier caso ||bji1 —aji1|| < ey {by,...,bj11} es linealmente independiente.
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3. Sij+1 < n hacer j = j+1 y regresar al primer paso. Si j+1 = n, entonces el conjunto
construido {by,...,b,} es linealmente independiente y para cada i € {1,...,n} se
satisface [|a; — b;loo < €.

Realizando a lo mas n— 1 veces el procedimiento anterior podemos construir el conjunto

deseado.

Enseguida enunciamos y demostramos el resultado principal de este trabajo.

Teorema 4.13. El conjunto de problemas de programacion lineal ordinaria que tienen solucion
tnica 0, es un subconjunto denso del conjunto de problemas de programacion lineal ordinaria

resolubles 0.

Demostracion. Sea o = (c,A,b) € 5, demostraremos que para todo € > 0 existe 7 € 6, tal
que d(0,0) <e.

Sea ¢ > 0y sea x € F*. Para cada i € I sea b} = b; — ¢/3. EL problema o7 = (c,A,b")
satisface la condicién de Slater puesto que aix > b; > b; — ¢/3 = b}, para cada i € I; por

consiguiente, seqguin el Teorema 4.8, o1 € intf.. Ademas
d(0,01) = |lc = ¢lloc + A= Al + [Ib = b [los = ||b — b'||oc = €/3.

Veamos que I(x) # () para el problema o. Supongamos que I(x) = () entonces a/x > b;, para
cada i € I, es decir, X es un punto de Slater para o. De acuerdo con el Teorema 4.8, x € intF'y
segun el Teorema 3.1, existe una direccién de descenso en X lo cual contradice la optimalidad
de x para o; por lo tanto, I(x) # 0 y por consiguiente A(x) # (). EL Teorema 3.16 garantiza
que ¢ € A(x). Sea {a?,a3,...,a2} el conjunto de direcciones extremas de A(X)}, entonces
c € cone{a?,a3,..., a7} = A(x). Sea f = min{g, %, m} donde
§ = min{alx—b;,i € I} > 0. Como m > n podemos tomar n—k vectores distintos del conjunto
{a; i€ I}\{a%,...,as} y aplicando el procedimiento descrito en el Lema 4.12 con el escalar
/3 podemos completar el conjunto linealmente independiente {a?,..., a2, azﬂ, ...,a2}. Enton-
ces el pardmetro g9 = (c,A%, b'), donde la matriz A? se obtiene de la matriz A al reemplazar

cada fila a; por a?, satisface lo siguiente
(a) d(o1,02) = [le = clloo + [|A = A[| + [[b —b'[loc = A = A%[| < § < ¢/3.

(b) Segun el Teorema 4.8 tenemos que o2 € intf,., puesto que

) 1)
d(o1,09) < < mln{§7 W

1.
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La independencia lineal del conjunto {a?,...,a2} implica la existencia de x*, solucién dnica
del sistema {a'x = b;,i = 1,...,n}, tal que dimAy(x*) = n y por lo tanto, intAs(x*) # 0.

Tenemos que

c € cone{a?,... a1} C cone{a?,...,a2} = A(X").
De acuerdo con el Corolario 2.19 existe un subconjunto de {a?,...,a?}, digamos {a?,... ,alz,
y escalares positivos Aq,..., A, tales que
P
c= Z Nial.
i=1
Como dimAz(x*) = n podemos tomar n—p vectores linealmente independientes {a,1,...,a,}

de Aa(x*). Sea pu = ¢/ <6 D ipi Ha2||oo> y sea ¢t == c+p (agJrl +---+a2), el Teorema
2.20 garantiza que c! € intAy(x*) y ademds

n

n n
et —clloe = |le+p 2 @ —c| =u| D @ <u D el =e/6<e/3,

i=p+1 o i=p+1 o i=p+1

Definamos por dltimo el problema & := (c', A% b'). De acuerdo con lo anterior c* € intAz(x*),
puesto que Ay (x*) = Az (x*). El Teorema 3.26 nos permite concluir que x* es solucién Unica

de &. Mas aun,
d(G,03) = [lc" — clloo + [|A* = A*|| + [[b' = b'|oc = |l — clloc < €/3,

se sigue que
d(o,0) <d(o,01) +d(o1,02) + d(02,0) < 3¢/3 =e.

O
En la demostracién anterior, aproximamos un problema lineal que tiene al menos una

solucion dptima con un problema lineal que tiene una Unica solucidn dptima y es estable

respecto a la propiedad de consistencia.
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Conclusiones

Para demostrar que el conjunto de problemas con una tnica solucidn dptima es denso en el
en el conjunto de problemas resolubles, estudiamos la teoria de andlisis convexo que sustenta
las caracterizaciones de optimalidad y unicidad en programacidn lineal y las caracterizaciones

de estabilidad respecto a las propiedades de consistencia y resolubilidad.

El analisis de estabilidad en el conjunto de problemas de programacién lineal ordinaria
0 considerado en este trabajo nos proporciond informacién sobre su estructura e hizo posible
conocer algunas relaciones existentes entre subconjuntos distintos de problemas. Asi, en el
Teorema 4.8 caracterizamos en varios sentidos los problemas que son estables respecto a
la propiedad de consistencia. En la demostracion del resultado principal, partiendo de un
problema con al menos una solucién dptima construimos un problema préximo el cual tiene
una Unica solucion 6ptima, ademds el problema nuevo es estable respecto a consistencia y por
lo tanto, como consecuencia del Teorema 4.10, es también estable respecto a la propiedad de

resolubilidad.

Muchas propiedades y resultados establecidos en programacidn lineal ordinaria se pueden
extender al conjunto de problemas de programacién lineal semi-infinita que son continuos, es
decir cuando T es un conjunto Hausdorff compacto y las funciones a : T — R" yb: T — R
son continuas. En la clase de problemas lineales continuos, si un problema tiene soluciones
optimas entonces existe un punto extremo que es solucidn dptima y en cada punto en la
frontera del conjunto factible existe al menos una restriccion activa, estas propiedades no se
cumplen en programacion lineal semi-infinita en general, tal como lo ilustra el Ejemplo 3.19.
Algunos autores han generalizado varios resultados al conjunto de problemas acotados donde
el conjunto 7' no tiene estructura topoldgica. Un resultado andlogo al resultado principal

tratado en esta tesis se demostrd primero en 1998 en el articulo [9] para la clase de problemas
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de programacién lineal semi-infinita continuos, posteriormente se generalizé en 2003 en [6]
para problemas de programacién lineal semi-infinita acotados.

Recientemente se ha introducido el concepto de acotacién local [5]. Dado v > 0, se dice
que la desigualdad alx > b, es v — activa en X st existe y € B(X, ) tal que ajy = b;. Dado un
problema de programacion lineal semi-infinita o y un punto x € F, se denota con W (x,~) al
conjunto de los gradientes de las restricciones 7 — activas en x. Se dice que el problema de
programacidn lineal semi-infinita o es acotado localmente en X € F' si existe v > 0 tal que el
conjunto W (X,~). Es un problema abierto generalizar este resultado a la clase de problemas

acotados localmente.



Topologia

En este apéndice presentamos los conceptos y la notacion de topologia de conjuntos que

usamos en la tesis. Esta teoria se puede consultar en [10].

Definicion .1. Sea X un conjunto. Una topologia 7 en el conjunto X es una coleccion de

subconjuntos de X que tiene las siguientes propiedades:
(i) O y X son elementos de 7.
(ii) La unién arbitraria de elementos de 7 es un elemento de 7.
(iil) La interseccion finita de elementos de 7 es un elemento de 7.

Si 7 es una topologia en el espacio X, se dice que X es un espacio topoldgico y se denota
con (X, 7), o simplemente X, si no hay confusidn sobre la topologia 7. A los subconjuntos de

X que pertenecen a 7 se les llama abiertos.

Definicion .2. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sea x € X. Se dice que V C X es una
vecindad de z si existe A€ 7 talquez € ACV.

Definicion .3. Una base para un topologia en el conjunto X es una coleccién B de subconjuntos
de X tal que

(i) Para cada x € X, existe al menos un elemento B € B que contiene a .

(ii) St By y Bs son dos elementos de B y € By N By, entonces existe Bz € B tal que
x € B3 C By N Bs.

St B es una base para una topologia en X, la topologia T generada por B es la coleccion
de todos los subconjuntos U de X tales que para cada x € U existe B € B que cumple
re BCU.
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Definicion .4. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sea € X. Una coleccién de vecindades
de z, B, es una base local de z si para cualesquiera vecindad V de z existe A € B tal que
A C V. Se dice que el espacio (X, 7) satisface el primer axioma de numerabilidad st cada

punto x € X tiene una base local numerable.

Definicion .5. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Se dice que X es de Hausdorff si para todo
x,y € X con x # y existen dos abiertos U,V € T talesque x € U,y € V yUNV = 0.

Los espacios topoldgicos que satisfacen el primer axioma de numerabilidad permiten ca-
racterizar los conceptos convergencia, continuidad, compacidad por medio de sucesiones. La
propiedad Hausrdoff garantiza la unicidad del limite de cualquier sucesién convergente. Estas

propiedades no se satisfacen para cualquier espacio topoldgico en general.

Definicion .6. Sea X un conjunto. Una métrica es una funcion d : X x X — R que cumple

las siguientes condiciones
(i) d(x,y) >0y d(z,y) =0siysolosiz=y,
(i) dz,y) =d(y, ),
(iit) d(z,y) < d(z,2) + d(z,y).
Si existe una métrica definida en el conjunto X entonces se dice que X es un espacio métrico.

Definicion .7. Sea (X,d) un espacio métrico. La bola unitaria B en X estd definida por
B ={zr € X :d(z,0) < 1}. Seaa € X yr > 0, se define la bola abierta de radio r con
centro en a como el conjunto B(a,r) = {x € X : d(x,a) < €}. Si el espacio métrico X tiene
estructura de espacio vectorial entonces la bola abierta con centro en a y radio r es el conjunto
a+rB.

Una métrica sobre un espacio induce de forma natural una topologia sobre X, la cual tiene
como base al conjunto de todas las bolas abiertas.

Todo espacio métrico (X, d) equipado con la topologia inducida por la métrica d satisface
el primer axioma de numerabilidad y la propiedad Hausdorff, puesto que para cada =z € X,

la coleccidn de conjuntos {y € X : d(z,y) < %

: n € N} es una base local numerable,
ademds dados z,y € X tales que x # y los abiertos U := {z € X : d(z,2z) < @} y

V::{zeX:d(z,y)<@}sontalesquex€U,y€VqUOV:(Z).

Definicion .8. Sea (X, d) un espacio métrico y Y C X. El interior de Y esta definido como
siqgue:
intY = {x € X : existe ¢ > 0 tal que B(x,¢) C Y},
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la frontera de Y esta dada por:
Y ={z € X : paratodo e>0B(x,e)NY #0y B(x,e) N X \Y # 0}.
La cerradura o clausura de Y estd dada por
Y ={z € X : para todo e >0,Y N B(z,€) # 0}.

Definicion .9. Sea (X, d) un espacio métrico. Se dice que una sucesién {z,} en X converge

a p € X sipara cada € > 0 existe N € N tal que n > N implica d(z,,p) < e

Definicion .10. Sea (X,d) un espacio métrico. Un subconjunto Y C X es denso en X si
cdY = X.

La propiedad de densidad del conjunto Y en el conjunto X se puede enunciar también de

las siguientes dos formas equivalentes:
(i) Y es denso en X si para todo = € X y cualquier € > 0 existe y € Y tal que d(z,y) < e.

(i) Y es denso en X si para todo = € X existe una sucesidn en Y que converge a z.






Diferenciabilidad

En este apéndice mencionamos las definiciones de funcién diferenciable y funcién dos

veces diferenciable las cuales se pueden consultar en la referencia [2].

Definicion .11. Sea X C R" no vaclo, x € intX y f : X — R una funcién. Se dice que f es
diferenciable en X si existe un vector V f(x) € R" llamado gradiente de f en X y una funcién

real o que satisface a(x;x) — 0 cuando x — X tales que
F) =f(®) + VR (x=%) +[Ix = x[a(xx), ¥VxeX. (1)

El vector V f(X) estd dado por

v (9f(x) 9f(x) af(x)
VI _<8x1 " 9zs T Oay, >

Se dice que f es dos veces diferenciable en x si es diferenciable en X y existe una matriz
H(x) llamada matriz Hessiana de f en X y una funcién « que satisface a(x;x) — 0 cuando

x — X tales que para todo z € X se satisface
F0) = F(%) + VR (x = %) +1/2(x = %) HE) (x = %) + [x — [ *a(%;x) (2)
_ P

U (91’281']
Taylor de primer grado de la funcion f en X, mientras que la expresion 2 es el polinomio de

St H(x) existe entonces se satisface (H(x)) . La expresion 1 es el polinomio de

Taylor de sequndo grado de f en x.
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