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Introduccion

Las ecuaciones diferenciales juegan un papel fundamental dentro de las matemaéticas asi como en otras areas
de la ciencia como la fisica, la quimica, la astronomia, la biologia etc. debido a que permiten modelar una gran

variedad de fendmenos que ocurren en la naturaleza.

Dependiendo de la naturaleza de la ecuacién estas se clasifican en: ecuaciones diferenciales ordinar-
ias (una sola variable independiente) y ecuaciones diferenciales en derivadas parciales (varias variables
independientes). Las ecuaciones diferenciales ordinarias a su vez se clasifican en: lineales (los coeficientes s6lo de-

penden de la variable independiente) y no lineales (los coeficientes pueden depender de la variable dependiente).

Varias de las ecuaciones diferenciales ordinarias lineales! mds importantes de la fisica-matemaética son de la

forma
U"(2) + ()Y’ (2) + a(2)(2) = F(2), (1)
donde p(2), q(2) y F(z) estdn definidas sobre algiin dominio del plano complejo. La dificultad principal al

resolver la ecuacién diferencial (1) para coeficientes p(z) y q(z) arbitrarios estd en que las soluciones no siempre
se comportan de igual manera que los coeficientes en las vecindades de ciertos puntos. Por ejemplo, se sabe que si
tanto p(z) como ¢(z) son funciones analiticas, entonces la solucién es analitica (véase teorema 1.2). Sin embargo,
si p(2) y q(2) tienen por ejemplo un polo simple, entonces no necesariamente la solucién tiene un polo simple.
Un ejemplo de ello lo proporciona la ecuacién diferencial hipergeométrica

2(1=2)9"(2) + (¢ = (a+ b= 1)2)¢'(2) — ab(2) = 0

o bien ( bo1) ) .
” c c—(a+0— , a a
— - @ @7 — —_ = O
v+ £+ ) v - (24 12 ) v =0
donde p(z) = £ + %JFZ*U y q(z) = 7“71’ — 1“_1’2 tienen un polo simple en el origen. Sin embargo, esta ecuacién

tiene por solucién? a la funcién analitica

oF1(a,b;¢;2) = Z mz”, |z] < 1.

n=0

Una clase especial de ecuaciones diferenciales de la forma (1) la constituyen aquellas en la cuales los coeficientes
p(z) v q(2) tiene a lo mds un polo simple y doble respectivamente. La importancia de esta clase de ecuaciones
es que la forma de las soluciones son conocidas y tienen la forma 1(z) = 2*f(z), donde A es un pardmetro
real o complejo por determinar y f(z) una funcién analitica. Las ecuaciones que satisfacen las condiciones an-
teriores son llamadas ecuaciones diferenciales fuchsianas. En la literatura existe un método para resolver
este tipo de ecuaciones y el cual es conocido como método de Frobenius desarrollado en 1873 por Lazaro
Fuchs y George Frobenius. El metodo consiste en proponer la solucién de la forma mencionada anteriormente y
al ser f(z) una funcién analitica admite un desarrollo de Taylor con coeficientes por determinar, al sustituir en

1y que a su vez resultan de resolver ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.

2véase lema 1.1.
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la ecuacion los coeficientes quedan determinados mediante alguna relacién de recurrencia al igual que el valor de A.

En esta tesis se analiza un método novedoso capaz de dar solucién a ecuaciones diferenciales fuchsianas. Dicho
método es presentado en el articulo titulado ” A movel analytic operator method to solve linear ordinary differ-
ential equations with variable coefficients ”([15]), desarrollado por Wrick Sengupta del departamento de fisica y
meteorologia de la India y el cual estd sustentado en sofisticados teoremas referentes a la teoria de operadores
definidos sobre espacios de Banach, ademaés de tratar con potencias fraccionarias de operadores, las cuales resultan
utiles para proporcionar representaciones integrales de las soluciones. Si bien, el cdlculo de potencias fraccionarias
de operadores es un tema sofisticado del andlisis funcional denominado célculo funcional, cuando se trata con

el operador de Volterra (la integral definida con limites 0 y 2) las potencias fraccionarias tienen una forma especial.

A grandes rasgos el método es como sigue: dada la ecuacién (1) y asumiendo que esta es fuchsiana, entonces

se propone la solucién ¥(z) = 2> f(z) que al sustituir en (1) y simplificar se transforma en otra ecuacién de la forma

dz dz

donde g(z) es una funcién analitica y h(z) tiene un polo simple. Ahora bien, si se definen dos operadores L y A

L= / Zia </z°‘(.)dz) doy A= / Zia (/z”‘ <g(z)(i§2 + h(z)(.)> dz> iz,

entonces la ecuacién (2) se escribe en notacién de operadores como (I + A)f(z) = Lz=*F(z) + fo(z), donde

Ziad% (Zadf(z)> + g(z)dfi@ +h(2)f(z) = 2 F(2), (2)

como sigue:

fo(z) = co + c1 [ Zxdz y co,c1 son constantes. Finalmente, si el operador (I 4+ A) es invertible; es decir, el

operador (I + A)~! llamado operador resolvente existe, entonces la solucién de la ecuacién (2) estd dada por
f(2) =T+ A LzMF(2) + (I + A) 7 fo(2).

El contenido de este trabajo es el siguiente. En el Capitulo 1 se presentan algunos conceptos bésicos y resultados
fundamentales de la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales y, también se analizan los fundamentos
tedricos del método de Frobenius. Posteriormente, se resolveran algunas ecuaciones clasicas usando el método de

Frobenius, los cuales serviran para realizar un andlisis comparativo entre ambos métodos.

En el Capitulo 2 se considera el operador de Volterra (la integral definida con limites 0 y 2) y se proporciona
una definicién de potencia fraccionaria para dicho operador. Aunque existen diversas maneras de abordar esta

definicién, unicamente se considera la que surge de manera natural a fin de evitar introducir teoria extra.

En el Capitulo 3 se aborda formalmente la teoria de operadores lineales definidos sobre espacios de Banach,
y se establecen varios resultados importantes referente a estos. Se hace énfasis principalmente en los resultados

referentes a la representacién del operador resolvente como una serie y como una integral.

Los fundamentos teéricos del método de los operadores se presentan en el Capitulo 4, donde se utilizan los

resultados establecidos en los capitulos anteriores.

Finalmente, en el Capitulo 5 se muestran algunos ejemplos de aplicaciéon del método, a fin de analizar sus
ventajas y/o desventajas, asi como familiarizarse con este ultimo. Se consideran inicamente las ecuaciones difer-
enciales especiales, dada su importancia dentro del ambito fisico. También se dedica una seccién al método de
descomposicién ([5]), un método también reciente usado principalmente en la resolucién de ecuaciones diferen-

ciales en derivadas parciales, el cual puede ser adaptado para ecuaciones diferenciales ordinarias ([3]).

A manera de referencia también se incluye un apéndice en el cual se presentan algunos resultados béasicos
de la teoria de funciones de variable compleja como lo es el teorema de Cauchy, y de la expansién de Taylor y
Laurent, ya que estos ultimos juegan un papel fundamental en el andlisis del comportamiento de las funciones

en ciertos puntos.

VI
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Capitulo 1

Conceptos Preliminares

El objetivo de este capitulo es presentar algunos de los conceptos y resultados méas importantes referentes
a ecuaciones diferenciales ordinarias lineales, ademas de incluir algunos ejemplos importantes que serviran para

comparar con el método novedoso, objetivo de esta tesis.

En el andlisis de funciones, los conceptos de funcién analitica y singularidad® se estudian de forma més
adecuada usando conceptos de variable compleja. Por esta razon, en estos preliminares optamos por analizar las
ecuaciones diferenciales definidas sobre el plano complejo, pues se cuenta con resultados méas generales y el anélisis
de funciones en puntos singulares es justificada por el teorema de la expansién de Laurent. Otro motivo para
considerarlas en el dominio complejo es analizar los fundamentos teéricos del método de Frobenius, el més
antiguo y hasta hoy en dia uno de los mas importantes para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias lineales

cuando los coeficientes no son analiticos.

El método de Frobenius tiene sus fundamentos tedricos en el problema de la continuacién analitica, el cual
discutimos en la primera seccién del presente capitulo. Como una observacién adicional, debido a que muchos
conceptos y resultados del analisis complejo son bien conocidos, no los definiremos en estos preliminares; no
obstante, a manera de referencia incluimos un apéndice con definiciones y teoremas importantes sobre funciones

analiticas que emplearemos.

1.1. Continuacion analitica

Consideremos las funciones analiticas dadas por /z y log z = In|z| + iarg z donde —7 < arg z < . Observe
que si no se restringe el dominio para arg z, entonces las expresiones 1/z y log z no definen funciones en el sentido
usual pues toman més de un valor para cada elemento de su dominio. No obstante, en el andlisis complejo se
estudia ampliamente esta clase especial de funciones y en un intento por extender el dominio para dichas fun-
ciones surgen las llamadas funciones analiticas globales, que no resultan ser mas que colecciones de funciones
analiticas bien definidas (univaluadas). La teorfa que trata el problema de extender el dominio de las funciones

analiticas es llamada teoria de la continuacion analitica.

Dicha teoria es desarrollada a partir de un resultado del anélisis complejo referido en la literatura como prin-
cipio de continuacién analitica®. Dicho principio, establece que si dos funciones f y g son analiticas en una
regién €, y si existe una sucesién {z,} de puntos distintos de Q que convergen a zo € Q, tal que f(z,) = g(zn)
para toda n € N, entonces f = g en todo 2. La conclusién es vélida, en particular, si f = g en alguna vecindad

de algin punto de €.

L Aquellos puntos donde una funcién no es analitica y por tanto no admite un desarrollo de Taylor.
2Este principio, garantiza la unicidad de las extensiones de las funciones reales a funciones complejas. Por ejemplo, la extensién

de la exponencial real a la exponencial compleja.
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Basado en este principio, la idea de la continuacion analitica es extender el dominio de una funcién analitica
a un conjunto lo més grande posible. Si una funcién f es entera, entonces no existen problemas de continuacién
puesto que su dominio de analiticidad es todo el plano complejo. De esta manera, supongamos que tenemos
definida una funcién fi(z) que es analitica en la regién Q; y que podemos hallar una funcién f2(z) que es
analitica en una regién Qs donde 21 NQy # § y es tal que fo(2) = f1(2) para todo z € Q1 N, entonces se dice
que f>(2) es una continuacién analitica directa de fi(z) a la regién Qs. Juntos f1 y fo definen una funcién
analitica fen Q; U Qs tal que f(z)=f1(2) si z € Q1 y £(z)=f2(2) si z € Qa.

Presentamos en esta seccion sélo las ideas generales de continuacién analitica de series a lo largo de
curvas, que es el caso mas simple de continuacién analitica y que emplearemos en la siguiente secciéon. Dada una
funcién analitica cualquiera en algiin dominio €, por el teorema A.4 esta se puede representar siempre como una
serie de potencias convergente. Supongamos que fo(2) es una funcién analitica definida por una serie de potencias

y con disco de convergencia Dg(zp), y sea v : [a,b] — C una curva que empieza en zp y termina en w ¢ Dy(zp).

Figura 1.1: Continuacién analitica a lo largo de una curva

Consideremos una particién de [a, b] como sigue:
a=aq<a<a<..<a,=>b

y sea D; un disco que contiene a 7(a;) como se muestra en la Figura 1.1. Decimos que la sucesién finita
Dy, Dy, ..., D,, es conectada por la curva v a lo largo de la particién si la imagen y([a;—1,0a;]) C D;. Ob-
serve que D; N D;;1 es no vacio pues contiene a y(a;+1). Una continuacién analitica de (fo, Do(z0)) a lo

largo de una sucesién finita conectada Dy, Dy, ..., D,, es una sucesién de parejas

(fO?DO)a (f17D1)a (f27D2)7 ey (fnvDTI)a

tal que (fi+1,Dit+1) es una continuacién analitica directa de (f;, D;) para ¢ = 0,1,...,n — 1. La continuacién
analitica de (fy, Do) a lo largo de « define una nueva funcién f en el sentido generalizado®, llamada funcidn

analitica global y cada (f;, D;) es llamado un elemento de f.

Esta definicién parece depender de la eleccién de la particién y la eleccion de la sucesién conectada. Sin

embargo, el siguiente teorema cuya demostracién puede verse en [12] pag. 324. establece que no es asi.

Teorema 1.1 (Principio de Monodromia). Sea (go, Eo), (91, E1), -y (Gm, Em) otra continuacidn analitica de

(90, Eo) a lo largo de la sucesion conectada Ey, Eq, Es, ..., E,, con respecto a la particion de la ruta v. Si fo = go

3Puede o no ser univaluada, si por ejemplo 7 es una curva cerrada.
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en una vecindad de zg, entonces g, = fn en alguna vecindad de ¥(b), asi (gm, Em) es una continuacion analitica

directa de (fn, Dy,).

1.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales

La existencia de una derivada compleja es una condicién mucho més fuerte que la existencia de una derivada
real, debido a que implica la representacién de una funcién en serie de potencias. En esta secciéon veremos que
la introduccion de la derivada compleja nos permite estudiar de una manera adecuada la teoria de ecuaciones

diferenciales puesto que los resultados son mas generales.

De la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales definidas sobre el dominio real, se sabe que la
caracteristica principal de estas, es que muchas veces las soluciones no son expresables en términos de funciones
elementales, es decir, funciones trigonométricas, polinomiales, exponenciales y/o logaritmicas. La razén de ello
se verd mas adelante cuando se analice el comportamiento de las soluciones alrededor de cierta clase especial de
puntos, lo cual nos conducird de manera natural a la forma de las soluciones y métodos que se aplican usualmente

para resolverlas.

Por otro lado, al extender la teoria al dominio complejo se debe tener en cuenta la continuacién analitica,
que como se vio en la seccién anterior, da origen a las funciones analiticas globales, que son funciones en un
sentido generalizado, las cuales pueden tomar m&s de un valor en un elemento especifico de su dominio. Por
ejemplo, en el dominio real, una ecuacién diferencial ordinaria lineal de orden n posee n soluciones linealmente
independientes, y en el dominio complejo, esto es as{ en el sentido local (véase definicién 1.2), ya que puede
ocurrir que dos soluciones locales sean elementos de la misma funcién analitica global. Por ello, las soluciones de
ecuaciones diferenciales definidas sobre el dominio complejo son funciones analiticas globales, cuyo dominio no
necesariamente es el mismo en el cual los coeficientes estan definidos. Asi, se entiende por solucion local aquella

solucién cuyo dominio esta contenido en el de los coeficientes. El ejemplo 1.1 ayudara a clarificar estas ideas.

Ejemplo 1.1. Considere la siguiente ecuacion diferencial
w'(z) = =, N =C-{0}

cuya solucion (local) estd dada por w(z) = log z = In|z| +iarg z, —m < arg z < w. Por otro lado, para cada

eleccion de la rama para el log z se obtiene una nueva solucion. La funcion analitica global
Log z =1log z+2nmwi, neZ

es la solucion general de la ecuacion dada y cuyo dominio es una superficie de Riemann.

Definicién 1.1. Una ecuacion diferencial ordinaria lineal de orden n es de la forma
po(2)w™ (2) + pr(2)w" D (2) + o 4 pa(2)w? (2) = b(2), (1.1)

donde p;(z) y b(z) son funciones analiticas definidas sobre un dominio comin 2. Si b(z) = 0 llamamos a la

ecuacion homogénea, en caso contrario, no homogénea.

Definicién 1.2. Una solucién para la ecuacion diferencial (1.1) es una funcidn analitica global f que satisface
la igualdad. Una solucion local de (1.1) es una funcion analitica f definida sobre Q que satisface la igualdad.

Aunque los coeficientes de una ecuacién diferencial de la forma (1.1), son en general funciones analiticas, en
esta tesis, por simplicidad, se considera tnicamente el caso cuando todos los coeficientes son polinomios y el
interés principal serd el estudio de las raices del coeficiente principal pg(z). La importancia de estos puntos es

que determinan si existe o no soluciéon y, mas atn, determinan la forma que deben tener estas soluciones.
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Definicién 1.3. Un punto zy € Q es llamado un punto ordinario de la ecuacion diferencial (1.1) si po(zo) # 0.

Si po(20) = 0 entonces zg es llamado un punto singular.

De aqui en lo sucesivo, puesto que solamente trataremos con ecuaciones diferenciales ordinarias lineales,
para abreviar simplemente escribiremos ecuacion diferencial. En las siguientes 2 subsecciones analizaremos las
ecuaciones diferenciales de primer y segundo orden con el fin de estudiar el comportamiento de las soluciones en
puntos ordinarios y singulares. Ello nos conducird a un importante teorema debido a G. Frobenius establecido en
1873 y el cual nos proporciona un método para resolver ecuaciones diferenciales homogéneas alrededor de cierto

tipo de puntos singulares.

1.2.1. Ecuacion diferencial lineal de primer orden

Desde el punto de vista tedrico, la ecuacién diferencial de primer orden es la mas simple e importante,
por el hecho de proporcionar conceptos generalizables a ecuaciones diferenciales de orden mayor. Por simplicidad
consideraremos solamente la ecuacién diferencial homogénea. Segiin definicién, la ecuacién diferencial homogénea
de primer orden es de la forma

Po(2)w' () + pr(2)w(z) = 0, (1.2)

donde po(2), p1(2) :  — C, son funciones analiticas en una regién €.

Reescribiendo la ecuacién (1.2), obtenemos
W(2) = F()u(z), (13)

donde F'(z) = —p1(z)/po(z) . Consideremos los siguientes casos

1. F es analitica en (.

2. F tiene singularidades en €.

En el primer caso, si zg € 2 es un punto ordinario entonces pg(zp) # 0. Por tanto, la solucién general de (1.3)

estd dada por
w(z) = Cexp (/ F(z)dz) , |z — 20| <, (1.4)

donde C' es una constante compleja y € un numero real positivo. Aplicando la condicién inicial w(zg) = wg en

(1.4) se obtiene la solucién particular

w(2) = wo exp (/ F(s)ds) L r—zl<e (1.5)

Observe que la regién de validez de la solucién dada en (1.4) no es todo 2; esto se debe a que Q puede no ser
simplemente conexo ( sin agujeros ). Por otro lado, puesto que cualquier disco abierto centrado en zy contenido
en {2 es simplemente conexo, basta considerar solamente un disco suficientemente pequeno alrededor de z, para
la validez de las soluciones, pues en este caso, la independencia de la ruta de integracién estd justificada. Asi,
las soluciones dadas en (1.4) y (1.5) son vélidas en cualquier disco abierto centrado en zy contenido en . Final-
mente, si ) es simplemente conexo, entonces la regién de validez es todo 2 y se puede definir el valor de w por

continuacion analitica a lo largo de cualquier ruta que une a zg con z.

Analicemos ahora el segundo caso, y supongamos que F' posee singularidades en €. Puesto que F' es el co-
ciente de dos funciones analiticas, las singularidades de F deben ser aisladas y por ende es suficiente analizar el
comportamiento de la solucién alrededor de una sola singularidad, pues el analisis en el resto de las singularidades
es similar. Sin pérdida de generalidad supongamos que z = a es una singularidad aislada de F. Luego, F es una

funcién analitica en el anillo 0 < |z — a| < R, para algiin R > 0. Se desea saber como se comporta una solucién

4
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de (1.3) alrededor de z = a.

Para ello consideremos una curva simple cerrada I'; alrededor de a como se muestra en la Figura 1.2

Figura 1.2 Figura 1.3

Sea z; € T un punto arbitrario y supongamos que wi(z) es una solucién local de (1.3) en z = 21 que,
por el andlisis anterior, debe ser analitica en una vecindad de z1, pues z; es un punto ordinario. Asi, wq(z) =
ool gcn(z — z1)™ donde |z — 21| < € para algtin € > 0. Continuando analiticamente w; a lo largo de I como
se muestra en la Figura 1.3 4, hasta regresar a z; se obtiene una funcién analitica ws, posiblemente distinta
de w; definida en |z — 21| < €, y puesto que wy es también solucién de la ecuacién diferencial, se sigue que
existe una constante w € C tal que we = ww;. Sea ahora w(z) la funcién analitica global, formada por todas las
continuaciones y que tiene por dominio a la unién de la sucesién de los discos formada a lo largo de T, la cual
por definicién es la solucién de (1.3). Ahora bien, se tienen dos casos: i) que w sea univaluada y i) w no es uni-
valuada. i) ocurre si, por ejemplo w = 1, si este es el caso hemos ya obtenido una funcién analitica bien definida

en una vecindad de a, la cual es una solucién bien definida alrededor de a, sin embargo, nada garantiza que w = 1.

Supongamos ahora que ii) pasa, se desea ver si es posible hacer w univaluada; para ello sea p = logw/27i , y
observe que la potencia (z — a)? es multiplicada por w = exp(2mip) cuando z describe I'. Por lo tanto, la funcién

V(z) = (z —a) Pw(z) (1.6)
es analitica y univaluada en una vecindad agujerada de a. En efecto, comenzando en z;
V(2) = (2 — a)Pwi(2) = exp(—pllog | — al + iarg (= — a)))wi ()
donde —7 < arg (z —a) < m, al retornar a z; se obtiene
V(z) = exp

p(log|z —a| + (arg (z — a

= exp(—p(log|z — a| + iarg (z

(_
(_
= exp(—p
= exp(—p
(_
(_

(
(
log|z — a| + iarg (z
log|z — a| + iarg (2
(

= exp(—p(log|z — a| + iarg (z

( _

( _

( _

( —a

( _
= exp(—p(log|z — a| + iarg (z —

Luego, en vista del teorema A.5 se tiene que

Viz) = Z bn(z —a)". (1.7)

n—=—oo

4El principio de identidad, garantiza que cualquier continuacién analitica de w1 es solucién de la ecuacién diferencial en todo su

disco de analiticidad y no tinicamente en la interseccion.
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en un anillo de la forma 0 < |z — a| < Ry, para algiin R; > 0. Sustituyendo (1.7) en (1.6) se obtiene

)
w(z) = (z —a)” Z bn(z —a)” (1.8)
n=—o0
Puesto que a es una singularidad aislada tanto de F' como de V', tenemos las siguientes posibilidades para a: i)
que a sea una singularidad esencial de F' y V), ii) que a sea un polo de F' y V, iii) que a sea una singularidad
esencial para F'y una singularidad removible para V, iv) que a sea un polo para F'y una singularidad removible
para V. De estas posibilidades, se desea saber qué condiciones deben ser impuestas a F', para que V tenga una
singularidad removible en z = a; puesto que en este caso la solucién dada en (1.8) es més simple de obtener al
aplicar el método de coeficientes indeterminados. Por otro lado, si V' tiene una singularidad removible en z = a,
entonces (1.7) debe ser de la forma

V()= bn(z—a)" (1.9)
n=0

y sustituyendo (1.9) en (1.8) resulta

w(z) = (z—a)" Y bu(z—a)". (1.10)

n=0

Finalmente, de (1.3) se tiene que

F(z) = (log(w))" = . f a + (bblo—i——‘_2bb12((;__;))j.:‘) - f P +et+alz—a)+...

Esto es, F' debe tener un polo simple en z = a con residuo p.

Definicién 1.4. Un punto zy es llamado un punto singular regular de la ecuacion diferencial (1.3), si F(z)

tiene un polo simple en zg.

Del andlisis previo se concluye que
1. Si 2z es un punto ordinario de (1.2), la solucién es de la forma
oo
’UJ(Z):ZG,”(Z—ZO)“ ) |Z*ZO| <.
n=0

2. Si zp es un punto singular regular de (1.2), la solucién es de la forma
oo
w(z):(Z_ZO)pZan(Z_ZO)n , 0< |Z—ZQ| < T,
n=0

donde p es un pardmetro real o complejo y 71, ro son numeros reales positivos.

1.2.2. Ecuacion diferencial de segundo orden

Un andlisis similar al de la seccién anterior, puede realizarse para el caso de ecuaciones diferenciales de segundo
orden a fin de determinar la forma de las soluciones. En efecto, consideremos la ecuacién diferencial homogénea
de segundo orden

po(2)w” (2) + p1(2)w'(2) + p2(2)w(z) = 0 (1.11)

donde pg, p1 y p2 son funciones analiticas definidas sobre un dominio comin Q y po(z) # 0. De la definicién 1.3,

si zg es un punto ordinario de (1.11), entonces po(zg) # 0. En la siguiente subseccién, veremos que cualquier

6
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singularidad puede ser trasladada al origen mediante algin adecuado cambio de variable. Por ello, sin pérdida de

generalidad, se puede suponer que zy = 0. Reescribiendo la ecuacién (1.11) resulta
w”(2) + p(2)w'(2) + q(2)w(z) = 0, (1.12)

donde p(z) = p1(z)/po(2) y q(z) = p2(2)/po(2). El teorema principal referente a puntos ordinarios es el que se
enuncia a continuacion.

Teorema 1.2. Suponga que las funciones p y q son analiticas en el disco abierto |z| < R contenido en Q y sean
ag Yy a1 dos mumeros complejos arbitrarios. Entonces, existe una y sélo una solucion local f con las siguientes

propiedades:

1. f satisface las condiciones iniciales f(0) = ag, f'(0) = a;.

2. f es analitica en |z| < R.

Demostracién. Véase [13] pag. 85-88. O

Observacién. El teorema 1.2 implica que si zp es un punto ordinario de la ecuacién diferencial (1.11), en-
tonces existen soluciones fo y f1 las cuales satisfacen las condiciones iniciales fo(zg) = 1, fé(zo) =0y fi1(20) =0,
f1(z0) = 1. Por otro lado, si f(z) = aofo(z) + a1 f1(z) para cualesquiera constantes ag y a1, este es tnicamente
determinado. Por lo tanto, cada solucién local es una combinacién lineal de fo(z) y f1(z). Més atin, estas solu-
ciones son linealmente independientes, pues si agfo(z) + a1 f1(z) = 0, al hacer z = z; se obtiene ag = 0 y en

consecuencia a; = 0 pues f1 # 0.

La observacion anterior conduce al siguiente resultado.

Corolario 1.2.1. Si zg es un punto ordinario de la ecuacidon diferencial (1.11), entonces existe un conjunto

{f1, f2} de soluciones linealmente independientes. Dicho conjunto, es llamado un sistema fundamental.

Si zp es un punto singular de la ecuacién (1.11), ello implica que las funciones p y ¢ dadas en (1.12), no son
analiticas en zg, no obstante, si zg es una singularidad aislada tanto de p como de ¢, se puede aplicar el teorema
A.5, para obtener expansiones en series para p y ¢, y analizar el comportamiento de las soluciones alrededor
de zp. Como en el caso de la ecuacién diferencial de primer orden, se desea analizar el comportamiento de las
soluciones alrededor de un punto singular. Para ello supongamos que z = a es una singularidad aislada tanto de
p como de ¢ y consideremos la curva cerrada simple I' alrededor de a (véase la Figura 1.1 y 1.2 de la seccién
anterior). Sea z; un punto arbitrario sobre I'. Claramente z; es un punto ordinario para la ecuacién diferencial
(1.11) y, en vista del corolario 1.2.1, un sistema fundamental {w;,ws} definido en una vecindad de z; existe, es
decir, dicho sistema estd definido en un disco de la forma |z — 21| < € para algin € > 0. La continuacién analitica
de wy y we alrededor de T’ comenzando en z; conduce a otro sistema fundamental {w}, w3} definida en este disco
(|z = 2z1] < €). Por otro lado, puesto que w}, y wj también son soluciones de la ecuacién diferencial, estas deben
ser combinaciones lineales del sistema fundamental inicial. Se sigue pues que existen constantes complejas c;y,
no todas cero tales que

wi = crwy + Clawe

L (1.13)
Wy = C21W1 + Co2W2

Esto forma un sistema de ecuaciones con solucién no nula. Por ende el determinante del sistema (1.13) es diferente

de cero, es decir, ¢11c22 — ¢12¢21 # 0. Esto significa que la matriz

M= [ ar ] (1.14)
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es invertible. Claramente, la matriz M depende del sistema fundamental con el que se comience, sin embargo,
cambiando a otro sistema fundamental digamos {wg, woo} definida en |z — 21| < ¢, y continuando analiticamente
este nuevo sistema a lo largo de T, llegamos a otro sistema fundamental {w{, wis} definido en la vecindad de zq,

y nuevamente estas deben ser combinaciones lineales del sistema {wq, woo}; es decir

wg = a11Wo + G12Woo

wyg = G21Wo + A22Wo0

donde a;; son constantes complejas. Una pregunta natural surge entonces: ;Cudl es la relacién que existe entre
la matriz M y M*, donde

a a
M — 11 12 2
a21 Aa22

La respuesta es que son similares®. En efecto, puesto que {wg,wgo} es un sistema fundamental definido en algtin

entorno que contiene a zq, entonces debe existir una matriz invertible A tal que
w w w w
0 ! o bien ! o . (1.15)
woo Wa Wa Woo
Ahora bien, multiplicando por M la segunda igualdad dada en (1.15) se obtiene

IBREIRSES

Woo

finalmente multiplicando (1.16) por A se tiene
wo | | wg
Woo ] N l Weo

como el resultado del circuito que comienza en {wo,woo}. Asi, M* = AMA~! y por propiedades de matrices

=A =A"!

ES
wy

A = AMA™! (1.17)

w3

similares M y M* tienen el mismo polinomio caracteristico. De esta tltima observacién también se sigue que las

raices no dependen del sistema fundamental con el que se comience. Asi, por (1.14) obtenemos
A2 — (e11 + eaa) X + crican — craco = 0 (1.18)

como polinomio caracteristico de M. Méas aun, al ser M invertible, las raices de su polinomio caracteristico no
pueden ser cero. Existen dos posibilidades para las raices de (1.18), denotadas por A1 y A2: i) A1 y A2 son distintas
y ) A1 y A2 son iguales.

Supongamos que i) ocurre, entonces M es diagonalizable y por tanto similar a una matriz diagonal formada

D:l)\l 01.
0 Ao

Por lo tanto, empezando en z; con el sistema fundamental {wy,w2)} y aplicando sucesivamente las matrices

por estas raices, es decir D = A~'M A, donde

A, My A™1) el resultado es un sistema fundamental {wg,weo} ¥ D[wo, weo]t = [A1wo, Aaweot. En conclusién,
si las raices de (1.18) son distintas, se puede hallar dos soluciones linealmente independientes, las cuales son

multiplicadas por una constante cuando z describe I'.

Eligiendo p; = log A1/2miy pa = log \y/27i y considerando las funciones multivaluadas (z—a) "' y (z—a) ™ *2
se obtiene que
wo = (2 —a)*Vi(2) y woo = (2 — @) Va(2), (1.19)

5Dos matrices M y M* son similares si existe una matriz invertible A tal que M* = AMA~!,
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donde —7 < arg (z —a) <my

o0 oo

Vilz) = Z an(z—a)" y Va(z) = Z bp(z—a)” (1.20)

n—=——oo n—=—oo

Resta verificar bajo qué condiciones V; y Vo pueden ser reemplazadas por series de potencias ordinarias. La

respuesta la da el teorema 1.3 que se enuncia mas adelante.

Supongamos ahora que #) ocurre. En este caso ya no se puede asegurar que M sea similar a una matriz
diagonal, no obstante, una soluciéon wg puede ser encontrada, la cual es multiplicada por A; cuando z describe T,
y que tiene la forma wyg = (z—a)?*V;(z). Aunque la forma de una segunda solucién puede ser hallada modificando
ligeramente la forma de la matriz M, derivaremos la forma de una segunda solucién més adelante con ayuda del

teorema 1.3 y aplicando el método de reduccién de orden.

Teorema 1.3. Dada la ecuacion diferencial (1.12), las funciones Vi y Vo (con a = 0)definidas como en (1.20),

son sustituibles por series de potencias ordinarias si y sélo si p(z) = 5;8

yq(z) = 238 tiene a lo mds un polo de orden 2 en z = 0.

tiene a lo mds un polo simple en z =0

Demostracién. Véase [7] pag. 155-161 O

El teorema 1.3 justifica la siguiente definicién.

Definicién 1.5. El punto z =0 es llamado singular regular de la ecuacidn diferencial (1.12), si p(z) =

tiene a lo mds un polo simple en 0y q(z) = % tiene a lo mds un polo de orden 2 en z = 0.

1.2.3. [Ecuaciones diferenciales fuchsianas y singularidades en el infinito

Una singularidad regular también es llamada singularidad fuchsiana y en este caso la ecuacién diferencial
es referida como ecuacion diferencial fuchsiana en honor al matematico Lazaro Fuchs el primero en estudi-

arlas. La importancia de las ecuaciones fuchsianas es que no se ven afectadas por transformaciones isomorfas o

az+b
cz+d’

de Mobius a una ecuacién diferencial fuchsiana, ésta conduce a otra del mismo tipo. De esta manera, si una

transformaciones de Mobius, que son del tipo u = ab — cd # 0. Esto es, si se aplica una transformacién
ecuacion posee una singularidad en un punto diferente del origen, esta puede ser trasladada al origen mediante
una transformacién. Por ejemplo, si z = a es una singularidad regular, entonces el cambio de variable u = z — a

traslada la singularidad al origen.

De mayor interés es el andlisis de una singularidad en el infinito. Para analizar el comportamiento en el punto

z = 00, basta hacer la transformacién u = 1/z y analizar el comportamiento de las funciones resultantes en u = 0.

Haciendo el cambio de variable u = 1/z se obtiene dz = f%du, g—f = fuz% y
a?f _d, odf 2 d  odf sdf | 4d*f
—_ = —_—) = — —(— —) = 2 _— _
d?z dz( “ du) “ du( “ du) “ du+u d2u’
que al sustituir en (1.12) resulta la ecuacién
9" (u) + P(u)g'(v) + Q(u)g(u) = 0 (1.21)

donde g(u) = £(}), P(w) = 2 — p(3) ¥ Q) = ().
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Definicion 1.6. El punto z = oo es llamado un punto ordinario o un punto singular regular de la ecuacion
diferencial (1.12), si el punto u=0 es un punto ordinario, o singular regular de la ecuacién diferencial (1.21),

respectivamente.

Para ecuaciones diferenciales fuchsianas existe un método para resolverlas, el cual se discute en la siguiente

seccién.

1.3. Método de Frobenius

En teorema 1.3 establece que al menos una solucién de una ecuacion diferencial fuchsiana es de la forma
w(z) = z%f(z), donde a es un pardmetro complejo y f(z) una funcién analitica. Este teorema da origen al

método de Frobenius el cual consiste en proponer una solucién de esta forma.

Supongamos, sin pérdida de generalidad que z = 0, es un punto singular regular de la ecuacién diferencial
(1.12). De la definicién (1.5) se tiene que

= > = 121?2 12"y q(z Z 2" =277 gia2'. (1.22)
=0

k=—1 k=—2

Sustituyendo (1.22) en (1.12) se obtiene la ecuacién diferencial

o0

22) +20) picaz?) qu 22') f(2) = 0. (1.23)
i=0
Asi, en vista de (1.23), la forma mds general de una ecuacién diferencial fuchsiana con una singularidad regular

en el origen es
2f"(2) + 2P(2) f'(2) + Q(2) f(2) = 0, (1.24)
donde P(z) = Y= Piz' y Q(z) = Y2 Qiz'

El método de Frobenius consiste en proponer una solucién de la forma f(z) = z#g(z), donde g(z) es analitica

2hg(z) = MY opaizt = Y ogaizttHy
ot 4+ p) (i + p — 1)a;z""#~2. Sustituyendo

y i es un pardmetro real o complejo por determinar. Asi, f(z)
diferenciando se tiene que f'(z) = > oo (i + p)a;z" T, f(z) =
estas derivadas en (1.24) obtenemos

oo
1=

Z(z + )i+ p— Va2 + (Z P,-zi)(Z(z + pa;z Z Q' (Z a;z") =0
i=0 i=0 i=0 i=0
Multiplicando las series resulta
(oo} (oo} n
St wn+p—Danz" +> O ((i+ p)Pasi + Qu_i)ai)z" =0,
n=0 n=0 =0
o bien,
oo n
ST+ )+ p—Dan + > ((i+ ) Pai + Qu_i)aiz" = 0.
n=0 i=0

La tultima igualdad se cumple si y sélo si

(n+p)(n+p—1)an+ > ((i+ 1) Pus + Qn_i)a; =0, n=0,1,2.. (1.25)
1=0

Haciendo n = 0 en esta tltima igualdad y asumiendo que ag # 0 se obtiene

(e — 1) + pPo + Qo = 0. (1.26)

10
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La ecuacién (1.26) se denomina ecuacién indicial. La importancia de esta ecuacién radica en que determina
los tnicos valores de p para que la forma de la solucién propuesta pueda ser una solucién de (1.24). Todo el
desarrollo posterior va a depender de sus dos raices, y el hecho fundamental va a recaer en que su diferencia

(41 — b2 sea 0 no un ndimero entero.

En efecto, reescribiendo (1.25) resulta

n—1

[(n+m)(n+p—1)+ (n+p)Po+ Qolan = = > _((i+ 1) Poi + Qu-i)ai, (1.27)
i=0
pero, en vista (1.26), podemos escribir (1.27) como [(n+p—p1)(n+p— p2)]a, = — Z?:_Ol((i + )P+ Qn_i)a;,
donde w1 y po son las raices de la ecuacién indicial. Eligiendo p = py y g = po y sustituyendo en esta tultima
relacion resulta

n—1

[n(n+ p1 — p2)lan = = > (i + p1) Pai + Qui)a; (1.28)
=0

(-t s — ) = — (64 o) Pacs + Que (1.20)
1=0

respectivamente. Estas ltimas relaciones determinan los coeficientes a,, siempre y cuando g1 — p2 no sea un
entero, pues de lo contrario algunos coeficientes no estan bien definidos.

En efecto, supongamos que p1 — o € Z jentonces py — pe = M para algin M € Z. Consideremos los siguientes
casos. (i) M > 0, (ii)M < 0, (%)M = 0. Supongamos que (i) ocurre, entonces p1 — s = M € N y el coeficiente
aps dado en (1.29) no esta definido, obteniéndose solamente una solucién. Analogamente si (i) ocurre, entonces
o —p1 = —M € Ny el coeficiente a_jps dado en (1.28) no estd definido, obteniéndose nuevamente una solucién.
Finalmente, si (ii7) ocurre entonces (1.28) y (1.29) proporcionan la misma solucién. Para obtener una segunda
solucién si pu; — uo = M € N, aplicaremos el método de reduccion de orden el cual consiste en proponer una
solucién de cierta forma, con la finalidad de reducir el orden de la ecuacién resultante. Sea fo = f1 [ g donde f;

es la solucién conocida y g es una funcién por determinar. Sustituyendo fo en (1.24), se obtiene la ecuacién

/ /
’ / P
zfig + (2zf; + Pf1)g =0, o bien g :—2?_®_
g 1 z

Integrando esta ultima ecuacién obtenemos que

10g92—210gf1—/@d§+0:10g 1 /Pég)d§+0 = 1ogf12_p0/éd§_/})(€)§d£+c
1

¢ n 3
) P _
= logzch —/ (52 €d§+C.
i
Asi g = Kz}lfo exp(— [ P(ET)_Edf) = Kz "h(2). Luego, g es una funcién de la forma g = 2~ h(z) donde
h(z) es una funcién analitica en z = 0. Ahora bien, puesto que p; + p2 = 1 — Py, podemos reemplazar — P, por
w1+ pe — 1 asi que g es de la forma g = hzT(Z) donde ho(z) es una funcién analitica en z = 0. En resumen, la

segunda solucion es de la forma

2(2) = Ai(2) / 0= f1(2)log(2) + 1 (2)hs(2)

donde h3(z) es una funcién analitica. De esta manera la segunda solucién tiene la forma

f2:fl/g:CfllogZ-f'Z“lZan". (1.30)

n=0

Por otro lado, si M ¢ Z, entonces (1.28) y (1.29) proporcionan 2 soluciones linealmente independientes. En

resumen:

11
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1. Si las raices de la ecuacién indicial pq, uo satisfacen que py — pe ¢ Z, el método de Frobenius proporciona
dos soluciones linealmente independientes

(oo} oo
fl(z)zzmzaizi> f2(Z)=Z”22aiZi-
i=0 =0

2. Si las raices de la ecuacién indicial pq, po satisfacen que p; — po € Z, el método de Frobenius permite

obtener al menos una solucién de la forma
o0
i
fi(z) = 2" g a; 2",
i=0
mientras que una segunda solucién es de la forma fo = cfylogz + 2#1 Y d,2".

Ejemplo 1.2. La ecuacién (1 — 2%)y"(2) — 224" (2) + n(n + 1)3(2) = 0 donde n es un mimero natural, es
llamada ecuacion diferencial de Legendre®. Los puntos z = +1 son puntos singulares requlares (1 — z* =
(1 =2)(14z)), y el origen es un punto ordinario. De esta manera, en una vecindad del origen dos soluciones
analiticas linealmente independientes existen y, cuyo dominio de analiticidad no encierra a las singularidades +
1. De lo anterior se deduce que el radio de convergencia de las soluciones debe ser estrictamente menor que 1,

por que la solucion general para la ecuacion de Legendre es de la forma

o0 o0
Y(z)=a Z ez + bz dy 2"
k=0 k=0
con a, b constantes y ambas soluciones son validas para |z| < 1.

Ejemplo 1.3. La ecuacidn diferencial ¢ (z) + 1¢'(2) — 14(2) = 0 tiene una singularidad regular en el origen.
La ecuacidn indicial es pu(p — 1) + p = 0, con raiz doble p = 0. Por lo que una solucion es de la forma

Y(z) = f(2) = Yoy ckz®. Al sustituir en la ecuacion diferencial se obtiene que cx, = 1/(k!)? para toda k, por lo

que $(2) = f(2) = 32 e

Ejemplo 1.4. La ecuacion diferencial 29" (z) + azy)'(z) + bip(z) = 0 donde a y b son constantes complejas
es llamada ecuacion de Cauchy-Euler. Para esta ecuacion, el origen es una singularidad regular (también
z = 00). La ecuacion diferencial ya estd escrita en la forma (1.24) por lo que la ecuacion indicial (1.26) es

1—at4/(a—1)2—4b
2

es de la forma ¢¥(z) = szaf(z) Al sustituir en la ecuacion diferencial y simplificar se obtiene f(z) = 1, por

plp—1)+ap+b=0, con raices 11,2 = . Luego, si (a—1)% = 4b entonces ju; = p y una solucion
lo que una solucion es de la forma (z) = P Andlogamente, si se propone la sequnda solucion de la forma
fo =log(z) + et h(z), se sigue que h(z) = 0, por lo que la segunda solucidén es de la forma ¥ (z) = P log(z)
como se esperaba.

Finalmente, si (a — 1)% # 4b es sencillo verificar que la solucion estd dada por 1(z) = c12Mt + cozh2.

En la siguiente seccién discutiremos algunas ecuaciones diferenciales de extrema importancia tanto en las
matematicas puras como aplicadas conocidas como ecuaciones diferenciales especiales debido a que sus
soluciones son funciones (especiales) no elementales de gran aplicacién.

SEn el Capitulo 5 se resolvera esta ecuacién usando el método de los operadores y se demostrara, que una solucién es un polinomio
(véase ejemplo 5.6).
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1.4. Ecuaciones especiales

Varias de las mds importantes ecuaciones diferenciales que aparecen en la préctica son de la forma (1.12).
Entre ellas tenemos:

1. La ecuacién diferencial hipergeométrica.
2. La ecuacién diferencial hipergeométrica confluente.

3. La ecuacién diferencial de Bessel.

La caracteristica principal de estas ecuaciones, es que todas son ecuaciones diferenciales fuchsianas y por
pon lo tanto el método de Frobenius puede ser aplicado para obtener al menos una solucién. A tan importantes
ecuaciones diferenciales aplicaremos el método de Frobenius para obtener sus soluciones. Comenzamos definiendo

una importante funcién analitica que aparece en la matematica, la funcion hipergeométrica.

Definicién 1.7. Sean a,b y ¢ pardmetros reales o complejos y c¢# 0,-1,-2,.... La funcion definida por

oFy(a,b;c; z) = Z (ng:fz)!nzn, |z <1 (1.31)

n=0

es llamada funcion hipergeométrica, donde

(a)n =ala+1)(a+2)(a+3)...(a+n—1), n>0.

1.4.1. Ecuacién diferencial hipergeométrica

La ecuacién diferencial homogénea dada por
2(L=2)f"(2) + (e = (a+ b+ 1)2)f'(2) — abf(z) =0, (1.32)

donde a, b y ¢ son escalares reales o complejos, se conoce como ecuacion diferencial hipergeométrica y posee
singularidades regulares inicamente en 0, 1 e co.

Lema 1.1. La solucion general de (1.32) alrededor de z = 0 estd dada por f(z) = c1f1(2) + caf2(2), donde
f(z) = 2Fi(a,bi62) y fa(z) = 21 oFi(a—c+ Lb—c+ 152 — ¢ 2)

siempre que 1 — ¢ no sea un numero entero.

Demostracién. En efecto, sea f(z) = z#g(z) = 2" " a,z", en vista de (1.24) la ecuacién (1.32) se reescribe
como 22 f"(2) + zp(2) f'(2) + q(2) f(z) = 0, donde

—(a+b+1 S
p(z):M:HZ(C—@MH))W% 2] < 1
1-2
k=0
_ £ - k+1
q(z)——l_z——Zabz , |z| < 1.
k=0
La ecuacién indicial (1.26) es por tanto pu(u — 1) + pe = 0, cuyas raices son u; = 0, us = 1 — c. Eligiendo
u = =0, la ecuacién (1.28) es [n(n+ ¢ — 1)]a, = Z;S[ab + (a + b — ¢+ 1)k]ag. Haciendo ay = 1 en esta
tltima relacion, se obtiene la solucién f1(z) =Y .~ jan2" => o, %z" = 9Fi(a,b;¢2).

13



Capitulo 1. Conceptos Preliminares

Anédlogamente, eligiendo = ps =1 — ¢, la ecuacién (1.29) es

n—1

nn+1=0c)lan =Y lab—c+k+1)+ (b—c+1)(k+1-c)ax
k=0

Asi, una segunda solucién estd dada por

= “(a—c+1),(b—c+1
z) = zl_CZanzn = zl_cz (a 64(-2 Jn(b—ct )nz"
n=0

¢)pn!

n=0

De manera anéloga, las relaciones de recurrencia (1.28) y (1.29) para z = 1 estén dadas por
nn+a+b—da, = Z;é [ab + kclay vy

n[n +c—a—bla, = i[(k +c—a—b)c+ ablay = i[kc—!— (c —a)(c—b)lag
k=0 k=0

respectivamente, obteniéndose con ello la solucién general f(z) = c¢1f1(z) + c2f2(z), donde
fi(z) = 2Fi(a,bja+b+1—¢1—2), [1—2zl<1
f2(2) =1 =2t 3R (c—bec—a;c—a—b+1;1—2), 1—2z] <1
respectivamente, siempre que ¢ — a — b no sea un niimero entero.

Finalmente, haciendo el cambio de variable w = 1/z y usando las relaciones dadas en (1.21), se puede verificar
que la solucién general de (1.32) alrededor de z = oo estd dada por f(z) = c1f1(2) + caf2(z), donde

1

filz) =277 2F1(Q,G—C+1;a—b+1;;)7 |z] > 1
L 1

fa(z) =2 2F1(a,b—c+1;b—a—|—1;;), |z| > 1

siempre que b — a no sea un nimero entero.
1.4.2. Ecuacion diferencial hipergeométrica confluente

La ecuacién diferencial dada por

2f"(2) + (e = 2)f'(2) —af(z) =0 (1.33)

donde a y ¢ son constantes reales o complejas, es conocida como ecuacion diferencial hipergeomeétrica
confluente. Esta ecuacion posee una unica singularidad regular en z = 0 y las soluciones se pueden escribir en

términos de la funcion

1F1(a;¢2) = Z 'z", |z] < o0
= c)nn

llamada funcién hipergeométrica confluente.

Lema 1.2. La solucidn general de la ecuacion diferencial (1.33) estd dada por f(z) = c1f1(2) + cafa(2), donde

(a)n

c)nn'

) ‘Z|<OO

f1(z) = 1Fi(a;¢2) Z

fa(z) = 271 Fi(a;62) = zl’cz (@a—ct+n

2 |z] < o0
_ 1
— (2= c)nnl

siempre que 1 — ¢ no sea un numero entero.
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Demostracién. Reescribiendo (1.33) se obtiene 22 f”(2)+z(c—2) f'(z) —az f(z) = 0. Comparando esta ecuacién

con (1.24) vemos que P(z) = c—z,y Q(z) = —az. La ecuacién indicial (1.26) es p(p—1)4cu = 0, cuyas raices son
1 =0y po =1—c Tomando p = p1 = 0 la relacién (1.28) resultante es n(n+c—1)a, = (n+a—1)a,—1, n=
1,2,3.... De esta ultima relacién se obtiene la solucién fi(z) = 1Fi(a;¢;2) =Y 00, (g)’;,z" Andlogamente, si

w=ps =1—c, la ecuacién (1.29) resultante es n(n + 1 — ¢)a, = (a — ¢+ n)an—1, n = 1,2, 3..., con la cual se

obtiene la solucién fo(z) = 2'7¢ 1 Fi(a;¢2) = 217430 %z” O

1.4.3. Ecuacion diferencial de Bessel

La ecuacién diferencial de Bessel de orden v es dada por

2f"(2) + 2f'(2) + (27 = v*) f(2) = 0, (1.34)

donde v es una constante real o compleja. Esta ecuacién, posee una tnica singularidad regular en z = 0.

Lema 1.3. La solucidn general de la ecuacidn diferencial (1.34) estd dada por f(z) = c1f1(2) + caf2(z), donde

7 S (71)]6 2V
hiz) == kZ:O 21+ k(1 + v+ k) U 2] < o0 (1.35)
falz) =277 OOE (D (3)2’“7 |z| < o0 (1.36)
24T (1 + k)DL~ v+ k) 2

siempre que 2v no sea un numero entero. Donde I' es la funcion Gamma.

Demostracién. Comparando (1.34) con (1.24) vemos que P(z) = 1y Q(z) = 2% —v2. Luego, la ecuacién indicial

(1.26) esta dada por u(p — 1) + u — v? = 0 cuyas rafces son p; = v y uz = —v. Eligiendo p; = v, la ecuacién

(=1"ao

(1.28) es n(n + 2v)a, = —an—2, n = 2,3,4.... De esta tltima relacién obtenemos as, = LT G Ew ) e e B
Eligiendo ag = m, podemos escribir ag, = 22nr(n£1)112?1+y+n), y por lo tanto una solucion es
)= kZ:O“Q’“Z% - g 92T (1 4 k?rk(l Yot k) < T(1+ k)(;(11): AL L
Andlogamente, eligiendo p = —v obtenemos la segunda solucién
z)=2" Z a2z = g 2%_@(1(3;?(1”_ v+ k) <T(1+ kgr(ll)k— IS "

O

En la literatura las funciones f1(z) y f2(z) dadas en (1.35) y (1.36) son denotadas por J,(z) y J_,(2)
respectivamente y denominadas funciones de Bessel de primera clase de orden v y —v, respectivamente.

15






Capitulo 2

La Integral Fraccional

2.1. Introduccion

En este capitulo presentamos la definicién de integral fraccional, que resulta de generalizar el proceso de
iterar n veces la integral ordinaria de Riemann. Aunque en la literatura existen diversas definiciones para dicha in-

tegral, para nuestros propédsitos serd suficiente considerar la definicién de Riemann-Liouville que se expone en [10].

La definicién que consideramos en este capitulo surge de manera natural al considerar ciertas propiedades
de la integral. Por ello, antes de definirla, presentamos algunos resultados conocidos del cédlculo elemental que

justificaran su definicién.
2.1.1. La integral como funciéon de un parametro

Si f(x,y) es una funcién continua de = y y en la regién rectangular R = {(z,y) :a < 2 < b,c <y < d} =
[a,b] X [c,d], puede considerarse fija a la variable x e integrar la funcién f(z,y), considerada como funcién de
y Unicamente, sobre el intervalo ¢ < y < d. Asi, se llega a la expresion fcd f(z,y)dy, la cual ain depende de la
eleccién de x. De este modo, se estd considerando no solo una integral, sino la familia de integrales fcd flz,y)dy
obtenida para valores diferentes de x. La variable z, que se se mantiene fija durante la integracién y a la cual se le
puede asignar cualquier valor en su intervalo, recibe el nombre de parametro. Por lo tanto, la integral ordinaria

aparece como una funcién del pardmetro z, es decir podemos definir una nueva funcién F(z) como sigue

d
F(z) = / f(y)dy. (2.1)

Observe que si f(x,y) es continua en el rectdngulo cerrado R, entonces f es uniformemente continua, y en vista
de la desigualdad
|F(z+h)— F(z)| =

d d
/ (a4 hyy) — Fo,))dy| < / @+ hy) — f(z,y)|dy (2.2)

se sigue que para h suficientemente pequerio, el integrando de la derecha de (2.2), considerado como una funcién

de y, puede hacerse uniformemente tan pequeno como se desee y se llega a la conclusién de que F(z) es continua.

Un resultado més general se establece en el siguiente teorema.

17



Capitulo 2. La Integral Fraccional

Teorema 2.1. Si en el rectdingulo R la funcidn f(x,y) es continua y tiene una derivada continua con respecto

a x, entonces puede derivarse la integral con respecto a x bajo el signo de integral, es decir

d d
P =5 [ iy = [ i (2.3

Mas ain, F'(z) es una funcion continua de x.

Demostracién. Para h tal que = + h estd en el intervalo [a, b], podemos escribir

d d
F(x+h)7F(z):/ (f(x+h,y)ff(x,y))dy:/ hfz(xz + 6h,y)dy, 0<f<1

en vista del teorema del valor medio. Por otro lado, por hipétesis f, se ha supuesto continua, por tanto uni-
formemente continua y por lo tanto, se sigue que la diferencia f,(x+ 6h,y) — f.(x + h,y) es menor que cualquier

cantidad positiva e para toda h con |h| < §, donde (¢) es independiente de = y y. En consecuencia

F(x+h)—F

d d d d
@) _ | rashiy <| [ o s ony— [ ateas] < [ ety =eta-o

<

para |h| < d(e€), siempre que h # 0. Esto implica que

F(x+h) — F(x) d
Ii = »(x,y)d
Lim W / fo(@, y)dy
que era lo que se querfa demostrar. La continuidad de F’ se deduce a partir de la continuidad de f,(z,y). O]

En una forma semejante puede establecerse la continuidad de la integral y la regla para derivar la integral
con respecto a un parametro, cuando se tiene el pardmetro en los limites de integracion. Por ejemplo, supongase

que se desea derivar

P2 ()
F(z) = / f(z,y)dy,
P1(x)

donde f(x,y) es continua en una regién rectangular R como antes. Aqui se supone que v y s tienen primeras
derivadas continuas en [a,b] y que ¢ < 91 (z) < 1o(x) < d para toda x tal que x € (a,b), y ademds que f.(z,y)

es continua. Bajo estas hipdtesis, sea

r) = [ fey)dy = b v x),  w= (), v = ().

Entonces, la funcién ¢(u,v,z) queda definida para a <z <b, ¢ <u <d, ¢ < v <d. Ademds, en vista de (2.3)

se sigue que ¢y (u,v,z) = f: fa(z,y)dy. Por otro lado, por el teorema fundamental del célculo se tiene que

(z)v(uvvvx) = aél)/u f(a:,y)dyzf(x,v) Yy ¢u(u7’uvx) = BB’ILL f(x’y)dy:_aau/v f(l‘,y)dyz —f(x,u)

respectivamente. Finalmente, al aplicar la regla de la cadena a la funcién F(z) = ¢(u,v,x) = ¢(v1(x), va(x), x)

se tiene que F'(x) = ¢y)1(x) + dptp2(x) + ¢, v llegamos asi a la férmula

d =@ P2 (z)
— f(z,y)dy = / fo(@,y)dy — P1(2) f (2, ¢1(2)) + Ya(2) f (2, Ya(2)). (2.4)
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2.1.2. La integral de orden n

Supongamos que f : [0,b] — R es una funcién continua, y consideremos una sucesién de integrales como sigue

Folz) = /O @Y sy, R = /0 " )y, (2.5)

n!

La férmula (2.4) aplicada a (2.5) conduce a F}(z) = Fj_1(z) para k = 1,2,3,...,n. y puesto que Fj(z) = f(z),
esto inmediatamente da F**!(z) = f(z). Por lo tanto, F,(z) es aquella funcién cuya (n + 1)-ésima derivada es
igual a f(z) y que, junto con sus n primeras derivadas, se anula para x = 0; se obtiene a partir de F,,_1(x), por
integracién desde 0 hasta z. De aqui que F,,(z) es la funcién obtenida a partir de f, integrando n + 1 veces entre

los limites 0 y z, es decir
Fole) = [ Sy, Fi@) = [ By, B = [ By Fue) = [ R,
0 0 0 0
En consecuencia obtenemos la notable férmula

Fo(z) = /OT (/OT ( (/OT f(y)dy> dy-~-) dy) dy = i,/or(x —y)"f(y)dy, (2.6)

que simplifica una sucesién de integrales iteradas a una simple integral.

En la siguiente seccién definiremos la integral fraccional como una generalizacién inmediata del proceso an-

terior para obtener F),(z) el cual es llamada la integral de orden n de f.

2.2. La Integral fraccional

Si se observa la férmula (2.6), este parece ser un buen candidato para generalizar el proceso de iterar la
integral n-veces para cuando n no sea un numero entero positivo si no que cualquier nimero real o complejo.
Es un buen candidato en el sentido de que n! admite generalizaciones a valores reales e incluso complejos y la

integral, bajo condiciones especiales impuestas a f, converge. Esto es, si ¥ € R se puede intentar definir

D10 =5 | “@— 7 fo)r. (2.7)

Restarfa ver bajo que condiciones la integral dada en (2.7) converge. Desde luego, la integral (2.7) estd en funcién

de los parametros z y v. En la literatura, la definicién

oDV f(t) = ﬁ /Ow(a: — )" f(b)dt, z,v>0

es conocida como Integral fraccional de Riemann-Liouville de orden v y es la que consideraremos en este capitulo.

Definicién 2.1. Sea v € R, v,b > 0 y sea f : [0,b] = R. Entonces, para x > 0 definimos y denotamos por

oD f(0) = s [ (=07 ey 23)

a la Integral fraccional de Riemann-Liouville de f de orden v siempre que este exista.

Note que la definicién 2.1 no impone condicién alguna sobre f. Esto se debe a que la integracién es en el
sentido de Riemann y las condiciones para la convergencia de dicha integral no son unicas, ademés de que la

integral puede ser impropia en el caso de que f no esté definida en el cero.

En la literatura, existen otras justificaciones que conllevan a la definicién 2.1. Daremos aqui un argumento
usando la férmula integral de Cauchy para la derivada n-ésima de una funcién analitica, debido que esta nos

permitird extender la definicién 2.1 al dominio complejo.
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2.2.1. Férmula integral de Cauchy

El teorema de la férmula integral de Cauchy afirma que si f(z) es una funcién univaluada y analitica en

una regién €2 del plano complejo, C' una curva simple cerrada contenida en €2, y z € ) esta en el interior de C,

1) =5 [ L4

T omi (—=z

entonces

de lo cual se sigue que

Drp(z) = /C (Cff))nﬂdg. (2.9)

T 2mi

Observe la similitud que existe entre la férmula (2.9) y la definicién de ¢D; ” f(t) dada en (2.8). Si n no es
un entero, digamos v, podemos reemplazar n! por I'(v + 1) en (2.9). Pero si v no es un entero, el punto z es
ahora un punto de ramificacién para el integrando. La curva simple cerrada C' no es, por tanto, un contorno
apropiado para la integracién, pues el integrando no define a una funcién analitica y univaluada dentro de C.
Para hacer del integrando una funcién univaluada se realiza un corte de ramificacién a lo largo del eje real. El
corte de ramificacion se realiza a partir del punto z, que sin pérdida de generalidad podemos suponer que es real

como se muestra en la siguiente figura:

Im{

Figura 2.1: Contorno ¢

Asi
I'v+1)
21

I(v+1)
211

/w(C —a) Q)¢ = /(C — )OS (2.10)

Ahora bien, puesto que

(C _ x)—u—l _ e(—u—l)log(g‘—m) — e(—u—l)(ln\(—m|+i0)7 —r << T,

si se impone la restriccién log(¢ — ) a ser real cuando ¢ — x > 0, entonces dado que § = 7 sobre L1 y 6 = —7

sobre Ls, podemos escribir

(C _ x)—u—l — e(—v—l)(ln|(—x\+i7r) _ e(—u—l)(ln(m—t)+i7r) sobre L4

(C _ l,)*l/*l — e(fufl)(ln\{fz\fiﬂ') _ e(71/71)(1n(m7t)7i71') sobre Lo,
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donde t = Re (. Luego, si v < 0 se tiene que

/ (=) Qe /L (€ — o) F(Q)dC + / (¢ — &)~ F(Q)dC + / (¢ — o) (O

L,y

_ ilvtnn /W(m t)vlf(t)dt+/£ (€ —a)" 1 f(Q)d¢

—x|=r
4 it / (x— 1)~ f(t)dt.

Pero dado que
s

[ G0 e = [T e e e
|¢—z|=r

—T

< / |z + re'®)|de,

—T

| / (€ — )" F(Q)dc
C—al=r

esta ultima integral tiende a cero cuando r — 0, de donde

[ €m0 O = T - e [yt e = 2isen((v o+ ) [ (- 07 (0
C (& c
en vista de la identidad

ei(VJrl)Tr _ ef’i(llﬁ*l)ﬂ'

sen((v + 1)) = 5

Finalmente, de (2.10) se tiene que

F(l;i;”zi sen((v + 1)) /j(x O ()dt

_ P+ sen((v+1)m) /x(m—t)_y_lf(t)dt'

Lv+1) / (e RO

21

™

Ahora bien, de la férmula de reflexién para la funcién I' (véase [13] pag. 46)

()1 -2) = , 2¢ 7 (2.11)

sen(mz)

obtenemos la formula deseada

DY f(x) = /x(gc — 1) f(t)dt, v <0

que estd acorde con la definicién 2.1 si ¢ = 0.

2.2.2. Ejemplos

Antes de extender la definicién 2.1 al dominio complejo daremos unos ejemplos en el dominio real. Estos

ejemplos ilustran lo complicado que puede resultar calcular la integral fraccional de funciones elementales.

Ejemplo 2.1. Sea f(z) = a2 con u > —1. Por definicion DV aH = = fox(x —t)¥~1trdt y haciendo el cambio
de variable y = % obtenemos

1 z VS S 1 Oxyflxit”*l IRV 7:#’*” 1 v 7:5”*“ V
i [ om0t = s [ S e caay = Tk [ ey = T B

donde B(p,q) es la funcién beta definida por B(p,q) = fol tP=1(1 —t)9=1dt, Rep >0, Re q > 0.
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Ahora bien, utilizando la identidad B(v,p+ 1) = M (véase [13] pdg. 45) obtenemos el resultado

T'(v+p+1)
- _ _T(utl1) +
oDz"2" = st
Note que si p =0 se obtiene ¢D;VK = ﬁx” como la integral fraccional de orden v de una constante.

Ejemplo 2.2. Sea f(z) =1Inz, afirmamos que oDV Inx = lnz —~— ¢+ 1)], donde

_z
I'(v+1)

n—oo

"1
= I Z—1 ) =0,57716...
v = lim ;k og n)

es la constante de Fuler, y

O N Y

zZ+n

es la funcion digamma (véase [13] pdg. 53 ).

En efecto, puesto que la serie de Taylor para In(1 + z) estd dada por

In(1 = —1"+1£ -1 <1
n(l+a) = (-1) . <z <

n=1

donde la convergencia es uniforme en cada intervalo abierto propiamente contenido en (-1,1] centrado en 0

obtenemos
oDV Inz = F(ly)/ox(x—t)”_llntdt = F(ly)/om(x—t)”_lln(x—i—t—x)dt
. F(ly)/:(x—t)”_lln[x(l—&-t_x)]dt
_ F(ly)/ow(x_t)v11nxdt+r(1y)/0w(x—t)v11n(1+t;x)dt
— Im+I‘(1y)/ox(x—t)V_lln(l+t;x)dt
SR

= m[lnx—’y—zﬁ(u—!—l)].
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Ejemplo 2.3. Afirmamos que

D+ 1)zvtr

D Yz lnx =
0 e T(v+p+1)

Iz+¢p+1)—pp+rv+1)], p>-1

En efecto, esto se sigue de los ejemplos 2.1 y 2.2 ya que

1 x
oD Vat lne = ) / (z —t)" " t" Intdt
v)Jo
= oma | /x(x — - gegy| — i 1L /i(x _prnlggy
LT'() Jo = na [T(v) Jo
r 7 s ptv+n
= Inz Tt D) R _Zl[B(V—'_n’“—’_l)x ]
T(p+v+1) = nan I'(v)
I(p+1) 1 <= B+nu+1)
= Iz |o———alt"| - —_— gkt
(e +v+1) | ngl nl(v)
= lnz F(/’L + 1) xp,+u _ Z F(V + n)r(u + 1) l,lH-l/
T'(p+v+1) —nlW)(p+v+n+1)
[ D(u+1) I > (v)al'(v)
= Iz |———=a""| -T(p+1 ptv
R rrrEs TR )ZnF(V)(u+V+1)nF(M+V+1)I
F(M+ 1) pn+
Tu+v+1)" |07 Z_: u+v+1
F(M + 1) pn+
= WY et 1) — 1)].

2.3. Extensiéon al dominio complejo

El argumento por la formula integral de Cauchy se basa en una hipdtesis adicional, la cual nos permite ex-
tender la definicién 2.1 al dominio complejo.

Definicién 2.2. Sea f(z) una funcion analitica en una region Q simplemente conexa del plano z y que contiene

al origen y sea v € C tal que Re(v) > 0. Se define la integral fraccional de orden v de f(z) por

VD2V () = % / - o (e e, (2.12)

siempre que este exista. El cardcter multivaluado de (z — )"~ es evadido imponiendo la restriccion

log(z — &) =1In|z — & + 0 a ser real cuando z — & > 0.

En vista de la definicién 2.2 y de los ejemplos 2.1, 2.2 y 2.3 obtenemos las generalizaciones
F(M + 1) Z/H—y

Dy —_ > —1 2.13
0 F(u+1/+1) a (2.13)
—v _Z oy
D;Vlogz = IO+ 1) [logz —~v — (v +1)] (2.14)
_ T(p+1)z7t+
D VzH1 == 1) — 1 —1 2.1
oD;"z"logz P(V+M+1)[0g2+¢(u+ )—Y(p+rv+1), p> (2.15)

Justificaremos solamente la férmula (2.13), los detalles para (2.14) y (2.15) son andlogos.

Por definicion )

oDV = 1“(1/)/0 (z — &)V Terde.
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Haciendo el cambio de variable w = 25;5, entonces £ = z — zw y por tanto

/0 e giende = / T ETE (2w

z
Pt

1

= —— [ w1l —w) dw.
I'(v) /0

Ahora bien, si consideramos la integral fol w? "1 (1 —w)*dw, vemos que la independencia de la ruta de integracién

estd justificada, pues el integrando es una funcién analitica en todo el plano la cual es simplemente conexo, y en

vista de ello podemos realizar la integracion a lo largo del segmento que une a 0 con 1, pero sobre este segmento

w es real, luego entonces

T'(x+ 1)0(v)

, t=Rew
Fv+p+1)

1 1
/ w” (1 — w)dw = / "7 11— t)*dt = Bv,u+1) =
0 0

y obtenemos asi el resultado deseado.
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Capitulo 3

Introduccién a los Espacios de Banach

y Operadores Lineales

3.1. Introduccion

Los espacios con propiedades algebraicas y/o topoldgicas juegan un papel importante en el andlisis matemético.
Como ejemplos de estos espacios podemos mencionar al espacio de las funciones continuas, el espacio de las ma-
trices con entradas reales (o complejas), el espacio euclidiano R™, etc.. En estos espacios es posible definir los
conceptos de suma de vectores, producto escalar, etc. y si el espacio es topoldgico los conceptos de conjuntos

abiertos, continuidad, convergencia, etc.

Los espacios que poseen propiedades algebraicas y topoldgicas son de extrema importancia en el andlisis.
Los espacios de Banach son un tipo de tales espacios junto con una caracteristica adicional. En este capitulo
presentamos algunos conceptos importantes sobre estos espacios y nuestro interés principal serd considerar las
propiedades de ciertas funciones definidos sobre estos. A lo largo del presente capitulo, F denotara al campo de
los ntimeros reales o complejos; es decir F = R o F = C. Empezamos recordando algunos conceptos basicos que

emplearemos en lo sucesivo.

3.1.1. Espacios métricos y normados

Sea X un conjunto no vacié. Un espacio métrico es una pareja ordenada (X, d), donde d : X x X — RTU{0}

es una funcién que satisface los siguientes axiomas:

1. d(z,y) =0siysblosiz=y.

2. d(z,y) = d(y, z).
3. d(z,2) < d(y,z) + d(y, ) para toda x,y,z € X. (desigualdad triangular).

Dicha funcién d es llamada una métrica sobre el conjunto X y se interpreta d(z,y) como la distancia entre x
e y. Dado un espacio métrico (X, d) es posible definir (generalizar) el concepto de limite de sucesiones, limite de
funciones, etc. andlogo a los que se definen en el espacio euclidiano R™. Otra de las caracteristicas importantes
de una métrica es que induce una topologia en X, cuya base estd dada por las bolas B,.(v), donde

B,(v) ={u€ X :d(u,v) <7, r € RT}.

En otras palabras, todo espacio métrico es un espacio topoldgico.

Otros tipos de espacios con estructura similar a los espacios métricos, son los espacios normados. Suponga
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que V denota un espacio vectorial sobre el campo F. Un espacio normado es una pareja ordenada (V,N),
donde N : V — Rt U {0} es una funcién que satisface las siguientes condiciones:

1. N(v) =0siy sélosi v=0.

2. N(av) = |a|N(v) para todav e V' y a € F.

3. N(u+wv) < N(u)+ N(v) para toda u,v € V. (desigualdad triangular).

Tal funcién N es llamada una norma sobre el espacio vectorial V. Usualmente N es denotado por ||.||. Ob-
serve que todo espacio normado es también un espacio métrico y por tanto topoldgico. En efecto, para u,v € V
basta definir d(u, v) = ||u—wv||, evidentemente d(u,v) > 0; d(u,v) = 0 siy sélo si u = v, mds ain, d(u, v) = d(v,u)

y con todo ello d es una métrica y por tanto podemos considerar la topologia inducida por las bolas como antes.

De la desigualdad triangular ||y — z|| = ||z — y|| < |[|z|| + ||y|| se sigue inmediatamente que la norma satisface

la relacién
l] = Myl < [l = yl]- (3.1)
Bajo el contexto de espacio métrico y usando la propiedad (3.1) es sencillo verificar que la norma |[|.|| es una

funcién continua.

3.2. Operadores lineales

Uno de los conceptos més importantes de toda la matemaética es sin duda el de funcidn el cual establece una
relacién entre dos conjuntos. Sin embargo, cominmente, el término funcién se utiliza cuando el codominio son
valores numéricos, reales o complejos. Entonces se habla de funcién real o funcién compleja mientras que a las
funciones entre conjuntos cualesquiera se les denomina aplicaciones o transformaciones. En este contexto, cuando

el dominio y el codominio son espacios vectoriales las funciones reciben un nombre especial.

Definicién 3.1. Sean X y Y espacios normados definidos sobre el mismo campo F. Una funcion T : X — Y es

llamado un operador. Un operador T es lineal si satisface las siguientes condiciones:

1. T(x1 + x2) = T(x1) + T(x2) para todo x1,22 € X.

2. T(ax1) = aT(x1) para toda o € F.

Las condiciones 1 y 2 de la definicién 3.1 se resumen en pedir que T(axq 4+ 22) = oT'(x1) + T(x2) para todo
a€Fyuz,xe € X. De aqui en adelante, omitiremos los paréntesis y simplemente escribiremos Tz en lugar de
T(x). Con £(X,Y) denotamos al conjunto de todos los operadores lineales de X en Y. Si X =Y usualmente se
escribe £(X) en lugar de £(X, X).

3.2.1. Operadores acotados

En matematicas, determinar cuando una funcién es continua constituye un problema fundamental debido a
que las funciones continuas satisfacen propiedades interesantes. En espacios normados la continuidad de un op-
erador estd caracterizada por la norma del espacio. De esta manera es deseable contar con criterios que permitan
determinar la continuidad de un operador.

En espacios normados los operadores que satisfacen que la norma de su imagen es siempre finita proporcionan

una clase especial de operadores que caracterizan a los operadores continuos.

Definicién 3.2. Sean X y Y espacios normados y sea T € £(X,Y). Decimos que T es acotado si este mapea

conjuntos acotados de X en conjuntos acotados de Y .
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Observacién. En un espacio métrico X, un conjunto A es acotado si y sélo si existe una bola de radio finito
que lo contiene, esto es A C B,(x) para alginr >0y z € X.

El siguiente teorema cuya demostracién puede verse [4] pdg. 59 caracteriza a los operadores acotados.
Teorema 3.1. Sean X y Y espacios normados. Un operador T € £(X,Y) es acotado si y sdlo si existe una
constante K > 0 tal que ||Tz|| < K||z|| para toda © € X.

La constante K del teorema 3.1 no es unica; la mayor cota inferior K que satisface que ||Tz|| < K||z|| para

toda z € X es llamada norma del operador T o simplemente norma de T' y es denotado por ||T||; es decir,

[|T)| = inf{K : ||Tz|| < K||z||, para toda x € X}. (3.2)

Del teorema 3.1 y la definiciéon de norma de un operador, se puede verificar que las siguientes definiciones son

equivalentes a la definicién (3.2)

1T = sup{||T[[||[| <1}, (3-3)
Tl = sup{|[T[] : [J«|| = 1}, (3.4)

Y T
||T||:sup{||||;|c||| cx e X, x#0} (3.5)

De aqui que si T es un operador lineal acotado, entonces
[ T|| < |IT]]]]]| (3.6)

es valido para toda x € X.

Observacion. Puesto que la norma de un operador depende de la norma de los espacios, puede ocurrir que

un operador no sea acotado con cierta norma, pero si con otra norma distinta (véase el ejemplo 3.1).

Sean X, Y espacios normados y sean T, To € £(X,Y). Se define la suma de T} y T», denotada T} + T, por
(Th + To)x = Tyx + Tox para cada x € X, y el producto escalar (aT}), por (aT})x = T2 para cadax € X y
a € F. Con la suma y producto escalar asi definidas se sigue que £(X,Y") es un espacio vectorial. Si consideramos
ahora el subespacio B(X,Y) C £(X,Y) de todos los operadores lineales acotados, es posible equipar a B(X,Y’)
de una norma. En efecto, para T € B(X,Y), si la norma de T es definida por ejemplo como (3.5), entonces
B(X,Y) es un espacio normado. Las propiedades 1 y 2 de una norma son claras, para verificar la propiedad 3

observe que

Tix +Thx Tixl| + || Tox Tix Thx
T sy VDT Tl el (B Tl (T
vexazo |7 2EX 20 ||| vexazo |2l zexazzo [|2]]

= |71+ [|T2]].

As{ B(X,Y) es un espacio normado. Suponga ahora que X, Y y Z son espacios normados y sea T' € £(X,Y) y
U € £(Y, Z); se define la composicién de T seguida de U denotada por U o T como (U o T)x = UTx para todo
z € X. Sila composicion existe, entonces U o T € £(X, Z), més aun, si T € B(X,Y) y U € B(Y, Z), entonces

(U o T | < [|UI[|T2|| < [ITIUI[]]],
de lo cual se sigue que ||[T o U|| < ||T||||U]]-

Usualmente se escribe TU en lugar de T o U. Si T € £(X), por conveniencia se denota T o T por T2, y en
general T" =T" 1o T.
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Ejemplo 3.1. Sea X = C[0,1], el espacio de todas las funciones continuas definidas en [0,1]. Si definimos
[|z]| = maxo<i<1 |2(t)], es claro que ||.|| satisface las propiedades de norma y por lo tanto (X,||.||) es un espacio
normado. Sea Y = C[0,1] el subespacio de X (equipado con la misma norma) formado por las funciones que
tienen primera derivada continua. Definimos T :'Y — X dado por Txz(t) = 2/(t). Consideremos ahora el
subconjunto de Y formado por las funciones z,(t) = sen(nt) con n € N. Puesto que ||z, (t)|| < 1, este conjunto
es acotado. Sin embargo, Tz, (t) = ncos(nt), y en consecuencia ||Tzy(t)|| = n. Esto es, el conjunto {T(z,(t))}

es no acotado y por tanto T es no acotado. Por otro lado, si ahora definimos la norma en'Y por

t)|| = mé t 5 "(t
le(®)ll = i |(6)] + i, o' (1)

observamos que
IT2(t)]] = méx o ()] < méx |2(8)] + méx [ (@)] = [lz(2)]]

0<t<1 <t<1 0<t<1

Lo cual prueba que T es acotado, mds ain ||T|| < 1.

3.2.2. Operadores continuos

Sean X y Y dos espacios normados sobre el mismo campo F y sea T' € £(X,Y). T es continuo en un punto
x € X, si para cada € > 0, existe un nimero d(e) > 0, tal que ||Txz — TZ|| < € siempre que ||z — Z|| < §. Si un
operador T es tal que T es continuo en cada punto z € X se dice entonces que T' es continuo. Si un operador
es continuo en un punto, entonces es continuo y también acotado y en vista del teorema 3.1 tenemos el siguiente

resultado.

Teorema 3.2. Sean X, Y espacios normados y sea T € £(X,Y). Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. T es continuo.
2. T es continuo en algun punto v € X.

3. sup ||Tz|| < oo.
[le]|<1

4. Para algin escalar K > 0, ||Tx|| < K||z|| para toda x € X.

Demostracién. Véase [4] pag. 59. O

3.2.3. Operadores invertibles

Sea X un espacio normado y sea I : X — X la funcién identidad de X; es decir Iz = x para todo =z € X.
Evidentemente I es un operador lineal acotado(||I|| = 1) y por tanto I € B(X). Usualmente I se denota por Ix.

Sean X, Y espacios normados. Un operador T' € £(X,Y) se dice que es invertible si existe un operador
U:Y — X tal que TU = Iy y UT = Ix. Es sencillo verificar que si tal U (si existe) es dnica, por lo que sin

ambigiiedad dicha U usualmente se denota por T~! y es llamada la inversa de T.

De la definicién de T, se sigue inmediatamente que 7' es lineal.
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3.3. Espacios de Banach

Sea X un espacio normado y sea {z,} C X una sucesién de vectores. La convergencia de la sucesién {z, }
a un vector x € X implica que dado € > 0 existe un nimero natural M (e) tal que ||z, — z|| < € siempre que

n > M. Una clase especial de sucesiones la constituyen las llamadas sucesiones de Cauchy.

Definicién 3.3. Una sucesion {x,} en un espacio normado X se dice que es una sucesion de Cauchy si
[|Zn, — Zm|| = 0 cuando n,m — oo; es decir dado € > 0, eziste un entero positivo N tal que ||z, — Tn|| < € para
toda n,m > N.

En un espacio normado, cada sucesién convergente es una sucesion de Cauchy. En general, sin embargo, una

sucesion de Cauchy puede no converger a un elemento del espacio, esto se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2. Sea X el espacio formado por todos los vectores de la forma x = {&1,&2,&3,...,&n,0,0,0..,0...}

donde &; es un nimero real y sdlo un nidmero finito de componentes es distinto de cero. Si definimos ||z|| = méx|&;|,
3
es claro que ||.|| es una norma. Consideremos ahora la sucesion {x,} donde
11 1
Ty = { 5 57 57 ceey E, 0, ,O}
Para la norma definida se tiene que ||x,|| = 1 para toda n € N y claramente {x,} es una sucesién de Cauchy

debido a que
, 11
[|zn, — Tm|| = méx{—, —} = 0 cuando n,m — .
n’'m
Sin embargo, no existe v € X tal que x,, — x.
Los espacios normados en los cuales cada sucesién de Cauchy converge a un elemento del espacio son de
extrema importancia en el andlisis; en tales espacios es posible identificar sucesiones convergentes sin explicita-
mente identificar sus limites. Un espacio en el cual cada sucesién de Cauchy converge a un elemento del espacio

se dice que es completo. Es claro que toda toda sucesion de Cauchy es acotada, pues dada una tal sucesién
{zy}, podemos elegir un N € N tal que ||z, — zn]|| < 1 para toda n > N. Asi,

llznll = [|2n — 2n + 25| =< |lzn]|| + ||zn — zN]|| < 1 4 ||zN]||, para toda n > N.

Definicién 3.4. Un espacio normado completo X es llamado un espacio de Banach.

Los siguientes ejemplos son clésicos y aparecen en cualquier libro basico de introduccion al andlisis funcional
y teorfa de operadores, por esta razén omitimos la prueba. El lector interesado puede ver [4], [9] o [14] para las

respectivas demostraciones.

Ejemplo 3.3. R con la norma usual (valor absoluto) es completo.
Ejemplo 3.4. C con la norma usual (mddulo) es completo.
Ejemplo 3.5. R™ y C" con la norma usual son completos.

Ejemplo 3.6. Sea X = Cla,b], el espacio de funciones continuas definidas sobre [a,b] con la norma dada por

= A B X, . .
[|z]| Orgtagxl|x(t)| ntonces (X, ||.||) es completo

Un espacio completo de gran interés para esta tesis lo proporciona el siguiente teorema, el cual dada su im-

portancia incluimos su demostracién.
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Teorema 3.3. Sean X un espacio normado yY un espacio de Banach; entonces el espacio normado B(X,Y)

es completo.

Demostracion. Sea {T,,} C B(X,Y) una sucesién de Cauchy. Dado € > 0 existe un nimero natural N(e) tal

que ||T;, — Tpn|| < € siempre que n,m > N. Asi
[ Tnx — Tnlly = [[(Th — Tin)zlly < [T = Twllll2|[x < ellzf|x

para todo = € X siempre que n,m > N. Pero ello implica que {T},,2} C Y es una sucesién de Cauchy para cada
x € X. Ahora bien, puesto que Y es completo se sigue que existe y € Y tal que lim T,z = y. Si definimos ahora
n—r oo

T = lim T,, podemos escribir Tz = y, restaria probar que T" es un operador lineal acotado, es decir T € B(X,Y).
n—oo

Hacia este fin, sean 1,22 € X y a € F, entonces

T(axy + x2) = lm Ty, (axy + 22) = lm (T (azy +22)) = lm (aTpz1 + Thxs)
n—oo n—oo n—oo
= lim T, (az1) + lim T,z
n—oo n—oo
= «alim T,z1+ lim T,xzo
n—oo n—oo
= oTz+Txo
y por tanto T es lineal. Para ver que T es acotado observese que
|Tx — Thx|ly = lim ||The — Thxlly = Um ||(Th, — Tn)z||ly < €llz]|x
m—00 m—o0
siempre que n > N y donde hemos empleado la continuidad de la norma. Por otro lado, de la desigualdad

| Txlly = [Tz = Tye + Te|ly < |[[Tz—Tnzlly + [[Tnelly < ellzllx + [[Tnllllzllx = (e + [[Tn[Dl2|x-

se sigue que ||T||y < (e + ||Tw]|)- Finalmente, dado que ||Tz — T,.z||ly = ||(T — Ty)z||ly < €||z||x se tiene que
||T — T,y < €y, la prueba esta completa. O

3.4. Teoria espectral

Sea X un espacio de Banach de dimensién finita y sea T' € B(X). Es bien conocido del algebra lineal que
la ecuacién (Al — T)x = y con x,y € X tiene solucién tnica si y sélo si [\ — A| # 0, donde A es la matriz
asociada a T’y las barras indican el determinante. En este caso la solucién estd dada por x = (Al — T)~1y. Se
dice entonces que el operador A\I — T es invertible. Asi, una condicién suficiente para que (Al — T)~! exista es
que |A — A| #0.

Si X tiene dimensién infinita, entonces el conjunto de todos los A tal que el operador (A —T')~! existe, es en
general dificil de determinar. Con el teorema 3.3 se puede establecer un resultado muy importante que caracteriza

al operador (A — T')~! y proporciona una condicién suficiente para garantizar su existencia.

Teorema 3.4. Sea X un espacio de Banach y T € B(X), entonces
(/\IfT)*I:li—n 70 =1
A o A’

siempre que ||T||/IA\| < 1.
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Demostracién. Sea {B,} C B(X) definida por B, = 1+ >_1_, f—: y donde T° = I. Puesto que
IT* < ITE T < 1T 2T < - < 1T < oo

para toda k, se sigue que B,, es acotado. Tomando n > m se obtiene

n n n—(m+1) k
1 TH| 1 [ s 7]
Bn_Bm =Y — Il <= = N
I =% 2 5= 2 (w e 2 U
k=m+1 k=m+1 k=0
o bien o
T m 1— T n—m
1B, _Bm|<<|| |) ( (IT]1/1Al) >
A ML — [[77]/1X]
T

Ahora bien, si 5t < 1 podemos deducir que para cada e > 0 existe un niimero natural N(e) tal que ||By,—Bpn|| < €
siempre que n > m > N. Por lo tanto {B,,} es una sucesién de Cauchy en B(X). Pero en vista del teorema 3.3
tenemos que B(X) es un espacio de Banach, por lo tanto la sucesién {B,,} converge a un limite de B(X). Es
decir, existe B € B(X) tal que

) 1= Tk
B:HILIEOBH_XZV.
k=0
Por otro lado,
1< (TF Tk T+l ||\t
o =18 == 332 (5 - S ) ‘IHZHW < (%)
k=0

y al tomar el limite cuando n — oo se obtiene (A — T)B = I, o bien
1 T 1 T T?
—1 _ - _
(M -T) _B_—)\E — =4+ =+ —=+..+..

que era lo que se queria demostrar. O

Corolario 3.4.1.
(I-T)y ' =I+T+T*+T%+...+ ...

siempre que ||T|| < 1.

Observe que
1o T"

A
)‘k:o/\

AT =T)7Y)| =

RS |T|>k 1
< — - , 3.7
|A|,;)<|A| A 3.0

de lo cual se sigue que ||(A —T)7 Y| — 0 si A — oo, més ain, en vista del teorema 3.2, se sigue que (A — 7)1

es continuo. Estas propiedades serdan explotadas mas adelante.

Ejemplo 3.7. Sea X = Cla,b] como en el ejemplo 3.6, y T : X — X dado por Tu(x fo t)dt. Puesto
que Tx es siempre una funcidn continua para toda © € X, entonces ||Tx|| es siempre ﬁmta Y, €N CONSeCuencia
T € B(X). Por otro lado,

T u(x) = ﬁ /Ol(x — )" tu(t)dt, T u(z) = u(x)

en vista de la propiedad (2.6). Asi para X\ tal que ||T||/IA| < 1 se sigue que

(M -=T)~ AZTH - % /Z nxf_ltl)\nJrlu(t)dt
(

ul@) |
A

e

9 "exp((z — )/ Nl

y‘H
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En la literatura Ry = (A\] —T)~! es llamado el operador resolvente (en \) de T y la serie es llamada serie

de Neumann.

Estableceremos otras propiedades de este operador en la siguiente seccion.
3.4.1. Propiedades del operador resolvente

Sea T € B(X) donde X es un espacio de Banach y considere el operador Ty = AI —T. Se desea determinar al
conjunto de los A € IF tal que Ry =T ! exista. La teorfa que estudia este problema es llamada teoria espectral
de operadores. En resumen, la tarea principal de la teoria espectral es caracterizar a los conjuntos para los cuales

el resolvente Ry exista (o no exista) y estudiar las propiedades de dicho operador.

En esta seccion estableceremos algunos teoremas importantes que caracterizan a estos conjuntos especiales.
Nuestra meta serd utilizar estos resultados para obtener una representacién del resolvente distinta a la que se

proporciona en el teorema 3.4, ya que la emplearemos mas adelante.

De aqui en lo sucesivo, se asume que X es de dimension infinita, debido a que algunos resultados pueden no

ser verdaderos si el espacio es de dimensién finita.

Definicién 3.5. Sea T € B(X). El espectro* de T, denotado o(T), es el conjunto de todos X tal que Ry no
existe; es decir
o(T) = {\: (M =T)"" no existe}.

El complemento del espectro es llamado conjunto resolvente de T y es denotado por p(T); esto es

p(T)={\: (M —T)" " existe}.

Ejemplo 3.8. Sea X como en el ejemplo 3.6, y sea T € B(X) definida por Tx(t) = y(t)z(t) con y € X. Para
A #y(t), t € [a,b] es claro que X € p(T) y que (A —T) 1a(t) = )\%y(ﬂx(t) Por otro lado, puesto que o(T) es
el complemento de p(T) se sigue que o(T) = {A: A =y(t), a <t < b}.

Nuestro primer resultado establece cuando el operador resolvente existe.

Teorema 3.5. Si T € B(X), entonces el siguiente limite r,(T) = lim YI|T"|| llamado radio espectral de T

eziste y satisface que ro(T) < ||T||. Mds atin, si |\ > ro(T) entonces el resolvente existe y Ry =Y po %

Demostracién. Sea r = 1r;f1 Y||T™||, debemos mostrar que lim 3/||7™|| < r. Para cualquier € > 0 elijamos m
n> n— 00
tal que }/||T™|| <r+e€ Sean =pm+ qdonde 0 < g <m — 1 (algoritmo de la divisién). Observe que

T = el < PRI RAITN < (e + €)™/ 3/

Por otro lado, puesto que pm/n — 1y g/n — 0 cuando n — co tenemos que

lim (r 4 €)™P/™ 3/||T|| = r + ¢,

n—oo

por lo que existe un nimero natural N (¢) tal que (r4€)™?/™ 9/3/[|T|| < r+2¢, para todo n > N. En consecuencia,
|T™|| = r. Ahora bien,
puesto que [|T™]| < ||T||™ para toda n se sigue que lim {/||T™|| < ||T|, lo cual implica que r,(T) < ||T|-

n— oo
Finalmente, la serie de Neumann converge si ||T||/|A| < 1; pero en vista de la dltima desigualdad se sigue que
ro(T)/IA < ||IT)I/|IA] < 1 lo cual da |A| > ro(T). O

n

r < ¥/||T"|| < r + 2¢ para toda n > N, y puesto que € es arbitrario se sigue que lim
n—oo

1En un contexto mas general, algunos autores proporcionan esta definicién de manera diferente, ello se debe a que los operadores
se pueden clasificar de diferente manera, dependiendo si el operador es abierto(manda conjuntos abiertos en abiertos), cerrado,
compacto, de rango denso, etc.. Uno de tales es [14]. Sin embargo, para propdsitos de esta tesis, esta definicién serd suficiente.
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Observe que del teorema anterior se deduce inmediatamente que si T' € B(X), entonces p(T) # 0.

Definicién 3.6. Sea X un espacio de Banach y sea S : D CF — B(X) una aplicacién, donde D es un conjunto
abierto. S es analitica en \g € D si

S()\) =Ty + ()\ — /\0)T1 + ()\ — )\0)2T2 + ...+ ()\ — )\o)nTn + ...

donde la serie converge (en la norma del operador) en alguna vecindad de Ao y {T,} C B(X).

Observe que la definiciéon 3.6 es una extension natural del concepto de funcién analitica de una variable
compleja en un punto del plano. Es asi como varios resultados clasicos de la teoria de funciones complejas se

extienden a espacios de Banach arbitrarios.

El siguiente teorema establece que el operador resolvente induce una aplicacién analitica en cierto dominio

del plano complejo.

Teorema 3.6. SiT € B(X) y Ao € p(X), entonces el disco abierto D()\y, HRile) estd contenido en p(T) y para
0

cada \ € D, tenemos que
oo

Ry=> (do— MR

n=0

En otras palabras, p(T) es un conjunto abierto y la aplicacion A — Ry es analitica en p(T).

Demostracién. En efecto, sea A\g € p(T') y consideremos

oo

S(A) = Ra [T+ (o — V¥R ]. (3.8)
k=1

Esta serie converge siempre que [Ag — A|||Rx, || < 1 y dentro de este disco la serie define a una funcién analitica
de A (por definicién). Multiplicando ambos lados de (3.8) por Al —T = (A — Ao)I + (Ao — T) obtenemos

(M —T)S(\)

(A= Xo) Ry, [T + i(AO = NFRE 1+ (oI — T)Ry [T + i(xo — ARk ]
k=1 k=1

= (A=20)R\ [l + i@\o — NFRY ]+ IT + io\o — \)*RS ]

k=1 k=1
= —(Ao— ARy, — > (o= VFFREF T4 (o — NFRY,
k=1 k=1

= — § (Ao — N)FFREFT 4+ T+ § (Mo — NFRE
k=1 k=2
= 1.

Por lo tanto, S(\) = (M — T)~! = Ry. Asi, hemos mostrado que D(\, m) pertenece a p(T) v S(A) es
0

analitica en dicha vecindad. O
Una consecuencia inmediata de este resultado se establece a continuacion.

Corolario 3.6.1. La aplicacion A — Ry es continua.
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Demostracién. En efecto,

1R = Raoll < DI = Xol* IR [1FF1 = X = Nol[[Rag 12D 1A = Xol*|| R I
k=1 k=0
A = Xoll[ R |?
= — 0 cuando A — Ag.
L— X = Xoll| Ry, |l
Lo cual muestra que limy_,, Ry = R, ¥ la continuidad de tal funcién. O

Finalizamos esta subseccién con una importante propiedad del operador resolvente que emplearemos en la

siguiente seccién.

Ry—R,
n—A

Lema 3.1. Sea T € B(X) y A\, u € p(T), entonces el resolvente cumple que R\R,, = . Esta propiedad es

llamada ecuacion resolvente.

Demostraciéon. En efecto, dado que
Ry = (M= T)™" = (AL =) (ul = T)(ul = T)™" = Ra((jt = NI + (AL = T) Ry = (1 — NRAR, + R,

se sigue que
BRy—R,

RyR, = =

3.4.2. Funciones de operadores

La teoria de funciones analiticas definidas sobre el plano complejo junto con el teorema de Cauchy, provee

una manera efectiva de formar nuevos operadores a partir de algunos dados en un contexto mas general.

En lo que resta de este capitulo emplearemos (sin demostracion) las generalizaciones de ciertos resultados de
la teoria de funciones analiticas de una variable compleja para el caso de la aplicacién A — R el cual es analitica

en cierto dominio del plano complejo.

La importancia de trabajar en espacios normados es que permiten generalizar los conceptos de manera natural.

Definicién 3.7. Sea X un espacio de Banach y f : Q C C — X una aplicacion. Se dice que [ es diferenciable

en un punto g € Q si existe un xg € X tal que

FA) = ()

I
im A

A—0

—l‘oH =0.

El vector xg es llamado la derivada de f en Ao y es denotado por f'(Ag). Una aplicacion f se dice que es
analitica en un punto )\ € ) si es diferenciable en un disco abierto centrado en \g. Si [ es diferenciable en

cada punto de ), entonces f es llamada una aplicacion analitica.

Siguiendo con la terminologia estandar, decimos que la aplicaciéon f : S — X donde S C C, tiene una ex-
pansién en serie de potencias en algin punto interior Ag € S si existen vectores z1,x, ... en X y un nimero
positivo r que satisfacen D,.(Ag) C Sy f(A) = Y peo(A — Xo)*xy, para cada A € D,.()\o), donde la convergencia
de la serie es en la norma de X.

La definicién de la (Riemann) integral [, f(A)dA donde f: C' = X es definido como en el caso complejo. No
obstante, algunas extensiones de resultados de funciones analiticas complejas sobre todo de aquellos referentes
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a convergencia uniforme no son simples de obtener y su justificacién requiere de resultados méas profundos de
matematicas avanzadas. Por ejemplo, los siguientes teoremas, aunque son extensiones naturales del caso comple-
jo, sus demostraciones no son andlogos y para la prueba se requieren algunos resultados referentes a X*, el dual
de X; es decir, el espacio formado por los operadores lineales (funcionales lineales) de X en R. Las respectivas

demostraciones pueden consultarse en [14].
Teorema 3.7. Una aplicacion f : S — X tiene a los mds una serie de potencias en cualquier punto dado.

Teorema 3.8. Una aplicacion f: S — X es analitica en S si y solo si f tiene una expansion en serie en cada

punto de S.

Teorema 3.9 (Integral de Cauchy). Sea X un espacio de Banach, Q C C un dominio y supongamos que 0) es

su frontera. Si U es un subconjunto de C tal que Q C U y f: U — X una aplicacién analitica, entonces

F(\)dA = 0.
o0

Teorema 3.10. Sea f: Q — X una aplicacion analitica. Entonces:

1. f tiene derivadas de todos los ordenes.

2. 8iVCQyV CQ, entonces las derivadas de f estin dadas por la férmula de Cauchy

npy oy f)
f (AO)—%/(BVWCD\, n € N.

3. Para cualquier A\g € V' la expansion en serie de la funcion f estd dada por

FO) =Y (A= Ao)ar, donde a, = ") _ L/av (/\f()‘)d)\

! 2w — o)t
n. (3
k=0 0)

La serie converge para X\ € D,.(\g), donde r = d(Ag, 2¢), la distancia de Ao al complemento de ¢ = C —Q.

De esta manera, sea n € N y C' una circunferencia centrada en el origen. El teorema de Cauchy en el dominio
complejo afirma que fc Z"dA = 0y fc z7'd\ = 2mi. Sea X un espacio de Banach de funciones analiticas
complejas, T' € B(X), y C como antes tal que el radio de C' es mayor que ||T'||. Bajo estas condiciones, definamos
un operador U como sigue U = 5= fc A(A — T)~1d)\, donde para cada = € X se tiene que

2mi

1
Uz =— [ A"(A\ —T) *zd\.
211 e}

Uz = )\”()\I—T)lxd)\—l/)\"imdA - iT’“x i/ A
- 27 Jo 27 Jo L N N 270 o ARFL

o0

= Y Tk (1/ /\"kldA>
211 C

k=0

= T'z (1/ AldA)
2mt Jo

en COHSGClleIlCia7
1
T = — [ X"\ —T)7'd), ne€N.
271 C
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En la subseccién anterior mostramos que p(T') # 0 y que p(T') es un conjunto abierto si T' € B(X), més ain,
la aplicacién A — R es analitica en p(T'), esto dltimo motiva a definir

A1) = 5 [ SOV R (3.10)

donde f(A) es una funcién analitica en algin dominio que contiene a o(T) y I es su frontera.

La representacion (3.10) es llamada integral de Dunford, que en analogia con la férmula integral de Cauchy
en el dominio complejo podemos identificar (A — 2)™1 con Ry = (A — T)~!. Para méas detalles sobre la anterior

representacién y una demostracién de que estd bien definida para cuando X es de dimensién finita véase [4].

Formalmente, tenemos las siguientes definiciones.

Definicién 3.8. Sea T € B(X); con F(T) denotamos a la familia de todas las funciones f las cuales son

analiticas en alguna vecindad de o(T). La vecindad no necesariamente debe ser conexa pues depende de f.

Definicién 3.9. Sea T € B(X), f € F(T) y sea U un conjunto abierto cuya frontera T' es una curva cerrada
simple. Supongamos que o(T) C U y que UUT estd contenido en el dominio donde f es analitica. Entonces el
operador f(T') estd definido por

1
#1) = 5 [ SR, (3.11)
™ Jr
donde para cada x € X, se tiene que
1

Con la ayuda del lema 3.1, estamos en condiciones de probar el siguiente teorema.

Teorema 3.11. El mapeo f — f(T), de §(T') a B(X) es un homomorfismo, es decir, si o, €F y f,g € §(T),
entonces

1. (af +pg)(T) = af (T) + By(T).

2. (fa)(T)=A(T)g(T).

Demostracién. Para 1,sea T € B(X) y f,g € F(T), seleccionemos una vecindad U de o(T) tal que f y g sean
analiticas en U y sea I'y su frontera. Entonces, para cada «a, 5 € F tenemos que

o (217” A f(A)RAdA) +8 (217” /F 1 g(A)RMA)

1 1
= % . Oéf()\)R,\d)\ + % . Bg()\)R,\d)\
= L[ (@f() + Bg(n)Rad

211 r,

= (af +Bg)(T).

af(T)+ Bg(T)

Para 2, sean T € B(X), f y g dos funciones analiticas en Uy y Uy con fronteras I'y y I's respectivamente, donde
Uy,Us C o(T). Supongamos también que Uy UTy C Us y que Uz U T2 estd contenida en el dominio donde fg es
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analitica. Bajo estas condiciones y en vista de la igualdad (3.9) se tiene que

JyT) = o / FO ( / ol )

= W /F ! FN)g()RyR,.dNdp

-R
= 1= /F1 /1“2 M ”d)\d
_ g(u) 1 L[ f,
B 2m/ JA <2m /1“2 w— )\d )d/\_|—27ri/p2 9(w) By (2m A—p )du

= f( )g(A)RrdA

270

= (fo)T ),

en vista de las identidades 1 (1) 1 f)
Aoy =
27 Jp, p— )\d,u 9%, 210 Jp, A — '“CM >

O

Observe que si f(A) = Y ;o axA® en una vecindad de la forma C' = {\ : || < 7,(T) + €} para algin €

suficientemente pequeno, entonces (véase teorema 3.5),

f(T):%/Cf(A)RAdA_ /CZakAkR,\d)\

k=0

27”20% / N RydA
1 oo
= %Zak/cxkzmﬂcu
1 d\
- Zaka omi Jo x
= Zaka.
k=0

Ahora bien, si f es la serie geométrica 125 = >_p- A¥, entonces f(T) = (I —=T)~! = 32 T*, mismo resultado

que se obtienen de la serie de Neumman cuando A = 1 (véase corolario 3.4.1). También, si f(A) = expA = Y5 37
se obtiene f(T) = expT = Y p0 4 "2 Finalmente, observe que si f(A) # 0 para toda A € o(T), entonces al
definir g(\) = ﬁ sobre cualquier conjunto abierto que contenga a o(7'), podemos determinar una inversa para

el operador f(T), a través de la relacién

Tlustramos esta situacién, con una aplicacién importante en la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Ejemplo 3.9. Consideremos el espacz'o de Banach X = C[0,1] como en el ejemplo 3.6. Si definimos el operador

T:X — X, dado por Tu(x fo t)dt, en el ejemplo 3.7, mostramos que
u(z) 1 [*
Ryu(x) = ~ + el exp((z — t)/Nu(t)dt. (3.12)

2En la teoria de ecuaciones diferenciales, cuando 71" se identifica con una matriz, dicha representacién es llamada matriz exponencial,

la cual es empleada para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales lineales.
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Consideremos ahora el problema de valor inicial
(D" +a; D" ' + ...+ an_1D + a,Du(z) = h(x), u(0) =4/(0) = ... =u"1(0) =0
donde h(zx) € X. Al aplicar el operador T™ en ambos lados de esta igualdad, se obtiene la ecuacion
(I+a1T + axT? + ... + a, T")u(z) = T"h(z).

Si ahora definimos g(\) = 14+ a1 A +as A2+ ...+ a, \", entonces el problema se reduce a encontrar una solucién de
la ecuacion g(T)u(z) = T"h(x), luego, si la solucidn existe, estard dada por u(z) = f(T)h(x), donde f()\) = 2%

evE
27m/f <+1/1 exp((m—t)/A)h(t)dt)
~ mi /f [ /Owexp((xt)/)\)h(t)dtd)\

2m r A2
)

_ [ AQ /0 exp((z — £)/\)h(t)dtd)

2i
<2m g f)(\;\) exp((z — t)/)\)) dt

ey
des
f

En consecuencia,

u(z) = %/Ff()\)RAh(x)d)\

exp((x — t)/A)) dt
"=2Zexp((x —t)/N)
1 1+aA+...+ap_ A" 14+ An

L exp((z — 1)¢)

27 a1+t an 1€+ an

271m/ g(A) A2
=3 e

l\D

dA) dt

/mh(w
[

e

o

df) dt,

donde £ = 1/ .
Como caso particular, consideremos el problema de valor inicial
u'(x) 4+ 2u/(z) + u(z) = sen(x), u(0) = u'(0) = 0.
Primero la resolveremos por un método tradicional (coeficientes indeterminados). Para la ecuacién homogénea,
si hacemos u(x) = exp(mx)3, entonces la solucién de dicha ecuacién estd dado por
up(x) = c1 exp(—z) + cax exp(—z).

Para hallar una solucién particular de la ecuacién no homogénea proponemos u, = asen(z) + bcos(z), que al

s - 1 .. . ‘ 1
sustituir encontramos que @ = 0 y b = —3, por lo cual, una solucién particular estd dada por u, = —35 cos(x).

Luego, la solucién general del problema de valor inicial esta dada por

w(z) = up(x) + up(x) = c1 exp(—z) + cox exp(—z) — %cos(m).

Al aplicar las condiciones iniciales se obtiene la solucién particular

u(zx) = %exp(—x) + %x exp(—x) — %cos(x).

Por otro lado, segl'm la férmula obtenida en el ejemplo anterior, la solucién para dicho problema esta dado dado

por u(z) = [ sen(t (27” Jr 6)22+2§+1 dﬁ) dt. Ahora bien, puesto que
exp((z = 1)¢) _ exp((z— 1)) _ exp((w—H(E+1) _ $ oty
2 4+26+1 (E+1) exp(z —)(E+1)2  exp(z —t) k=0

3m es un pardmetro por determinar.
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se sigue que el residuo en £ = —1 esta dado por ﬁ;t_ﬂ. Asi,

[T (x—t)sen(t) , 1 1 1
u(x) = /O mdt b exp(—z) + 2% exp(—x) — B cos(x).

3.4.3. Potencias fraccionarias

Finalizamos este capitulo proporcionando la representacién para el resolvente que prometimos al inicio de esta
seccién. Para o € C y Re a > 0 considere la funcién f(A) = A*. Si elegimos la rama principal —7 < arg z < T,
dicha funcién es analitica y univaluada en este dominio. As{, para un operador T', cuyo espectro o(T') contenga al
eje real negativo, es imposible construir un contorno I' cerrado que contenga al espectro para evaluar la integral

/ AYRydA
r

que vendria representando a la potencia fraccionaria del operador T. No obstante, para potencias fraccionarias
de un operador, existe una representacion alternativa, que evita el eje real negativo y la cual estd motivada de la

siguiente observacion.

Un contorno tipico de integracién para las potencias fraccionarias es como el que se ilustra en la Figura 3.1

Im A\
r
3 4
b
0 e
A
At "2 Re
V2
Figura 3.1

Si analizamos la integral 5 [, A*~*f(A)dA, donde f()) es una funcién analitica (y por tanto continua) de A,

entonces, haciendo A = te’?, donde t = |\| y ¢ = arg \; se observa que sobre 3, ¢ = 7 —6 y sobre 71, ¢ = —7 40,
y dado que

ta—lei(ﬂ'—e)(a—l)f(tei(ﬂ'—G))ei(Tr—G) N _(_t)a—leiﬂ'(oc—l)f(_t) — eiﬂa(_t)a—lf(_t)
t(x—lei(—w+9)(a—1)f(tei(—7r+0))ei(—ﬂ-+0) N _(_t)a—le—iﬂ(a—l)f<_t) — e—iwa(_t)a—lf(_t)

respectivamente, cuando 8 — 0, se sigue que

-r

/% XLE(N)dN — e /_6(—t)a_1f(—t)dt y /7 XTLE(N)dN — e—im/ (=)L f(—t)dt

-7 —€
respectivamente. En consecuencia,

1 1 1 eiﬂa _ efifra —€
— [ AN AN+ =— [ AL Sl — )L F(—t)dt
FO / D | o

2me 2me T 21 .

73
- 78‘5“5:)‘”) / o
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Por otro lado, se puede verificar que ciertas hipotesis impuestas a f, como tener un limite finito en el infinito,
es decir limy_, o, f(A\) = 0, conlleva a que la integral sobre 72 y 74 tiende a 0 cuando € — 0 y 7 — 0o respectiva-

mente. En consecuencia,

1 . sen(am) [ ,_
— FA 1f(A)dA—>T/O toLf(t)dt

211

Ahora bien, en vista del corolario 3.6.1, el resolvente Ry es una funcién continua de A y por (3.7) se tiene que

[|[Rx|]] = 0 si A = oco. Todo ello, conduce a la siguiente definicién.
Definicién 3.10. Sea T € B(X), y sea a € F. Para 0 < Re a < 1, se define

T = M/ LR, dt. (3.13)
0

™

En la literatura, la definicién 3.13 es llamada representacién de Balakrishnan para potencias fraccionarias
de operadores. En analogia con la transformada de Mellin(véase [12] cap. 10), para una funcién f definida sobre

(0,00) se define la transformada de Mellin de f como

M(f (1)) = / et fo)r,

Podemos pensar en la representacién de Balakrishnan, como la transformada de Mellin del operador R; (como

funcién de t), es decir
T

T = M(Ry) :/ t* L Rydt.

sen(ma) 0

Asi, si consideramos la férmula de inversiéon de Mellin para el operador resolvente obtenemos que

c+ioco c+ioco T
R, :/ tTM(Ry)do :/ t7*——T%a,

—100 c—1i00 Sen(ﬂ-a)

donde ¢ es una constante llamada abscisa de convergencia*. Ahora bien, de la férmula de reflexién para la

funcién T" (2.11) se obtiene la férmula de inversién para el resolvente:

c+ioco
(tI —T) ' =R, = / [(a)T(1 — a)t~*T*da
en particular si t = 1, se obtiene
c+ic0o
(I-T7)"'= / I'(a)T(1 — a)T*da. (3.14)

Note que si X es un espacio de Banach de funciones analiticas complejas, y T : X — X, entonces (3.14)
puede ser evaluada usando el teorema de los residuos. El el Capitulo 5 veremos una aplicacién sencilla de esta

afirmacion.

4Esta constante determina el semiplano para el cual la integral converge, sin embargo, sobre ¢ no se garantiza la convergencia.
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Capitulo 4

Método Analitico de los Operadores

En este capitulo se analizan los fundamentos teéricos de método analitico de los operadores, objetivo principal
de esta tesis. Al igual que antes, y por simplicidad, para el andlisis del método consideraremos principalmente la

ecuacioén diferencial de segundo grado.

Hemos visto que si una ecuacién diferencial posee singularidades en diversos puntos, estos pueden trasladarse
al origen mediante algin cambio de variable. De esta manera, el origen es la singularidad més importante,
sin embargo, algunas ecuaciones que poseen singularidades en diversos puntos tienen una forma especial. La
importancia de estas ecuaciones radica en que sus soluciones son conocidas, y una amplia colecciéon de ecuaciones
pueden obtenerse de ellas mediante alguna transformaciéon o cambio de variable. La ecuacién méas importante
de este tipo es la ecuacion diferencial hipergeométrica con singularidades regulares en 0, 1 e co, que son las
singularidades mas comunes. Consideremos primero el caso de singularidades en 0 e co simultdneamente.

4.1. Singularidades en 0 e ©

Consideremos la ecuacién diferencial homogénea de segundo orden

V(2) +p(2)¢' (2) + q(2)(2) =0, (4.1)
donde p(z) y ¢(z) son funciones definidas sobre algiin dominio comun 2 C C, y supongamos que z = 0 es una
singularidad regular de dicha ecuacion.

De la definicién 1.5 y la discusién que precede al teorema A.5 se sigue que

p(z) =Y piz'yaz) = ) @

i=—1 i=—2

Por otro lado, si z = oo es una singularidad regular, en vista de la definicién 1.6, la funcién P(z) = % — Z%p (%)

debe tener un polo simple en z = 0, lo cual es equivalente a afirmar que zP(z) es analitica en 0.

Por otro lado,

I & — 1 p1 . D2
P =92 _ = i 1:2—7< _ —+ = +.. )
zP(2) Zizz_lpz O R R R
lo cual implicarfa que 0 = pg = p1 = ... = pp = ..., por lo que p(z) = £*.
Andélogamente,
1 1 1
2Q(z) = 2 (4q ()) =5 (Paatza o+ DT+ 4)

z z z z oz
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debe ser analitica en z = 0, lo cual conduce a que ¢(z) = qz;f. Por lo tanto, la forma ma&s general de una ecuacién

diferencial con singularidades regulares en z =0y z = 00 es
22" (2) + azy) (2) + bib(2) = 0, a,b. constantes (4.2)

La ecuacién anterior es referida en la literatura como ecuacién de Cauchy-Euler y es simple de resolver (véase

ejemplo 5.3).

Consideremos ahora el caso particular; una singularidad regular inicamente en el origen. Puesto que el método
de los operadores es un método unificador (trata simultdneamente con ecuaciones homogéneas y no homogéneas

a la vez) de aqui en adelante trabajaremos con la ecuacién no homogénea

U(2) + p(2)Y' (2) + q(2)¢(2) = F(2), (4.3)

donde p(z), q(z) y F(z) estén definidas en algiin dominio comin 2 del plano complejo F(z) # 0 y analitica.
Supongamos como antes, que z = 0 es una singularidad regular de dicha ecuacién'. Como en el método de
Frobenius, se propone una solucién de la forma 1 (z) = 2z*f(z), donde A es un pardmetro real o complejo por
determinar y, donde f(z) es una funcién analitica en 0.

Sustituyendo en la ecuacién (4.3) se obtiene

A1)+ 20 (2) A = D2 F(3) 4 () () + AP () + ()2 () = F(2)

o bien,
A (2) F AT 2 () f(2) F AN = 1222 4 A2 Ip(2) + q(2)20) f(2) = F(2). (4.4)

Dividiendo a ambos miembros de la igualdad anterior entre z* se obtiene la ecuacién diferencial

2\ AMA=1)  Ap(z _
e (2ape) e+ (TR 2 ) 1) =G (@5)
Por otro lado, puesto que
22 20 =, 2 +p ;
= +p(z) ==+ = TP N
i=—1 o =0
y
AA=1)  Ap(2) A — 1 =
52 + 2 +Q(z) = + l_z;lpzz +l_z;2%
AMA=1) + Ap_1 +q-
= ( ) Qp LT 4=z 722712 + Z Qz

z
i=—1

M+ pa—-1)A+qo i i
o e YL D

z : .
=0 i=—1

A)
= ( + Z )‘pz+1 +Qz) ,

22
1=—1

donde p(A) = A2+ (p_1 — 1)A + g_2 = 0 es la ecuacién indicial 2, al sustituir las expresiones anteriores en la

ecuacién (4.5) se obtiene

£(2) + (”” : sz ) (p(+ > (Apist + i)z )f(z)—ww).

i=—1

ILa definicién de punto singular, es como en el caso homogéneo
2Del Capitulo 1, sabemos que las raices de dicha ecuacién, determinan la forma de las soluciones de la ecuacién homogénea.
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Sean A1, Ao las raices de p(A). Sin pérdida de generalidad, supongamos que A\; > Ag, si A\; — A2 es un entero,
entonces la segunda solucién es del tipo logaritmo. Para una raiz en particular, digamos A1, la ecuacién anterior

se puede escribir como
1)+ (24 (@) £+ () () = = M) (16)
donde o = 2X\1 +p_1, hi(2) = D ioo iz’ ¥y ha(2) = Y oo (Mipit1 + @)2"

La ecuacién (4.6), también se puede escribir como

ziadiz (”%) M hl(z)ﬁT(f) +ha(2)f(2) = 27 M F(2), (4.7)

en vista de la igualdad

14 (Zadﬂz)) 1 <df() . aldf<z>) _ @) adi(z)

2% dz dz dz? az dz dz? z dz

Za

Ahora se define un operador L como sigue:

L= /Zia (/ z"‘(.)dz) i (4.8)

donde la integral es indefinida. El dominio de L serd especificado méas adelante (véase Teorema 4.1).

Ahora bien, si Z%d% (zadfd—(zz)> es un elemento del dominio de L, entonces

() - 2 () )
_ /Zia(zaf’(z)ﬂomz
= f(z)—&—co/j—j—kcl,

donde ¢p, ¢1 son constantes. De manera que al aplicar L a ambos lados de la igualdad (4.7) se obtiene la

ecuacion
1 1
10+ [ % ([=meromeiee)a= [ ([ rae)ene o
donde fy(z) es la constante de integracién del operador L que satisface la restriccién
1
fo(z) =co+ 1 / Z—adz7 cp, c1 constantes. (4.10)

Por otro lado, si se define un nuevo operador A ( con igual dominio que L ) como sigue

A= /Zia (/ 2o (hl(z)dd(; + hz(z)(.)) dz> i (4.11)

entonces la ecuacién (4.9) se escribe en notacién de operadores como sigue:
(I+A)f(z) = Lz"MF(2) + fo(2).

Finalmente, si el operador (I + A) es invertible; es decir (I + A)~! existe, entonces la solucién de la ecuacién
(4.6) estd dada por
fR)=T+A)L2MF() + T+ A7 Hfolz).
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De la forma de la solucién f(z), es claro que la solucién de la ecuacién homogénea asociada ( solucién comple-

mentaria) estd dada por

fe(z) = (I+A)*1co+c1(I+A)*1/ziadz

con la solucion particular
Jol2) = ([ + A) LM F ().

Antes de estudiar las propiedades de los operadores L y A, discutiremos el caso més general.

4.2. Singularidades en 0, 1 e c©

Consideremos nuevamente la ecuacién (4.1) y, supongamos que dicha ecuacién posee singularidades regulares

en 0, 1 e co. El siguiente resultado establece que dicha ecuacién tiene una forma especial.

Lema 4.1. La ecuacidon diferencial mds general que tienen singularidades requlares en 0,1 e oo es la ecuacion

diferencial hipergeométrica
2(1=2)0"(2) + (c— (a+ b+ 1)2)¢'(2) — abyp(z) = 0,

donde a, b y ¢ son constantes.

Demostracion. En efecto, supongamos que 0 y 1, son singularidades regulares, entonces

A B C D E F
P(Z):;‘i‘m"‘])(z)}’Q(z):;"';'f‘m‘i‘iliz‘f'@(zh

donde P(z) y Q(z) son funciones analiticas tanto en 0 como en 1. Por otro lado, para que z = oo sea una

singularidad regular, se debe cumplir que la funcién

2 1 1 1 B 1 B 1 1
z oz z z z—1 z z—1 z z

B
—z"

debe ser analitica en z = 0. Ello implica que P(z) = 0, y en consecuencia p(z) = é + 1

1 Ez2 Fz 1
—(Cc2+D " 4L - Z
( GRS L ())

Q
D E F 1 (

Analogamente, la funcién

(w(2))

DI (R el s S

D n E +F—D +i
z—1 (z=1)2%2  z(z—-1) 22

- O+

debe ser analitica en z = 0, lo cual implica que F — D =0y Q(z) = 0, de donde

C
q(z) = Zj‘*‘

B"FL—FL_Q-F D _|_F_D+ E _£_|_ D + E
z (1-2)2 1-—2z 22 2(1—-2) 1-2z  (1-2)2 22 2z2(1-2) (1-2)?2

Por otro lado, la ecuacién indicial correspondiente a z = 0 esta dado por
4+ (pr—Dat+qgo=a’>+(A-1)a+C=0.

Sean a, ao las raices de la ecuacion indicial, entonces a;+as = 1— Ay C' = ajas. De manera anédloga, la ecuacion
indicial correspondiente a z = 1 esta dado por 82 + (B —1)8+e =0, porlocual 31+ B2 =1— By 13 = E.
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Finalmente, es sencillo verificar que la ecuacién indicial en z = oo estd dada por 2 +(1—A—B)y+C—-D+E = 0,

porlocual vy +7%2 =A+ B —1,y 1172 = C — D + E, y obtenemos asi la relaciéon
artaz+Bi+f+mnt+r=1

Usando estas identidades, podemos reescribir la ecuacién (4.1) como sigue

” l—ay—ay  1-01—pF2) , ajay | ajag + 12 — 172 152 B
w(Z)Jr( z L >¢(2)+<Z2 * z(1—2) +(1—z)2>w(z)0'

Si ninguna de las diferencias a; — aa, 1 — B2, 71 — 72, es un entero, entonces esta ultima ecuacion puede

simplificarse(después de un poco de dlgebra) como sigue

2(1=2)9"(2) + (¢ = (a+ b+ 1)2)¢(2) — aby(z) =

donde a, b y ¢ son constantes adecuadas, que es precisamente la ecuacion diferencial hipergeométrica. O

El lema 4.1, es importante, puesto que cualquier ecuacién con a lo més tres singularidades puede ser obtenida
de la ecuacién diferencial hipergeométrica mediante alguna transformacién de Moebius. En vista de este lema, si
la ecuacion diferencial

(1= 2)9"(2) + p(2)¢'(2) + a(2)¥(2) = F(2),
es tal que p(z) = >0 piz', y q(z) = D0, ¢;2", entonces dicha ecuacién posee una singularidad regular en
0, en 1, y posiblemente una singularidad regular en co. Si se propone como solucién ¥(z) = 2> f(z), un andlisis

similar al de la seccién anterior conduce a la ecuacién diferencial
o _
11+ (24 mE) 1)+ ha(2) ()~ 27() = M),

donde a = 2\ + p_1, hi(z) = po — 2\ + S0, pizt y ha(z) = X (U=A)+Mpoter 4 Yo oMpit1 + ¢;)z"

z

Reescribiendo esta ultima ecuacion obtenemos

1 d <Zadf(2))+h1( YT hayre) - -

2o dz dz

Ahora bien, si se define L como en (4.8), al aplicarlo a ambos lados de esta ltima ecuacién se obtiene

s+ [E([= (meL2 + taterse) -T2 ) ae) = [ £ [y + oo

donde fy(z) es como en (4.10). Finalmente, si de define

A= /Zia (/ 2o <h1(z)‘§2 +ho(2)f(2) — zd;( )> dz> dz, (4.12)

podemos escribir esta ecuacién en notacién de operadores como

(I+A)f(z) = LM F(2) + fo(2).

Pf(z)
dz?

=27 MF(2).

Nuevamente, si el operador (I+A) es invertible, la solucién de la ecuacién diferencial para f(z) estd dada por
f(2) =T+ A TLMFE(2) + (T + A) L fo(z),

donde (I + A)~1'fo(2) es la solucién general de la ecuacién homogénea y (I + A)~!Lz* F(z) es una solucién

particular.

Por el teorema 3.4, una condicién suficiente para que el operador (I + A)~! exista, es que ||A|| < 1, para

cierta norma definida sobre el dominio de A. Bajo estas condiciones se tiene

T+A)7" =) (A =T-A+ A - AP+ A* — 4 (-1)"A" +
k=0
En la siguiente seccion analizaremos las propiedades de los operadores L y A y les definiremos un dominio
adecuado.
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4.3. El espacio H,(G)

Sea G ={z € C:0 < |z| <1}, definimos un espacio de funciones analiticas como sigue
H(G)={f:G — C| f es analitica}.

En vista del teorema A.5, este espacio contiene a todas las funciones de la forma

flz)= Z arz”,

k=—o0

es decir, a las funciones que son analiticas en el origen®, funciones con polos de orden m € N(un nimero finito
de potencias negativas de z) y finalmente funciones con una singularidad esencial(infinitos términos de potencias

negativas de z).

Nuestra meta es considerar un subespacio de este espacio(que no incluya a las funciones con singularidades
esenciales), el cual contenga a las soluciones de ecuaciones diferenciales y dotarlo de una norma, de tal manera

que este sea un espacio completo.

De los resultados obtenidos en el Capitulo 1, sabemos que las soluciones de la ecuacion diferencial homogénea

V"(2) + p(2)¢'(2) + q(2)9(2) = 0

son de la forma
(z) = -3, ck2”, para puntos ordinarios.

¥(z)

P(z) = 2 Yoo cp2", siempre que \; — Ay ¢ Z. (4.13)
Y(z) = log(2) Yopey cr2”, siempre que A\; — \g € Z.

Para una ecuacién diferencial no homogénea, la situacién no es muy diferente, puesto que la solucién general de

la ecuacién diferencial
W (2) + pl2)P(2) + q(2)0(z) = F(2)
estd dada por

PY(2) = Ye(2) + ¥p(2),

donde 9.(2) es la solucién complementaria y, 1,(z) es la solucién particular que se puede hallar mediante algin
método. En resumen, la soluciéon de una ecuacién diferencial no homogénea con singularidades regulares es una
combinacién de las tres formas de soluciones dadas en (4.13). De esta manera, es suficiente construir un espacio

de Banach que contenga a las soluciones de la forma (4.13).

Para ello, sea v : G — R™ una funcién estrictamente positiva y continua llamada funcién de peso, definimos

el espacio normado
Hy(G) ={f € H(G) : [[f]lo = sup v(2)|f(2)] < oo}
ze
El siguiente teorema establece que H,(G) es completo para toda v.
Teorema 4.1. El espacio H,(G) es completo.

Demostracién. En efecto, sea {f,} una sucesién de Cauchy en H,(G), entonces

[|fro — fnllo — 0, siempre que n,m — co.

3 Aquellas funciones que tienen un singularidad removible en el origen
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En otras palabras, para ¢ > 0 dado existe N € N tal que si n,m > N, entonces
[ fn = fmllo = Sugv(z)|fn(z) — fm(2)| <,
zE

lo cual implica que |f,(2) — fm(2)] < 77 Asf, dado 2z € G fijo {fn(2)} es una sucesién de Cauchy. Sea
f(z) = lim f,(2) y sea K C G un subconjunto compacto. Por el teorema de Weierstrass v(z) alcanza un minimo
n—oo

en K, esto es, existe zg € K tal que v(z9) < v(z) para todo z € K. De esta manera,

fa(2) = fn(2)] < — < —

v(z) ™ wv(z0)

, para todo z € K.

Asi f,,(z) = f(z) uniformemente en K para todo K C G. Por tanto, f es analitica en G y se tiene que
v(2)|fn(2) = fm(2)] <
de aqui que cuando m — oo, se obtiene sup||f, — f|| <€, que es la convergencia en la norma ||.||, O
zeG
Para ver que las funciones del tipo (4.13) estdn en H,(G) para algin v, basta observar que si & = 2\ +p_1,

entonces

04—1:2/\1+(p—1—1)=/\1—)\2:5)\.
As{ podemos reescribir las funciones del tipo (4.13) en funcién de a y f(z) como sigue:
f(z) =27 Yookt st A — A ¢ Z.

f(z) =log(z) Y-pe, ckz”, siempre que A\; = Ao. (4.14)
f(2) = 2702307 ewzF4log(2) Yo pe k2, siempre que A; — Ay € Z.

Por ejemplo, para el primer caso, una solucién de la ecuacion diferencial estd dada por
o0 o0 o0
P(z) = 2N f(2) = 20N Z cpzt = MM chzk’ — N2 chzk
k=0 k=0 k=0

y si A1 = Ao una segunda solucién estd dada por ¥(z) = log(z) > o, ckz” como se querfa. Asi basta elegir
v(z) = |z|* para tener que

lim v(2)|f(2)] < o0

z

|z]—0

y puesto que se asume que el origen es la unica singularidad aislada de f(z) dentro de G, entonces debe tener

una norma finita; esto es

[ fllo = sup v(2)|f(2)]| < oc.
zeG

4.4. Los operadores L'y A

De la forma especial de las soluciones de una ecuacién diferencial, tenemos el siguiente teorema.
Teorema 4.2. FEziste zg € G y un subconjunto Go = {z € G : 0 < |z] < |z0| < 1}, tal que

1. L: H,(Gy) = H,(Gy) es continuo.

2. A: H,(Gy) = H,(Gy) es continuo.

9 (I+A) 1 =T—A+A2— A3+ A — 4 (-1)"A" + ..
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Demostracion. 1.- En vista del teorema 3.2 basta probar que L es acotado. De la discusién anterior, es suficiente

analizar el comportamiento de L con funciones de la forma

1) f(z) = i emz™, 2) f(z) =2 i emz™ y 3)f(z) =logz i cmz™.
m=0 m=0 m=0

Caso 1) f(z) = Yo _ycmz™. De la definicién de L se tiene que

1 N Zmt2
Lm: - a+m _
z /za (/z dz)dz midatmsl)’

donde por simplicidad las constantes de integracién se han asumido iguales a cero. Asi, puesto que

m+2 2

z
m+2)(a+m+1)

(m+2)(a+m+1)

2
“0
m+2)(a+m+1)

N

=Mﬂfﬂ |sdﬂfﬂ
‘ < <

para todo z € Gy, se sigue que

sup |2¢||Lz"| < K, sup [2%]]z™],
2€Go z€Go
2
donde Km = ‘WW‘ < 1, por lo cual HLZmHU < KmHZmHU para m = 0, 172

En consecuencia,

ILf (2l < KI[f(2)l|v, donde K = S%%{Km}-

Caso 2) f(z) = 2* Y7, cm2™. Puesto que

pAHE+2

LA™ =

A+m+2)(a+A+m+1)’

se sigue que ||LzA™|, < K, ||2M™]|,, donde K, =

< (>\+m+2)((3+>\+m+1) < 1 para toda m = 0,1, 2... Asi

ILf(2)]lo < K[[f(2)]lo, donde K = S%%{Km}-

Caso 3) f(z) =logz ) o _,cmz™. Se tiene que

1 log 2z 2m+aoa+3
Lz"logz = | — M log zdz | dz = - 2,
o /?a(/z %ZZ>Z <WH4Xm+a+D <m+m%m+a+nﬂz

De aqui que, ||Lz™ log z||y < K,||2™ log 2|, donde

(2m +a+3)z¢
(m+2)2m+a+1)

(m+2)(n3+a+1)

Ky = méX{Klm;KZm}7 Kim = | ‘ <ly Ko, = | 2| <L

En consecuencia,

LS (2l < K[f(2)l|o, donde K = S%%{Km}-

De todo lo anterior, se observa que para L : H,(Gy) — H,(Gp) podemos elegir un zy adecuado de tal manera
que ||Lf(2)|l. < K||f(2)||» para todo z € Gp; es decir, para todo 0 < |z| < |20| < 1, lo cual prueba que L es
acotado y por tanto continuo.

2.- Primero supongamos que A estd definido como en (4.11), es decir

A= / Zia (/za (hl(z)cil(g + h2<z)(.)> dz) dz
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donde hy(z) = Yoo gpiz' y ho(2) =Y oo (Apit1 + ;)2
Caso 1) f(z) = > o _ycmz™. Observe que

mz®TM hy (2) 4 22T hy(2)

2% <h1( )ddzi + ha(2)z ) = 2%(mz™ " hy(2) + ha(2)2™)

Zmp gotmtizl Z (Apig1 + g;) 2" Totm

=0 i=—1
= D lm+Npi+ g2
i=0

para toda m = 0,1,2,3.... En consecuencia,

AZ™ = / j—j (/ 2% <h1(z)d§;n + hg(z)zm) dz) i[(er Npi + qi—1] / jj (/ z“*’"*“dz)

=0

io: m+)\pz+% 1 Zm+i+1
(m+a+i)(m+i+1) '

=0

i, (1427l < Kol 27|, donde Ko = [$37% Gt 26y por lo tanto [|Af(2lle < K1 ()l
donde K =sup,,en{EKm}-

Caso 2) f(z) =2 >°_ cmz™. Este caso es andlogo al anterior, puesto que

d _ _
dfz)‘er =(m+ )\)z>‘+m L= Tamz ™ L
z

Caso 3) f(z) =logz> > _,cmz™. Se tiene que

dz"1
z* (hl(z)ZdZng + ha(2)2™ log z> = 2%hy(2)[mz" " og z + 2™ + 2™ log zha(2))
= (mlogz+ 1)z 1hy(z )—|—zo‘+m log zha(z)
o0
S (mlogz 4 st S (s + g log 2t
i=0 i=—1

- Z((m log z + 1)p; + (Api + qi—1) log z) 2" Totm=1
i=0
oo

- Z[((m + /\)pi + Qi—l) log z + pi]zi+06+m—1
=0

= Z[ai log z + p;]2",

i=0
donde a; = (m+N)p;+ g1 yri=i+a+m—1.

Por otro lado,

9(z) =/za (hl( )dsz—&-hg(z)zm) dz = Z@i/logzzmdwzpi/zndz
=0 1=0

o Sritl log z Sritl e Sritl
— ri+1 (r; +1)2 — it

- i R M R
— i i=0 (ri +1)2
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Asi
g(Z) = aj; / ri+l—«a — pi(r’i + 1) — Q4 / ri+l—a
—tdz = 1 ‘ d _ i d
/ po z ;ri+l 0g 2z z+; (e 1 1)2 z z
B i a; log zzmit2e Zrit2-a sz ri+1)—a; zrit?-e
o 1:0r1+1 +2—-a (ri +2—a)? pas (ri+1)? rm+2-—a
_ i a; IOg yoTit2—a Z [p rZ + 1 — az] ['I‘Z +2— a] [Ti + 1]0/2 Z”+27a.
— (ri+1D)(ri+2—a) 7“1—|—1) (ri+2—a)?
Ahora bien,
a; . (m+ Npi + i1
(ri+D)ri+2—a) (a+m+i)(m+i+1)
y
pi(ri +1) — a;][ri + 2 — ] — [r; + 1]a; _ piri + (i +2—a)—(ri+14+r,+2—a)a;
(ri +1)2(r; + 2 — @)? (ri +1)2(ri +2 — a)?

ali+1)—m?+i®+i— (pi +qi—1)(2i +2m +a + 1)
(i+m+a)?(i+m+1)2

si elegimos K,,, = méx{K1,,, Ko, }, donde

ri+2—a—m

’Z (m+M)pitgi—1 log ZOZ

i=0 (a+m+i)(m+i+1)

o Eoo a(i+1)—m?+i2+i—(Api+qi_1)(2i+2m+a+1) Srit2—a—m
i=0 (i+m~+a)?(i+m+1)2 20 4

obtenemos que ||Az™]], < K,,||2™]|v, para toda m.

En consecuencia,
1Af ()l < K||f(2)w; donde K = sup{Kp}.

meN

Finalmente, si A estd definido como en (4.12), solamente obtenemos un término extra a saber L (—zj—; f (z)),

que, por lo anterior, es continuo. Por ejemplo, para f(z) = anozo cm 2™, se tiene que

L(_Zj;ZM) =Lim(1—-m)z""") = m(l_m){(m1+;)?a_j;1+l)}

m(l B m) Zerl
(m+1)(a+m)

b

y para tener ||Af(2)|| < K||f(2)||, se debe elegir K = méx{K, Ko}, donde

m(l—m)

K= s e s m)

meN

oo

Ko = sup
meN ;

(m+ N)pi +qi—1 it
(m+a+i)(m+it+1)7°

Andlogamente para los otros dos casos restantes.

De todo lo anterior, podemos concluir que si A : H,(Go) — H,(Gyo) se tiene que ||Af(2)||l, < K||f(2)||» para
todo z € Go; lo cual prueba que A es continuo.
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1A

3.- Si se define ||A|| = sup ————— por el andlisis previo tenemos que
et (Go).f20 Il

1AF I < K[ f(2)]]o

por lo que ||A4|] < K. Basta pues elegir un z; adecuado de tal manera que K < 1y para este zp se tendria

||[Al|, < 1y, por lo tanto el operador resolvente (I + A)~! se puede expandir como una serie de Neumman. m

4.5. Representaciéon integral

En la seccién anterior, vimos como el operador resolvente puede ser expandido en una serie de Neumman para
0 < |z| < |20] < 1. Sin embargo, la relacién (3.14) proporciona una segunda representacién para dicho operador,

como integral de linea, la cual estd dada por

1 c+ioco
(I+A)71f(2) = —/ L(s)I(1 — s)(—A)° f(2)ds, (4.15)

B 2mi c—100
donde f(z) es cualquier elemento del espacio de Banach H,(G), ¢ es una constante y donde

o sen(az)

s

/ XY — A7\, 0<Rea < 1.
0

En algunos problemas de valor inicial, es posible identificar una potencia fraccionaria del operador A como una
integral de orden fraccionario con limites de integracion 0 y z, y usando la teoria presentada en el Capitulo 2
podemos usar la representacion (4.15) para evaluar dicha integral. En general, el cdlculo de potencias fraccionarias

es muy dificil, por ello s6lamente cuando sea posible la emplearemos.
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Capitulo 5
Aplicaciéon

El propésito de este capitulo es mostrar la aplicacion del método de los operadores resolviendo una coleccién
de ejemplos importantes, asi como aplicar los argumentos y resultados establecidos en capitulos anteriores. Los
primeros ejemplos presentados son tomados de [15], justificando cada paso detalladamente.

En una seccién posterior se presenta el método de descomposicion, que es conveniente revisar, debido a que
guarda una estrecha analogia con el método que se estd analizando en cuanto a la forma de los operadores.
Para una buena introduccién y generalizacion del método de descomposicién para la resolucién de ecuaciones

diferenciales en derivadas parciales véase [5].

Al final del capitulo se presentan algunos ejemplos adicionales propios tales como: la ecuacién diferencial de
Legendre, de Hermite, de Jacobi, de Laguerre, entre otras. Estos ejemplos también son cldsicos y sus soluciones

pueden verse en [11]. Cabe mencionar que en la literatura todas aparecen resueltas con el método de Frobenius.

Se resolvera primero la mas simple de las ecuaciones diferenciales.

5.1. La funcién exponencial

La ecuacién diferencial de primer orden mads sencilla es

d
ﬁw(z) —w(z) =0,

la cual se puede resolver por integracién directa, proporcionando la solucién w(z) = cexp(z), donde ¢ es una
constante compleja. Para resolver esta ecuacién por el método del operador, se define L = [(.)dz, al aplicarlo
a la ecuacién se obtiene (I — L)w(z) = ¢, donde ¢ es la constante de integracién del operador L. Para este caso

c+/cdz+//cdz+///cdz+...
2 3 o

z z
c<1—|—z—|—+—|—...+n|+...)

A = L, y la solucién esté dada por

w(z) = (I —A)"te= ZAkC
k=0

2 6
= cexp(z), |z| < 1.

Consideremos ahora la ecuacion diferencial no homogénea d%w(z) —w(z) = z, para resolverla, basta observar que

la solucién particular estd dada por

> 2 2 2 2 2
wp(z):(I—A)_le=ZAk% = %+/%dz+//%dz+///%dz+...
2 .3 4

k=0
z z z

= e —-1—-2z |z/<1.
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Asi, la solucién general estd dada por w(z) = (co + 1)e* — 1 — z.

5.2. Funciones trigonométricas e hiperbdlicas
Consideremos la ecuacion diferencial

d2

@w(z) tw(z)=0 (5.1)

cuyas soluciones pueden ser obtenidas con la transformacién w(z) = e™#, las cuales estdn dadas por

w(z) = ¢g cos(z) + ¢1 sen(z) para el signo +

w(z) = cpcosh(z) + ¢y senh(z) para el signo - .

Si definimos L = [ [(.)dzdz, al aplicarlo a (5.1) se obtiene (I = L)w(z) = ¢ + ¢12. Para este caso A = L =
[ J()dzdz = ([(.)dz)?, entonces la solucién estd dada por

w(z) = (I + A) o + c12). (5.2)

Por ejemplo, para el signo + una primera solucion es

wio-artes S - ([ [ -]]]]]] )

k=0
) 22 LE_2
2 4! 6! T

= ¢y
0 22
= —1 —_—
COZ( ) %!
k=0
= ¢ocos(z), |z|<1

Andlogamente, la segunda solucién viene dada por

i -warie St - ([ ]]S ] )

k=0
o z V4
R e TR A T

o0 S2k+1
= a Z(_l 1

= (2k+1)
= csen(z), |zl <1

.. 2k 2k41 . .
De manera similar, puesto que cosh(z) = Y7 Gt Y senh(z) = 3727, GErmy Se obtienen los mismos resultados

con el signo negativo.

En el capitulo 2 se obtuvo la férmula

r 1
QD;VZH — (M + ) ZVJrH
C(p+v+1)

para la integral fraccional de orden v de zH(véase ejemplo 2.1). Esta férmula es ttil al momento de usar la
representacién integral del operador resolvente. En efecto, si se imponen las condiciones iniciales w(0) = ¢1, y
w'(0) = ¢z, entonces es posible definir L = [ [(.)dzdz = ([, (.)dz)? = oD; 2.
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La primera solucién (para el signo +) estd dada por
2 1 atieo —2s
wi(z) = (I+(oD:)%)cy = | I(s)I'(1 —s)(— oD.) **cods

1 a+i00 z—2$

= cyg—0 r 1)
05 ). PN =) pr—g5ds

1—35) _o
_ cojgjresg__k 15_28)>z :

Nk+1) _,, - (‘Uk
= OZ k' T—i—l)z <7‘esz__k1‘(z)_ o )
= cokz _k'! (Qk.)lz%

=0
= COZ(_
k=0

= ¢pcos(z).

Anélogamente, la segunda solucion estd dada por

wy(z) = (I+ (oD;?) 1z = % aa:ooo T(s)T(1—8)(— oD.) ¢ 2ds
1 [atioo L1-2s
= 01% L T(s)I'(1 - s)mds
= ¢ Zresg__k F(l ) 21728

—2s)
o k’“‘l) 1-2s
- 1§: m T(2k +2)

-1 k!
— Z )" L2k+1

K (2k+ 1)

i 2k+1
- T
Z (2k +1)!

= cpsen(z).

5.3. Ecuacién diferencial de Bessel
Consideremos la ecuacion diferencial de Bessel
Lo+ Lp+ (1- L) v =0 (53)
a2 T TV 22 =5 '

Esta ecuacion posee una tnica singularidad regular en z = 0, y la solucién estéd dada por

k 2\ 2k+v o (_1)k 2\ 2k—v
COZ T(1+ k)0 1+1/+k)() +clkzj T+ kI(1—v+k) (5) el <00

Si se propone 9(z) = 2> f(z), entonces la ecuacién indicial estd dada por A2 — v? = 0, cuyas raices son \; = v, y

A2 = —v. La ecuacién diferencial para el indice positivo de acuerdo a (4.6) es:
d? 2v+1d
1) )+ f() =
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que se reescribe como

e (2 s@) + 1) o (5.4

z2vtl dz dz

Asf L = [ &+ [22"+1()dz y, al aplicarlo a (5.4) se obtiene (I + A)f(z) = co + ¢1 [ =%+, donde A = L.

Finalmente, la solucién de (5.4) estd dada por

F(z) = (T+ A) (co—i-cl/ 2y+1> i 1)k A* (co—|—c1/2jjrl). (5.5)

=0

Para ¢y se tiene que

/ / w1, co /22”+2dz_ > ¢ (2)2
v+l T w+t2) 2t 4v+1) vH+1\2/) 7
2v+4
A2¢ — wHl,2g, Co / d
c 1/+1 /22”+1/ : dv+1)(2v +4) ) 22+ :
4
Cpoz

dv+1)(2v+4)4

- e (3)4
C2u+D)(w+2) \2/ 7
y en general (por induccién)

Co z 1

nlv+ 1) +2)(v+3)..(v+n) (2) "= 22I(n+ )I'(v +n+1) (%) n’

n —
ACO—

donde ¢y = Wluu) De manera que la primera solucién esta dada por

v v - - (_1)k 2\ 2kt
da(z) =2 h() =) (-1 ZF(l+k)I‘(1+y+k) (5) o <L

k=0 k=0

Si v ¢ N, entonces una segunda solucién puede ser obtenida aplicando el operador resolvente al segundo

término. En efecto, iterando obtenemos que

2dz c
A w1, —2vg, 4 z _ 1 2-2v
Cl —2v —2y/22”+1/ °T 2(—2v) J 2w+l 2(—21/)(2—2V)Z

_ w4 (3)2
B —2v(1 —v)\2/ "’

—2v dz c 24dz
A2e P = 1 / / w1 22wy, _ 1 /
Doy Ta—ay(1-v) ) ) 2 O@(—20)(1—v) ] 22+

2! 4-2v

16(—20)(1 — v)(4 —20)~

y en general se tiene que
—2v —2v
An C1z _ C1z

—2v nl(=2v)(1 —v)(2—v)...(n —v) (g) - n!(fu)(liu)@fy)...(nfy) (%)

2vz—2u

T T(n+ 1);(;+ 1—v) (5)271 )
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con ¢; = —v2Y*!. En consecuencia, una segunda solucién estd dada por
o —2v o _1)k 2\ 2k—v
= fo(z) = 2 (1) A - = ( () <1
Val2) =2 folz) = 2 k_o( yala— 2T+ k01— v+ k) \2 Il

Estas soluciones son las mismas que se obtuvieron con el método de Frobenius en la Seccién 1.4.3.

Por otro lado, para ver que la eleccién de las raices es irrelevante, elijamos la raiz con signo negativo(—v), de

dz oy
L:A:/ﬂiyﬂ/z 2+1(.)d2’.

Finalmente, de la ecuacién (5.5) para cg se tiene que

dz c 22~ co2? c Z\ 2
Ao = | == [ 2 epdz = —2 / = 5o = ey (3)
o /2_2”+1 /Z TS o ) T o2 -2 T 1-v) \2

dz c 24
A2¢ — Co / / 1-2v,2 0 /
T 2q_y) ) e ) T 2(1—1)(4—2v) ) 22+

= e 5)

la ecuacién (5.4) resulta

dz c 282
e — o / / 1-2v 4, _ 0 / d
CTRIA 2] A [T P 21— 2B _v) ) 2

_ % (2 ‘
- 6(1-v)(2-v)(3—-v) \2

en general se tiene que

Aleo = nl(1—v)(2-— Vs((JIS —v)..(ln—v) (§>2n - I(n+ 1)1"6(31 +1-v) (g)%

asi, la primera solucién estd dada por

_ _ i > —1 k 2\ 2k—v
R Y B A S e 1 IILT

para un adecuado cg.
De manera anéloga, una segunda solucién estd dada por

dz c

fa2(2) = (T + A) 'y / T = g, [+ A) T

Al iterar se observa que

AZ2V — 1 217211221/(12 _ 1 2 — 1 2211+2 _ 2211 1 (E)Q’
Z1-2v 2 ) 2= 2(2v 4+ 2) (v+1)\2

A2,2v — 1 / 1 /Z172uz2u+2dz _ 1 / 2 dz
2w +1) ) =% 422(v +1) ) -2

1 2v+4
422(r +1)(2v 4+ 4)

- o ()
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y en general

ncOZ2I/ B zQV Co (E)Qn _. 1 (7)277.4’1/
2v T onlv+ 1)@ +2)..(v+n) \2 T T+ DI(n+v+1) \2

para una adecuada eleccion de cy. Por lo tanto, la segunda solucion es

. VOO 122 i (—=1)k Py
Va(2) = 27" alz (1A= ZOF1+I<:) (1+1/+k)() <t

k=0

Estas son las mismas soluciones obtenidas con anterioridad, lo cual confirma que la eleccién de la raiz es irrelevante,
de aqui en adelante se elegira la raiz que facilite los cédlculos.

5.4. Ecuacion diferencial de Bessel no homogénea
Otra importante funcién de las denominadas especiales, la constituye la funcién de Struve de orden v,
denotada por H,(z) la cual estd dada por

o0 )k

2k+v+1
: <
Zr 5) k+y+)<2) |2 < o0

=0 2
v es la solucién particular de la ecuacién diferencial de Bessel no homogénea

2

TV + 1) + (1- %) v -

1-v v—1
27V

VG

La funcién de Struve puede ser obtenida usando el método de los operadores. En efecto, al resolver la ecuacién
de Bessel no homogénea, la solucién particular esta dada por

Hy(2)=(I+A)'L(z"*F(2)) = (I+A)7'L (z_yﬁrw 1))

21—1/
— / 2u+1/ 2v+1 _1dZ
VAl(3 +v)

B 21—V L 1

- ﬁr(g+u)(I+A) (2u+1>Z
27 1

- ﬁr(gw)(w%)(HA)

Ahora bien,

1 - z Z\2
AZ —_ 2V+1 2,3 — (7) ,
/22”+1/ 3(2v + 3) S+ 3 \2

A2, — / /2u+4 1 L5 z <E>4
2u+3 Z2vH1 3(2v + 3)5(2v + 5) B+ Hw+5)\2/ 7

Az = ! / dz /z2”+6 = ! Z’
3(2v +3)5(2v +5) J 22+l 3(2v + 3)5(2v + 5)7(2v 4 7)

J— ? z 0
OB Iw+ e+ Hw+D) (5) ’

y en general

A’z = ! . z (5)271 _ F(nf(g)l—‘(v—i—Q)z (f)%

N
ot
[SJEN]
s
e
R
—~
<
_|_
N~—
+
Dot
<
+
S~—
<
+
()
3
JF
=
S~—
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De donde
27V(I+ A~z 27V > FOE)T(v+ 2)z 2\ 2k
Hy(z) = , = : z
W= ey © VG +v>< ( ; i 10 ()
e 6 ()
_ z : =r(=)).
ZO I'(k g T(k+v+3) (2) VT 2
5.5. Ecuacion diferencial hipergeométrica confluente
Consideremos la ecuacién diferencial
(5.6)

2)"(2) + (e — 2)Y(2) — av(2) =

Esta ecuacién posee una unica singularidad regular en z = 0, y la solucién general estd dada por

_ - (a)n n 1—c - (a—c+ ]-)n n
Z) = CO; (C)nn'z + C1z T;Omz 5 |Z| < 0.

22 f(2), y la ecuacién indicial es A(A — 1) + ¢\ = 0, cuyas rafces son A\ =0y A =1—¢

Se propone ¥(z) =
Eligiendo A = A; = 0, la ecuacién diferencial (5.6) estda dada por

d? d d
I+ S fE) — L) - 2f(=) =0,
la cual se reescribe como L d p p
C a R
i (210 - (L0 + 2) =0 (5.7

Si se elige L = [ 92 [2¢(.)dz, entonces A = [ 9 [2¢ (L () + 2()) dz y, la solucién de (5.7) estd dada por

F2) = T+ A)! <c0+c1/f’f) 3 (Ctal <c0+c1/ff).

Al iterar se observa que
dz
Aco—/ / co z—coa/ /”1dz—co Z,

a(l +a) / 2Tldz

Oc(c+1) 2
a(l+a) ,

“ 2¢(c+ 1)2 ’

C

ZC

Azcoz/@/z (cof+fco z)dzfco 1+a/ / =

3, _ a(l—f—a)/@/ c _afa+1)( a—|—2/ /c+1

Aco—0020(0+1) p 2°(2z4az)dz = ¢ (et 1 dz
ala+1)(a+2) 4

co—— 22—

%6c(c+ 1)(c+2)

)

y en general se tiene que

A — 6 ala+1)(a+2)...(a+n—-1) M, (a)nzn
O Onlele+ (e +2)(c+n—1)" ’
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obteniéndose con ello la solucion

bi(x) = () = (T - A) co—cO2< o<1,

C

De manera similar, si se elige c; = 1 — ¢, entonces

Acl/ /dz/ (1—-¢)z74az"%dz = a—c—|—1/ /dz

- 1
Zlac—i—

2 ¢
a—c a—c a—c 22
Azcl/% - T’?/%/ZC((Qfc)zlfwazlﬂdz _ ! ;(;)E . +2) -
B (a—c—l—1)(a—c—i—2)z3_C
22-¢)(3-1¢)
et Da—ct2)
22-¢)(3—c¢) ’
y en general
cl/— la—=c+1)(a— +2)...(a—c+n)znzzl_cwzn
nl2—¢)3—¢)...(n+1—c¢) (2—¢c)n ’

obteniéndose la segunda solucién

) = )= 270 3 G e,

n=0

|z| < 1.

5.6. Ecuacién diferencial hipergeométrica
Consideremos la ecuacién diferencial hipergeométrica

2(1=2)9"(2) + (¢ = (a+ b+ 1)2)¢(2) — aby(z) =

con singularidades regulares en 0, 1 e co. La solucién general alrededor de z = 0 esta dada por

. (a’)”(b)n n 1—c . (Cl —c+ l)n(b —c+ 1)7’), n
= N 1.
z) =cop 7;:0 (@unl 2"+ 1z nEZO @ = oy 2"z <

Si se propone v(z) = 2*f(z), entonces la ecuacién indicial es A(A — 1) + Ac = 0, cuyas raices son \; = 0 y

A2 =1 —c. La ecuacién diferencial para A = 0 de acuerdo a (4.6) es

d2 d d b d2
22+ f@f@ —(a+b+1)——f(2) - %f(z) ~253

la cual puede ser escrita como

f(z) =0,

S (ar@) = (0 b+ 010 + Lot + 21 1)) =0

z¢dz

Para este caso L= [ 9 [2°()dzy A= [£& [2° (a—l—b—&-l)%—&—%(.)—&—z%(.)) dz, de donde

Fz)=(I—A)! (co+cl/ > ZAk (co+01/dz>.

60




Capitulo 5. Aplicacidn

Al iterar se observa que

Acy = coab/ %/chldz = coa—bz,
z€ c

b [ dz ab coa(a+1)b(b+1) [ z¢Tt coala+1)b(b+1)
A2 — Coa /7/ c 1 - — 0 / — 2
co ; el I (a+b+1)+ 7 dz et D) poe dz 2e(c+ 1) 2,

/ / ( +b+1)z+ﬁz +2z>d :/ /z (a+b+1)z + abz + 22)dz
(a+2)(b+2/ /cﬂdz

(a+2)(b+2) 4

- 3(c+2) =
A — ala+1)(a+2)b(b+1)(b+2) 3
0 Ble(e+1)(ec+2) ’
y en general
A — ala+1)(a+2)...(a+n—1bb+1)(b+2)...0+n—1) o (a) (b)"zn
0 0N

nle(c+1)(c+2)...(c+n—1) n!T(Lc)n

de donde (con ¢y = 1),

De manera similar, puede verificarse que la segunda solucién estd dada por

1—c 0 o o
fae) = (1 - 1AL ooy e Ul Dy oy

— — |
1—c oy (2—c)pn!

Para hallar las soluciones alrededor de 1, basta observar que la ecuacién hipergeométrica se puede escribir

W(2) + (C + “b_c“) V(2) + (Z“bl - ab) ¥(z) =0

como

z z—1 z

o bien

g (- 0 ) + S+ (2 - 2wt =0,

El cambio de variable u = z — 1 permite escribir

1 d adb_ctl d ab ab
e () + e+ (22 ) v =0

z p— — 2 .
ASIL = [ [ut™= e Oduy A= [ [uatbetl (uilﬁ(.) + (2 - u“—fl)()) du, que proporcio-
nan las soluciones

%01(2):;%(1—2) y ¢a(z) = (1 —2)7%" bZZ:Z—b—i—lin(l_z)n7 1—zf <1

Finalmente, para la singularidad en el infinito basta hacer el cambio de variable u = % y se procede igual que

antes.
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5.7. El Método de descomposicion

El método de los operadores que hemos presentado aqui, retoma las ideas del método de descomposicién de
Adomian el cual es también un método reciente empleado principalmente en la resolucién de ecuaciones difer-
enciales en derivadas parciales. La versién que se presenta aqui es adaptado de [3]. Para més detalles sobre el
método de descomposicién véase [5]. La razén por la cual se presenta este método es debido a que las ideas son
simples y no se requiere de teoria extra, ademas de guardar una estrecha analogia con el método de los operadores

en cuanto a la forma de los operadores.

Dada la ecuacién diferencial homogénea

V(2) + P(2)¥(2) + Q(2)¥(2) =0, (5-8)

I'P()d= g6 ohtiene

al multiplicarlo por e
ef P(Z)dz’ll)//(z) + P(z)er P(Z)dZ’LZJ/(Z) + Q(z)er P(Z)dz’l/J(Z) =0,

la cual se puede escribir como

(e L 0) + Qe PO () =0

o bien

£ (Mo g0)) + et =o.
Cuando p(z) y ¢(z) son analiticas la ecuacién diferencial es llamada forma autoadjunta y si ciertas condiciones
de frontera son impuestas a ¥(z) con ¢(z) = Ah(z), donde A es un pardmetro real o complejo, entonces dicho
problema es conocido como problema de Sturm-Liouville. Este problema es unos de los mas estudiados den-
tro de la teoria de ecuaciones diferenciales, debido a sus aplicaciones, principalmente en fisica. Su importancia

radica en que da origen a la teoria de los eigenvalores y eigenfunciones, y en general a la teoria de la ortogonalidad.

En un caso més general, la ecuacién (5.8) dependiendo de P y @ puede ser escrita de la forma

d d d d?
h — J— —_— =
O (306 ) - R (50 0, G306 ) =
donde R contiene al resto de los términos de la ecuacién diferencial que no figuran en la primera parte y el signo

menos es tomado por conveniencia. Si se define L = h(z)d#‘lz(p(z)d%(.)), el método de descomposicién consiste

entonces en hallar una inversa de L para transformar esta tltima ecuaciéon en una ecuacién integral. Observe que

o= e

una inversa derecha de L estd dada por

sin embargo, observamos que

-1 _ Aty e d o on Dy o [T e
rinie) = [ [ b e ) = [ e Lol
= [ Gr—sowo) [ 2
= U = v =200 0) [

esto es, si 1¥(0) = 0 = 1'(0), en realidad L~! es el candidato ideal para la inversa de L. Desde luego, el método

asume que 1/p(t) es integrable en una vecindad del origen. Para este caso se tiene que

, 7 dt 2odt [t ody
b(z) = (0) - p(0)'(0) / Tt / ol / o
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una ecuacién integral de Volterra que puede ser resuelta por el método de aproximaciones sucesivas (o método

iterativo de Picard), y cuya solucién estd dada por

dt

oL (5.9)

= i(2), donde () = ¥(0) — p(0)y)'(0) / Z
k=0 0

Presentamos a continuacién algunos ejemplos de aplicaciéon de este método. Consideremos, por ejemplo, la

ecuacion diferencial hipergeométrica
2(1=2)9"(2) + (¢ = (a+ b+ 1)2)¥/(2) — abij(z) =

que se puede reescribir como

el (zciwz)) = 2247 (2) + (a+ b+ D)2 (2) + abih(2).

Para este caso se tienen que h(z) = z17¢ y p(z) = 2°. Ahora bien, si se asume que Re ¢ > 0, entonces 1/p(2) es

integrable en una vecindad del origen, y L~ L (z) = 1(z) — 1(0). Finalmente, si imponemos la condicién inicial
Yo(z) = 1(0) = 1, entonces la solucién estd dada por ¢(z) =1+ >~ | ¢x(z), donde

Pr(z) = L7HE"(2) + (a+ b+ 1)z (2) 4 abip(2))
/O Zi /0 U2 (2) 4 (a+ b+ 1), (2) + abibe_r (2)]dz.

/ozc/ + (a+b+ 1)2¢4(2) + abyo(z dz_/o Z/ o 1abdz_j

Po(z) = /OZC/ + (a+ b+ 1)2¢1(2) + abyp1(2)]dz
_ : (a+b+1) +(ab)22 "
L Z/ML |
2¢(c+1) ’

y en general se tiene que

n(z) = ala+1)...(a+n—=1)b0b+1)...b6+n— 1)2” B (a)n(b>nzn
e nle(c+1)...(c+n—1) o ’

obteniéndose con ello la solucién ya conocida.

Como otro ejemplo, consideremos la ecuacién diferencial hipergeométrica confluente

2" (2) + (e = 2)¢'(2) —ayp(z) = 0 (5.10)
que se reescribe como
d d
e (#4006 ) = )+ avle)

aqui p(z) y h(z) son como antes, y por lo tanto, la solucién estd dada por 1(z) = Y., ¥r(z), donde ¢hg(z) =
$(0) =1,y

) = L) + o (2) / = [ )+ v
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Asf gn(2) = [ & f5 27 26(2) + avo(2)]dz = 2z, ¥a(2) = [ &[5 27 [2(2) + a(2)] dz = 554522,y por

induccién
_alatl).(atn=1) ,_ (9o ,
n(2) = nle(c+1)...(c+n — 1)Z a n!(c)”z

que proporciona la solucién ya conocida.

Como puede observarse, en algunos casos el método de descomposicién proporciona una solucién analitica, ain
cuando las ecuaciones posean singularidades regulares, eligiendo adecuadamente los coeficientes de la ecuacién.
Sin embargo, no siempre es posible hacer esta eleccién, pues como mencionamos anteriormente, este método basa
su éxito en que 1/p(z) es integrable en una vecindad del origen. Por ejemplo, consideremos la ecuacién diferencial
de Bessel

d? 1d v?
TV + 1)+ (1= 5 ) vl =0
que se reescribe en la forma

22 (@) = (£ - 1w

zdz

Para resolver esta ecuacién es necesario modificar el método. Para una solucién véase [3].

5.8. Otros ejemplos

Finalizamos este capitulo presentando unos ejemplos adicionales, los cuales fueron resueltos usando el método
de los operadores. Puesto que los célculos son como en los ejemplos anteriores, no ahondaremos mucho en los
detalles.

Ejemplo 5.1. La ecuacion diferencial de Bessel (con v =0) es de la forma
1
V() + S () () =

Para este caso L = [ % [z() y A= [ [ 2(.)dz, que proporcionan la solucion ¢(z) = Jo(z) = 3 ey 7((@); (
|z] < 1.

Ejemplo 5.2. Consideremos la ecuacion diferencial
Y'(2) —(z) =322 — 2 + 4.

Como vimos en la Seccion 5.2, la solucién de la ecuacion homogénea (conA =L = [ [(.)dzdz) estd dada por

e(2) = co cosh(z) + ¢1 senh(z), y por lo tanto, la solucion particular es

2t 28 A1t —1.3
Up(2) = (1= A)ILEB2" =2+ 4) = (T = A)7 (—+222>=(I -7

)
-2 2(I — A)

Ahora bien, puesto que

(I—A)124  6(I— m—
4

52
h(z)— = —1
(cos (2) 5 ),
S2kF1

_A)T 18 _ 22k .
% => BRI = =senh(z) —z y 2(I — A)" 22 =45 72, Gt = 4(cosh(z) — 1), se sigue que
2

Yp(z) =6 (cosh(z) . % — 1> — (senh(z) — z) + 4(cosh(z) — 1) = 10 cosh(z) — senh(z) — 322 + 2z — 10

siempre que |z| < 1-
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De manera similar, la ecuacion
U"(2) = 1(2) = sen(Az)

tiene la solucion particular

- -1 _ sen(Az 1 1 -H"
(I —A)'Lsen(\z) = W(I —A)lsen(\z) = —%) (1 2 + N + ()\22 + )
__sen(Az) 1
a A2 1+ 5
__sen(\2)
A2+

siempre que [N\ <1y |z| <1.
Ejemplo 5.3. La ecuacion diferencial
2P (2) +azy’ (2) + by(2) =0

donde a, b son constantes, es llamada ecuacion de Cauchy-Euler. Para resolverla se propone ¥(z) = 2> f(z). Al

sustituir resulta la ecuacion

22 +a AA=1)4+ar+b
)+ 2

f(2) f(z) =0.

Asi, la ecuacidn indicial es (A — 1) +aX+b =0, con raices A = 1raty(17a)~db W. Con \ = LZetV1za)7—4b W, la

ultima ecuacion obtenida se reescribe como

1d/(,d
s (z de(z)) =0, donde a =2\ + a.

Si se define L = [ g—i [ z*(.)dz, entonces la solucién estd dada por

f(z) = folz) =c1 + ¢ j—z

Ahora bien, si (1 —a)? = 4b, entonces a = 2\ +a = 1 —a+a = 1, por lo que la solucién es de la forma

f(z) =c1 + calog(z).

V(1—a)2—4b
2

De esta manera, si = las soluciones de la ecuacion de Cauchy-FEuler pueden escribirse como

ZliTa[clz” + coz7H] si (1—a)?>4b
P(z) = 273" 1 + ealog(2))] si (1—a)?=4b
277 [e1 sen(pulog(2)) + c2 cos(plog(2))]  si (1 —a)? < 4b

en vista de las identidades 2" = exp(iylog(z)) y exp(iy) = cos(y) + isen(y).

Ejemplo 5.4. Consideremos la ecuacion diferencial
P"(2) +e*Y(z) =0

Para este caso L = [ [(.)dzdz y A= [ [ e*(.)dzdz por lo que una solucién estd dada por

B ; 622 eSz _1)nenz e -1 k ;
P(z)=T+A)e=c <1 —e’ 4 CIERREIE + ..+ ( (n)!)? + > = ckz_% ((k!))2 ek
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k
1) (Z)2k+y con v =0 se obtiene

Observe que de la igualdad J,(z) =Y 1 rarranTm

> 2 X (—=1)F s2\2
:z:: 1+k ()k: ((k;!l))Q (§)k

k=0

27 - e - s - -z Zz
de esta manera podemos escribir la solucion anterior en términos de la funcion de Bessel como ¢(z) = cJy(2e2).

Para resolver la ecuacion no homogénea
P(2) +eh(z) = €*

basta observar que la solucion particular estd dada por

€2Z €3Z (_1>nenz
+ + ...+

CIERREIE T + .= —Jo(2e3) + 1.

Up(2) = (I + A)"Le* = (I+ A) e = ¢* -

Ejemplo 5.5. La ecuacion diferencial

2" (2) + (a+1=2)9(2) +ny(z) =0

donde « es una constante y n un numero entero positivo, es conocida como ecuacion diferencial de Laguerre
de orden «, el cual tiene una singularidad regular en el origen. Observe que esta ecuacion es un caso particular

de (5.7) conc=a+1 ya=—n, porlo que la solucion estd dada por
o @k g e
= CokZ:O Ll C)kz —COI;J k!(a+1)kz

Por otro lado, (—n); = (—n)(-n+1)(-n+2)...(-n+k—1) = (-1)*n)(n—-1)...(n—k+1), ysik=n+11la
serie es finita y se obtiene como solucidn el polinomio

i n—l) (n—k—&-l)zk.

(o + 1)

De la definicion del coeficiente binomial

<n> B n! ~nn—1)..(n—k+1)
k)T R ]

podemos escribir la solucién como(eligiendo ¢y = n!)

N - (')2 :
n|kzo 1)k<k> a+ 1) z;) E)Klo+ 1) a

si o =0, entonces (1) = (1)(2)(3)...(1 + k — 1) = k!, por lo que

L0(2) = L (2) :n'i(—l)k<n> 2k :i (n!)? "
mE T TR R (a4 D T g = R

k=0

Los polinomios L (z) son conocidos como polinomios de Laguerre de orden c.

Ejemplo 5.6. La ecuacion diferencial

(1= 2%)0"(2) — 229/ (2) + n(n + 1)y (2) = 0.

donde n es un numero natural, es conocida como ecuacién diferencial de Legendre. Observese que z = +1
son puntos singulares requlares, y el origen es un punto ordinario por lo que para el origen o = 2\ +p_1 = 0.

Reescribiendo la ecuacion

¥ (2) = 229" (2) + n(n + 1)(z) — 2%9"(2) = 0
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seeligen L= [ [()dzdz=y A= [dz [ (22(1%(.) —nn+1)(.)+ z2§(.)> dz.

Al iterar se observa que Acy = w 2 = dy22, donde dy = w

Ay :dg//((2z)2 —n(n+1)2% +22%)dzdz = dg/dz/ —n(n+1))z%dz

Tl+3 n72)d0 4
3x4
[n(n =2)[(n+1)(n+3)] 4

= 1 24 =dy 2t

Acy = d4//(8z4 —nn+1)2* +122Ydzdz = dy /dz/ 20 — n(n + 1))z*dz

TL+5 )d4 6
5*6
_n(=2)(n = D][(n+1)(n +3)(n +5)]
6! ’

y en general por induccion

n(n—2)(n—4)..(n — 2k +2)][(n+1)(n+3)(n+5)...(n + 2k — 1)] L2k
(2k)!

AkCo = (_)k

obteniéndose con ello la solucion

> nn—2)(n—4)..n—2k+2)][n+1)(n+3)(n+5)....n+2k-1)] ,
:z::(_l)k[ ( )(n—4)..( + )][((2];;! J(n+3)(n+5)...(n+ N 2

vdlida en el disco |z| < 1.

De manera andloga, la sequnda solucion (I — A)~teiz estd dada por

B = [(n—=1)(n—3)(n—>5)..(n—2k+ D][(n+2)(n+4)(n + 6)...(n + 2k)] 9511
= z;)(—l)k 2kt 1)l 2kt

siempre que |z| < 1.

Ahora bien, puesto que n es un entero positivo, Y1 (z) se reduce a un polinomio de grado par sin es par y la
serie 1o(z) es infinita. Por el contrario, si n es impar 2(z) se reduce a un polinomio de grado impar y la serie

¥1(2) es infinita. En resumen, una solucion estd dada por el polinomio

n/2
B wknn—2)(n—4)..(n — 2k +2)|[(n + 1)(n + 3)(n +5)...(n + 2k — 1)] 2%
o bien
(n+1)/2
B [(m=—1)(n—=3)(n—=5)..(n—=2k+ D][(n+2)(n+4)(n+6)...(n + 2k)] 1
Pn(Z) = ];) (*1)]C (2k—|—1)! 22k

Los polinomios P,(z) son conocidos como polinomios de Legendre'. Dichos polinomios pueden obtenerse

usando la formula de Rodriguez

n

2 n
P =g 2 (1) G4 he - 1 = e -

k=0

1En la literatura estos polinomios aparecen normalizados
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Ejemplo 5.7. Consideremos la ecuacion diferencial de Hermite

P"(2) = 229 (2) + Mp(2) =
donde A es un pardmetro real o complejo.

Si se define L = ffdzdz entonces A = [ [(224L(.) — A(.))dz. Al iterar se observa que Acy = =522,
A2¢y = *)‘CO [ [(4z? Ndz = #24, A3cy = 7>‘(4 A) [ [(22)(423) — X2*)dz = WZG Yy, en
general

APey = “A4 =B —=N)...(4k—-1)=N) L2k

que proporciona la solucion

" _CO< A4 — \)(8 — /\)...(4(k:1))\)22k>'

Andlogamente, la sequnda solucion estd dada por

(2= N (6= A)(10 = A)..(2(2k — 1) = N) 90y
wQ(Z):Cl (Z-‘rz:l( )( )((Qk-i-?[)'( ( ) )Z kit ) .

Ejemplo 5.8. Consideremos la ecuacion diferencial de Jacobi
(1= 2)0"(2) + (B—a—(a+B+2)2)¢/(2) + n(n+a+ B+ 1)y(z) =0,
donde a, B son constantes y n un entero positivo.

Eligiendo L = [ [()dzdz y A= [ [((a+B8+2)z+a—B)(.) —n(n+a+B+1)(.)+ 22%(.))dzdz se puede
verificar que las soluciones estdn dada por los polinomios de Jacobi

= (—n 1 -1\" = (—n — 1—2\"
Pﬁa(z):;( )k(r(z1++a+)ka+ﬂ)k <z2 ) y POHB(2) = 2% (s 1) Z al —natklw) ( 2z> _
=0 _

Por otro lado, si a« = 8 =X —1 la ecuacion diferencial de Jacobi se reduce a

Y(2) = (22 + 1)2¢)'(2) + n(n + 20)9(2) = 2°¢"(2) =

. ce . . . oA=L
que es conocida como ecuacion diferencial de Gegenbauer, la cual tiene por solucion Py,

1
20 2

(z), conocidos

como polinomios de Gegenbauer.

Ejemplo 5.9. Consideremos la la ecuacion diferencial

229" (2) 4 (az + b)Y (2) = 0,
donde a, b son constantes.

Al proponer la solucién de la forma (z) = 2> f(2) resulta la ecuacion indicial A\(A — 1) + b = 0 con raices
A= lj:\/l 4b CCon )\ = 1+/1-4b
= 2

= v se obtenemos la ecuacion

5 (g0 + 2o -

Zl/
De esta manera L = [ %2 [22()dz y A=a [ % [2**71(.)dz dando como solucidén (véase [11] pdg 159. )
U(z) = 27J,(2v/az)

donde J,(z) es la funcién de Bessel de primera clase de orden v.
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Hasta ahora solamente hemos considerado ecuaciones diferenciales de segundo orden, sin embargo, el método
de los operadores se puede generalizar para resolver ecuaciones diferenciales fuchsianas de orden n, por ejemplo,
consideremos la ecuacién diferencial

U"(2) +p(2)9"(2) + q(2)9'(2) + r(2)¢(2) = F2]

donde p(z) = Ypo_ pkz", q(z) = Yoo o aqez®, r(2) = Y _smk2®, y F[z] una funcién analitica en algtin
dominio 2 C C. Bajo estas condiciones el origen es una singularidad regular. Se propone la solucién de la forma
Y¥(2) = 22 f(2). Al sustituir en la ecuacién y simplificar se obtiene la ecuacién diferencial

p(\)

B+ (2pa =3t e hg(Z)) F(z) + (Zg + hg(z)> f(z) = 27*F[2]

22

7+ (2 me) e+
donde a = 3\ +p_1, hi(2) = S50 o p2®, ho(z) = 2FEL L 52% 10Ap11 + ai)2F,
p(A) =AA=1)A=2) + AA = 1)p_1 + Ag—2 + 13

AA = 1)po 4+ Ag—1 +7_2 n AN —Dp1 +Ago +7_1
22 z

ha(z) =

+ Z[)\(/\ — Dpry2 + Aqrr1 +7r1)2"
k=0

Observe que h; es una funcién analitica, ho(z) tiene un polo simple y hs(z) tienen un polo doble (para ecuaciones

de segundo orden se tenfa hg = 0).

La ecuacién indicial p(A) = 0 determina las soluciones. Sean A1, Ay y A3 las raices, para un indice en particular
digamos A = A1 la ecuacién anterior se reduce a

3)\2 + (2])_1 — 3)A +q—2
22

P+ (2 mE) e+ #ha(2)) £16) + ha(2)f(2) = 2 FL

que se puede rescribir de la siguiente manera

1d (z“ d%f(2) d?f(z) . (3)\2 +(2p_1 —3)A+q_»

df (2)
2% dz dz? >+h1(z) dz? 22

+ hg(z)) P + h3(2)f(2) = 272 F[2].

Ahora bien, si se elige L = [dz [ ‘Zi—j [ z*(.)dz, entonces la ecuacién anterior se escribe en notacién de
operadores como sigue:
(I +A)f(2) = Lz Fl2] + fo(2),

B dz o () 3N+ (2p-1 —3)A+ g2 d(.)
Af/dz/z—a/z {hl(z) 57 +( i +h2(z))ﬁ+h3(z)(.) dz

donde

v, fo(z) =co+ciz+c[dzf g—j. Finalmente, la solucién esta dada por

f)=T+ AL AF 2]+ (T4 A) 7 fo(2).
Observe que si z es un punto ordinario, entonces L es simplemente el operador integral compuesto consigo
misma tres veces.

Ejemplo 5.10. Consideremos la ecuacion diferencial

U"(2) = 229" (2) + (a + b= 1)z (2) — aby(2) = 0,
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donde a,b,c son constantes. Esta ecuacion tiene las tres soluciones (véase [11] pdg 4068.)

oo

n(z) = Z a(a — 3)(a —6).. (a—3/€+(§3€b)(!b 3)(b—6)...(b — 3k + 3) B[] < 00
= (a—1)(a—4)...(a—3k+2)(b—1)(b—2)...(b — 3k +2 1

Z):Z+Z( )a—4)..( (gkzr(m )(b—2)...( + )23k+7 2] < 00

s (2) = % N (a—2)(a— 5)...(@—31@(—;/{1:_(172; 2)(b—5)...(b — 3k + 1)23’“‘2, 2] < 00

k=1

Las soluciones anteriores pueden obtenerse como sigue: puesto que el origen es un punto ordinario se sigue

que L= [ [ [(.)dzdzdz y
///[ =t 1—“—b)ﬁ%-)+ab(.) dzdzdz.

Con estos operadores las soluciones estan dadas por

v(z) = (I -4 (CO +eoz+ CzZ;) = (- A) e +a(l - A) 7+ 21— 47

Por ejemplo, para co, Acy = coab R

b d
Alcy = coa /// d2 1—a—b)zdf( %) + abz’|dzdzdz
_ Coab///6+3 |~ a—b) + ab]Pdededs = QN30 =3) 6

6!

a(a 3)(a—6)...(a— 3n+3 b(b 3)(b—6)...(b—3n+3) 23n

y, en general A™c como se esperaba.

Observese que con el método de los operadores es sencillo resolver la ecuacion no homogénea

2 2'3 o

U(2) = 20(2) + (a+ b= D)2t/ (2) —abh(z) = 1+ 2+ o + o+t o
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Conclusiones

En esta tesis se analizé un novedoso método para la resolucién de ecuaciones diferenciales fuchsianas y, como
se observé en el Capitulo 5, con los ejemplos presentados, el método del operador proporciona muy buenos resulta-
dos, ademds de ser un método unificador que resuelve ecuaciones homogéneas y no homogéneas simultaneamente
evitando asi el método de variacién de pardmetros que resulta en la integracién del wronskiano de las soluciones

complementarias, o el dificil cdlculo de la funcién de Green.

Aunque existe la restriccién |z| < 1, se sabe que las soluciones obtenidas son validas hasta la singularidad més
cercana de la ecuacién. Esto sucede por ejemplo con la ecuacién diferencial de Bessel, cuya solucion obtenida con
este método estd sujeta a dicha condicién, no obstante, en la literatura dicha solucién es valida para |z| < oo,
la singularidad maés cercana. La misma observacién vale para las funciones exponenciales, trigonométricas e

hiperbdlicas presentadas en este trabajo. De esta manera, dicha condicién no es tan restrictiva como parece.

Otro aspecto importante de este método es que también proporciona representaciones integrales de las solu-
ciones, sin embargo, este tema es dificil de abordar y para demostrar la convergencia de las integrales se requiere
de resultados de la teoria de expansiones asintéticas y del calculo funcional, por esta razén no se abordo. No
obstante, se proporcioné un ejemplo sencillo donde la potencia fraccionaria era facil de calcular usando las

propiedades de la integral fraccional discutida en el Capitulo 2.

Del método del operador se pueden resaltar dos puntos importantes:

1. En la literatura los operadores L y A en cualquiera de sus formas tratadas aqui, son en general operadores

no acotados si no se elige un dominio adecuado.

2. El hecho fundamental y en el cual el método basa su éxito, es la forma conocida y explicita de las soluciones

de las ecuaciones fuchsianas, lo cual conlleva a la construccién del espacio completo de las soluciones.

Algo que también se puede resaltar, es que este método no utiliza las soluciones de la ecuacién homogénea para
darle solucién a la correspondiente ecuacién no homogénea, sino que estd en funcién tnicamente de la eleccién

de los operadores L y A, lo cual evita complicados célculos.

En esta tesis también se proporcioné una forma explicita para la solucién de una ecuacién diferencial no
homogénea de coeficientes constantes como integral de linea que no aparece en los libros clasicos de ecuaciones

diferenciales (ejemplo 3.9).

Por ultimo, esta tesis también fue pensada con la finalidad de dar a conocer el método y ponerlo a disposicion de
los estudiantes de futuras generaciones y principalmente para aquellos estudiantes que encuentran cierta dificultad

con el método de Frobenius al manipular las series y hallar la férmula de recurrencia entre los coeficientes.
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Apéndice A

Conceptos de variable compleja

Sea zg € Cy e un nimero real positivo. El conjunto D(zg) = {z € C/|z—z0| < €} es llamado una e—vecindad
de zg. El conjunto D(zg,€) — {z0} es llamado una e — vecindad agujerada de zy. Un conjunto A C C es abierto
si para cada zg € A existe ¢ > 0 tal que D.(z9) C A. Un conjunto abierto A se dices que es conexo, si cada
par de puntos z1,22 € A se pueden unir por medio de una linea poligonal consistente de un ntimero finito de
segmentos sucesivos los cuales estdn completamente contenidos en A. Un dominio o regién es un conjunto
abierto y conexo. De aqui en adelante, un dominio serd denotado por 2.

Definicién A.1. Sea Q CC y f: Q — C, una funcion. Decimos que f es diferenciable en zy € Q) si
f/(ZO) = lm f(Z) - f(ZO)
Z—20 Z— 20

existe. Si f es diferenciable para cada zg € €2, diremos entonces que f es analitica en 2. Decimos que f es
analitica en zg, si f es analitica en D (z) para algin € > 0.

Una funcién analitica en todo el plano es llamada una funcién entera.

Uno de los resultados fundamentales del andlisis complejo es el llamado teorema de Cauchy el cual nos per-
mite probar que si una funcién es analitica en un punto zg, entonces es infinitamente diferenciable en zy. Este
resultado a su vez nos conduce al teorema de Taylor, que nos permite representar funciones analiticas como serie

de potencias convergentes.

Teorema A.1. Sea f:Q — C, una funcion analitica en 0 y continua en la cerradura de S, entonces

[ 1= =o.
c
donde C es la frontera de ).

Teorema A.2. Suponga que f es analitica en un disco abierto A\, y sea v una curva cerrada simple en /\. Para

feo) = 5 [ Hac

¢— 20
Probado que la integral puede ser diferenciada bajo el signo de integracion, llegamos a la férmula general

cualquier punto zg en el interior de

() () — L’/ i _
£ (z0) omi |, (Cizo)nﬂdg n=12,.. (A1)
Una serie de la forma
agt+a1(z—20)+ ... +an(z—20)"+.. = Zak(z — z)k (A.2)
k=0
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donde zy € C fijo, los coeficientes aj y la variable z son niimeros complejos es llamada una serie de potencias

centrada en zj.

Dos teoremas principales referente a series de potencias son los siguientes:

Teorema A.3. Para cada serie de potencias de la forma (A.2), existe un nimero R, 0 < R < oo llamado el
radio de convergencia con las siguientes propiedades:
1. La serie converge absolutamente para cada z con |z| < R, si 0 < p < R la convergencia es uniforme en el

disco abierto |z| < p.
2. Si|z| > R, los términos de la serie son no acotados y la serie es divergente.

3. En el disco |z| < R, la serie representa a una funcién analitica y la derivada de dicha funcidn puede ser
obtenida derivando término a término la serie. Mds aun, la funcion y su derivada tiene el mismo radio de

CONVETGENCia.

El disco |z| < R, es llamado disco de convergencia.

Teorema A.4. [de Taylor] Si f(z) es analitica en el dominio Q y zo € Q, entonces la representacion

z) = Z an(z — 2z9)" (A.3)

(n) . i ) .
donde a,, = fT(!ZO), es vdlida en cualquier disco |z — 29| < R, contenido en €.

Si zp = 0, la serie (A.3) es llamada serie de Maclaurin de f en 0, en caso contrario serie de Taylor de f

en zq.

El radio de convergencia de la serie de Taylor estd definido como R = inf{|z — z|/z € Q°} donde Q° denota
el complemento de ). Si una funcién no es analitica en un punto z = zp, pero es analitica en una e-vecindad
agujerada de zg, decimos entonces que zg es un punto singular. Un punto singular zg, se dice que es aislado si

ademds existe una € — vecindad agujerada 0 <| z — zg |< € de 2p en la que f es analitica.

El teorema de Taylor, nos permiten encontrar una expansién en serie de potencias convergentes, alrededor
de zp. Para f(z) cuando f es analitica en zy. Para una funcién tal como f(z) = %, el teorema de Taylor no
es aplicable en zy = 0. Para tales funciones existe otra representacién, llamada expansién de Laurent; esta
expansion es particularmente importante en el estudio de puntos singulares de una funcién y juegan un papel

fundamental en la teoria de las ecuaciones diferenciales.

Teorema A.5. Sea f una funcién analitica en un anillo de la forma 0 < Ry < |z — 29| < Rg < 00, entonces f

admite la representacion

-1 00
f(z) = Z an(z —20)" Z an(z — 20)" = Z an(z — 20)" (A.4)
n=—oo n=-—oo
donde a,, = ﬁ fIE 2o|=r Wdf, y R < r < Ry. Ambas series convergen absoluta y uniformemente en

cualquier anillo de la forma p1 < |z — 29| < p2 donde Ry < p1 < p2 < Ra.

De suma importancia es el caso R; = 0, pues en este se tiene que 2y es una singularidad aislada de f. La
parte que comprende potencias negativas de z — z es llamada parte principal y el resto es la parte analitica.
Consideremos los siguientes casos:

1. La parte principal es cero. En este caso decimos que zy es una singularidad removible de f, es decir

lim f(z) existe y puede considerarse f como analitica en z.
Z—20
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2. La parte principal contiene solamente un niimero finito de términos. Existe m € N tal que a_,, # 0 y
ar, = 0 si k < —m, decimos entonces que zg es un polo de orden m de f. Observe que si zg es un polo de

orden m, entonces (z — 29)™ f(z) estd definida en zp, méds aun, es analitica en z.

3. La parte principal contiene infinitos términos distintos de cero. En este caso decimos que zp es una singu-

laridad esencial.
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