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Agosto de 2010





A mis padres, Arturo y Maŕıa,
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Prólogo

El pronosticar algún fenómeno repercute en la toma de decisiones de una empresa y en
la planificación de recursos para una mayor y eficiente producción. Además de lo anterior
el conocer que suceso va a pasar en el futuro permite tomar ciertas medidas preventivas.

El realizar pronóstico conlleva desde entender la técnica que se esta utilizando hasta
saber los posibles costos que se generará al realizar esto. Claro esta que los datos que se
coleccionen deberán ser fiables ya que al momento de la construcción de algún modelo, la
predicción deba ser lo mas realista posible y además ser confiable.

Por lo cual en este trabajo de tesis el objetivo principal es realizar la predicción y la
comparación de estos para un conjunto de datos los cuales corresponden a las demandas
máximas mensuales de enerǵıa eléctrica proporcionados por la Comisión Federal de Elec-
tricidad. Son dos los enfoques estudiados para lograr tal objetivo, la metodoloǵıa de Box y
Jenkins para series de tiempo y el uso de las redes neuronales artificiales. Esta última ha
brindado soluciones a problemas en donde los datos presentan algún ruido o que se tengan
datos faltantes a la hora de resolver dicho problema. A continuación se describe de manera
general los puntos importantes de cada Caṕıtulo que esta conformada la tesis.

En el primer Caṕıtulo se revisan algunos puntos en la realización de pronósticos además
de discutir las diferentes técnicas que existen para llevarlo a cabo.

En el Caṕıtulo dos se revisa la teoŕıa de series de tiempo como son procesos estocásticos,
la definición formal de series de tiempo, los principales modelos, los criterios utilizados para
el buen ajuste de estos y finalmente el pronóstico.

Los modelos de redes neuronales, su estructura, las diferentes topoloǵıas y principal-
mente la revisión de las redes neuronales multicapa además del algoritmo backpropagation
y sus diferentes variantes se estudian en el Caṕıtulo tres.

El pronóstico para los datos utilizando los dos enfoques y la comparación se realizan en
el Caṕıtulo cuatro.

Finalmente en el Caṕıtulo cinco se muestran las conclusiones obtenidas en este trabajo.

Como punto final, para el análisis de los datos se utilizó el software estad́ıstico R project

[16] el cual se distribuye gratuitamente bajo los términos de la GNU General Public Licence
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y MATLAB c© que es un software la simulación matricial, espećıficamente el toolbox de redes
neuronales [6].



Caṕıtulo 1

Preliminares

Toda institución, empresa o el gobierno tienen que hacer planes para el futuro si desea
progresar o utilizar adecuadamente sus recursos financieros, para ello se requiere conocer el
comportamiento futuro de ciertos fenómenos con el fin de planificar o prevenir. Una plani-
ficación exige prever los sucesos del futuro que probablemente vayan a ocurrir. La previsión
a su vez se suele basar en lo que ha ocurrido en el pasado. Una técnica estad́ıstica para
hacer inferencia sobre el futuro con base en lo que ha ocurrido en el pasado es el análisis de
series de tiempo, es decir, uno de los problemas que intenta resolver ésta es la predicción.
Existen muchas áreas de la ciencia en donde se presenta este problema, por ejemplo, la eco-
nomı́a, f́ısica-qúımica, electricidad, telecomunicaciones, etc. Como alternativa para resolver
este problema, sin argumentos puramente estad́ısticos, se encuentran las redes neuronales
artificiales. Son una nueva herramienta de computación capaz de manejar imprecisiones e
incertidumbre, los cuales aparecen cuando se trata de resolver problemas relacionados con
el mundo real, ofreciendo soluciones robustas y de fácil implementación.

1.1. Introducción a la predicción

La acción de predecir hechos o condiciones futuras se le denomina pronosticar , en otras
palabras, realizar un pronóstico es obtener noción acerca de hechos futuros. Por ejemplo:

En la producción de una empresa es necesario conocer la demanda de un art́ıculo en
el siguiente periodo. Esta predicción se realizan en periodos espećıficos y permiten a
la empresa realizar la planificación de la producción, el mantenimiento del inventario
y además de conocer la cantidad de materia prima que serán necesarios para poder
cubrir la demanda del art́ıculo en el siguiente periodo.

En el control de procesos de una industria es importante el pronosticar el comporta-
miento que va a tener el proceso. Por ejemplo, un proceso industrial podŕıa comenzar
a producir cantidades de productos defectuosos cuando el proceso opera en tiempo
extra. Si fuese posible predecir este comportamiento, entonces se podŕıa realizar una
inspección y el mantenimiento preventivo necesario de modo que el número de pro-
ductos defectuosos sean mı́nimos.

1



2 1.1. Introducción a la predicción

Con el objeto de realizar una predicción confiable se debe de analizar los datos disponi-
bles, esto para identificar algún patrón que pueda utilizarse en la descripción de los mismos.
El patrón obtenido se extrapola, es decir, se amplia hacia el futuro y con esto obtener un
pronóstico, aclarando que el patrón identificado anteriormente no sufra algún cambio en el
futuro. Si el patrón que se identifico sufre algún cambio, entonces la técnica de predicción
obtenida no generará un buen pronóstico, sin embargo se puede realizar cambios apropiados
en el patrón de modo tal que se evite la inexactitud en el pronóstico.

1.1.1. Métodos de pronósticos

Existen una gran gama de métodos para realizar pronósticos, los cuales podemos divi-
dirlos en dos tipos básicos: los métodos cuantitativos y los métodos cualitativos.

Losmétodos cualitativos requieren la opinión de expertos para realizar una predicción
de forma subjetiva y obtener aśı hechos futuros. Este tipo de método se utiliza cuando
los datos históricos no están disponibles o no son lo suficiente para realizar el modelo de
predicción. Por ejemplo, para pronosticar las ventas de un producto nuevo en el mercado
la compañ́ıa debe de confiar en la opinión de expertos para la construcción de un modelo
para la predicción.

Además de proporcionar modelos para el pronóstico, los métodos cualitativos son utili-
zados para describir el comportamiento de las variaciones del patrón que fue utilizado para
el desarrollo del modelo.

Existen varias técnicas cualitativas para realizar un pronóstico, una de estas técnicas
requiere un ajuste de curva subjetiva (Véase [2]). Por ejemplo, una empresa podŕıa
estar interesada en el pronóstico de las ventas de un art́ıculo nuevo que sacará al mercado,
para esto la empresa recurre a la opinión de sus expertos de ventas y mercadotecnia para la
construcción subjetiva de una curva S, la cual se construye al aplicar la experiencia que tiene
la empresa en la venta de otros art́ıculos similares con la finalidad de realizar la predicción
del crecimiento de las ventas y también del tiempo que durará este crecimiento y cuando
se estabilizarán las ventas en el mercado.

Uno de los problemas que tiene este tipo de técnica es el elegir la forma que tendrá la
curva S incluyendo además la gran dificultad de la construcción de la curva, aśı el experto
requerirá de una gran experiencia y criterio en la elaboración de la curva.

Otro método cualitativo bastante conocido para el pronóstico es el método Delphi

(Véase [2]). Funciona de la siguiente manera, suponga que un equipo de expertos (reco-
nocidos en el campo de interés) plantean predicciones relacionadas acerca de un hecho
especifico, haciendo el supuesto de que la combinación del conocimiento de cada uno de
ellos generará una predicción más fiable que la que nos brindaŕıa cada experto por sepa-
rado. Aśı mismo, se evita el problema que existiŕıa a la hora de obtener el pronóstico de
todo el equipo, puesto que habŕıa ideas que muchos de los expertos no estaŕıan de acuerdo
y además las discusiones estaŕıan bajo un sólo experto o un pequeño grupo de ellos. Por
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este motivo se separa a cada experto y se obtiene el pronóstico de cada uno de ellos, el
cual será entregado a un coordinador que reorganizará los pronósticos y que posteriormen-
te este nuevo pronóstico sea revisado por cada experto. En lo anterior, cada uno de ellos
evaluará por separado este nuevo pronóstico esperando que después de varias rondas se
obtenga un buen pronóstico. Delphi no trata de llegar a una unanimidad de los pronósticos
de cada uno de los expertos, por el contrario, permite realizar diferencias justificadas de las
opiniones de cada uno de ellos.

Una tercera técnica cualitativa para hacer pronósticos es la que realiza una compa-

ración de técnicas que son independientes del tiempo, esta técnica junto con las que se
mencionaron anteriormente reciben el nombre demétodos de pronósticos que requieren

una opinión .

Por otra parte las técnicas cuantitativas de predicción consisten en encontrar algún
patrón en los datos disponibles para poder proyectarlo al futuro, es decir estos métodos
requieren de un análisis de la información para poder efectuar la predicción de la variable
que sea de interés. Estos métodos son muy utilizados y se clasifican en dos tipos de modelos,
modelos univariados y modelos causales.

Los modelos univariables analizan los datos con el objeto de identificar algún patrón,
suponiendo que dicho patrón no se vea afectado en el transcurso del tiempo, se extrapola
para poder generar la predicción. Por ejemplo, se puede usar un modelo univariable para
predecir las ventas que una compañ́ıa espera tener al usar alguna estrategia de mercado. Sin
embargo, dicho modelo no podrá predecir los cambios de las ventas esto por el resultado del
incremento del precio, gastos excesivos de publicidad o el cambio de la campaña publicitaria,
entre otras causas que repercutan en el cambio del patrón obtenido de los datos.

Los modelos causales requieren identificar variables que se relacionan con la variable
a predecir. Una vez que se hayan encontrado estas variables, se desarrolla un modelo es-
tad́ıstico que describirá la relación que existe entre estas variables con la variable que se
desea pronosticar. Como ejemplo, las ventas de un producto puede estar relacionado con
los gastos de publicidad, los precios de los competidores del mismo producto además del
precio del producto que la compañ́ıa esta ofreciendo en el mercado. En este caso, la variable
venta recibe el nombre de variable dependiente mientras que las demás variables reciben
el nombre de variables independientes.

En los negocios, los modelos causales ofrecen ventajas al momento de realizar algún
pronóstico, ya que evalúa el impacto que tendrán sus estrategias de mercado en el mundo
financiero. Sin embargo, existen varias desventajas al aplicar este modelo, como son

Dificultad en el desarrollo.

Requieren de datos anteriores de cada variable que se incluya en el modelo.

Requieren de una gran habilidad por parte del experto para poder realizar el pronósti-
co.
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1.1.2. Seleccionando una técnica de pronóstico

Antes de elegir una técnica de pronóstico, es necesario considerar los siguientes factores:

1. Periodo.

2. Patrón de los datos.

3. Costo del pronóstico.

4. Exactitud deseada.

5. Disponibilidad de información.

6. Facilidad de operar y entender.

La duración del periodo contribuye en la elección de la técnica de predicción, donde este
se clasifica en:

Inmediato, el cual contemplan un plazo de menos de un mes.

Corto Plazo, que va desde un mes a tres meses.

Medio Plazo, transcurre más de tres meses a menos de dos años.

Largo Plazo, este periodo va de dos años o más.

Los costos llevados a cabo en la realización del pronóstico son considerables (costos por
desarrollar el modelo y el costo de operación del mismo), ya que algunos de los métodos de
pronósticos son muy sencillos de operar, sin embargo otros son complejos, aśı el grado de
complejidad puede tener una influencia definitiva en el costo total del pronóstico.

Otro punto a considerar es la exactitud deseada en el pronóstico. Este dependerá del
ámbito en donde se desea realizar el pronóstico pues bien, un error de predicción de hasta
un 20% podŕıa ser a veces aceptable pero otras veces un pronóstico que tenga un error de
1% podŕıa ser no muy conveniente para diversas situaciones en los cuales la precisión debe
ser casi exacta.

Por otra parte distintas técnicas de pronósticos requieren diferentes cantidades de datos,
con ello no solo la disponibilidad de los datos es importante si no que también la exactitud
y la puntualidad de los datos con que se cuentan, puesto que si los datos son obsoletos o
inexactos originaran predicciones inexactas además de esto se necesita algún procedimiento
para poder recabar los datos eficazmente.

Como último punto el entendimiento del método que se esta aplicando es importante
ya que al no saber y comprender la técnica que se desea aplicar, no se tendrá confianza en
los resultados del modelo y por lo tanto éstos resultados no se tendrán en cuenta, como por
ejemplo la toma de decisiones de una empresa.
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1.2. Pronósticos y series de tiempo

Al conjunto de observaciones en donde cada valor queda determinado de manera cro-
nológica se le denomina serie de tiempo. Ejemplos de esto se presentan en una variedad
de campos, desde la economı́a: en donde podemos involucrar los precios de las acciones
que ocurren diariamente en la bolsa de valores, el total de exportaciones mensuales de una
empresa; en la medicina: un epidemiólogo puede estar interesado en el número de casos
de gripe observado en un determinado periodo; la geoloǵıa: los registros śısmicos pueden
ayudar en los trazos de fallas o la distinción entre un terremoto o una explosión nuclear.

El análisis de una serie de tiempo se realiza con el objetivo de emplear modelos ya
establecidos que faciliten la descripción de los datos proporcionados previamente. La serie
está compuesta de varias componentes las cuales se enuncian a continuación:

1. Tendencia

Es el componente de largo plazo que representa el crecimiento o declinación de la serie.
En términos intuitivos, la tendencia caracteriza el patrón gradual y consistente de las
variaciones de la serie, que es consecuencia de “fuerzas persistentes” que afectan el
crecimiento o la reducción de la serie.

2. Ciclo

Es la fluctuación en forma de onda alrededor de la tendencia. Una de las fluctuaciones
ćıclicas más comunes en series de tiempo son las llamadas ciclo económico. La cual esta
representado por fluctuaciones ocasionadas por periodos recurrentes de prosperidad
alternando con recesión. Sin embargo, dichas fluctuaciones no necesitan ser causadas
por cambios en los factores económicos, como por ejemplo; en la producción agŕıcola
donde la fluctuación ćıclica puede estar ocasionada por los cambios climáticos.

3. Variación Estacional

Son patrones periódicos que se repiten año tras año, factores como el clima y las
costumbres ocasionan estos tipos de patrones.

4. Fluctuaciones irregulares o irregularidad

Son movimientos erráticos que siguen un patrón indefinido o irregular. Estos movi-
mientos representan lo que queda de la serie después de haber restado las demás com-
ponentes. Muchas de las fluctuaciones irregulares son causadas por hechos inusuales
que no se pueden predecir, como son los sismos, huracanes, guerras, entre otros.

No todas las componentes de una serie de tiempo se presentan solas, sino que podrá ser
la combinación de dos o más componentes mencionados anteriormente. Por ejemplo, un
modelo de pronóstico que pueda ser utilizado para predecir una serie de tiempo que sea
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caracterizada por la tendencia no será apropiado para predecir series caracterizadas por
una combinación de tendencia y variación estacional. De aqúı, es necesario obtener un
modelo de predicción apropiado para el patrón de los datos disponibles.

Una vez que se haya obtenido un modelo adecuado, entonces se estiman las componentes
de la serie de tiempo, los cuales serán los parámetros del modelo para después ocupar las
estimaciones y realizar aśı un pronóstico. Los modelos de series de tiempo suponen que la
serie puede estar expresada como producto o como suma de las cuatro componentes de
dicha serie.

De las técnicas cuantitativas para series de tiempo univariables se pueden mencionar

1. Regresión de serie de tiempo. Técnica que relaciona la variable dependiente con funcio-
nes de tiempo que describan la componente de tendencia y la componente de variación
estacional.

2. Métodos de descomposición. Como su nombre lo indica, descompone la serie de tiempo
en sus cuatro componentes con el objetivo de describir cada una de ellas por separado
logrando aśı describir y predecir en conjunto la serie de tiempo.

3. Suavizamiento exponencial. El objetivo es filtrar o suavizar la serie para tener una
mejor idea del comportamiento de la tendencia y por tanto tener un pronóstico más
confiable.

4. Metodoloǵıa de Box-Jenkins. Proporciona una colección más extensa de modelos de
predicción además de ser un procedimiento más sistemático para ayudar a identificar
el modelo adecuado.

1.2.1. Error del pronóstico

Al realizar algún pronóstico, se considera tener un error en la predicción. Recuerde que
la componente irregular de una serie de tiempo está representada por fluctuaciones inexpli-
cables o impredecibles en los datos, por esto se espera algún error al realizar el pronóstico
puesto que si la componente irregular es notable los pronósticos serán inexactos. Por el
contrario, si dicha componente no es notoria, la determinación de las demás componentes
permitirá un pronóstico confiable.

Hay que destacar aqúı, que no solamente la componente irregular brinda incertidumbre
al momento de realizar el pronóstico, si no que también existe incertidumbre al momento
de predecir las demás componentes de la serie, motivo por el cual no se pueda realizar con
exactitud un pronóstico en la práctica.

De lo anterior, se dice que con errores de predicción muy grandes, la componente irregular
es tan grande que ninguna técnica será capaz de generar un pronóstico exacto o que la técnica
utilizada no es la adecuada para poder predecir la tendencia, la variación estacional o el
componente ćıclico.
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Una de las preocupaciones al realizar un pronóstico, es el medir el error que se comete
al tratar de predecir una variable. Supongase que se denota el valor real de la variable de
interés en el tiempo t mediante yt y el valor que se predijo con el modelo por ŷt, entonces
el error de pronóstico (denotado por et) para un valor particular ŷt será, et = yt − ŷt.

Aśı, para saber si una técnica de predicción es adecuada para el patrón obtenido de
la serie, se realiza un análisis en el error de predicción. Por ejemplo, si una técnica de
predicción describe completamente la tendencia, la variación estacional o el componente
ćıclico que están presentes en la serie, entonces los errores de pronósticos que se obtengan
reflejará solo la componente de irregularidad, es decir, los errores del pronóstico deberán
ser aleatorios.

Cuando la técnica de predicción no concuerda con el patrón de los datos, entonces los
errores de pronóstico manifiestan un patrón con respecto al tiempo. Por ejemplo, los errores
manifestaŕıan una tendencia hacia arriba o un patrón estacional o más aún, un patrón
ćıclico los cuales no explicaŕıan a la perfección el patrón de los datos, esto es, el modelo
dará predicciones inexactas.

Si los errores de pronóstico en el tiempo indican que la metodoloǵıa usada para el
pronóstico es la adecuada, entonces seŕıa importante medir la magnitud de los errores de
modo que permita determinar si puede realizarse un pronóstico exacto. Para esto existen
diversas maneras de realizarla, como por ejemplo, la desviación absoluta media (DAM)
y el error cuadrático medio (ECM).

La diferencia básica de estas dos medidas es que el ECM penaliza más a la técnica para
pronosticar que la DAM en los errores grandes que en los errores pequeños. Se menciona
por ejemplo, un error de 2 genera un error cuadrático de 4, sin embargo, un error de 4, da
un error cuadrático de 16.

Estas medidas se pueden usar de dos formas distintas, en primer lugar puede ayudar
en el proceso de elección de un modelo de pronóstico y una manera común de realizar esta
elección es realizando una simulación de los datos anteriores. En el proceso de simulación
se supone que no se conocen los valores de los datos anteriores. Se usa cada modelo de
pronóstico para generar predicciones de los datos anteriores para que posteriormente se
realice una comparación de estas predicciones con los datos reales. Se realiza una medición
de los errores de pronóstico y como segunda forma, estas mediciones se pueden emplear para
el monitoreo de un sistema de pronósticos esto con el objeto de detectar alguna anomaĺıa
en el sistema. Por ejemplo, supongase que el patrón de los datos que se obtuvo y que ha
estado presente durante un periodo largo cambia repentinamente, esto provocaŕıa que el
modelo de pronóstico que se esta usando podŕıa dar predicciones inexacta en la variable de
interés, de aqúı que se debe de anticipar este cambio antes de que el pronóstico se vuelva
inexacto. De lo anterior se incorporan la DAM y el ECM con el fin de que estos indiquen
cuándo los errores se vuelven demasiado grandes.
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1.3. Pronóstico y Redes Neuronales Artificiales

La teoŕıa de las Redes Neuronales Artificiales (RNA), ha brindado una alternativa
a la computación clásica para aquellos problemas, en los cuales los métodos tradicionales no
han entregado resultados muy convincentes además de que éstos modelos están inspirados
en tratar de emular el comportamiento inteligente de sistemas biológicos. Las aplicaciones
más exitosas de las RNA son:

1. Procesamiento de imágenes y de voz.

2. Reconocimiento de patrones.

3. Planeamiento.

4. Interfaces adaptativas para sistemas Hombre-Máquina.

5. Predicción.

6. Control y optimización.

7. Filtrado de señales.

El objetivo principal de las RNA es la emulación abstracta de los sistemas nerviosos
biológicos, los cuales están formados por un conjunto de unidades llamadas neuronas o
nodos interconectados cada uno de ellos. El primer modelo de red neuronal fue propuesto
en 1943 por el neurofisiólogo Warren McCulloch y el matemático Walter Pitts quienes
hab́ıan modelado una red neuronal simple mediante circuitos eléctricos (Véase [11]).

El desarrollo de una red neuronal se pueden realizar en periodos de tiempos razonables
y realizar tareas concretas mucho mejor que otros enfoques. Existen diversos tipos de redes
neuronales cada uno con una aplicación particular más apropiada. Uno de los modelos más
utilizados es el modelo del perceptrón, el cual proporciona buenos resultados al resolver
problemas en el ámbito financiero, tal es el caso de la prediccion de eventos.

La neurona artificial como unidad independiente no es muy eficaz para el tratamiento
de la información, de aqúı que es importante la implementación de redes multicapa. Cada
neurona está caracterizada por un valor numérico denominado estado de activación y
asociada a cada unidad, existe una función de transmisión que transforma el estado
actual de activación en una señal de salida . Esta señal es enviada a través de los canales
de comunicación a otras unidades de la red; en estos canales la señal es modificada según
sea el peso o sinapsis el cual esta asociada a cada uno de estos según una determinada
regla.

Una función de activación determinará el nuevo estado de activación de la neurona,
para esto, deberá estar considerando todas las señales de entradas que han sido modificadas
por los pesos de cada conexión de neuronas que están conectadas con esta, es decir, la
función solo dependerá de los datos de entrada en la red neuronal, (Véase [11]).
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La forma en que las neuronas se distribuyen dentro de la red neuronal multicapa es
mediante niveles o capas las cuales están determinadas por un número determinado de
neuronas las cuales se clasifican en tres tipos:

Entrada

Esta capa recibe la información de fuentes externas de la red.

Oculta

En esta capa es donde se procesa la información de la capa exterior para que pos-
teriormente sea enviada a la capa de salida. Estas neuronas pueden ser conectadas
de diferente manera incluyendo el número de neuronas que formen la capa, determi-
nará una gran variedad de topoloǵıas de la red.

Salida

Estas neuronas transfieren la información hacia el “exterior”.

Las RNA se han empleado en la resolución de diversos problemas en donde destaca
los problemas financieros cuya aplicación principal es la predicción. Aunque los datos a
analizar estén incompletos o los datos presenten cierta dependencia de otras variables para
su obtención, los resultados obtenidos al usar RNA son satisfactorios.

La aplicación de las RNA se divide en dos categoŕıas: clasificación y modelado. En
la primera se discrimina las observaciones por caracteŕısticas comunes en diferentes grupos,
como por ejemplo, predicción de fallas corporativas, la clasificación de bonos, entre otros,
mientras que el segundo consiste en simular el comportamiento de una entidad o variable
basado en observaciones previas de los datos, por ejemplo, predicción de las fluctuaciones
de los precios de las acciones o del tipo de cambio, (Véase [17]).

Además de las aplicaciones que se mencionó anteriormente, existen otras aplicaciones
de las RNA, como compresión de imágenes, reconocimiento de voz, aplicaciones de apoyo a
la medicina1 y todo tipo de aplicaciones que necesiten el análisis de grandes cantidades de
datos.

1Tal es el caso del problema de clasificación de diagnóstico de la diabetes Tipo II (Véase[12]).
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Caṕıtulo 2

Series de tiempo

2.1. Procesos Estocásticos

El propósito del análisis de una serie de tiempo es entender o modelar mecanismos
estocásticos que se dan lugar en una serie observada y además, predecir o pronosticar
valores futuros de la serie basándose en la historia de ésta y posiblemente otros factores
relacionados con la serie. Para poder estudiar de manera adecuada una serie de tiempo,
es necesario tener la noción acerca de lo que es un proceso estocástico, cuya definición se
menciona a continuación.

Definición 2.1.1. Un proceso estocástico es una familia de variables aleatorias
{Xt : t ∈ T} las cuales están asociadas a un conjunto de ı́ndices T , comúnmente inter-
pretado como el tiempo, de tal forma que a cada elemento del conjunto le corresponda
una y sólo una variable aleatoria. Al conjunto de todos los posibles valores que la variable
aleatoria pueda tomar se le llama espacio de estados el cual se denota por S.

Si el conjunto de ı́ndices que se está considerando es un intervalo ya sea cerrado o abierto,
se dirá que el proceso estocástico es en tiempo continuo, por otro lado, si el conjunto de
ı́ndices es un conjunto finito o infinito numerable el proceso será llamado proceso estocástico
en tiempo discreto. Además de la clasificación que se ha dado anteriormente, existe otro
tipo de división en donde los procesos estocásticos se clasifican de acuerdo a la cardinalidad
del espacio de estados, aśı se tendrán procesos estocásticos en tiempo continuos con espacio
de estado discreto o continuo y proceso estocástico en tiempo discreto con espacio de estado
discreto o continuo.

Una manera para poder describir a un proceso estocástico, es conociendo su distribu-
ción de probabilidad conjunta, sin embargo, en la práctica suele ser muy complicado y hasta
imposible conocerse. Otra forma es conociendo los momentos del proceso, particularmen-
te el primer y segundo momento, es decir, las medias y las varianzas de las variables
involucradas en el proceso estocástico. Por otra parte, la varianza no es lo suficiente para
poder especificar el segundo momento del proceso, motivo por el cual es necesario definir
funciones que ayuden a caracterizar ciertas propiedades del proceso. Estas funciones son la
función media y la función de autocorrelación las cuales se definen a continuación.

11
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Definición 2.1.2. Sea {Xt : t ∈ T} un proceso estocástico.

1. La función media se define como:

µX(t) = E[Xt] para t ∈ T.

2. Si para cada t ∈ T se tiene que Var(Xt) < ∞, entonces la función Función autoco-

varianza , denotada por γX(t, s) se define como:

γX(t, s) = Cov(Xt,Xs)

= E[(Xt − µX(t))(Xs − µX(s))] para t, s ∈ T.

3. La función autocorrelación , denotada por ρX(t, s), esta definida por:

ρX(t, s) = Corr(Xt,Xs) para t, s ∈ T

=
Cov(Xt,Xs)√
Var(Xt)Var(Xs)

=
γX(t, s)√

γX(t, t)γX(s, s)
.

Para realizar inferencia estad́ıstica acerca de un proceso estocástico, se deben de realizar
ciertas suposiciones acerca de la estructura o comportamiento del proceso, y una de las más
importante es la estacionalidad.

Definición 2.1.3. Un proceso estocástico es estrictamente estacionario si la distribu-
ción de probabilidad conjunta de cualquier colección de variables {Xt1 ,Xt2 , . . . ,Xtk} es la
misma que de la colección de variables con un desplazamiento h, {Xt1+h,Xt2+h, . . . ,Xtk+h},
es decir

P{Xt1 ≤ x1, . . . ,Xtk ≤ xk} = P{Xt1+h ≤ x1, . . . ,Xtk+h ≤ xk},
para cualquier k, t, todo número x1, . . . , xk y todo desplazamiento h ∈ Z.

Aunque en la práctica, suele definirse la estacionalidad de un proceso estocástico un
poco menos restringida.

Definición 2.1.4. Un proceso estocástico {Xt : t ∈ T} se dice que es débilmente esta-

cionario o de estacionalidad de segundo orden si

1. E[Xt] = µ para todo t ∈ T .
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2. γX(t+ h, t) es independiente de cualquier valor t para cada valor h.

De esta última definición, se tiene que todo proceso que cumpla que su primer y segundo
momento no dependan del tiempo, se les llamarán procesos estacionarios de segundo orden.

Si se tiene que el segundo momento central de un proceso estocástico estrictamente es-
tacionario es finito, es decir, E[X2

t ] <∞ entonces dicho proceso es débilmente estacionario.

Un proceso estocástico importante es aquel en donde las variables aleatorias son in-
dependientes e idénticamente distribuidas con media cero y varianza σ2, tal colección de
variables aleatorias, {Xt : t ∈ T}, es conocido como ruido independiente e idénticamente
distribuido, el cual estará denotado por Xt ∼ IID(0, σ2). Dicho proceso tiene un papel im-
portante para poder construir modelos que permitan describir series de tiempo. Por otra
parte, si además se tiene que las variables no están correlacionadas entonces {Xt : t ∈ T}
es llamado ruido blanco que será denotado mediante Xt ∼ WN(0, σ2). A continuación se
define lo que es una serie de tiempo.

Definición 2.1.5. Una serie de tiempo es una sucesión de observaciones generadas por
un proceso estocástico {Xt : t ∈ T} donde el conjunto de ı́ndice T esta en función del
tiempo.

De esta forma, un modelo de serie de tiempo para un conjunto de datos observados {xt},
es la especificación de la distribución de probabilidad conjunta de una sucesión de variables
aleatorias Xt, para las cuales {xt} se toma como una realización del proceso.

2.2. Modelos de series de tiempo

Los métodos tradicionales para el análisis de series de tiempo, se refieren principalmente
a la descomposición de la serie en sus fuentes de variaciones tales como tendencia, variación
estacional, variación ćıclica y fluctuaciones irregulares. Este enfoque no siempre es bueno
(Véase [2]) sin embargo dicho método se tiene cuando las fuentes de variaciones de la serie
sólo las rigen la tendencia y/o la variación estacional.

Modelo de tendencia

Un modelo en el análisis de series es el que hace el supuesto de que la componente de
variación estacional esta ausente, es decir, la serie de tiempo tiene una estructura simple de
tendencia mt, el cual puede ser expresado de la siguiente manera:

Definición 2.2.1 (Modelo no estacional con tendencia).

Xt = mt + εt, para t = 1, . . . , n,

donde E[εt] = 0.

Si E[εt] 6= 0 entonces se hace un reemplazo para mt y εt mediante mt + E[εt] y εt − E[εt]
respectivamente. Es usual el suponer quemt = α+βt, el cual representa un modelo lineal de
tendencia, y puede ser estimado mediante mı́nimos cuadrados, en donde se busca minimizar∑

t(xt −mt)
2.
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Modelo de estacionalidad

Otro modelo de serie de tiempo, es suponer que la tendencia no esta presente en la serie
y sólo quede expresada mediante la componente de variación estacional st.

Definición 2.2.2 (Modelo con variación estacional sin tendencia).

Xt = st + εt, para t = 1, . . . , n.

Modelos de estacionalidad y tendencia

En las aplicaciones es posible que un modelo de tendencia o de estacionalidad no ayude
a describir el comportamiento de los datos que se tienen, es por ello que existen modelos
que tratan de explicar este comportamiento mediante la combinación de los modelos que se
describieron anteriormente. Son tres tipos de modelos que son empleados comúnmente, los
cuales a continuación se definen.

Definición 2.2.3. Modelos de descomposición.
Sea {Xt : t ∈ T} una serie de tiempo, mt, st, εt las componentes de tendencia, variación
estacional y la componente de fluctuación o ruido, respectivamente. Se define los siguientes
modelos:

1. Modelo aditivo o clásico. Este modelo expresa a la serie de tiempo como la suma de
las componente de tendencia, componente estacional y la componente de fluctuación,
es decir,

Xt = mt + st + εt, para t = 1, 2, . . . , n ,

donde E[εt] = 0, st+d = st y además
∑d

j=1 sj = 0.

2. Modelo multiplicativo. Modelo que expresa a la serie como el producto de sus
respectivas componentes, es decir,

Xt = mt st εt.

3. Modelo mixto. Modelo que relaciona al modelo aditivo y al modelo multiplicativo
definidas anteriormente, es decir,

Xt = mt st + εt.

Los modelos anteriormente mencionados, se emplean dependiendo de las caracteŕısticas
de las componentes de la serie. Si la serie a estudiar presenta variación estacional creciente
o decreciente es apropiado el uso del modelo de descomposición multiplicativo, por otra
parte, si la variación estacional es constante es útil el uso del modelo de descomposición
aditiva (Véase [2]).
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2.3. Series de tiempo estacionarias

Definición 2.3.1. Sea {Xt : t ∈ T} una serie de tiempo. Se dice que {Xt : t ∈ T} es
estrictamente estacionaria si

(X1,X2, . . . ,Xn)
′ d
= (X1+h,X2+h, . . . ,Xn+h)

′,

para todo entero h y n ≥ 1. (La notación aqúı utilizada
d
= indica que los dos conjuntos de

variables aleatorias tienen la misma función de distribución de probabilidad). Es decir, la
distribución de probabilidad conjunta de un conjunto arbitrario de variables es invariante
respecto a cualquier desplazamiento en el tiempo.

Definición 2.3.2. Una serie de tiempo es débilmente estacionaria o de segundo orden

si tiene varianza finita y además:

1. La media de cada Xt es constante, es decir, E[Xt] = µ para todo t.

2. La función covarianza, γX(r, s), depende de r y s sólo mediante su diferencia |r − s|,
es decir γX(r, s) = γX(r + t, s+ t).

De aqúı en adelante, cuando se haga mención de una serie de tiempo estacionaria, se
estará refiriendo a una serie de tiempo de segundo orden, salvo que se diga lo contrario.

Si la serie de tiempo es estacionaria, entonces por la Definición 2.3.2 propiedad 2 y
tomando el caso particular de t = −s la función de autocovarianza queda de la siguiente
manera:

γX(r, s) = γX(r + t, s+ t)

= γX(r − s, 0)

= γX(h, 0).

De esto, se tiene que la función de autocovarianza sólo depende de un lapso o retraso h,
que será independiente de cada valor t ∈ T .

Análogamente se tiene que la función de autocorrelación está dado por

ρX(r, s) = Corr(Xr,Xs)

=
γX(r, s)√

γX(r, r)γX(s, s)

=
γX(r + t, s+ t)√

γX(r + t, r + t)γX(s+ t, s+ t)

=
γX(r − s, 0)√

γX(r − s, r − s)γX(0, 0)

=
γX(h, 0)√

γX(h, h)γX (0, 0)
.
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Además, se puede observar que γX(h, h) = γX(0, 0), aśı se concluye que la función de
autocorrelación queda como

ρX(r, s) =
γX(h, 0)

γX(0, 0)
.

Con el análisis anterior, se definen las funciones de autocorrelación y autocovarianza
para series de tiempo estacionarias de la siguiente manera:

Definición 2.3.3. La función autocovarianza (ACVF) de una serie de tiempo estacio-
naria {Xt : t ∈ T}, esta definida por:

γX(h) = γX(h, 0) = Cov(Xt+h,Xt) , para todo t ∈ T.

Por otra parte, la función autocorrelación (ACF) se define como:

ρX(h) =
γX(h)

γX(0)
= Corr(Xt+h,Xt) , para todo t ∈ T.

Se enuncian algunas propiedades básicas de las funciones de autocovarianza y de auto-
correlación de una serie de tiempo estacionaria.

Proposición 2.3.1. Sea {Xt : t ∈ T} una serie de tiempo estacionaria y γX(h) la función
autocovarianza de la serie, entonces γX(h) cumple las siguientes propiedades:

1. γX(0) ≥ 0.

2. |γX(h)| ≤ γX(0), para todo h.

3. La función γX(h) es una función par.

Demostración. La primera propiedad se tiene ya que γX(0) = Cov(Xt,Xt) = Var(Xt) el
cual es mayor o igual a cero. La segunda propiedad se obtiene de la desigualdad de Cauchy-
Schwartz, la cual esta dada por: (E[XY ])2 ≤ E[X2] E[Y 2], aśı tomando X = Xt−h − µ y
Y = Xt − µ, se tiene que

(
γX(h)

)2
=
(
E[(Xt+h − µ)(Xt − µ)]

)2

≤ E[(Xt+h − µ)(Xt+h − µ)] E[(Xt − µ)(Xt − µ)]

=
(
γX(0)

)2

Para la última propiedad se verifica al considerar que

γX(h) = Cov(Xt+h,Xt) = Cov(Xt,Xt+h) = γX(−h).
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Proposición 2.3.2. Sea {Xt : t ∈ T} una serie de tiempo estacionaria, entonces la función
de autocorrelación cumple lo siguiente:

1. La función de autocorrelación es una función par.

2. |ρX(τ)| ≤ 1.

3. La función de autocorrelación no es única.

Demostración. Estas propiedades son consecuencias inmediatas de las propiedades de la
función de autocovarianza, sólo recordando que la función de autocorrelación se define con
respecto a ésta.

En la practica γX(h) y ρX(h) son desconocidas y se deben estimar estos valores a
partir de los datos que se dispongan {x1, x2, . . . , xk}. Además, para evaluar el grado de
dependencia en los datos y poder seleccionar un modelo se requiere de una herramienta que
ayude a realizarlo y para esto se utiliza la función de autocorrelación muestral.

Definición 2.3.4. Sea {xt}nt=1 observaciones de una serie de tiempo. La función de auto-

correlación muestral se define como

γ̂(h) = n−1
n−h∑

t=1

(xt+h − x̄) ,

con γ̂(−h) = γ̂(h) para h = 0, 1, . . . , n− 1 y x̄ = 1
n

∑n
t=1 xt el cual corresponde a la media

muestral de {xt}nt=1. La función de autocorrelación muestral está definida como

ρ̂(h) =
γ̂(h)

γ̂(0)
, h < n.

Si se tiene la creencia de que los datos provienen de valores obtenidos de una serie de
tiempo estacionaria {Xt : t ∈ T}, entonces la función de autocorrelación muestral brin-
dará una estimación de la función de autocorrelación de {Xt : t ∈ T}. Esta estimación
deberá de sugerir cual será el posible modelo de la serie para poder representar la depen-
dencia en los datos.

2.4. Eliminación de las componentes

Como primer paso para realizar el análisis de una serie de tiempo es graficar el conjunto
de datos. Si existen observaciones aisladas, estas deben de estudiarse de manera cuidadosa
por la posibilidad de descartarlas (por ejemplo, si alguno de los datos fue obtenida de manera
incorrecta). Al realizar una inspección del gráfico, se tiene la posibilidad de llevar a cabo
una representación de los datos que involucren a los distintos tipos de variación de la serie.
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Las series de tiempo no estacionarias suelen presentarse en procesos que se encuentran
comúnmente en el mundo real, particularmente en la industria y economı́a en donde se
esta interesado en la predicción de eventos o hechos. Para esto, el objetivo principal es la
estacionalización de la serie para obtener modelos que permitan describir la serie dada, esto
mediante la estimación y extracción de componentes deterministas, tales como mt y st del
modelo. Por ejemplo, la descomposición clásica convierte la componente ruido o fluctuación
{εt} en un proceso estocástico estacionario, luego se busca un modelo de probabilidad para
{εt} que permita describir y predecir, en conjunto de las componentes mt y st, el proceso
{Xt : t ∈ T}.

2.4.1. Eliminación mediante diferenciación

Definición 2.4.1. Se define el operador de retraso mediante

BXt = Xt−1 ,

el cual se extiende de manera natural en potencias; por ejemplo,

B2Xt = B(BXt)

= BXt−1

= Xt−2 ,

aśı sucesivamente. Entonces, para cualquier potencia k se tiene

BkXt = Xt−k .

Definición 2.4.2. El operador de diferencia de orden d se define mediante

∇d = (1−B)d,

donde el operador se puede expander de manera algebraica para poder evaluar la potencia
d.

El objetivo de efectuar diferencias a la serie de tiempo es volverla estacionaria, sin em-
bargo, al tratar una serie de tiempo que ya es estacionaria, esta seguirá siendo estacionaria,
lo cual significaŕıa que la serie se esta sobrediferenciando y esto puede generar problema co-
mo el de no poder identificar el modelo que pueda representarla, el incremento de la varianza
(Véase [7]) y además perder observaciones al tratar con este tipo de operadores, ya que al
aplicar dicho operador d veces, es decir ∇d, se perderán automáticamente d observaciones
de la serie.

Si se tiene un modelo de tendencia, Xt = mt + εt, donde mt = α + βt, al aplicar el
operador ∇ a la función mt, entonces se tendrá una función constante ∇mt = β. Si la
tendencia mt es una función polinomial de grado k entonces es posible reducirlo a una
función constante aplicando sucesivamente este operador k veces, es decir ∇k. Por ejemplo,
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si se supone que mt =
∑k

j=0 cjt
j y εt es estacionario con media cero, al aplicar ∇k se

obtendrá

∇kXt = k!ck +∇kεt ,

donde ∇kXt es un proceso estacionario con media k!ck.

Con lo anterior, es posible considerar una colección de datos {xt} que al aplicar el ope-
rador ∇ repetidamente se obtendrá una nueva colección {∇kxt}, el cual será una realización
de un proceso estacionario. Es común en la práctica que el orden k del operador de diferencia
sea pequeño, por ejemplo, k = 1 o k = 2.

2.5. Modelos estocásticos usados en series de tiempo

2.5.1. Modelo de media móvil

Definición 2.5.1. La serie de tiempo {Xt : t ∈ T} es un proceso de media móvil de

orden q, denotado por MA(q), si

Xt = β0Zt + β1Zt−1 + · · ·+ βqZt−q, (2.1)

donde {Zt} ∼ WN(0, σ2) y {βi} son constantes.

Este modelo, es ocupado en muchas áreas particularmente en econometŕıa, donde los
indicadores económicos son afectados por ciertos eventos aleatorios como son huelgas, deci-
siones poĺıticas, entre otros. Aunque estos factores no afecten de manera inmediata a estos
indicadores, el modelo MA(q) puede ser el apropiado para el ajuste de los datos. Además,
otro punto importante en el uso del modelo MA(q) es que cualquier proceso que sea q-
correlacionado es siempre un modelo MA(q), es decir, toda serie de tiempo Xt estacionaria
con media cero que cumpla que γX(q) = 0 para |h| > q es un modelo MA(q) (Véase [3]).

2.5.2. Modelos autorregresivos

Otro tipo de modelo que es usado habitualmente son los llamados modelos autorregre-
sivos.

Definición 2.5.2. Una serie de tiempo {Xt : t ∈ T} es un proceso autorregresivo de

orden p, denotado por AR(p), si la serie puede ser escrita de la siguiente manera:

Xt = α1Xt−1 + · · ·+ αpXt−p + Zt, (2.2)

donde {Zt} ∼ WN(0, σ2) y {αi} constantes.

Este modelo se asemeja al modelo de regresión múltiple, sin embargo la diferencia radica
en que la variable Xt no es una regresión de las variables independientes, más bien su
regresión depende totalmente de los valores que haya obtenido en el pasado.
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2.5.3. Proceso Lineal

Las clases de modelos lineales de series de tiempo dan un panorama general en el estudio
de los procesos estacionarios. Todo proceso estacionario de segundo orden es un proceso
lineal o puede ser transformado a un proceso lineal, esto se realiza sustrayendo componentes
deterministas al proceso, a este procedimiento se le da el nombre de descomposición de Wold
(Véase [3]).

Definición 2.5.3. La serie de tiempo {Xt : t ∈ T} es un proceso lineal , si ésta tiene la
siguiente representación:

Xt =

∞∑

j=−∞

ψjZt−j , (2.3)

para todo t, donde {Zt} ∼ WN(0, σ2) y además {ψj} es una sucesion de constantes el cual
cumple que

∑∞
j=−∞ |ψj | <∞.

En términos del operador de retraso B, (2.3) puede ser reescrita como

Xt = ψ(B)Zt, (2.4)

donde ψ(B) =
∑∞

j=−∞ ψjB
j . Un proceso lineal es llamado media móvil o MA(∞), si ψj = 0

para todo j < 0, es decir

Xt =

∞∑

j=0

ψjZt−j .

El operador ψ(B) de (2.4) puede ser visto como un filtro lineal, el cual al ser aplicado a
la serie {Zt}, produce como salida la serie {Xt}. El siguiente resultado asegura que al aplicar
un filtro lineal a una serie que es estacionaria, la serie resultante sigue siendo estacionaria.

Proposición 2.5.1. Sea {Yt : t ∈ T} una serie de tiempo estacionaria con media 0 y
función de covarianza γY . Si

∑∞
j=∞ |ψj | <∞, entonces la serie de tiempo

Xt =
∞∑

j=−∞

ψjYt−j = ψ(B)Yt,

es estacionaria con media 0 y función de autocovarianza

γX(h) =
∞∑

j=−∞

∞∑

k=−∞

ψjψkγY (h+ k − j). (2.5)

En el caso especial donde {Xt : t ∈ T} sea un proceso lineal, se tiene que

γX(h) =
∞∑

j=−∞

ψjψj+hσ
2. (2.6)
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Demostración. Como se tiene que E[Yt] = 0 para t ∈ T , entonces

E[Xt] = E




∞∑

j=−∞

ψjYt−j


 =




∞∑

j=−∞

ψj E[Yt−j ]


 = 0,

además

γX(h) = E
[
(Xt+h − µ)(Xt − µ)

]

= E[Xt+hXt]

= E






∞∑

j=−∞

ψjYt+h−j



(

∞∑

k=−∞

ψkYt−k

)


=

∞∑

j=−∞

∞∑

k=−∞

ψjψk E[Yt+h−jYt−k]

=
∞∑

j=−∞

∞∑

k=−∞

ψjψkγY (h− j + k).

De esto último, se tiene que {Xt : t ∈ T} es estacionario y con función de autocovarianza
(2.5). Ahora, si {Xt : t ∈ T} es un proceso lineal, se tiene que {Yt : t ∈ T} es una sucesión
de ruido blanco, aśı γY (h− j+ k) = σ2 siempre que k = j − h y 0 para cualquier otro caso,
esto por la no correlación de la serie {Yt : t ∈ T}. Aśı se concluye (2.6).

2.5.4. Procesos autorregresivos de promedios móviles

Definición 2.5.4. Sea {Xt : t ∈ T} una serie de tiempo. Se dice que es un proceso

autorregresivo de promedios móviles, denotado por ARMA(p, q), si {Xt : t ∈ T} es
estacionario y para todo t se tiene que:

Xt − φ1Xt−1 − · · · − φpXt−p = Zt + θ1Zt−1 + · · ·+ θqZt−q, (2.7)

donde {Zt} ∼ WN(0, σ2) y los polinomios (1− φ1z− · · · − φpz
p) y (1 + θ1z+ · · ·+ θqz

q) no
tienen factores comunes.

El proceso {Xt : t ∈ T} es un proceso ARMA(p, q) con media µ si {Xt − µ : t ∈ T} es
un modelo ARMA(p, q). Una forma abreviada de expresar (2.7) es de la siguiente manera:

φ(B)Xt = θ(B)Zt, (2.8)

donde φ y θ son polinomios de orden p y q respectivamente, es decir,

φ(z) = 1− φ1z − · · · − φpz
p y θ(z) = 1− θ1z − · · · − θqz

q,
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además B es el operador de retraso. Como caso particular se tiene que la serie {Xt : t ∈ T}
es un proceso AR(p) si θ(z) ≡ 1 y es un MA(q) si φ(z) ≡ 1.

Una condición para la existencia de una solución para el proceso estacionario es que el
polinomio φ(z) = 1−φ1z−· · ·−φpzp sea distinto de cero para todo número complejo z con
|z| = 1. Si φ(z) 6= 0 para todo z en el circulo unitario, entonces existe δ > 0 que cumple,

1

φ(z)
=

∞∑

j=−∞

χjz
j , para 1− δ < |z| < 1 + δ,

y
∑∞

j=−∞ |χj| < ∞. Definiendo entonces la parte derecha de la ecuación anterior como un
filtro lineal cuyos coeficientes de los sumandos son positivos,

1

φ(B)
=

∞∑

j=−∞

χjB
j,

y aplicando el operador χ(B) :=
1

φ(B)
en ambos lado de (2.8) se tiene entonces:

Xt = χ(B)φ(B)Xt = χ(B)θ(B)Zt = ψ(B)Zt =

∞∑

j=−∞

ψjZt−j ,

donde ψ(z) = χ(z)θ(z) =
∑∞

j=−∞ ψjz
j .

Proposición 2.5.2 (Existencia y unicidad). Una solución de (2.7) existe y además será úni-
ca para la serie {Xt : t ∈ T} si y sólo si,

φ(z) = 1− φ1z − · · · − φpz
p 6= 0, para todo |z| = 1.

Proposición 2.5.3 (Causal). Un proceso ARMA(p, q), {Xt : t ∈ T} es causal o una
función causal de {Zt} si existen contantes {ψj} tal que

∑∞
j=0 |ψj | <∞ y además,

Xt =

∞∑

j=0

ψjZt−j , para todo t ∈ T. (2.9)

Una condición equivalente para que la serie sea causal es

1− φ1z − · · · − φpz
p 6= 0, para todo |z| ≤ 1. (2.10)

La sucesión {ψj} en (2.9) se determina por la relación ψ(z) =

∞∑

j=0

ψjz
j =

θ(z)

φ(z)
, o

equivalentemente,

(1− φ1z − · · · − φpz
p)(ψ0 + ψ1z + . . . ) = 1 + θ1z + · · · + θqz

q.

Igualando los coeficientes correspondientes a zj con j = 0, 1, . . . , se encuentra que
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1 = ψ0

θ1 = ψ1 − ψ0φ1

θ2 = ψ2 − ψ1φ1 − ψ0φ2
...

o equivalentemente,

ψj −
p∑

k=1

φkψj−k = θj, con j = 0, 1 . . . ,

donde θ0 := 1, θj := 0 para j > q, además ψj := 0 para j < 0.

Proposición 2.5.4 (Invertibilidad). Un proceso ARMA(p, q) {Xt : t ∈ T} es invertible

si existen constantes {πj} tal que
∑∞

j=0 |πj| <∞ y

Zt =

∞∑

j=0

πjXt−j , para todo t.

La condición de invertibilidad es equivalente a:

θ(z) = 1− θ1z + · · · + θqz
q 6= 0 para todo, |z| ≤ 1.

Para poder obtener los valores de la sucesión {πj} se realiza el mismo razonamiento
que fue utilizado para hallar los coeficientes de {ψj}. Aśı los valores serán determinados
mediante la ecuación,

πj +

q∑

k=1

θkπj−k = −φj, para j = 0, 1, . . . ,

donde φ0 := −1, φj := 0 para j > p, además πj := 0 para j < 0.

2.5.5. Función de Autocorrelación parcial

Definición 2.5.5. La función de autocorrelación parcial (PARC) de un proceso
ARMA(p, q) {Xt : t ∈ T} esta dada por la función α(·) la cual esta definida mediante
las siguientes ecuaciones

α(0) = 1 y α(h) = φhh, con h ≤ 1,

donde φhh es la última componente correspondiente de

φh = Γ−1
h γh,
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donde Γh = [γ(i− j)]hi,j=1 y γh = [γ(1), γ(2), . . . , γ(h)]′.

Para un conjunto de observaciones {x1, x2, . . . , xn} con xi 6= xj para algún i y j, la
función de autocorrelación parcial muestral , α̂(h) esta definido mediante:

α̂(0) = 1 y α̂(h) = φ̂hh con h ≤ 1,

donde φ̂hh es la última componente correspondiente de

φ̂h = Γ̂−1
h γ̂h.

La función de autocorrelación parcial mide la relación que existe en las observaciones
hechas en la serie de tiempo separadas por un retraso de h unidades de tiempo eliminando
el efecto de las observaciones intermedias.

2.6. Modelado y predicción de series de tiempo

Se considera el problema de predecir valores Xn+h, para h > 0 de una serie de tiem-
po estacionaria con media µ conocida y función de autocovarianza γ, en termino de los
valores {Xn, . . . ,X1} hasta el tiempo n. El objetivo es hallar una combinación lineal de
1,Xn,Xn−1, . . . ,X1 que prediga Xn+h con el mı́nimo error cuadrático medio. El mejor pre-
dictor lineal que depende de 1,Xn,Xn−1, . . . ,X1 será denotado mediante

PnXn+h = a0 + a1Xn + · · · anX1,

el cual queda determinado mediante los coeficientes a0, a1, . . . , an al buscar valores que
minimicen

S(a0, . . . , an) = E [Xn+h − a0 − a1Xn − · · · − anX1]
2 .

Donde S es una función cuadrática de a0, a1, . . . , an el cual esta acotado inferiormente
por cero. Aśı existe un valor pequeño de (a0, . . . , an) que minimiza a S y además satisface
que

∂S(a0, . . . , an)

∂aj
= 0, j = 0, . . . , n. (2.11)

Evaluando estas derivadas en (2.11) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

E

[
Xn+h − a0 −

n∑

i=1

aiXn+1−i

]
= 0,

E

[(
Xn+h − a0 −

n∑

i=1

aiXn+1−i

)
Xn+1−j

]
= 0, j = 1, . . . , n.

(2.12)
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Resolviendo el sistema se obtiene los valores de ai que minimizan el error cuadrático
medio, los cuales pueden ser reescritos en forma vectorial de la siguiente manera:

a0 = µ

(
1−

n∑

i=1

ai

)
(2.13)

y

Γnan = γn(h), (2.14)

donde

an = (a1, . . . , an)
′, Γn = [γ(i − j)]ni,j=1,

y

γn(h) =
(
γ(h), γ(h + 1), . . . , γ(h + n− 1)

)′
.

Aśı,

PnXn+h = µ+

n∑

i=1

ai (Xn+1−i − µ) , (2.15)

donde an satisface (2.14). De (2.15) el valor esperado del error de predicción Xn+h−PnXn+h

es cero, y el error cuadrático medio de la predicción esta dado por:

E[Xn+h − PnXn+h]
2 = γ(0) − 2

n∑

i=1

aiγ(h+ i− 1) +

n∑

i=1

n∑

j=1

aiγ(i− j)aj

= γ(0) − a′nγn(h),

(2.16)

esta última ecuación se sigue por (2.14).

Proposición 2.6.1. Sea {Xt : t ∈ T} una serie de tiempo estacionaria con media µ,
sea PnXn+h el mejor predictor lineal definido como (2.12). Entonces PnXn+h satisface las
siguientes propiedades:

1. PnXn+h = µ+

n∑

i=1

ai (Xn+1−i − µ), donde an = (a1, . . . , an)
′ satisface (2.14).

2. E[Xn+h − PnXn+h]
2 = γ(0) − a′nγn(h), donde γn(h) está definido mediante

γn(h) = (γ(h), . . . , γ(h+ n− 1))′.

3. E[Xn+h − PnXn+h] = 0.

4. E[(Xn+h − PnXn+h)Xj ] = 0, para j = 1, . . . , n.
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Demostración. Para el primer y segundo inciso, se dan de manera natural en la cons-
trucción del polinomio PnXn+h. Por otro lado, para el inciso tres se tiene que

E[Xn+h − PnXn+h] = E[Xn+h − µ+

n∑

i=1

ai(Xn+1−i − µ)]

= E[Xn+h]− µ+

n∑

i=1

ai E[Xn+1−i − µ]

= 0.

Para el último inciso, se tiene que:

E[(Xn+h − PnXn+h)Xj ] = E

[(
Xn+h − µ+

n∑

i=1

ai(Xn+1−i − µ)

)
Xj

]

= E

[
Xn+hXj − µXj −

n∑

i=1

ai (Xn+1−i − µ)Xj

]

= E [Xn+hXj ]− µ2 −
n∑

i=1

ai
(
E[Xn+1−iXj]− µ2

)

= E
[
(Xn+h − µ)(Xj − µ)

]
−

n∑

i=1

ai

(
E[(Xn+1−i − µ)(Xj − µ)]

)

= γ(n + h− j)−
n∑

i=1

aiγ(n+ 1− j − i).

Observe que de (2.14) se tiene que para j = 1, . . . , n se cumple

γ(h− 1 + j) =

n∑

i=1

aiγ(i− j),

como γ(i− j) = γ(j − i), se tiene entonces que

n∑

i=1

aiγ
(
(n+ 1− j)− i

)
= γ

(
h− 1 + (n+ 1− j)

)

= γ(h+ n− j).

luego E[(Xn+h − PnXn+h)Xj ] = 0 para j = 1, 2, . . . , n.
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2.6.1. Algoritmo Innovations

El algoritmo innovations es un algoritmo recursivo el cual es aplicable a cualquier tipo
de serie de tiempo con segundo momento finito e independientemente de que la serie sea o
no estacionaria. Supóngase que la serie {Xt : t ∈ T} tiene media cero y además E |Xt|2 <∞
para cada t y E[XiXj ] = κ(i, j). Definase ahora el mejor predictor de un paso y el

error cuadrático medio mediante

X̂n =

{
0, si n = 1;
Pn−1Xn, si n = 2, 3, . . . ,

y

vn = E[Xn+1 − PnXn+1]
2,

donde Pn−1Xn se define como el mejor predictor lineal en términos de 1,Xn−1, . . . ,X1.

Se define ahora el innovations, o el error de predicción de un paso como

Un = Xn − X̂n.

Con lo anterior, en termino de vectores se tendrá que Un = (U1, . . . , Un)
′ y

Xn = (X1, . . . ,Xn)
′. Luego, la última ecuación puede ser reescrita como

Un = AnXn. (2.17)

donde

An =




1 0 0 · · · 0
a11 1 0 · · · 0
a22 a21 1 · · · 0
...

...
...

. . . 0
an−1,n−1 an−1,n−2 an−1,n−3 · · · 1



.

La matriz An es no singular cuya inversa Cn es de la forma

Cn =




1 0 0 · · · 0
θ11 1 0 · · · 0
θ22 θ21 1 · · · 0
...

...
...

. . . 0
θn−1,n−1 θn−1,n−2 θn−1,n−3 · · · 1



. (2.18)

Por tanto, el vector predictor de un paso X̂n := (X1, P1X2, . . . , Pn−1Xn)
′ se puede

expresar como:
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X̂n =Xn −Un

=CnUn −Un

=(Cn − In)Un

=(Cn − In)
(
Xn − X̂n

)

=Θn

(
Xn − X̂n

)
,

(2.19)

donde,

Θn =




0 0 0 · · · 0
θ11 0 0 · · · 0
θ22 θ21 0 · · · 0
...

...
...

. . . 0
θn−1,n−1 θn−1,n−2 θn−1,n−3 · · · 0



,

y Xn satisface también

Xn = Cn(Xn − X̂n). (2.20)

Aśı (2.17) se puede reescribir como:

X̂n+1 =





0, si n = 0;

n∑

j=1

θnj(Xn+1−j − X̂n+1−j), si n = 1, 2, . . . .
(2.21)

Los predictores de un paso X̂1, X̂2, . . . se puede calcular recursivamente una vez que se
hayan obtenido los coeficientes θij los cuales se calculan de la siguiente manera.

Definición 2.6.1. Los coeficientes θn1, θn2, . . . , θnn se calculan de manera recursiva por
medio de las siguientes ecuaciones:

v0 = κ(1, 1),

θn,n−k = v−1
k


κ(n+ 1, k + 1)−

k−1∑

j=0

θk,k−jθn,n−jvj


 , 0 ≤ k ≤ n,

vn = κ(n + 1, n + 1)−
n−1∑

j=0

θ2n,n−jvj .
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Cálculo recursivo de predictores en h-pasos

Para la predicción en h-pasos se utiliza la siguiente igualdad (Véase [3])

Pn(Xn+k − Pn+k−1Xn+k) = 0, k ≥ 1. (2.22)

lo cual se sigue de

E[(Xn+k − Pn+k−1Xn+k − 0)Xn+j−1] = 0, j = 1, . . . , n. (2.23)

Utilizando la linealidad de Pn en (2.22) se tiene que

PnXn+h = PnPn+h−1Xn+h

= PnX̂n+h

= Pn




n+h−1∑

j=1

θn+h−1,j

(
Xn+h−1 − X̂n+h−j

)



=

n+h−1∑

j=1

θn+h−1,j Pn(Xn+h−j − Pn+h−j−1Xn+h−j),

para h− j ≥ 1, Pn(Xn+h−j − Pn+h−j−1Xn+h−j) = 0 (esto por (2.22)), aśı

PnXn+h =

n+h−1∑

j=h

θn+h−1,j

(
Xn+h−j − X̂n+h−j

)
, (2.24)

donde los coeficientes θnj son determinados por el algoritmo innovations.

El error medio cuadrático esta dado mediante

E[Xn+h − PnXn+h]
2 = E[Xn+h]

2 − 2E[Xn+hPnXn+h] + E[(PnXn+h)
2],

usando el hecho de que E[Xn+hPnXn+h] = E[(PnXn+h)
2], entonces se tiene que

E[Xn+h − PnXn+h]
2 = E[Xn+h]

2 − E[PnXn+h]
2,

se puede mostrar que Xn − X̂n es no correlacionado respecto a X1 − X̂1, . . . ,Xn−1 − X̂n−1

(Véase [3]), aśı utilizando esto y usando la definición de vk se concluye que

E[Xn+h − PnXn+h]
2 = κ(n + h, n + h)−

n+h−1∑

j=h

θ2n+h−1,jvn+h−j−1. (2.25)
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2.6.2. Prediccion en procesos ARMA

Para poder determinar un modelo apropiado ARMA(p, q) que pueda describir una serie
de tiempo observada involucra un conjunto de problemas relacionados entre śı. Esto incluye
la elección de p y q (selección de orden) además de la estimación de la media, los coeficientes
{φi : i = 1, 2 . . . , p}, {θi : i = 1, 2 . . . , q} incluyendo la varianza del ruido blanco σ2.

El algoritmo innovations provee un algoritmo recursivo para el pronóstico de un proceso
con media cero el cual no necesariamente sea estacionario.

Para un proceso un proceso ARMA(p, q) causal {Xt : t ∈ T} con media cero definido
como

φ(B)Xt = θ(B)Zt, {Zt} ∼ WN(0, σ2). (2.26)

Puede ser aplicado el algoritmo anteriormente mencionado usando el proceso {Wt}, el
cual esta definido por:

Wt =





σ−1Xt, t = 1, 2, . . . ,m;

σ−1φ(B)Xt, t > m.
(2.27)

donde

m = máx(p, q). (2.28)

Para este caso, se define θ0 = 1 y θj = 0 para j > q, además se hace el supuesto de
que p ≥ 1 y q ≥ 1. La autocovarianza κ(i, j) = E[WiWj ], i, j ≥ 1, esta puede ser calculada
mediante la siguiente proposición.

Proposición 2.6.2. Supongase que se tiene {Xt : t ∈ T} un proceso ARMA(p, q) causal
con p ≥ 1 y q ≥ 1 con media cero. Sea Wt definido como (2.27) además θ0 = 1 y θj = 0
para j > q entonces la función de autocovarianza esta dada mediante:

κ(i, j) =





σ−2γX(i− j), 1 ≤ i, j ≤ m;

σ−2

[
γX(i− j)−

p∑

r=1

φrγX(r − |i− j|)
]
, mı́n(i, j) ≤ m < máx(i, j) ≤ 2m;

q∑

r=0

θrθr+|i−j|, mı́n(i, j) > m;

0, otro caso.
(2.29)
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Demostración.

CASO I

Sea 1 ≤ i, j ≤ m, luego

κ(i, j) = E [WiWj]

= E
[
σ−1Xiσ

−1Xj

]

= σ−2 E [XiXj ]

= σ−2γX (i− j) .

CASO II

Suponga que mı́n(i, j) = i luego máx(i, j) = j entonces se sigue que:

E(WiWj) = E
[
σ−1Xiσ

−1φ(B)Xj

]

= σ−2 E [Xiφ(B)Xj ]

= σ−2 E [Xi (Xj − φ1Xj−1 − φ2Xj−2 − · · · − φpXj−p)]

= σ−2

(
E

[
XiXj −

p∑

r=1

φrXiXj−r

])

= σ−2

(
E [XiXj ]−

p∑

r=1

φr E [XiXj−r]

)

= σ−2

(
γX(i− j)−

p∑

r=1

φrγX(j − k − i)

)
,

puesto que γX(−h) = γX(h), entonces la última ecuación se expresa como:

κ(i, j) = σ−2

(
γX(i− j)−

p∑

r=1

φrγX(k − (j − i))

)
.

CASO III

Supongase que mı́n(i, j) = i, luego i > m y se tiene

E[WiWj] = E
[
σ−1φ(B)Xiσ

−1φ(B)Xj

]

= σ−2 E [φ(B)Xiφ(B)Xj ]

= σ−2 E [θ(B)Ziθ(B)Zj]

= σ−2 E [(Zi + θ1Zi−1 + · · ·+ θqZi−q) (Zj + θ1Zj−1 + · · · + θqZj−q)]

= σ−2 E

[
ZiZj +

q∑

k=1

θkZiZj−k + · · ·+
q∑

k=1

θqθkZi−qZj−k

]
,
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puesto que {Zt} ∼ WN(0, σ2), esto significa que {Zt} es no correlacionado es decir,

E[ZiZj ] =

{
0, si i 6= j;
σ2, si i = j.

(2.30)

Bajo el supuesto de que mı́n(i, j) = i entonces se tiene que i < j, luego existe h > 0 tal
que i+ h = j y usando (2.30) se tiene entonces

E[WiWj] = σ−2
(
θhE[ZiZj−h]− θ1θh+1 E[Zi−1Zj−h+1]− · · · − θqθh+q E[Zi−qZj−h+q]

)

= θh − θ1θh+1 − · · · − θqθh+q

=

q∑

r=0

θrθr+(j−i),

donde θ0 = 1. Análogamente, se realiza el mismo procedimiento para el caso cuando
mı́n(i, j) = j.

CASO IV

Para este caso, se tiene que mı́n(i, j) > m y además |i−j| > q entonces del caso anterior,
existe h > 0 tal que h = q + k para todo k > 0, sin embargo por hipótesis se tiene que
θi = 0 siempre que i > q, aśı se concluye que

E[WiWj ] = 0

Al aplicar el algoritmo innovations al proceso {Wt}, se tiene que

Ŵn+1 =





n∑

j=1

θnj

(
Wn+1−j − Ŵn+1−j

)
, 1 ≤ n < m;

q∑

j=1

θnj

(
Wn+1−j − Ŵn+1−j

)
, n ≥ m,

(2.31)

donde los coeficientes θnj y el error cuadrático medio rn = E[Wn+1 − Ŵn+1]
2 se encuentran

de forma recursiva por medio de dicho algoritmo.

Cabe destacar que la función predictora (2.31) se hace cero por medio de θnj donde
n ≥ m y j > q el cual es consecuencia de la forma en que se da la función κ(i, j), (proposición
2.6.2).

Se puede observar que en (2.27) cada Xn con n ≥ 1 puede ser escrito como una combina-
ción lineal deWj con 1 ≤ j ≤ n y rećıprocamente cada Wn con n ≥ 1 puede escribirse como
una combinación lineal de Xj para 1 ≤ j ≤ n, luego el mejor predictor lineal de cualquier
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variable aleatoria Y en términos de {1,X1, . . . ,Xn} es el mismo que el mejor predictor lineal
de la variable Y en términos de {1,W1, . . . ,Wn}. Aśı se tendrá entonces que los mejores
predictores lineales de Wn+1 y Xn+1 de un paso están dados por:

Ŵn+1 = PnWn+1 y X̂n+1 = PnXn+1,

respectivamente.

Usando lo anterior y (2.27), se observa que:

Ŵt =





σ−1X̂t, t = 1, 2, . . . ,m;

σ−1
[
X̂t − φ1Xt−1 − · · · − φpXt−p

]
, t > m,

(2.32)

usando esta ecuación junto con (2.27), se tiene;

Xt − X̂t = σ
(
Wt − Ŵt

)
para todo t ≥ 1. (2.33)

Realizando el reemplazo de (Wj − Ŵj) mediante σ−1(Xj − X̂j) en (2.31) y haciendo
después la sustitución en (2.32) se obtiene:

X̂n+1 =





n∑

j=1

θnj

(
Xn+1−j − X̂n+1−j

)
, 1 ≤ n ≤ m;

φ1Xn + · · ·+ φpXn+1−p +

q∑

j=1

θnj

(
Xn+1−j − X̂n+1−j

)
, n ≥ m.

(2.34)

y además,

E
[
Xn+1 − X̂n+1

]2
= σ2 E

[
Wn+1 − Ŵn+1

]2
= σ2rn. (2.35)

Con esto se determina la predicción de un paso X̂2, X̂3, . . . recursivamente para un
modelo ARMA(p, q) causal.

Predicción de procesos ARMA(p, q) en h-pasos

De (2.24) se tiene que

PnWn+h =
n+h−1∑

j=h

θn+h−1,j

(
Wn+h−j − Ŵn+h−j

)

= σ−1
n+h−1∑

j=h

θn+h−1,j

(
Xn+h−j − X̂n+h−j

)
.
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Usando el resultado anterior y aplicando el operador Pn a cada lado de (2.27) se concluye
que el predictor en h-pasos Pn+h satisface:

PnXn+h =





n+h−1∑

j=h

θn+h−1,j

(
Xn+h−j − X̂n+h−j

)
, 1 ≤ h ≤ m− n;

p∑

i=1

φiPnXn+h−i +
n+h−1∑

j=h

θn+h−1,j

(
Xn+h−j − X̂n+h−j

)
, h > m− n.

(2.36)
Para el caso de que n > m, entonces para todo h ≥ 1,

PnXn+h =

p∑

i=1

φiPnXn+h−i +

q∑

j=h

θn+h−1,j

(
Xn+h−j − X̂n+h−j

)
. (2.37)

Una vez que los predictores X̂1, . . . , X̂n han sido calculados de (2.34), es sencilla la
obtención (con n fijo) de los predictores PnXn+1, PnXn+2, PnXn+3, . . . .

El error medio cuadrático de PnXn+h se calcula mediante (Véase [3])

σ2n(h) = E[Xn+h − PnXn+h]
2 =

h−1∑

j=0

(
j∑

r=0

χrθn+h−r−1,j−r

)2

vn+h−j−1

donde los coeficientes χj son calculados de manera recursiva, con χ0 = 1 y para j = 1, 2, . . .

χj =

mı́n(p,j)∑

k=1

φkχj−k (2.38)

2.6.3. Estimación por máxima verosimilitud

Suponga que {Xt : t ∈ T} es una serie de tiempo gaussiana1 con media cero y función
de autocovarianza κ(i, j) = E[XiXj]. Sean Xn = (X1, . . . ,Xn)

′ y X̂n = (X̂1, . . . , X̂n)
′,

donde X̂1 = 0 y X̂j = E[Xj |X1, . . . ,Xj−1] = Pj−1Xj con j ≥ 2. Sea Γn la matriz de
covarianzas, esto es Γn = E[XnX

′
n] y suponiendo que la matriz Γn es no singular se tiene

que la verosimilitud de Xn esta dada mediante:

L(Γn) = (2π)−n/2(det Γn)
−1/2 exp

(
−1

2
X′

nΓ
−1
n Xn

)
. (2.39)

El calculo directo del det Γn y Γ−1 puede evitarse expresando estos en términos de los
errores de predicción de un paso Xj − X̂j junto con sus varianzas vj−1 para j = 1, . . . , n los
cuales se obtiene de manera recursiva mediante el algoritmo innovations.

1Esto es, una serie de tiempo cuya función de distribución conjunta es normal multivariada
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Para esto, sea θij con j = 1, 2, . . . ; i = 1, 2, . . . los coeficientes que son obtenidos cuando
se aplica el algoritmo innovations a la función de autocovarianza κ a la serie {Xt : t ∈
T} además sea Cn la matriz triangular inferior de n × n definida en (2.18). Entonces, se
tendrá que:

Xn = Cn

(
Xn − X̂n

)
.

Luego,

Γn = E
[
XnX

′
n

]

= E

[
Cn

(
Xn − X̂n

)(
Xn − X̂n

)′
C ′
n

]

= Cn E

[(
Xn − X̂n

)(
Xn − X̂n

)′]
C ′
n.

Puesto que las componentes de Xn − X̂n son no correlacionadas se tiene que la matriz
de covarianzas es diagonal cuyos elementos son los vj , es decir

Dn = diag{v0, v1, . . . , vn−1}.
De esto último se obtendrá que

Γn = CnDnC
′
n.

Por otra parte, se tiene que

X′
nΓ

−1
n Xn = X′

n

(
CnDnC

′
n

)−1
Xn

= X′
nC

′−1
n D−1

n C−1
n Xn

=
(
X′

nA
′
n

)
D−1

n (AnXn)

= (AnXn)
′D−1

n (AnXn)

=
(
Xn − X̂n

)′
D−1

n

(
Xn − X̂n

)

=
n∑

j=1

1

vj−1

(
Xj − X̂j

)2
.

(2.40)

Además,

det Γn = det
(
CnDnC

′
n

)

= detCn detDn detC
′
n

= detDn

= v0v1 · · · vn.

(2.41)
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De lo anterior, se observa que (2.39) se reduce a

L(Γn) =
1√

(2π)nv0v1 · · · vn−1

exp




−1

2

n∑

j=1

(
Xj − X̂n

)2

vj−1




. (2.42)

Teniendo en cuenta (2.34) y (2.35), la expresión (2.42) se puede reescribir como sigue

Verosimilitud Gaussiana para un proceso ARMA

L(φ, θ, σ2) =
1√

(2πσ2)nr0r1 . . . rn−1

exp




− 1

2σ2

n∑

j=1

(
Xj − X̂j

)2

rj−1




. (2.43)

Al diferenciar lnL(φ, θ, σ2) parcialmente respecto a σ2 y observando que X̂j y rj son

independientes de σ2, se hallan los estimadores de máxima verosimilitud φ̂, θ̂ y σ2 que
satisface las siguientes propiedades:

Estimadores de máxima verosimilitud

σ̂2 = n−1S
(
φ̂, θ̂
)
, (2.44)

donde

S
(
φ̂, θ̂
)
=

n∑

j=1

(
Xj − X̂j

)

rj−1
, (2.45)

y φ̂, θ̂ son los valores de φ, θ que minimizan

`(φ, θ) = ln
(
n−1S(φ, θ)

)
+ n−1

n∑

j=1

ln rj−1. (2.46)

Los estimadores de mı́nimos cuadrados φ̃ y θ̃ de φ y θ respectivamente, son obtenidos al
minimizar la función S la cual se define mediante (2.45) en lugar de `, la cual esta definida
en (2.46) y sujeto a las restricciones de que el modelo sea causal e invertible. El estimador
por mı́nimos cuadrados de σ2 esta definido por

σ̃2 =
S
(
φ̃, θ̃
)

n− p− q
.
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2.7. Diagnóstico y verificación

Usualmente, la bondad del ajuste de un modelo estad́ıstico en un conjunto de datos es
juzgado al comparar los valores observados con los correspondientes valores predichos los
cuales fueron obtenidos del modelo ajustado.

Cuando se ajusta un modelo ARMA(p, q) a una serie dada éste determinará estimadores
φ̂, θ̂ y σ̂2 de máxima verosimilitud respecto a los parámetros φ, θ y σ2 respectivamente.

Se define los residuos mediante

Ŵt =
Xt − X̂t

(
φ̂, θ̂
)

(
rt−1

(
φ̂, θ̂
))1/2 , t = 1, . . . , n , (2.47)

donde X̂t(θ̂, φ̂) denota a los valores predichos de Xt basado en X1,X2, · · · ,Xt−1 los cuales
son calculados al ajustar el modelo.

Si se asume que el modelo de máxima verosimilitud ARMA(p, q) genera a
{Xt : t ∈ T}, entonces se tiene que {Ŵt} ∼ WN(0, σ2). Sin embargo, para mostrar que
el modelo ARMA(p, q) sea el apropiado para los datos se asume que sólo X1, . . . ,Xn son

generados y cuyos estimadores de máxima verosimilitud son φ̂, θ̂ y σ̂2, respectivamente por
un proceso ARMA(p, q) cuyos parámetros φ, θ y σ2 son desconocidos. Entonces {Wt} no
tiene una distribución de ruido blanco. Sin embargo Ŵt para t = 1, . . . , n tendrá propiedades
similares a la secuencia de ruido blanco

Wt(φ, θ) =
Xt − X̂t(φ, θ)

(rt−1(φ, θ))
1/2

, t = 1, . . . , n. (2.48)

Por otra parteWt(φ, θ) se aproxima en termino al ruido blanco en la definición de (2.26)
en el sentido de que E[Wt(φ, θ)−Zt]

2 → 0 cuando t→ ∞ (Véase [4]). Aśı la sucesión {Ŵt}
deberá ser, aproximadamente

No correlacionado si {Zt} ∼ WN(0, σ2).

Independiente si {Zt} ∼ IID(0, σ2).

Distribuida normalmente si {Zt} ∼ N(0, σ2).

El residuo reescalado R̂t, t = 1, . . . , n se obtiene al dividir los residuos Ŵt, t = 1, . . . , n

por el estimador σ̂ =

√∑n
t=1W

2
t

n
del ruido blanco. Esto es

R̂t =
Ŵt

σ̂
. (2.49)
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Si el modelo es el apropiado, los residuos escalares deberán tener propiedades similares
a las de una secuencia WN(0, 1) o de una secuencia IID(0, 1) si se hace el supuesto de que
el ruido blanco {Zt} derivado del proceso ARMA es independiente del ruido blanco.

Lo siguiente está basado en las propiedades esperadas de los residuos o residuos reesca-
lares bajo el supuesto de que el modelo ajustado es el correcto y además {Zt} ∼ IID(0, σ2).

Gráfica de los residuales reescalados {R̂t, t = 1, . . . , n}

Si el modelo ajustado es el apropiado, entonces la gráfica de los residuos reescalados
{R̂t, t = 1, . . . , n} deberá asemejarse a una secuencia de ruido blanco con varianza uno. Si
bien es dif́ıcil el identificar la estructura de la correlación de {R̂t} para esta gráfica, puesto
que la desviación de la media en cero es a veces indicado por la componente de tendencia o
componente ćıclica y la varianza, la cual es no constante debido por la fluctuaciones en R̂t

cuya magnitud depende de t.

La función de autocorrelación muestral de los residuales

Para n lo suficientemente grande se tiene que la función de autocorrelación muestral de
una sucesión i. i.d., Y1, . . . , Yn con varianza finita es aproximadamente i. i.d. cuya distri-
bución es N(0, 1/n). De esto se puede realizar una prueba de hipótesis sobre los residuales
observados los cuales son consistentes con un ruido i. i.d., esto al examinar las autocorrela-
ciones muestrales de los residuos y rechazar la hipótesis de ruido i. i.d. si mas de dos o tres
de cada 40 quedan fuera de los limites ±1.96/

√
n o si uno está muy por fuera de los ĺımites.

2.8. Modelo ARIMA para series de tiempo no estacionarias

Definición 2.8.1. Si d es un entero no negativo, entonces {Xt : t ∈ T} se dice que es un
proceso ARIMA(p, d, q) si

Yt := (1−B)dXt

es un proceso ARMA(p, q) causal.

De la definición anterior, se afirma que {Xt : t ∈ T} satisface la siguiente ecuación de
diferencia

φ∗(B)Xt ≡ φ(B)(1 −B)dXt = θ(B)Zt, donde {Zt} ∼ WN(0, σ2), (2.50)

y φ(z), θ(z) son polinomios de grado p y q respectivamente y además φ(z) 6= 0 para |z| ≤ 1.
Por otra parte, el polinomio φ∗(z) tiene un cero de orden d en z = 1 además se observa de
que el proceso {Xt : t ∈ T} es estacionario si y sólo si d = 0, el cual se reduce a un proceso
ARMA(p, q).

Notese que si d ≥ 1, se puede incluir un polinomio de tendencia arbitrario de grado
(d− 1) a {Xt : t ∈ T}, el cual no sufre cambio alguno a la ecuación de diferencia (2.50). De
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esto último se tiene que los procesos ARIMA son usados para poder representar datos que
tengan algún tipo de tendencia, sin embargo, cabe destacar también que estos procesos son
apropiados para el modelado de series los cuales no tengan tendencia alguna, exceptuando el
caso cuando se tiene d = 0, en el cual la media de {Xt : t ∈ T} no es posible determinarla por
(2.50). Dado que d ≥ 1, (2.50) determina propiedades de segundo orden para {(1−B)dXt}
pero no paraXt luego los estimadores φ, θ y σ2 estarán basados en las diferencias (1−B)dXt.

2.8.1. Identificación de técnicas

1. Transformaciones preliminares. Al estimar los valores p, q de un modelo
ARMA(p, q) para una serie de datos, es poco aceptable pensar que los datos sean
una realización de un proceso ARMA, en particular una realización de un proceso
estacionario. Si los datos muestran caracteŕısticas de las cuales da a sugerir la no
estacionalidad de la serie (como puede ser, tendencia y estacionalidad) entonces es
necesario el realizar alguna transformación para poder obtener una nueva serie la cual
cumpla con la condición de que sea estacionaria.

La gráfica de la serie o la función de autocorrelación muestral o ambos pueden ser
ocupados para poder determinar la estacionaridad de la serie. Al inspeccionar la gráfica
de la serie ocasionalmente revela una gran dependencia de variabilidad sobre el nivel
de la serie, en tal caso los datos deberán primero ser transformados para reducir o
eliminar dicha dependencia. Una de estas transformaciones es la logaŕıtmica Vt = lnUt

la cual es apropiada cuando {Ut} es una serie cuya desviación estándar incrementa
linealmente junto con la media. Para una clase general en donde se trata de estabilizar
la varianza una transformación importante es la llamada trasformación de Box-Cox
que se define mediante:

fλ(Ut) =





λ−1
(
Uλ
t − 1

)
, Ut ≥ 0, λ > 0;

lnUt, Ut > 0, λ = 0.

En la practica, el valor que toma λ cuando se aplica esta transformación es λ = 0 o
λ = 0.5.

Para poder eliminar la tendencia o la estacionalidad puede ser usado uno de los tres
métodos que se describen a continuación:

a) Descomposición clásica

Descomposición de la serie en componente de tendencia, componente de estacio-
nalidad y componente aleatoria.

b) Diferenciación

Después de haber eliminado las componentes de estacionaridad y de tendencia,
es posible que la función de autocorrelación sea la de una proceso que no sea



40 2.9. Ráıces unitarias en modelos de series de tiempo

estacionario (o cercano a la de uno no estacionario), en tal caso la diferenciación
puede ser aplicable.

c) Armónicos

Ajustar una suma de armónicos o un polinomio de tendencia que genere una
secuencia de ruido el cual consista de los residuos de la regresión.

2. Identificación y estimación. El problema ahora es encontrar el modelo ARMA(p, q)
el cual represente a la serie {Xt : t ∈ T}. Si p, q son conocidos, simplemente se
aplicaŕıan las tecnicas ya planteadas anteriormente sin embargo, esto no es el caso y
se hace necesario el identificar los valores apropiados para p y q.

Para poder elegir p y q se basará principalmente en la minimización del estad́ıstico
AICC, el cual esta definido como

AICC(φ, θ) = −2 lnL

(
φ, θ,

S(φ, θ)

n

)
+

2n(p+ q + 1)

n− p− q − 2
, (2.51)

donde L(φ, θ, σ2) es la verosimilitud de los datos encontrados en el ARMA gaussiano
con parámetros (φ, θ, σ2) y S(φ, θ) es la suma residual cuadrática el cual se definió en
(2.45). Una vez que se halla minimizado el valor de AICC entonces será necesario
verificar el modelo por medio de la bondad de ajuste, es decir, se verifica que los
residuos se comporten como ruido blanco.

Para cualesquiera valores fijos p, q, los estimadores de máxima verosimilitud de φ y
θ son los valores que minimizan el estad́ıstico AICC y por tanto, el modelo mı́nimo
AICC puede ser encontrado (sobre cualquier valor de p y q) calculando los estimadores
de máxima verosimilitud para cada valor fijo p, q y eligiendo de estos el modelo de
máxima verosimilitud con el valor más pequeño de AICC.

2.9. Ráıces unitarias en modelos de series de tiempo

El problema de ráıces unitarias en series de tiempo surgen cuando cualquier polinomio
autorregresivo o de promedios móviles de un modelo ARMA tiene una ráız en o cerca del
circulo unitario, puesto que una ráız unitaria en cualquiera de estos polinomios tiene una
importante implicación en el modelado. Por ejemplo, una ráız del polinomio autorregresivo
cercano al 1 sugiere que los datos deberán diferenciarse antes de poder ajustar un mode-
lo ARMA. Por otra parte, al considerar ráıces cercanas a la unidad en un polinomio de
promedios móviles da un indicativo de que los datos han sido sobrediferenciado (Véase [3]).

2.9.1. Ráıces unitarias en polinomios autorregresivos

En esta parte se discutirá el uso del operador diferencial en una serie no estacionaria cu-
ya función de autocorrelación muestral decae lentamente. El grado de diferenciación de una
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serie de tiempo {Xt : t ∈ T} está determinado en gran parte por la aplicación sucesiva de
dicho operador hasta que la función de autocorrelación muestral de {∇dXt} decrezca rápi-
damente. La serie de tiempo diferenciada podŕıa entonces modelar un proceso ARMA(p, q)
de orden pequeño y entonces resultar ser un modelo ARIMA(p, d, q) para los datos origina-
les cuyo polinomio autorregresivo esta dado por (1− φ1z − · · · − φpz

p)(1− z)d con d ráıces
sobre el circulo unitario.

Se estudia primero el caso cuando se tiene un modelo AR(1), posteriormente el caso
general, AR(p). Sea X1,X2, . . . ,Xn observaciones de un modelo AR(1)

Xt − µ = φ1(Xt−1 − µ) + Zt, {Zt} ∼ WN(0, σ2), (2.52)

donde |φ1| < 1 y µ = E[Xt]. Para n lo suficientemente grande el estimador de máxima
verosimilitud φ̂ de φ es aproximadamente N(φ1, (1−φ21)/n). Para el caso de ráıces unitarias,
esta aproximación normal no es convincente y además, no es aplicable el uso de prueba de
hipótesis para ráıces unitarias H0 : φ1 = 1 contra H1 : φ < 1. Luego para poder construir
una prueba de hipótesis para H0, el modelo (2.52) se puede reescribir como

∇Xt = Xt −Xt−1 = φ∗ + φ1Xt−1 + Zt, com {Zt} ∼ WN(0, σ2), (2.53)

donde

φ∗0 = µ(1− φ1); φ∗1 = φ1 − 1.

Sea φ̂∗1 el estimador de mı́nimos cuadrados de φ∗1 encontrado por regresión de ∇Xt sobre
1 y Xt−1.

El error estimado estándar de φ̂∗1 está definido mediante:

ŜE(φ̂∗1) = S

(
n∑

t=2

(
Xt−1 − X̄

)2
)−1/2

,

donde

S2 =
n∑

t=2




(
∇Xt − φ̂∗0 − φ̂∗1Xt−1

)2

n− 3


 ,

y X̄ es la media muestral de X1, . . . ,Xn−1. Dickey y Fuller (Véase [3]) mostraron la distri-
bución ĺımite cuando n→ ∞ de la relación t

τ̂µ :=
φ̂∗1

ŜE
(
φ̂∗1

) , (2.54)

bajo el supuesto de ráıces unitarias φ∗1 = 0, por la que una prueba de la hipótesis nula
H0 : φ1 = 1 puede ser construida.
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El procedimiento anterior puede ser extendida para el caso en donde {Xt : t ∈ T} sigue
un modelo AR(p) con media µ dado por

Xt − µ = φ1(Xt−1 − µ) + · · · + φp(Xt−p − µ) + Zt, {Zt} ∼ WN(0, σ2).

El modelo anterior, puede ser reescrito como

∇Xt = φ∗0 + φ∗1Xt−1 + φ∗2∇Xt−1 + · · ·+ φ∗p∇Xt−p+1 + Zt, (2.55)

φ0 = µ(1− φ1 − · · · − φp), φ∗1 =

p∑

i=1

φi − 1, φ∗j = −
p∑

i=j

φi, j = 2, . . . , p .

Si el polinomio autorregresivo tiene una ráız en 1, entonces 0 = φ(1) = −φ∗1 y la serie
diferenciada {∇Xt} es un proceso ARMA(p − 1). Por consiguiente, la prueba de hipótesis
de ráız unitaria en 1 para el polinomio autorregresivo es equivalente a la prueba de φ∗1 = 0.
Como ocurrió en el caso del proceso AR(1), φ∗1 puede ser estimado como el coeficiente de
Xt−1 por la regresión de mı́nimos cuadrados de ∇Xt sobre 1,Xt−1,∇Xt−1, . . . ,∇Xt−p+1.
Para n suficientemente grande, la proporción t

τ̂µ :=
φ̂∗1

ŜE
(
φ̂∗1

) , (2.56)

donde ŜE
(
φ̂∗1

)
es el error estándar estimado de φ̂∗1 que tiene la misma distribución ĺımite

como el estad́ıstico de prueba en (2.54).

2.9.2. Ráıces unitarias en polinomios de promedios móviles

Una ráız unitaria en polinomios de promedios móviles tiene cabida un gran número de
interpretaciones el cual depende del modelo que sea utilizado. Supongase el caso de que
{Xt : t ∈ T} es un proceso ARMA causal e invertible el cual satisface las ecuaciones,

φ(B)Xt = θ(B)Zt, {Zt} ∼ WN(0, σ2).

Entonces, la serie diferenciada Yt := ∇Xt es un proceso ARMA(p, q + 1) no invertible
cuyo polinomio de promedio móvil es θ(z)(1 − z). Por consiguiente, al realizar una prueba
de hipótesis sobre ráıces unitarias en los polinomios de promedios móviles es equivalente a
realizar una prueba de sobrediferenciación en la serie de tiempo.

Como segunda aplicación es posible el distinguir entre los modelos

∇kXt = a+ Vt y Xt = c0 + c1t+ · · ·+ ckt
k +Wt

donde {Vt} y {Wt} son procesos ARMA invertibles. Para el modelo de la serie diferenciada
{∇kXt} no tiene ráıces unitarias de promedios móviles, mientras que el segundo modelos
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{∇kXt}, tiene múltiples ráıces de promedios móviles de orden k. Aśı, se puede distinguir
entre dos modelos observando los valores de {∇kXt} para detectar la presencia de ráıces
unitarias de promedios móviles.

Como primer caso, se estudiará el modelo MA(1), puesto que el caso general es mucho
más complicado y no es fácil de resolver. Sea X1, . . . ,Xn observaciones del modelo MA(1)

Xt = Zt + θZt−1, {Zt} ∼ IID(0, σ2).

Davis y Dunsmuir (Véase [3]) mostraron bajo el supuesto de θ = 1, n(θ̂ + 1) converge
en distribución donde θ̂ es el estimador de máxima verosimilitud. Una prueba de hipótesis
con H0 : θ = −1 vs. H1 : θ > −1 puede ser mostrado limitándose al rechazar H0 cuando

θ̂ > −1 +
cα
n
,

donde cα es el cuantil (1− α) de la distribución ĺımite de n(θ̂ + 1).

2.9.3. Predicción para modelos ARIMA

Suponga que la serie {Yt : t ∈ T} es un proceso ARMA(p, q) causal y que X0 es una
variable aleatoria arbitraria. Defina

Xt = X0 +

t∑

j=1

Yj.

Se tiene que {Xt : t ∈ T} es una proceso ARIMA(p, 1, q) con media E(Xt) = E(X0)
y función de autocovarianza E(Xt+hXt) − E(X0)

2 el cual sólo depende de Var(X0) y de
Cov(X0, Yj) para j = 1, 2, . . . .

En efecto, se tiene que para cada t = 1, 2, . . . se observa que,

Yt = (1−B)Xt.

Puesto que {Yt : t ∈ T} es un proceso ARMA(p, q), se tiene que

φ(B)Yt = θ(B)Zt,

aśı, al sustituir el valor de Yt en términos de Xt, se obtiene que

φ(B)(1 −B)Xt = θ(B)Zt,

por definición, se tiene que {Xt, t ≥ 0} es un proceso ARIMA(p, 1, q). Además,
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E[Xt] = E


X0 +

t∑

j=1

Yt




= E[X0] +

t∑

j=1

E[Yt]

= E[X0],

la última igualdad se da, puesto que se tiene que {Yt : t ∈ T} es un proceso causal. Por otra
parte, para el cálculo de la función de autocovarianza se tiene:

Cov(Xt+h,Xt) = E
[
(Xt+h − E[Xt+h]) (Xt − E[Xt])

]

= E
[
(Xt+h − E[X0]) (Xt − E[X0])

]

= E[Xt+hXt]− (E[X0])
2

= γX(h).

El mejor predictor lineal deXn+1 basado en {1,X0,X1, . . . ,Xn} es el mismo que el mejor
predictor lineal en términos de {1,X0, Y1, . . . , Yn} puesto que cada combinación lineal de
este último es combinación lineal de la primera y viceversa. Aśı, denotando como Pn al
mejor polinomio predictor en términos de su respectivo conjunto y usando el hecho de la
linealidad de Pn, entonces se obtiene

PnXn+1 = Pn(X0 + Y1 + · · ·+ Yn+1)

= Pn(Xn + Yn+1)

= Xn + PnYn+1.

Para el caso general, se asumirá que el proceso observado {Xt : t ∈ T} satisface la
ecuación de diferencia

(1−B)dXt = Yt, t = 1, 2, . . . ,

donde {Yt : t ∈ T} es un proceso ARMA(p, q) causal y además, el vector aleatorio
(X1−d, . . . ,X0) es no correlacionado respecto a Yt para t > 0. La ecuación de diferencia
anterior, puede ser reescrita de la siguiente forma

Xt = Yt −
d∑

j=1

(
d

j

)
(−1)jXt−j , t = 1, 2 . . . . (2.57)
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Para poder realizar el cálculo de PnXn+h, se aplica a ambos miembros de (2.57) el
operador Pn para obtener

PnXn+h = PnYn+h −
d∑

j=1

(
d

j

)
(−1)jPnXn+h−j. (2.58)

Teniendo el supuesto de que (X1−d, . . . ,X0) es no correlacionado respecto a Yt con
t > 0, esto permite identificar PnYn+h como el mejor predictor lineal de Yn+h en terminos
de {1, Y1, . . . , Yn}. Por otra parte, PnXn+1 se obtiene directamente de (2.58) haciendo notar
que PnXn+1−j = Xn+1−j para j ≥ 1. El predictor PnXn+2 puede ser encontrado de (2.58)
una vez calculado el valor de PnXn+1; los predictores PnXn+3, PnXn+4, . . . son calculados
recursivamente de la misma manera.

Para hallar el error medio cuadrático del predictor es conveniente el expresar PnYn+h en
terminos de {Xj}. Para n ≥ 0, se denota el predictor de un paso mediante Ŷn+1 = PnYn+1

y X̂n+1 = PnXn+1. Aśı de (2.57) y (2.58) se obtiene,

Xn+1 − X̂n+1 = Yn+1 − Ŷn+1, n ≥ 1,

aśı de (2.37) si n > m = máx(p, q) y h ≥ 1, se obtiene que,

PnYn+h =

p∑

i=1

φiPnYn+h−i +

q∑

j=h

θn+h−1,j

(
Xn+h−j − X̂n+h−j

)
. (2.59)

Ajustando φ∗(z) = (1 − z)dφ(z) = 1 − φ∗1z − · · · − φ∗p+dz
p+d, se encuentra de (2.58) y

(2.59) que

PnXn+h =

p+d∑

j=1

φ∗jPnXn+h−j +

q∑

j=h

θn+h−1,j

(
Xn+h−j − X̂n+h−j

)
, (2.60)

la cual es análoga a la fórmula de predicción en h pasos (2.37) para un proceso ARMA.

El error medio cuadrático para el predictor en h-pasos esta dado por:

σ2(h) = E(Xn+h − PnXn+h)
2 =

h−1∑

j=0

(
j∑

r=0

χrθn+h−r−1,j−r

)2

vn+h−j−1, (2.61)

done θn0 = 1, además

χ(z) =

∞∑

r=0

χrz
r =

(
1− φ∗1z − · · · − φ∗p+dz

p+d
)−1

,

y
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vn+h−j−1 = E
(
Xn+h−j − X̂n+h−j

)2
= E

(
Yn+h−j − Ŷn+h−j

)2
.

Los coeficientes χj pueden ser hallados de manera recursiva mediante (2.38)con φ∗j re-
emplazado por φj . Para n suficientemente grande, se puede aproximar (2.61), siempre y
cuando θ(·) sea invertible, mediante:

σ2n(h) =

h−1∑

j=0

ψ2
jσ

2, (2.62)

donde

ψ(z) =

∞∑

j=0

ψjz
j = (φ∗(z))−1θ(z).

2.9.4. Función predictora

Analizando (2.60) se muestra que para n > m = máx(p, q), el predictor de h− pasos

g(h) := PnXn+h,

satisface las ecuaciones diferenciales lineales homogéneas

g(h) − φ∗1g(h− 1)− · · · − φ∗p+dg(h − p− d) = 0, h > q, (2.63)

donde φ∗1, . . . , φ
∗
p+d son los coeficientes de z, . . . , zp+d en

φ∗(z) = (1− z)dφ(z).

Si se asume que los ceros de φ(z) (denotado por ξ1, ξ2, . . . , ξp) son todos distintos entonces
la solución de (2.63) estará dada por

g(h) = a0 + a1h+ · · ·+ adh
d−1 + b1ξ

−h
i + · · ·+ bpξ

−h
p , h > q − p− d, (2.64)

donde los coeficientes a1, . . . , ad y b1, . . . , bp son determinados por las p + d ecuaciones
obtenidas al igualar el lado derecho de (2.64) para q−p−d < h ≤ q con los correspondientes
valores de g(h) calculados numéricamente. Una vez que se hallan evaluado las constantes
ai y bi la expresión algebraica (2.64) dará los predictores para todo h > q − p − d. En el
caso de que q = 0, los valores de g(h) para a0, . . . , ad, b1, . . . , bp son los valores observados
g(h) = Xn+h con −p−d ≤ h ≤ 0 y la expresión (2.62) corresponde el error medio cuadrático
el cual será exacto.
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2.10. Modelos estacional ARIMA

Definición 2.10.1. Si d y D son enteros no negativos, entonces {Xt : t ∈ T} es un proceso

ARIMA estacional (SARIMA) de orden (p, q, d) × (P,D,Q) con periodo s, si la serie
diferenciada Yt = (1−B)d(1−Bs)DXt es un proceso ARMA causal definido por:

φ(B)Φ(Bs)Yt = θ(B)Θ(Bs)Zt, {Zt} ∼ WN(0, σ2), (2.65)

donde φ(z) = 1−φ1z−· · ·−φpzp, Φ(z) = 1−Φ1z−· · ·−Φpz
q, θ(z) = 1+ θ1z+ · · ·+ θqzq

y Θ(z) = 1 + Θ1z + · · · +ΘQz
Q.

Nota 2.10.1. En aplicaciones D es a lo más uno y P , Q comúnmente son menores que tres.

Nota 2.10.2. (2.65) puede ser reescrito en forma equivalente a

φ∗(B)Yt = θ∗(B)Zt, (2.66)

donde φ∗(·), θ∗(·) son polinomios de grado p+sP y q+sQ respectivamente, cuyos coeficientes
pueden ser expresados en términos de φ1, . . . , φp, Φ1, . . . ,ΦP , θ1, . . . , θq y Θ1, . . . ,ΘQ. Bajo
la condición de que p < s y q < s las restricciones sobre los coeficientes de φ∗(·) y θ∗(·)
pueden ser expresados como una relación multiplicativa

φ∗is+j = φ∗isφ
∗
j , i = 1, 2, . . . ; j = 1, . . . , s− 1

y

θ∗is+j = θ∗isθ
∗
j , i = 1, 2, . . . ; j = 1, . . . , s− 1 .

El primer paso para la identificación de modelos SARIMA para un conjunto de datos
es hallar d y D el cual haga que las observaciones diferenciadas

Yt = (1−B)d(1−Bs)DXt,

sean aparentemente estacionaria. Después se examina la función de autocorrelación muestral
y la función de autocorrelación parcial de {Yt : t ∈ T} en retrasos que son múltiplos de s
para poder identificar los ordenes de P y Q en el modelo (2.66). Si ρ̂(·) es la función de
autocorrelación muestral de {Yt : t ∈ T}, entonces P y Q deberán elegirse de tal forma
que ρ̂(ks) para k = 1, 2, . . . sea similar con la función de autocorrelación de un proceso
ARMA(P,Q). El orden de p y q son seleccionados de forma que ρ̂(1), . . . , ρ̂(s− 1) coincida
con la función de autocorrelación de un proceso ARMA(p, q). Por último, el criterio AICC
y la prueba de bondad de ajuste son usados para seleccionar el mejor modelo SARIMA.

Para valores dados de p, d, q, P,D y Q, los parámetros φ, θ,Φ,Θ y σ2 pueden ser encon-
trados usando el procedimiento de máxima verosimilitud. Las diferencias
Yt = (1 − B)d(1 − Bs)DXt constituye un proceso ARMA(p + sP, q + sQ) el cual algu-
nos de los coeficiente son cero y el resto son funciones del vector (p + q + Q) dimensional
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β′ = (φ′,Φ′, θ′,Θ′). La máxima verosimilitud de β es el valor que minimiza `(β), y la máxima
verosimilitud estimado de σ2 esta dado por (2.44).

Un enfoque más directo para el modelado de series diferenciadas {Yt : t ∈ T} es simple-
mente ajustar a un subconjunto el modelo ARMA de la forma (2.66) sin hacer uso de los
multiplicadores que son de la forma φ∗(·) y θ∗(·) en (2.65).

2.10.1. Proceso de predicción en el modelo SARIMA

El proceso de predicción en modelos SARIMA es análoga para la predicción de modelos
ARIMA (Véase sección 2.9.3, página 43). Expandiendo el operador (1 − B)d(1 − Bs)D en
potencias de B y reordenando la ecuación

(1−B)d(1−Bs)DXt = Yt,

ajustado t = n+ h se tendrá

Xn+h = Yn+h +

d+Ds∑

j=1

ajXn+h−j (2.67)

el cual es análogo a (2.58). Haciendo el supuesto de que las primeras d+Ds observaciones
X−d−Ds+1, . . . ,X0 son no correlacionados con {Yt, t ≥ 1}, se puede determinar el mejor
predictor lineal PnXn+h de Xn+h basado en {1,X−d−Ds+1, . . . ,Xn} aplicando Pn a cada
lado de (2.67) para obtener

PnXn+h = PnYn+h +
d+Ds∑

j=1

ajPnXn+h−j, (2.68)

El primer término del lado derecho coincide con el mejor predictor lineal del proceso
ARMA {Yt : t ∈ T} en términos de {1, Y1, . . . , Yn}. El predictor PnXn+h puede ser calculado
de forma recursiva para h = 1, 2, . . . de (2.68), si es que se cumple que PnXn+h = Xn+1−j

para cada j ≥ 1.

Un argumento similar dado en (2.61) nos proporciona el error cuadrático medio

σ2n(h) = E[Xn+h − PnXn+h]
2 =

h−1∑

j=0

(
j∑

r=0

χrθn+h−r−1,j−r

)2

vn+h−j−1, (2.69)

donde θnj y vn son obtenidos al aplicar el algoritmo innovations a la serie diferenciada
{Yt : t ∈ T} y

χ(z) =

∞∑

r=0

χrz
r =

[
φ(z)Φ(zs)(1− z)d(1 − zs)D

]−1
, |z| < 1. (2.70)
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Para n lo suficientemente grande se puede aproximar (2.69) si θ(z)Θ(zs) es no cero para
todo |z| ≤ 1 por

σ2n(h) =

h−1∑

j=0

ψ2
jσ

2, (2.71)

donde

ψ(z) =

∞∑

j=0

ψjz
j =

θ(z)Θ(zs)

φ(z)Φ(zs)(1 − z)d(1− zs)D
, |z| < 1.

En este Caṕıtulo se desarrolló la teoŕıa estad́ıstica necesaria para realizar pronóstico a
un conjunto de datos, el cual conlleva (de manera general), a una serie de pasos tales como:
preparación de los datos, propuestas de modelos, elección de modelos y como último punto
la realización de la predicción (Véase [3]).

Se han desarrollado nuevos enfoques para la realización de pronósticos. Uno de estos
son las redes neuronales artificiales, cuyo algoritmo de aprendizaje backpropagation ha sido
empleado en muchas áreas, incluyendo en medicina en el diagnostico de enfermedades (Véase
[12]) además de realizar modelo para la predicción de los indices de precios de las bolsas
bursátiles de un páıs o estimar el desempeño de una empresa (Véase [9]) y el de la cancelación
de ruido a través de cables de transmisión, como por ejemplo, la linea telefónica (Véase [14]).
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Caṕıtulo 3

Redes neuronales artificiales y

biológicas

En el Caṕıtulo anterior se presentó la teoŕıa necesaria para realizar la predicción usando
series de tiempo el cual es necesario que el conjunto de datos cumplan cierta hipótesis para
que, en primer lugar, se busque un modelo estad́ıstico que se ajuste a éstos de manera
adecuada y posteriormente realizar la predicción.

En este Caṕıtulo se presenta la teoŕıa para el desarrollo de redes neuronales artificia-
les cuya rama de la inteligencia artificial se destaca de manera impresionante al resolver
problemas de cierto ı́ndole como es el caso del pronóstico.

3.1. Redes neuronales biológicas

Varios investigadores han desarrollado desde hace más de 30 años la teoŕıa de redes
neuronales artificiales quienes se basaron en la eficiencia y caracteŕısticas de los procesos
llevados a cabo por el cerebro (Véase [5]), tales como:

1. Tolerante a fallas. En el cerebro humano mueren diariamente células sin afectar su
funcionamiento.

2. Flexibilidad. Se ajusta a nuevos ambientes por medio de un proceso de aprendizaje.
No hay que programarlo.

3. Tratamiento de incertidumbre. Puede manejar información difusa, con ruido o infor-
mación inconsistente.

4. Multiproceso. Es altamente paralelo, esto en el sentido de que el cerebro procesa cierta
información en forma paralela. Por ejemplo, se puede caminar y al mismo tiempo
observar el paisaje además de escuchar el canto de las aves todo al mismo tiempo.

De forma muy general, una red neuronal es una máquina que modela la forma en que
el cerebro realiza una tarea en concreta. Para lograr esto, y tener un buen rendimiento, la
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red neuronal emplea interconecciones de manera masiva entre elementos simples de cómputo
llamados neuronas.

Definición 3.1.1. Una red neuronal es un procesador masivamente distribuido paralelo
compuesto de unidades simples de procesamiento los cuales tienen una propensión natural
para el almacenamiento de conocimiento y hacer disponible su uso.

La red neuronal se asemeja al cerebro en dos aspectos principales:

1. El conocimiento es adquirido por la red a través de un proceso de aprendizaje.

2. Los fuerza de conexión entre las neuronas, llamado pesos sinapticos, son usados
para el almacenamiento del conocimiento adquirido.

Las neuronas están constituidas principalmente de tres partes, (ver Figura 3.1), dendri-
tas, el cuerpo de la neurona y el axón . Las dendritas son el receptor de la neurona, son
ramificaciones de fibras nerviosas las cuales recibe las señales eléctricas de otras neuronas
y ésta pasa a través del cuerpo de la neurona que se encarga de la suma de estas señales
de entradas. El axón es una fibra larga cuyo objetivo es llevar la señal desde el cuerpo de
la neurona hacia otras neuronas mediante el contacto de las dendrita de éstas. El punto de
contacto recibe el nombre de sinapsis.

Figura 3.1: Partes principales de la neurona biológica.

3.2. Modelo neuronal artificial

Se identifica tres elementos básicos de un modelo neuronal artificial (Véase [10]) las
cuales son:
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1. Un conjunto de sinapsis o enlaces de conexión. Cada una está caracterizada por un
peso o fuerza. Una señal de entrada pj de la sinapsis j está conectado con la neurona
k la cual es multiplicado por el peso sinaptico wkj.

2. Un sumador o combinación lineal. Combina las señales de entradas ponderandolas
por las respectivas sinapsis de la neurona.

3. Una función de activación f , el cual limita o normaliza la amplitud de la salida de la
neurona.

En la Figura 3.2, se muestra un ejemplo de un modelo neuronal. Observe que en este
modelo incluye un sesgo o ganancia bk que es aplicado desde el exterior de la neurona.
Esta ganancia tiene el efecto de incrementar o disminuir la entrada neta de la función de
activación.

Figura 3.2: Modelo Neuronal

En términos matemáticos, la descripción del modelo de una neurona k puede expresarme
mediante las siguientes ecuaciones:

uk =

R∑

j=1

wkjpj (3.1)

y

ak = f(uk + bk) (3.2)

donde p1, p2, · · · , pR son las señales de entradas; wk1, wk2, · · · , wkR son los pesos sinapticos
de la neurona k; uk es la combinación lineal de salida entre las señales de entrada; bk es el
sesgo o ganancia; f es la función de activación y por último ak es la señal de salida de la
neurona. El uso de la ganancia bk tiene el efecto de aplicar una transformación af́ın a la
salida uk de la combinación lineal del modelo mostrado en la Figura 3.2, el cual es llamado
entrada neta de la red y está dada por:

nk = uk + bk (3.3)
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En particular, dependiendo si la ganancia bk es positiva o negativa, la relación entre el
campo inducido local o el potencial de activación ak de la neurona k y de la combinación
lineal de la salida uk es modificado en la forma que se ilustra en la Figura 3.3.

Figura 3.3: Transformación af́ın producido por la presencia de la ganancia.

3.2.1. Función de transferencia

La función de activación o función de transferencia f define la salida de la neurona en
términos de la entrada neta nk. La elección de esta función dependerá si satisface alguna
especificación del problema que se desea resolver.

Existe una gran variedad de funciones de transferencia sin embargo, las siguientes fun-
ciones que se describen a continuación son las más usadas.

1. Función de transferencia ĺımite estricto (hard limit) o función umbral . Establece
la salida de la neurona como 0 si el argumento es menor que 0 o 1 si su argumento es
mayor o igual a 0. Este tipo de función es utilizada para clasificar a la entrada de la
neurona en dos categoŕıas diferentes.

f(nk) =

{
0, si nk < 0;
1, si nk ≥ 1.

(3.4)

En la práctica, es aconsejable tener una función de transferencia el cual tome valor
de −1 o 1, en tal caso, la función de transferencia hardlim se toma como una función
simétrica respecto al origen. De aqúı que la función hardlims se define como la función
hardlim simétrica respecto al origen, es decir

f(nk) =

{
−1, si nk < 0;
1, si nk ≥ 1.

(3.5)



3. Redes neuronales artificiales y biológicas 55

2. Función lineal . La salida para esta función de transferencia será igual a la entrada
neta.

f(nk) = nk. (3.6)

3. Función sigmoidal . Este tipo de función es comúnmente usada en la construcción
de redes neuronales artificiales. Un ejemplo de la función sigmoidal es la función log-

sigmoidal el cual está definida mediante la expresión

f(nk) =
1

1 + e−nk

. (3.7)

Mientras que la función hardlim toma valores de 0 o 1 la función sigmoidal toma un
rango continuo de valores entre 0 y 1, además la función hardlim es una función no
diferenciable mientras que la sigmoidal lo es.

4. Función tangente sigmoidal . Esta función está definida como

f(nk) =
enk − e−nk

enk + e−nk

. (3.8)

3.2.2. Arquitectura de la red

De manera general, se identifica tres clases importantes diferentes de arquitectura de
una red.

Redes de capa simple con conexiones hacia adelante

Como se mencionó anteriormente (Véase sección 1.3, página 8), una red neuronal mul-
ticapa es aquella red cuyas neuronas están organizadas por capas. La red más simple de
una red multicapa es aquella de una sóla capa, es decir, sólo se tiene la capa de entrada.
Aqúı se tomará la arquitectura mencionada en [8] el cual distingue la capa de entrada de la
señal de entrada. Por ejemplo, en [10] no hace distinción a la capa de entrada con la señal
de entrada además de que la única diferencia que realiza es la capa de salida con la señal
de salida. Con esto, se tiene que una neurona simple, o neurona monocapa, es aquella red
con una única capa la cual es tanto como capa de entrada como capa de salida es decir, no
existe capa oculta.

En la Figura 3.4 se observa una red neuronal de una sola capa con S neuronas. Notese
que cada elemento de la señal de entrada pj con 0 ≤ j ≤ R está conectado a cada uno de
las neuronas.

Se le denomina red de conexión hacia adelante o red de alimentación hacia

adelante aquella red cuya información fluye dentro de la misma desde la capa de entrada
hacia la capa de salida.
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Figura 3.4: Neurona de una capa con S neuronas

Redes multicapa con conexión hacia adelante

Este tipo de redes se distingue de la anterior por la presencia de una o más capas ocultas,
las cuales realizan el procesamiento de la señal de entrada de la red.

La señal de entrada en la capa de entrada de la red proporciona respectivamente patrones
de activación las cuales constituyen la señal de entrada aplicado a la neurona en la segunda
capa (es decir, la primera capa oculta). La señal de salida de la segunda capa es usada como
entrada en la tercer capa y aśı sucesivamente para las demás capas de la red. Las neuronas
en cada capa de la red tiene como entrada la señal procedente de la capa inmediata anterior.
Luego, el conjunto de señales de salida final en la capa oculta de la red lo constituye de
las respuestas totales de los patrones de activación los cuales fueron proporcionados por la
señal de entrada en la primera capa.

Para referirse a una red neuronal se auxiliara de los números de neurona que tiene cada
capa de la red. Por ejemplo, para poder referirse a la red neuronal de la Figura 3.5 se usará la
siguiente notación R− S1 −S2 −S3, el cual significa que la red tiene tres capas, la capa de
entrada con S1 neuronas, una capa oculta de S2 neuronas y la capa oculta de salida de S3

neuronas. El número de componentes de la señal de entrada corresponde al primer número
de la sucesión anterior que para el ejemplo, se tiene una señal de R entradas.
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Figura 3.5: Red Multicapa con una sola capa oculta

Redes recurrentes

Este tipo de red se distinguen de las redes con conexión hacia adelante por que existen
al menos un bucle o ciclo de retroalimentación. Por ejemplo, una red recurrente puede
consistir de una red de una sola capa cuya señal de salida es señal de entrada para las
demás neuronas. De manera general este tipo de red es aquella cuya señal de entrada es
señal de salida para la red.

3.2.3. Regla de aprendizaje

Por regla de aprendizaje se entenderá como el procedimiento para la modificación de
los pesos y ganancias de una red, además este procedimiento puede ser también referido
como algoritmo de entrenamiento. El propósito de la regla de aprendizaje es la de entrenar a
la red para que pueda realizar alguna tarea en espećıfica. Los tipos de aprendizaje se dividen
en tres categoŕıas: aprendizaje supervisado, aprendizaje no supervisado y el aprendizaje semi-
supervisado.

En el aprendizaje supervisado, se es provisto de un conjunto de ejemplos llamados
conjunto de entrenamiento los cuales es un conjunto de entradas con salidas esperadas de
la forma:

{p1, t1}, {p2, t2}, . . . , {pQ, tQ} (3.9)

donde pq es una entrada o patrón de la red y tq es la correspondiente salida esperada llamado
objetivo. Cada salida que la red proporcione por cada patrón de entrada es comparado con
las salidas esperadas, de aqúı que la regla de aprendizaje ajusta los pesos y las ganancias de
la red de tal forma de que las salidas que proporcione la red sean cercanas a los objetivos
esperados.
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El aprendizaje no supervisado no requieren influencia externa para el ajuste de los
pesos en las conexiones entre las neuronas, es decir, la neurona no recibe información alguna
por parte del entorno que le indique si la salida generada por medio de una entrada es o no
la correcta.

Estas redes deben encontrar caracteŕısticas, regularidades o categoŕıas que se puedan
establecer entre los datos que se presenten en sus entradas. La salida de la red representa en
algunos casos, el grado de familiaridad o similitud entre la información que se le está pre-
sentando a la red y las informaciones que se le han mostrado hasta entonces, estableciendo
aśı categoŕıas.

Por último, el aprendizaje semi-supervisado realiza la mezcla o la combinación de
los aprendizajes antes mencionados.

3.3. Perceptrón simple

La primera red neuronal conocida, fue desarrollada en 1943 por Warren McCulloch y
Walter Pitts el cual consist́ıa en la suma de la señal de entrada que eran multiplicadas por
ciertos valores de pesos que eran escogidos aleatoriamente. Ésta suma era comparada con un
patrón preestablecido el cual determinaba la salida de la red, si la suma era mayor o igual
que el patrón preestablecido, la salida de la red es 1, en caso contrario, la salida es cero.
Éstos investigadores llegaron a afirmar que cualquier función aritmética o lógica podŕıa ser
modelada por esta red. A diferencia de las redes biológicas los parámetros de su red teńıa
que ser diseñado puesto que aún no existian métodos de aprendizajes en ese tiempo.

En 1950 Frank Rosenblatt y otros investigadores desarrollaron una clase de red neuronal
llamado perceptrón . Ésta red era muy similar a la red de McCulloch y Pitts sin embargo,
Rosenblatt hab́ıa introducido la regla de aprendizaje para el entrenamiento de ésta y con
ello la red podŕıa resolver problemas de reconocimiento de patrones. Él mostró que la regla
de aprendizaje, además de ser simple y automática, siempre converǵıa a ciertos pesos de los
cuales podŕıa dar solución al problema, esto siempre y cuando existieran estos pesos que
pudieran resolver el problema.

Desafortunadamente, el modelo del perceptrón tiene limitantes. Estas fueron publicadas
en el libro Perceptrons por Minsky y Seymour Papert. Ellos demostraron que la red era in-
capaz de solucionar ciertas problemas llamados problemas linealmente separables, los cuales
son conjuntos cuyo patrones son linealmente separable. Supongase dos conjuntos de puntos
A y B, entonces se dice que son linealmente separables en un espacio n-dimensional si
existen n+1 números reales w1, . . . , wn, θ de manera que para cada punto (x1, . . . , xn) ∈ A
satisface que

∑n
i=1wixi ≥ θ y cada punto (x1, . . . , xn) ∈ B satisface

∑n
i=1wixi < θ (Véase

Figura 3.6).

No fue que hasta en 1980 estas limitaciones fueron superadas con la implementación de
mejoras en el perceptrón. Algunas de estas mejoras fueron la inclusión de varias capas y de
las reglas de aprendizajes asociativos.
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Figura 3.6: Separabilidad lineal en el espacio R
2.

3.3.1. Arquitectura y aprendizaje del perceptrón

El modelo del perceptrón esta formada de una sola neurona y una o varias señales de
entrada. La función de trasferencia o activación consta de la función hardlim o función um-
bral. El modelo más simple consta de una sola señal de entrada el cual puede ser observado
en la Figura 3.7(a)

De acuerdo a (3.2), se tiene que la salida de este modelo esta dado por

a =

{
1, si n ≤ 0;
0, en otro caso.

(3.10)

Observe que los modelos que se ilustran en las Figuras 3.7(a) y 3.7(b), tienen una sola
señal de salida. Con esto una red de perceptrón simple se puede clasificar la señal de entrada
en dos categoŕıas, ya sea 1 o 0, (esto por la función de transferencia). Por otra parte, en
una red de perceptrones de una sola capa con múltiples neuronas, esta puede clasificar la
señal de entrada en 2S posibles categoŕıas; en donde S es el número de neuronas que tiene
la red.

Para el modelo mostrado en la Figura 3.7(c) el cual consta de una red neuronal de R
entradas y S neuronas (perceptrones) de una sola capa, se define la matriz de pesos W

asociado a la red neuronal mediante

W =




w1,1 w1,2 · · · w1,R

w2,1 w2,2 · · · w2,R
...

...
...

wS,1 wS,2 · · · wS,R


 (3.11)

Además se define el vector iw como el vector columna que esta compuesto de los ele-
mentos de la i-ésima fila de la matriz W, es decir:
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(a) Una señal de entrada (b) Varias señales de entrada

(c) Varias neuronas con varias
señales de salida

Figura 3.7: Modelo del perceptrón

iw =
(
wi,1 wi,2 · · · wi,R

)′
, (3.12)

De esto último, se tiene que iw consta de los pesos sinápticos de la neurona i con las
correspondientes señales de entrada. Luego se tiene que W puede ser reescrito en términos
de iw de la siguiente manera:

W =
(

1w
′

2w
′ · · · Sw

′
)′
. (3.13)

Aśı, (3.2) queda expresado en forma vectorial de la siguiente manera

a = f(Wp+ b) (3.14)

donde f es la función umbral, p es el vector R× 1 definido como
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p =
(
p1 p2 · · · pR

)′
(3.15)

cuya k-ésima entrada de este vector corresponde al k-ésimo peso sináptico de la correspon-
diente sinapsis k y b es el vector de ganancia S × 1 el cual cada elemento de este vector es
la correspondiente ganancia de la neurona, es decir

b =
(
b1 b2 · · · bS

)′
(3.16)

Observe que la salida para este tipo de arquitectura es un vector a de dimensión S × 1
cuya i-ésima salida está dada mediante

ai = iw
′p+ bi i = 1, 2, · · · , S (3.17)

Regla de aprendizaje

El perceptrón es una red cuyo tipo de aprendizaje es supervisado. Su comportamiento
está definido por los pares de la forma

{p1, t1}, {p2, t2}, . . . , {pQ, tQ}

En la regla de aprendizaje se aplica el patrón pq a la red el cual proporcionará una salida
que es comparada con el valor objetivo o esperado tq. Los valores de los pesos determinan el
funcionamiento de la red y éstos valores se pueden fijar o adoptar con diferentes algoritmos
de entrenamiento.

El algoritmo más simple para el entrenamiento de una red tipo perceptrón que consiste
de una sola neurona se resume en los siguientes pasos:

1. Se inicializa la matriz de pesos W y el valor de la ganancia b de forma aleatoria.

2. Se presenta el primer patrón a la red junto con la salida objetivo en forma de pares
entrada/salida.

3. Se calcula la salida de la red mediante (3.14)

4. Cuando la red no retorna la salida correcta es necesario alterar el valor de los pesos
con el objetivo de que la salida que proporcione sea muy cercano al valor esperado.
Esto se logra sumando el vector p a la matriz de pesos W y de esta forma, después de
un número finito de pasos (número de veces que el vector p es presentado a la red),
el vector W se aproxime asintóticamente al vector p.

El proceso de aprendizaje puede definirse en tres reglas las cuales cubren las combina-
ciones de las salidas de la red, con sus correspondientes valores objetivos. Éstas reglas, junto
con la función de transferencia hardlim, expresan lo siguiente:



62 3.3. Perceptrón simple

Si t = 1 y a = 0 entonces Wnuevo = Wanterior + p (3.18)

Si t = 0 y a = 1 entonces Wnuevo = Wanterior − p (3.19)

Si t = a entonces Wnuevo = Wanterior (3.20)

Las tres condiciones anteriores pueden ser escritas en forma más compacta y generali-
zarse para la utilización de las funciones de transferencia hardlims, esto se puede realizar
introduciendo el error en las reglas del aprendizaje del perceptrón, el cual se define como:

e = t− a (3.21)

Aśı se deduce que

Si e = 1 entonces Wnuevo = Wanterior + p

Si e = −1 entonces Wnuevo = Wanterior − p

Si e = 0 entonces Wnuevo = Wanterior

Lo anterior, (3.18), (3.19) y (3.20) puede ser expresado mediante una sola ecuación,

Wnuevo = Wanterior + ep. (3.22)

Aplicando el mismo razonamiento, se tiene que las ganancias están dadas mediante:

bnueva = banterior + e. (3.23)

La regla anterior puede ser generalizada para el caso de que se tenga múltiples perceptro-
nes (como el modelo que se observa en la Figura 3.7(c)), sin embargo, el error estará formado
por un vector e definido por e = t − a. La actualización de la i-ésima fila de la matriz de
peso W está dada por:

iw
nuevo = iw

anterior + eip

mientras que el i-ésimo elemento del vector de ganancia queda como

bnuevoi = banteriori + ei

La prueba de convergencia para este algoritmo se puede consultar en [8].

Como se mencionó, el modelo neuronal del perceptrón no puede resolver ciertos pro-
blemas en donde el conjunto de datos a resolver no sean conjuntos linealmente separables.
De aqúı que surgen los perceptrones multicapa y el algoritmo backpropagation y algunos
otros algoritmos derivados de éste, los cuales pueden resolver cualquier problema ya sea o
no linealmente separables.
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3.4. Perceptrón multicapa

Las redes neuronales multicapa de perceptrones (MPL, Multi-Layer Perceptron), en
términos generales son flexibles y son modelos no lineales el cual consiste de unidades (per-
ceptones) organizadas en múltiples capas. La complejidad de los MPL puede ser cambiada
al variar el número de capas y el número de unidades en cada capa (Véase [1]).

La regla de aprendizaje del perceptrón propuesto por Rosenblatt y el algoritmo LMS
(Least Mean Square) deWidrow y Hoff (Véase [8]) fueron diseñados para el entrenamiento de
redes de una sola capa. Rosenblatt y Widrow fueron consientes de las posibles limitaciones
que podŕıan tener sus modelos, de aqúı que propusieron las redes multicapa que es una
generalización de la arquitectura del perceptrón simple. Sin embargo, no fueron capaces de
extender sus algoritmos respectivos para esta clase de redes.

La primera descripción de un algoritmo de entrenamiento para redes multicapa (de
manera general) fue propuesto por Paul Werbos en 1974. Sin embargo este algoritmo no fue
aceptado dentro de la comunidad de desarrolladores de redes neuronales por el motivo de
que las redes neuronales multicapa era un caso especial para la aplicación de este algoritmo
(Véase [10]).

No fue que a mediados de los 80’s que el algoritmo backpropagation fue redescubierto de
manera independiente por Rumelhart, Geoffrey Hinton y Ronald Williams; David Parker y
Yann Le Cun. Este algoritmo se popularizó al ser incluido en el libro Parallel Distributed
Processing que trajo consigo un auge en las investigaciones de las redes neuronales siendo
éste aprendizaje más ampliamente usado en la actualidad.

El perceptrón básico de dos capas (función de transferencia lineal en la capa de entrada
y función umbral en la capa de salida) sólo puede establecer dos regiones separadas por
una frontera lineal en el espacio de patrones de entrada. Por otra parte, con tres capas de
neuronas se puede formar cualquier región convexa en este espacio. Las regiones convexas se
forman mediante la intersección entre las regiones formadas por cada neurona de la segunda
capa. Cada uno de éstos elementos se comportan como un perceptrón simple activandose su
salida para los patrones de un lado del hiperplano. En la Tabla 3.1 se muestran las diferentes
regiones que un perceptrón multicapa realiza al resolver el problema de la XOR cambiando
el número de capas y neuronas de cada una de estas.

Para el caso de un perceptrón de cuatro capas se forman regiones de decisión arbitra-
riamente complejas. El proceso de separación e clases que se lleva a cabo consiste en la
partición de la región deseada en pequeños hipercubos (Véase [11]).

3.4.1. Backpropagation

El algoritmo backpropagation es un tipo de aprendizaje supervisado que emplea un
ciclo de propagación . Una vez que se ha aplicado un patrón a la entrada de la red, éste
se propaga desde la primera capa a hacia las capas superiores a través de la red hasta
generar una salida. La señal de salida es comparada con la salida deseada y se calcula una
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Estructura
Regiones de
decisión

Problema de
la XOR

Clases con
regiones mezcladas

Formas de regiones
más generales

2 Capas

Medio plano
limitado por

un
hiperplano

3 Capas
Regiones
cerradas o
convexas

4 Capas

Arbitraria
complejidad
limitada por
el número de
neuronas

Tabla 3.1: Distintas formas de las regiones generadas por un perceptrón multicapa.

señal de error para cada una de las salidas. Luego las salidas de error se propaga hacia
atrás partiendo de la capa de salida hacia todas las neuronas de las capas ocultas que
contribuyeron directamente a la salida.

Las neuronas de la capa oculta sólo reciben una fracción de la señal total del error, esto
basándose en la contribución relativa que haya aportado cada neurona a la salida original.

Lo anterior se repite capa por capa hasta que todas las neuronas de la red hayan recibido
una señal del error que describa la contribución relativa al error que haya tenido. Basándose
en la señal del error percibida, se actualiza los pesos de conexión de cada neurona con el
objetivo de que la red converja hacia un estado que permita clasificar correctamente todos
los patrones de entrenamiento.

La importancia del desarrollo anterior consiste en que las neuronas de las capas inter-
medias se organizan a medida de que la red es entrenada de tal modo que las neuronas
aprenden a reconocer distintas caracteŕısticas del espacio total de entrada.

Al presentarle a la red, después del entrenamiento, un patrón de entrada arbitrario que
contenga ruido o que esté incompleto, las neuronas de la capa oculta de la red responderán
con una salida activa si la entrada contiene un patrón que se asemeje a aquella caracteŕıstica
que las neuronas individuales hayan aprendido a reconocer durante su entrenamiento. Caso
contrario, las unidades de las capas ocultas tienen una tendencia a inhibir su salida si el
patrón de entrada no contiene la caracteŕıstica para ser reconocida.
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Figura 3.8: Primera fase del ciclo.

Figura 3.9: Segunda fase del ciclo.

Estructura de la red

Un MLP tiene tres caracteŕısticas muy distintivas (Véase [10])

1. El modelo de cada neurona en la red incluye una función de transferencia no lineal el
cual deberá de ser suave, es decir, diferenciable. La función utilizada comúnmente es
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la función log-sigmoidal o tan-sigmoidal definida en (3.9) y (3.8), respectivamente.

2. La red cuenta con al menos una capa oculta de neuronas. Estas neuronas disponen a
la red de un aprendizaje más completo, esto mediante la extracción de caracteŕısticas
significativas de los patrones de entrada.

3. La red exhibe un alto grado de conectividad, esto mediante las sinapsis de la red. Un
cambio en la conectividad requiere un cambio en el número de conexiones o de los
pesos sinapticos.

Algoritmo Backpropagation

Sea R−S1−S2−· · ·−SM una red con M capas. La salida de cada capa de la red pasa
a convertirse en señal de entrada para la capa superior inmediata. Luego, la ecuación que
describe lo anterior está dado por:

am+1 = fm+1(Wm+1am + bm+1) para m = 0, 1, . . . ,M − 1. (3.24)

donde am+1 es la respectiva salida de la capa m+ 1.

Las neuronas de la primera capa reciben la señal de entrada, es decir

a0 = p, (3.25)

el cual provee el punto inicial de (3.24). Mientras que la señal de salida de la última capa
son considerados como la señal de salida de la red:

a = aM . (3.26)

Como se mencionó anteriormente el algoritmo backpropagation es una generalización del
algoritmo LMS y del algoritmo propuesto por Rosenbatt (Véase [10]), cuyo objetivo es el
ajuste de los parámetros de la red (pesos) de tal manera que se minimize el error medio

cuadrático, esto mediante los siguientes pasos

1. Propagar la señal de entrada hacia adelante a través de la red, mediante

a0 = p (3.27)

am+1 = fm+1(Wm+1am + bm+1), para m = 0, 1, . . . ,M − 1 (3.28)

a = aM (3.29)

2. Propagar la sensibilidad hacia atrás a través de la red;

sM = −2F̂M (nM )(t− a) (3.30)

sm = F̂m(nm)(Wm+1)′sm+1, para m =M − 1, . . . , 2, 1 (3.31)
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donde

F̂m(nm) =




∂fm(nm1 )

∂nm1
0 . . . 0

0
∂fm(nm2 )

∂nm2
. . . 0

...
...

...

0 0 . . .
∂fm(nmSm)

∂nmSm




(3.32)

y nm es la entrada neta de la capa m-ésima de la red, con m =M − 1, . . . , 2, 1.

3. Se actualizan los pesos y las ganancias usando la regla de pasos descendientes,

Wm(k + 1) = Wm(k)− αsm(am−1)′ (3.33)

bm(k + 1) = bm(k)− αsm . (3.34)

De lo anterior, (3.30) y (3.31) propagan la señal del error a través de las capas ocultas
de la red de tal manera que cada neurona reciba una fracción de la señal total del error.

El factor α que se encuentra en (3.33) y (3.34) es llamado factor de aprendizaje o
razón de aprendizaje cuya función es la de acelerar la velocidad de convergencia del
algoritmo. Sin embargo, para valores de α muy grande los cambios en los pesos serán
significativamente grandes y además existirá el riesgo de excluir el punto mı́nimo puesto
que se avanza muy rápidamente por la superficie del error. Caso contrario con valores
pequeños de α la convergencia del algoritmo se vuelve más lenta, es decir, se deberá hacer
un gran número de iteraciones para poder llegar a los pesos óptimos (Véase [5]).

3.5. Variaciones del algoritmo backpropagation

Existen variantes del algoritmo backpropagation los cuales se dividen en dos categoŕıas,
esto se ilustra en el Cuadro 1. En la primera involucra el desarrollo de técnicas heuŕısticas
que surgen de un estudio del desempeño que tiene el algoritmo backpropagation. Este tipo
de técnicas incluyen ideas tales como variación del factor de aprendizaje y momentos.

Por otra parte, la segunda categoŕıa esta formada por técnicas de optimización numérica,
los cuales son variaciones del método de Newton tales como el algoritmo del gradiente
conjugado y el algoritmo de Levenberg-Marquardt. A continuación se describirá de manera
general cada una de estas variantes.
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Backpropagation





Heuŕısticos





Variación del factor de aprendizaje.

Momentos.

Optimización numérica





Gradiente conjugado

Levenberg-Marquardt

Cuadro 1: Variaciones del algoritmo backpropagation.

3.5.1. Algoritmos heuŕısticos

Momento

De manera general este primer método suaviza las oscilaciones que se tienen durante las
trayectorias en busca del error mı́nimo, esto mediante la aplicación de filtros, tal como

y(k) = γy(k − 1) + (1− γ)w(k) (3.35)

donde w(k) es la entrada del filtro, y(k) es la salida del filtro y γ es el coeficiente de

momento con 0 ≤ γ < 1.

Al incrementar el valor de γ, las oscilaciones de la salida del filtro se reduce, además
la media del filtro de salida es la misma que la media del filtro de entrada, aunque al
incrementar γ, el filtro de salida tiene una respuesta muy lenta.

Se pueden reescribir (3.33) y (3.34) como:

∆Wm(k) = −αsm(am−1)′, (3.36)

∆bm(k) = −αsm. (3.37)

Aśı, al agregar el filtro demomento los parámetros son cambiados de la siguiente manera:

∆Wm(k) = γ∆Wm(k − 1)− (1− γ)αsm(am−1)′, (3.38)

∆bm(k) = γ∆bm(k − 1)− (1− γ)αsm (3.39)

Con esta modificación, se tiene que la convergencia del algoritmo se incrementa sólo
cuando la trayectoria en donde se está desplazando sea una dirección consistente, además
de poder utilizar un factor de aprendizaje mucho mayor (Véase [10]).

Variación del factor de aprendizaje o taza de aprendizaje variable

Como se mencionó anteriormente, el valor de α determina lo que será la convergencia
del algoritmo, sin embargo este tiene sus problemas al momento de elegir dicho factor. Por
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cada iteración que se realice, es recomendable que el valor del factor α incremente a medida
que disminuya el error de la red durante la fase del entrenamiento. Esto podŕıa garantizar
una rápida convergencia teniendo cuidado de no tomar valores que sean demasiado grande.

Existe varios diferentes enfoques de la variación del factor de aprendizaje. Aqúı se pre-
senta un enfoque en donde la taza de aprendizaje varia de acuerdo al rendimiento del
algoritmo. Las reglas para el algoritmo backpropagation con taza de aprendizaje variable
esta dado por:

1. Si el error cuadrático incrementa en un porcentaje ζ t́ıpicamente entre 1% y 5%
después de la actualización de los pesos, entonces dicha actualización se descarta y
el factor de aprendizaje es multiplicado por un factor 0 < ρ < 1 y el coeficiente de
momento γ, si es utilizado, se fija en cero.

2. Si el error cuadrático decrece después de actualizar los pesos, entonces dicha actuali-
zación es aceptada y el factor de aprendizaje es multiplicado por algún factor η > 1.
Si γ ha sido previamente fijado a cero, éste vuelve a tomar su valor original.

3. Si el error cuadrático incrementa en menos que ζ entonces los pesos actualizados son
aceptados pero el factor de aprendizaje cambia. Si γ ha sido previamente fijado a cero,
éste vuelve a tomar su valor original.

Éstos algoritmos son los dos enfoques heuŕısticos más utilizados para modificar el algo-
ritmo backpropagation. Estas modificaciones garantiza una rápida convergencia para algunos
problemas sin embargo presentan dos problemas principales:

1. Requiere de un gran número de parámetros (ζ, ρ, γ), los cuales son definidos por un
método de ensayo y error.

2. El algoritmo puede no converger.

3.5.2. Técnicas de optimización numérica

Gradiente conjugado

Este algoritmo no involucra el cálculo de las segundas derivadas de las variables y con-
verge al mı́nimo de la función cuadrática en un número finito de iteraciones. El algoritmo
consiste en lo siguiente:

1. Seleccionar como condición inicial, la dirección de p0 en el sentido negativo del gra-
diente

p0 = −g0, (3.40)

donde

gk = ∇F (x)|x=xk
. (3.41)
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2. Seleccionar el factor de aprendizaje αk que minimice la función a lo largo de la direc-
ción

xk+1 = xk + αkpk (3.42)

3. Seleccionar la siguiente dirección de acuerdo con

pk = −gk + βkpk+1 (3.43)

donde

βk =
∆gT

k−1gk

∆gT
k−1pk−1

, o βk =
gT
k gk

gT
k−1gk−1

, o βk =
∆gT

k−1gk

gT
k−1gk−1

(3.44)

4. Si el algoritmo aún no converge, regresar al paso 2.

Éste algoritmo no puede ser aplicado directamente a una red neuronal puesto que el
error no es una función cuadrática. Esto afecta el algoritmo de dos maneras:

1. No es hábil para minimizar la función a lo largo de una ĺınea.

2. El error mı́nimo no es alcanzado en un número finito de pasos. Es por esto que el
algoritmo necesita ser inicializado después de un número determinado de iteraciones.

A pesar de las limitaciones anteriores este tipo de modificación converge en pocas itera-
ciones e incluso para la resolución de ciertos problemas es uno de los algoritmos más rápidos
para redes multicapa (Véase [5]).

Algoritmo Levenberg-Marquardt

Este algoritmo es una variación del método de Newton, el cual permite minimizar fun-
ciones que son sumas cuadráticas de funciones no lineales. Este algoritmo tiene un excelente
desempeño en el entrenamiento de redes neuronales donde el rendimiento está determinado
por el error cuadrático medio.

El método de Newton para la optimización del rendimiento de F (x) esta dado por

xk+1 = xk −A−1
k gk, (3.45)

donde Ak ≡ ∇2F (x)|x=xk
y gk ≡ ∇F (x)|x=xk

.

Si se supone que F (x) es una suma de funciones cuadráticas

F (x) =

N∑

i=1

v2i (x) = v′(x)v(x), (3.46)
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entonces el j-ésimo elemento del gradiente deberá ser

[∇F (x)]j =
∂F (x)

∂xj
= 2

N∑

i=1

vi(x)
∂vi(x)

∂xj
(3.47)

Aśı, el gradiente puede ser reescrito en forma matricial

∇F (x) = 2J′(x)v(x), (3.48)

donde

J(x) =




∂v1(x)

∂x1

∂v1(x)

∂x2
. . .

∂v1(x)

∂xn

∂v2(x)

∂x1

∂v2(x)

∂x2
. . .

∂v2(x)

∂xn

...
...

...

∂vN (x)

∂x1

∂vN (x)

∂x2
. . .

∂vN (x)

∂xn




(3.49)

es la matriz Jacobiana .

El elemento k, j de la matriz Hessiana está expresado como:

[∇2F (x)]k,j =
∂2F (x)

∂xk∂xj
= 2

N∑

i=1

{
∂vi(x)

∂xk

∂vi(x)

∂xj
+ vi(x)

∂2vi(x)

∂xk∂xj

}
(3.50)

Luego la Hessiana en forma matricial queda expresado como:

∇2F (x) = 2J′(x)J(x) + 2S(x) (3.51)

donde

S(x) =

N∑

i=1

vi(x)∇2vi(x) (3.52)

Si se asume que S(x) es pequeño entonces se puede aproximar la matriz Hessiana me-
diante

∇2F (x) ≡ 2J′(x)J(x). (3.53)

Aśı, a partir del método de Newton, se obtiene el algoritmo de Levenberg Marquardt

xk+1 = xk −
(
J′(xk)J(xk) + µkI

)−1
J′(xk)v(xk) (3.54)
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el cual puede ser reescrito en término de incrementos

∆xk = −
(
J′(xk)J(xk) + µkI

)−1
J′(xk)v(xk) (3.55)

La constante µk determina la tendencia del algoritmo. Cuando µk se incrementa dicho
algoritmo se aproxima al algoritmo de pasos descendientes para factor de aprendizaje pe-
queño; mientras que al disminuir el valor de µk el algoritmo se convierte en el método de
Gauss-Newton.

El algoritmo comienza con un valor pequeño para µk, por lo general el valor de 0.01. Si no
se alcanza el valor para F (x), entonces el paso es repetido con µk multiplicado por un factor
ϑ > 1. Por el contrario, si se produce un pequeño valor para F (x) entonces el algoritmo es
el método de Gauss-Newton, el cual hace la suposición de una rápida convergencia.

El ı́ndice de rendimiento para el entrenamiento de redes multicapa es el error medio
cuadrático, es decir

F (x) = E[e′e] = E[(t − a)′(t− a)] (3.56)

Si se hace la suposición de que la ocurrencia de cada objetivo tiene la misma probabilidad
entonces el error medio cuadrático es proporcional a la suma de los cuadrados de los errores
sobre el objetivo Q en el conjunto de entrenamiento, es decir

F (x) =

Q∑

q=1

(tq − aq)
′(tq − aq)

=

Q∑

q=1

e′qeq =

Q∑

q=1

SM∑

j=1

(ej,q)
2

=

N∑

i=1

(vi)
2

(3.57)

donde ej,q es el j-ésimo elemento del error de la q-ésimo par entrada/objetivo y se observa
además que (3.46) es equivalente al ı́ndice de rendimiento (3.57).

El paso principal del algoritmo de Levenberg Marquardt es el cálculo de la matriz
Jacobiana. Sin embargo, en el algoritmo backpropagation se calcula las derivadas de los
errores al cuadrado con respecto a los pesos y ganancias de la red. Aśı, para el calculo de la
matriz Jacobiana se realiza el calculo de las derivadas de los errores en lugar de las derivadas
de los errores al cuadrado.

De lo anterior, sea el vector de error v′ definido como

v =
(
v1 v2 . . . vN

)

=
(
e1,1 e2,1 . . . eSM ,1 e1,2 . . . eSM ,Q

) (3.58)
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y el vector de parámetros

x′ =
(
x1 x2 . . . xn

)

=
(
w1
1,1 w1

1,2 . . . w1
S1,R b11 . . . b1S1 w2

1,1 . . . bM
SM

) (3.59)

donde N = Q× SM y n = S1(R+ 1) + S2(S1 + 1) + · · ·+ SM (SM−1 + 1).

Por tanto, al realizar la sustitución en (3.49) la correspondiente matriz Jacobiana para
el entrenamiento de una red multicapa puede ser reescrito como

J(x) =




∂e1,1
∂w1

1,1

∂e1,1
∂w1

1,2

· · · ∂e1,1
∂w1

S1,R

∂e1,1
∂b11

· · ·

∂e2,1
∂w1

1,1

∂e2,1
∂w1

1,2

· · · ∂e2,1
∂w1

S1,R

∂e2,1
∂b11

· · ·

...
...

...
...

∂eSM ,1

∂w1
1,1

∂eSM ,1

∂w1
1,2

· · ·
∂eSM ,1

∂w1
S1,R

∂eSM ,1

∂b11
· · ·

∂e1,2
∂w1

1,1

∂e1,2
∂w1

1,2

· · · ∂e1,2
∂w1

S1,R

∂e1,2
∂b11

· · ·

...
...

...
...




(3.60)

Observe que cada elemento del Jacobiano, puede ser calculado de la siguiente manera

[J]h,l =
∂vh
∂xl

=
∂ek,q
∂xl

(3.61)

luego haciendo uso de la regla cadena se tiene que

∂F̂

∂wm
i,j

=
∂F̂

∂nmi
× ∂nmi
∂wm

i,j

(3.62)

donde el primer término del lado derecho corresponde a la sensibilidad de la red, es decir

smi ≡ ∂F̂

∂nmi
(3.63)

Ahora, se define la sensibilidad de Marquardt mediante
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s̃mt,h ≡ ∂vh
∂nmi,q

=
∂ek,q
∂nmi,q

, (3.64)

donde h = (q − 1)SM + k.

Aśı, los elementos del Jacobiano puede ser calculado mediante

[J]h,i =
∂vh
∂xi

=
∂ek,q
∂wm

i,j

=
∂ek,q
∂nmi,q

×
∂nmi,q
∂wm

i,j

= s̃i,h × am−1
j,q

= s̃mi,h × am−1
j,q ,

(3.65)

o cuando xi sea una ganancia,

[J]h,i =
∂vh
∂xi

=
∂ek,q
∂bmi

=
∂ek,q
∂nmi,q

×
∂nmi,q
∂bmi

= s̃i,h ×
∂nmi,q
∂bmi

= s̃mi,h.

(3.66)

Para la sensibilidad Marquardt de la última capa se tiene

s̃Mi,h =
∂vh
∂nMi,q

=
∂ek,q

∂nMi,q

=
∂(tk,q − aMk,q)

∂nMi,q
= −

∂aMk,q

∂nMi,q

=





−fM(nMi,q), para i = k;

0, para i 6= k.

(3.67)

Por tanto, cuando la entrada pq haya sido aplicado a la red y la correspondiente salida
aMq haya sido calculada, el algoritmo backpropagation Levenberg Marquardt es inicializado
con

S̃q = −F̂M (nM
q ), (3.68)

donde F̂M (nM ) esta definido mediante (3.32). Cada columna de la matriz S̃M
q deberá ser la

retropropagación a través de la red usando (3.31) al producir una fila de la matriz Jacobiano.
Además las columnas pueden ser propagadas conjuntamente mediante
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S̃m
q = F̃m(nm

q )(Wm+1)′ ˜
Sm+1
q . (3.69)

Aśı, la sensibilidad total Marquardt para cada capa puede entonces ser creada por medio
de la matriz aumentada calculada por cada entrada:

S̃m =
[
S̃m
1 |S̃m

2 | · · · |S̃m
Q

]
(3.70)

Para cada nueva entrada que es presentada a la red, los vectores de sensibilidad son
propagados hacia atrás, esto debido a que se ha calculado cada error en forma individual
en lugar de derivar la suma al cuadrado de los errores. Luego, para cada entrada aplicada
a la red habrá SM errores, uno por cada elemento de salida de la red y por cada error
generará una fila de la matriz Jacobiana.

Las iteraciones del algoritmo backpropagation Levenberg Marquardt se resumen en los
siguientes pasos

1. Presentar todas las entradas a la red y calcular las correspondientes salidas de la red
(por medio de (3.27) y (3.28)), además de los errores eq = tq − aMq . Calcular la suma
de los cuadrados de todas las entradas, F (x), ésto último mediante (3.57).

2. Calcular la matriz Jacobiana (3.60) además de las sensibilidades con la relación de re-
currencia (3.69), después inicializar con (3.68). Calcular (3.70) y calcular los elementos
de la matriz Jacobiana mediante (3.65) y (3.66).

3. Resolver (3.55) para obtener ∆xk.

4. Recalcular la suma de los cuadrados de los errores usando xk +∆xk. Si ésta suma es
pequeña en comparación con la calculada en el paso 1, entonces dividir µ por ζ y se
toma xk+1 = xk +∆xk y regresar al paso 1. Si la suma no se reduce multiplicar µ por
ζ y regresar al paso 3.

En este trabajo se centrará en utilizar éste último algoritmo puesto que presenta una
convergencia mucho más rápida que los demás algoritmos presentados anteriormente. En
el siguiente caṕıtulo se realiza los correspondientes análisis de los datos que se disponen y
posteriormente el pronóstico utilizando los enfoques previamente revisados.
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Caṕıtulo 4

Aplicación

La electricidad constituye una de las principales fuentes energéticas con las que cuenta
la humanidad. Su empleo abarca un amplio abanico de actividades que se extiende desde
los usos exclusivamente industriales, hasta el consumo doméstico de las familias.

En el mercado eléctrico se ha tenido la preocupación de conocer con exactitud el con-
sumo previsible en un tiempo relativamente corto, esto con el fin de ofertar precios que se
adapten en lo posible a éstas demandas y poder planificar las producciones de los centros
de distribución. Por tanto, el objetivo principal de los mercados es mejorar la calidad de los
servicios y esto depende de la capacidad que tiene la empresa de proveer y distribuir este
servicio.

Durante las décadas de los 50’s y 60’s las técnicas más usadas para realizar predicción
eran las técnicas de predicción simples tales como la extrapolación. Esto debido a la es-
tabilidad de los precios y de que la tendencia demográfica era predecible en muchas áreas
geográficas. Sin embargo, dicha predicción no ha sido lo suficientemente buena en la actua-
lidad y se han realizado investigaciones para poder realizar predicciones aceptables. Tal es
el caso de los métodos estad́ısticos y el enfoque de las redes neuronales artificiales, los cuales
se han estudiado en los caṕıtulos anteriores.

4.1. Datos

Para realizar este trabajo se dispone de un conjunto de datos que corresponden al
registro de demanda máxima mensual de enerǵıa eléctrica en una subestación de un sistema
de distribución de la Comisión Federal de Electricidad, cuyos valores están expresados en
megawatts (MW). Estos registros corresponden al periodo de enero de 1994 a diciembre
de 2006. El análisis se realizó eligiendo uno de los dos transformadores que componen
la subestación, con el objetivo de realizar la comparación de la predicción (proceso de
simulación) se tomaron los datos hasta junio de 2006 dejando los últimos seis meses (julio
a diciembre de 2006) para tal fin. Resultados previos fueron expuestos en [13]. En la Figura
4.1 se ilustra la serie de estos datos.
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Tiempo

M
W

1996 1998 2000 2002 2004 2006

14
16
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20
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24

Figura 4.1: Demanda máxima mensual. Enero 1994 - junio 2006.

4.2. Pronóstico con series de tiempo

Para poder realizar pronósticos utilizando este tipo de metodoloǵıa comúnmente se
realizan los siguientes pasos (Véase [15]).

Ajuste de modelo.

Validación del modelo.

Pronóstico.

Para el ajuste del modelo, primero se tiene que tener una serie estacionaria, y como
se observa en la Figura 4.1 la tendencia es no constante por lo que se tiene una serie no
estacionaria. Esto se corrobora en los correlogramas de la serie presentados en la Figura 4.2
en donde los valores de la ACF decrecen o decaen muy lentamente.

Como se mostró en la sección 2.4 página 17, una de las técnicas para obtener una serie
estacionaria es aplicar sucesivamente diferencias, cuyo resultado será una serie con compo-
nentes de tendencia y estacionalidad ausentes siendo además estacionaria. En la Figura 4.3
se muestra la serie que resulto de aplicar la primera diferencia y como se observa tiene una
tendencia constante. En la Figura 4.4 se muestra los correlogramas de ésta, con lo que se
concluye la estacionalidad de la serie.

Una vez que se obtuvo la serie estacionaria se propusieron algunos modelos que ajusten
a la serie, observando los correlogramas de la serie resultante (Véase Figura 4.4). Dichos
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Figura 4.3: Serie resultante de aplicar una diferencia.

modelos se muestran en la Tabla 4.1, en la cual se presenta la varianza estimada, la log-
verosimilitud y el valor del estad́ıstico AICC.



80 4.2. Pronóstico con series de tiempo

0.0 0.5 1.0 1.5

−
0.

2
0.

4
0.

8

Lag

A
C

F

0.5 1.0 1.5

−
0.

2
0.

4
0.

8

Lag

P
ar

tia
l A

C
F

Figura 4.4: Correlogramas de la serie diferenciada.

Modelo
Varianza
Estimada

Log-
Verosimilitud

Criterio
AICC

ARIMA(3, 1, 1) 1.48 −221.21 452.88
ARIMA(3, 1, 3) 1.38 −218.52 451.91
ARIMA(3, 1, 2) 1.46 −220.71 454.07
ARIMA(2, 1, 2) 1.48 −221.21 452.87
ARIMA(0, 1, 2) 1.52 −223.24 452.65
ARIMA(0, 1, 1) 1.58 −225.69 455.46
ARIMA(2, 1, 1) 1.48 −221.44 451.19
ARIMA(1, 1, 1) 1.48 −221.48 449.13
ARIMA(1, 1, 2) 1.48 −221.45 451.20
ARIMA(1, 1, 0) 1.61 −226.83 457.76

Tabla 4.1: Modelos propuestos.

Como se mostró en la sección 2.8.1 inciso 2 de la página 40, el criterio para elegir uno
de los modelos propuestos es el criterio AICC, el cual es elegir aquel cuyo valor sea mı́nimo.
De aqúı que el modelo que mejor se ajusto a los datos es el ARIMA(1, 1, 1).

Los valores estimados para los parámetros de éste modelo son:

φ̂ = 0.54 θ̂ = −0.84
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aśı, el modelo ARIMA(1, 1, 1) estimado puede ser reescrito como:

Xt = 1.5415Xt−1 − 0.5415Xt−2 + Zt + 0.8387Zt−1 , (4.1)

donde Zt ∼ WN(0, 1.48).

Para la validación de este modelo se realizó un análisis de los residuales utilizando la
función de autocorrelación muestral de éste. De acuerdo con la sección 2.7 en la página 37
permite rechazar el modelo siempre y cuando más de dos o tres de cada 40 quedan fuera
de los ĺımites de la banda de confianza o si por lo menos uno está muy por fuera de éstos
ĺımites. En la Figura 4.5 se ilustra la ACF muestral de los residuales, y como se observa,
los 40 valores caen dentro de la banda de confianza.
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Figura 4.5: Función de autocorrelación muestral de los residuales.

Con el análisis anterior se concluye que el modelo ARIMA(1, 1, 1) que se ilustra en la
Tabla 4.1 proporciona un buen ajuste a los datos. En la Figura 4.6 se ilustra el modelo
ajustado a la serie.

Finalmente, al tener el modelo se llevó a cabo el pronóstico de los últimos seis meses
del año 2006. En la Tabla 4.2 se muestra el valor real, el pronostico y el error absoluto de
cada periodo. Como se observa éstos aumentan conforme se predice un número de periodo
mayor, pero aún aśı para estos 6 periodos el error es pequeño.

En la Figura 4.7 se muestra ésta predicción junto con una banda de confianza del 95%,
y en la Figura 4.8 se ilustra la comparativa de la predicción del modelo utilizado junto con
los valores reales.
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Figura 4.6: Serie original y modelo ajustado.

Periodo Valor Real Pronostico
Error

absoluto

2006.7 20.40 20.68 0.28
2006.8 21.48 20.89 0.59
2006.9 22.32 21.01 1.31
2006.10 23.04 21.07 1.97
2006.11 22.56 21.11 1.45
2006.12 23.16 21.13 2.03

Tabla 4.2: Pronósticos usando el modelo ARIMA(1, 1, 1).

4.3. Pronóstico con redes neuronales

Para tener una red neuronal la cual se ajustará de manera adecuada a los datos, se
tuvieron que realizar varias configuraciones que van desde el número de capas ocultas, el
número de neuronas por cada capa y las funciones de transferencias que fueron utilizadas.
El algoritmo de aprendizaje que se utilizó fue la variación de backpropagation llamado
Levenberg-Marquardt que fue estudiado en el Caṕıtulo anterior.

Una de las caracteŕısticas que compartieron todos los modelos desarrollados fue el di-
seño del conjunto de entrenamiento. El patrón de entrada consist́ıa en un vector de dos
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componentes, en la primera correspond́ıa al año (número entero que va desde 1994 al año
2006) y como segunda componente el mes (valor entero que va desde 1, el cual representa
al mes de enero, al 12 que representa al mes de diciembre).

Los valores esperados de cada uno de los patrones de entrada fueron normalizado puesto
que los valores de las salidas que se generaban en las redes estaban en el intervalo [−1, 1].
Dicha normalización se llevó acabo de la siguiente manera:

Demanda =
Valor de la demanda

Demanda máxima
.

La primera red que se analizó fue la red 2 : 2 : 1 : 1, cuyas caracteŕısticas se muestran
en la Tabla 4.3.

Inicialización
de los pesos

Funciones de
transferencias

Performance
Número de
iteraciones

Factor de
aprendizaje

Aleatorio
Tangente
sigmoidal

Función lineal
0.003 500 0.2

Tabla 4.3: Configuración de la red 2 : 2 : 1 : 1

Los resultados que se obtuvieron de esta red no fueron muy buenos debido a que la
red no pudo ajustar de manera aceptable al conjunto de datos y el pronóstico que propor-
cionó tampoco lo era, salvo que para los mes de agosto y diciembre los datos predichos se
acercaban bastante al valor real. En las Figuras 4.9, 4.10 y 4.11 se muestran el ajuste de
los datos, la predicción y la evolución del performance de la red, respectivamente.

Aunque los valores proporcionados por la red no estaban muy próximos a los datos, se
podŕıa realizar modificaciones a la estructura de ésta para que se tuviera un buen ajuste
a estos. Con lo anterior se eligió la red cuya estructura es 1 : 2 : 16 : 12 : 1 con las
matrices de pesos iniciales inicializados con ciertos valores, los cuales fueron resultados de
la implementación de otras redes de la misma arquitectura salvo que sus pesos iniciales
fueron aleatorios.

La configuración de la red anterior se ilustra en la Tabla 4.4. Como se muestra en la
Figura 4.12, el rendimiento de la red es mucho mejor que la red anterior, además de que el
ajuste a los datos es bueno como se exhibe en la Figura 4.13. En la Figura 4.14 se ilustra
el pronóstico de los últimos 6 meses del año 2006 y en la Tabla 4.4 los correspondientes
valores de pronóstico y los errores absolutos de cada uno de éstos.

De las Figuras 4.10 y 4.14 se observa de que ésta última tiene un mejor pronóstico los
primeros cinco meses.
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Figura 4.11: Evolución del performance de la red 2 : 2 : 1 : 1.

Inicialización
de los pesos

Funciones de
transferencias

Performance
Número de
iteraciones

Factor de
aprendizaje

Configuración
dada

Tangente
sigmoidal
Tangente
sigmoidal

Funcion lineal

9.91 × 10−5 1 0.2

Tabla 4.4: Configuración de la red 1 : 2 : 16 : 12 : 1.

Periodo Dato Real Pronosticado
Error

absoluto

2006.7 20.40 20.21 0.19
2006.8 21.48 21.62 0.14
2006.9 22.32 22.26 0.06
2006.10 23.04 22.22 0.82
2006.11 22.56 21.60 0.96
2006.12 23.16 20.81 2.35

Tabla 4.5: Resultados obtenidos de la red 1 : 2 : 16 : 12 : 1.

4.4. Comparación

Una vez que se han obtenido la predicción de éstos periodos mediante los dos modelos,
se realiza un pequeño análisis comparativo acerca de cada uno de éstos.
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Figura 4.12: Performance.
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Figura 4.13: Comparativa del ajuste con los datos observados.

Para el modelo de serie de tiempo, se observó que para realizar inferencia en el conjunto
de datos, la serie debeŕıa de ser estacionaria y con la técnica vista en la sección 2.8.1, la
aplicación de una sola diferencia basto para que la serie resultante fuera estacionaria. Una
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Figura 4.14: Comparación entre el pronóstico de la red contra los datos reales.

vez que se obtuvo ésta serie, se siguió un conjunto de pasos los cuales proporcionaba, en
primer lugar, modelos que se ajustaran al modelo, en seguida la selección de uno de ellos
mediante un criterio y finalmente se prosiguió la elaboración del pronóstico.

Por otra parte, la metodoloǵıa usada para la elaboración de la red neuronal fue muy
distinta. Mientras que en la metodoloǵıa de series de tiempo en el seguimiento de los pasos
proporciona un modelo en espećıfico, en las redes neuronales no se tiene esto, puesto que en
primer lugar no se conoce de alguna manera que topoloǵıa es la adecuada para la resolución
del problema. Se tuvieron de realizar diversos modelos y cada uno de ellos entrenarlos y
observar si la red proporcionaba datos que se ajustase a la serie o no.

Aunque el desarrollo del modelo de la red neuronal fue a prueba y error, los resultados
de predicción que se obtuvieron fueron mucho mejor que los proporcionados por el modelo
de serie de tiempo. En la Figura 4.15 se muestra la comparativa gráfica y se observa que la
curva dada por la red neuronal esta por arriba de la curva del modelo ARIMA(1, 1, 1), al
menos en los primeros cinco periodos.
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Periodo
Dato
Real

Pronostico
Serie de
tiempo

Pronosticado
Red neuronal

Error
absoluto
Serie de
tiempo

Error
absoluto
Red

neuronal

2006.7 20.40 20.21 20.68 0.28 0.19
2006.8 21.48 21.62 20.89 0.59 0.14
2006.9 22.32 22.26 21.01 1.31 0.06
2006.10 23.04 22.22 21.07 1.97 0.82
2006.11 22.56 21.60 21.11 1.45 0.96
2006.12 23.16 20.81 21.13 2.03 2.35

Tabla 4.6: Resultados obtenidos.
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Figura 4.15: Comparación gráfica de los modelos de predicción.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

El objetivo de esta tesis fue el encontrar modelos de series de tiempo y de redes neuro-
nales los cuales fueran capaz de pronosticar la demanda máxima de enerǵıa eléctrica en un
periodo corto, además de realizar una comparación entre éstos.

En el modelo de serie de tiempo antes de realizar el pronóstico se aplicó diferencia a la
serie para que resultara estacionaria y a partir de ésta se procedió con el pronóstico. Caso
contrario para el modelo de red neuronal se normalizaron los valores esperados de cada uno
de los patrones de entradas, esto debido a que los valores que proporcionaba cada red se
encontraban en el intervalo [−1, 1].

Las predicciones que proporcionó la red neuronal, en los cinco primeros meses, tuvieron
un error menor que los valores proporcionados por el modelo de serie de tiempo (Véase
Figura 4.15). Cabe destacar que conforme se va aumentando el periodo al cual se desea
pronosticar, el error absoluto de la predicción usando series de tiempo incrementa, además
de que existirá un periodo en donde a partir de este, los valores que la serie proporcione
serán constantes.

En la red neuronal, no se conoce con exactitud el comportamiento que pueda tener la red
conforme se aumenta el número de periodos que se desea pronosticar, pues como se observa
en la Figura 4.14, los periodos correspondientes a los meses de octubre a diciembre, tiene un
comportamiento parabólico, sin embargo este comportamiento podŕıa no ser descrito por
los demás periodos que se desean predecir.

Al desarrollar el modelo de redes neuronales no existe previamente una estructura pre-
liminar para poder resolver el problema que se plantea, pues bien solo se afirma de la
existencia de una estructura (al menos) el cual pueda dar respuestas adecuadas al proble-
ma.

Con lo anterior, al desarrollar las redes, se encontraron muchas estructuras de las cuales
se ajustaban muy bien a los datos, sin embargo los errores de predicción estaban por encima
de los errores dados por el modelo de serie de tiempo.

El objetivo de esta tesis fue alcanzado y se concluye que las redes neuronales propor-
cionan buenas predicciones comparadas con las predicciones del modelo de serie de tiempo,
salvo que, como se comento anteriormente, se tuvo que buscar la estructura idónea.
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Código

En este apartado se muestra el código generado para el desarrollo de la red neuronal
para el ajuste y el pronóstico de los datos. Este código se ha dividido en tres partes: la
primera, construye la red junto con la estructura adecuada, posteriormente la visualización
del ajuste junto con la gráfica original y por último la comparativa gráfica del pronóstico
junto con los datos reales.

Código 1 Construcción y entrenamiento de la red neuronal.

1 clear

2 clc

3 data=load (’Datos.txt’);%Obtencion de los datos

4

5 %Construcción del vector de entrada y de los valores esperados y normalización de los TARGET

6 P=(data(1:138,1:2))’;

7 T=(data(1:138,3))’;

8 T1=T;

9 maximo=max(data(1:144,3));

10 T=T/maximo;

11

12 %Definición de la estructura de la red

13

14 net=newff([1995 2006; 1 12],[16,12,1],{’tansig’,’tansig’,’purelin’},’trainlm’);

15 net=init(net);

16 net.trainparam.goal=1e-4;

17 net.trainparam.epochs=500;

18 net.trainparam.lr=0.2;

19

20 %Inicialización de los pesos

21

22 net.IW{1,1}=load(’PrimeraCapaWI.txt’);

23 net.b{1}=load(’PrimeraCapabI.txt’);

24 net.LW{2,1}=load(’SegundaCapaWI.txt’);

25 net.b{2}=load(’SegundaCapabI.txt’);

26 net.LW{3,2}=load(’TerceraCapaWI.txt’);

27 net.b{3}=load(’TerceraCapabI.txt’);

28

29 [net,tr]=train(net,P,T);
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Código 2 Simulación de la red neuronal.

1 x=1:138;

2

3 predicho=[];

4 predicho=cat(2,predicho,sim(net,P(:,1)));

5 for i=2:138

6 X=sim(net,P(:,i));

7 predicho=cat(2,predicho,X);

8 end

9

10 figure(1)

11 predicho=predicho*maximo;

12 plot(1:138,predicho,’r’, 1:138,T1,’b’, 1:138,predicho,’r.’, 1:138,T1,’b.’,...

13 ’LineWidth’,0.5, ’MarkerSize’,10);

14 legend({’Ajustado’,’Observado’})

15 title(’Grafica’)

Código 3 Comparativa gráfica.

1 prueba=[2006 2006 2006 2006 2006 2006 2006 2006 2006 2006 2006 2006; 1 2 3 4 ...

2 5 6 7 8 9 10 11 12];

3

4 dados=[20.4 21.48 22.32 23.04 22.56 23.16];

5

6 predicho1=[];

7 predicho1=cat(2,predicho1,sim(net,prueba(:,7)));

8 for i=8:12

9 X=sim(net,prueba(:,i));

10 predicho1=cat(2,predicho1,X);

11 end

12

13 predicho1=predicho1*maximo;

14 figure(2)

15 plot(7:12,predicho1,’k’, 7:12,dados,’b’, 7:12,predicho1,’r.’, 7:12,dados,’r.’,...

16 ’LineWidth’,0.5, ’MarkerSize’,10);

17 legend({’Pronóstico’,’Dato Real’},’Location’,’NorthWest’)

18 title(’Grafica’)

19 axis([6.5 12.5 20 23.5])

20 error=dados-predicho1



Pesos sinápticos

En este apartado se muestran los pesos iniciales y finales que fueron utilizados y obte-
nidos en el aprendizaje de la red neuronal.

Primeramente se muestran las matrices o vectores iniciales de cada una de las capas
ocultas de la red, los cuales se ilustran en la Matriz 1, Matriz 2, Matriz 3. Las matrices que
fueron obtenidas después del proceso de aprendizaje se ilustran en la Matriz 4, Matriz 5 y
Matriz 6.

W11 =




0.84 0.73
−0.65 1.34
−0.22 0.49
−1.01 −0.04
−0.85 1.53
0.71 0.58

−0.91 0.32
−0.93 0.54
0.93 0.40
0.56 −1.38

−1.01 −0.76
−1.02 1.22
0.74 −0.51

−1.00 −0.34
−0.78 −0.13
−0.46 −0.31




b1 =




−1679.8
1293.2
469.7
2020.8
1699.9

−1416.2
1827.0
1861.6

−1864.5
−1109.5
2032.6
2034.1

−1483.9
2005.8
1560.1
919.7




Matriz 1: Pesos y ganancias correspondientes a la primera capa.
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W 21 =




−0.53 −0.07 −0.46 0.20 −0.85 −0.04 0.11 −0.63 −0.49 0.25 −0.23 0.42 0.65 −0.88 −0.92 −0.47
−0.19 0.06 −0.54 0.35 −0.90 1.23 0.35 0.51 0.15 −0.85 −0.17 −0.16 0.17 0.13 −0.22 0.23
−0.15 0.49 −0.14 0.63 −0.45 −0.40 0.65 0.32 0.50 0.21 −0.38 0.09 −0.62 −1.13 1.35 1.02
−0.88 −0.03 −0.00 1.41 0.73 0.61 0.87 0.80 0.25 0.38 −0.13 −0.20 −0.21 1.03 0.08 0.85
−0.12 −0.22 −0.23 −0.10 0.84 0.01 0.99 0.51 0.82 0.10 0.15 −0.70 −0.28 −0.67 0.37 −0.87
0.08 −0.74 0.54 0.26 0.28 1.24 −0.20 0.44 0.07 −0.63 0.53 −0.55 0.83 −0.33 1.16 0.56

−0.28 −0.31 −0.31 −0.00 0.14 −0.85 0.55 0.19 −0.25 −0.53 −0.36 0.59 −0.26 −0.04 0.79 0.88
0.92 0.02 0.81 0.13 −0.49 0.17 −0.15 0.72 −0.39 0.10 0.46 −0.85 0.97 −1.15 0.25 −0.55
0.29 0.09 −0.24 0.34 −0.18 −0.32 0.46 −0.66 0.03 −0.95 1.18 0.39 0.44 0.07 −0.92 −0.90
0.96 −0.37 −0.49 0.46 −0.05 1.38 0.21 0.79 0.09 −1.00 0.30 −0.39 0.88 0.30 0.69 0.80
0.46 0.57 0.25 −1.44 0.86 −0.65 −0.47 0.20 0.08 −0.35 −0.14 0.86 0.63 1.46 −0.09 −0.46

−0.03 0.33 −1.02 −0.14 0.79 1.74 −0.23 −0.16 0.02 0.13 0.09 −0.01 −0.13 −0.03 −0.77 0.24




b2 =




1.62
−1.44
1.13
0.50
0.38

−0.36
−0.57
1.20
0.67
0.78
1.10

−1.80




Matriz 2: Pesos y ganancias correspondiente a la segunda capa.
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W32 =
(
−0.43 −0.52 −0.90 0.32 0.05 −0.79 0.65 0.80 0.51 0.77 −0.44 0.43

)

b3 =
(
0.45

)

Matriz 3: Pesos y ganancias correspondiente a la tercera capa.

W11 =




0.84 0.72
−0.65 1.38
−0.22 0.49
−1.01 −0.04
−0.85 1.53
0.71 0.60

−0.91 0.31
−0.93 0.53
0.93 0.40
0.56 −1.40

−1.01 −0.76
−1.02 1.23
0.74 −0.50

−1.00 −0.34
−0.78 −0.13
−0.46 −0.31

;




b1 =




−1679.8
1293.2
469.7
2020.8
1699.9

−1416.2
1827.0
1861.6

−1864.5
−1109.5
2032.6
2034.1

−1483.9
2005.8
1560.1
919.7




Matriz 4: Pesos y ganancias correspondientes a la primera capa de la salida óptima.
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W21 =




−0.52 −0.06 −0.45 0.19 −0.84 −0.03 0.11 −0.62 −0.48 0.25 −0.23 0.41 0.66 −0.91 −0.93 −0.48
−0.19 0.07 −0.53 0.35 −0.91 1.24 0.36 0.52 0.14 −0.86 −0.17 −0.15 0.17 0.14 −0.23 0.23
−0.14 0.5 −0.15 0.62 −0.45 −0.40 0.65 0.31 0.51 0.21 −0.38 0.07 −0.62 −1.11 1.34 1.01
−0.86 −0.03 0 1.42 0.78 0.60 0.90 0.8 0.22 0.37 −0.15 −0.2 −0.22 1.02 0.07 0.84
−0.12 −0.21 −0.23 −0.12 0.86 0.01 0.98 0.51 0.81 0.10 0.16 −0.70 −0.28 −0.67 0.37 −0.87
0.05 −0.76 0.53 0.30 0.28 1.22 −0.21 0.41 0.09 −0.60 0.52 −0.55 0.80 −0.35 1.13 0.56

−0.28 −0.31 −0.31 0.00 0.14 −0.85 0.54 0.20 −0.25 −0.52 −0.36 0.58 −0.27 −0.06 0.79 0.88
0.92 0.01 0.81 0.13 −0.48 0.17 −0.15 0.72 −0.39 0.11 0.46 −0.89 0.95 −1.16 0.24 −0.55
0.30 0.09 −0.24 0.34 −0.19 −0.34 0.46 −0.68 0.02 −0.95 1.23 0.39 0.44 0.05 −0.92 −0.91
0.97 −0.37 −0.49 0.49 −0.04 1.39 0.23 0.76 0.12 −1.03 0.28 −0.41 0.89 0.32 0.69 0.81
0.47 0.57 0.25 −1.45 0.88 −0.65 −0.47 0.20 0.06 −0.36 −0.14 0.86 0.63 1.47 −0.07 −0.49

−0.03 0.31 −1.02 −0.12 0.80 1.75 −0.24 −0.19 0.02 0.14 0.09 −0.02 −0.14 −0.03 −0.77 0.24




b2 =




1.63
−1.42
1.12
0.51
0.38

−0.36
−0.57
1.20
0.67
0.78
1.10

−1.80




Matriz 5: Pesos y ganancias correspondiente a la segunda capa.
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W32 =
(
−0.44 −0.52 −0.89 0.31 0.06 −0.80 0.67 0.83 0.53 0.77 −0.44 0.45

)

b3 =
(
0.43

)

Matriz 6: Pesos y ganancias correspondiente a la tercera capa.
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