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Introduccion

En el afan de lograr una mayor comprensién del mundo actual, las técnicas matematicas y
estadisticas han mostrado ser de suma utilidad. La modelizacién de la realidad econémica no
ha sido ajena a esa incursién de técnicas, pero esta matematizacién estd mucho maés presente
en el campo de la economia financiera. Por ejemplo, como caso muy particular, lo anterior
estd reflejado en las operaciones realizadas en el Mercado Mexicano de Derivados, S.A. de

C.V.

Aunque la estadistica y los mercados financieros, si se tiene en cuenta las
manifestaciones de Andrew W. Lo', han estado unidos de manera indisoluble desde la publi-
cacion en 1565 de “Liber de Ludo Aleae” por Cardano, generalmente se prefiere remontarse
a una fecha mucho maés reciente como la de 1900. En dicho ano, Louis Bachelier presenta
su tesis doctoral “Théorie de la Spéculation” en donde establece, en terminologia actual,
que los precios financieros en un instante ¢ estdn gobernados por un proceso estocastico de
incrementos independientes y que se distribuyen de acuerdo a un modelo gaussiano o nor-
mal. Este trabajo de Bachelier contenia ideas cuya maduracién y consolidacion tedrica tuvo
que esperar a los trabajos fundamentales de matematicos como Norbert Wiener, Paul Lévy,
Andrey Nikolaevich Kolmogorov, Joseph Leo Doob, Kiyosi It6 y Paul-André Meyer, en un
periodo que va desde los anos veinte hasta los anos sesenta del pasado siglo, trabajos de una
elevada dificultad matemaética, lo que también ha contribuido a su difusién retardada entre

los economistas y financieros.

Otro acontecimiento importante se da alrededor de 1960, que es cuando Paul Samuelson
descubre la tesis de Bachelier. Gracias a este hecho, en 1965 Samuelson? introduce el movi-
miento Browniano geométrico, y es hasta esta fecha que comienza el periodo heroico de la

Matematica Financiera.

El estudio de los mercados financieros, cada vez més desarrollados y con productos ca-

da vez mas complejos, exige el desarrollo de una metodologia para la determinaciéon de los

Lo, A. W. (2000). “ Finance: A selective survey”. JASA, vol 95. No. 450, p. 629.
2Samuelson, P. (1965). “Proof that properly anticipated prices fluctuate randomly”. Industrial

Management Review 6, p. 41-50.
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precios de los activos correspondientes y para el andlisis de los mercados. El modelo de
Bachelier, como las primeras incursiones en un territorio inhéspito, dista mucho de ser defi-

nitivo.

Es importante resaltar que el movimiento Browniano, asi como sus transformaciones y
generalizaciones que se obtienen mediante la manipulacién de la herramienta matematica
del célculo estocastico, forman la piedra angular de la modelizacion estocastica de los mer-
cados financieros de la actualidad. Haciendo uso de estas nuevas metodologias, F. Black y
M. Scholes obtienen a principios de los anos 70 una férmula para la determinacién de los
precios de un tipo de opciones financieras. La férmula fundamental que proponen Black y
Scholes? corresponde a la solucién de una ecuacién diferencial parcial de segundo orden con

coeficientes constantes, parabdlica y lineal, ecuacién que ellos mismos determinan y resuelven.

Desde la propuesta de la ecuacién del modelo de Black-Scholes, han surgido una gran
variedad de modelos de valuacién de opciones. Algunos de ellos plantean extensiones del
modelo original con el propdsito de adecuarlo a la valuacién de opciones distintas a las con-
templadas inicialmente (por ejemplo, opciones exéticas), y otros mds se construyen con el fin

de obtener modelos mas cercanos a la realidad.

Como caso particular, los analistas financieros han notado que los coeficientes que apa-
recen en la ecuacién obtenida por Black y Scholes no deben permanecer constantes como se
propone originalmente. Bajo este contexto, tanto la aplicacién como las propuestas de méto-
dos que permitan obtener soluciones analiticas de ecuaciones diferenciales parciales adquiere

especial interés por parte de los inversionistas, economistas y financieros.

En esta tesis de licenciatura se esta interesado en cumplir dos objetivos centrales. El
primer objetivo es presentar, desde un enfoque clasico, los fundamentos matematicos de los
derivados financieros, permitiendo de este modo que en trabajos futuros los interesados se
centren casi directamente en la aplicacién. Para cumplir tal objetivo, los primeros cuatro

capitulos de la tesis estan organizados como a continuacién se describe.

En el Capitulo 1 se introducen los conceptos y resultados fundamentales de la teoria for-
mal de la Probabilidad. Este capitulo estd estructurado de tal manera que permita al lector

interesarse en los fundamentos rigurosos de la Probabilidad Clésica.

En el Capitulo 2 se exponen las caracteristicas bésicas del movimiento Browniano, se
introduce la construccién de la integral estocdstica y se presenta la formula fundamental del
calculo estocastico: la formula de It6. En el presente se resalta el caracter complejo de estos

temas, asi como su importancia en la modelizacién del mercado financiero.

3Black, F. and M. Scholes (1973). “ The pricing of options and corporate liabilities”. Journal of Political
Economy, 81, pp. 637-654.
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En el Capitulo 3 se realiza una breve descripcién de los aspectos tedricos de las ecuacio-
nes diferenciales estocdsticas, necesarios para la comprension de los modelos que describen

el comportamiento de los mercados financieros.

Para concretar la aplicacién de los resultados previamente revisados, en el Capitulo 4 se
analiza la estructura teérica de los modelos financieros. Debido a la complejidad, primero
se resalta el andlisis de los modelos de un sélo periodo y luego se da una introduccién a
los modelos en tiempo continuo. Este capitulo concluye con el anélisis detallado del modelo

propuesto por Black y Scholes desde el enfoque de las medidas de riesgo neutral.

Respecto al segundo objetivo central, se generaliza la aplicaciéon del método propuesto
por J. F. Harper en [7] que permite resolver la ecuacién de Black y Scholes, y se proponen
dos soluciones generales para la obtencién de soluciones analiticas de ecuaciones diferenciales
parciales con coeficientes dependientes del tiempo que tienen la forma de la ecuacién de Black
y Scholes. Ademas, utilizando las soluciones que aqui se proponen, se resuelven de manera
explicita dos ecuaciones diferenciales parciales conocidas. Todo lo anterior estd incluido en

el Capitulo 5.

Con el proposito de que el contenido bésico de la tesis sea abordado sin la necesidad
de depender de muchos otros trabajos, se incluye un conjunto de apéndices en donde se
mencionan los principales resultados utilizados y que no son definidos en el desarrollo de
la tesis. Asi mismo, en esta ultima parte se incluye las notaciones estandar utilizadas,

principalmente, en los primeros tres capitulos.

IX






Capitulo 1

Probabilidad

Existen escritos que muestran que el término probabilidad ya se empleaba desde el si-
glo XVI. Publicaciones sobre oportunidades en juegos datan a G. Cardano (1501-1576). El
término probabilidad también aparece en los trabajos de J. Kepler (1571-1630) y de G. Ga-
lilei (1564-1642).

Los historiadores de las matematicas estan de acuerdo en considerar como el origen de la
teoria de la probabilidad a los trabajos de B. Pascal (1623-1662) y de P. Fermat (1571-1630).
Sus primeros estudios se relacionan con algunos problemas implicitos en los juegos de azar.
Fue el matemadtico holandés C. Huygens (1629-1695) quien recopilé las ideas de Pascal y
Fermat y escribi6é un libro que tuvo gran influencia en sus lectores. En el anio 1685, Jacques
Bernoulli (1654-1705) propuso problemas de probabilidad para los cuales fue necesario desa-
rrollar una teoria que permitiera resolverlos. Después de los trabajos de J. Bernoulli y de A.
De Moivre (1667-1754), muchos matematicos de aquella época empezaron a trabajar sobre
los problemas de probabilidad, incluyendo a D. Bernoulli (1700-1782), L. Euler (1707-1803),
C. F. Gauss (1777-1855), y P. S. Laplace (1749-1827).

En el ano 1900, durante el Segundo Congreso Internacional de Matemadticas realizado
en Parfs, David Hilbert (1826-1943) senalé como uno de los problemas matemdaticos mas
importantes, la fundamentacion del cdlculo de probabilidades. Después de algunos anos, el
matemadtico soviético Andrei Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987) encontré la conexién entre
las ideas de Borel, Lebesgue y la probabilidad, y en 1933 publicé su teoria axiomatica del

calculo de probabilidades.

La teoria de la probabilidad es la rama de la matemética cuyo objetivo es describir e
investigar modelos matematicos de fenémenos aleatorios. Esta teoria estd provocando gran
interés para su estudio debido a sus exitosas aplicaciones a muchas areas de la fisica, biologia,

ciencias sociales e ingenierias.

Un ejemplo en donde el uso de la probabilidad resulta provechoso es en el area de Eco-

nomia, en particular en la teoria de las Finanzas. Aqui, las tasas de interés y el valor de



Capitulol. Probabilidad

los activos (tales como acciones, bonos, divisas) son afectados por cambios aleatorios, pero
sujetos a leyes de probabilidad especificas. Usar estos modelos permite proveer productos

seguros a los inversionistas.

En esta primera parte presentamos los conceptos bésicos de la teoria de la Probabilidad
que permitirdn comprender los siguientes capitulos. Ademaés, se hace notar la necesidad de
estudiar los conceptos basicos de la teoria de la Medida y otras herramientas matematicas
que permiten un andlisis riguroso.

Para ejemplos, se recomienda al lector revisar la bibliografia béasica introductoria de la

probabilidad que mas le agrade.

1.1. Eventos y sus probabilidades

El concepto bésico sobre el que se desarrolla toda la teoria de probabilidad es el de

experimento aleatorio.

Definicién 1.1.1. Un experimento aleatorio es un experimento que presenta las
siguientes propiedades:

a) Tiene al menos dos posibles resultados.

b) El conjunto de posibles resultados se conoce antes de que el experimento se realice.

c) Puede repetirse esencialmente bajo las mismas condiciones.

De especial importancia en el calculo de probabilidades es el conjunto de todos los posibles

resultados.

Definicién 1.1.2. El conjunto de todos los posibles resultados de un experimento aleatorio

es llamado espacio muestral, y serd denotado por €.

Ahora se pretende caracterizar a los posibles resultados del experimento que contienen
informacién relevante del experimento, para ello, se denotara por F a tal coleccién de subcon-
juntos de Q. Para elementos de F se define nuevos elementos generados por las operaciones
usuales de conjuntos (unién, interseccién y complemento). Es razonable solicitar que F sea
cerrado bajo operaciones finitas de elementos en F, en este caso se dice que la coleccién F

es una dlgebra de ).

Si © es finito, toda la informacién relevante del experimento pertenece a la algebra
F = P(). Sin embargo, cuando €2 es infinito se necesita extender las operaciones a una

coleccion numerable de elementos en F.

Para cubrir ambos casos, se pide que la coleccién F sea cerrada no sélo bajo operaciones
finitas, sino también bajo operaciones numerables. A ésta nueva coleccion se le conoce como

o-dlgebra, siendo éste concepto otro de los pilares de la teoria matematica de la probabilidad.




1.1. Fventos y sus probabilidades

El célculo de la probabilidad de algin elemento de F requiere, en general, del conteo
de los resultados que sean favorables a la ocurrencia de dicho elemento. Por tal razén, el
concepto de o-dlgebra requiere de un procedimiento para contar, el cual estd disponible en

el concepto de sucesién.

Debido a los objetivos que se persiguen, aqui la o-dlgebra serd definida para espacios

muestrales, pero la definicién es vélida para conjuntos arbitrarios.

Definicién 1.1.3. Sean Q un espacio muestral no vacio y F C P(Q). La coleccion F es
llamada una o-dlgebra (o-field) de Q si cumple las siguientes condiciones:

a) Qe F.

b) Si A € F, entonces A® € F.

c) Si (4,) es una sucesion numerable de conjuntos en F, entonces

Janer
n=1

A la pareja (Q, F) se le llama espacio medible y a los elementos de F se les llama eventos

(o conjuntos medibles).

La pareja (Q, F) es llamada espacio medible debido a que es posible definir una medida
de probabilidad sobre dicho espacio. El conjunto vacio () es llamado evento imposible, el
conjunto {w} que contiene un sélo posible resultado w de Q es conocido como evento ele-

mental, y () es el evento seguro.

Las o-algebras son utilizadas para representar estructuras de informacién. Por ejemplo, si
F ={0,Q} se carece completamente de informacién, si F = P() se cuenta con informacién
completa. En general, no hay experimentos que carezcan completamente de informacién, ni
que lo sepan todo, asi que una o-algebra intermedia podria representar lo poco o mucho de

la informacién disponible.

Algunas propiedades de las o-algebras de ) se mencionan a continuacién:

1. e F.
2. SiA,Be F,entonces A— B=ANB e F.

3. Si (Ay) es una sucesién de eventos en F, entonces
o0
ﬂ A, eF.
n=1

4. La interseccién arbitraria de o-dlgebras de 2 es nuevamente una o-dlgebra de (2.

La demostracién de la propiedad 4 es andloga al caso de dos o-algebras, por tal razoén,

aqui sélo se demostrara este caso.

Teorema 1.1.1. La interseccion de dos o-dlgebras de €2 es una o-dlgebra de €.

3



Capitulol. Probabilidad

Demostracion.

Sean F; y F dos o-dlgebras de 2. Se demostrard que F = F; N Fs es una o-algebra de Q.

a) Puesto que Fy y F» son o-algebras de €, entonces Q € F1y Q2 € Fo. Asi, Q € FinNF, = F.

b) Sea A € F, entonces A € F; y A € Fy. Luego, A° € F; y A® € F,. Por lo tanto,
A=FiNFy=F.

¢) Sea (A,) una sucesién de elementos en F, entonces | J,- A, € F1 y U,—, A, € Fo. En

consecuencia,

UAneAnrm="7
n=1

Por lo tanto, F es una o-algebra de €. m

El resultado anterior garantiza que la siguiente definicién tenga sentido.

Definicién 1.1.4. Sea C una coleccion de subconjuntos de . La minima o-dlgebra

generada por C, denotada por o(C), es la coleccion
7(C) = ({F : F es o-dlgebra de Q y C C F}.

Un ejemplo particular de minima o-algebra que contiene todos los intervalos abiertos,

cerrados, semiabiertos de R es la o-dlgebra de Borel, definida como
BR) =o{(a,b) CR:a < b} =c{(—00,b],b € R} = g{(—00,b),b € R}.

A los elementos de B(R) se les llama conjuntos de Borel, Borelianos o conjuntos Borel me-

dibles.

Toca turno definir las probabilidades que son asignadas a los eventos. Sélo se tienen que
asignar probabilidades a los elementos de la o-algebra, de otra manera se estaria simplemente

trabajando de mas.

Definicién 1.1.5. Una medida de probabilidad en un espacio medible (Q,F) es una
funcion P: F — [0,1] que satisface:

a) P(Q) =1.

b) Para cada sucesidn (A,) de elementos de F, disjuntos a pares (esto es, An, N Ay, =0 si

n #m), se cumple
() - Sr
n=1 n=1

La terna (2, F,P) es llamada espacio de probabilidad y P(A) se llama probabilidad de
A.




1.1. Fventos y sus probabilidades

La medida P(A) cuantifica la creencia acerca de la ocurrencia del evento A € F. Si

P(A) = 1, diremos que “A ocurre con probabilidad 1” o “A ocurre casi seguramente (c.s.)”.

Combinando las dos propiedades anteriores se obtiene que P(()) = 0. La propiedad b) se
conoce como o-aditiva o aditividad numerable. Esta propiedad no puede extenderse a
una coleccién no numerable. Si se hiciera, considérese por ejemplo Q = [0,1] y F = P(Q),

entonces se esperaria que

P(0,1) = > P({z}),

z€ [0,1]

pero como se vera en secciones posteriores, ésto es falso.
Lo anterior expresa que no es posible definir una medida de probabilidad para todos los
posibles subconjuntos de un conjunto no numerable 2. La demostracién de la existencia de
conjuntos en donde no es posible definir una medida de probabilidad involucra el azioma de

eleccion (véase Apéndice A.4), y no es posible definir tales conjuntos de forma explicita.

A continuacién se mencionan algunas propiedades simples pero importantes que cumplen

las medidas de probabilidad.

Lema 1.1.1. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad y A, B € F. Entonces

a) P(A°) =1—-P(A).

b) P(A) =P(ANB)+P(A - B).

c) (Propiedad mondtona) Si A C B, entonces P(A) =P(B) — P(B — A) < P(B).
d) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

e) (Aditividad finita) Si Ay,..., A, € F son disjuntos a pares, entonces

IP’( U Ak> = Z]P’(Ak).
k=1 k=1
f) (Desigualdad de Boole) Para cualquier sucesion de eventos (A,),

() < Sao
n=1 n=1

Demostracién.
Sélo se demostra la propiedad d).

d) Para A, B eventos, el evento
AUB=(A-B)U(ANB)U(B—-A)=(A—-ANB)U(ANB)U(B—ANB)

estd formado por la unién de tres eventos disjuntos a pares.

Por la propiedad b),
P(AUB) = P(A-AnNB)+P(ANB)+P(B—-ANB)
= P(A)—-P(ANB)+P(ANB)+P(B)-P(ANB)
= P(A)+P(B)—P(ANB).

5



Capitulol. Probabilidad

Por lo tanto,
P(AUB)=P(A) + P(B) —P(AN B).

A la desigualdad de Boole también se le conoce como propiedad o-subaditiva.
Puesto que la medida de probabilidad es no negativa, nétese que de la propiedad d) se tiene
que
P(AU B) <P(A) +P(B),

siendo la anterior un caso particular de la desigualdad de Boole.

Cualquier evento A que tiene probabilidad cero, esto es P(A4) = 0, es llamado evento
nulo. Parece razonable suponer que cualquier subconjunto B de un evento nulo A serd por
si mismo nulo, pero esto puede no tener sentido, puesto que B puede no ser un evento, y

entonces P(B) puede no estar definido.

Definicién 1.1.6. Un espacio de probabilidad (2, F,P) es completo si todos los
subconjuntos de los eventos nulos son eventos. En otro caso, se dice que el espacio es
incompleto.

Cualquier espacio incompleto puede ser completado. Los detalles de este importante hecho
requiere de conceptos sofisticados de la teorfa de la Medida. En esencia, si V' es la coleccién
de todos los subconjuntos de los eventos nulos en F, se considera G = o(FUN). Luego, para

cualquier evento G en G,
P*(G) :=nf{P(F): F e F,GC F} (1.1)

define una medida de probabilidad en (2,G), siendo éste una extencién de P, ya que
P*(G) = P(G) para todo evento G € F C G y P*(B) = 0 para todo subconjunto B de
eventos nulos en F. Al espacio de probabilidad (2, G,P*) se le conoce como la completa-

cién de (Q, F,P).

Ejemplo 1.1. Sean Q = {a,b,c}, F = {(Z), {a}, {b, c},Q}. Para A € F arbitrario, se define

1 sia€A,

P(A) =
) 0 sia¢ A

Para este ejemplo en particular, O y {b,c} son los conjuntos mnulos. Asi,

N = {0, b} e} b} }.

Luego,

G=0(FUN) {{a,b},{a,c}}UNU}"

{0, a}. {6}, {e}. {b. e} {e.a}, a0}, 0

6



1.1. Fventos y sus probabilidades

Utilizando (1.1), no es complicado definir explicitamente la nueva medida de probabilidad P*

en (2, G), aqui se omiten los detalles. a

Ejemplo 1.2. Si Q es a lo mds numerable y (Q,P(2),P) es un espacio de probabilidad, en-
tonces el espacio de probabilidad es completo. O
En lo sucesivo, por probabilidad nos referiremos a una medida de probabilidad; a menos

de que se especifique lo contrario, (€2, F,P) representard un espacio de probabilidad completo.

Ahora se pretende mostrar las propiedades que permitan el calculo de probabilidades en
procedimientos de limites. El siguiente resultado se verifica para dos tipos de sucesiones
particulares, aquellas que son monétonas crecientes o decrecientes, tales propiedades se

conocen como propiedades de continuidad secuencial.

Teorema 1.1.2. Sea (A,,) una sucesion de eventos.
a) Si A, T A, entonces

lim P(4,) = P( U An> =P(A).

neN
b) Si A, | A, entonces
lim P(A,) = ]P’( N An> =P(A).
neN
Demostracion.
a) Por la propiedad mondtona de la probabilidad, la sucesién numérica {PP(A4,,) : n € N} es

no dreciente y acotada superiormente por uno. Entonces, el limite de esta sucesién existe.

Se define By = A1 y By, = Ar — Ax_1. Por construccidn, la coleccién formada por By son

disjuntos a pares; ademads,

k=1 k=1

Por la propiedad de aditividad finita y numerable,

P(A) =Y P(By) = lim S P(B,) = lim P(A,).
1 n—oo =1 n—oo
b) Si (A,) es una sucesién no creciente de eventos tal que A = [, .y An, entonces se cumple

que AS T A°. Luego entonces,
P(A) =1-P(4°) = 1- lim P(49)
= lim (1 —P(AY))

n—oo

= lim P(4,).

n— oo

Por lo tanto,

lim P(A,) = P(A) = IP’( N An>.

neN
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La siguiente definicién es fundamental para demostrar la propiedad de continuidad en el

caso de sucesiones arbitrarias.

Definicién 1.1.7. Sea (A,) una sucesion de eventos.

El limite superior de (Ay) es el conjunto dado por
oo o0
[A), i.0.] :=limsup A,, = ﬂ U Ag, (1.2)
n n=1k=n
donde w € [Ani.0.] si y sdlo si para cada n existe algin k > n para el cual w € Ay, i.e.,
w € [Ayi.0.] siy sdlo si estd en una infinidad de A,,.
El limite inferior de (A,,) es el conjunto dado por
oo oo
[A, a.a.] = h'mninf A, = U ﬂ Ay, (1.3)
n=1k=n
donde w € [A, a.a.] si y sdlo si estd en todo A, excepto un nimero finito de ellas.
Si los limites en (1.2) y (1.3) existen y coinciden con A, entonces se dice que A, tiene
como limite a A, y se escribe A,, — A o lim,_,,, 4, = A.
Teorema 1.1.3. Sea (A,,) una sucesion de eventos.

a) FEntonces,

IP’( lim inf An)

IN

liminf P(A,,)

A

limsupP(A4,,) < ]P’(h’m sup An) .

b) Si A, — A, entonces lim,,_,o P(4,,) = P(4).
Demostracion.

a) Se define B,, = (N, Ak, Cr, = Uz—,, Ax. Entonces
B, 1 h'mninf A, vy C,]|limsupA,.
Ademis,
P(B,) < inf{P(A4,),P(A,11),...}, P(C,) >sup{P(4,),P(4,41),...}.

Luego,

IP’(h’mniann> - IF’(nLEJNBn>
lim P(B,) (1.4)

n—oo

lfm (fnf{P(A,), P(Aps1),...})

n—oo

= liminfP(A,),

IN

8
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en donde (1.4) se debe al Teorema 1.1.2.
De forma andloga,

limsup P(A,) < IP’( lim sup An) .

Puesto que liminf, P(A4,) < limsup, P(4,), entonces la cadena de desigualdad queda

demostrada.
b) Supéngase ahora que A,, — A, entonces
limsup A,, = liminf A4, = A.
n n
Por el inciso anterior,

P(A)::P(Hngann)

IN

liminf P(A,,)

A

limsupP(A,) <P ( lim sup An) =P(4),

de donde
liminf P(A,) = limsupP(4,,) = P(4).
Por lo tanto,

lim P(A,) = P(A).

n—oo

Cuando Q es a lo mds numerable (esto es, ) es finito o numerable), la o-dlgebra que se
considera es el conjunto potencia de Q, F = P(Q). Para espacios muestrales més generales,

no siempre puede tomarse esta estructura tan grande.

Teorema 1.1.4. Sea Q) a lo mds numerable.

a) Una probabilidad en (Q,P) estd caracterizada por sus valores en los eventos elementales:

b) Sea (pw)wen una familia de nimeros reales indexadas por Q. Entonces existe una unica

probabilidad P tal que P(w) = p,, st y sdlo si

= Py > 0.
. Zwerw =1

Demostracion.

a) Sea A € F arbitrario, entonces A = J_. ,{w} 0 es la unién finita o es la unién numerable

weA
de eventos elementales disjuntos a pares. Si P es una probabilidad, por la aditividad
numerable (o aditividad finita) se tiene que
P(A) = Y P({w})) = po-
wEA w€EA

Por lo tanto, la probabilidad estd caracterizada por los valores p,,.

9
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b) Suponga que P(w) = p,,. Por definicién, p,, > 0, ademés

1= B(Q) —P( U {w}> = S B(w)) = 3 po

we N weN we

Para lo inverso, si los valores p,, satisfacen p, > 0y > cqpo = 1, se define una
probabilidad P por
P(A) = Z D., paraAeF,

we A

con la convencién de que una suma “vacia” es igual a 0.

Entonces,

P@) =0, P(Q)= ) p,=L1

we N
Verificar la propiedad de la aditividad numerable no presenta complicaciones cuando 2
es finito. Supéngase que €2 es numerable.

Si (A;)ier es una coleccién numerable de elementos de F, disjuntos a pares, entonces

| () - 5 -

iel welU;er Ai

=2 > n

i€l weA;

= ) P(4).

il
Con todo lo anterior, el teorema queda demostrado.

Si Q es finito, cualquier familia de términos no negativos que sumen uno es un ejemplo

de una probabilidad en 2. Entre todas ellas, la siguiente es particularmente importante.

Definicién 1.1.8. Una probabilidad P, en un conjunto finito 2, se llama uniforme si

pw = P({w}) no depende de w.

En este caso, es inmediato que

donde P es llamada probabilidad cldsica.

En algunos casos, determinar la probabilidad de un evento B depende de que haya o no

ocurrido un evento A, a esta probabilidad se le conoce como probabilidad condicional.

Definicién 1.1.9. Sean A y B dos eventos tal que P(A) > 0. Entonces, la probabilidad
condicional de B dado A, denotada por P(B|A), estd definida por
P(AN B)

P(BIA) = =55

10



1.2. Variables aleatorias

La ocurrencia de algin evento A cambia la probabilidad de ocurrencia de otro evento B,
la probabilidad original P(B) es reemplazada por P(B|A). Si la probabilidad no cambia, es
decir P(B|A) = P(B), entonces diremos que A y B son independientes.

Definicién 1.1.10. Los eventos A y B son independientes si P(AN B) = P(A)P(B).

Mas general, (A;)icr es una coleccion de eventos independientes si para cada subconjunto

IP’( N Ai> = [T P4

i€J i€J

finito J de I, se cumple

1.2. Variables aleatorias

La situacién estandar en el modelado de fenémenos aleatorios es que las cantidades
de interés, en lugar del espacio de probabilidad subyacente, son las funciones del espacio
de probabilidad sobre otro espacio medible. Estas funciones se llaman variables aleatorias.
Hablando estrictamente, se usa el término variable aleatoria cuando esas funciones van de

un espacio de probabilidad al espacio medible (R, B(R)).

Definicion 1.2.1.

a) Una variable aleatoria (v.a.) X es una funcidn del espacio muestral Q a R, esto es,
X :Q - R,
y que cumple que la imagen inversa de cualquier Boreliano pertenece a F, i.e.,
X YA)={w:X(w)€ A} € F, para cada A € B(R). (1.5)

b) X se llama v.a. simple si, para algin n € N,

X =Y ala,,
k=1

donde z, € R,1 < k < n, I, es la funcion indicadora (o caracteristica), A, € F
y {Ag,1 < k < n} es una particion de Q (esto es, A, # 0, A, N A; = 0 sii # j,
Uk=1 4k = Q).

c) X sellama v.a. elemental siempre que

X = io: 'I:TLIAn7
n=1

donde x,, € Ryn > 1, Ay, € F y la coleccion {A,,n > 1} es una particion de Q.

Si una funcién X cumple (1.5), simplemente se dice que X es F-medible. En particular,

se dice que una funcién g : R — R es Borel medible si g es B(R)-medible.

11



Capitulol. Probabilidad

Como es de esperarse, suma y producto de v.a.’s definen nuevamente v.a.’s (véase e.g.,

Gut[6]).

No es complicado verificar que la coleccién de imégenes inversas de una v.a. forma una

o-dlgebra de 2. Por tanto, tiene sentido definir
o(X)={X"1(A): Ac B[R)},

como la minima o-dlgebra generada por la v.a. X, esto es , 0(X) es la minima o-dlgebra que

hace que X sea v.a. F-medible.

El siguiente resultado es un caso especial del resultado conocido como el lema de

Doob-Dynkin y su demostracién puede encontrarse en Rao[17] (véase Proposicién 3, p. 8).

Teorema 1.2.1. Sean X,Y wv.a.’s. Entonces Y es o(X)-medible si y sélo si existe una

funcion Borel medible g : R — R tal que Y = g(X).

Ejemplo 1.3. No es complicado demostrar que toda funcidén real continua, o funcion conti-
nua por pedazos, es Borel medible.

En el primer caso, la demostracion se basa principalmente en utilizar el hecho de que la ima-
gen inversa de cualquier conjunto abierto es abierto, y por tanto medible. Para el sequndo

caso, la funcion original se puede escribir como una suma de funciones continuas.

Como caso particular, si f(x) = x* para k € N, entonces f es Borel medible. De aqui que,
si X es una v.a., entonces X* para k € N también lo es. Mds ain, por el Teorema 1.2.1, X*

es o(X)-medible. O

La razén técnica por la cual se le pide a una funcién que sea medible es para poder
trasladar la probabilidad P al espacio medible (R, B(R)). Asi, a cada v.a. X se le asocia una

medida de probabilidad inducida Px, dada por la relacién
Px(A) :=P(X }A)) =P{w: X(w) € A}) =P(X € A), (1.6)

para cada A € B(R).
A Px se le conoce también con el nombre de distribucion de probabilidad (o ley de
probabilidad) de X. De esta forma se construye el espacio de probabilidad (R, B(R),Px),

conocido como espacio de probabilidad inducido por la v.a. X.

Teorema 1.2.2. Fl espacio inducido (R,B(R),Px), con Px definido por (3.22), es un
espacio de probabilidad.
Demostracion.

La funcién Px cumple la definicién de medida de probabilidad. En efecto,

a) Px(A) =P{w: X(w) € A}) > 0, para cualquier A € B(R).

12
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b) Px(R) = P({w: X(w) €R}) = 1.

¢) Sea (Ay) una sucesién de eventos Borelianos disjuntos a pares, entonces

pX@An) p<{wzx<w>e A}>

]P’( U{w:X(w) eAn}>

= ) P{w: X(w) € An})

1C3

(oo}
= ) Px(An).
n=1
Por lo tanto, el teorema es valido. n

Existen al menos dos formas de interpretar la igualdad entre v.a.’s.

Definicién 1.2.2. Sean X,Y wv.a.’s.

a) X yY son iguales en distribucidn, y se escribe X 4 Y, si son gobernadas por la misma

medida de probabilidad, i.e.,
X2LY siysdlo si P(X € A)=P(Y € A), para todo A € B.

b) X yY son iguales casi seguramente (o puntualmente) si concuerdan para casi todos

los eventos elementales, excepto posiblemente en conjuntos nulos, i.e.,
X =Y, P-cs. siysdlosi P{w: X(w)=Y(w)}) =1,
o equivalentemente,

X =Y, P-cs. siysdlosi P{w: X(w) #Y(w)}) =0.

En el inciso a) de la definicién anterior, es posible que las v.a.’s estén definidas en
diferentes espacios de probabilidad. Cabe resaltar que la igualdad casi segura es mas fuerte

que la igualdad en distribucion.

1.2.1. Funcién de distribucién

La descripcién completa de la distribucién de probabilidad de una v.a. X requiere conocer

P(X € A), para todos los conjuntos A € B(R).

Como se mencionara més adelante, toda v.a. tiene asociada una funcién, llamada funcion
de distribucion. Entonces, la descripcién de una v.a. requiere analizar su funcién de distribu-

cién.

A continuacion se define esta importante funcién.
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Definicién 1.2.3. Sea X una v.a.. La funcion de distribucion de X es una funcion

F:R —[0,1], definida como
Fz)=P(X <z)=P{w: X(w) <z}), zecR

A la funcién F(z) también se le conoce con el nombre de funcion de distribucion
acumulada (fda). Las funciones de distribucién contienen toda la informacién de la v.a.,

incluyendo su correspondiente medida de probabilidad.

Teorema 1.2.3. Sea F(z) la funcidn de distribucién de una v.a.. Entonces
a) lim, oo F(z) =1, lim,__ F(z)=0.

b) Six <y, entonces F(z) < F(y).

c) F(x) es continua por la derecha, es decir, F(x+) = F(x).
Demostracion.

a) Se sigue de {X < 2z} — Q cuando  — +oo y {X <z} — 0 cuando x — —o0, junto con

la propiedad de continuidad de P.
b) Sea x <y, entonces {X < a2} C {X < y}. Luego,

F(z) = P(X < 2) <P(X <y) = F(y).

c) Sea x1,Za,... una sucesién de nimeros reales no negativos y decrecientes a cero. Entonces
Flz+z,)=F()+Pax< X <z+x,),

en donde A, = (z < X < x4+ x,,) es una sucesién de eventos decrecientes al conjunto
vacio. Por lo tanto, F'(z+) = lim,, oo F(z + z,,) = F(z).

La siguiente definicién de funcién de distribucién es mas general, pues no hace referencia

a v.a.’s ni a espacios de probabilidad particulares.

Definicién 1.2.4. Una funcion F : R — [0,1] es llamada funcion de distribucién si

cumple las tres propiedades del Teorema 3.23.

Cuando se estudia las distribuciones de probabilidad, en la mayoria de los casos no
se especifica el espacio de probabilidad, a pesar de ser este el elemento base en todas las
consideraciones. Existe un resultado que garantiza la existencia de un espacio de probabilidad
y una v.a. definida sobre él para una funciéon de distribuciéon dada, siendo ésta la principal
razén del por qué se considera importante el uso de la funcién de distribucién. Para la

demostracién del siguiente resultado véase Billingsley[1], Teorema 14.1.
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Teorema 1.2.4. Sea F(x) una funcion de distribucion. Entonces existe un espacio de

probabilidad (2, F,P) y una variable aleatoria X cuya funcidn de distribucion es F(x).

Las siguientes propiedades establecen la forma de calcular probabilidades usando la

funcién de distribucion.

Teorema 1.2.5. Sea X wuna variable aleatoria con funcion de distribucion F(x). Para

cualesquiera nimeros reales a < b, se cumple

(
(
c) Pla< X <b)=F()— F(a)
d) Pla< X <b)=F(b)— F(a—)
e) Pla< X <b)=F(b—)—F(a)
f) Pla< X <b)=F(b—)— F(a—)
Demostracién.
a) Sea x1,Z2,... una sucesién de niimeros reales positivos y decrecientes a cero. Sea el evento

A= (X <a—uxp).

Entonces (A, )nen, es una sucesién de eventos decrecientes al evento (X < a). Por la

propiedad de continuidad de P,

P(X <a)= lim P(4,) = lim F(a—x,) = F(a—).

b) P(X =a) =P(X <a) -P(X <a)=F(a) — F(a—).

c) - f). Se sigue de las anteriores.

Noétese que como F(z) es una funcién no decreciente y continua por la derecha, la proba-
bilidad P(X = x) representa el tamaflo de salto de la funcién de distribucién en el punto .
Cuando F(x) es continua, incluir o excluir los extremos de un intervalo no afecta el valor
de la probabilidad de dicho intervalo. Asi, para cualquier nimero real x, la probabilidad del

evento (X = z) es cero.
Otro interesante resultado que involucra a la funcién de distribucién es la siguiente.

Teorema 1.2.6. Toda funcion de distribucién F(z) tiene un conjunto de discontinuidades

a lo mds numerable.
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Demostracién.
Sea D el conjunto de puntos en donde F'(z) es discontinua. Para cada nimero natural n se

define los subconjuntos D,,, por

D":{mED:n—li—1<F(x)_F(z_)Si}'

Ya que F(x) es no decreciente y continua por la derecha, cada conjunto D,, tiene a lo més n

o0

elementos. Como D = J,_,

D, se concluye que D es a lo mas numerable. n

1.2.2. Tipos de variables aleatorias

Las v.a.’s se clasifican en varios tipos, dependiendo de las caracteristicas de su respectiva
funcién de distribucién. Al menos existen tres tipos: discretas, continuas y miztas (mezclas

de las dos anteriores).

Definicién 1.2.5. Sea X una v.a. con funcidn de distribucion F(z).

a) Si F(z) es constante a trozos en un conjunto a lo mds numerable de intervalos, entonces
se dice que X es una v.a. discreta.
En este caso, se dice que F(x) es una funcion de distribucién discreta.
Si x1, T2, ... son los puntos de discontinuidad de F(x), se define la funcidn f(x), llamada

funcion de probabilidad (o funcion de masa de probabilidad) de X, dada por

fa) = PX=z)=F(z)—F(z—)>0 six=ux,22,..., )

0 ST X F T, Ty

La funcidn F(x) se reconstruye de la siguiente forma:

Fz)=Y_ f(u).

u<lz
b) Si F(x) es continua para todo x, entonces se dice que X es una v.a. continua.

Reciprocamente, a toda funcién f(z) de la forma (1.7) que cumpla ), f(x;) = 1 se le

llama funcion de probabilidad, sin que haya necesariamente una v.a. de por medio.

Las distribuciones continuas se clasifican a su vez en distribuciones absolutamente

continuas y distribuciones singulares.

Definicién 1.2.6. Sea X una v.a. continua con funcion de distribucion F(x). Si existe una

funcion no negativa y Lebesgue integrable f, tal que
b
F(b) — F(a) = / f(z)dz, para todo a < b, (1.8)

entonces se dice que X es una v.a. absolutamente continua.

A la funcion f se le llama funcion de densidad de X .
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La funcién de densidad, también conocida como funcion de densidad de probabilidad, es
no negativa y su integral sobre todo R es uno. Reciprocamente, toda funcién f(x) no negativa

tal que el valor de su integral sobre R sea uno se llama funcion de densidad.

Si X es una v.a. absolutamente continua con funcién de distribucién F(x) y funcién de
densidad continua f(x), entonces por el teorema fundamental del cdlculo F'(x) = f(x) ,

donde quiera que exista F'(x).

Las v.a.’s continuas para las cuales no existe una funcién f no negativa e integrable
que cumpla (1.8) se llaman singulares, un ejemplo es la distribucidn de Cantor (véase e.g.,
Gut[6]). Aqui no se enfatizard sobre las distribuciones de v.a.’s singulares, por tal razén, por
v.a.’s continuas nos estaremos refiriendo a las v.a.’s absolutamente continuas, tal y como se

encuentra en la mayoria de las bibligrafias que introducen a la probabilidad.

Algunas distribuciones discretas de probabilidad son: distribucidn uniforme discreta, dis-
tribucion binomial, distribucion geométrica, distribucion Poisson, distribucion hipergeométri-
ca. En el caso de distribuciones continuas, las comunes son: distribucion uniforme continua,

distribucion exponencial, distribucion gama, distribucion beta, distribucion normal.

1.2.3. Caracteristicas numeéricas

En muchas aplicaciones, el tratar de estudiar las distribuciones se vuelve muy complicado.
En estos casos conviene calcular otros parametros que nos permiten describir las distribucio-

nes en términos breves.

Suponga que Q = {1,2,...,n},F = P(Q), y P asigna valores a; a {i}, donde Y.\ ; a; = 1.

Entonces, la esperanza matemética E[X| de una v.a. X en ) es definida por
E[X] =) X(i)ai = > X(i)P({i}).
i=1 i=1

Cuando a; = % para cada i, esta esperanza es el promedio usual de los valores de X. Heuristi-

camente, este niimero representa lo que se espera de las “observaciones” de X.

Si X es una v.a. no negativa, entonces E[X] también puede ser interpretada como el
“4rea” bajo la gréafica de X: para cada i uno puede imaginar un rectdngulo de altura X (i) y
anchura P({i}), entonces Y 7, X ({)P({i}) es la suma de las “dreas” de los rectdngulos que

forman la parte inferior de la gréfica.

El utilizar el término “area” y por la forma intuitiva de cémo calcular las esperanzas,
permiten intentar introducir el concepto de integracion, siendo la teoria de la integral de

Lebesgue la que encaje de manera sorprendente.
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Para lograr definir la esperanza de v.a.’s arbitrarias, existen tres pasos principales:

= Se define la esperanza para el caso de v.a.’s simples.

= Se define la esperanza de v.a.’s no negativas; para ello, se utiliza un resultado que
garantiza que dada una v.a. no negativa siempre es posible encontrar una sucesién
creciente de v.a.’s simples que convergen a ella (véase e.g., Gut[6], Lema 1.1., p. 29).

» Finalmente, dada una v.a. arbitraria X, éste se descompone como una diferencia de

dos v.a.’s no negativas, X = XT — X, donde
XT(w) = méx{X(w),0}, X (w)=mix{—X(w),0} = —min{X(w),0}.

Entonces, se define la esperanza de X como la diferencia de las esperanzas de dos v.a.’s
no negativas, siempre y cuando ambas sean finitas, o sélo una de ellas sea infinita.
Bajo éstas condiciones se asegura utilizar la operacion suma del campo R, o en caso
extremo utilizar la operacién suma del sistema extendido de los niimero reales que por

conveniencia se acostumbras:

at+oo=00, a—o00=-—00, paraaé€R.

Notese que el proceso de como definir la esperanza es andlogo a la construccién de la
integral de Lebesgue, y esto no es una coincidencia, pues la esperanza E[X] es precisamente

la integral de Lebesgue de la funcién X con respecto a la medida de probabilidad P.

Evidentemente, los detalles del proceso para definir F[X] necesita de resultados rigurosos
que involucran a la integral de Lebesgue y que estan fuera del alcance de este trabajo (véase

e.g., Gut[6], Jacod and Protter[9]).

Se define la esperanza para el caso simple.

Definicién 1.2.7. Sea X = ZZ=1 xpla, una v.a. simple. La esperanza (valor esperado,

media o integral) de X, denotada por E[X], es definida como
E[X] = / XdP = aP(Ay).
@ k=1

Como caso particular, si #(2) = n, Ag es un evento elemental, y P es la probabilidad

cldsica, entonces la esperanza se reduce a un promedio aritmético,

1 n
E[X] = > .
k=1

En la Definicién 1.2.1 no se resalté que la representacién de una v.a. simple no es
unica, pero ahora se aprovecha el siguiente enunciado para hacerlo notar. Ademds de que
con este resultado se muestra que la esperanza de una v.a. simple es independiente de la

representacién.
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1.2. Variables aleatorias

Lema 1.2.1. Sean {Ay,1 <k <n}, {B;,1 <j < m} particiones de , tales que

n m
X=> ala, X=) yls
k=1 Jj=1
Entonces . .
ElX] = szP(Ak) = Zy]]P)(BJ)
k=1 Jj=1
Demostracion.

Si{Ak,1<k<n}y{B;,1<j<m} son particiones de 2, entonces se cumple

= iP(Ak NB;), P(B;)= zn:IP(A,c N B;).

j=1 k=1
Luego,
ZkaAk szkPAkﬂB)
k=1 j 1
j=1 j=1k=1
Puesto que la coleccion {A; N B; # 0,1 <k <n,1 <j <m} forma una nueva particién de
(1, entonces zj, = y; siempre que Ay N B; # 0, y asi el lema queda demostrado. ™

El Lema 1.2.1 muestra que la Definicién 1.2.7 es correcta, pues no depende de los eventos
Aj. Ahora se define la esperanza para v.a.’s no negativas, y en este caso también existen
resultados que garantizan que la esperanza es independiente de la sucesién de v.a.’s que la

definen (véase e.g., Gut[6], Teorema 4.2.).

Definicién 1.2.8. Sean X wuna v.a. no negativa, y (X,) una sucesion creciente de v.a.’s

simples tales que X = lim,,_,., X,,. Se define la esperanza de X o la integral de X como

XdP= lim | X,dP. (1.9)

n—o0 Jo
Algunos autores definen la integral [, XdP como
E[X] =sup{E[Y]:Y es v.a. simple con 0 <Y < X},
la cual es equivalente a la definida en (1.9).
Noétese que E[X] > 0; se puede tener E[X] = oo, atin cuando X nunca toma el valor co.

Finalmente, se define la esperanza de una v.a. arbitraria.

Definicién 1.2.9. Sea X una v.a. arbitraria tal que X = X+ — X, donde

XT(w) = méx{X(w),0}, X (v)=—min{X(w),0}.
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Capitulol. Probabilidad

Si E[XT] y E[X™] son finitas, entonces se dice que X tiene esperanza finita (o es
integrable.) En este caso, la esperanza de X (o la integral de X ) se define por

E[X] = E[XT] — E[X "], o también escrita como,

/XdIP’:/X*d}P’f/X*dIP. (1.10)
Q Q Q

Si E[XT] y E[X™] no son ambas iguales a oo, entonces se dice que X admite una

esperanza, y su esperanza sigue siendo dada por (1.10), con la convencidn de que co+a = oo,

—00 4+ a = —o0, para a € R.

Noétese que si X admite una esperanza, entonces E[X]| € [—00,400]; v X es integrable si

sélo si su esperanza es finita.

Como caso particular, sea
Q=N, -7::7)(9)? y P({n}):pm

para todo n tal que > 2/ p, = 1. Se cumple que una v.a. X definida en (€2, F, P) es integrable

si y sélo si la serie 7 | X(n)p, es absolutamente convergente. En tal caso,

E[X] =) X(n)ps.

El conjunto de todas las v.a.’s integrables seran denotados por £! (o £}(£2, F,P) en caso

de ambigiiedad).

El siguiente teorema contiene algunas de las propiedades més importantes de la esperanza.
En caso de que el lector esté interesado en sus respectivas demostraciones, se recomienda

revisar Gut[6], Teorema 4.1., p. 49; y Taylor[23], Proposicién 2.1.33., p. 42.

Teorema 1.2.7.

a) L' es un espacio vectorial y la esperanza es un funcional lineal. Ademds, este funcional
es positivo (esto es, si X > 0, entonces E[X] > 0).

b) Si0< X <Y,Y €Ll entonces X € L' y E[X] < E[Y].

c) X €L siysdlosi|X|:=XT+ X~ €Ll en este caso |[E[X]| < E[|X]].
En particular, cualquier v.a. acotada es integrable.

d) Si X =Y, P-c.s., entonces E[X] = E[Y].

La igualdad P-c.s. entre v.a.’s es una relacién de equivalencia. Se puede definir un espacio
L' al considerar “£' médulo la igualdad P-c.s”. Asi, un elemento de L' es una clase de

equivalencia, conformada por todas las v.a.’s en £! tales que a pares son iguales, P-c.s..
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En vista del inciso d) del teorema anterior, tiene sentido hablar de la “esperanza” de las
clases de equivalencia. Ademads, como la suma de v.a.’s o el producto de una v.a. por una

constante preserva la igualdad, P-c.s., entonces el conjunto L' es también un espacio vectorial.

Si 1< p < oo, se define £P como el espacio de las v.a.’s tales que | X [P € £1; L? es definido

de forma analoga a L'.

Teorema 1.2.8. Si X,Y ¢ L2, entonces XY € L' y se cumple la desigualdad de
Cauchy-Schwarz:
|EIXY]| < VEIX?EY?.
Demostracion.
Para a,b € R, la relacién (Ja| — [b])? > 0 siempre es valida.
Luego,
X2 YR

XY| < —

De aqui que X,Y € L? implica que XY € L',

Por otro lado, sean Z = X w = —YL_ Entonces

VE[X?]' E[Y?]
0<E[(Z-W)}=E[Z>+W?-2ZW]=1+1-2E[ZW],
de aqui que E[ZW] < 1.
Por lo tanto,

[EIXY]| < VE[X?|E[Y?].

En terminologia matematica uno integra sobre conjuntos. En el caso de integrales que
involucran a la probabilidad, se da por hecho que X es una v.a. integrable y se consideran

expresiones de la forma

E[X14] :/XdP: XIudP, para A€ F.
A Q

El céalculo de esperanzas implica efectuar integrales de Lebesgue con respecto a la me-

dida de probabilidad IP, asi que todos los resultados de la teoria de integracién son aplicables.

En la mayoria de las situaciones es inconveniente calcular E[X] integrando sobre ; el
siguiente resultado expresa F[X] como una integral con respecto a la medida de probabilidad
Px, o de forma equivalente, respecto a la funcién de distribuciéon Fx, pues la medida Px

estd totalmente determinada por Flx.

Teorema 1.2.9 (Teorema del Cambio de Variable ). Sea X una v.a., y suponga que g

es una funcion Borel medible tal que g(X) es integrable. Entonces

Pla(¥)] = [ a(x)ap = [ g@apx(@)( = [ otpx).

Q R
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Capitulol. Probabilidad

Demostracion.
Para verificar el resultado se empezara por los casos simples para luego generalizar a funcio-

nes integrables.
Sea g(z) = Ip(x) una funcién indicadora, donde B € B(R). Puesto que,
{w:9(X(w)) =1} ={w: X(w) € B},

entonces
dFx(z) = /Rg(:c)dFX(x),

asi que E[g(X)] y [ gdF, existen y son iguales.

E[g(X)] = P(X € B) = /B

Ahora sea g una funcién simple, supéngase que g = Z?Zl cjlp, donde c; € R, B; € B(R).

La linealidad, tanto del valor esperado como de la integral, implican

M=

Elg(X)] = ¢; EIp,(X)]

1

= ZCJ*/R[Bj(m)dFX

(zn:chBj (m))dFX
= / g(x)dFx.
R

<.
Il

<.
Il

T

Nuevamente, ambas integrales existen y son iguales.

Si g es una funcién Borel medible no negativa, sea (g,)nen una sucesién de funciones

simples tales que g, T g. Ya se ha probado que

E[gn<X)}:/RgndFX7

luego, por el Teorema de Convergencia Mondtona (véase Apéndice A.4)

Elg(X)) = | gdF.
R
y otra vez ambas integrales existen y son iguales.

Finalmente, supéngase que g(z) = g(x)* — g(z)~ es una funcién Borel medible tal que
Ellg(X)|] < oo. La condicién de ser integrable garantiza que E[g(X)"] y E[g(X)~] son
finitos. Entonces, usando el resultado para funciones no negativas y la linealidad tanto del

valor esperado como de la integral,

=
=
>
I
s
Y
>
~
|
=
=Y
>
_
Il

[ sterars - [ gte)-ar
/R 9(z)dF.
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1.2. Variables aleatorias

Si E[g(X)] existe, supéngase que E[g(X)"] es finito, entonces [, g(z)*dFx es finito, de
aqui que fR g(z)dFx existe; por la misma razén, la existencia de fR gdFx implica la existencia

de E[g(X)]; i.e, ambas integrales existen y son iguales. n

Como caso particular del teorema anterior, si g es la funcién identidad, entonces obtene-

mos la férmula para calcular la esperanza de la v.a. X.

El teorema anterior expresa que el valor esperado de la v.a. g(X) con respecto a la pro-
babilidad P en € es igual al valor esperado de la funcién g con respecto a la probabilidad Px
en R, en notacién Ep[f(X)] = Ep, [f].

Notese que para calcular la esperanza de g s6lo se necesita conocer la distribucion de X.

El siguiente corolario presenta dos casos particulares del resultado anterior.

Corolario 1.2.10. Sean X una v.a. y g una funcién Borel medible tal que E[|g(X)|] < co.

a) Si X es discreta con funcidn de probabilidad fx(x), entonces
Elg(X)] = /QQ(X)dP =D glen) fx(zn) = ) glan)P(X = ).
k=1 k=1

b) Si X es absolutamente continua, con funcion de densidad fx(x), entonces

Blo¥) = [ 9P = [ gta)x(oyie

Demostracioén.

a) Usar la descomposicién A; = {X = z;},j = 1,2,..., vy Ay = (Uff:l Ak) , donde
P(Ap) = 0.

b) Si g(z) = Ip(z) es una funcién indicadora, con B € B(R), entonces

Elg(X)] = /QIB(z)d]P’:]P’(XEB):/BfX(x)dI

/OO Ip(z)fx(x)dx

— 00

| s@ixa.

— 00

Una vez probado el caso base, el resto de la prueba se desarrolla como en la demostracién
del teorema anterior.

|
Existen otros pardmetros que ayudan a describir una distribucién en términos breves,
tales como los momentos.

Definicién 1.2.10. Sea X una v.a. que tiene esperanza finita y n € N. Cuando eziste, se

dice que el valor:
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Capitulol. Probabilidad

a) E[X"] es el n-ésimo momento de X.

En particular, con n =1, el primer momento coincide con la esperanza de X.
b) E[|X|"] es el n-ésimo momento absoluto de X.

c) E[(X — E[X])"] es el n-ésimo momento central de X.
En particular, si n = 2, E[(X — E[X])?] se llama la varianza de X, y se denota por
Var(X). El valor Var(X) mide el grado de dispersion de los valores particulares de la

v.a. X.
d) E[|X — E[X]|"] es el n-ésimo momento central absoluto de X.

e) FIX(X—-1)...(X = (n—1))] es el n-ésimo momento factorial de X.

Cuando X es v.a. discreta con esperanza finita p y funcién de probabilidad f(x), la

varianza de X, cuando existe, se calcula como

Var(X) = (z—p)*f(x).

x

Si X es continua, con esperanza finita u y funcién de densidad f(x), entonces la varianza

de X, cuando existe, se calcula como
o0
Var(X) = / (x — p)? f(x)d.
—00
Cuando la varianza no sea finita se dice que la v.a. no tiene varianza.

La raiz cuadrada positiva de Var(X) se llama desviacidn estdndar, y se le denota por

ox (o solamente o cuando no provoque confusién).

En el estudio de los nimeros reales, el concepto de convergencia de una sucesion es tnico.
Sin embargo, en el caso de sucesiones de v.a.’s la situacion es diferente, ya que existen al
menos cuatro posibilidades de convergencia. Para el siguiente capitulo es de particular interés

la que involucra el uso de la esperanza.

Definicién 1.2.11. Sea (X,,) una sucesion de v.a.’s.

a) (X,) converge casi seguramente (o con probabilidad 1) a la v.a. X(Xn Fgs X) st

P{w: Xp(w) = X(w), cuando n — oo}) = 1.

b) (X,) converge en probabilidad a la v.a. X (Xn E>X) si, para cada € > 0,

P(| X, — X| >¢€) — 0, cuando n — oo.
c) Sea p > 0. (X,,) converge en LP (o en p-ésima media) a la v.a. X (XHLPX) s
E[|X,| + |X]|] < oo para todo n y

E[|X, — X|P] = 0, cuando n — oo.

En particular, si p=2 se dice que (X,,) converge en media cuadrada a X.
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1.3. Vectores aleatorios

d) Sea C(Fx)={z: Fx(x) es continua en z}. (X,) converge en distribucion a la v.a. X

(Xn 4, X) St
Fx () — Fx(x), cuando n — oo, para todo x € C(Fx).

El siguiente resultado garantiza que la convergencia es unica, en el sentido de que si
X, —» X y X,, — Y, en cualquiera de las tres primeras posibilidades de convergencia,
entonces X =Y, P-c.s.. Para el caso de convergencia en distribucion, la unicidad se refiere a

que Fx(z) = Fy(z) para todo z, esto es, X 1y,

Teorema 1.2.11. Sea (X,,) una sucesion de v.a.’s. Si (X,,) converge casi sequramente, en
)
probabilidad, en LP, o en distribucidn, cuando n — oo, entonces la v.a. lémite (distribucion)

es unica.

Para el caso particular de la convergencia en LP, la demostracion se sigue de la
cp-desigualdad:

Bl X + Y] < ¢ (E[|X["] + E[[Y["]),
donde ¢, =1 cuando p <1,y ¢, = 271 cuando p > 1.
A continuacién se enuncia las relaciones que existen entre los conceptos de convergencia.

Teorema 1.2.12. Sean X una v.a. y (X,,) una sucesion de v.a.’s.
a) Si X, LA X, entonces X, 4 x
b) Si X, P-G;s. X, entonces X,, Ex

c) Si X, L—p>X, entonces X, Ex

En particular, la demostracién de c) se sigue de la desigualdad de Markov:

E[|Xn — X|7]
< Zi=n A

P(X, —X|>¢) < - — 0, cuando n — oo, para cada € > 0.
€

Si el lector estd interesado en las demostraciones de los teoremas anteriores, se recomienda
revisar Gut[6], Teorema 2.1., p. 208, y Teorema 3.1., p. 209, pues los resultados que se

necesitan en la prueba también son abordados por el autor.

1.3. Vectores aleatorios

Ahora considérese situaciones que involucran més de una v.a. asociadas con el mismo ex-
perimento aleatorio. Gran parte de lo desarrollado en la seccién anterior se puede generalizar
al estudio de los vectores aleatorios, por tal razén, en algunos casos se sigue conservando las

denominaciones de los elementos involucrados.
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Recuérdese que se ha supuesto que se tiene como elemento base un espacio de probabilidad

(Q, F,P). En estos casos, la o-dlgebra Boreliana que se considera estd dada por

B(Rn) = O‘{(al,bl) X (ag,bg) X ... X (ambn) - R",ai < bz}
= 0{(—00,[)1] X ... X (—OO,bn},bi ER}
Definicién 1.3.1. Un vector aleatorio n-dimensional X = (X1,...,X,) es una funcion

medible del espacio muestral 0 a R", i.e.,
X:Q—-R",

tal que
X MA)={w:X(w)€ A} € F, para cada A € B(R™).

Se dice que el vector X es discreto si cada coordenada es una v.a. discreta, y X es vector

aleatorio continuo en caso de que cada coordenada lo sea.

Un vector aleatorio n-dimensional X genera el espacio de probabilidad (R, B(R™),Px),

en donde B(R") es la o-dlgebra Boreliana de R™, y Px es la probabilidad inducida por X :

Py (A) = P(X*l(A)) =P(X € A), paracada A € B(R").

Andlogo al caso unidimensional, la probabilidad puede estudiarse mediante la funcién de

distribucién conjunta.

Definicién 1.3.2. La funcién de distribucion conjunta (o distribucion multivariada)

del vector X es una funcion Fx : R™ — [0,1] definida por
Fx(z)=Fx,,. x,(@1,...,2p) =P(X1 <21,...,X), <) =P(X < 1z),
para x = (x1,...,2T,) € R™

Por ejemplo, si n = 2, el valor Fx, x,(z1,22) denota la probabilidad de que el vector alea-
torio tome algin valor en el rectdngulo infinito (—oo, z1] X (—00, x2], esto es, Fx, x,(x1,%2)
es la probabilidad de que X; < 2z y al mismo tiempo X5 < x2, o simplemente, es la proba-

bilidad del evento (X7 < z1) N (X2 < x2). En general, el evento {X < z} se interpreta como
ﬂZ:f{Xk < i}

Las funciones de distribucién conjunta satisfacen propiedades semejantes al caso
unidimensional, por ejemplo, para el caso bidimensional, la funcién Fx y(z,y) := F(z,y)

satisface:
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1.3. Vectores aleatorios

1. Mmy yvoo F(z,y) = 1.

2. limg y——oo F(z,y) = 0.

3. F(x,y) es no decreciente en cada variable.

4. F(x,y) es continua por la derecha en cada variable.

5. Siay < by y as < by, entonces

F(bl,bg) —F(al,bg) —F(bl,ag) —|—F(a1,a2) > 0.

La propiedad 5 corresponde a la probabilidad del evento (a1 < X < by,a2 <Y < bg).
Cuando se cumple ésta propiedad, se garantiza que la probabilidad de que el vector (X,Y)

tome valores en el rectangulo (ag,b1] X (ag,bs] sea no negativa.

Para el caso n-dimensional, la propiedad 5 merece un tratamiento especial que aqui no

se abordara.

Al igual que el caso unidimensional, existe un resultado que garantiza que dada una fun-
cién de distribucion conjunta, existe un espacio de probabilidad y un vector aleatorio definido

en él.

Como en el caso unidimensional, los vectores aleatorios tienen asociada una funcién de

probabilidad o de densidad, segin sea el caso.
Definicién 1.3.3. Sea X un vector aleatorio.
a) Si X es discreta, su funcién de probabilidad conjunta es la funcion fx : R™ — [0,1]
definida por
fx(x)=P(X =2), zeR"™

b) Si X es continua, con funcién de distribucidn Fx, se dice que X es absolutamente
continua si existe una funcidn no negativa y Lebesgue integrable fx : R"™ — [0, 00),

tal que

1 Tn
FX(:E):/ / fx(ui,...,up)du, ... duy,  para todo x € R".
A la funcion fx(x) se le llama funcion de densidad conjunta de X.

En particular, si la funcién de densidad conjunta es continua , entonces

8FX ($)

_— R™.
Oxy...0z,’ re

fx(z) =
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Capitulol. Probabilidad

1.4. Independencia

Anteriormente se ha hablado sobre la independencia de dos eventos, ahora se
considerard la independencia sobre variables aleatorias. Intuitivamente, independencia de
X1,..., X, significa que una afirmacién sobre una o mas v.a.’s no afecta ni proporciona
ventaja sobre el resto. Una afirmacién sobre X; corresponde a una afirmacién sobre eventos

de la forma A; = {X; € B;}. La definicién formal es como sigue.

Definicién 1.4.1. Sean X1, ..., X, v.a.’s. Si para cualesquiera conjuntos Ay, ..., A, € B(R)
se cumple
P(X; € Ay,...,Xp€A,) =P(X; € 4).. P(X, €A4,),

entonces se dice que las v.a.’s son independientes.

Existen resultados que garantizan que la condicién de independencia es equivalente a

solicitar que se cumpla la igualdad

Fx,. . x,(x1,...,2n) = Fx,(x1) ... Fx, (), para cualesquiera (z1,...,x,) € R™.

En términos de la funcién de densidad, cuando ésta exista y salvo un conjunto de medida

cero, la condicién es

fxiox, (@, xn) = fx (1) - fx, (@n).

La definicién de independencia de v.a.’s puede extenderse a un nimero finito de vectores
aleatorios, no necesariamente todos de la misma dimensién. Aqui se define el caso de dos

vectores.

Definicién 1.4.2. Se dice que los vectores X = (X1,...,Xn), ¥ = (Y1,...,Y,) son
independientes, si para cada A € B(R™), y cada B € B(R™), se cumple

P(X € A,Y € B) =P(X € A)P(Y € B).

Si (X,Y) es un vector aleatorio y ¢ : R — R es una funcién Borel medible, el calculo
de la esperanza de ¢(X,Y’) primero requiere encontrar la distribucién de ¢(X,Y), lo cual
puede ser dificil en muchos casos. El siguiente resultado establece una forma alternativa de
calcular la esperanza de funciones compuestas con un vector aleatorio, pero conociendo la

distribucion del vector aleatorio.

Teorema 1.4.1. Sean X wun vector aleatorio n-dimensional, Y wun wvector aleatorio
m-dimensional, g : R™ — R y h : R™ — R funciones Borel medibles tales que g(X) y

h(Y) tienen esperanza finita. Entonces
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1.4. Independencia

a) Elg(X)| = [zn 9(x)dFx, para todo x € R™.

b) Si X yY son independientes, entonces

En particular, E[XY] = E[X|E[Y].
En muchas aplicaciones, la independencia entre v.a.’s no se cumple. Cuando esto ocurre,

entonces se dice que las v.a.’s estan correlacionadas.

Definicién 1.4.3. Sean X y Y wv.a.’s , cada una con varianza finita.

a) La covarianza de X yY es definida como
Cov(X,Y)=E[(X — EIX))(Y — E[Y])] = E[XY] — E[X]E[Y].

b) El coeficiente de correlacion de X y 'Y, denotado por p(X,Y), es el valor real que
mide el grado de dependencia lineal que existe entre ellas, y estd definido por

B Cov(X,Y)
pXY)= Var(X)Var(Y)

En la definicién anterior, nétese que E[XY] existe, pues X y Y tienen varianza finita, y

por el Teorema 1.2.8, XY € L'.

A continuacién se mencionan algunas propiedades de la covarianza y el coeficiente de

corelacion.
1. Cov(X,Y) =Cou(Y, X).
2. Cov(X,X) =Var(X).

(
. Cou(

3 ¢,Y) =0, donde ¢ es una constante.

4. Cov(cX1 + X2,Y) = cCou(X1,Y) + Cov(Xs,Y), donde ¢ es una constante.
)

6

. |p(X,Y)| =1 siy sblo si existen constante a y b tales que Y = aX + b, P-c.s..

Por las propiedades de la covarianza, no es dificil probar que
Cov(X,Y) =Couv(X — E[X],Y — E[Y]). (1.11)

Luego, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz a (1.11),

[Cou(X,Y)| = |[E[(X — EX])(Y - E[Y])]| < VE[(X - E[X])?|E[(Y - E[Y])?].
Por lo tanto, de la desigualdad anterior se concluye que

-1<p(X,Y)<1.

El siguiente resultado se obtiene de manera directa al aplicar el Teorema 1.4.1.
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Capitulol. Probabilidad

Teorema 1.4.2. 57 X y Y son v.a.’s independientes, entonces
Cou(X,Y)=0=p(X,Y).

Cuando p(X,Y) = 0 se dice que X y Y son no correlacionadas. De la propiedad 6,
cuando |p(X,Y)] =1 se dice que X y Y estdn perfectamente correlacionadas positiva
o negativamente, de acuerdo al signo de p(X,Y’). Mds atin, si p(X,Y) = 1, entonces a > 0;

si p(X,Y) = —1, entonces a < 0.

En general, la condicién p(X,Y) = 0 no es suficiente para afirmar que X y Y sean inde-

pendientes, excepto en el caso de que las v.a.’s tengan distribucién normal.

Finalmente, se define la esperanza y la varianza para el caso de vectores aleatorios.

Definicién 1.4.4. Sea X = (X1,...,X,) un vector aleatorio.

a) Si cada coordenada del vector tiene esperanza finita, se define la esperanza de X como el

vector
E[X] = (F[X1],..., E[X,)).

b) Si cada coordenada tiene seqgundo momento finito, entonces la varianza de X se define
como la matriz cuadrada Yx, llamada matriz de covarianza, cuyos elementos estdn
dados por

Yx;; =Cou(X;, Xj), i,j=12,...,n.

c) Se define la matriz de coeficientes de correlacion del vector X como la matriz

cuadrada, cuyos elementos estan dados por

p(Xi, X5), i,5=1,2,...,n.

La varianza de un vector X puede expresarse como
B[(X - BIX])'(X - E[X])],

en donde X' significa la transpuesta del vector X. Obsérvese que el producto
(X — E[X])"(X — E[X]) da como resultado una matriz de dimensién n X n, cuya entrada
(i,7) es E[(X; — E[Xi])(X; — E[X,])] = Cov(X;, X;). Esta matriz de covarianza, o también
llamada matriz de varianzas y covarianzas, tiene la propiedad de ser simétrica y positiva

definida, y por tanto, siempre se cumple que es invertible.

1.5. Distribuciéon normal

La distribucién normal posiblemente es la distribucién de probabilidad de mayor

importancia, al menos para los objetivos que persiguen en este trabajo.
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Definicién 1.5.1. Sea X una v.a. continua. Se dice que X tiene una distribucion normal

(o gaussiana) si su funcidn de densidad estd dada por

o) = == exn (— U5,

en donde 1 € R y o > 0 son dos pardmetros. En este caso, se escribe X ~ N(u,02).

No es dificil demostrar que E[X] = pu, y Var(X) = 0. En particular, si u =0y o2 =1,
entonces se dice que X tiene una distribucién normal estdndar. En este caso, la funcion

de densidad se reduce a

992
f(x):\/%exp(fg)-

Siempre es posible transformar una variable aleatoria normal no estandar X en una

estandar Z, a esta operacion se le llama estandarizacion;

X —p

X ~ N(u,0%) siysélosi Z= ~ N(0,1).

Si X ~ N(u.0?), entonces la variable Y = X tiene distribucién log normal(u,o?), y su

funcién de densidad es

— )2 .
fy = | e (- ) sty>o

0 siy <0.

Se puede demostrar que
2

E]Y] = exp (,u + %), Var(Y) = exp(2u + 20%) — exp(2u + o2).

Un vector aleatorio X n-dimensional tiene distribuciéon normal o gaussiana si su funcién

de densidad estd dada por

fx(x) = ! %exp(— %(w—u)E‘l(w—u)t)

(27)% (det X2)
donde 2! nuevamente denota la transpuesta del vector z, z € R", u € R™ denota la esperanza

de X y X su respectiva matriz de covarianza.

Para el caso de v.a.’s normales, el valor del coeficiente de correlacién permite determinar
si las v.a.’s son independientes. Formalmente, ésto ultimo estda expresado en el siguiente

resultado (véase e.g., Rincén[18], p. 177).

Teorema 1.5.1. Si (X;,X3) es un vector con distribucion normal biwariada, tal que

p(X1,X2) =0, entonces X1 y Xo son independientes.
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Capitulo 2

Calculo Estocastico

Observaciones sobre los precios de las acciones, las tasas de interés, los tipos de cambios
del peso frente al délar, posiciones de una particula de difusiéon y muchos otros sistemas
que evolucionan en el tiempo, ya sea discreto (por ejemplo, t = 0,1,2,...) o continuo (por

ejemplo, t > 0), son frecuentemente modelados por los procesos estocdsticos.

En la préctica, los cambios de precios en el mercado financiero son tan frecuentes que
un modelo en tiempo discreto apenas puede modelar los movimientos. Un modelo apropiado
es aquel en el cual los precios puedan cambiar en un tiempo arbitrario, estos modelos son
comunmente conocidos como modelos en tiempo continuo. Ademads, los modelos en tiem-
po continuo permiten calculos explicitos, ain si en algunas ocasiones es necesario el uso de
métodos numéricos. De hecho, el modelo en tiempo continuo mas conocido es el modelo de

Black-Scholes, el cual nos proporciona una férmula extremadamente simple.

La conexién entre procesos estocdsticos y finanzas no es reciente. En 1900, en la tesis
titulada Théorie de la Spéculation, L. Bachelier (1870-1946) (“Pédre de las Matematicas
Financieras Modernas”) introduce el modelado de la dindmica de los precios de las acciones
de la bolsa de Paris a través del movimiento Browniano, asi como la primera férmula de

valuacién de un contrato de opcién.

El movimiento Browniano es inadecuado como un modelo de mercado, ya que éste pre-
dice precios negativos para el activo. Sin embargo, considerando funciones del movimiento
Browniano se puede formar una amplia clase de modelos potenciales. El modelo bésico sub-
vacente en la teorfa de valuacién de Black-Scholes (el movimiento Browniano geométrico)

surge precisamente de esta forma.

Para analizar adecuadamente los modelos en tiempo continuo, se necesita desarrollar un
calculo basado en el movimiento Browniano. Una de las ramas de los procesos estocésticos
que es de gran utilidad para estos fines es el cdlculo estocastico. El objetivo principal de este

capitulo es familiarizar al lector con esta sofisticada herramienta matematica.
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2.1. Procesos estocasticos

Un proceso estocdstico es un modelo u objeto matematico que representa la evolucién de
un fenémeno aleatorio a lo largo del tiempo. El comportamiento del fenémeno en un tiem-
po arbitrario ¢, es capturada en un espacio medible (Q, F;), en general, la aleatoriedad del

fenémeno se almacena en un espacio medible (2, F).

Andlogo al capitulo anterior, el primer interés que se tiene es definir todos los posibles
eventos del sistema aleatorio. Cuando se trabaja con procesos estocésticos, esto se traduce a
especificar la informacion que estd disponible en cada tiempo t. Por ejemplo, en los modelos
financieros se requiere que los precios, presentes y pasados, de los activos sean conocidos para
producir prondsticos, y conforme el tiempo transcurre la informacion pasada no se olvida.

Esta idea es formalizada en el concepto de filtracion.

Definicién 2.1.1. Sea (2, F) un espacio medible. Una filtracion en (0, F) es una coleccion
(Ft)e>o0 de o-dlgebras de Q tal que
Fs CF C .7:,

para cualesquiera 0 < s < t.

La definicién anterior también es vélida para tiempos discretos, y no es dificil notar los

respectivos cambios en la notacion.
Como caso particular, Fy contiene eventos de probabilidad cero o uno.
)

Mientras que a la terna (Q,F,P) se le conoce como espacio de probabilidad, a

(Q, F, (Fi)t>0,P) se le conoce como espacio de probabilidad filtrado.

Una filtracién puede ser pensada como una estructura de informacién dindmica. El hecho
de que esté aumentando significa que hay mas y mas informacién conocida conforme el tiem-
po transcurre y que la informacién pasada no se olvida, tal y como se espera que funcionen

los modelos financieros.

Sin pérdida de generalidad, se asumird que para t arbitrario, el espacio de probabilidad
(Q, F:,P) es completo. Asi por ejemplo, si X =Y, P-c.s., y ¥ es Fr-medible, la suposicién

de contar con un espacio completo permite concluir que X es también F;-medible.

Definicién 2.1.2. Un proceso estocdstico unidimensional en (2, F,P) es una coleccion
de variables aleatorias (Xi)ier, indexadas por un conjunto T, llamado espacio parametral,

y con valores en un espacio medible (E,B(E)), llamado conjunto de estados.

Los procesos estocdsticos pueden ser clasificados de acuerdo a las caracteristicas de las
v.a.’s o de acuerdo a la numerabilidad de T' y E. Respecto a este 1ltimo, los procesos se

clasifican como sigue: cadena (T y F numerables), proceso puntual (T no numerable y FE
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2.1. Procesos estocdsticos

numerable), sucesién de v.a.’s (T numerable y E no numerable), proceso continuo (7' y E no
numerables, y cuando no cause confusién con la definicién de continuidad). Otra clasificacién
sélo hace referencia a la numerabilidad de T, en este caso, cuando T es numerable se dice
que es un proceso estocdstico a tiempo discreto, y cuando T es no numerable se dice

que es un proceso estocdstico a tiempo continuo.

Debido al propésito que aqui se persigue, se considerard F = R y B(R) serd la respectiva

o-algebra Boreliana.

Puesto que toda actividad econdémica se lleva a cabo durante un intervalo acotado, a
partir de ahora, a menos de que se especifique de forma explicita lo contrario, T := [0,T]
representara un intervalo cerrado y al mismo tiempo representard la cota superior del inter-

valo.

En lo sucesivo, por proceso se entendera que se trata de un proceso estocastico continuo
unidimensional en (2, F,P), donde (Q, F, (F¢)ter, P) es su respectivo espacio de probabilidad
filtrado. Cuando sea necesario considerar otro tipo de proceso, los cambios se mencionaran

de forma explicita.

Dado un proceso (X:), una filtracién de particular interés para (X;) se conoce
como filtracién natural generada por (X;), denotada por (FX), y se define como
FX = 0{X,,0 < s < t}, ie., la filtracién natural estd formada por las o-algebras més

pequefias con la cual X es medible para cada s € [0, ¢].

Algunas veces es conveniente escribir X (w,t) en lugar de X;(w). Esta notacién permite

visualizar a los procesos como una funcién de dos variables
(w,t) — X(w,t),
con dominio £ x T'y codominio R.

Nétese que para algin tiempo t fijo, el proceso se convierte en una v.a.. Mientras tanto,

fijando w € €2, éste se convierte en una funcién que depende del tiempo:

A la funcién X (w,t) = X¢(w) se le conoce como trayectoria, realizacidn o ruta muestral
del proceso (X;). Debido a que para cada ¢ en particular el proceso toma un valor aleatorio,
éste tiene una infinidad de trayectorias, a diferencia de las funciones deterministas que
solamente tienen una trayectoria.

Por ejemplo, en la Figura 2.1 se muestra diez trayectorias del proceso (X;) definido por

X, =exp(t+27Z), Zi~N(0,1), teo,1]. (2.1)
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16000

14000

12000

10000

8000

exp(t+221)

Xt=
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4000 L 1
/ —

2000 ~ q

Figura 2.1: Trayectorias de un proceso en particular.

Para describir la distribuciéon de un proceso, y con ello calcular probabilidades sobre
un futuro incierto, se necesita conocer las distribuciones conocidas como distribuciones en

dimension finita.

Definicién 2.1.3. Sean (X;) un proceso, n € N, y una coleccion finita tq,...,t, € T de
valores indice distintos.

a) Las distribuciones
{P((Xt,,...,Xt,) €B), BCBR"),0<t; <ty3<...<t,}
son llamadas distribuciones en dimensidén finita (fidis) de (X;).
b) Se dice que (X;) es H-autosimilar si las fidis de (X;) satisfacen la condicién
(7 X 77X, ) £ (Kt X, )
para cada T > 0 y algin H > 0, i.e.,

P((THth, X, ) e A) - IP’((Xm, . ,Xm) e A),

para todo A € B(R™).

Los procesos H-autosimilares, son procesos cuyas trayectorias son equivalentes si se rees-

calan adecuadamente el tiempo y la amplitud.

Como se menciond anteriormente, un proceso es un objeto matematico, pero el hecho de
que tenga una definicién no implica que tal objeto exista. El resultado que demuestra la exis-
tencia de un proceso asociado a una familia de fidis se conoce como el Teorema de Extension
de Kolmogorov. La demostracién de este importante resultado, asi como de algunos casos

particulares, se pueden encontrar en Billinsgley[1].

En el andlisis de la teoria estocastica el concepto de medibilidad permite introducir otros

conceptos interesantes.
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Definicién 2.1.4. Sea (X;) un proceso.
a) Se dice que (X;) es medible si, para cada B € B(R), el conjunto {(w,t) : X;(w) € B}

pertenece a la o-dlgebra producto F @ B(T), i.e., si el mapeo
(,t) = Xi(w) : (A T, F @ B(T)) — (R, B(R)),
es medible.

b) Si para todo t € T, X; es una variable aleatoria Fi-medible, entonces se dice que (X;) es

adaptado a la filtracion (F;).

c) Se dice que (X;) es progresivamente medible con respecto a la filtracion (F;) si, para
cadat >0 y B € B(R), el conjunto {(w,s) : 0 < s <t,weN X (w) € B} pertenece a la
o-dlgebra producto Fy @ B([0,t]), i.e., si el mapeo

(w,s) = Xs(w) + (2 x [0,t], F @ B([0,1])) — (R, B(R)),
es medible para cada t > 0.

Adaptar un proceso (X;) significa que X; no contiene més informacién que F;. Un proceso
(X;) siempre es adaptado a su filtracién natural (F;X). Siempre se cumple que si un proceso
es progresivamente medible, entonces el proceso es medible y adaptado; lo inverso también
es valido, pero con algunas modificaciones. Para mostrar las respectivas modificaciones, se

necesitan introducir otros conceptos.

Existen al menos tres diferentes formas de relacionar el concepto de “igualdad” entre dos
Procesos.
Definicién 2.1.5. Sean (X;), (Y;) dos procesos definidos en el mismo espacio de probabilidad.
a) Se dice que (X;) es una version (o modificacién) de (Y;) si

P({w: Xi(w) = Yi(w)}) = 1,

o, de forma equivalente,
P({w: Xu(w) £ Yi()}) =0,
para todo 0 <t < T. Esto es, Xy = Y;, P-c.s., para todo 0 <t < T.

b) (X:) y (Yy) tienen la misma distribucion en dimension finita, y se escribe (X3) i(Y,g),

si para todo B C B(R™),0 <t; <...<t,, se cumple

P((Xy,,.... X, ) € B) =P((Yy,,...,Y:,) € B).

n

c) Se dice que (X:) y (Yz) son indistinguibles si casi todas sus trayectorias coinciden, esto
es,

P(X, =Y;,V0<t<T)=1
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La tercera condicién es la mas importante; ésta implica la primera, la cual a su vez
implica la segunda. M4s ain, puede demostrarse que cuando los procesos son continuos (todas
las trayectorias del proceso son continuas), la nocién de indistinguibilidad y modificacién
coinciden. Por otra parte, puede presentarse el caso en que dos procesos sean versiones de

algin otro, y ain asi pueden tener trayectorias completamente diferentes.

Ejemplo 2.1. Considere wuna distribucion continua en el espacio de probabilidad

([0,00),B(]0,00)),P). Se definen los procesos (X¢) y (Yz) dados por

1 sit=w

%) =0, hlw)= 0 sit#w,
para todo (w,t) € [0,00) x [0,00).
(Xt) es una version de (Yz), ya que para cada t > 0 se tiene que
P({w: Xi(w) = Yi(@)}) = B £6) = 1~ Pw =) = 1

ademds, ambos procesos comparten las mismas fidis.

Por otra parte, las trayectorias t — Xi;(w) son continuas para todo w, mientras que
las trayectorias t — Yiy(w) son discontinuas para todo w, esto es, (Xy) y (Y:) no son

indistinguibles. O

A pesar de que un proceso es una versién de otro, puede ocurrir, como en el ejemplo
anterior, que uno tenga trayectorias continuas y el otro no. Condiciones para la existencia de
versiones continuas de un proceso son dadas a continuacion, siendo éste otro teorema famoso

de Kolmogorov.

Teorema 2.1.1 (Teorema Continuidad de Kolmogorov). Sea (X;) un proceso. Si

existen constantes positivas o, 3, D tales que

E[|X, — X.|*] < Dt —s|"*?, 0<s,t<T,
entonces existe una version continua de (Xy), tal que sus trayectorias son continuas segun
Hélder de orden 0 < h < g

Si es de interés para el lector conocer los detalles de la demostracién, véase Karatzas[10],

Teorema 2.8, p. 53-55.

Finalmente se enuncia un resultado que relaciona los conceptos de medibilidad.

Teorema 2.1.2. Sea (X;) un proceso.

a) Si(X,) es medible y adaptado a la filtracion (Fy), entonces éste tiene una version medible

progresivamente.
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b) Si (X;) es continua por la derecha (esto es, lim, |, X, = X, en probabilidad) o continua
por la izquierda (esto es, lim,y4 X,, = Xy en probabilidad) y adaptado a la filtracion (Fy),

entonces éste también es medible progresivamente con respecto a (Fy).

Nétese que todo proceso continuo y adaptado a alguna filtracién en particular es progre-

sivamente medible con respecto a la filtracién dada.

El concepto de procesos predecibles es de gran relevancia en el calculo estocédstico. Para el
caso de procesos a tiempos discretos, se dice que (X,,) es predecible si X, es F,,_1-medible,
esto es, (X,,) se conoce con certeza al tiempo n tomando como base la informacién dispo-
nible hasta el tiempo n — 1. Para procesos a tiempo continuo, este concepto es mas dificil

de visualizar. La definicién exacta de procesos predecibles involucra o-algebras generadas en
Q x RT.

Procesos continuos por la izquierda son predecibles, en el sentido de que
X = limgp¢ Xs = X,_. De esta forma, si los valores del proceso antes de ¢ son conocidos,
entonces el valor en t es determinado por el limite. Para nuestros propositos, es suficiente

describir sélo una subclase de procesos predecibles.

Definicién 2.1.6. Un proceso estocdstico (X;) es predecible si cumple una de las siguientes

caracteristicas:

a) Fs un proceso adaptado continuo por la izquierda. En particular, procesos continuos
adaptados.

b) Es un limite (casi seqguramente, en probabilidad) de una sucesion de procesos adaptados
continuos por la izquierda.

¢) Es una funcion Borel medible de un proceso predecible.

La teoria de derivados financieros hace gran uso de los valores esperados de los procesos.
Generalmente, los valores esperados son tomados como una condicional sobre la historia del
proceso. Esta historia formalmente se conoce como filtracion, término que ya fue definido.

En términos matemadticos, estos valores se conocen como esperanzas condicionales (véase
Apéndice A.4).

Por otra parte, el concepto de martingala desempena un papel esencial en el modelado

de los mercados financieros y en la valuacién teérica de muchos instrumentos financieros.

Definicién 2.1.7. Un proceso (X:) adaptado a la filtracion (F;) es una martingala con

respecto a la filtracion si cumple:

a) Ep[|X:|] < 00,P-c.s., para todo t.

b) (Propiedad de martingala) Ep[X;|F;] = X, P-c.s., para todo s < t.
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La propiedad de martingala expresa que, dada la informacién disponible hasta el tiem-
po s, representada por Fj, entonces el mejor prondstico de X; es justamente el valor maés
reciente, X, en otras palabras, si se conoce los valores del proceso en el tiempo s, y se cum-

ple la igualdad X = x, entonces se espera que el valor del proceso en un tiempo futuro sea x.

La martingala juega un rol central en la teorfa moderna de procesos estocdsticos, y como
se verd més adelante, las integrales estocésticas son martingales. Un proceso (X;) que cumple

la definicién anterior también se dice que es Fi-martingala o P-martingala.

El siguiente ejemplo muestra el uso, en su forma mas simple, de la Definiciéon 2.1.7;
ademads, permite visualizar la necesidad de buscar medidas de probabilidad que no provoquen

arbitraje en el modelo, los fundamentos seran mostrados en capitulos posteriores.

Ejemplo 2.2. Considere un conjunto de tiempos discretos T, en el cual un activo se co-
mercializa. Suponga que en este modelo simple, en cada tiempo de transaccion, el precio del

activo aumenta un factor u con probabilidad p, y disminuye un factor d con probabilidad 1—p.

Sea el proceso (S,), donde S,, denota el precio del activo al finalizar el tiempo de transac-
cion n. En el tiempo n + 1, el precio del activo serd uS, con probabilidad p, o dS, con

probabilidad 1 — p.

Luego, se espera que el valor de Spy1, dado que el precio al tiempo n fue S,, sea

E[Sn+1|Sn] = p(uSy) + (1 — p)(dSy).
Para ilustrarlo de forma numérica, suponga que v = 1.25,d = 0.8, p = 0.4444. Si S,

fue registrado con valor 100, entonces S,11 tomard el valor (1.25)(100) = 125, si el activo

aumenta de valor, o (0.8)(100) = 80 si disminuye. De aqui que,
Ep[Sns1]Sn] = (0.4444)(125) + (1 — 0.4444)80 = 100.

Para los pardmetros considerados, el valor esperado es igual al valor actual conocido, enton-

ces se dice que el proceso de precios (Sy) es una martingala.

Por el contrario, con los mismos valores u,d dados, si se considera otra probabilidad,
por ejemplo q, que cumpla q # 0.4444, entonces Eg[Sn+1|Sn] # Sn, y ast (S,) no es una

martingala.
En efecto, para que (Sy,) sea martingala, la probabilidad p debe cumplir
p(uSn) + (1 = p)(dSy) = Sy;

p(u) + (1 —p)(d) =1,
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de donde,

(2.2)

Sustituyendo los valores de v y d dados anteriormente, se tiene que

1-08

= —— = 0.4444.
1.25-0.8

b

Si los valores u,d fueran distintos a los propuestos, utilizando (2.2), la probabilidad para

el cual (S,) es martingala se determina de manera inica. O

Otro grupo de procesos de especial interés en la modelacién estocdstica son los procesos

de Markov.

Definicién 2.1.8. Un proceso (X;) adaptado a la filtracion (F) es un proceso de Markov
con respecto (F;) si para cualquiera t y s > 0, la distribucion condicional de X1 dado Fy

coincide con la distribucion condicional de Xiqs dado Xy, i.e.,

IP(XHS < y|.7-'t) — IP(XHS < y|Xt),IP’-c.s.. (2.3)

A (2.3) se le conoce como la propiedad de Markov, y expresa que el comportamiento

futuro del proceso es independiente del pasado, s6lo depende del estado presente.

Las probabilidades de transicién (o funciones de transicién de probabilidad) de

un proceso de Markov estan definidas por

P(s,z;t,B) =P(X; € B|X; =x), s<t,BecBR).

Para s, x y t fijos, P(s,z;t, -) es un medida de probabilidad en (R, B(R)). Bajo las hipétesis
anteriores, existe una funcién de densidad p(s, z;t,-), llamada densidad de transicién (o
funcién de densidad de transicién), tal que

]P’(S,w;t,B):/p(&x;t, )dy.
B

Un proceso de Markov se dice que es homogéneo si todas sus densidades de transicién
p(s,x;t,y) dependen solamente de la diferencia de tiempos ¢ — s, en lugar de valores especifi-

cos de s y t.

Una clase de procesos de Markov que es muy usada debido a las propiedades que la
definen son los procesos de difusion. El movimiento Browniano, el movimiento Browniano
con deriva y el movimiento Browniano geométrico son ejemplos de procesos de difusion. Los

procesos de difusion no seran definidos en este trabajo de tesis.
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Capitulo2. Cadlculo Estocdstico

2.2. Movimiento Browniano

En 1827, el médico y botanico R. Brown observé que cuando las particulas de polen se en-
contraban suspendidas sobre el agua y en otros liquidos, éstas se movian, sin cesar, de forma
irregular. Posteriormente, el fenémeno también se asocié a particulas de materia inorganica
como polvo fino de algunos materiales (vidrio, carbdn, roca, etc.) Sus investigaciones fueron

publicadas en 1828.

En 1905, el fisico A. Einstein publica un articulo sobre mecanica estadistica que pro-
porciona la formulacién matemadtica del movimiento Browniano (en honor a R. Brown). El
postulé que los movimientos irregulares son causados por las colisiones entre el polen y las
moléculas del liquido. Se asume que los golpeteos ocurren muy frecuentemente en cualquier
intervalo de tiempo, independientemente de los otros; el efecto de un golpeteo en particular,
en un tiempo dado, es pequeno comparado con el efecto total, mas ain, es proporcional a

dicho tiempo. Asi A. Einstein obtiene las ecuaciones para el movimiento Browniano.

Los fundamentos matematicos para el movimiento Browniano como un proceso estocasti-
co fueron hechos por N. Wiener en 1931. En un sentido estricto, el movimiento Browniano
es el fenémeno fisico, mientras que su modelo matemaético es el proceso de Wiener, aunque

es comun llamar a ambas cosas por el mismo nombre: movimiento Browniano.

Aqui no se mostrard la existencia, ni tampoco las diferencias entre la definicién del
movimiento Browniano y el proceso de Wiener (véase e.g., Oksendal[16] y Venegas[24]).

Aqui s6lo se limitara a la siguiente definicién.

Definicién 2.2.1. Un proceso (W) es un movimiento Browniano (o proceso de
Wiener) de pardmetro o® si cumple las siguientes propiedades:

a) Wy =0,P-c.s..

b) Incrementos independientes: Para 0 < s < t, Wy — Wy es independiente de F)V.

c) Incrementos normales: Para 0 < s <t, Wy — W, ~ N(0,02(t — s)).

d) Trayectorias continuas: Las trayectorias t — Wy son continuas, P-c.s..

2 es tal que ¢ > 0. Como caso particular, si 02 = 1 se dice

Noétese que el parametro o
que (W) es un movimiento Browniano estdndar. Cualquier movimiento Browniano no
estandar puede convertirse en uno estdndar a través del cambio de variable 7 = o%t, o al
considerar un nuevo proceso definido por % Entonces, sin pérdida de generalidad, a partir

de ahora por movimiento Browniano se hara referencia a un movimiento Browniano estandar.

Si en la propiedad c) se considera s = 0, entonces se tiene que Wy ~ N(0,t). Adem4s,

ésta propiedad nos asegura que los incrementos son estacionarios, esto es,

Wy — W 4 Wiih — Wsin, para cualquier h > 0.
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2.2. Movimiento Browniano

Las condiciones b) y ¢) son equivalentes a solicitar que las fidis del proceso cumplan la
siguiente propiedad:
b’) Para cualquier sucesion finita de tiempos 0 < t; < ... < t, y conjuntos de Borel

Aq,..., A, CR, se cumple que

P(th EAl,...7th GAn):/ / p(0,0;tl,xl).p(tl,xl;tg,xg)
Al An

. 'p(tn—l,xn—l; tnvmn) dl’n s dl’l,

en donde los integrandos de la integral de Lebesgue estdn definidos por

p(s,z;t,y) = 277(115—3) exp (—(23/(;}2)), para x,y € R. (2.4)

La funcién definida en (2.4) se conoce como densidad de transicién del movimiento

Browniano.

La propiedad anterior expresa que las fidis del movimiento Browniano pueden ser
calculadas con la ayuda de la funcién de probabilidad de transicién y usando la hipdtesis

de incrementos independientes:

1 To
P(Wy, <@, Wi, < @9y, Wi, <) = / p(ovo;thyl)dyl/ p(t1, yi;5ta, y2)dys
- Tn -
/ P(tn—1,Yn—15tn: Yn)dYn-
— 00

De la expresion anterior se puede derivar que, para cada 7 > 0 y cualquier eleccién de
t; >0,1=1,...,n,
d
(\/FWt17 ey \/Fth) :(WTt17 .- -7WTtn)7

i.e., el movimiento Browniano es 0.5-autosimilar. Por lo tanto, se cumple que (1/7W5) i(WT )-

Mas aun, se cumple la propiedad
(\/;WL) i(T/V,f), para cualquier 7 > 0,
la cual es conocida como propiedad de escalamiento.

La condiciéon de que el movimiento Browniano inicie en el origen no es absolutamente
necesario. Pueden considerarse trayectorias Brownianas que inicien en un punto arbitrario x

a través del proceso definido por W; + .

La condicién de trayectorias continuas es en el sentido de que dado un proceso Browniano
(W), siempre existe una versién continua de (W;). Esto se puede deducir de la normalidad

de los incrementos y apelando al Teorema de Continuidad de Kolmogorov, ya que

E[|Wt - Wsﬂ —3(t — s)2.
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Capitulo2. Cadlculo Estocdstico

De aqui en adelante, sin perdida de generalidad, se supondra que los movimientos Brow-

nianos son versiones continuas.

—-15
(0]

Figura 2.2: Tres trayectorias de (W;).

En la Figura (2.2) se muestra el comportamiento de tres trayectorias de un movimiento
Browniano que inicia en el origen. En el siguiente resultado se resumen algunas de sus

propiedades.

Teorema 2.2.1. Sea (W) un movimiento Browniano. Entonces se cumplen las siguientes
propiedades:

a) Tiene funcion de covarianza y(t, s) = Cov(Wy, W) = min(¢, s).

b) La variacion cuadrdtica de las trayectorias sobre [0,T] es T, P-c.s..

¢) La variacidn de las trayectorias sobre [0,T] es infinita, P-c.s..

d) Las trayectorias no son diferenciables en t, P-c.s., para cualquier t > 0.

e) (W:) es una martingala con respecto a su filtracion natural.

£) (Wy) es un proceso de Markov homogéneo con respecto a su filtracion natural.

Demostracion.

a) Claramente se cumple que E[W;] = 0. Luego,
V(t, s) = E[W,W].
Si 0 < s < t, por la independencia de los incrementos, se tiene que
EWW,] = E[W.(W,—W,)]+ E[W2
E[WEW, — W] + E[W?]

= S.
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2.2. Movimiento Browniano

b)

Andlogamente, si 0 < t < s, entonces E[W,W;] = t.
Por lo tanto,

~(t, s) = min(t, s).

Sea

T
0=t <th<.. <i"=T, dondet?::%, (2.5)

una particién uniforme del intervalo [0, 7] en n subintervalos.

Se define los correspondientes incrementos del proceso Browniano por
AV =Wy — Win
(3 7 i—1

Puesto que los incrementos AW son independientes, entonces,

T T2
BlANW] =0, BIAIW =, BlAIW]) = 2.
n n
Luego,
n 2 n 2
n 2 n 2 T
E (ZAZWI T> - E Z[\Aivm })
i=1 i=1

n2

E
(E[IA?WI“] X panwy 4 T)

De lo anterior, se concluye que
n
2 L?
E |ATW | =T, cuando n — oo,
i=1

esto es,

z n 2 _ 2
7}LII;021|AZW| =Ten L°.

En consecuencia, existe una subsucesién t;* tal que

Nk
{ W2 =T,P- 2.
klgr;o;mz W|? = T,P-cs.. (2.6)

Por lo tanto, el movimiento Browniano tiene variacién cuadritica T sobre [0, 7], P-c.s..

De forma andloga al inciso anterior, considérese una particién uniforme del intervalo [0, T7].

Entonces

,,,,,

i= i=1

O, = ; AW |2 < (i:rrlléxn |AZ’W\) Z |AFW.
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Capitulo2. Cadlculo Estocdstico

d)

Puesto que las trayectorias de (W;) son continuas en [0, T],P-c.s.,

lfm (A_méx |A$W|) =0, P-cs.

n— 00 0,...,n—1

Combinando (2.6) y la igualdad anterior, si

lim Z\A”W|—k<oo P-c.s.,
i=1

entonces T' = 0(k) = 0, P-c.s., lo cual es imposible.

Por lo tanto,

lim Y " |A}W| = oo, P-css..

=1

Considérese un intervalo de tiempo de longitud At = % que empieza en t arbitrario. La

tasa de cambio sobre el intervalo de tiempo [t,t + At] es

Witar — Wy _ n[

V(n):= A7

Wit = Wi).
Luego, V(n) tiene distribucién normal con pardmetros

E[V(n)] = nE [WH% - Wt} — n(0) =0,

Var(V(n)) = nQVar(WHL - Wt> =n,
i.e.,

V(n)LnZ, donde Z ~ N(0,1).

Sea K un numero positivo arbitrario, por las propiedades de la probabilidad en

procedimientos de limites, se sigue que

P(Alimow(nﬂ > K) IP( lim |V (n)| > K)
= lim P(|V(n)| > K)

= lim P(VnZ| > K)

= lim ]P’<|Z| )
= IP’( hm |Z| > >
n—

= P(Z]>0)

%\N

S\N

= 1.

Ya que K puede ser elegido arbitrariamente grande, la tasa de cambio en el tiempo t no
es finito. Puesto que el tiempo ¢ es arbitrario, entonces las trayectorias Brownianas no

son diferenciables en todo [0, 7], P-c.s..
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2.2. Movimiento Browniano

e) Por definicién, W; ~ N(0,t), luego entonces E[|W;|] < oo para todo ¢.

Si s < t, entonces W; — W, es independiente de la o-algebra FV, por lo tanto

BWAY] = E[W.+ (W - w7V

E[Wsmw] +E[Wt —~ Wslfsw}

= W,
i.e., BE[W;|F¥] = Wy para todo s < t.

f) La demostraciéon de este resultado hace uso del Teorema 6 (véase Apéndice A.4). En

efecto, para algin h > 0 tal que |u| < h,

E exp(th+s)|.7-—tW} = eXp(th)E{exp(u(Wt_,_s - Wf))|]:tw}
= exp(ulVy)FE [exp(u(VVtJrS — Wt))} (2.7)

= exp(ulV;)exp <u;s> (2.8)
= exp(uWi)E [ exp(u(Wir, — Wo))|Wi]
= F {exp(th+s)|Wt} .

En la igualdad (2.7) se utilizé el hecho de que exp(u(Wiys — Wy)) es independiente de

FV; mientras que (2.8) fue consecuencia de que Wyis — Wy ~ N(0, s).

Luego, por el Teorema 6 se concluye que (W;) cumple la propiedad de Markov.

Por otra parte, nétese que la densidad de transicién del movimiento Browniano sélo
depende de diferencias de tiempo. Por lo tanto, (W;) es un proceso de Markov homogéneo.

A fin de cuentas, en b) se desea encontrar V(T') tal que se cumpla

<§n: AFW]* — V(T)>
i=1

lim F

n—oo

=0.

Lo siguiente es una de las motivaciones que influye en la elecciéon V(T) =T :

S jarw
=1

El(AFW)?]

V(T) E

M-

©
Il
i

NE

(ti —ti—1)

Il
i
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Adema3s, es independiente de n.

El movimiento Browniano es el proceso que ha causado gran impacto, tanto para la in-

troduccion de nuevos objetos matematicos como en la modelaciéon de fenémenos aleatorios.

Una primera importante generalizacién del movimiento Browniano es la que a

continuacién se define.

Definicién 2.2.2 (Movimiento Browniano con Deriva). Sea (W:) un movimiento

Browniano. El proceso (X) definido por
Xy =W +ut, peR o>0,

se conoce como movimiento Browniano con deriva u. La constante o2 se conoce como

coeficiente de difusién (o coeficiente de variacion).

Noétese que para cada t € T, E[X;] = ut. Esta funcién determinista influye esencialmente
en la forma de las trayectorias del proceso, de aqui que al proceso se le conozca como movi-

miento Browniano con deriva.

Por otra parte, el término “coeficiente de difusion” proviene del hecho de que o? coinci-

de con cierto limite que definen a un proceso de difusién (véase e.g., Lefebvre[14], Capitulo 4.).

Atdn cuando el movimiento Browniano es una de las bases en la construccién de los
modelos financieros, éste no puede, por si mismo, representar el comportamiento de todas las
variables financieras. Los precios de los activos, por ejemplo, no son descritos apropiadamente
por el movimiento Browniano, ni por el movimiento Browniano con deriva, ya que los precios
no son negativos. Este inconveniente determiné que el modelo de Bachelier no fuera muy
convincente. En 1973, Black, Scholes y Merton sugirieron otro proceso como modelo para la

especulacién de precios, el cual se conoce como movimiento Browniano geométrico.
Definicién 2.2.3 (Movimiento Browniano Geométrico). Sea (X;) un movimiento
Browniano con deriva p y coeficiente de difusion o?. Entonces, el proceso (Y;) definido por

Y = exp(Xy) = exp(cWe + pt),

se llama movimiento Browniano geométrico.

El movimiento Browniano geométrico se obtiene por una transformacién exponencial del
movimiento Browniano. Para un ¢ fijo, la v.a. Y; tiene una distribucion lognormal con media
ut y varianza o?t, i.e.,

In(Y;) ~ N(ut,o?t).
Se puede generalizar la definicién del movimiento Browniano geométrico (Y;) al definir

Y; = Ypexp(Xy),
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2.2. Movimiento Browniano

donde Yy puede ser una v.a..

Dado que el movimiento Browniano es independiente del pasado y tiene incrementos

estacionarios, entonces se cumple el siguiente resultado.

Teorema 2.2.2. El movimiento Browniano geométrico es un proceso de Markov con respecto

a la filtracion (F}V).

Demostracion.

Sea (Y;) un movimiento Browniano geométrico definido en su forma general por,

= Yo exp(Xy).

Por demostrar que (Y;) cumple con la propiedad de Markov. En efecto,

P(Yiys <ol 7)

IP’(YO exp(Xi4s) < y\ftw)
]P’ Y}eXp (Xiqs — Xy) < y|]:tW>

eXp Xt+5 t )

P(exp Xt+5 t)

IP’(Yt exp(Xops — Xy) < y|Yt>

P

X)) <=
t)_Yt

Y
X < L
t)*Y}

Por lo tanto, el movimiento Browniano geométrico es un proceso de Markov. n

Nétese que si Z ~ N(0,1), entonces

1 o 22
e exp(Az) ex ( — —) dz
T /_ p(Az)exp ( = 3

2 —\)2
exp( >\/ﬂ/ exp %)dz

= exp(

Blexp(\2)] =

/\2
? .

Luego, como el movimiento Browniano es 0.5-autosimilar,

E[Y}]

Yo exp(ut) E {exp(aWt)}
Yo exp(ut)E {exp (at% Wlﬂ

1
Yo exp ((u + 202)t> .
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Capitulo2. Cadlculo Estocdstico

Esto es, bajo el modelo del movimiento Browniano geométrico, dado un precio inicial Yy,

. . 2
se espera que el precio del activo aumente en una tasa de p + %-.

El siguiente resultado muestra algunos ejemplos de procesos martingalas que involucran

al movimiento Browniano.

Teorema 2.2.3. Supdngase que (W) es un movimiento Browniano con respecto a la

filtracion (F%). Entonces
a) (W) es una F-martingala,
b) (W2 —t) es una Fy-martingala, y

c) (exp (cht - %215)) es una JFi-martingala.
Demostracién.

Aquf sélo se demostrard el inciso c).

En efecto, si s < t, entonces,

o2
—t

E[eXp (aWt - %Qt) ‘.7:5} = exp (UWS -3

)E[exp(a(Wt - Ws))m].

Y utilizando el hecho de que Wy es Fs-medible, se sigue que

o (1= G0)7] = o (w2 = 51 st - )
— exp <0Ws - U;t>E :exp(UWt_s)}
= o (e 1) e (7 2)
~ exp <awg _ U;t) exp (%a‘l(t -9)
= o (o)
Por o tanto, (exp (o1 — 1)) es wna martingala .

El siguiente ejemplo muestra cémo aparece el movimiento Browniano geométrico en la

modelacién de los precios de un activo financiero.

Ejemplo 2.3. Sea At un incremento pequeno. Supongamos que en cada unidad de tiempo
At el precio del activo aumenta su valor por un factor u con probabilidad p, o disminuye por

un factor d con probabilidad 1 — p, donde

uzexp(a\/ﬂ), d:exp(fam),
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2.2. Movimiento Browniano

:;<1+g\/A7>.

1 si el precio aumenta en el i-ésimo At

Se define

Y =
' 0 si el precio disminuye en el i-ésimo At.

Ahora, el nimero de veces en que el activo aumenta de precio en los primeros n incrementos

de tiempo estd dado por Y = Y1 |V, y por tanto, n — Y es el nimero de veces que ha

disminuido. De aqui que, el precio en el tiempo final puede ser expresado como
ur\Y
S(nAt) = S(0)uY d"Y = S(O)d"(E) . (2.9)

Considérese n = luego (2.9) queda expresada como

&,dn@)‘“

S0)  \d

At’

Aplicando logaritmos se tiene

Sit)\ uy  to
In <S(0)> = nln(d) + Y In (3) SV v 20V/ALY. (2.10)

Si At — 0, entonces n — oo. Por el Teorema del Limite Central, Y tiende a tener una

distribucidn normal cada vez mds rdpido; luego, la ecuacidn (2.10) implica que In (%) es

una variable aleatoria normal.

Mads ain,

S(t) _ ot o
ln()] = @+2 VALE[Y]

= —\/—% + 20V Atnp (2.11)

— 7\/i+0\/7( )(1+g\/ﬂ>

= pt,

S(t) a2
Var(ln <S(O)>> = 40°AtVar(Y)

= 10*()up(1 - )
o’t. (2.12)

Q

La igualdad (2.11) fue consecuencia de que Y ~ Bin(n,p); mientras que (2.12) se de-
riwd del hecho de que, para A << 0, p~1/2.

Todo lo anterior muestra que cuando At << 0, ln( (( ) (de forma andloga para

In (Sét;ry))) tiende a comportarse como una v.a. normal con media pt y varianza o>t

Ademds, ya que los cambios de precio en lo sucesivo son independientes y tienen la misma
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Capitulo2. Cadlculo Estocdstico

probabilidad de aumentar o disminuir, entonces se sigue que S&Z%’) es independiente de los

cambios de precios anteriores al tiempo y. De aqui que, cuando At — 0, el modelo S(t) se

aproxrima a un movimiento Browniano geométrico. O

2.3. La integral estocastica

Como se mencioné al principio del capitulo, una de las primeras aplicaciones del
movimiento Browniano fue propuesta por Bachelier. En resumen, combinando el modelo
propuesto por Bachelier con las terminologias modernas, si X; representa el precio en
el tiempo ¢, él asumié que los incrementos infinitesimales dX; son proporcionales a los

incrementos dW; del movimiento Browniano, i.e.,
dXy = odW;, o> 0. (2.13)
Asi, una accién con precio inicial Xg = z, en el tiempo ¢ tendra el valor

Xt :$+0Wt. (214)

Noétese que el modelo definido por la ecuacién (2.13) permite que en algin momento la
accion tenga valor negativo. Para remediar esta falla, se observd que el inversionista trabaja
en términos de la proporcién entre su potencial ganado o perdido dX (¢) y la suma invertida
2.3
X

X (t). Por lo tanto, es el precio relativo - de una accion la que reacciona a las fluctuaciones

del mercado, i.e., deberd ser proporcional a dW; :

dXt = O'Xtth. (215)

Formalmente, (2.15) representa una ecuacién diferencial, pero esto inmediatamente con-
duce a dificultades porque las trayectorias de W; no son diferenciables, y por tanto el calculo

de Leibniz-Newton no aplica.

K. It6 da un significado riguroso a ecuaciones como (2.15), escribiendo éstos como
ecuaciones integrales que involucran a un nuevo tipo de integral. En particular, (2.15) queda
expresado como

t
Xt =x+ 0'/ Xtth, (216)
0

en donde la integral con respecto a W; es llamada la integral estocdstica de Ito, integral

de It6, o simplemente integral estocastica.

El concepto de integral, para el caso en que el integrador es un movimiento Browniano
y el integrando es un conjunto de funciones aleatorias con determinadas propiedades, fue

desarrollado por K. It6 en 1944 en su articulo titulado Stochastic Integral, publicado en la
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2.3. La integral estocdstica

Academia Imperial de Tokio. Aunque, como Itd mismo reconoce, el primero en definir la
integral estocdstica fue N. Wiener en 1934, pero para integrandos no aleatorios, suaves y
de cuadrado integrable. Debido a que fue It6 quien trabajé el caso general, generalmente la

teoria del cédlculo estocéstico se le atribuye a él.

El método que It6 us6 para definir la integral estocastica es una combinacién de las técni-
cas de la integral de Riemann-Stieltjes (en lo que se refiere al integrador) y la integral de

Lebesgue (en lo que se refiere al integrando).

El calculo de It6 fue originalmente motivado como un método directo para la construc-
cién de procesos de difusién. La construccion de tales procesos se consigue via tres pasos
fundamentales: la teoria de Hille-Yosida, el teorema de representacién de Riesz, y el teorema
de extension de Kolmogorov. Sin embargo, It6 desarrolla la teoria de integracién estocastica
para construir esos procesos de difusiéon de un sélo paso como solucién de ecuaciones inte-

grales estocasticas.

Durante estas tultimas seis décadas, la teoria de la integral estocastica se ha estado
estudiando extensivamente, asi como aplicando a un amplio rango de campos cientificos
que involucran el estudio de comportamientos irregulares. Tal vez la méas notable aplicacion
es la teoria de Black-Scholes en finanzas, por la cual R. C. Merton y M. S. Scholes ganaron

el Premio Nobel de Economia en 1997.

2.3.1. Construccion y propiedades de la integral estocastica

Existen, al menos, dos grandes diferencias entre la integral de Riemann y la integral de
It6. La primera es el tipo de convergencia. Las aproximaciones de la integral de Riemann

convergen en R, mientras que la integral de Itd se aproximaré por sucesiones de v.a.’s en L2.

La otra diferencia es que las sumas de Riemann que aproximan la integral de una funcién

f:]0,T] — R son de la forma .
> Fsi)(t —t-),
j=1

donde 0 =ty <ty <...<t, =Ty s;€[tj_1,t;] es un punto arbitrario para cada j.

El valor de la integral de Riemann no depende de la eleccién de los puntos s;. Para el

caso estocdstico, las sumas son de la forma
n
Z f(SJ)(WtJ - Wtj—l)’
=1
pero en este caso, el limite de la aproximacién si depende de la eleccién de s; € [t;_1,t;].

Por el Teorema 2.2.1, parece razonable escribir

T n
/ (AW3)? = lim > (AFW)* =T, en L7
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ie.,

T
/ (dWy)? =T. (2.17)
0

En algunos textos es frecuente encontrar otra notacién alternativa:

/OT d(W,) =T.

Con cierto abuso en la notacién, (2.17) se puede escribir en forma diferencial como

(dW;)? = dt. (2.18)

En términos estrictos, los objetos de estudio del cédlculo estocédstico son integrales y no
diferenciales. Cuando se escribe una ecuacién diferencial estocastica, realmente se estd pen-

sando en una integral estocdstica. Asi pues, la ecuacién (2.18) es una notacién simplificada
de (2.17).

Como ejemplo ilustrativo, considérese una particién uniforme como en (2.5), y definase

la suma

Sn=> Wi AIW.
i=1
Luego,

lim S, = lfm i:Wt;:l(Wt? - Wt;u)

(1 1
— ? 2 2 n 2
= lim ;:1 (2 (Wi -w2 ) - S(AIW) )
= lim 1Wj% 1 f (ATW)?

1 1
= §W12—v — §T, en LZ.

Por lo tanto,

r 1, 1, 1 /7
WdWy = -(Wz —T) = Wz — = dt. (2.19)
0 2 2 2 Jo
Mediante un analisis similar, es posible comprobar que

T 1 T
/ W2dW, = gw% —/ Wdt. (2.20)
0 0

En la definicién clasica de la integral de Ito, el integrando es evaluado en el extremo

izquierdo de cada subintervalo. Dado que nuestro interés es su aplicacién en finanzas, esta
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2.3. La integral estocdstica

eleccidn encaja sin ningin problema, ya que con ello se asegura que el futuro no interviene

en las acciones presentes.

El valor de la integral se modifica cuando se elige el extremo derecho, de hecho
T 1
/ Wi dW; = §(W% +17),
0
y cuando se elige el punto medio, se obtiene
r 1
2
/ Wtth = *WT.
O 2
En este ultimo caso, la integral se conoce como la integral de Stratonovich.

Dada las motivaciones anteriores, a continuacién se define la integral estocéstica. Si el
lector esté interesado en los detalles de la construccién, se recomienda revisar Kloeden and
Platen[12] como texto base. En el transcurso de la construccién se notard que las herramien-
tas indispensables son el analisis funcional, teoria de la medida, y més resultados de procesos

estocésticos.

Se empezard a estudiar la integral estocéstica para una clase de procesos cuyas trayectorias

toman un numero finito de valores.

Definicién 2.3.1. Sea 0 =ty < t; < ... < t, =T una particion finita del intervalo [0,T).

Un proceso estocdstico simple es un proceso (Cy) definido por

Cr = Zzi ’ I[ti—lyti)(t)7 Cr= L,
i=1

en donde E[Z?] < 0o para todo i, y la sucesion de v.a.’s (Z;) es adaptado a (fW ), e, Z;

ti—1

es una funcion de Wy, s <t;_1.
Entonces, un proceso simple es un proceso constante por pedazos, con trayectorias con-

tinuas por la derecha, y con limite por la izquierda. Las condiciones solicitadas garantizan

que (C}) sea de cuadrado integrable para cada t y adaptado a la filtracién F.

La definicion intuitiva de integral establece que si el integrando es constante en alguna
parte del intervalo de tiempo, entonces la integral debe ser la constante multiplicada por el

incremento del movimiento Browniano de dicho intervalo.

Definicién 2.3.2. La integral estocastica de un proceso simple (Cy) en [0, T] respecto del

movimiento Browniano, denotada por IT(C), estd dada por

T n n
Ip(C) = / CodWy = Co ,(Wh, = Wi, ) = Y ZiAW.
0 =1

=1

Ademds, sitp_1 <t <t, entonces
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t T
L(C) = /0 CodW, = /O CyIjo 4 (s)dW,
k—1

Z ZZAlW + Zk(Wt - Wtk—1)7

i=1
0
donde > Z;A;W = 0.
i=1
Noétese que la integral estocdstica es un proceso integrable, pues siendo Z; y AW
independientes, cada sumando tiene esperanza cero, y por lo tanto E[[;(C)] = 0. Més ain,
I;(C) es de cuadrado integrable. El siguiente resultado muestra otras propiedades de la

integral estocdstica de procesos simples.

Teorema 2.3.1. Sea I;(C) la integral estocdstica de un proceso simple (Cy). Entonces se
cumplen las siguientes propiedades:

a) Isometria de Ito:

E[(1,(C)Y] = E _ /;E[Cf]ds, te[0,7]. (2.21)

¢
/ C2%ds
0

b) (I;(C)) es una martingala con respecto a la filtracion (.7-1W>

c) (I(C)) es un proceso con trayectorias continuas.
d) Linealidad: Para una constante ¢ y procesos simples (Ct(l)), (Ct(z)), se cumple,

I, (cc<1> + c<2>) = c[,(CW) + [,(C?).

e) Para 0 <ty <t, .
IL(C) =1,,(C) +/ CydWs.
to

Demostracion.
Aqui sélo se demostraran las tres primeras propiedades.

a) En efecto, sin perdida de generalidad supéngase que ¢t = t; para algin k. Luego,

- k‘ 2
E[(It(C))z] = FE <221A1W>]
i=1
B k
= E| Y ZiZiAWAW
Lj=1,i=1

[k
= E|> Z}(AW)
Li=1

k
= Y E[Z]|At

i=

1
t
/ E[Z2)ds.
0
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2.3. La integral estocdstica

b)

c)

Por lo tanto,

mmmmzém@m.

Por la definicién de procesos simples, para t arbitrario, las v.a.’s Z1,...,Z, y
AW, A W Wy — Wy, son funciones del movimiento Browniano hasta el tiempo
t. Entonces I;(C) es una v.a. F}V-medible, y por tanto (I;(C)) es adaptado a la filtracién
(F).

Por la propiedad de isometria, E[I;(C)] < co para todo 0 < ¢ < T.

Sélo resta probar que E[It(C)‘fsW} = I,(C), para s < t. En efecto, supéngase que
5 € [ty-1,t5] ¥ t € [thor, tx] para algin j <k,

k—1
E|L, (C)+ Zj(We = Wy, )+ Z;(Wy, = Wa) + Y ZiAW

i=j+1

B[1(0)|FY |

+Zg (W — Wi, ,)

]-'W]

f;V} + ki E[ZiAiW‘fsw}
i=j+1

- E[IS(C)

F¥ + E[2;m, - )

+E [Zk(Wt Wi, ,)

7

= L(C) + Z;EW,, — Wi+ ki‘j E|E[zaw| 7Y ]| 7]

=11
+FE [E[Zk(Wt ~Wi_y) }—tW] “FZV}
— L(O)+ kf E{ZiE[AiW‘ftW} ‘fw}
=t
+E [ZkE [(Wt Wi, ) ftW] ‘fw}

k—1

= LO)+ Y E[Zio

i=j+1

F¥] + B[ 200 7]

= I,(0).
Por lo tanto, (I;(C)) es una martingala con respecto a la filtracién (ftW).
Para cada t € [0,T], existe ¢ € {1,2,...,n} tal que se cumple

L(C) =1 (C)+ Z;(W; = Wy, ), tii1 <t <t

Luego, por la continuidad de (W;) se sigue que (I;(C')) es continuo.

Para la demostracién de d) se necesita encontrar una particién que funcione para ambos

procesos simples, lo cual siempre es posible. El resto de la prueba es utilizar la definicién
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de la integral estocdstica. Por otra parte, e) se sigue de d) al considerar otro proceso (C?)
definido por C? = Csli,)-

Ahora la integral estocédstica se extiende a procesos un poco més generales.

Definicién 2.3.3. Sea V el conjunto de funciones
f:Qx[0,T] =R,

tales que f es medible y adaptado a la filtracion (.EW), y ademds cumplen

E

T
/0 fw,s)? ds} < 0. (2.22)

Lo que ahora se pretende es usar la isometria de It6 para extender la definiciéon de in-
tegral estocdstica de procesos simples a funciones en V. Los procesos simples, las funciones
continuas, las funciones deterministas que cumplen (2.22), son ejemplos de funciones que

pertenecen a V.

Es posible demostrar que el conjunto de procesos simples es denso en )V bajo la norma

T :
/'KH%t>.
0

Esto significa que para cualquier f € V existe una sucesién de procesos simples (C(™) tales

definida por

I(Coll = (E

que

lim [|f —C™]| = 0.

n—oo

Teorema 2.3.2. Sea f € V arbitraria. Entonces existe una sucesion de procesos simples
(Ct(n)) tal que
t
/ E[(f —C™)}ds — 0, cuando n — oco.
0

El procedimiento de aproximacién puede llevarse a cabo mediante una sucesion de pasos.
En términos generales, primero se aproxima funciones f € )V acotadas y continuas por
procesos simples. Posteriormente, las funciones f € V acotadas se aproximan por funciones
f) €V continuas y acotadas. Finalmente, una funcién f € V arbitraria se aproximan por

funciones f(™ €V acotadas, y asi se completa el procedimiento de aproximacién.
Definicién 2.3.4 (La Integral de Itd). Sea f € V. Entonces, para cada t € [0,T], la

integral de Ito de f estd definida por

t t
I(f) = / flw,s)dW, = lim [ CU™dW, en L?, (2.23)
0

n—oo 0
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donde (C’t(")) es una sucesion de procesos simples tal que

E

t
/ (f —CiM)? ds] — 0, cuando n — oo. (2.24)
0

El lfmite en (2.23) existe como un elemento de L?, ya que, por la isometrfa de Ito, los
términos fot an)dWS forman una sucesién una sucesién de Cauchy en L?. Més atin, el limite

en (2.23) no depende de la eleccién de (C’t(")), siempre y cuando la sucesién cumpla (2.24).

Como era de esperarse, la integral antes definida cumple las propiedades del Teorema
2.3.1. Bésicamente, la demostracién del siguiente resultado hace uso de (2.23) y del Teorema

2.3.1.

Teorema 2.3.3. Sean f,g € V. Entonces las integrales estocdsticas (It(f)) v (I:(g)) cumplen
las siguientes propiedades:

a) Isometria de Ito:

B = B[ [ Pws)as].
b) Si fn, €V, paran €N, y E{fot(f — fn)? ds} — 0, cuando n — 0o, entonces

t t
/ fdWs = lim [ f,dW,, en L%
0 0

¢) Media cero: E[I(f)] = 0.
d) Linealidad: Li(cf + g) = c;(f) + It(g), donde ¢ es constante.
e) [o fdW, = [\ fdW, + [! fdW,, 0<u<t.
El siguiente resultado se obtiene como consecuencia de la isometria de It6.

Teorema 2.3.4. Sean f(w,t),g(w,t) € V. Entonces

E[L(f)I:(g)] :/0 E[fg]ds.

Demostracion.

El producto de las integrales se puede reescribir como

L) = S(() + L)) -

= S0+

Luego, por la isometria de It0, se tiene que

EILNLG)] = 3B +9)°) ~ 5B ~ 5 Elli(9)’]

= [ s
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Por lo tanto,

EL()(g)] = /0 Elfqlds.

El procedimiento para verificar si la nueva definicién de integral estocastica cumple la
propiedad de continuidad y la de martingala es mas elaborada. Aqui sélo presentaremos el
resultado que relaciona éstas propiedades. En la demostracion se aplica la isometria de Ito y
el hecho de que la integral estocéstica de procesos simples es martingala, asi como de otros
interesantes resultados tal como la Desigualdad Martingala de Doob (véase Steel[22], Teorema

6.2.).

Teorema 2.3.5. Para f € V arbitraria, existe un proceso (X;) que es continuo, es una

martingala con respecto a la filtracion (F}V) y es una version de (I;(f)).

Sin perdida de generalidad, a partir de ahora se supondra que la integral estocastica es

continua.

La integral estocéstica I;(f) puede ser definida para una clase mds amplia de integrandos
f. Una primera extension es cuando se relaja la condicién de que la funcién sea adaptada a

la filtracién (.7: W) por la nueva condicién:
a’) Existe una filtracion (Hy) tal que:

n (W) es una martingala con respecto a (Hy).

» [ es adaptado a la filtracion (Hy).

La esencia de la nueva extension es que a f se le permite depender de més informacion de
la contenida en F}V, siempre y cuando W; sea una martingala con respecto a la “historia”

de fs,s <'t.

Con la nueva condicién se puede definir integrales que involucran varias componentes del

movimiento Browniano n-dimensional, tales como
/ WodW; 6 / sen(W?E + W3)dWs,

en donde Wy, = Wi (w,t) es la k-ésima coordenada y dWj, = dWj(w,t). Mds atin, es posible

definir la integral estocastica multidimensional.

Otra segunda generalizacion de la integral estocastica consiste en debilitar la condicién

E

tf(w,s)st] < 00
0

por la nueva condicién dada por
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' 2 —
]P’(/O fw,s) ds<oo> =1,

o también denotada como fg f(w, s)?ds < 0o, P-c.s..

A partir de ahora, H denotard a la clase de funciones medibles que cumplen a’) y (2.22).

Mientras que Wy denotard a la clase de funciones medibles que cumplen a’) y b’).

Al procedimiento de extender la integral a ésta nueva clase de integrandos se conoce como
extension por localizacion, y su construccién necesita de nuevos conceptos tal como tiempos

de paro.

Si f € Wy, existen resultados que garantizan que para todo ¢ existen funciones simples
fn € Wy tal que fot |fn — f?ds — 0, P-c.s.. Para tal sucesién se tiene que fot frnlw, s)dW
converge, P-c.s., a alguna v.a. y el limite sélo depende de f, no de la sucesién {f,}. Luego,
se puede definir

t

t
/ f(w,s)dWs = lim frnlw, 8)dW, P-c.s., para f € Wyy. (2.25)
0 0

n—oo

Nuevamente, es posible demostrar que existe una versién continua de esta integral. Sin
embargo, en general no se cumple que sea una martingala. En estos casos se hace uso de la

martingala local.

A partir de ahora se da por hecho la existencia de la integral estocéstica para funciones

fev, feHo feWx.

2.4. El lema de Ito

En la teoria del célculo tradicional, en muy raros casos, la integral de Riemman es cal-
culada utilizando su definicién de forma directa, en este caso, el teorema fundamental del
calculo y la regla de la cadena permiten calculos explicitos. Sin embargo, en el contexto es-
tocastico no existe una teoria para la diferenciacién, sélo teoria de integracién. No obstante,
es posible establecer una version de la regla de la cadena para las integrales estocasticas,
conocida como formula de Ité, cambio de variable, Lema de It6 o regla de la cadena, siendo

ésta la herramienta fundamental en el célculo estocéstico.

En el cdlculo cldsico, para cualquier funcién diferenciable z(t) tal que x(0) = 0, se cumplen

las férmulas

2(1)? = 2/0 2(3)da(s),

2(1)* = 3 /O 2(5)2da(s),
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y en forma general,

x(t)" = n/o z(s)" " tdx(s).

De acuerdo a las ecuaciones (2.19) y (2.20), para el caso estocéstico se tiene

t t
W72 = / ds +2 / WedWs, (2.26)
0 0
t t
W} :3/ Wsds—i—S/ WZ2dWs.
0 0

Como se vera mas adelante, la férmula para W2 y W} son casos particulares de la férmula
general de It6. Nétese que las integrales estocasticas se parecen a las expresiones para funcio-
nes continuas diferenciables z(t), s6lo que aqui aparece otro término de més. A los términos
extras que surgen en la integracion estocastica, tales como f(f ds, 3 fot Wsds, y que no apare-
cen en el calculo clasico, son conocidos como la correccion de Itd, y es una caracteristica

inherente en la férmula de Ito.

Existen diferentes versiones de la férmula de It6, y estas difieren por la clase de funciones
que se consideran como integrador y como integrando, pero en esencia todas expresan lo
mismo. Para definir una de las versiones generales de la férmula de It6 se necesita definir

una nueva clase de procesos.

Definicién 2.4.1 (Proceso de It6). Un proceso de Ité unidimensional es un proceso

estocdstico (Xy) definido por
¢ ¢
X =Xo +/ w(w, s)ds —|—/ o(w,s)dWs, 0 <t <T, (2.27)
0 0

donde p(w,t) y o(w,t) son procesos predecibles tales que u(w,s) € H, o(w,s) € Wy, i.e.,

satisfacen la condicion de integrabilidad

t t
/ |p(w, s)| ds —|—/ lo(w, s)|*>ds < oo, P-c.s.,  para todo t > 0.
0 0

Las versiones de la definicién anterior difieren dependiendo de las condiciones de inte-
grabilidad. Tales condiciones deben garantizar que existan las integrales que aparecen en la
condicién (2.27), donde la primera integral es en el sentido de Riemann y la segunda es la

integral de Ito.

Generalmente, los procesos vy o en (2.27) dependen de X; o de W;. Por ejemplo, un caso
particular es cuando se pide que la v.a. X sea F}¥-medible, los procesos u y o adaptados a

la filtracién (F}V), tal que

T T
/ |p(w, t)|dt < oo, / o(w,t)?dt < cc.
0 0
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Ademas, nétese que nada impide que se considere, por ejemplo, Xo =0,u =0y o = 1.

La forma diferencial de un proceso de It6 (X;) definido por la ecuaciéon (2.27) es

usualmente escrita en su forma diferencial como,

Nuevamente se hace énfasis en que la representacion (2.28) se debe entender en el sentido
de la ecuacién (2.27). Asi por ejemplo, la férmula (2.26) se representa en forma diferencial
como

1 1
d(§Wf) = St + WidW,.

A continuacién se enunciard el principal resultado del cdlculo estocdstico, en el caso

unidimensional, asi como un bosquejo de su demostracién.

Teorema 2.4.1 (Férmula de 1t6). Sea (X;) un proceso de It dado por

y una funcion f(x,t) € C*1(R x RT). Entonces Y; = f(Xy,t) es nuevamente un proceso de
Ito, y

AV = SN ) AX o fo(Xirt) e+ 3 faa(Xrt) - (4X0)?

1
(£i(Xest) + LK O+ 5 Foa (Xs )02 b+ fu(X1s D)7 AW,
donde (dX;)? = (dX;) - (dX;) es calculado de acuerdo a las reglas

Demostracion.

Supéngase que p(w,t) y o(w,t) son funciones simples. Nuevamente considérese una particién

{t?} de [0,1]. Claramente,

3
—-

f(Xe, 1) = f(Xo,0)

(f(Xt}L+1 ) t?—i—l) - f(Xt;‘ ) t?))
0

s o

1
= Af(Xpn )
0

Jj=

J

Para comodidad en la notacién, se omitird el superindice n, asi por ejemplo,
Af(thatj) = f(th+1atj+1) - f(th7tj)'
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Aplicando la expansién de Taylor de segundo orden a Af(Xy,,t;) se tiene que

Af(Xi,,t5) = fo(Xe,, t5)AXG + fi( Xy, t5) At

1
+§fxx(thatj)(AXj)2 + fro (X, 1) (AL (AX)
+%ftt(Xta ) tj)(Atj)z + Ry,

donde Atj = thrl — tj, AXJ = Xt th, y Rj = 0(|Atj|2 + |AXJ|2)

1

Luego,

F(Xet) = f(X0,0) = }jﬂﬁaﬂ JAX; + Y fi(Xe,,t) At

J

"1‘5 fom(thvtj)(AXj)g + thz(th,tj)(Atj)(AXj)
+% tht(th’tj)(Atj)2 + ZRJ"
I j

Si At; — 0, entonces

2 t
> £ 98X, 2 [ s ax.,
j 0
L? !
S50t B [ (X s)ds
; 0
J

Por otro lado, puesto que p y o son simples,
Zfzz AX;) Z Foat2(A8)? + 23" foonjos (A (AW)) + Y faao?(AW;)?, (2.30)
J J

donde p; = p(w,tj),0; = o(w, t;).
Noétese que cuando At; — 0,
2 L2
(At;)" =0,  (At;)(AW;) =0

esto es, dt - dt = 0 = dt - dW; = dW; - dt. Por lo tanto, los dos primeros términos en (2.30)

tienden a 0, P-c.s., cuando At; — 0. En efecto,

E

<meujaj(Atj)(AWj)> ] ZE[ Feattjo;)?(AL;) ]—l—ZZO

J Joi#g

> B|(Feartgey)?] (A1)

— 0 cuando At; — 0,

pues si j < 4, entonces frott;0; foaptioi(AW;) y AW; son independientes; si i < j, entonces
foattjoj foapbioi(AW;) y AW; son independientes.
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La convergencia del primer término de (2.30) es similar al caso anterior. Por otro lado, el

tercer término de (2.30) converge a
t
/ fezo?ds, en L?, cuando At; — 0.
0
En efecto, sea ay := fuu(Xy, , k)02 (w, tr). Luego,

<Za]‘(AWj)2 — ZajAtj)

E

=Y B [aiaj ((AWi)Q - Ati) ((ij)2 - Atj)} . (2.31)

Nuevamente, si i < j, entonces a;a; ((AW;)? — At;) y (AW;)? — At; son independientes; si

j < i, entonces aiaj((AWj)Q — Atj) y (AW;)? — At; son independientes. Asf, los términos

en (2.31) se anulan cuando i # j. Por lo tanto, (2.31) se reduce a lo siguiente:

zj:E

a?((AW—Atj)Q] = > Elad] B[(AW))" - 2(AW;)2 AL + (At)?]
= ) Ea)- (3(A)° - 2AA8) + (AL)°)
= 2ZE[a§]~(Atj)2
— 0, ]Cuando At; — 0.

Lo anterior prueba que

t
Zaj(AWj)2 — / a(s)ds, en L?, cuando At; — 0.
» 0
j

En su forma més simple, lo anterior justifica la férmula

AWy - dWy = (dW;)? = dt.

Los argumentos anteriores también prueban que los términos

Y AKX ) AAX), 5 X, )BLR YR,

J
convergen a 0, en L?, cuando At; — 0.

En resumen, como primera instancia se tiene que

t t t
FOD) = FX0,0) = [ X)Xt [ AiXus)dst 5 [ X (@

Posteriormente, cuando se sustituye la expresién dada por (2.29), entonces se verifica que

f(Xt,t)—f(Xo,O)z/O fx(Xs,s)dXs—&—/O ft(Xs,s)ds—&—%/O fex (X, 8)0% ds.
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O en notacién diferencial, primero se tiene que
1
A (X, 1) = (ful X0 1) + ifm(Xt,t)UQ) dt+ fo(X,,t) dX;,
luego, sustituyendo la expresién dX; dada por (2.29),

AF(Xt) = (ft(Xt,t)—s—%fm(Xt,t)UQ)dt+fw(Xt,t)dXt

= (X0 0) + 5 faa(Xes)07) e+ Fu(Xe, )t + o7W2)

= (A0 1)+ £l Ot L Fre(X0,0)0%) dt + fulXe, o dIV,

Asi, la prueba de la férmula de It estd completa cuando p(w,t) y o(w,t) son funciones

simples. El caso general se sigue de (2.25). n

Ejemplo 2.4. Ahora se verificardn las formulas que se presentaron como motivacion en la

construccion de la integral estocdstica.
Sean X; = Wy y f(x,t) = z™, para n > 2. Por la férmula de Ito,
1
dYy = d(f(Wi,t)) = fo(W,0)dX; + fo(W, t)dt + Efww(dXt>2
1
= W ldw; + §n(n — D)W 2dt.

Luego, . ,
1
f(Wt,t)—f(WO,O):/ nWs"_ldVVs—i—/ Sl — W %ds
0 0

Por lo tanto,

t 1 . 1 t
[z =g =251 [
0 n 2 0

Como casos particulares, sin = 2,

t

1 1
WedWs = SW7 = 5t

0 2

ysin =3,
t 1 t
/ W2dW, = W} — / Wds.
0 3 0

O

En el calculo de variables reales, si ¢t es una variable independiente, el cuadrado de una
cantidad infinitesimal dt es una cantidad muy pequeiia ((dt)? << 0). Por tal razén, si r > 1,
entonces se escribe

(dt)" = 0.
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Formalmente, en el célculo estocéstico se tiene que

t t
/(dWS)Q:/ ds =t,
0 0

y se escribe en su forma diferencial como

(dW;)? = dt. (2.32)

La regla central del célculo estocédstico, que hace la distincion con el célculo de variables
reales, es que el cuadrado de una cantidad infinitesimal “normal” es significativa. Siendo ésta
la principal razén del por qué se afirma que la base del célculo estocastico es el movimiento

Browniano (o proceso de Wiener), ya que es el tinico proceso que cumple (2.32).

Heuristicamente, obsérvese que
(dt)(dWy) = (dt)(db)* = (d1)2,
el cual sugiere que (dt)(dW;) sea una cantidad despreciable, i.e.,

(dt)(dW;) = 0.

Asi, las reglas bdsicas de diferenciacion estocdstica, también llamadas reglas

empiricas de diferenciacion estocdstica, se resumen en el siguiente cuadro:

dt  dW;
dt 0 0
awi | 0 dt

Si bien es cierto que existen motivaciones para considerar éstas reglas bésicas, formal-
mente no deberia interpretarse como en el cédlculo clasico, pero la practica también sugiere

que no hay inconvenientes en la interpretacién, de aqui que se utilize el término empirico.
El siguiente resultado es un caso particular del teorema anterior.

Teorema 2.4.2. Sea (W;) un movimiento Browniano y f(x) € C*(R). Entonces

F(Wy) = £(0) +/O F (W) dW, + %/0 f'(Wy)ds, para0<t<T.

Una generalizacion del Teorema 2.4.1 es cuando se consideran dos procesos de Ito.

Teorema 2.4.3. Sean f(x,y) € C*2(R x R) y (X;), (Y:) dos procesos de Ité dados por

dX; = px(w,t)dt + ox(w,t)dWy, vy dY; = py (w,t) dt + oy (w,t) dW.
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Capitulo2. Cadlculo Estocdstico

FEntonces

df (X4,Y:) = [2(Xe,Yi)dXe + fy(Xe, Yy)dYy

1 1
+§fm(Xt,Yt) (dX0)? + fay(Xe, V)X, - dY; + §fyy(Xt,Yt) -(d;)?

= [o(Xe,Y)dXy + [ (Xy, Y2)dY,

b5 (P (X0 Yo% + 20y (X0, Yooy + fyy (X Yi)o} )t
Una aplicacién directa del teorema anterior es cuando se considera f(z,y) = zy, luego
d(X:Y:) = Yid X, + XodYs + d X, - dY,
la cual representa a la formula general de integracion por partes:

t t t
/ X dYs = X, Y, — XoYo — / Y,dX, — / dXs - dYs. (2.33)
0 0 0

Por resultados de la integral de Riemann-Stieltjes, cuando g es una funcién continua y
h es de variacién acotada, entonces la integral fot g(8)dh(s) existe. Luego, si en la ecuacién

(2.33) se considera X = Wy, Yy = g(s), entonces la ecuacién se reduce a

[ wdst = wigto) - [*atsram.

Lo anterior demuestra la veracidad del siguiente corolario.

Corolario 2.4.4. Sea f(t) una funcién determinista. Si f(t) es continua y de variacidn

acotada en [0,t], entonces

/0 Fs)dW. = F(OWs — /O Wadf )

Sea (W) un  movimiento Browniano  m-dimensional definido por
W, = (Wl(t),Wg(t),...7Wm(t)). Si cada uno de los procesos p;(w,t) y oij(w,t),
(1 <i < m1 < j < m) satisfacen la definicién de proceso de Itd, entonces es posible

formar los siguientes n procesos de It6 dados por

dX1 = pidt + 011dW1 + ... + 01 dWoy,,

dXy = pindlt + 0p1dW1 + ...+ 0pmdWh,,

o en su forma matricial,

dX (t) = pdt + odW (1), (2.34)

donde
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2.4. El lema de Ito

X1 (t) 121 011 . O1m dWl (t)
, 0= , dW(t) =
Xn(t) I Onl -+ Opm dW,(t)

El proceso X (t) se conoce como proceso de Ité n-dimensional (o simplemente proceso

de Ité cuando no haya confusién).

A continuacién se menciona la férmula de Itd para procesos de 1t6 n-dimensional.

Teorema 2.4.5 (Férmula general de It6). Sea
dX (t) = pdt + odW(t)

un proceso de Ito n-dimensional definido como en (2.34), Yy

flz,t) = (fl(x,t), R fp(x,t)) € C?L(R™ x RT) un mapeo sobre RP. Entonces, el proceso
Y(t) = f(X(1),8) = f(Xa(t), ..., Xn(D), 1),
es nuevamente un proceso de Ito, cuyos componentes Yy estdn dados por

1
AV = fradt + 3 FrridXi + 5 D Freia, dXidX,

.3

en donde la derivadas parciales son evaluadas en (X (t),t), y
AW,dW; = 8;;dt,  dWidt = dtdW; = 0,

donde 6;5 denota la funcion delta de Kronecker.
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Capitulo 3

Ecuaciones Diferenciales

Estocasticas

El concepto de ecuacién diferencial estocastica esta intimamente relacionado con el con-
cepto de integral estocastica. Este nuevo concepto forma una herramienta efectiva para la
cosntruccion y el andlisis de modelos estocésticos. Esta teorfa también provee un vinculo
entre la teoria de la probabilidad y los variados campos de aplicacién de las ecuaciones dife-

renciales ordinarias.

Los modelos estocasticos que se apoyan en resultados clasicos de la fisica matematica,
asi como de la matematica pura, ofrecen nuevas interpretaciones intuitivas y en muchos casos

mas realistas.

El objetivo de este capitulo es encontrar soluciones explicitas de algunas ecuaciones

diferenciales estocasticas, asi como establecer las condiciones de existencia y unicidad.

3.1. Definicion de ecuacion diferencial estocastica

En el cdlculo de Leibniz-Newton, si z(t) es una funcién diferenciable definida para ¢t > 0
y u(x,t) es una funcién que cumple la relacién

dx(t)
dt

=12'(t) = p(x(t),t), =(0)= zo, (3.1)

para todo 0 <t < T, entonces x(t) es una solucién de la ecuacién diferencial ordinaria (EDO)

2'(t) — p = 0, con condicién inicial xg.
La ecuacién anterior también puede ser expresada en términos diferenciales:

dz(t) = p(z(t),t)dt, x(0) =z,
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Si en la condicién inicial de las EDO’s se considera una v.a., o si los coeficientes son fun-
ciones aleatorias, o cuando se combinan ambos casos, entonces se dice que la ecuacién que
resulta es una ecuacion diferencial aleatoria, y se resuelven trayectorias por trayectorias

como una EDO.

Cuando las EDQO’s son perturbadas por cantidades aleatorias, entonces se obtiene otro

tipo de ecuacién.

El proceso ruido blanco (&) es formalmente definido como la derivada del movimiento

Browniano,
dw;
=" =W

Puesto que W; es no diferenciable, esto no existe como una funcién de t en el sentido usual.

Cuando en las EDQO’s se introducen ruidos aleatorios, tal como el proceso ruido blanco,
entonces la nueva ecuacién se conoce como ecuacion diferencial estocdstica (EDE).
Asi por ejemplo, cuando la EDO (3.1) es perturbada por el proceso ruido blanco, la ecuacién

diferencial estocastica que resulta tiene la forma

dX,

W = ILL(Xt,t) -+ O'(Xt,t)gt, XQ = Xy. (32)

La idea innovadora de It6 fue considerar el producto del proceso ruido blanco y la dife-
rencial del tiempo como una diferencial del movimiento Browniano, una cantidad que puede

servir como un integrador.

En el célculo de Ito, la EDE (3.2) se escribe en forma diferencial como
dXy = p( Xy, t)dt + o( Xy, )dWy,  Xo = xp, (3.3)
o de manera formal como la ecuacion integral estocastica

t t
Xt = XO + / /.L(Xt,t)dt +/ O'(Xt,t)th.
0 0

Ejemplo 3.1. Supdngase que x(t) denota el valor de una inversidn con tasa de interés r

compuesto continuamente. Por la definicion de interés compuesto, éste satisface la EDO
dx(t)
=rx(t).
o (t)
Si la tasa es perturbada por el proceso ruido blanco, entonces se obtiene la EDFE

ax,
dt

= (r+ &)Xy,

esto es,

dXt = TXtdt + O'Xtth.
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3.1. Definicion de ecuacion diferencial estocdstica

Ejemplo 3.2. Supdngase que x(t) denota la densidad poblacional, entonces el crecimiento

de la poblacion puede ser descrito por la EDO

dx(t)
") _ ar(o)lt - 2(0)]

donde a denota la tasa de nacimiento.

Si la tasa de nacimiento es perturbada de forma aleatoria por el ruido blanco, entonces
se obtiene la EDE
dXt = aXt(l - Xt)dt + O'Xt(l - Xt)th
]

En los ejemplos anteriores, notese que con ¢ = 0 no existe ruido en el modelo, y por tanto

la solucién de la ecuacion resultante, si es que existe, se obtiene por los métodos tradicionales.

Es posible reemplazar el ruido aleatorio por otro que no involucra al movimiento
Browniano, pero esto requiere definir la integral estocastica en términos mas generales, por
ejemplo, con respecto a semimartingalas. Debido al objetivo general que se persigue, aqui s6lo

se considerara el ruido aleatorio generado por el movimiento Browniano.

Definicién 3.1.1. Sea (W) un movimiento Browniano. Una ecuacidén diferencial
estocdstica (EDE) dirigida por el movimiento Browniano es una ecuacion escrita en la
forma

dX; = p(Xe, t) dt + o (X, t) dWy,  Xo = xo, (3.4)
en donde las funciones p(x,t) y o(x,t) se conocen como coeficiente de deriva y
coeficiente de difusion, respectivamente, Xg es la variable aleatoria inicial y X; define al

proceso desconocido.

La EDE del proceso desconocido (X;) frecuentemente es llamada la dindmica de (X¢). El
coeficiente de difusién o(X¢,t) funciona como una escala de la aleatoriedad generado por el

movimiento Browniano. Si éste coeficiente se anula, entonces se tiene la EDO
dXt = 'U,(Xt,t)dt,
que puede resolverse si se conoce la condicién inicial Xj.

Por ejemplo, en el caso de que p(z,t) = a(t)x, la solucién estd dada por

X, = X exp ( /O t a(s)ds).

Los modelos planteados como EDE’s no son més que la generalizacion en tiempo continuo
de modelos lineales tipicos en donde el tiempo es la variable explicativa mas una perturbacién
aleatoria gaussiana; el papel que es jugado en tiempo discreto por la caminata aleatoria, en

tiempo continuo es jugado por la diferencial del movimiento Browniano.

73



Capitulo3. FEcuaciones Diferenciales Estocdsticas

3.2. Existencia y unicidad de las soluciones

Recuérdese que se estd dando por hecho la existencia de un espacio de probabilidad fil-
trado (2, F, (F),P). A partir de ahora también se supondrd que u,o : R x [0,7] — R son

funciones dadas, X es una v.a. continua Fy-medible y (W;) es adaptado a la filtracién (F3).

Usualmente, la primera pregunta que surge cuando se tiene una EDO es que si ésta tiene
solucion unica. En el caso estocdstico, el concepto de solucidon de una EDE no es tnico,
de hecho existen dos tipos de solucién, una se conoce como solucion fuerte y la otra como

solucion débil.
Definicién 3.2.1. Una solucién fuerte de una EDE dada como en (3.4) es un proceso
(X¢) adaptado a la filtracion (Fy) que satisface:

a) Para cada t > 0, las integrales fg w(Xs,s)ds y fg o0(Xs, s)dWy existen, i.e.,

t t
|u(Xs,8)|ds < o0, gy / lo(Xs, 8)|? ds < oo, P-c.s..
0 0

b) (X:) satisface la ecuacion (3.4), i.e.,

t t
X = Xo +/ w(Xs, s)ds —|—/ o(Xs,s)dWs, para todo t > 0, P-c.s..
0 0

Una solucion fuerte estd basada en las trayectorias del movimiento Browniano subya-
cente, i.e., al tiempo ¢ la solucién depende de Wy, s < t. Si se considera otro movimiento
Browniano, entonces se podria obtener otra solucion fuerte dada por la misma férmula pero

con el nuevo movimiento Browniano en él.

Para el caso de la solucion débil, sélo se esta interesado en las caracteristicas de la
distribucién de (X;), tales como la esperanza, la varianza y la covarianza. En este caso no es

indispensable conocer las trayectorias de (Xj).

Definicién 3.2.2. Si existe un espacio de probabilidad con una filtracion, un movimiento

Browniano (Wt) Y un proceso (Xt) adaptado a la filtracidn, tal que:

a) Xy tiene la distribucion de la condicion inicial.

b) Para todo t > 0, (X,) satisface las integrales bien definidas
¢ ¢
X, :Xo—i—/ ,u(Xs,s)ds—i—/ o(Xs, s)dWs.
0 0

entonces (X;) es llamada una solucién débil de la EDE (3.4).

Claramente, por definicién, toda solucion fuerte es también una solucién débil. Més atin,
existe un resultado que garantiza la unicidad de la solucién débil cuando existe unicidad de

la solucién fuerte. Lo inverso no siempre se cumple, existen EDE’s que no tienen soluciones
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fuertes pero si tienen una tnica solucién débil. En este trabajo se dard méas importancia a la

solucién fuerte.

Andlogo al caso de las EDO’s, existen muchas EDE’s cuyas soluciones no se pueden ex-
presar de forma explicita, en esos casos es necesario el uso de métodos numéricos para su
aproximacién. Pero antes de aplicar algiin método se necesita saber si la ecuacion tiene so-

lucién, y si es tnica para un valor inicial dado.

Para poder concluir la unicidad de las soluciones, el uso de la desigualdad de Gronwall

es primordial.

Lema 3.2.1 (Desigualdad de Gronwall). Sean ¢ y f funciones continuas no negativas

definidas para todo 0 <t < T, y Cy una constante no negativa. Si

t
t) < Cy —|—/ f(s)p(s)ds, para todo 0 <t <T,
0

entonces ¢(t) < Coexp (fot f(s) ds)7 para todo 0 <t <T.

— ot /0 F£(5)6(s)ds

entonces ¢'(t) = f(£)o(t) < f(£)C(1).

Por otro lado,

( exp< /f )) 0 - FEC exp< /f )

de aqui que ¢(t) exp ( fo ) es una funcién decreciente en [0, 7], y en consecuencia

e (= [/ 1) <corem - [ 0s) =0

Combinando la hipdtesis con la desigualdad anterior, resulta que

o(t) <((t) < Coexp ( /O f(s)ds).
p(t) < Coexp (/Olf(s)ds)

Ahora se enunciara un resultado que establece las condiciones para la existencia y unicidad

de la solucion de las EDE’s.

Demostracion.

Definase

Por lo tanto,

Teorema 3.2.1 (Teorema de existencia y unicidad). Si para todo 0 < t < T, las

siguientes condiciones se satisfacen:
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a) Condicion de Lipschitz: Existe una constante K, que no depende de t, tal que
lu(z,t) — py, t) + lo(z,t) — oy, )| < K|z —yl.
b) Crecimiento lineal acotado: Para alguna constante C, que no depende de t,

|, )] + [o (2, )] < C(1+ |z]).

c) Xo es independiente de (Wy), y E[X§] < oo.

Entonces existe un dnico proceso continuo (X:) que es solucion fuerte de la EDE (3.4), y
T
E / | X |%dt| < oo.
0

Aqui sélo se demostrard la unicidad.

ademds

Demostracion.

Supdngase que (X;) y (Y;) son soluciones de la ecuacién (3.4), entonces para todo 0 < ¢ < T,
t t
XY = / (M(Xs,s) — ,u(Ys,s)) ds —|—/ (O‘(XS, s) —o(Ys, s)) dWs.
0 0

Puesto que (a + b)? < 2(a® + b?),

(/Ot (X, 5) - G@s))dsﬂ |
</0 ~0(Ys, ) dWS> ]

E[|Xt 7Y|2 < 2E

+2F

Aplicando la desigualdad de Cauchy,

(/()t (M(Xs,s) — (Ys, s)) ds) < (/Ot 12ds> /Ot (lu(Xs,s) - M(YS,S)>2 ds
t 2
- t/o #(X,,s) = p(Ys,s)| ds
< TK2/0 | X, — Ys |2 ds.

E 2F

Por otro lado, por la isometria de Ito,
t
/

(/Ot (O'(XS,S) - U(YS,S)) dWS> ]
2K /tE[|Xs - Ysﬂ ds

Por todo lo anterior, para una constante apropiada C,

o(Xs,8) — a(lfs,s)‘zds}

IN

E[|Xt—Yt|2} gc/tE{Xs—Ysﬂ ds, 0<t<T. (3.5)
0
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Sig(t)=FE [|Xt - Yt|2], entonces la desigualdad anterior se representa por

¢
0<g(t) < C’/ ¢(s)ds, paratodo0<t<T.
0

Por la desigualdad de Gronwall, donde Cy = 0, se concluye que ¢ = 0. De aqui que
P(Xt = Yt) =1, para cada t € [0,T], y entonces

IP’(Xt — Y, paratodo t € D) —1,
donde D es cualquier subconjunto denso numerable de [0, 7.

Puesto que (X;) y (Y;) tienen trayectorias continuas, P-c.s., y ademés coinciden en un
subconjunto denso numerable de [0, 7], entonces deben coincidir en todo el intervalo [0, 7],
ie.,

P(Xt =Y, paratodote [07T]) =1

Por lo tanto, (X;) y (¥;) son indistinguibles. n

Notese que la condicién de Lipschitz es una condicién suficiente para que se cumpla la

unicidad de la solucion.

La demostracion de la existencia de soluciones para EDQO’s involucra el método de
aproximaciones sucesivas de Picard-Lindeldf, para el caso de las EDE’s se sigue aplicando el
mismo método. En este caso, primero se define Xt(o) = Xy, y luego de forma inductiva como
sigue: . .

XM = x4+ /O (X s)ds + /0 o (X, 5)dW,

paran = 0,1,2,.... La continuidad y medibilidad de cada elemento de la sucesién se sigue
por induccién, tomando como base que Xt(o) es Fi-medible y continua. La parte laboriosa
y que se apoya de resultados interesantes surge cuando se quiere demostrar la convergencia
uniforme en [0, 7], en el sentido P-c.s., de la sucesién {Xt(n)}, para luego demostrar que tal
limite es una solucién de la EDE. Para los detalles de la demostracion, vedse Oksendal[16],

Teorema 5.2.1., p. 66.

Existen diferentes versiones del teorema anterior. Una versién surge cuando se debilita la

condicion de crecimiento lineal para el caso del coeficiente de deriva y se reemplaza por
p(z,t) < C*(1+ |z]). (3.6)

En esencia, la nueva condicién solicita que el coeficiente no debe crecer mas rapido en mag-

nitud para |z| grande.

La ausencia de éstos tipos de condiciones permitiran que las soluciones exploten en algin

momento, tal y como se muestra en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 3.3. Considérese la EDE
dX; = X?dt, X, =1,

en donde p(x,t) = 2% y o(x,t) = 0. Por los métodos tradicionales, se sabe que la inica

solucion estd dada por
1

1

Yy que en este caso es imposible encontrar una solucion definida para todo t. Nétese que esta

Xt O§t<1,

ecuacion no cumple las condiciones de crecimiento lineal. (|

El Teorema 3.2.1 es valido para EDE’s de varias dimensiones, en donde los valores
absolutos son reemplazados por la respectiva norma Euclidiana. El siguiente resultado se
aplica s6lo al caso unidimensional, y expresa que la condicién de Lipschitz sobre el coeficiente

de difusién puede ser relajada a la condicion de Hélder de orden o > é Su respectiva

demostracién puede encontrarse en Karatzas and Shreve[10], Proposicién 2.13, p. 291.

Teorema 3.2.2 (Yamada-Watanabe). Supdngase que los coeficientes de una ecuacion

dada como en (3.4) son unidimensionales, y que para todo 0 <t < T satisfacen

(s t) — uly, B)| < Kile —yl,
lo(,t) —o(y, )| < Kalz —y[? (3.7)

donde K1, Ko son contantes positivas, que no depende de t, y o > %

Entonces existe una inica solucion fuerte de la ecuacion (3.4).

Ejemplo 3.4. Para % <r <1, considérese la EDE de Girsanov:
dXt = ‘Xt|rdt, XO = 0

Nétese que la funcion p(z,t) = |z|" no satisface la condicion de Lipschitz, pero si satisface
la condicion de Holder de orden o« = r > %
Puesto que X; = 0 es una solucion, el teorema de Yamada-Watanabe garantiza la unicidad

de ésta solucion fuerte. O

Para el caso de las soluciones débiles, también es posible definir la unicidad de las

soluciones.

Definicién 3.2.3. Se dice que una solucidn débil es unica, si siempre que (X:) y (X])
sean dos soluciones (quizas en diferentes espacios de probabilidad), entonces tienen la misma

distribucion en dimension finita.

Como se mencionoé en la Seccién 2.3, la idea original de It6 fue construir procesos de difu-

sion como soluciones de EDFE’s. Existe un resultado que garantiza que si los coeficientes p y
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o son funciones continuas, y se cumplen las hipétesis del Teorema 3.2.1, entonces la soluciéon
es un proceso de difusién. De forma similar, para el caso de las soluciones débiles, existe un
resultado que garantiza que bajo ciertas hipétesis, la solucién es un proceso de difusién. Por
esta razon, comunmente, a la solucién de una EDE se le conoce como proceso de difusion o

simplemente difusion.

Como caso particular, si los coeficientes de la EDE son = 0 y ¢ = 1, entonces se con-

cluye que el movimiento Browniano es un proceso de difusién.

Para los lectores interesados en los detalles de estos temas, se recomienda revisar Kloeden

and Platen[12], Capitulo 4.

3.3. Ejemplos y algunos métodos de solucién

A continuacién se mostrara como resolver algunas EDE’s clasicas, y a menos de que se

especifique lo contrario, por solucion se entenderd que es una solucién fuerte.

Ejemplo 3.5. Recuérdese que Bachelier propuso el siguiente modelo:
dXt = O'th,

en donde o > 0 se llama volatilidad del activo, el cual representa las fluctuaciones del
activo.

Otra forma de modelar tal crecimiento es cuando se asequra que los incrementos en el precio
tengan media no cero. Esto se consigue agregando un pequeno incremento pdt, en donde la

constante [, que se conoce como deriva, se interpreta como la tasa de crecimiento esperada
de Xt-

Por ejemplo, en la ausencia de fluctuaciones, el precio del activo estd dado por
X = Xo + ut.
Notese que p resulta ser la pendiente de los incrementos del precio.
En general, el nuevo modelo satisface la EDE
dX; = pdt + odWy,

con p y o > 0 constantes conocidas.

La dnica solucion del nuevo modelo es el proceso (X;) definido por
X, = Xo + ut + oWy, (3.8)
y se conoce como movimiento Browniano aritmético.

La Figura 3.1 muestra el comportamiento de dos trayectorias del proceso definido por

(8.8), para tres pardmetros arbitrarios. O
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Figura 3.1: Las trayectorias corresponde a los pardmetros p = 1.3405 x 1074, o = 0.0065,
Xo = 1000.

Ejemplo 3.6. Se sabe que para un activo sin volatilidad, el crecimiento que presenta es
exponencial y estd expresado por

X = Xoexp(rt),

donde 7 es la tasa de interés (compuesta continuamente). Diferenciando se tiene

el cual representa el incremento relativo en el precio del activo.
Para obtener un modelo mds apegado a la realidad, se generaliza la ecuacion anterior al

adicionar una componente estocdstica:

dX
7: = rdt + odW,.

A diferencia del ejemplo anterior, en éste muevo modelo el inversionista espera que los
incrementos relativos al valor actual sean los mismos. Asi, el modelo estd representado por

la EDE del Ejemplo 3.1:
dXt = TXtdt + O'Xtth, XO = Zo, (39)

donde X representa el capital inicial invertido, las constantes r y o se conocen como de-

riva del activo (o rendimiento medio esperado) y volatilidad del activo, respectivamente.

Para resolver la EDE (3.9) considérese f(z) = Inz, entonces f'(z) = 2 y f"(z) = — 2.
Si Y, = f(Xy), aplicando la férmula de Ité,

1 1 1 1
dY;g = d(lnXt) = (}QTXt + 5 ( - )(2>(0.Xt)2> dt + ZO’Xtth
t
= (r — 702>dt + odW;




3.3. Ejemplos y algunos métodos de solucion

Esto es, el nuevo proceso de 1té (Y;) estd dado por

t 1 t
Yo—i—/ J— ds+/odWs
[ (r=3e)as+ |

1
Yo+ (r — ioz)t + oW4.

Y:

Puesto que Yy = In X;, entonces

In (%) = (7" — %Uﬂt + ocW;.

Luego,
X, =z exp ((r - %ﬁ)t + JWt) (3.10)

es la dnica solucion de la ecuacion (3.9).

La Figura 3.2 muestra el comportamiento de dos trayectorias del proceso definido por

(8.10), utilizando los mismos pardmetros que el ejemplo anterior. O

1120

1100

1080

1060

1040

1020

1000

X(t)= Valor de la inversién

980

960

940 L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 20

t (En dias)

Figura 3.2: Las trayectorias corresponden a los pardmetros 1 = 1.3405 x 10™%, o = 0.0065,

X, = 1000.

En el ejemplo anterior, nétese que la solucién (3.10) representa a un movimiento Brow-
niano geométrico (vedse Definicién 2.2.3). Este proceso es el modelo tradicional para los
precios de las acciones, y éste supone que los precios siguen una distribucién lognormal, i.e.,

el rendimiento tiene distribucién normal (véase Apéndice A.1).

Para comprobar si un proceso dado es solucién de una EDE, nuevamente es necesario
recurrir a la férmula de Itd. Por ejemplo, para comprobar que (3.10) satisface la EDE (3.9),

definase

f(z,t) = xoexp ((T - 302)t + Ux).
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Si Xy = f(Wy,t), entonces, segun la férmula de Ito,

AXe = d(F(Wet) = LW )W+ fo(We,r)dt 4 3 Foa(Weo 1) (A

1 1
o X dWy + | 7 — 202>Xtdt + 502Xtdt
= T'Xtdt + O'Xtth.

Ejemplo 3.7. La EDE
dXt = *‘LLXtdt + O'th, (311)

con u y o constantes positivas, fue postulado por Ornstein y Uhlenbeck en 1930 como una
descripcion de la aceleracion de una particula de polén sobre un liquido, sujeta a bombardeos
por moléculas.

Si Xy representa la velocidad de la particula en una dimension, dX; es el cambio de velocidad
por unidad de tiempo, esto es, su aceleracion. Esta aceleracion es modelada como si fuera
retardada por una fuerza de friccion proporcional a la velocidad, —uXy, mds una perturbacion

aleatoria con intensidad o causada por los bombardeos.

Para resolver la EDE (3.11), considerése f(x,t) = xexp(ut). Por la formula de Ité, el
proceso Yy = Xy exp(ut) cumple
dY;y = exp(ut)dX; + Xipexp(ut)dt

= —exp(ut)Xidt + oexp(ut)dWy + X exp(ut)dt

= oexp(put)dW.
Luego, .

Y, =Yy + / o exp(us)dWs.
0

Por lo tanto, la solucién (X;) de la EDE (8.11) estd definida por

t
X, = exp(—put) (Xo + / ae’“dws>,
0

y se conoce como el proceso de Ornstein-Uhlenbeck. g

3.3.1. La exponencial estocastica

Una de las funciones elementales en el cédlculo clasico es la funcién exponencial, cuya
propiedad fundamental consiste en que su derivada coincide con ella misma. Ahora se

definird la exponencial en el calculo de Ito.

Definicién 3.3.1. Si (X;) y (Uz) son dos procesos tales que la EDE

AU, = U,dX;, Uy =1, (3.12)
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estd bien definida, entonces (Uy) se llama la exponencial estocéstica de (X;), y se denota
por E(X).
El siguiente resultado asegura la existencia y unicidad de la exponencial estocéstica para

procesos de Ito.

Teorema 3.3.1. Sea (X:) un proceso de Ité. La unica solucion de (3.12) estd definida por
1 t
Uy =EX):=exp | Xy — Xo — 5/ dX, - dX, |.
0

Demostracion.
Primero se demostrara que Uy es solucién de (3.12).
Definase Uy = e, donde V; = X; — Xo — 1 [i dX, - dX,.
Luego,
dVy = dX; — %(dXt)Q, dVi - dVi = (dX;)2.

Por la férmula de Ito,

AU, = d(exp(V;))
= xp(V)aVi + 5 exp(V)(aVi)?

1 1
= exp(Vp)dX, — 3 exp(V3)(dX)? + 3 exp(V3)(dX;)?
exp(V;)d X,

= UdX;.

Asi, Uy = exp(V4) es una solucién de (3.12).

Ahora se demostrard la unicidad.

Supéngase que (Uy) y ((7,5) son soluciones de (3.12). Por la férmula de integracién por partes,

U, ~ (1 1 ~ o~ 1
dl =2 = Ud| =)+ —=dU, +dU,-d| —

1 1

= U - =dU
t( t+UE,

1 ~
02 (dUt)2> + aUtht

~ 1 1
+(Utht) : ( — @Utht + UE,Utz(dXt)2>
(7,5 [715 [71: 0t

= — ZLdX, + == (dX,)? —LdX — ZL(dX,)?
( U, tJrUt( t)>+Ut t+< Ut( t) +0>

Por lo tanto, U, = cUt, para alguna constante c.
Puesto que Uy = 1, entonces se concluye que U; = U, y asi el resultado queda

demostrado. -
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Si (Uy) = £(X) es la exponencial de (X;), entonces el proceso (X;) se llama el logaritmo

estocastico de (Uy), y se denota por L(U).

Por ejemplo, del teorema anterior, la exponencial estocastica del movimiento Browniano

estd dada por exp (Wt — %t) Por lo tanto, (W;) es el logaritmo estocdstico de exp (Wt — %t)

Formalmente, el logaritmo estocastico de un proceso (U;) que tiene una diferencial

estocastica y que no toma el valor 0, satisface la EDE

v,
U’

U, t AU, - dU,
X, =L({U);=In| — s s
L= LU “(Uo>+/o o

3.3.2. Ecuacién diferencial estocastica lineal

dX, = Xp = 0.

Mas atn,

Las EDE’s lineales forman una clase de EDE’s que se pueden resolver de forma explicita.
En su forma general, una EDE lineal (unidimensional) en el proceso desconocido (X;)

estd dada por

donde u; y 04,7 = 1,2, son funciones deterministas continuas dadas, y X es una constante.
Bajo éstas hipdtesis, los coeficientes cumplen las condiciones del Teorema 3.2.1, y en conse-

cuencia, la EDE lineal (3.13) tiene una tnica solucién fuerte.

La ecuacién anterior se puede reescribir como

dXt = (/,Ll(t)dt + 01 (t)th)
(2 (1) Xodt + 0o (1) X, dW,).

Esto sugiere expresar (X;) como el producto de dos procesos, un movimiento Browniano

geométrico (Uy) y un movimiento Browniano aritmético (V).

Se propone la solucién de la ecuacién (3.13) de la forma

Xy = UVi,
donde
dUt = ,LLQ(t)Utdt + O'Q(t)Utth7 U() = ]., (314)
y
AV, = a(t)dt + b(t)dW,, Vo = Xo. (3.15)

84
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La EDE (3.14) es de la forma
dUy =UidY:, Up =1,

donde dY; = po(t)dt + o2 (t)dWh, el cual representa la exponencial estocéstica del proceso de

Itd (Y;). Luego, su solucién estd dada por

escp(Yt Yo ;/OtdYs-dYs>
o [ wonans [, [ o)
emp(/ot (uz(s) %02( ))ds + /Ot (s)dWS>. (3.16)

Por otra lado, usando la férmula de integracién por partes,

Ut

dX; = d(U,V,) = UpdV; + VidU, + dU, - dV,
= Ua(t)dt + Ub(t)dWy + Vipo (t)Usdt + Vioo () UpdW,y
b(t)o (£)U,dt
- ( (O)Us + pa(t) Xy + b(t)oa (¢ )Ut)dt + <b(t)Ut + ag(t)Xt)th.

De donde, para que la relacién X; = U;V; se cumpla, los coeficientes a(t) y b(t) deben

satisfacer:
a(t)Ut =+ b(t)O'Q(t)Ut = [,Ll(t)7 b(t)Ut =01 (t)7
esto es,

alt)U; + o1 (H)oa(t) = m(t),  b)U; = o1 (¢).

Asi, los coeficientes a(t) y b(t) quedan expresados en funcién de coeficientes conocidos.

Por lo tanto, la solucién de la EDE lineal (3.13) est4 definida por

0 <X0+ /0 /~L1(t)—;(t)az(t) ot /0 U(t> dW) (317)

donde Uy estd definida por (3.16).

Ejemplo 3.8. Una generalizacion de la ecuacidn (3.11) estd dada por la EDE
dXt = (ﬁ — O[Xt)dt + O'th.

La solucidn se obtiene de forma directa al aplicar la formula (3.17):

t
X = g + exp(—at) (Xo - g +/ Jeades>~ (3.18)
0
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Ejemplo 3.9. Uno de los modelos estandar para describir la tasa de interés para préstamos
en efectivo, cuando la tasa se asume como una funcion aleatoria, es el modelo de Vasicek

(1977), siendo éste uno de los primeros modelos en términos de estructura.

El proceso de difusion propuesto por Vasicek es wuna wversion del proceso de

Ornstein- Uhlenbeck de tipo reversion media, y estd definido como la solucion de la EDE
d’l"t = b[,u-?"t]dt-’—O'th, te [O,T], (319)

para o una constante y, en donde b, u y o son constantes estrictamente positivas.

La constante p es interpretada como el promedio historico de la tasa de interés y b como la
rapidez con la que los valores ry que se desvian de p tienden a regresar a éste; debido a este
comportamiento, se dice que (1) es de tipo reversidn a la media. Por dltimo, el pardmetro

o, que se conoce como volatilidad, mide las fluctuaciones de ry alrededor de p.
Claramente, la EDE (3.19) se puede reescribir como
dry = [a — bry]dt + cdWy, t€[0,T], (3.20)
cuya solucion estd dada como en (3.18). Por lo tanto, el modelo de Vasicek estd dado por
ry = roexp(—bt) + u[l — exp(—bt)] + o exp(—bt) /Ot exp(bs)dWs. (3.21)

La Figura 3.3 muestra el comportamiento de dos trayectorias del modelo propuesto por

Vasicek. O

Tasa de interés

(t)

(0] 10 20 30 40 50
t (En dias)

Figura 3.3: Las trayectorias corresponde a los pardmetros u=1,b=4, 0 =04, rg = 3.

Para motivar al lector a revisar las aplicaciones de las EDE’s a otras areas de la ciencia,

se finaliza este capitulo con el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 3.10. En un tiempo t, la carga Q(t) en un punto fijo de un circuito eléctrico

satisface la EDO
L0+ RQ(M)+ Q0 =F(), QO)=Qu QO)=h (32

Puede presentarse el caso en el que algin coeficiente, digamos F(t), no se puede controlar

totalmente y entonces tiene la forma
F(t) = G(t) + “ruido blanco”.

Por lo tanto, la ecuacion (3.22) puede ser transformada en la EDE:

LQ} + RQ; + é@t =Gita&, QO0)=Qo, Q(0) =1 (3.23)
Se define el vector
xi=| X)),
Xo(t) (07

el cual permite representar el siguiente sistema de ecuaciones:

Xi(t) = Xa(t),
LX5(t) = —RXa(t) — $X1(t) + Gy + o,

cuya notacion matricial estd dada por

dX (t) = (A(t) + BX(t))dt +Cdw, (3.24)
donde
dXq(t 0 0 1 0
axwy= [ ) a0 Vo= 0 L= Y]

y Wy define a un movimiento Browniano unidimensional.

Para resolver la EDE bidimensional (3.24), por la férmula (3.17) se tiene

X (t) = exp(Bt) (X(O) —l—/o A(t)exp(—Bs)ds —|—/0 Cea?p(—Bt)dW3>.

Finalmente, por el Corolario 2.4.4,
t
X(t) = exp(Bt) <X(0) + Cexp(—BW, + / exp(—Bs) (A(t) + BCWS)d5>,
0

en donde
oo

1
exp(D) = ED", para una matriz Dy, x.,.
n=0
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Otra  forma para resolver la ecuacion anterior es considerar la funcion

f:R? x [0,00) — R? dada por

T
f(LE17I’27t):€Z'p(*Bt) )
T2

y luego aplicar la férmula general de Ito.
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Capitulo 4

Introduccion a las Finanzas

Estocasticas

Una de las herramientas modernas mas utilizada por los analistas financieros es el cdlculo
estocdastico, ya que sobre el descansa practicamente toda la teoria econdmica y el andlisis
financiero en tiempo continuo. La martingala es otra herramienta que desempena un papel
esencial en el modelado de los mercados financieros, asi como en la valuacién teérica de mu-

chos contratos financieros.

El tamafio considerable que han alcanzado los mercados de productos derivados (futuros,
warrants, swaps, opciones) se debe, en gran medida, a la flexibilidad que estos instrumentos
proporcionan a sus usuarios para entrar o salir rdpidamente del mercado. Ademds, el acelera-

do desarrollo de las tecnologias de la informacion ha facilitado su operacion y diversificacion.

En particular, el crecimiento del mercado de opciones se ve impulsado por su liquidez y
por el apalancamiento que éstos presentan, pues la inversién inicial es pequena comparada

con la que requieren otros instrumentos de inversién.

El objetivo principal de este capitulo es hacer notar el formalismo matematico de los
derivados financieros, y con ello introducir a los interesados en esta teoria, que en la actualidad
estd logrando un gran impacto, tanto en la aplicacion como en la generacién de nuevos
resultados tedricos. Ademads, al final del capitulo se analizard uno de los modelos pioneros en

la valuacién de opciones: el modelo de Black-Scholes.

4.1. Mercado de opciones

En lo sucesivo, por mercado financiero (o simplemente como mercado) se entenderd que

se trata del lugar, mecanismo o sistema en el cual se compran y venden activos financieros.

En un mercado financiero se pueden apreciar dos grandes grupos. En un primer grupo se
comercializan activos primarios, tales como acciones, bonos, divisas, activos no financieros

(commodities, tales como gas, granos, metales preciosos); mientras que en el segundo grupo
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se comercializan contratos financieros, los cuales prometen algiin pago o alguna entrega en
un futuro y que éste depende del comportamiento de un determinado activo primario, de
aqui que al contrato se le conozca como derivado financieroy al activo primario como activo

subyacente.

A continuacion se dard una breve introduccion a los contratos financieros conocidos como
opcion. Para detalles de su utilidad y funcionamiento, asi como de los términos técnicos, se

recomienda revisar De Lara[3] y Hull[8].

Definicién 4.1.1. Un contrato forward es un acuerdo para comprar (o vender) un activo en
una fecha futura especifica, T, por un precio especifico, K. Se dice que el comprador mantiene

una posicién larga, y el vendedor una posicién corta.

Nétese que en los contratos forward, tanto el comprador como el vendedor estan obligados

a cumplir con su parte del contrato.

Un contrato forward también es conocido como un contrato a plazo. El “problema de

valuacién” de un forward es determinar el valor K que deberia ser escrito en el contrato.

Un futuro es un contrato muy parecido al forward, con la diferencia de que éste se negocia
en un mercado organizado, y que tanto el tamano del contrato como la fecha de vencimiento
estan estandarizados por la misma; mientras tanto, la transaccion de un forward se da direc-
tamente entre las partes involucradas, y por tanto, las caracteristicas son determinadas por

los participantes.

En general, en un mercado de forwards y futuros se aprecian dos participantes: los que to-
man una posicién corta, conocidos como hedgers, y son quienes buscan cubrirse ante cambios
desfavorables en los precios; y los que toman una posicién larga, conocidos como especulado-
res, son los que proporcionan liquidez y estd constituido por inversionistas que quieren lograr

una ganancia anticipdndose a los cambios de precios.

Una teoria que estd logrando mayor interés es la que se conoce como teoria de valuacion
de opciones. Una opcidén es un contrato, instrumento financiero, titulo financiero o derivado
que otorga a su tenedor el derecho, pero no la obligacién, de comprar o vender cierto activo
subyacente a un precio prefijado en una fecha futura. El término derecho es en el sentido de

que el tenedor tiene la oportunidad de ejercer el contrato, o de cancelarlo si €l lo prefiere.

En el caso de las opciones, existe principalmente dos participantes: el tenedor (holder)
que ha tomado la posicién larga (i.e., ha comprado la opcién) y el emisor (writer) que ha

tomado la posicién corta (i.e., ha vendido o emitido la opcidn).

Existe basicamente dos tipos de opciones:

= Opcién de compra (call option): otorga al tenedor el derecho de comprar el activo
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subyacente .
= Opcién de venta (put option): otorga al tenedor el derecho de vender el activo

subyacente.

Ademas de las caracteristicas referentes al activo subyacente, al momento que se contrata

una opcién (i.e., en t = 0) generalmente se especifican los siguientes datos:

= Fecha de ejercicio (expiration date, exercise date o maturity): fecha de expiracién del
derecho contenido en la opcién.

= Precio de ejercicio (strike price): precio acordado para la compra o venta del activo
subyacente.

= Prima o precio de la opcion: monto que el tenedor paga al emisor por adquirir el derecho
de compra o de venta.

= Derecho que se adquiere: o es derecho de compra (call) o derecho de venta (put).

Otra caracteristica esencial que se especifica dentro del contrato de opcidén es el tipo de

opcion, siendo las Europeas y las Americanas las basicas.

Definicién 4.1.2. Una opciéon de compra Europea (European call option) otorga al
tenedor el derecho (pero no la obligacion) de comprar en la fecha de ejercicio T un activo a
un precio de ejercicio K, el cual fue fijado cuando se firmd el contrato.

Una opcién de venta Europea (European put option) otorga al tenedor el derecho (pero
no la obligacion) de vender en la fecha de ejercicio T un activo a un precio de ejercicio K,

el cual fue fijado cuando se firmé el contrato.

Notese que el término Furopeo es reservado para las opciones que pueden ser ejercidas

sélo en la fecha de ejercicio T'.

En términos muy generales, en los siguientes ejemplos se muestra la utilidad de las

opciones Europeas.

Ejemplo 4.1. Supdngase que una empresa importadora mezxicana quiere asequrarse contra
las alzas en el precio del délar. Para ello, hoy decide comprar una opcion de compra Furopea
que le da el derecho a comprar 100,000 ddlares dentro de tres meses a un precio de ejercicio
de $15.00 por ddlar. Para adquirir ese derecho, supdngase que la empresa paga $0.50 por

dolar, i.e., la prima de la opcion tiene un costo de

100000 x $0.50 = $50, 000.00.

Si en la fecha de ejercicio el precio del délar en el mercado fuese mayor que $15.00,
entonces la empresa ejerce la opcion, pues sélo pagaria $15.00 por ddlar. Por el contrario,

st en la fecha de ejercicio el precio del ddlar en el mercado estuviera por debajo de $15.00,
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la empresa no ejercerd la opcidn, ya que no tiene sentido pagar $15 por délar cuando en el

mercado se puede comprar a un precio menor, en este caso la opcion vence sin ser ejercida.

O

Supdngase que St denota el valor del activo en el tiempo T. Generalmente en una opcién
de compra Europea, si S7 > K entonces el tenedor ejerce su derecho y obtiene una ganancia
de S; — K, ya sea porque adquiere un activo a menor precio (por ejemplo ddlares) o por la
entrega en efectivo por parte del emisor. La entrega en efectivo se debe a que los derivados
simulan las siguientes transacciones: el tenedor adquiere activos a un precio K, el cual es
menor respecto al precio en el mercado actual, por lo que inmediatamente vende el activo al

precio actual ST, y por lo tanto obtendrd una ganancia de ST — K.

Pero si se cumple que S < K, entonces el tenedor no ejerce su derecho, ya que no
tiene sentido comprar un activo a un precio mayor que el precio en el mercado actual, y en
consecuencia la ganancia es cero. Debido a este comportamiento, en la fecha de ejercicio, la

opcién de compra proporciona un pago definido por

S'—K siS'>K

Ccall _ (Sz _ K)Jr _ 4
0 si S < K.

Ejemplo 4.2. Ahora considérese el caso de un inversionista que desea tomar una posicion

que le permita obtener beneficios si aumenta la cotizacion de las acciones de CEMEX.

Supdngase que el precio de las acciones de CEMEX es actualmente de $72.00, y que la
correspondiente opcion de compra Furopea con fecha de ejercicio dentro de tres meses, a un

precio de ejercicio de $80.00, cotiza actualmente a $3.00.

El inversionista tiene dos posibles alternativas para una inversién de $7,200.00. La pri-
mera alternativa se refiere a una compra directa de 100 acciones, y la sequnda a una compra
de 2400 opciones de compra sobre acciones de CEMEX (cada opcidn es escrita sobre 100

acciones, en realidad se compra 24 contratos de opcion).

Supdngase que en la fecha de ejercicio el precio de las acciones de CEMEX sube a $90.00.

En la primera alternativa, el inversionista tendrd un beneficio de
100 x ($90.00 — $72.00) = $1, 800.00.

Respecto a la sequnda alternativa, cada opcion de compra sobre acciones de CEMEX con
precio de ejercicio de $80.00 proporciona un beneficio de $10.00, ya que la opcidn permite

comprar por $80.00 algo que vale $90.00. Asi, el valor total de las opciones compradas es de

2400 x $10.00 = $24, 000.00.
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Restando el coste original de las opciones (i.e., la prima), el beneficio neto por la sequnda
alternativa es de

$24,000.00 — 2400 x $3.00 = $16, 800.00.

La estrategia de opciones es por lo tanto alrededor de 9 veces mds beneficiosa que la
estrategia de compra de acciones. Por supuesto las opciones también dan origen a un mayor
potencial de pérdida. Supdngase que el precio de las acciones baja a $68.00 en el tiempo de

ejercicio. En la primera alternativa resultaria una pérdida de
100 x ($72.00 — $68.00) = $400.00.

Dado que las opciones vencen sin haber sido ejercidas, la estrategia de opciones supondria

una pérdida de $7,200.00. O

En el caso de las opciones Americanas, éstas pueden ser ejercidas en cualquier tiempo
t < T. Otros tipos de opciones mas complejas son las que se conocen como opciones exoti-
cas (u opciones de segunda generacién). Estas se diferencian de las Americanas vy Europeas
por el grado de dificultad en el célculo de la prima y porque pueden ser ejercidas de acuerdo

a especificaciones particulares del tenedor.

Algunos ejemplos de opciones exoticas son las opciones Asiaticas, las opciones ba-

rrera, y las opciones lookback.

Uno de los principales objetivos de la teoria de opcidén es el cdlculo de la prima, la cual
principalmente esté en funcién de cinco variables. A continuacién se menciona la relacion de
cada una de ellas cuando se mantiene todas las deméas como constantes:

= Precio del activo subyacente. Si el precio del activo subyacente tiene una tendencia a

aumentar, entonces los derechos a comprar se aprecian. En caso contrario, los derechos
se deprecian.

= Precio de ejercicio. En una opcién de compra, cuanto mas se aproxima el precio del

activo subyacente al precio de ejercicio, los derechos de compra se deprecian. Y conforme
mayor sea la cotizacién del activo subyacente en el mercado con respecto al precio de
ejercicio, los derechos de compra tienden a apreciarse.

= Fl tiempo. Cuando mas lejano sea la fecha de ejercicio, mayor serd el valor de derecho,

sin importar si se trate de una opcién de compra o de venta. Y cuando méas préximo
sea la fecha de ejercicio, éste serd menor.

= Fl tipo de interés. Ante variaciones de los tipos de interés, los derechos de compra se

mueven en el mismo sentido.

= Volatilidad del activo subyacente. La volatilidad indica en qué medida varia el

rendimiento del activo subyacente. Cuando el rendimiento es muy volatil, los derechos

tanto de compra como de venta se aprecian. Mas no asi cuando es poco volatil.
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En el analisis anterior, si no se especific6 de manera explicita el comportamiento para el

caso de las opciones de ventas, se entendera que es contrario al de las opciones de compra.

En los ejemplos anteriores se puede apreciar las dos principales utilidades de las opciones:

= Como instrumento de inversion/especulacion. Ofrece a los usuarios un amplio abanico
de posibilidades si es capaz de predecir correctamente los potenciales movimientos de
los precios o la volatilidad del activo subyacente. Permite lograr unos beneficios muy
superiores que si se compra directamente la accion.

= Como instrumento de cobertura. Permite cubrirse ante los riesgos generados por el

precio del activo subyacente.

En el resto del capitulo se estara interesado en mostrar las herramientas que permiten

calcular la prima de una opcién.

4.2. Modelos de un periodo

En ésta primera seccion se estd interesado en la estructura matematica de un modelo
simple de un periodo de un mercado, el cual tiene la caracteristica de valorar los activos
al tiempo inicial ¢ = 0 y al tiempo final ¢ = 1, esto es, T = {0,1}. Se partird del hecho de
contar con un numero finito de activos, con precio conocido al tiempo ¢ = 0, y precio descono-

cido al tiempo t = 1, pero descritos por variables aleatorias en algin espacio de probabilidad.

Se asumira que comprar y vender activos no crea costos extras, una suposiciéon que puede
no ser valida para un inversionista pequeno, pero llega a ser més realista conforme aumenta
la inversién. Ademas, se supondra que el mercado es completamente liquido, i.e, siempre es

posible comprar y/o vender cantidades ilimitadas en el mercado.

4.2.1. Teoria de arbitraje y medidas martingalas

Considérese un mercado con d+1 activos y supéngase que el i-ésimo activo estd disponible

al tiempo ¢ = 0 con un precio 7 > 0. La d + 1-ada ordenada
= 0 1 d a1\ "
7= (n,m,...,m%) € (R )
es llamada un sistema de precios.

Puesto que los precios al tiempo ¢ = 1 son usualmente desconocidos, los precios de los

activos estardan expresados por las v.a.’s no negativas
S (Q,F) — [0,00), parai=0,1,...,d,

en donde el espacio de probabilidad (€2, F,P) es tal que cada w € §2 corresponde a un escena-

rio en particular del mercado evolutivo, y S%(w) es el precio del i-ésimo activo en el tiempo

94



4.2. Modelos de un periodo

t =1, si el escenario w ocurre.

Los activos sin riesgos de inversion se traducen a un pago seguro de cierta cantidad
en t = 1. En este modelo simple para un periodo, tales oportunidades de inversién seran

incluidos en la siguiente hipdtesis:
=1, S'=1+r,

donde la constante r representa el rendimiento de una unidad monetaria de inversién en un
bono. Es natural asumir que r > 0, pero para los propédsitos aqui planteados, es suficiente

requerir que S° > 0, o equivalentemente r > —1.
Se introducen las siguientes notaciones:
7= (1,7),
S=(8%58'...,8% =(S%89),

donde S*,i > 0, representa el valor del i-ésimo activo con riesgo. Ademds, de aqui en adelante

a - b denotara el producto punto de los vectores a y b.
Al tiempo t = 0, un inversionista eligird un portafolio
£=(%¢...,¢M = (¢ e R,

donde &' representa el nimero de acciones del i-ésimo activo. Luego, el precio por comprar

el portafolio £ estd dado por

L= m¢. (4.1)
Al tiempo t = 1, el portafolio tendra el valor

d
£ Sw) =) &8 (w) =& (1+r) +¢- Sw), (4.2)
1=0

el cual depende del escenario w € Q.

Notese que un portafolio tiene un valor de mercado determinista en ¢ = 0 y un valor
estocdstico en t = 1. Esta caracteristica permite definir el proceso de valor (value process)

asociado a una estrategia de inversién & como:
VE=€0S) e8]+ +elst t=0,1,
el cual, es una simplificacién de

VE=+elnl 4 4 gl
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VE=eO(14r) + €181 + .. 4 edsd,

El uso de este proceso se vuelve necesario cuando los modelos de mercado son analizados
en mas de dos pasos. Debido al interés que se persigue, en esta seccién se ocupara la notacién

dada por (4.1) y (4.2).

La definicién de portafolio permite que las componentes ¢ sean negativas. Si €0 < 0,
esto corresponde a tomar |£°| préstamos con valor |€°] al tiempo ¢t = 0 y valor (1 + 7)|¢°|
al tiempo t = 1. Si £’ < 0 para i > 1, esto corresponde a una venta en corto ' del i-ésimo
activo. En particular, al inversionista le es permitido tomar una posicién corta ¢ < 0, y usar

la cantidad 7¢|£¢| para comprar &7 activos, i # j.

Definicién 4.2.1. Una estrategia de inversion & € R es llamada una oportunidad de
arbitraje si7-£ <0, pero £-8 >0, P-c.s, y P(E-g > 0) > 0.

La definicién anterior es equivalente a la siguiente afirmacion:

Una oportunidad de arbitraje es un portafolio & € Rt tal que 7- & = 0, € -
E{?E} > 0.

S >0,y

Intuitivamente, una oportunidad de arbitraje permite al inversionista, con probabilidad

positiva, obtener una ganancia positiva sin ser expuesto a riesgos.

La existencia de una oportunidad de arbitraje permite catalogar al mercado como un
mercado ineficiente, en el sentido de que los precios de ciertos activos no son asignados de
forma razonable. En realidad tales mercados son muy dificiles de encontrar, pues el com-
portamiento estd controlado por la oferta y la demanda. En consecuencia, la ausencia de
oportunidad de arbitraje serd nuestra principal suposicién, y ahora se pretende caracterizar

a tales modelos.

La ausencia de arbitraje implica que S* se anula, P-c.s., cuando 7* = 0. Por lo tanto, sin

perdida de generalidad, a partir de ahora se asumira que

70 >0 parai=1,...,d.

El siguiente lema muestra que la ausencia de oportunidad de arbitraje es equivalente a
la siguiente propiedad del mercado:
Cualquier inversion en activos con riesgo que permita obtener, con probabilidad
positiva, un mejor resultado que si la misma cantidad fuese invertida en activos

sin riesgos debe estar sujeta a algun riesgo.

LEl inversionista toma una posicién corta cuando vende un activo sin ain ser duefio del mismo.
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Lema 4.2.1. Los siguientes enunciados son equivalentes.

a) El modelo de mercado admite una oportunidad de arbitraje.

b) Existe un vector £ € RY tal que

E-S>0+nré 7w, Pcs., PE-S>(14+r¢-7)>0. (4.3)

Demostracion.
Primero se verificard que a) implica b).

Sea & una oportunidad de arbitraje. Por definicién,
0>¢-7=€6"4¢ 7.

Luego,
£ 7>

(A +r)E-m > (1+r)E%

E-S—(+r)-m>¢6-S+(1+7r)"=¢E.8. (4.4)

Puesto que £ - S es no negativo, P-c.s., y es estrictamente positivo con probabilidad no

cero, entonces, por la ecuacién (4.4), se cumple (4.3).

Ahora se verificard que b) implica a).

Sea ¢ que satisface la condicién (4.3). Se afirma que el portafolio (£°,€) con €0 := —¢ - 7 es
una oportunidad de arbitraje.

En efecto, por construccion,

Em=8+¢ =0

Por otra parte,

E-S=—(1+nré-nm+E-8,

la cual es no negativa, P-c.s., y estrictamente positiva con probabilidad no cero, pues &

satisface (4.3). n

A continuacién se caracterizardn aquellos modelos de mercados que no admiten
oportunidades de arbitraje. Tales modelos se llamaran libres de arbitraje. Una vez alcanzado
éste objetivo, se estard dando respuesta a una pregunta clave en las finanzas estocasticas:

¢ Qué modelos son correctos para analizar el comportamiento de los mercados financieros?.

Definicion 4.2.2. Una medida de probabilidad P* es llamada una medida de riesgo
neutral, o una medida martingala, si

gi
1+r

ﬂ_l:E*

L i=0,1,...,d. (4.5)
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La relacién (4.5) establece que el precio del i-ésimo activo es identificado como la espe-
ranza, bajo la probabilidad P*, del pago descontado. Esta relacién se puede reescribir como
E*[SY = (1 +r)7*, la cual expresa que, en términos del valor esperado, al inversionista le es
indiferente si la cantidad 7 es invertida en un activo con riesgo o en un activo sin riego, de
aqui que a P* se le conozca como medida de riesgo neutral. Cuando los modelos son analiza-
dos en varios periodos, o en el caso continuo, el uso del término martingala se vuelve mas

claro.

Un caso muy particular de un modelo binomial que motiva a los tedricos a considerar la
relacién (4.5) es cuando ' = 1y S sélo presenta un aumento u, o una disminucién d. Bajo
estos supuestos, existe un resultado que garantiza que el modelo es libre de arbitraje si y sélo

sid<14r <wu.Estoes, 1+ es una combinacién convexa de u y de d :
1+T:(Ju'u+qd'da

donde qy,qq > 0y qu + g4 = 1. En particular, los pesos ¢, y g4 pueden ser interpretados
como una nueva probabilidad Q, tal que,
Sl

E
Q 1+7r

1
= m |:qu7T1’LL + qdﬂ'ldi| = 7T1.

Antes de continuar, se recomienda al lector revisar el Apéndice A.2.
En lo sucesivo, por P se denotard al conjunto convexo definido por
P = {P*|P* es una medida martingala y P* ~ P}.
Una medida martingala P* también recibe el nombre de medida de valuacion o medida
martingala equivalente.

Para facilitar la prueba del resultado central en la teoria de las finanzas, se introduce el

vector aleatorio Y = (Y1,...,Y?), conocido como wvector de flujos descontados (discounted
net gains), en donde ‘
. Si o
Yt 1—|—r77rl’ i=1,...,d (4.6)

Por el Lema 4.2.1, la ausencia de arbitraje es equivalente a la siguiente condicion:

Para £ € R%, si £-Y >0, P-c.s., entonces &-Y =0, P-c.s.. (4.7)

Puesto que —7? es cota inferior de Y, la esperanza E*[Y?] de Y bajo cualquier medida

P* esta bien definida. Luego, P* es una medida martingala si y sélo si

E*[Y] = 0.
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A continuacién se demostrard el resultado principal que caracteriza a los modelos de
mercado libre de arbitraje en términos de las medidas martingalas. Este teorema fundamental

es conocido, de forma abreviada, como FTAP (Fundamental Theorem of Asset Pricing).

Teorema 4.2.1 (Teorema Fundamental de Valuacién de Activos). Un modelo de
mercado es libre de arbitraje si y sélo si P # 0. En este caso, existe P* con densidad %
acotada.

Demostracién.

Primero se demostraré la suficiencia.

Supéngase que existe una medida martingala P* € P. Luego, témese un portafolio & € R*+!
tal que £-S >0, P-c.s., y E[¢-S] > 0.

Puesto que P* ~ P, entonces las propiedades previas se siguen cumpliendo si se considera

la probabilidad P*. Asi,

d d

WOE:ZWZEZ‘:ZE*

=0 =0

gisi
1+7r

Por lo tanto, £ no puede ser una oportunidad de arbitraje.

Ahora se demostrard la necesidad.
Para esta parte, nétese que, por las observaciones previas, el FTAP se reduce en la siguiente
afirmacion:

Se cumple la condicidn (4.7) sty sdlo si existe alguna P* = P tal que E*[Y] =0, y en este

caso, P* puede ser elegido de tal forma que la densidad % sea acotada.

En consecuencia, la parte que resta demostrar del FTAP se reduce a demostrar la nece-

sidad de la afirmacién anterior.

Como primer caso, supéngase que E[|Y|] < oc.

Sea el conjunto convexo
. . dQ
Q= {Q |Q es medida de probabilidad, Q ~ Py Fi es acotada },

y el conjunto
¢:={Fglv]lQe o}.
Sean Qp, Q; € Q arbitrarios, y 0 < a < 1, entonces

Qo :==0Q1 4+ (1 —a)Qp € Q,

luego,

aBo, [Y]+ (1 - a)Eq[Y] = Eg,[Y] €C,
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por lo tanto, C es convexo en R<.

Si se demuestra que 0 € C, entonces la prueba se termina.
Por contradiccién, supéngase que 0 ¢ C. Puesto que Q # ), ya que P € Q, entonces C # ().
Por la condiciones anteriores, el teorema de separacion del hiperplano en dimension finita
(véase Apéndice A.4) asegura la existencia de un vector & € R? tal que, para todo = € C,

x>0,y &9 > 0 para algin z¢ € C.
Esto es, para todo Q € Q, £ satisface

Egl€-Y] >0, y Eg,[§ - Y] > 0 para algin Qp € Q. (4.8)

De esta tltima condicidn, se concluye que P(-Y > 0) > 0. Si se llegase a demostrar que
&Y >0, P-c.s., entonces se llegaria a contradecir la condicién (4.7); por consiguiente, se
estarda demostrando que 0 € C.

Para demostrar que £ - Y > 0, P-c.s., definase las funciones ¢,, dadas por

1 1
On = (1—>IA+IAC7
n n

donde A := {£-Y < 0}. Luego, témese a ¢, como las densidades para las nuevas

probabilidades Q,, :

dQ,, 1
Q = —n, n=2,3,....

dQ - Elpn]

Puesto que 0 < ¢, < 1, entonces Q,, € Q. Asi, por la condicién (4.8),

0<¢-Eq,lY]=

1

Aplicando el teorema de convergencia dominada de Lebesgue,
E[g.YI{g.RO}} = lim E{@Y@n} > 0.

Lo anterior demuestra que P(A) = 0, y entonces se concluye que & - Y > 0, P-c.s.. Por lo

tanto, 0 € C.

Para el caso en que Y no es integrable con respecto a la probabilidad P, ésta probabilidad

se reemplaza por otra probabilidad apropiada H~”, siempre y cuando P~ P, % sea acotada, y

—1
> . (4.10)

E5[]Y|] < oo. Por ejemplo, definase P mediante

1

dP 1
1+ Y|

C
= —mm = E
aP 1+|y] P (
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Asi, la primera parte de la prueba proporciona una medida martingala P* equivalente a P

cuya densidad % es acotada. Ya que P* € Py

dP*  dP* dP
dP gp dP
es acotada, entonces P* es como el deseado, y asi la prueba se termina. n

De acuerdo al FTAP, ahora ya se esta en posicion de afirmar que un modelo de mercado
viable es aquel en el que es posible encontrar una medida martingala equivalente a la proba-
bilidad original PP.

Sea el espacio lineal
V= {E-? € e Rd“}

que denota el conjunto de todos los pagos que pueden ser generados por algun portafolio.

En general, un elemento V' € V no es generado por un tnico portafolio. Pero, tal y como el

siguiente resultado lo establece, la inversion inicial en cada uno de los portafolios si coinciden.

Lema 4.2.2. Sea un modelo de mercado libre de arbitraje y supongase que V € V puede ser
escrito como

V=¢-S=(-8, P-cs.,

para dos portafolios diferentes € y C. Entonces, ©-€ =7 - (.
Demostracion.

Por la hipétesis, se cumple que (€ — () - S = 0, P*-c.s., para cualquier P* € P. Luego,
€-¢-S

1+7r

TE-m (=7 () =E" =

Por el lema anterior, tiene sentido definir el precio de V€ V como

(V) =7-£siV=¢-8,
siempre y cuando el modelo sea libre de arbitraje. Asi, para V € V y P* € P arbitrario, se

tiene que
\%

147

m(V)=FE"*

Definicién 4.2.3. Supdngase que el modelo de mercado es libre de arbitraje y que V €V es
tal que (V') # 0. Entonces, el rendimiento de V estd definido por

V—n(V)

RV =—w)
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Notese que un caso especial que ya se habia mencionado es el dividendo libre de riesgo:

S0 — 70

r
ﬂ-O

= R(S").

Teorema 4.2.2. Supdngase que el modelo de mercado es libre de arbitraje y que V €V es

tal que (V') # 0.

a) Bajo cualquier medida martingala P*, la esperanza del rendimiento de V es igual al
rendimiento libre de riego r :

E*[R(V)] =r-

b) Bajo cualquier probabilidad Q ~ P tal que Eg[|S|] < 0o, la esperanza del rendimiento de
V estd dado por

aﬂmvnzr—ch(ﬁgJavO,

donde P* es una medida martingala arbitraria en P y covg denota la covarianza con
respecto a Q.

Demostracion.

a) La demostracion se sigue de la siguiente cadena de igualdades:

E*IR(V)] = FE =)
BV x(V)
(V)
_ (V)1 +7r)—m(V)
(V)
b) Sean P* € Py o* := %. Entonces,
covg(p®, R(V)) = Eqle"R(V)] - Eple*|Eg[R(V)]

— E[R(V)] - 1- Eg[R(V)]
= - Eg[R(V).

4.2.2. Derivados financieros

Por el momento ya se ha analizado el comportamiento de mercados en donde los activos
primarios son los que se comercializan. Generalmente, a tal mercado se le conoce como

mercado de wvalores, y aqui el interés es identificar aquellos modelos “correctos” que
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permitan analizar el comportamiento de los precios. Sin embargo, como ya se ha mencionado,
en los mercados actuales no solo los activos primarios son comerciables, también hay una gran
variedad de titulos o instrumentos financieros cuyo valor depende de los activos primarios,
y en la mayoria de las veces también de otros factores. A tal mercado se le conoce como

mercado de derivados financieros.

Ejemplo 4.3. En un contrato forward, al tiempo t = 0, un hedgers conviene en vender el
i-ésimo activo en el tiempo T =1 a un especulador, por un precio de entrega (delivery price)

K. El valor de un contrato forward estd expresado de forma aleatoria como
clv=5-K.

Si 8" > K, el tenedor del contrato forward gana la diferencia S'—K, en caso contrario, pierde

la cantidad K — S*. O

Ejemplo 4.4. El tenedor de una opcién de compra sobre el i-ésimo activo tiene el derecho
de comprar el i-ésimo activo al tiempo de ejercicio T =1, a un precio de ejercicio K. Su

correspondiente valor estd dado por

St—K si8>K,

Ccall _ (Sz o K)+ _ 4
0 515" < K.

Por otro lado, una opcién de venta da el derecho de vender el i-ésimo activo al tiempo
de ejercicio T = 1, y a un precio de ejercicio K. En este caso, su correspondiente valor
estd dado por
K-S sS <K,

Ccrvt = (K — SH* = _
0 st 8" > K.

Opciones de compra y venta con el mismo precio de ejercicio K y escritos sobre el mismo

activo subyacente estdan relacionados por la formula
Ccall o Cput _ S’L - K
]

Derivados (derivative securities, contingent claims) como el de los ejemplos anteriores son
los que se encuentran en el mercado de derivados. Un derivado financiero serd interpretado
como un contrato que es vendido al tiempo ¢ = 0 y el cual paga una cantidad aleatoria

C(w) > 0 al tiempo T = 1.

Matematicamente, es conveniente centrarse sélo en derivados cuyo valor sea no negativo.
Un derivado cuyo valor terminal pueda llegar a ser también negativo puede usualmente ser

reducido de una combinacién de derivados no negativos y de posiciones cortas de algunos de
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los activos primarios S°, S!,..., S
A continuacién se define de manera formal el concepto de derivado financiero.

Definicién 4.2.4. Un derivado es una variable aleatoria C en el espacio de probabilidad
subyacente (Q, F,P) tal que
0<C < o0, P-c.s..
Nétese que C depende de la informacién que describe los precios de los activos primarios.

Se dice que C' es un derivado de los activos primarios S°, ..., 5% si se cumple que
C=f(S8°...,8%,
donde f es una funcién medible en R4+,

Ahora el principal problema es determinar el precio “justo” de un determinado derivado
al tiempo t = 0. Para caracterizar a este precio, C seréd considerado como un nuevo activo
en el portafolio . Asf,

il .= 7¢ gl .— O, (4.11)

donde 7€ representara el precio inicial del derivado C.

Definicién 4.2.5. Un nimero real 7€ > 0 es llamado precio libre de arbitraje del
derivado C si el modelo de mercado, extendido de acuerdo a (4.11), es libre de arbitraje.

El conjunto de todos los precios libres de arbitraje para C es denotado por II(C).

El siguiente resultado establece que siempre es posible encontrar un precio libre de

arbitraje si el modelo inicial es libre de arbitraje.

Teorema 4.2.3. Supdngase que P # 0. Entonces el conjunto de precios libres de arbitraje

de un derivado C es no vacio y estd dado por

. C
H(O):{E [1—&-7‘

Primero se mostrara que II(C) es no vacié. Para ello, se fija una probabilidad P~ P tal que

P* € P tal que E*[C] < oo}. (4.12)

Demostracion.

E5[C] < oo (por ejemplo, la probabilidad puede ser definida mediante (4.10)).

Bajo la medida @, el modelo de mercado es libre de arbitraje. Luego, por el FTAP, existe
P* € P tal que % es acotado.
Asi, por construccién E*[C] < oo, y

C
1+7r

7¢ = E*

e I(0),

por definicién de P. Por lo tanto, II(C') # 0.
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Ahora, por el FTAP, 7€ es un precio libre de arbitraje para C si y sélo si existe una

medida martingala P para el modelo de mercado extendido de acuerdo a (4.11), tal que

ﬂ—i:EA‘{lir} parai=1,...,d+ 1.

En particular, P pertenece a P, y entonces se cumple la contencién C en (4.12).

Por otro lado, si 7¢ = E* Lir} para alguna P* € P, entonces P* es una medida martin-

gala para el modelo de mercado extendido.
Por todo lo anterior, se cumple la igualdad de conjuntos en (4.12). n
Por la convexidad de P se sigue que II(C') también es convexo, esto es, o existe un tinico
precio o una infinidad de ellos, pero no ambos, en otras palabras, II(C) es un intervalo.

En el siguiente resultado se especifica las cotas de los precios de un derivado, en donde Y

es el definido en (4.6).

Teorema 4.2.4. En un modelo libre de arbitraje, las cotas de arbitraje de un derivado C

estdn dadas por

) = |
) d C
= max{mG[O,oo)EfG]R conm+§oY§ﬁ,P—c.s.},
r
)
C
Teup(C) = sup E*
p( ) IP*EPP 1+7"

= min{m €[0,00] |36 €R? conm+€-Y > 1—1, P—c.s,}.

La demostracion, cuya construccién principalmente hace uso de conceptos definidos an-

teriormente, se puede encontrar en Féllmer and Schied[5] (véase Teorema 1.31.).

La siguiente definicién es esencial para poder asignar un precio inicial a los derivados.

Definicién 4.2.6. Se dice que un derivado C es replicable (replicable, attainable,
redundant) si

C=¢-8, P-c.s.,

para algin € € R La estrategia de inversion & es llamada portafolio replicante o

portafolio de apertura (replicating portfolio, hedging portfolio) para C.

Si un derivado C' es replicable con el portafolio £, entonces, desde un punto de vista fi-

nanciero, no hay diferencia entre el propietario del derivado y el propietario del portafolio.
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Sin importar lo que ocurra en el mercado accionario, el valor del derivado al tiempo T = 1

serd exactamente igual al valor del portafolio al tiempo T = 1.

Apelando al Lema 4.2.2, si se demuestra que un derivado C' puede ser replicable por algtin
portafolio £, entonces el problema de determinar un precio para C tiene una notable solucién:

El precio de C' es tnico e igual al costo & -T de su replicacion.

FEl siguiente corolario muestra que sé6lo los derivados replicables admiten un dnico precio

libre de arbitraje.

Corolario 4.2.5. Sea un modelo de mercado libre de arbitraje y C un derivado.

a) Si C no es replicable, entonces in(C) < Teup(C) y
H(C) = (Tius (C), e (C) ).

b) C es replicable st y sélo si éste admite un dnico precio libre de arbitraje.

Demostracion.

a) Por resultados previos se sigue que el conjunto II(C) es un intervalo no vacio. Resta

mostrar que este intervalo no contiene las cotas mi(C) y Tgup(C).

Por el Teorema 4.2.4, existe ¢ € R tal que

anf(C) +¢&-Y < , P-c.s.. (4.13)

C
1+r
Puesto que C no es replicable, entonces (4.13) no puede ser una identidad, casi
seguramente. De aqui que, con & := —(1 + r)mue(C), la estrategia de inversién
(€9, —£,1) € R¥*2 es una oportunidad de arbitraje en el modelo de mercado extendido

por
7t = e (O) y ST = C.

En efecto, ya que el mercado es libre de arbitraje, entonces £ - w > 0. Luego,

(WO, x, mnf(c*)) €0, -61) = —(1+ ) me(C) — € 7+ T (C)
= —rame(C) =&

< 0.
Por otro lado, de (4.13) se tiene que, P-c.s.,
C - (1 -+ T)?Tfnf(C) — (]. + 7’)5 Y Z 0;

—(14+r)mm(C) —&-S+C >0

(507 _ga 1) ' (SOaSa Sd+1) > 0.
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En consecuencia, 7e(C) no es un precio libre de arbitraje para C, y entonces
Tt (C) € II(C), i.e., es una cota inferior para II(C).
De forma similar se puede concluir que 7g,, ¢ II(C). Por lo tanto,

H(C) = (Tins (€). Taup(©)).

b) Se sigue del inciso anterior y del hecho de que si C' es replicable, entonces [II(C)| = 1.

Ahora se caracterizard aquellas situaciones en las cudles todos los derivados son

replicables.

Definicién 4.2.7. Se dice que un modelo de mercado libre de arbitraje es completo si cada

derivado es replicable. En otro caso, se dice que el modelo de mercado es incompleto.

El interés de los mercados completos se debe a que permite derivar una teoria de va-
luacién y apertura con derivados. El modelo de Cox-Ross-Rubinstein es un ejemplo simple
de un modelo de mercado completo, y éste es una versién a tiempo discreto del modelo de

Black-Scholes (véase Lamberton[13], p. 12-16).
El siguiente resultado da una caracterizacién precisa de los modelos completos.

Teorema 4.2.6. Un modelo de mercado libre de arbitraje es completo si y solo si existe
exactamente una medida martingala, i.e., |P| = 1.

Demostracion.

Supéngase que el modelo es completo. Entonces para cada A € F se cumple que I4 es un
derivado replicable. Luego, por el corolario anterior, I4 admite un tnico precio libre de ar-
bitraje, lo cual implica que P*(A) = E*[I4] es independiente de P* € P. Por lo tanto, existe

solamente una medida martingala.

Reciprocamente, supéngase que P = {P*}, y sea C' un derivado acotado, esto es,
E*[C] < co. Entonces C' tiene un dnico precio libre de arbitraje E* [ﬁcr} . Asi, por el corolario

anterior, C' es replicable. -

Nétese que una consecuencia del teorema anterior es que todos los derivados en los
mercados incompletos tienen una infinidad de precios iniciales libres de arbitraje, y esto

se debe a que los modelos admiten una infinidad de medidas martingalas.

Ejemplo 4.5. Para efectos ilustrativos, el modelo que aqui se analizard representa la esencia
del modelo binomial de un periodo. Considérese la situacion en donde el espacio muestral €)

consiste solamente de dos posibles escenarios: wt y w™; y la probabilidad P, es tal que

p:=P({w"}) €(0,1).
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Se asumird que eziste solamente un activo con riesgo con valor w al tiempo t =0, y que

al tiempo t = 1 toma dos posibles valores: a con probabilidad 1 — p, y b con probabilidad p;
donde, a y b son tales que 0 < a < b. Esto es,

P(S(w™) =a) =P{w"}) =1-p,

P(S(w™) =b) =P{w'}) =p.
De acuerdo a resultados previos, este modelo es libre de arbitraje si y solo si

r(1+7) € {E5[8) B~ Py = {+(1-FalFe 0,1} = (ab).

En este caso, el modelo también es completo. En efecto, cualquier medida martingala P* debe
satisfacer

m(l4+7r)=E*[S]=p"b+ (1 —p")a,

y esta condicion define, de forma unica, el pardmetro p* = P({w™}) como

., T1+7r)—a
= —_— ]_.
P e G

De aqui que, |P| = 1. En consecuencia, por el Teorema 4.2.6, el modelo es completo.

Ya que el modelo es completo, entonces todo derivado C' es replicable. Luego,
C(w) = €°8%w) +&S(w) = (1 +7) + £S(w),  para todo w € Q.

Lo anterior determina un sistema de ecuaciones lineales para las variables €0 y &, cuya
solucion estd dada por

¢0 — Clw)b—C(wh)a - CwT) - Cw™)
(b—a)(1+7r) '

Por lo tanto, el inico precio libre de arbitraje para C' es

m(C) = 7T-¢
_ Clw)b—C(wh)a +7TC(w+) —C(w™)
b—a)(l+7)
_ C’(w*).ﬂ(l+r)fa+C(w’).b7ﬂ'(1+7’)
147 b—a 147 b—a

De esta ultima igualdad,

1+r

ndtese que w(C) = E* [ ¢ ], tal y como en su momento ya se habia
hecho notar. Ademds, en términos del proceso de valor asociado a la estrategia de inversion
£=(£9),

Vi=7 E=

3|
o

|
%]

*

Vlf
1+7r

*
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La probabilidad p* es una “probabilidad artificial” que solo es usada en la valuacion del

derivado. Este no es la probabilidad real que mide el comportamiento de los precios del activo.

Para el caso de una opcidén de compra C = (S — k)T con precio de ejercicio K € [a,b], se

stgue que,
b—Kn(l+r)—a 0 b—m(l+4r)
_ + —
ﬂ((s K) ) 1+7r b—a +1—|—7“ b—a
b— K (b—K)a 1
= — . 4.14
b—a b—a 1+ ( )

Como caso particular, supongase que el activo con riesqgo puede ser comprado al tiempo

t

= 0 por el precio m = 100. Al tiempo t = 1, el precio o es S(wT) = b = 120 o
S(w™) = a = 90. Si se invierte en el activo con riesgo, los correspondientes dividendos
estan dados por

R(S)(w')=20% o R(S)(w)=-10% (4.15)

Ahora supdngase que se invierte en una opcion de compra C := (S — K)T con precio de

ejercicio K = 100. Eligiendo r = 0, por la férmula (4.14), el precio de la opcidn es

2
(C) = EO ~ 6.67.

Para la inversion inicial w(C'), el rendimiento del derivado C estd expresado como

_K)Yt—n
R(C) = (S I?(C) )
De aqui que, al tiempo t =1,
_20—-7(C) . _0—7(C)
R(C)(wh) = 0 - 200% o R(C)(w™)= ) - —100 %. (4.16)

Claramente, en las expresiones (4.15) y (4.16) se puede notar el gran beneficio que se
obtienen al invertir en un derivado, asi como también el gran riesgo al que se estd sujeto, lo
cual era de esperarse, pues fue la primera afirmacion que se resalto al inicio de ésta seccion.
Al incremento dramdtico tanto de la oportunidad de ganancia como del riesgo se le conoce
como efecto de apalancamiento (leverage effect) de las opciones.

Estas caracteristicas, principalmente, determinan el gran interés que los derivados financieros

estan adquiriendo en la actualidad O

Finalmente, para motivar el lector interesado en la aplicacién de la teoria de anélisis
convexo, los resultados principales que aqui se plantearon pueden ser tratados mediante

caracterizaciones geométricas.
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4.3. Teoria de valuacion en tiempo continuo

Ya que se ha finalizado el anélisis de los modelos de un sélo paso, ahora lo ideal seria ana-
lizar los modelos de mercado de varios pasos (o modelos de mercado de varios periodos), i.e.,
modelos en donde los activos son valuados en los tiempos t = 0,1,2,...,T. En este caso, el

uso de un espacio de probabilidad filtrado y de los procesos estocésticos se vuelven relevantes.

La importancia de estudiar los modelos de mercados en varios periodos es que permite
introducir una gran variedad de derivados financieros. El anélisis realizado para el caso de un
periodo facilita abordar la teoria para el caso de varios periodos, pues se siguen cumpliendo

los mismos resultados.

En esta seccién se establecerd los principales resultados que sustentan a los modelos de
mercado en tiempo continuo, i.e., modelos en un horizonte finito 0 < ¢ < 7. Anédlogo a la

seccién anterior, estos resultados seran aplicados en la valuacion de derivados financieros.

4.3.1. Portafolios dindmicos

Considérese un mercado financiero, en donde el tiempo es dividido en periodos de longi-
tud At, y en donde la inversién sélo se lleva a cabo en los puntos discretos nAt,n =0,1,. ...

Por “periodo ¢” se estard refiriendo a un periodo fijo [t,t+At), en donde ¢t = nAt para algtn n.

Para comodidad, ahora se introducen las siguientes notaciones:

d = numero de los diferentes tipos de activos.

¢ = nuimero de acciones de tipo i durante el periodo [t,t + At).

& = portafolio (¢},...,&1) durante el periodo t.

¢ = cantidad de capital gastado en consumo por unidad de tiempo

durante el periodo [t,t + At).
Sti = precio de una accién de tipo ¢ durante el periodo [t,t + At).

Vi = wvalor del portafolio &;.

Las decisiones y la informacién en el modelo son estructuradas como sigue:

= Al tiempo ¢, i.e., al inicio del periodo ¢, se tiene en posesiéon un portafolio “viejo” &_a¢
que fue elegido en el periodo previo t — At.

= Al tiempo ¢ se observa el vector de precio S; = (S}, ..., S%).

= Al tiempo ¢, después de haber observado S;, se elige un nuevo portafolio & que
serd retenido durante el periodo ¢. Al mismo tiempo se elige la tasa de consumo c¢;
para el periodo ¢ (puede ser visto como el porcentaje de la fortuna que serd retirado de

la inversién). Tanto & como ¢; serdn considerados constantes en el periodo ¢.
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Obsérvese que, de acuerdo a las suposiciones anteriores, la fortuna del inversionista al

inicio del periodo t esta dada por

Vi=&-atSt =& —nt- St (4.17)

La igualdad anterior expresa que, al inicio del periodo t, la fortuna es igual a lo que se
obtiene si se vende el portafolio, el cual se habia formado en el periodo anterior, a un precio
actual. Lo que se obtiene de esta venta puede ser usado para dos propdsitos:

= Reinvertir en un nuevo portafolio &;.

= Consumir la tasa c¢; sobre el periodo t.

El costo del nuevo portafolio &, el cual ha sido comprado al precio actual, estd dado por
£:St, mientras que el costo para la tasa de consumo c¢; estd dado por c;At. Asi, la ecuacién

presupuestaria (budget equation) para el periodo t estd dado como sigue:
& AtSt = &5t + et At
de donde,
Se(&r — &i—nr) + ctAt = 0;
SiAG + At =0, A& =& — &oase (4.18)

Puesto que el objetivo es obtener una ecuaciéon presupuestaria en tiempo continuo, nétese

que cuando At — 0 se obtiene la expresién formal

Stdft + Ctdt =0.

Si se estuviera trabajando con funciones deterministas, el problema ya estd resuelto.
Pero en este caso, ésta expresion es incorrecta, ya que las diferenciales estocasticas son
interpretadas en el sentido de la integral de Ito, y ésta integral esta definida como el limite
de sumas cuyos términos son de la forma H; (W, , — Wy, ), y no con términos de la forma
th+1 (Wt

Para remediar este falla, a la ecuacién (4.18) se le agrega un término 0:

wi1 — Wi,), que es como aparece en (4.18).

St—atA& — Si—at A& + StA& + ¢ At = 0.
Asi, la ecuacién anterior se transforma en
St—at A& + AS A& + oAt = 0,
ahora, cuando At — 0, se tiene

Stdgt + dStdﬁt + Ctdt =0. (419)
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La ecuacién anterior representa la ecuacion presupuestaria que se cumple para todos los
portafolios autofinanciables (esto son, como su nombre lo indica, portafolios que no necesitan

capital extra para reajustarlos a otro portafolio).

Por otro lado, cuando en (4.17) se toma At — 0, entonces se tiene
Vi = &St

Al aplicar la férmula de integracién por partes, se obtiene la ecuacion general para la dindmica

de un portafolio arbitrario:

dVy = &dS; + Sid&t + dSid&y. (4.20)

Considerando la ecuacién (4.19) y la ecuacién (4.20) se obtiene la dindmica de un
portafolio autofinanciable:

d‘/t = §td5t - Ctdt.

En particular, en una situacion donde no existe algtin consumo, ¢; = 0, se cumple la dinamica

dVy = &dS;. (4.21)

Se resalta el hecho de que la interpretacién econémica de la ecuacién (4.21) es, por su-
puesto, en un modelo sin insumos externos, todos los cambios del valor son consecuencia de

los cambios en los precios de los activos.

Ahora se definird formalmente los conceptos centrales que se abarcaron en el bosquejo

anterior.

Definicién 4.3.1. Sea un proceso de precios d-dimensional (S¢) dado.

a) Una estrategia de inversidn (portafolio estratégico, o simplemente portafolio) es

cualquier proceso d-dimensional F; -adaptado
€= (&)
b) El proceso de valor (Vf) asociado al portafolio & := (&) estd definido por

d
Vi =D &si
i=1

c) Un proceso de consumo es cualquier proceso unidimensional F7 -adaptado

c:= (cr).
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d) Se dice que el par (§,¢) es un portafolio de consumo autofinanciable

(portfolio-consumption self-financing) si el proceso de valor (Vf) satisface la condicidn

d
AV = " &dS) — cydt.

i=1

Si ¢ =0, se dice simplemente que el portafolio & es autofinanciable.

Notese que, en general, al portafolio & se le permite depender de las trayectorias pasadas

de los precios {S,,u < t}.

4.3.2. Arbitraje en modelos a tiempo continuo

Ya que otro de los objetivos principales es el analisis del modelo de Black-Scholes, aqui s6lo
se analizard un modelo de mercado con dos activos: un activo libre de riesgo con proceso de
precios (8;) y un activo con riesgo cuyo proceso de precios serd denotado por (S). También

se asumird que ¢; = 0.

A partir de ahora, por £ se entenderd de que se trata del portafolio (&) tal que al tiempo

t estd definido por
& = (ag, by),

en donde a; denota el nimero de acciones del activo con riesgo al tiempo ¢, y b; denota el
numero de unidades del activo sin riesgo al tiempo ¢. Se asumird que los procesos son tales

que las integrales fot asdSs y fot bsdf3s existen.

Definiciéon 4.3.2. Se define el proceso de ganancias para la estrategia de inversion &

t t
Gf:/ astS+/ bsdfs.
0 0

Bajo este concepto, la estrategia de inversion £ es autofinanciable si satisface

como

VE=V§ + G5,

i.e.,

dVE = a;d Sy + bydp,.

Cuando la estrategia de inversion & es autofinanciable y satisface la restriccion de liquidez:

VE>o,

entonces se dice que la estrategia es admaisible.

Puesto que uno de los activos que se esta considerando es libre de riesgo, a continuacién

se define su dinamica.
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Definicién 4.3.3. El proceso de precios (B;) es el precio de un activo libre de riesgo si

éste tiene la dindmica

dpy = r(t)Bedt,
donde r(t) define a un proceso adaptado .

La caracteristica peculiar de un activo libre de riesgo es que no es dirigido por los
términos del movimiento Browniano: dW. De hecho, la dindmica de (;) también puede

ser escrita como

By _
3, = r(t)dt,

de aqui que (B;) estd definida por

B, = fBo exp (/Otr(s)ds>.

Un caso importante y especial aparece cuando r es una constante, en este caso el proceso

de precios es una funcién determinista que puede ser interpretada como el precio de un bono.

Por lo anterior, a partir de ahora se asumird que (8;) es continuo, es de variacién finita,

y Bo = 1.

En lo sucesivo, por proceso de precios descontados se estara refiriendo al proceso (St), el

cual es definido, al tiempo ¢, mediante la relacién

~ S
S, = L.
B
Andlogamente, por proceso de valores descontados se estard refiriendo al proceso (‘N/f),

el cual es definido por

- Ve
Ve =L,
LB

Teorema 4.3.1. La estrategia de inversion £ es autofinanciable si y solo si

t
Vi=Vi+ / aydS,. (4.22)
0

Demostracion.

Primero se demostrara la necesidad.
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Supéngase que el portafolio es autofinanciable. Ya que (3;) es continua y de variacién finita,

ve = Layegve Ve
ave = ﬁtd d<ﬂ>+d d<6t>
= Lavegve
= 5 d<6t> (4.23)

_ Blt atdst‘f‘btdﬁt) (atSt"rbtﬁt) (;t)

(
(5 fie(2)
G

de donde, dV;® = a;dS;, i.e., se cumple la condicién (4.22).

Ahora se demostrard la suficiencia.
Puesto que

Vi = auSy + by,
entonces b, = 175 — a,S,. Luego, utilizando la condicién (4.22) se obtiene
by = VO /t audS, — a; Sy,
0
y por otro lado,

t
‘/té = Vogﬂt + ﬂt/ audSu
0

En consecuencia,
t
avE = Vi +dB, / audS, + GradS,
0
= ‘/Ogdﬂt + dﬂt (bt - ‘/05 + at§t> + ﬂtatdgt
= bdB + atgtdﬁt + Btatdgt
= bdB + atd(gtﬁt)

= btdﬂt + atdSt.

Por lo tanto, el portafolio £ es autofinanciable.
|

En el resultado anterior se puede apreciar la relevancia de la propiedad de variacién finita,

ya que permite aplicar el siguiente enunciado:
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Si (Xy) y (V) son procesos de Ité y (X¢) es de variacidn finita, entonces dY;dX; = 0.
La aplicacién de éste enunciado justifica las igualdades dadas en (4.23) y (4.24), conclusio-
nes que ya se esperaban como consecuencia directa de las reglas basicas de diferenciacion

estocdstica (véase Seccién 2.4).

Un caso particular del teorema anterior es cuando 3; = exp(rt), para r constante. De

hecho, para este caso, la necesidad se prueba como sigue:

dﬁg = (exp( rt)V; )

= —rexp(—rt)VEdt + exp(—rt)dVE
= _rexp(—rt) (atSt + by exp(rt))dt + exp(—rt)aydS; + exp(—rt)byd(exp(rt))
= (— rexp(—r )Stdt—i-exp(—rt)dst)

—  a,dS,,

y asi se prueba la condicién (4.22). Probar la validez de la suficiencia no es complicado.

Definicién 4.3.4. Una oportunidad de arbitraje es una estrategia de inversion admisible

& tal que VO6 =0, pero E[Vﬂ > 0.

Ya que la estrategia es admisible, entonces Vﬁ >0, i.e., IP’(VT5 > O) = 1. Luego, la con-
dicion B|V{] > 0 es equivalente a P(Vf > 0) > 0.

Andlogo al caso discreto, la posibilidad de arbitraje se traduce en la posibilidad de
acumular un capital positivo sin haber tomado algin tipo de riesgo. Y bajo la hipétesis
de que el mercado es eficiente, éstas situaciones no deberian de existir. Por tal motivo, se

tiene especial interés en buscar modelos que no admitan arbitraje.

Teorema 4.3.2. Supdngase que existe una probabilidad P* tal que el proceso (§t) es una
P*-martingala. Entonces para cualquier estrategia de inversion admisible &, el proceso (‘N/f)

es también una P*-martingala.

La probabilidad P* se llama medida martingala, medida martingala equivalente,

medida de riesgo neutral o medida de probabilidad de riesgo neutral.

La prueba se vale del resultado que garantiza que cuando (5,:) es P*-martingala, entonces

la integral estocéstica con integrador S, es también una P*-martingala. Luego, la propiedad

g
:

de martingala de (\N/f) se verifica como sigue: Para 0 < s < ¢,

t
VE+ / 0,d3,
0

t ~
/ a,dSy,
0

E* [j

si| = E*

Ve + B
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Vog—&—/ audgu
B 0

= V&,

S

El resultado anterior se aproxima a la condicién de no arbitraje en el mercado, ya que
garantiza que si se inicia con una inversién de valor cero, entonces el valor positivo no puede

crearse si las probabilidades son asignadas por P*, i.e.,
i V§ = 0, entonces B*[Vf] =0y P*(Vf =0) = 1.

Sin embargo, en la Definicion 4.3.4, la esperanza es calculada bajo la probabilidad original

El siguiente resultado, conocido como Primer Teorema Fundamental, da una

condicion probabilista que asegura cuando los modelos son libres de arbitraje.

Teorema 4.3.3. Un modelo de mercado no admite oportunidades de arbitraje si y sélo si

existe una probabilidad P*, P* ~ P, tal que el proceso (gt) es una P*-martingala.

Anélogo al caso discreto, cuando el mercado no admite oportunidad de arbitraje se dice

que el modelo es libre de arbitraje.

Recuérdese que un derivado financiero es una variable aleatoria no negativa C en
(Q,Fr) (Fr es simplemente notacién, pues en realidad coincide con F). Este objeto
matematico es una generalizaciéon de contratos sobre activos primarios, el cual paga la

cantidad C' al tiempo T.

Definicién 4.3.5. Un derivado C es replicable si E[C?] < co y si existe una estrategia de

inversion admisible £ que replica al derivado, esto es, Vt& >0yC= Vf.

Tal y como ya se esperaba, para evitar arbitraje en el modelo, los derivados deben ser

valuados utilizando los portafolios que lo replican.

Teorema 4.3.4 (Teorema Fundamental de Valuacién de Activos). Supdngase que el
modelo de mercado es libre de arbitraje y que C es un derivado replicable. Entonces T1(t), el
precio libre de arbitraje de C' en el tiempo t < T, estd dado por Vf, el valor de un portafolio

admisible replicante. Mds ain,

B,

f
Br [

(t) = V& = E* : (4.25)

Demostracion.
Puesto que C es replicable, entonces este es replicado por una estrategia admisible con el

valor del portafolio replicante Vf, para 0 <t < T,y se cumple C' = Vf.
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Para evitar arbitraje, el precio de C en un tiempo arbitrario t < T' debe estar dado por

el valor del portafolio Vf, de otra forma es posible obtener una ganancia mediante arbitraje.

Por otro lado, nétese que si el modelo es libre de arbitraje, entonces, por el Teorema
4.3.3, existe una medida martingala P* tal que el proceso de precios descontados es una
P*-martingala. Luego, por el Teorema 4.3.2, el proceso de valor descontado 175 es una P*-

martingala. De aqui que, por la propiedad martingala,

~ Vv 173
vi=t = E*|ZL|F
B Br|"
1
= E*|—0C|F|.
Br |
Por lo tanto,
() = V¢ = E* ﬁc& :
Br

De acuerdo al teorema anterior, el valor del derivado C' al tiempo ¢t = 0 estd dado por

1

ﬂiTC

11(0) = E*

El siguiente resultado da una caracterizacion de los derivados replicables en términos del

proceso de precios descontados.

Teorema 4.3.5. Sea C un derivado integrable y sea M(t) := E* [ﬁ%‘]—}} Entonces C' es

replicable si y sélo si M(t) puede ser representado de la forma
t
M(t) = M(0) + / H,dS,
0

para algin proceso predecible (Hy). Ademds, ‘N/f = M(t) es el mismo para cualquier portafolio

admisible que replica a C.

Un modelo de mercado libre de arbitraje, en donde todos los derivados son replicables se

conoce como completo. En otro caso, se dice que el mercado es incompleto.

El siguiente resultado, conocido como Segundo Teorema Fundamental, caracteriza

un modelo completo en términos de la medida martingala.

Teorema 4.3.6. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) FEl modelo de mercado es completo.
b) La medida martingala P* equivalente a P, que hace a §t una P*-martingala, es inica.

c) El precio libre de arbitraje dado por (4.25) es inico.
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4.4. Modelo de Black-Scholes

4.4. Modelo de Black-Scholes

El modelo sugerido por Black y Scholes es el modelo de valuacién de derivados
comunmente aceptado en la Industria Financiera. Este modelo asume un modelo de mercado

formado por dos activos primarios. El primer activo es un bono con proceso de precios (Bt)
definido por la EDO

dB; = rBdt, r positiva y constante,
By =1.

El segundo activo es un activo con riesgo cuyo proceso de precios (S;) satisface la EDE

dSt = /J,Stdt + O'Stth,
So >0,

donde la constante p denota la media de los dividendos del activo y la constante o la respec-

tiva volatilidad, o # 0, y W; define a un movimiento Browniano (W;) de valores reales.

Notese que en el modelo de Black-Scholes se asume que la tasa de interés r y la volatilidad

o son constantes.

Por resultados previos, la dinamica de los activos estan dadas de forma explicita por

o2
B =exp(rt), Si= Spexp (u — 7>t + oW, |.

Nuevamente, si a; y by denotan el nimero de acciones y las unidades de bonos que se
poseen al tiempo ¢, respectivamente, entonces la siguiente definiciéon proporciona la condiciéon

para que las estrategias de inversién en el modelo de Black-Scholes estén bien definidas.

Definicion 4.4.1. Una estrategia autofinanciable estd definida por un par de procesos

predecibles (a;) y (by) que satisfacen
T T
/ |at|2dt+/ |be|dt < oo, P-c.s.. (4.26)
0 0

La condicién (4.26) garantiza que las integrales que definen al proceso de ganancias

estd bien definida (véase Definicién 4.3.2). M4s ain, fot asdWs es una P-martingala.

A continuacion se menciona un resultado clave que permite mostrar la existencia de una
medida de probabilidad equivalente a P bajo la cual el proceso de precios descontados <§t>

es una martingala.

Teorema 4.4.1 (Teorema de Transformacién de Girsanov). Sea (6;) un proceso

adaptado que satisface foT 0?ds < oo, P-c.s. y tal que el proceso (L;) definido por

t 1 t
Ly =exp —/ O,dW, — 5/ Oids ,
0 0
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es una P-martingala. Entonces, bajo la nueva probabilidad Q definida en (0, Fr) por la
relacion Q(A) = Ep[laLr], el proceso (WO definido por Wt = W + fot Osds, es un

movimiento Browniano estandar.

Bajo el contexto del modelo de Black-Scholes, el proceso de precios descontados cumple

~ S,
dS; =d (exp{rt)) = —rexp(—rt)Sidt + exp(—rt)dS;
= —rexp(—rt)Sidt + exp(—rt) (pStdt + O’Stth)
= S, ((u —r)dt+ ath)
= o5 (F=Lat+aw).
o
En consecuencia, si se considera Wt = W; + £="t, entonces el proceso de precios
descontados cumple la dindmica
dgt = O'gtdwt. (427)

Si se define el proceso (6;) mediante §; = #—*, entonces se cumple las hipétesis del teorema

anterior, y por lo tanto Wt define a un movimiento Browniano estandar bajo la probabilidad

Q.

Por otro lado, de la EDE (4.27) se deduce que

Sy = Sp exp <0Wt — 7t)
Luego, por el Teorema 2.2.3 (véase Seccién 2.2) se concluye que el proceso (gt) es una Q-
martingala.

Todo lo anterior demuestra la existencia de la medida martingala P* tal que el modelo

de Black-Scholes es libre de arbitraje (véase Teorema 4.3.3). En este caso, se tiene que
P*(A) := E[14L7],

donde

—r 1 —’1“2
LT:exp<—'uU WT—(Maz)T)

Tal y como ya se esperaba, bajo el contexto del modelo de Black-Scholes, el Teorema

Fundamental de Valuacién de Activos esté expresado como sigue.

Teorema 4.4.2. Sea P* la medida martingala en el modelo de Black-Scholes. Supongase que

un deriwado al tiempo T estd dado por la v.a. no negativa Cp. Si

E*[CF] < oo,
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4.4. Modelo de Black-Scholes

entonces el derivado es replicable y el valor al tiempo t de un portafolio replicante estd dado

por
V, = B[ exp(—r(T — t))CT’ft]

En particular, la prima de la opcion es

Vo = E*[exp(—rT)Cr].
En el caso de las opciones Europeas, tanto el precio de la opciéon como el portafolio de

apertura pueden ser obtenidos explicitamente.

Teorema 4.4.3. El valor al tiempo t de una opcion Furopea cuyo pago en el tiempo de

ejercicio es Cp = f(St) estd dado por Vi = F(Sy,t), donde

0o 2

F(x,1) :exp(—r(T—t))/ f(a:exp((r— g)(T—t)—ng\/’]Tt))exp(yQ)dy.

— 00

2 Vor

Demostracion.

Por el Teorema 4.4.2, el valor al tiempo t es
Vi = B*[exp(=r(T = 0)/(Sr)| 7] (4.28)
en donde la probabilidad IP* es tal que Wt := E="t es un movimiento Browniano y

dgt = Ugtdwt.

Resolviendo la ecuacién anterior,
St = Spexp (CTWT — ?T)
2

o
2

= Syexp (0 (WT - Wt) - —(T - t))

L
uego, N )

St = Spexp(r(T — t))exp(a(WT - Wt) - %(T - t))

Sustituyendo la expresién anterior en (4.28) se obtiene

0.2

Vi=F [exp(—r(T - t))f(St exp(r(T —t)) exp (O‘(WT - Wt) - E(T - t))) ‘.7-}]
Ya que la v.a. S; es F; medible y, bajo la probabilidad P*, Wy — Wy ~ N(0,T —t) y es
independiente de F;, por el Teorema 10 del Apéndice A.4 se concluye que
V() = F(S,t)
e} 0.2
= / exp(—r(T — t))f(St exp(r(T —t)) exp (UZ - 7(T - t)))

— 00

I S R
BV R WS T

121




Capitulo4. Introduccion a las Finanzas Estocdsticas

o0

= exp(—r(T — t))/ f(St exp ((r - 302)(T —t)+ Uyﬂ))

— 0o

La funcién F(z,t) del teorema anterior puede ser calculada de forma explicita para

opciones de compra y de venta Europeas.

Corolario 4.4.4. Supdngase que se tiene una opcion de compra Furopea con pago al tiempo

de ejercicio por f(St) = (St — K)T. Entonces, escribiendo 6 =T —t, se tiene,
F(z,t) =xN(d1) — K exp(—r0)N (da2), (4.29)

donde N(x) es la fda de una v.a. normal estindar, i.e.,

2

Y
N(x) ex —)d ,
\/27r/ p 2 Y

donde
g = ln(%) +(r+ %)9
1 0’\/@ 9
Yy d2 = d1 — O’\/g.
Demostracion.

Por el teorema anterior,

Fla,t) = exp(—r0) /

—00

2

i
\/E/ (a: exp a\[y — —9) — Kexp(—7‘9)> exp ( — %)dy (4.30)

El rango de valores de y para los cuales el integrando es no cero debe cumplir la siguiente
condicion:

2
T exp (U\/§y — %9) > K exp(—r0),

el cual es equivalente a

En consecuencia, el integrando en (4.30) es no cero si y + ds > 0. Asi,
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(m exp U\[y — %9) - Kexp(—r@)) exp ( — y—)dy

2

=/
— / (m exp ( — oVly — 79) - Kexp(—r9)> exp ( - %)dy

ﬁ\

ﬁ\

2
exp —oVoy — %9) exp ( %)dy — K exp(—rf)N(ds)

=
/ exp y+mf) )

— K exp(—rf)N(dz)

- -

— Kexp(—rf)N (d2).

La funcién (4.29) es conocida como la férmula de valuacién de Black-Scholes para
una opcién de compra Europea. Realizando célculos similares, el valor de una opcién de

venta Europea estd dado por

F(z,t) = Kexp(—r0)N(—dz) — xN(—dy).

Una de las principales caracteristicas de la férmula de valuacién de Black-Scholes (y
una de las razones de su éxito) es que depende solamente del pardmetro desconocido o. El

parametro de tendencia p desaparece por el cambio de probabilidad.

Ahora sélo resta mostrar cémo construir el portafolio replicante para cubrir una opcién.

Teorema 4.4.5. En la notacion del Teorema 4.4.3, el proceso (at,b:) que determina el

portafolio replicante del Teorema 4.4.2 estd definido por

ar = Fz(St,t), Yy bt = exp(—rt)(F(St,t) - atSt).
Demostracion.
Combinando el Teorema de Feynman-Kac (véase Apéndice A .4) y las reglas de diferenciacién

usuales, F(x,t) satisface la siguiente EDP
1
Fy(z,t) + 2 202 Fpp(,t) — rF(a,t) +raFy(x,t) =0, 0<t<T,

con condicién de frontera dado por el valor del derivado al tiempo de ejercicio, F(z,T) = f(x).
Esta ecuacién es conocida como la EDP de Black-Scholes (o simplemente ecuacidn de

Black-Scholes).

Al definir la funcién

F(z,t) = exp(—rt)F(z exp(rt), t),

entonces se tiene que

= F(S,,1).
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Por la férmula de It6,

o o t B t t] o
F(5,.1) :F(SO,O)+/ Fm(Su,u)dSu—&—/ Ft(Su7u)du+/ S Foe(8, )5, dS.. (431)
0 0 0

Por otro lado, nétese que

Fy(a,t) = —rexp(=ri)F(wexp(rt),t) + exp(—1t) (12 exp(rt) Fy exp(re) (@ exp(r) 1)
+Fi(wexp(rt), 1))
- exp(—rt)( — rF(zexp(rt),t) + Fi(zexp(rt),t)
70 XD (1) i expiry (2 exp(rt) 1))

1 ~
= —§U2x2FM (z,t),

dS,-dS, = o*S2dt.
Luego, la ecuacién (4.31) se reduce a
F(S,,t) = F(Sy,0) + /Ot Fy(Sy, u)dS,,.
Por lo tanto, el candidato natural que define a a; es entonces
ar = Fy(Sp,t) = Fy(Si, 1),
y en consecuencia,
by = F(S;,t) — aSy = exp(—rt)(F(Sy, t) — arSy).

Asi, el portafolio (a¢,b;) es autofinanciable y su valor descontado al tiempo ¢ estd definido

porf/t:ﬁ(ght). n

Como aplicacién directa del teorema anterior, el portafolio que replica una opcién de

compra Europea estd dado por

ay = N(dl), bt =-K exp(—rT)N(dg).

La EDP de Black-Scholes es un ejemplo de EDP’s del tipo parabdlica. Tales EDP’s pueden
ser resueltas por varios métodos analiticos o numéricos, pero como ya se mostré anterior-
mente, existe un método totalmente diferente por el cual se obtiene una solucién en la forma
de un valor esperado. La conexién entre la valuacién de opciones por métodos de EDP’s y el
método de martingala en tiempo continuo se debe al teorema, representacion o formula de

Feynman-Kac.
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Existen varios caminos que permiten obtener la EDP de Black-Scholes. Por ejemplo,
ahora supdngase que el valor del portafolio V; puede ser escrito como V; = f(S¢, t), para una

funcién suave apropiada f. Por la condicién de autofinanciabilidad, el modelo debe cumplir

d% = atdSt -+ btdBt = Q¢ ([,LStdt + O'Stth) + bt (TBtdt)
(at,uSt + bt’/‘Bt)dt + atO'Stth. (432)

Por otro lado, aplicando la férmula de It6 a V; = f(S¢, t) se tiene que

1
v, = ( F(Sest) + 5 fan (St )0 S} + fw(St,t)uSt)dt + £ (Sy, )0 Spd W (4.33)

Igualando las ecuaciones (4.32) y (4.33), rdpidamente se obtiene el tamano de la porcién

del activo que replicard al portafolio:

ar = f$(5t7t)

Ahora, para determinar el tamafio de la porcién de bonos, de las ecuaciones (4.32) y

(4.33) solamente se necesita igualar los coeficientes de dt, esto es,
1
1fz (St 1) St + ber By = fi(St,t) + §fwm(5tat)025152 + fu (S, t) St
Luego, resolviendo para b; :

1 1
by = "B, <ft(5t7t) + 2fm(5t,t)025t2>,

Debido a que V; es igual tanto a f(S;,t) como a a;Sy + by By, sustituyendo los valores de

a; y by dan lugar a una EDP para f(S;,1) :

f(St7t) ‘/t

= atSt—Fstt
1 1
= [2(Se,t)S; + —- <ft(st;t) + fm(Sut)UQStQ) B;
T’Bt 2

1 1
= Sifu(St,t) + o (ft(styt) + 2fa:a:(5tut)(725t2>~
De la expresion anterior, al reemplazar S; por simplemente S se obtiene justamente la
clasica y famosa EDP de Black-Scholes:
1
fe(S,t) + 50252f33(5, t)+rSfs(S,t) —rf(S,t) =0,

con la condicién de frontera

f(S,T)=g(S,K), paratodo S eR.
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Como caso particular, si el derivado que se esta evaluando es una opcién de compra

Europea con precio de ejercicio K, entonces f(S,T) = g(S,K) = (S — K)*.
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Capitulo 5

Método de Harper

Desde la propuesta del modelo de Black-Scholes para la valuacién teérica de una opcién
Europea en 1973, la valuacién de derivados financieros se ha convertido en el problema central
en la teoria financiera. En la actualidad, el principal interés de los inversionistas es encontrar
modelos maés realistas. Como caso particular, se ha notado que las variables involucradas,

tales como la volatilidad y la tasa de interés, no deben permanecer constantes.

En la construccién de modelos maés realistas se han implementado diferentes propuestas,
y éstas abarcan desde el uso de nuevas distribuciones de probabilidad hasta el uso de nuevos
métodos para la solucién de EDP’s, en donde el teorema de Feynman-Kac funciona como la

principal conexién entre estas dos grandes teorias.

Un método para encontrar la soluciéon de la EDP de Black-Scholes con coeficientes de-
pendientes del tiempo, asi como otras variaciones, se puede encontrar en Wilmott[25]. Este
método consiste en reducir la EDP original a una ecuacién de difusiéon mediante cambios de

variables.

En Marianito y Rogermar[20] se puede encontrar otra propuesta para resolver EDP’s
como la ecuaciéon de Black-Scholes con coeficientes dependientes del tiempo. Este método
consiste en transformar la EDP original a una ya conocida. Para obtener soluciones en forma

cerrada, este método falla si la solucién de la nueva ecuacién a resolver no se conoce.

Existen otros métodos para resolver la ecuacion de Black-Scholes y algunas de sus versio-
nes, pero la mayoria de ellos hacen uso de herramientas sofisticadas, por ejemplo, la trans-

formada de Laplace, la transformada de Fourier y teoria de grupos de Lie.

En este trabajo de tesis se usard el método propuesto por J. F. Harper en [7] para pro-
poner una solucién general de una EDP de tipo parabdlica con coeficientes dependientes del
tiempo, el cual generaliza la ecuacién clasica de Black-Scholes. También se propondra una
segunda solucién general de una EDP parabdlica menos general que la anterior, pero también

de la forma de Black-Scholes.
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Cabe resaltar que el contenido de este tultimo capitulo parte solamente de un ejemplo que
motiva a considerar una generalizacién, por lo tanto, todo lo que aqui se presentard es una
aportacion que el lector no encontrard en la literatura; a diferencia de los capitulos anteriores,
en donde se completaron detalles de la demostracién de una gran cantidad de resultados, pero
que no se mencionaron de forma explicita porque es posible encontrar la idea principal de

los mismos en la literatura.

5.1. Solucion de la ecuacion de Black-Scholes

El método que J. F. Harper propone, permite resolver EDP lineales de la forma
i=n
Caogo +aCy +bC + Y d'Cpi =0,
i=0
donde t es el tiempo, y a,b,d’ son funciones de z7,t. Este método consiste en reducir la
ecuacion original a una ecuacién de difusiéon mediante los siguientes pasos:
1. Ignorar por un momento el término de la segunda derivada.
2. Encontrar la solucién general de la ecuacion lineal resultante de la forma
C = ®f(X%..., X" 1 T), donde f es una funcién arbitraria de n + 1 variables, y
®, X, T son funciones de z7,t, las cuales son determinadas por el método de las ecua-
ciones caracteristicas o método de Charpit.
3. Se propone la solucién de la ecuacién original de la forma C = ®F(X°, ... X" T),
donde X es independiente de 2° y es elegida de tal manera que transforme la ecuacién
original a una ecuacién de difusiéon o a una ecuacién que se pueda convertir en una

ecuacion de difusion al aplicar nuevamente el método.

Cabe mencionar que J. F. Harper explica su método durante su misma aplicacién en
tres ecuaciones particulares, siendo una de ellas la ecuacién clasica de Black-Scholes. Para
familiarizar al lector con este método, a continuaciéon se mostrard paso a paso como resolver
dicha ecuacién, ya que estos detalles no se encuentran en el articulo Harper[7]. A partir de
ahora, por método de Harper se entenderd que se trata del método que J. F. Harper propone

en [7].
Considérese la EDP de Black-Scholes

1
50—252055(5, t) +1rSCs(S,t) + C(S,t) —rC(S,t) = 0, (5.1)

donde o2 es la varianza de los dividendos generados por el activo, y r es la tasa de interés

en una inversién sin riesgo, ambos términos se consideran constantes.

Para el caso de una opciéon de compra Europea, las condiciones de frontera estan dadas
por
C(0,t) =0, C(S,T)=(S—K)" =max{S — K, 0},
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C(S,t) ~ S cuando S — oo,

donde K es el precio de ejercicio, y T es el tiempo de ejercicio. Las condiciones anteriores

son equivalentes a

C(S,T)=(S—-—K)H(S - K), (5.2)
donde
1 iz>
H(z) = siz>0
0 siz<0,

es la funcion escalonada de Heaviside.
Aplicando el método de Harper a (5.1), ignorando el término Csg, se obtiene
rSCs(S,t) + C(S,t) = rC(S,1), (5.3)

cuyo sistema de ecuaciones caracteristicas asociado estd dado por

ds dt dC

it L A 5.4
rS 1 rC (54)
Ahora se resuelve el sistema anterior en el intervalo [¢,T] :
= Sea % = %.
Entonces,
T ds /T
— = rds;
¢ S t
Incg —InS=r(T—1t), co:= constante;
S
In— =—r(T -1t).
co

Al proponer ¢g = K resulta la primera integral independiente de (5.4) propuesta en
Harper|[7]:

S
X:lnE—r(t—T):cl, (5.5)

donde ¢; es una constante arbitraria.

dCc _ dt
L] Sea < — 1
Luego,

T dC T
/t Yol 7»/15 rds;
InC(S,T) —InC(S,t) = r(T —t);
C
111;2 = —T(T — t),
C=coexp(r(t—1T)),

donde ¢ es una constante arbitraria.

Asf se obtiene la segunda integral independiente de (5.4) propuesta en Harper[7]:

f=Cexp(—rt—1T)) = co. (5.6)
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Por lo anterior, la solucién general de (5.3) estd dada por ¢ = f(c2), ie.,

C =exp(r(t—T))f(X), donde f es una funcién arbitraria.

De acuerdo al método de Harper, se propone la solucién general de (5.1) de la forma
C=exp(rt—T))F(X,Y), (5.7)
donde Y :=Y(t) y X es definida en (5.5).

Al sustituir la expresién (5.7) en la ecuacién original (5.1), se tiene

1 1

Luego, se propone Y = %02 (t = T), ya que de esta forma la ecuacién anterior se reduce a
Fxx — Fx + Fy =0. (5.8)
Ahora se necesita resolver la ecuacién (5.8), y para ello se repite el método. En este caso,
al omitir el término F'xx, la nueva ecuacién a resolver resulta ser
—Fx + Fy =0, (5.9)

cuyo sistema de ecuaciones caracteristicas asociado esta dado por:

AX _dy _dF

- 1

-1 1 0 (5.10)
Al resolver el sistema anterior, para el par —dX = dY se obtiene

Z=X+Y =cs, (5.11)

mientras que para el par dY = % resulta

F:C4,

en donde c3 y ¢4 son constantes arbitrarias. Luego, la solucién general de (5.9) estd dada por

cq = g(cs), ie., F=g(2).
Por el método de Harper, se propone la solucién general de (5.8) de la forma
F(X,)Y)=G(Z, W), (5.12)
donde Z=X+Y y W :=W(Y).
Al sustituir (5.12) en la ecuacién (5.8) se deduce que

GZZ + way =0.
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5.1. Solucion de la ecuacion de Black-Scholes

Por lo tanto, al proponer W = —Y, la ecuacién anterior se reduce a la ecuacién de difusién
Gzz =Gy, —o0<Z<oo,W >0, (513)
donde

S 1,

Z = X4Y=In—+(r—=-0)(T-1), (5.14)
K 2
1

W = —Y:§£01¢) (5.15)

En resumen, la solucién a la ecuacién original (5.1) estd dada por

C(S,t) =exp(r(t —T))F(X,Y) =exp(r(t = T))G(Z,W).

En consecuencia, la condicién inicial para la ecuacién de difusién (5.13) se obtiene como

sigue:

G(Z,0) = C(Kexp(2),T)
= (Kexp(Z)— K)H(Kexp(Z)— K)
= K(exp(Z)—-1)H(Z), (5.16)

pues cuando W = 0 se sigue que Y =0, i.e., t =T, y entonces Z = In %

Ahora se calculard la solucién explicita de la ecuacién original (5.1).

La ecuacién de difusién (5.13) tiene como solucién

G(z,w) = Njw/_ma(ao>exp<—(z4;f>>d5

K T e [ (262

- Kexp(Z—kW)N(?%Z) —KN<2ZW>, (5.17)

donde
Nz) = — /Ie ap
T) = —— X - = .
o . p 9 Yy

Finalmente, al sustituir los valores de Z y W se obtiene la solucién de (5.1):

C(S,t) = exp(r(t—T))G(Z,W)

B In 2+ (r+20?)(T —1)
- SN( T )

GRS P
—Kexp(—r(T—t))N<1 K +(0\/%)(T 75))

— SN(dy) — K exp(—r(T — £))N(dy),
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Capitulo5. Método de Harper

donde s s
oVl —t ’
y

d2:d1—0'\/T—t.

Notese que la solucién que se obtiene mediante el método de Harper es precisamente la

solucién clasica de la ecuacién de Black-Scholes.

5.2. Soluciones en forma cerrada

Motivados por el resultado obtenido en la seccién anterior, ahora se estara interesado en
resolver ecuaciones que tienen la forma de la ecuacién de Black-Scholes pero con coeficientes

dependientes del tiempo.

5.2.1. Primera solucién general

Para 0 <t < T, considérese la EDP general
p(t)SQCSS(S, t) + (M) + a(t)S)Cs(S,t) + C(S,t) — B(t)C(S,t) +~(t) =0, (5.18)

con la condicién terminal

C(S,T) = ¢(S, K). (5.19)

De acuerdo al método de Harper, si en la ecuacién (5.18) se omite el término Cgg, entonces

la nueva ecuaciéon a resolver tiene la forma
(A1) + a(t)S)Cs + Cy — B(t)C + ~(t) =0,

cuyo sistema de ecuaciones caracteristicas asociado esta dado por:

ds dt dC
O a5 1 BOC A0 (5:20)

Se resuelve el sistema anterior en el intervalo [t, T.

ds __dt
= Sea el par W =7

La ecuacién se puede reescribir como

ds
= —alt)s = A(b).

Ya que su factor de integracién esta dado por

uﬂ0=wp<—/a®ﬁ>
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5.2. Soluciones en forma cerrada

entonces
d
%(le) = 1 (HA(t);
T
S —cK = 7/ 11 (s)A(s)ds,
t

donde ¢y = exp ( —f a(T)dT). Por lo tanto, se define

T
X =mS —coK Jr/ w1 (s)A(s)ds = ¢y,
t
donde ¢; es una constante arbitraria.

Ahora sea el par % = m.

En este caso, la ecuacién se puede reescribir como

o~ B0 = ),

cuyo factor integrante estd dado por

En consecuencia,

Por lo tanto, se define

T
f = pa(t)C — / ia(5)1(s)ds = e,

para ce una constante arbitraria.

(5.21)

(5.22)

De acuerdo al método de Harper, se propone la solucién general de (5.18) de la siguiente

forma:

T
C = h(t) (F(X,n + / m(sw(s)ds),

donde h(t) = exp (fﬁ(t)dt)ﬂ’ =Y({),y X =mt)S —coK + ftT p1(s)A(s)ds.

(5.23)

Al sustituir la expresién (5.23) en la ecuacién (5.18), la nueva ecuacién a resolver tiene

la forma

pS%u%FXX +Y:Fy =0.

Asi, al sustituir S?u? por la expresién dada en (5.21),

- 2
p(t) (C()K —/t ul(s))\(s)ds> Fxx +Y:Fy =0.
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De la expresién anterior, si la funcién p(t) es tal que

Y () = / Tp<s>(coK— / Texp(— / o(y)dy ) A(w)dy) ds >0,

entonces la funcién F' satisface la ecuacién de difusién

Fxx=Fy, —oo<X<o0Y >0, (524)

Sexp < - /a(t)dt) + /tT exp ( - /a(s)ds) A(8)ds — oK,
2

Y = /tT p(s) (%K—/STeXp(—/a(y)dy)h(y)dy> ds,
o - e ( /am),

y con condicién inicial
exp (— /ﬁ(T)dT)g((X + coK) exp (/a(T)dT),K)
exp (— /ﬁ(T)dT)g(X exp (/a(T)dT) + K, K).

Por lo tanto, la nueva solucién general de la EDP (5.18) que en este trabajo de

donde

S
I

F(X,0)

tesis se propone esta dada por

C = exp ( / ﬁ(t)dt) (F(X, Y) + /t ' exp(— / 5(5)(13)7(5)615)7 (5.25)

en donde la funcién F satisface la ecuacién de difusién (5.24).

5.2.2. Segunda solucién general

Ahora, para 0 <t < T, considérese la EDP general
p(t)S*Css(S, 1) + a(t)SCs (S, 1) + Ci(S,t) — BH)C(S, 1) + () = 0, (5.26)

con condicién terminal

C(8,T) = (S, K). (5.27)

Noétese que (5.26) corresponde a un caso particular de la EDP (5.18), por lo tanto, una
primera solucién de la EDP (5.26) tiene la forma dada en (5.25), pero con A(¢) = 0.
Para encontrar otra solucién, a la ecuacién (5.26) nuevamente se le aplicara el método de

Harper.
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5.2. Soluciones en forma cerrada

Aplicando el método de Harper, al omitir el término Cggs en (5.26), la primera ecuacién
a resolver es

a(t)SCs + C, — B(t)C +~(t) = 0.

Por lo tanto, el sistema de ecuaciones caracteristicas asociado a resolver en el intervalo [t, T

estd dado por:
as  dt ac
_da_ de 5.28
a5 = 1~ B0 -0 (5.28)

. s 32 ds_ _ dt
» Primero considérese a5 = 1
A diferencia del caso anterior, ahora la ecuacién se puede reescribir como
dsS
— = a(t)dt.
S

Luego,
T T
s _ / a(s)ds;
S o t ’

Por lo tanto, se define

para c; una constante arbitraria.
dt dc
= Ahor @ — g
ora 8€a T = ZHo—)
La ecuacion a resolver se transforma en

o —BOC = (1),

Nétese que ésta ecuacién es exactamente la misma que en (5.22). Por lo tanto,

procediendo como en el caso de la primera EDP general, se define

T
f=1mC ~ [ pale)y(s)ds = ea
t
para ce una constante arbitraria.

Luego, se propone

T
C = h(t) (F(X, )+ /t m(s)’y(s)ds) (5.29)

como solucién general de la EDP (5.26), en donde h(t) = exp (fﬂ(t)dt), Y =Y(@#)y
T
X=In%+ [ as)ds.

Sustituyendo (5.29) en (5.26), la ecuacién para F' se reduce a

pFxx — pFx + Y Fy = 0.
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Nétese que al proponer Y (t) = — ftT p(s)ds, entonces se sigue que F' debe satisfacer la

EDP
Fxx — Fx + Fy =0. (5.30)

Para resolver la ecuacion anterior nuevamente se aplica el método de Harper, pero en este
caso tal ecuacién ya fue resuelta en la primera seccién del capitulo (véase la ecuacién (5.8)).

Entonces, bajo la hipdtesis de que p(t) sea tal que

T
W = / p(s)ds > 0,
t

la funcién F' = G satisface la ecuacién de difusion
Gzz =Gw, —-o0o<Z<oo,W >0, (5.31)

en donde
S T
Z = g+ [ () - pls)ds
K t

wo= [ oo

y sujeta a la condicién inicial

G(Z,0) = exp ( - / 6(T)dT) g(K exp(2), K).

Por lo tanto, la segunda solucién general de la EDP (5.26) que en esta tesis se

propone es de la forma

C = exp (/ﬂ(t)dt) (G(Z, W)+ /tT exp ( - /,@(s)ds)’y(s)ds), (5.32)

en donde ahora la funcién G satisface la ecuacién de difusién (5.31).

5.3. Casos particulares

Para mostrar la utilidad de las soluciones antes obtenidas, en esta seccion se resolveran dos
ecuaciones particulares, y una de ellas nuevamente serd la ecuacién clasica de Black-Scholes.
De manera similar a la primera seccién del capitulo, a partir de ahora H(z) denotard a la
funcién escalonada de Heaviside, N(x) serd la fda de una v.a. normal estdndar, y la solucién

de la ecuacién de difusién que se ocupara sera

= [ e oen(- 25 ae

donde f(x,0) es la correspondiente condicién inicial.

f(CC,t) =
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5.3. Casos particulares

I) Sea la EDP de Black-Scholes
1
50252055(5, t) +1rSCs(S,t) + C(S,t) — rC(S,t) = 0, (5.33)
sujeta a la condicion terminal

O(S,T) = (S — E)H(S — E).

Debido a que la ecuacién (5.33) es un caso particular de (5.26), en donde

entonces (5.33) admite dos soluciones.

a) Primera solucién.
Como ya se especificé en su momento, la primera solucién hace referencia a la
solucidn general dada en (5.25), en donde A\(¢) = 0.

Las variables involucradas en la solucién (5.25) estdn dadas a continuacién:

X = exp(—rt)S — K,
Y = chQU;(T —t),
co = exp(—rT),
F(X,0) = exp(—rT)X exp(rT)H (X exp(rT))
= XH(X).

Luego, la solucién de la respectiva ecuacién de difusién (5.24) estd dada por

F(X,Y) 2\/17? /_Oo F(£,0) exp (— [)(4;’5]> d¢

L (X - ¢
= — d
= 5exp< ) ae
X 1Y X?
Sustituyendo los valores de Y y X,
X 1Y X?

exp(r(T'—t))S — E
oKvT —t

C(S,t)

(s — exp(—r(T — t))K)N(

VT —t
+ Nors oK exp(—r(T —1t)) -
(exp(r(T —1))S — K)?
P <_ 202 K2(T — 1) >
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Por lo tanto, utilizando la solucién (5.25), la nueva solucién de la ecuacidn

de Black-Scholes que en esta tesis se obtiene estd dada por

C(8,1) = SN(do) — K exp(—r(T — 1)) <N(d0) + 76727_Ttaexp ( - dj)) L (5.34)

donde
exp(r(T —t))S — K

d =
0 oK\T —t

b) Segunda solucién.

Ahora se calculardn los pardmetros de la solucién general dada en (5.32):

2

Z::m%+0—%yf4)
W = %Q(T - t)7
G(Z,0) = exp(—rT)K(exp(Z) —1)H(Z).

Noétese que la expresion para Z y W coincide con las calculadas en la
primera seccidn (véase (5.14) y (5.15)), pero no asi con la condicién inicial
(véase (5.16)), ya que la nueva condicién tiene el término constante exp(—rT).
Asi, por la expresién (5.17), la solucién de la respectiva ecuacién de difusién
estd dada por

G(Z,W) = exp(—rT) <KeXp(Z + W)N<2VV2\/LWZ> _ KN(\/%))

Reemplazando los valores Z y W, se tiene que

C(S,t) = exp(rt)G(Z,W)
= exp(—r(T - 1)) Kex Wiz
= exp(—r(T —1)) (K p(Z + W)N( T )
Z
KN(¢§V>> (5.35)
= SN(dy)— K exp(—r(T —t))N(da), (5.36)
donde s Lo
dlzln?+(r+ia )(T_t), dgzdl—Um.

oVT —1t
Por lo tanto, la segunda solucion general conduce a la solucion cldsica de

la ecuacion de Black-Scholes.

IT) Ahora, sea la ecuacion de Black-Scholes con pardmetros dependientes del

tiempo considerada en Marianito y Rogermar[20]:

%a(t)zSQCss + (r(t) = D(t))SCs + Cy — r(£)C = 0, (5.37)
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con condicion terminal
C(S,T)=(S—-FE)H(S—-E).

Nuevamente, la ecuacién (5.37) es un caso particular de (5.26), y en este caso

A continuacién se describen las soluciones obtenidas.

a) Primera solucién.
Las variables a utilizar en la aplicacién de la solucién dada en (5.25), en donde

A(t) = 0, son las siguientes:
X = exp(—/(r(t)—D(t))dt)S—coK,
vy = ch2;/tTJ(s)2ds,
o = exp(—/(r(T)—D(T))dT),
F(X,0) = exp(— / r(T)dT) (Xexp( / (r(T)—D(T))dT))
H(X exp (/(r(T) - D(T))dT))

- exp(— /D(T)dT)XH(X).

Similar al ejemplo anterior, la solucién de la respectiva ecuacién de difusién

estd definida por

F(X,Y) = exp < /D(T)dT) <XN(\/)2LY> + \/fexp < ff;))

Luego, por (5.25),

C(S,t) = exp (/r(t)dt)F(X,Y)

X
= exp (/r(t)dt — /D(T)dT) (XN<\/W>
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donde
dy = —

exp (ftT(r(s) - D(s))ds)S -K

K4/ ftT o(s)2ds

En resumen, la solucién general (5.25) permite obtener, de forma

explicita, la solucién dada como

C(S,t) = exp(/tT D(s)ds)SN(do) exp(/tTr(s)ds)K<N(dO)
+\/% /tTU(s)st exp (— C?)),

| ew (ftT(r(s) — D(s))dS)S -K

oo K\/ftT o(s)2ds

b) Segunda solucién.

donde

De acuerdo a la solucién dada en (5.32), las variables independientes y la condicién

terminal para la respectiva ecuacion de difusiéon son

T T o (u)?
Z = ln%+/t (r(s)fD(s))dsf/t %du,

T 2
W / 7(5) 4.
+ 2

G(Z,0) = exp(— / r(T)dT)(Kexp(Z)—K)H(Kexp(Z)—K)
= exp ( - /T(T)dT)K(exp(Z) “1)H(Z).
Luego,
G(Z,W) = exp(— /r(T)dT) (Kexp(Z—l—W)N(Q%Z)

(ciw))

Similar al ejemplo anterior, por (5.32) se tiene que

C(8,1) exp ( / r(t)dt)G(Z W)

S exp ( — /tTD(s)ds)N(dl) — Kexp ( — /tT r(s)ds)N(dg),
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donde
2W + Z
V2w
£+ [T(r(s) + La(s)2 = D(s))ds

ftT o(s)2ds ’

dy = dy—V2W
T
= dy — /U(S)st.
t

En conclusién, la segunda solucion que se obtiene al aplicar la solucion

general (5.32) estd dada por

C(S,t) = exp —/t D(s)ds | SN(dy) — K exp —/75 r(s)ds | N(da),

donde

g o I 5 4 [F(r(s) + Lo(s)> — D(s))ds

ftT o(s)2ds

T
dy = di— /O’(S)st.
¢

Se hace notar que ninguna de las soluciones obtenidas en el segundo ejemplo coinciden

con la solucién que se propone en Marianito y Rogermar[20].

En general, se resalta el hecho que las soluciones explicitas que se obtuvieron en los ejem-
plos anteriores, y que son consecuencias de la aplicacién de las soluciones generales que en
esta tesis se proponen, tienen la forma de la férmula de valuacién de Black-Scholes, lo cual

es siempre deseable, pues la interpretacién se sigue conservando.

Notese que para la obtencién de las soluciones generales, asi como de las soluciones explici-
tas de los casos particulares, en ningiin momento se recurrié a herramientas sofisti-
cadas que hacen ver a las EDP’s dificiles de abordar, en general, s6lo se aplicé resultados

béasicos del cdlculo elemental.

En J. Zavaleta' p. 108 se realiza una comparacién gréafica entre la solucién clésica de la
ecuacién de Black-Scholes y la nueva solucién que propone N. Sukhomlin? mediante aplica-

ciones de grupos Lie. Tomando ciertos valores especificos, en tal andlisis se puede apreciar

1Zavaleta-Sanchez, J. (2008). Aplicaciones computacionales de las EDP’s aasociadas a procesos
estocdsticos. Tesis de Licenciatura, Instituto de Fisica y Mateméticas Aplicadas, Universidad Tecnolégica

de la Mixteca, Oaxaca, México.
2Sukhomlin, N. (2004). “Simetria y nuevas soluciones de la ecuacién de Black-Scholes”. Asociacién

Matematica Venezolana, XI, pp. 175-189.

141



Capitulo5. Método de Harper

que para valores del subyacente menores que el precio de ejercicio la nueva solucién toma

valores negativos, lo que no ocurre con la solucion cléasica.

En esta tesis también se realizé6 comparaciones entre la nueva solucién de la ecuacion de
Back-Scholes que aqui se obtuvo y la solucién clédsica, y en el andlisis se not6é que en efecto
tales formulas proporcionan o valores muy muy cercanos o valores totalmente idénticos (véase
Apéndice A.3). La diferencia entre éstos valores depende de los pardmetros de la aplicacién

en particular.

Lo anterior motiva a utilizar la solucién general (5.25) cuando el modelo a emplear sea

de la forma
p(t)5?Css(S,t) + (A(t) + a(t)S)Cs (S, ) + Ci(S, t) — B)C(S,t) +~(t) = 0,

para A(t) # 0, que es cuando la solucién general (5.32) no aplica.
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Conclusiones

En este trabajo se han expuesto los fundamentos matematicos de los derivados financieros
y se ha realizado un analisis detallado del modelo de Black-Scholes. Este analisis finaliza con
la introduccién de la ecuacién de Black-Scholes, ecuacién que posteriormente se generaliza
y se resuelve mediante el método de Harper. Una vez cumplido con los objetivos plateados
originalmente, se obtuvieron los elementos necesarios para presentar las siguientes conclusio-

nes.

El comportamiento de un sistema dindmico generalmente es modelado por medio de las
ecuaciones diferenciales, las cuales pueden ser ordinarias o parciales, pero cuando el sistema
evoluciona de forma aleatoria, su estudio requiere de un analisis mediante conceptos de pro-
babilidad. En el caso particular de los modelos financieros, tal anélisis permite comprender
su formulacion, su utilidad y sus limitantes. En esta formulacién es necesario introducir una
gran variedad de objetos matematicos; por ejemplo, espacio de probabilidad, filtracién, pro-
cesos estocdsticos, integral estocastica, ecuacion diferencial estocéstica, sélo por mencionar

algunos.

A pesar de que existe suficiente material bibliografico para el analisis de los derivados
financieros, la gran mayoria parte de que el lector ya domina una gran cantidad de con-
ceptos, situacién que generalmente influye en que se pierda el interés. Uno de los logros de
este trabajo consiste en que se presenta de forma ordenada una gran cantidad de concep-

tos y resultados, y que posteriormente son aterrizados en la valuacién tedrica de los derivados.

Ahora que se cuenta con un panorama sobre la estrecha relacién entre los problemas que
involucran a las distribuciones de probabilidad y la teoria de las EDP’s, el proponer nuevos
métodos de solucién adquiere un mayor interés. Este mismo interés se sigue identificando,
principalmente por parte de los inversionistas y los analistas financieros, cuando se proponen
soluciones cerradas para ciertos tipos de EDP’s, ya que al trabajar con tales soluciones las
respectivas simulaciones son mucho mas eficientes. Y si el proceso para la obtencion de las
soluciones sdlo se vale de matematicas basicas, entonces tanto el método como las soluciones

adquieren especial atencién en la comunidad cientifica.
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Conclusiones

Una de las principales aportaciones de este trabajo, y que no se encuentra en la literatura,
es que se presentan dos soluciones cerradas a ecuaciones mas generales que la ecuacion clasica
de Black-Scholes, y tales soluciones se obtienen sin hacer uso de herramientas sofisticadas.
Se hace énfasis en que las soluciones fueron obtenidas mediante la generalizacién de una
aplicacién particular del método de Harper, por lo tanto, para lograrlo primero se tuvo que

detallar tal aplicacién.

Otra de las aportaciones consiste en que, mediante la aplicacién de las soluciones genera-
les que se proponen, se resuelven dos ecuaciones conocidas y por cada ecuacion se obtienen
dos soluciones de forma explicita. Una de las ecuaciones que se resolvié fue precisamente la
ecuacion clasica de Black-Scholes, y una de las soluciones obtenidas es la solucién clasica,
mientras que la otra solucién no se encuentra en trabajos previos, por lo tanto, en este tra-
bajo se obtiene una nueva solucién de la ecuacién de Black-Scholes, siendo lo anterior otro

de los logros de este trabajo.

Los temas aqui tratados son la base para abordar una gran variedad de
problemas de la teoria financiera, asi como otras modernas teorias. Por ejemplo, ahora se
estd en condiciones de empezar a analizar la valuacién de opciones exéticas mediante los
procesos de Lévy, siendo lo anterior una de las posibles continuaciones de este trabajo. Otra
posible continuacién consiste en la aplicacién de las soluciones generales que aqui se proponen

a problemas practicos.

Mas aun, a pesar de que los conceptos estan muy enfocados en su aplicacién en las Ma-
tematicas Financieras, también permiten abordar diversos problemas de otras areas de la
ciencia. Por ejemplo, en Fisica es posible analizar problemas de turbulencia, teoria del cam-
po y fisica cudntica; en Biologia se pueden abordar problemas relacionados con la dinamica
de poblaciones y los modelos ecolégicos; en Ingenieria se aplican a problemas de filtros, teoria

de control, estabilidad y reacciones quimicas.
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A.1 Movimiento Browniano Geométrico

El concepto de distribucién normal ha sido esencial para el desarrollo de la teoria finan-
ciera. Historicamente, los resultados tedricos més conocidos se han obtenido bajo la hipétesis
de normalidad. Por supuesto, los precios de un activo no pueden ser normales, simplemente
porque éstos son positivos. Sin embargo, el rendimiento puede tomar valores tanto positivos

como negativos.

Si los rendimientos son de alta frecuencia, casi nunca se encuentra que siguen una dis-
tribucién normal. De hecho, dichos rendimientos casi nunca se comportan de acuerdo a
distribuciones tedéricas comtinmente conocidas. Por ejemplo, las distribuciones empiricas de
los rendimientos diarios de varios de los titulos que se cotizan en los mercados de capitales
presentan, en general, sesgo, exceso de curtosis, colas pesadas, y no siempre es posible ajustar

una distribucion tedrica simple a un conjunto de observaciones de mercado.

Para modelar el comportamiento de los rendimientos de un activo financiero, bajo el
supuesto de normalidad, se considera un registro histérico. Como caso particular, considérese
el registro de los precios mensuales de un activo, Sy, S1, ..., Sn. Los rendimientos mensuales

del activo son:
_Si=Sia

Rt St— 1 )

t=1,2,...,N,

0, equivalentemente,

Rt( ! ):St_SH( L ) t=1,2,...,N.

mes Si_1 mes

Es importante enfatizar que la unidad de tiempo en cuestién es un mes. El valor medio

mensual de los rendimientos del activo estd dado por
N
1 1
-N R (7)7
H N Z “\mes
t=1
y con una varianza mensual

0'22

=z~

Sk - (L),
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Si se estandarizan los rendimientos y su histograma de frecuencias coincide con la funcién

de densidad de una v.a. Z ~ N(0,1), entonces se podria pensar que los rendimientos tienen

2

una distribucién normal con media @ X mes y varianza o° x mes. En este caso, se puede

escribir

Si— S 1 1 ,
S5, N;Rt-i- NZ(Rt_M)Z

t=1

= px (mes)+ /02 x (mes)Z.

Si At denota un mes, y en general, denota la unidad de tiempo que separa las

observaciones Sy, entonces

Sy — Si—
o gl uAt + oV ALZ,
St—1
o, equivalentemente,
A
S = puAt + c AWy,
Si-1

donde AW; ~ N (0, At). Si ahora se supone que At se hace cada vez mds y mds pequeno, en

el limite se tiene que
dSy

t

= pdt + odWy, (A1)
donde dW; ~ N (0, dt).

La v.a. dW; modela el riesgo de mercado. Se dice, en este caso, que el precio Sy del activo
sigue un movimiento Browniano geométrico (o movimiento geométrico Browniano) o, sim-

plemente, que el precio S; es lognormal.

El proceso definido por (A.1l) fue introducido, por primera vez, por Paul Samuelson en

1965.

A.2 Cambio de medida

Supéngase que Py Q son dos medidas de probabilidad en el espacio medible (Q, F).

Definicién 1. La medida de probabilidad Q se dice que es absolutamente continua con
respecto a P en la o-dlgebra F, y se denota por Q < P, si para todo A € F tal que P(A) =0,
entonces Q(A) = 0.

Si se cumple Q K P y P <« Q, entonces se dice que Q y P son equivalentes, y se denota
por Q = P.

De la definicién anterior, las medidas equivalentes tienen los mismos conjuntos nulos.
Puesto que las medidas de probabilidad son finitas o o-finitas, el término continuidad encaja

en el sentido de que la condicién Q < P implica que Q(A) se puede hacer arbitrariamente
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pequeno eligiendo A tal que P(A) sea suficientemente pequena.

FEl siguiente teorema, conocido como el Teorema de Radon-Nikodym, da una caracteriza-
cién de las medidas de probabilidad absolutamente continuas.

Teorema 1. Q < P si y sdlo si existe una unica v.a. @, P-c.s., tal que ¢ >0, Eplp] =1, y

Q(4) = Eelola] = [ pa, (A2)
A
para cualquier conjunto medible A.

La v.a. ¢ se conoce como la derivada de Radon-Nikodym o la densidad de Q con respecto

aQ
a P, y es denotado por 5.

Nétese que de la condicién (A.2), si Q@ < P, entonces la esperanza bajo Py Q estdn
relacionadas por

Ep[X] = EplpX],
para cualquier v.a. X integrable con respecto a Q.
Teorema 2. Si Q < P, entonces

Q=P siy sdlo si % > 0, P-c.s..
En este caso, la densidad de P con respecto a Q estd dado por
-1

dP  (dQ

dQ \ dP '
A.3 Comparacion grafica de la nueva solucion

A continuacién se presenta un analisis grafico en donde se compara la solucién clésica de

Black-Scholes contra la nueva solucién que se obtuvo en (5.34).

Puesto que la tendencia del subyacente (i.e., u) es irrelevante en las férmulas, sélo se

especificard los valores particulares del resto de los parametros.

Por ejemplo, considérese los siguientes parametros:

. Sy =21,

= K =20,

= 7 =0.1 (tasa anual de un 10 %),

» T'=0.25 (1 de afio, 3 meses),

= 0 = 0.235 (una volatilidad de 23.5%).

Bajo los supuestos anteriores, en la Figura 5.1 se muestra una trayectoria de los precios

del activo subyacente (etiquetado por Activo). Ademds, utilizando tales precios del subya-

cente, en la figura también se incluye los valores obtenidos por la solucién clésica (etiquetado
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35 T
Activo
30
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g
£ 20 B
QL
<
S 15 J
<
>
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5r i
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o] 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Tiempo (t)

Figura 5.1: Primera comparacion.

por B-S), y los valores obtenidos por la solucién que aqui se propone (etiquetado por New).

Ahora, en la Figura 5.2 se ven reflejados los siguientes nuevos parametros:
= 5o =21,

= K =20,

» 7 =0.3 (tasa anual de un 30 %),

= T'=0.5 (3 de afio, 6 meses),

= 0 =0.75 (una volatilidad de 75 %).

35

w
o

N N
o a

Valor al tiempo t
I
(5]

10

0 L L L L
o] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Tiempo (t)

Figura 5.2: Segunda comparacién.

Se realizaron varias pruebas con diferentes parametros y se noté que los valores que se

obtienen por ambas soluciones son exactamente los mismos o son muy muy cercanos, tal y

148



Apéndice

como se puede apreciar en las figuras anteriores. También se observé que en situaciones donde
el subyacente presenta una tendencia muy pronunciada a la baja los valores no coinciden,
comportamiento que se puede apreciar en la Figura 5.2. La diferencia entre éstos valores

dependerd de los parametros de la aplicacion en particular.

También se compararon las superficies generadas por cada una de las soluciones, y se
notd que es muy dificil diferenciarlas a simple vista, comportamiento que ya se esperaba por

el analisis previo. Por esta razén, aqui se omite tal grafica.

A.4 Resultados auxiliares
Teorema 3. Las siguientes propiedades son equivalentes:
a) Sea {An|o € A} una familia no vacta de conjuntos. Si cada Ay # 0, entonces [, Aa # 0,

en donde [ [, Aa, conocido como producto cartesiano, es el conjunto de todos las funciones

c: A— U, Aa.

b) El axzioma de eleccion: Dada cualquier familia no vacia de conjuntos no vacios y
disjuntos a pares { Aq|a € A}, existe un conjunto S formado de exactamente un elemento

de cada A,.

Teorema 4 (Teorema de Convergencia Monétona). Sea (X,,),>1 una sucesion de v.a.’s

no negativas tal que X,, 1 X. Entonces lim, ., F[X,] = E[X].

Teorema 5 (Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue). Supdngase que
| X, <Y, para todo n € N, donde E[Y] < oo, y que X,, — X, P-c.s., cuando n — oc.
Entonces

E[X, — X] — 0, P-c.s., cuando n — oo.

En particular,

E[X,] — E[X], P-c.s., cuando n — co.

Definicién 2. Una funcion f satisface la condicién de Holder (o continuidad de Holder) de

orden a, 0 < a < 1, en [a,b] C R si existe una constante K > 0, tal que para todo x,y € [a, b

[f(x) = f(y)| < K|z —y|*.

Una condicion de Lipschitz es una condicion de Holder con a =1,
|f(@) = f)] < Klz —yl.

Teorema 6. Sean X, Y v.a.’s. Si E[etX] = Ele!Y] cuando |t| < h para algin h > 0, entonces

x<y,
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)

Teorema 7. Sean X;,Xs wv.a.’s en un espacio de probabilidad (Q,F,P). Si
E[|X1]] < oo, entonces la esperanza condicional E[X1|F) existe y es unica. Ademds se cum-

plen las siguientes propiedades:

a) ElcXi + Xo|F] = cE[X1|F] + E[X2|F], para ¢ constante.

b) E[Xi] = E[E[X1|F]].

c) Si X; es independiente de F, entonces E[X1|F] = E[X;].

d) Si Xy es F-medible, entonces E[X1|F] = X;.

e) Si X1 es F-medible y Xo es otra v.a. arbitraria, entonces E[X1X3|F] = X1 E[X2|F).

f) Si G C F es otra o-dlgebra de Q, entonces

E[X\[G] = E[E[X1|F]|G],  E[X1|9] = E[E[X:|F]|F].

Teorema 8 (Teorema de Separacién del Hiperplano en Dimensién Finita). Sea
C C R™ un conjunto convexo no vacio con 0 ¢ C. Entonces existe n € R™ tal que

n-x >0 para todo x € C yn-xg >0 para al menos un xy € C.

Teorema 9 (Férmula de Feynman-Kac). Para funciones acotadas dadas r(x,t) y g(x)
sea

C(z,t) = F

T
exp ( — / r(Xs, s)ds)g(XT)|Xt = m] .
t
Supongase que existe una solucion de

7] 02 0
& wst) + 502t 9 2 1) e )5 (1) = o, 1) 1),

con f(z,T) = g(x). Entonces la solucion es inica y C(x,t) es esa solucion.

Teorema 10. Sea X wuna v.a. G-medible que toma wvalores en (E,€) y Y wuna v.a.
independiente de G que toma wvalores en (F,F). Para cualquier funcidn Borel medible ®

no negativa (o acotada) en (E x F,E ® F), la funcidn ¢ definida por
p(x) = E[®(z,Y)], VzekE,
es una funcion Borel medible en (E,&) y cumple con
E[®(X,Y)|G] = ¢(X).
A.5 Notacion
I
1) (A,) denota a la sucesién numerable de conjuntos (A4, )nen-

2) A, 1 A significa que (A,) es una sucesiéon no decreciente tal que A = J,, oy An-
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11

)
2)

3)

A, | A significa que (4,) es una sucesién no creciente tal que A = [,y An.

Sea (z,) una sucesién en R. Entonces, liminf,z, = lim; oo ym, donde
Ym = f{zm, Tmi1,.. .}

Sea (x,) una sucesién en R. Entonces, limsup,x, = lim;, e 2m, donde
Zm = SUP{Tm, Tint1y .-}

F(z+) y F(x—) significan el limite por la derecha y por la izquierda de la funcién
F en el punto z, respectivamente.

Fx(x) denota la funcién de distribucién de la v.a. X.

Jo XdP = [, X(w)P(dw).

Ep[f] denota la esperanza de f con respecto a la probabilidad P.

X, T X significa que X7 < X5 < ..., tal que tal que lim,, .o X, (w) = X (w).

P-C.S. , . .
X, =X olim,_. X, = X,P-c.s., denotan la convergencia casi sequra (0 con

probabilidad 1) de (X,,) a la v.a. X.

LP , . . .
X, =X olim,_,. X, = X, en LP, denotan la convergencia en p-ésima media de

(X,) alav.a. X.

(X:) v (F:) denotan a los procesos estocdsticos (X¢)ier y (Ft)ter, respectivamente.
FRG:=c(AxB:AeF,Beq).
C?1(A x B) denota a todas las funciones f(x,y) definidas en A x B, con segunda

derivada parcial continua con respecto a x, y primera derivada parcial continua con

respecto a y.
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