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HUAJUAPAN DE LEÓN, OAXACA
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un instante que yo lograŕıa cumplir este sueño. Porque siempre han procurado el bienestar
y felicidad sus hijos, sin escatimar esfuerzos. Por todos los sabios consejos que me han dado
y que no han pasado desapercibidos en mi vida. A ellos, que nunca terminaré de agradecer
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A mis compañeros de grupo y demás amigos de quienes no menciono nombres para no
omitir alguno, por haberme hecho más agradables los momentos que compartimos durante
estos cinco años. Porque después de convivir con ellos tanto tiempo aprend́ı a quererlos
como a una familia.

A todos los maestros que tampoco menciono nombres por no omitir alguno, que en algún
momento me transmitieron sus amplios conocimientos dentro y fuera de las aulas de esta
alma máter.
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Introducción

Existen distintas herramientas estad́ısticas que son de utilidad cuando se requiere un
modelo para ajustar a un conjunto de datos, una de estas herramientas son las series de
tiempo. Muchas aplicaciones reales se han trabajado con series de tiempo y han obtenido
muy buenos resultados. En general, cuando se tienen datos ordenados cronológicamente en
el tiempo, resulta útil modelarlos aplicando estas herramientas. En la vida real, la mayoŕıa
de datos que por una u otra razón deben registrarse se encuentran ordenados en el tiempo,
es por esto que resulta fácil modelarlos mediante una serie de tiempo.

Se pueden encontrar datos que, por su naturaleza no permiten realizar un buen ajuste,
es decir, además de ser no estacionarios, su comportamiento no permite identificar clara-
mente sus componentes. Esto complica el análisis y se tienen que probar diferentes métodos
antes de obtener el que logre ajustar los datos. Sin embargo, una vez que ya se cuenta con
el modelo tentativo, se debe verificar que el modelo realmente sea el adecuado, es decir, el
ajuste no es tan aleatorio como se esperaŕıa.

El objetivo de esta tesis, consiste en llevar a cabo el análisis de los datos de demanda
máxima mensual de enerǵıa eléctrica correspondientes a una subestación de la Comisión
Federal de Electricidad (CFE), para ver si alguna de las componentes de serie de tiempo se
encuentran presentes en los datos y realizar el ajuste mediante un modelo.

En el Caṕıtulo 1, se presenta una introducción a la demanda de enerǵıa eléctrica, aśı co-
mo a las series de tiempo, sus aplicaciones, objetivos y clasificación.

En el Caṕıtulo 2, se expone parte de la teoŕıa de probabilidad, estad́ıstica y procesos
estocásticos, haciendo énfasis en estos últimos, por ser la principal base sobre la que se
sustenta el estudio de las series de tiempo.

En el Caṕıtulo 3, se muestran los modelos principales de series de tiempo, las técnicas
que las describen, aśı como también los métodos clásicos para realizar el análisis de una
serie de tiempo.

La aplicación de series de tiempo para datos de demanda de enerǵıa eléctrica se muestra
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2 ÍNDICE GENERAL

en el Caṕıtulo 4, se lleva a cabo el análisis de los datos y el ajuste del modelo para los mismos.

Finalmente, en el Caṕıtulo 5 se muestran las conclusiones obtenidas a partir del análisis
en el Caṕıtulo 4.

En el Apéndice A se muestran los datos de demanda máxima mensual de enerǵıa eléctri-
ca utilizados para llevar a cabo el análisis.

En el Apéndice B se presentan los patrones más comúnes para determinar los modelos
que corresponden a una serie de tiempo, esto basándose en las caracteŕısticas de la función
autocorrelación y la función autocorrelación parcial.

Hoy en d́ıa, existen también herramientas computacionales que facilitan el estudio y
análisis de las teoŕıas probabiĺısticas y estad́ısticas. Una de estas herramientas nos la pro-
porciona el software estad́ıstico R project, bajo licencia GNU General Public Licence, para
Windows. Las gráficas y análisis presentadas en este trabajo fueron realizados con la ayuda
de dicho paquete.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Una rama de las ciencias exactas que más aplicaciones tiene en la solución de problemas
reales, es la matemática. La probabilidad y la estad́ıstica son ramas de esta que a lo largo
de los años han mostrado una gran variedad de aplicaciones. En cualquier análisis de un
problema real que involucre probabilidad y/o estad́ıstica se tiene presencia de incertidum-
bre. En el proceso de modelación y solución de un problema, se usan datos incompletos o
aproximaciones, por lo que no se tiene una certeza completa de la solución. Esto se debe,
en gran parte, a la naturaleza misma del problema, a la aproximación de cantidades en el
procedimiento de solución y a la incertidumbre de los datos, los cuales deben ser tomados
en cuenta, aunque esto no quiere decir que resolver un problema usando teoŕıa de pro-
babilidad y estad́ıstica no resulte confiable. Actualmente existen técnicas estad́ısticas, que
son utilizadas para describir el comportamiento de los datos recolectados en determinada
área o investigación. En este trabajo se lleva a cabo un análisis de la demanda de enerǵıa
eléctrica usando series de tiempo; esto con el fin de observar si alguna de sus componentes
se encuentran presentes en los datos.

En nuestra vida diaria existen fenómenos que son clasificados como deterministas y
aleatorios. Los fenómenos deterministas son aquellos que, repetidos un cierto número de
veces, siempre se obtienen los mismos resultados. Sin embargo, es posible repetir el mismo
experimento bajo las mismas condiciones y obtener diferentes resultados, a esto es a lo que
se conoce como fenómenos aleatorios. La demanda de enerǵıa eléctrica de una ciudad es
considerada como un fenómeno aleatorio.

Este caṕıtulo se divide en dos secciones. En la primera se habla acerca de los aspectos
generales referentes a la demanda de enerǵıa eléctrica, mientras que en la segunda se hace
referencia a las de series de tiempo.
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4 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

1.1. Demanda de enerǵıa eléctrica

El proceso de generación y distribución de enerǵıa eléctrica resulta ser muy complicado.
Pocas personas imaginan la gran cantidad de órdenes que se mandan a distintas centrales
eléctricas por el simple hecho de encender o apagar una lámpara. En este trabajo no se
aborda el tema de generación más bien el de la demanda de enerǵıa eléctrica. Se realiza
un análisis del comportamiento de los datos de esta demanda en una subestación de la
Comisión Federal de Electricidad (CFE).

La enerǵıa eléctrica, es un concepto asociado al tiempo y a la potencia nominal de una
determinada carga eléctrica. La unidad de medida de la enerǵıa eléctrica es el kilovatio-
hora o kiloWatt-hora (kWh). El medidor de enerǵıa, almacena el valor acumulado de toda
la enerǵıa consumida durante el ciclo de lectura.

En lo referente a la generación de enerǵıa eléctrica, en 1937 México padećıa circunstan-
cias dif́ıciles en cuanto al abastecimiento y la cobertura del servicio, el cual estaba a cargo de
instituciones privadas. Los objetivos de desarrollo tanto en áreas rurales como urbanas, no
eran cubiertos por las empresas privadas que teńıan menos del 38 por ciento de la cobertura
de enerǵıa eléctrica, por lo que, en agosto de 1937 se creó la CFE cuyo objetivo primordial
fue construir la infraestructura necesaria para dotar de enerǵıa eléctrica a toda la población.

Actualmente, la capacidad instalada que reporta la CFE es de 49,861 Megawatts, divi-
diéndose ésta en diferentes fuentes: las termoeléctricas, los productores independientes de
enerǵıa, las hidroeléctricas, las carboeléctricas, las geotérmicas y las eoeléctricas [7].

A lo largo de toda la República Mexicana, se cuenta con 177 centrales generadoras y se
cuenta con una red de transmisión de 48,527 km. En los últimos años se ha presentado una
preocupación por satisfacer el abastecimiento de enerǵıa, que cubra el ritmo acelerado de
crecimiento urbano e industrial que el páıs presenta [7].

Se le denomina demanda eléctrica a la suma de todas y cada una de las potencias con-
sumidas en el mismo instante. Existen varios tipos de demanda entre los cuales están: la
demanda instantánea, que es la potencia eléctrica consumida en el sistema completo en un
instante concreto; la demanda horaria, que es la enerǵıa utilizada en una hora; y la demanda
diaria, que se refiere a la enerǵıa absorbida a lo largo de un d́ıa.

La demanda de enerǵıa eléctrica ha ido en aumento desde los últimos años. Actualmen-
te, esta demanda muestra un gran auge, puesto que la electricidad es usada en todos los
sectores. Por ello, la demanda de enerǵıa eléctrica, además de ser el mejor indicador de
carga de trabajo a la que se está sometiendo al conjunto del sistema eléctrico, también es
un claro reflejo de la actividad económica y del bienestar de un páıs [7].
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Los valores de la demanda vaŕıan constantemente, esta variación depende de muchos
factores de dif́ıcil medición, por ejemplo, condiciones ambientales, estaciones anuales, según
el d́ıa de la semana, luminosidad y otros. Es decir, en tan solo un d́ıa la demanda puede
cambiar según la hora, en un año según la estación en que se encuentre. En [7] se menciona
que las máximas demandas se producen en invierno, en d́ıas laborables y muy fŕıos. Esto se
debe principalmente a que en d́ıas laborables existe un gran movimiento de la población,
lo cual trae como consecuencia la utilización de más enerǵıa eléctrica que la usada en d́ıas
no laborables, cuando la mayor parte de la gente se encuentra en sus casas, es decir, si no
es en invierno o en d́ıas muy fŕıos, pues de esta manera, las personas que cuentan con ca-
lefacción necesitan de este servicio. También existe incremento de gasto de enerǵıa durante
las primeras horas de la tarde en los d́ıas de verano, debido principalmente al uso de aire
acondicionado, realizando aśı un gasto considerable de enerǵıa eléctrica mayor al de otros
d́ıas del año. De este modo, existen curvas t́ıpicas de invierno y verano que es cuando existe
mayor consumo de enerǵıa eléctrica. Por otro lado, también se tiene una medición de las
demandas bajas de enerǵıa eléctrica. Éstas se observan regularmente en las primeras horas
de la mañana, en d́ıas festivos navideños o en puentes de primavera.

Para medir el consumo total de enerǵıa eléctrica en tiempo real, existen dos opciones:

• La primera consiste en realizar un conteo de la totalidad de clientes que consumen
enerǵıa en todo el sistema.

• La segunda opción es llevar a cabo un conteo de los valores instantáneos de todos los
grupos generadores que producen en dicho sistema.

Siempre que se habla de demanda y generación instantánea en tiempo real, se cumple
que:

Demanda instantánea real = Generación instantánea real.

De esta manera se puede asegurar que la potencia total generada más/menos la potencia
que circula por las ĺıneas de interconexión con otros páıses es equivalente a la potencia total
consumida o bien es a lo que se llama demanda de enerǵıa eléctrica.

Para calcular la demanda de enerǵıa eléctrica se requieren de cientos de equipos de me-
dida que operen de manera simultánea, otorgándole a estos equipos, aśı como a las v́ıas
y equipos de transmisión de las medidas de potencia, una importante responsabilidad, al
mismo tiempo una alta fiabilidad.

A pesar de que la mayor demanda de enerǵıa eléctrica ocurre en un número de horas
muy reducido, el sistema tiene la obligación de disponer de la capacidad suficiente para
atender dicha demanda.
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La estructura del consumo nacional distingue dos destinos de las fuentes energéticas:
por una parte el sector productor de enerǵıa, y por otra el consumo final, que a su vez se
clasifica en consumo no energético y en consumo energético. Éste último absorbe la mayor
parte de la demanda total y es donde se encuentra el mayor potencial para consolidar el
ahorro y el uso mas eficiente de los recursos. Dentro de este destino destacan cuatro sectores,
que, por orden de importancia, son los siguientes:

a) transporte;

b) industria y mineŕıa;

c) residencial;

d) comercial y público;

e) agŕıcola.

En resumen, se tiene que la demanda máxima representa para un instante dado, la
máxima coincidencia de cargas eléctricas (motores, compresores, iluminación, equipo de
refrigeración, etc.) operando al mismo tiempo. Es decir, la demanda máxima corresponde
a un valor instantáneo en el tiempo. De esta manera, resulta muy importante medir y
preveer la demanda de enerǵıa eléctrica, esto ayuda a administrar mejor el sistema eléctrico.
Además, también se dice que su evolución resulta ser un gran indicador acerca de la sociedad
y su desarrollo económico.

1.2. Series de tiempo

Una serie de tiempo es definida como un conjunto de observaciones hechas secuencial-
mente en el tiempo; es decir, valores ordenados cronológicamente.

Hoy en d́ıa las series de tiempo tienen muchas aplicaciones y se usan abundantemente
en distintas áreas de la ciencia, principalmente en economı́a, medicina, ingenieŕıa, f́ısica,
etc. Claros ejemplos de series de tiempo son, las mediciones diarias de temperatura, los pre-
cios de venta de un determinado art́ıculo, la demanda de enerǵıa eléctrica en determinada
población, el ı́ndice de natalidad y mortalidad, solo por mencionar algunos. Existen pocas
ramas de la ciencia en las que no aparecen datos que puedan ser considerados como series
temporales, puesto que comúnmente se hacen las mediciones siguiendo un orden cronológico.

Muchas instituciones requieren conocer el comportamiento futuro de ciertos fenómenos
con el fin de planificar o prevenir, para ello suelen utilizar series de tiempo para predecir
lo que ocurrirá con una variable en el futuro a partir del comportamiento de esa variable
en el pasado, de aqúı que las series de tiempo sean una herramienta básica para lograr este
objetivo.
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En esta tesis se describen algunos modelos estad́ısticos para analizar una serie de tiem-
po sin tener en cuenta otras variables que puedan influir en la misma, estos métodos son
denominados univariantes. En particular, nos interesa la aproximación estocástica (frente
a la determinista) es decir aquélla que supone que la serie temporal tiene un carácter pro-
babiĺıstico, por haber sido generada por alguna variable aleatoria con una distribución de
probabilidad determinada aunque comúnmente desconocida.

Existen series de tiempo continuas y discretas. Se dice que una serie de tiempo es
continua si las observaciones son tomadas continuamente en el tiempo y es discreta si las
observaciones son tomadas solo en tiempos espećıficos, por lo regular estos tiempos son
igualmente espaciados.

1.2.1. Objetivos de las series de tiempo

Los objetivos del análisis de una serie de tiempo son diversos, entre los que pueden
destacar, la predicción, el control de un proceso, la simulación de procesos, y la generación
de nuevas teoŕıas f́ısicas o biológicas, entre otros. A continuación se hace mención de estos
objetivos.

• Descripción: Al momento de graficar los datos se obtienen medidas simples descrip-
tivas de la serie de tiempo a analizar, aśı como sus principales propiedades y algunas
componentes de las series de tiempo.

• Explicación: Cuando las observaciones son tomadas en dos o más variables, es posible
usar la variación en una serie de tiempo para explicar la variación en otra.

• Predicción: Dada una serie de tiempo, es posible que se desee predecir los valores
futuros que la serie puede tomar, a esto se le llama predicción. Dicho en otras palabras,
es la estimación de valores futuros de la variable en función del comportamiento pasado
de la serie. Este objetivo se usa ampliamente en economı́a e ingenieŕıa.

• Control de procesos: Cuando una serie de tiempo es generada, la cual mide la ca-
lidad de un procedimiento de manufactura, es decir, se trata de seguir la evolución
de una variable determinada con el fin de regular su resultado. Esta teoŕıa se utili-
za frecuentemente en medicina, en los centros de control de enfermedades y en las
fábricas.

• Simulación: Se emplea en investigación aplicada, cuando el proceso es muy complejo
para ser estudiado de forma anaĺıtica.

Además la naturaleza intŕınseca de las series de tiempo es que las observaciones son de-
pendientes o están correlacionadas y el orden de las observaciones es de mucha importancia.
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1.2.2. Aplicaciones de las series de tiempo

Debido a la gran diversidad de los campos donde las series de tiempo son aplicadas, éstas
se han clasificado en diferentes grupos, entre los cuales se pueden mencionar los siguientes:

• Series económicas. En esta categoŕıa se consideran las series de tiempo que son usadas
para analizar datos económicos como pueden ser precios, valores, deudas, la tasa de
inflación, tasas de desempleo, el producto interno bruto anual, entre otras.

• Series F́ısicas (aplicadas a las ciencias). Dentro de este grupo se consideran las series
que son aplicadas al análisis de datos f́ısicos como datos meteorológicos, la temperatura
máxima o mı́nima diaria, las precipitaciones diarias, la velocidad del viento (enerǵıa
eólica), la enerǵıa solar, datos sismológicos o vulcanológicos y geof́ısica.

• Series de mercadotecnia. Este tipo de series tienen relación con el comercio, el por-
centaje de ventas, costos de productos y producción, entre otros.

• Series demográficas. Se usan cuando se realizan estudios poblacionales, por ejemplo el
total de habitantes en una determinada población, la tasa de natalidad y mortalidad
anual, tasas de dependencia y los censos que verifican el cambio poblacional.

• Control de proceso. Este tipo se series se usan para detectar cambios en la evolución
de un proceso de manufactura, midiendo una variable, la cual muestra la calidad del
proceso.

• Procesos binarios. Este tipo especial de series de tiempo ocurren cuando las observa-
ciones pueden tomar solo uno de dos valores posibles usualmente estos valores son 0
y 1.

• Procesos puntuales. Este tipo de series tienen lugar cuando las observaciones ocurren
aleatoriamente a través del tiempo, es decir, no siguen una secuencia espećıfica.

• Series de telecomunicación. Son utilizadas en el análisis de señales, por ejemplo miden
la intensidad o la frecuencia con que han sido transmitidas ciertas señales de comuni-
cación, éstas no siguen un patrón, pues resulta dif́ıcil conocer el comportamiento de
este tipo de series.

• Series de transporte. Este tipo de series analizan los datos de tráfico, es decir, analizan
y miden la cantidad de automóviles en movimiento a lo largo del d́ıa, con esto se realiza
el análisis de la cantidad de tráfico en determinado d́ıa.

1.2.3. Análisis de las series de tiempo

El análisis de series de tiempo es una descripción de los elementos que la constituyen.
Es decir, consiste en verificar cuales son las componentes presentes en la serie o cual es el
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comportamiento que los datos observados presentan.

Una caracteŕıstica en el análisis de las series de tiempo, es el hecho de que las observacio-
nes usualmente no son independientes y además, es importante tomar en cuenta el orden en
que ocurren dichas observaciones. Cuando las observaciones sucesivas son dependientes, los
valores futuros pueden ser determinados (o predecidos) a partir de las observaciones pasadas.

Una serie es determińıstica si puede ser predecida con exactitud. Muchas series de tiem-
po son estocásticas, esto es, las predicciones son realizadas basándose en valores pasados,
aunque las predicciones exactas resultan casi imposibles.

El primer paso al analizar una serie de tiempo es presentar un gráfico temporal que
indique la evolución de la variable en cuestión a lo largo del tiempo, con el valor de la serie
en el eje de ordenadas y en el eje de las abscisas se representan los valores del tiempo. El
segundo paso es determinar si la secuencia de valores es completamente aleatoria o se puede
encontrar algún patrón a lo largo del tiempo. Resulta bastante dif́ıcil realizar un análisis
de las series de tiempo si no se tienen graficados los datos, pues ésto nos permite tener
una visualización mucho más amplia de lo que se está estudiando y es más fácil obtener
conclusiones.

Componentes de una serie de tiempo

Las técnicas convencionales del análisis de las series de tiempo consisten principalmente
en descomponer la variación existente en la serie, algunos tipos de variación son tendencia,
variación estacional, cambios ćıclicos y fluctuaciones irregulares. Éstas se conocen también
como componentes de una serie de tiempo.

• Tendencia. Es la dirección general de la variable en el periodo de observación, es decir,
el cambio a largo plazo de la media de la serie. También se le conoce con el nombre
de evolución subyacente.

• Efecto estacional. Existen series de tiempo tales que exhiben variación en periodos
relativamente cortos de tiempo, puede ser anual, mensual, etc.; es decir, corresponde
a fluctuaciones periódicas de la variable. Normalmente estos efectos suelen ocurrir
debido a cambios ambientales o condiciones climáticas.

• Cambios ćıclicos. Además de los efectos estacionales, algunas series de tiempo pre-
sentan variación en un periodo debido a otras causas f́ısicas o ambientales. Este tipo
de variación está caracterizado por oscilaciones alrededor de la tendencia con una
duración aproximada de 2 o 8 años.

• Fluctuaciones irregulares. Después de extraer de la serie la tendencia y variaciones
ćıclicas, nos quedará una serie de valores residuales, que pueden ser o no totalmente
aleatorios. Se vuelve al punto de partida, ahora también nos interesa determinar si esa
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secuencia temporal de valores residuales puede o no ser considerada como aleatoria
pura. Este tipo de variación corresponde a movimientos erráticos que no sigue un
patrón espećıfico y que obedecen a diversas causas. Esta componente es prácticamente
impredecible.

La serie temporal es la suma de éstas componentes, es decir

Valor observado = Tendencia + Estacionalidad + Componente Irregular,

aunque también en ocasiones se puede ver como el producto de estas componentes.

Series de tiempo estacionarias y no estacionarias

Una serie de tiempo es estacionaria si no hay cambios sistemáticos en ella, es decir, no
hay tendencia; dicho en otras palabras, la media y la variabilidad se mantienen constantes
a lo largo del tiempo.
Análogamente, una serie es no estacionaria si la media y/o variabilidad cambian a lo largo
del tiempo.

Las series no estacionarias pueden mostrar cambios en la varianza, exhibir tendencia (la
media crece o disminuye a lo largo del tiempo), y además presentar efectos estacionales.

Una serie de tiempo estacionaria tiene ciertas ventajas sobre la no estacionaria, por
ejemplo, las predicciones resultan más fáciles de obtener. Puesto que la media es constante,
se puede estimar con todos los datos que se tienen y utilizar este valor para predecir una
nueva observación. También se pueden obtener intervalos de predicción (confianza) para las
predicciones, asumiendo que la variable considerada sigue una distribución conocida.

Los modelos cuantitativos se pueden clasificar de acuerdo a la información que se tenga
en modelos econométricos o multivariados y en modelos univariados o series de tiempo. En
esta tesis únicamente se tratará el modelo univariante.

Los modelos econométricos tratan de explicar el comportamiento de una o más variables
en función de la evolución de otras variables que se consideran explicativas. Las variables
explicadas por el modelo se denominan endógenas, mientras que las variables explicativas
del modelo, pero no explicadas por él, se denominan predeterminadas. En este enfoque
no se necesita conocer ninguna relación de causalidad, explicativa del comportamiento de
la variable endógena, ni en su defecto, ninguna información relativa al comportamiento
de otras variable explicativas, ya que en este caso no existe este tipo de variables. Es
suficiente con conocer una serie temporal de la variable en estudio, para estimar el modelo
que se utilizará para predecir. La predicción univariante se utiliza, en problemas económicos,
principalmente con dos objetivos:

• La predicción de algunas variables explicativas de un modelo causal, cuando se espera
que en el futuro conserven algunas de las caracteŕısticas de su evolución en el pasado.
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• La predicción a corto plazo (de 1 a 4 trimestres), debido a su gran capacidad para
recoger la dinámica en el comportamiento de la variable estudiada. Además, en con-
diciones normales, cuando no existen bruscas alteraciones respecto a la experiencia
reciente de la variable, estos métodos pueden proporcionar buenas predicciones.



12 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES



Caṕıtulo 2

Conceptos de probabilidad y

estad́ıstica

La probabilidad es la disciplina matemática que se encarga del estudio de los fenómenos
o experimentos aleatorios. Se entiende por fenómenos aleatorios, aquellos experimentos que
cuando se repiten bajo las mismas condiciones, los resultados obtenidos no siempre son los
mismos. Es importante aceptar que aun cuando un experimento se haya efectuado un gran
número de veces, no es posible predecir los resultados del experimento, aunque se haya
llevado a cabo bajo las mismas condiciones iniciales, es por esto que se considera que el
experimento es aleatorio. De esta manera, la teoŕıa de la probabilidad tiene el objetivo de
desarrollar modelos matemáticos para cualquier fenómeno aleatorio.

En este caṕıtulo se presentan conceptos de probabilidad y estad́ıstica, aśı como una
breve introducción a los procesos estocásticos.

2.1. Definiciones

El propósito original de la teoŕıa de probabilidad, era describir la relación estrecha que
exist́ıa entre la experiencia y los juegos de azar, y el principal objetivo era calcular ciertas
probabilidades. Actualmente, la probabilidad utiliza modelos matemáticos para describir
fenómenos que presenten incertidumbre. Un concepto importante en el cual se basan estos
modelos es el de experimento aleatorio, el cual se da a continuación.

Definición 2.1.1 Un experimento aleatorio es aquel experimento que presenta las siguien-
tes condiciones:

a) tiene al menos dos posibles resultados;

b) el conjunto de posibles resultados se conoce antes de que el experimento se realice;

13



14 CAPÍTULO 2. CONCEPTOS DE PROBABILIDAD Y ESTADÍSTICA

c) puede repetirse indefinidamente bajo las mismas condiciones.

Ejemplo 2.1.2 Algunos ejemplos de experimentos aleatorios son:

lanzar una moneda al aire;

lanzar un dado al aire;

abrir un libro en determinada página.

Es importante aclarar que existen diferentes interpretaciones de la probabilidad, a con-
tinuación se mencionan éstas:

• Interpretación frecuentista: esta interpretación se basa en repetir un proceso un núme-
ro grande de veces en condiciones similares y se estima la probabilidad de un evento
usando la frecuencia con que ocurre.

• Interpretación clásica: se basa en la idea de los resultados “igualmente verośımiles”
(cada uno de los resultados posibles tienen la misma probabilidad de ocurrir).

• Interpretación subjetiva: esta interpretación resulta ser personal, se basa en la expe-
riencia del investigador, el cual asigna una probabilidad a uno de los posibles resultados
de un proceso, esta asignación depende de su criterio.

El espacio de probabilidad es el modelo matemático creado para estudiar los fenómenos
aleatorios. A continuación se tiene la definición de espacio muestral.

Definición 2.1.3 El espacio muestral o espacio muestra asociado a un experimento alea-
torio es el conjunto que consta de todos los posibles resultados de éste. El espacio muestral
se denotará por el śımbolo Ω.

A cada elemento de Ω se le llama punto muestral. El espacio muestral más simple es
el que contiene un número finito de n puntos. Si n es muy pequeño, es fácil visualizar el
espacio. Si Ω es finito se denotan los puntos muestrales como E1, E2,...,En, y si es infinito
numerable se denotará como E1, E2, ...

Los eventos o sucesos en un experimento aleatorio son subconjuntos de un espacio mues-
tral. Si el evento consta de un solo punto, entonces el evento es denominado simple. En
adelante, los eventos se denotarán con letras mayúsculas.

El número P (A) representa una forma de medir la posibilidad de observar la ocurrencia
del evento A, al efectuar una vez el experimento aleatorio. Por ejemplo, dado un espacio
muestral Ω finito con puntos muestrales E1, E2, ..., En, existe un número asociado a cada
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Ej , llamado la probabilidad de Ej y denotado por P(Ej). Estos números son no negativos
tales que

P (E1) + P (E2) + · · · + P (E2) = 1.

Definición 2.1.4 Dado un experimento aleatorio con un espacio muestral Ω, la función
P : Ω −→ R, tal que satisface los siguientes axiomas:

a) 0 ≤ P (A) ≤ 1 para toda A ∈ Ω,

b) P (Ω) = 1,

c) Para cualquier sucesión infinita de eventos disjuntos de Ω, A1, A2, ... se cumple que

P

(

∞
⋃

i=1

Ai

)

=

∞
∑

i=1

P (Ai),

se llama función de probabilidad sobre Ω.

Cabe mencionar que la anterior es la definición axiomática de la probabilidad, existen
también otros enfoques para definir la probabilidad, sin embargo, para nuestros propósitos,
basta con referirse a esta.

Independencia de eventos

La independencia es utilizada frecuentemente en esta tesis, y es un rasgo distintivo de
la teoŕıa de la probabilidad. Independencia entre eventos quiere decir que la ocurrencia de
un evento no influye en el resultado de otro.

Definición 2.1.5 Dos eventos A y B son independientes, si

P (A ∩B) = P (A)P (B).

Definición 2.1.6 Los eventos A1, A2, ..., An son independientes si se cumplen todas y cada
una de las siguientes condiciones:

P (Ai ∩Aj) = P (Ai)P (Aj) i 6= j,

P (Ai ∩Aj ∩Ak) = P (Ai)P (Aj)P (Ak) i 6= j 6= k,

...

P (A1 ∩ · · · ∩An) = P (A1) · · ·P (An).
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2.1.1. Variables aleatorias

Una variable aleatoria es una función real definida sobre el espacio muestral. Intuitiva-
mente se dice que es un valor que depende del resultado de un experimento aleatorio. El
concepto de variable aleatoria es fundamental en la teoŕıa de probabilidad, es por eso que
a continuación se da la siguiente definición.

Definición 2.1.7 Una variable aleatoria X es una función definida sobre Ω, que toma
valores reales, es decir, X : Ω → R.

En general se denotan las variables aleatorias con letras mayúsculas X,Y ,..., en adelante
se escribirá v.a. para hacer referencia a variable aleatoria.

Existen al menos dos tipos de variables aleatorias: las continuas y las discretas.

Definición 2.1.8 Una v.a. X se dice que es discreta, si solamente puede tomar un número
finito o infinito numerable de valores distintos, es decir, X(Ω) es a lo más numerable.

Función de distribución

Toda v.a. tiene asociada una función de distribución de probabilidad. Si la v.a. X es
discreta, se asigna a cada valor x de X (es decir, a cada x ∈ X(Ω)) su probabilidad como

p(x) = P (X = x),

tal que cumple:

a) p(x) ≥ 0 ∀x;

b)
∑

x

p(x) = 1.

A p(x) se le conoce como función de distribución de probabilidad de la v.a. X.

Ejemplo 2.1.9 Supóngase que se realiza el experimento que consiste en lanzar dos dados
balanceados al aire y se observa el resultado obtenido. (x, y) representa un punto del espacio
muestral, donde x es el número que aparece en el primer dado e y el número que aparece
en el segundo dado.
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El espacio muestral consta de los posibles resultados al lanzar los dados, los cuales son:

Ω = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (1, 6),

(2, 1), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (2, 6),

(3, 1), (3, 2), (3, 3), (3, 4), (3, 5), (3, 6),

(4, 1), (4, 2), (4, 3), (4, 4), (4, 5), (4, 6),

(5, 1), (5, 2), (5, 3), (5, 4), (5, 5), (5, 6),

(6, 1), (6, 2), (6, 3), (6, 4), (6, 5), (6, 6)}.

En total se tienen 36 posibles resultados o puntos muestrales, todos equiprobables, es decir
cada uno de ellos con probabilidad 1

36 .
Algunos ejemplos de eventos o sucesos son A = {(1, 3)}, B = {(1, 2), (5, 5), (6, 1)}.

Se define la variable aleatoria X como la suma de los dos números obtenidos. El con-
junto de posibles valores que la variable aleatoria X puede tomar es:
{2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}.

Para obtener la probabilidad pi de que la v.a. X tome el valor i, se debe obtener la
probabilidad del evento Ai que consta de todos los pares en Ω tales que la suma de sus
componentes es igual a i. Como cada punto muestral es equiprobable, la probabilidad de
Ai es P (Ai) = |Ai|

36 , donde |Ai| representa el número de elementos en Ai. Por ejem-
plo, para calcular P (X = 2), se tiene que sólo los elementos del par (1, 1) suman 2,

aśı P (X = 2) = P ({(1, 1)}) = |{(1,1)}|
36 = 1

36 .

Análogamente se calculan las probabilidades restantes: p3 =
2

36
, p4 =

3

36
, . . . ,

p11 =
2

36
, p12 =

1

36
.

Función de distribución acumulada

Definición 2.1.10 La función de distribución acumulada (FDA) de una v.a X se define y
denota por

F (x) = P (X ≤ x) ∀x ∈ R.

Esta función, mide la probabilidad acumulada de la v.a. hasta cierto x. Algunas veces
la FDA también suele denotarse por FX(x).

Propiedad 2.1.11 La FDA cumple las siguientes propiedades:

a) ĺım
x→−∞

F (x) = ĺım
x→−∞

P (X ≤ x) = 0;
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b) ĺım
x→∞

F (x) = ĺım
x→∞

P (X ≤ x) = 1;

c) Si x1 < x2 ⇒ F (x1) ≤ F (x2).

Cuando X es una v.a. discreta, la FDA es una función escalonada.

Haciendo uso de la FDA se puede definir una v.a. continua de la siguiente manera:

Definición 2.1.12 Sea F(x) la FDA de una v.a. X, entonces se dice que X es continua si
F(x) es continua.

Función de densidad de probabilidad

Definición 2.1.13 Sea X una v.a. continua, con FDA F(x), entonces la función f(x) dada
por

f(x) =
d

dx
[F (x)],

siempre y cuando la derivada exista, se llama función de densidad de probabilidad (fdp) de
X.

Si la v.a. X es continua, se asigna la probabilidad al suceso en que la v.a. toma valores
en un determinado intervalo [a, b] como,

P (X ∈ [a, b]) =

∫ b

a
f(x)dx,

donde f(x) es la fdp de la v.a. X.

Propiedades de la fdp

Si f(x) es la fdp de la v.a. X entonces se cumple que:

a) f(x) ≥ 0;

b)

∫ ∞

−∞
f(x)dx = 1.

Algunas otras propiedades que también se cumplen son:

a) P (a ≤ x ≤ b) = F (b) − F (a);

b) P (a ≤ x ≤ b) = P (a < x ≤ b) = P (a ≤ x < b) =

∫ b

a
f(x)dx.
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Valor esperado

El valor esperado de una v.a. es un número que representa el promedio ponderado ó el
valor medio de sus posibles valores.

Definición 2.1.14 Sea X una v.a. El valor esperado de X denotado por E(X) se define
como

E(X) =















∑

x

xp(x), si X es discreta;

∫ ∞

−∞
xf(x)dx, si X es continua.

Siempre que la suma y la integral sean convergentes para el primer y segundo caso res-
pectivamente. El valor esperado también se conoce comúnmente como esperanza, media,
valor promedio o valor medio y se denota por µ.

De manera más general, si g(X) es una función de X, entonces el valor esperado de
g(X) está dado por

E[g(X)] =















∑

x

g(x)p(x), si X es discreta;

∫ ∞

−∞
g(x)f(x)dx, si X es continua.

Siempre que la suma y la integral sean covergentes para cada uno de los casos. Por otro
lado, si g(X) = Xr, entonces E[Xr] se conoce como el r-ésimo momento central.

A continuación se especifican las propiedades que cumple el valor esperado.

Propiedad 2.1.15 Sea X una v.a con valor esperado finito, y sea c una constante. Entonces
se cumplen:

a) E(c) = c;

b) E(cX) = cE(X);

c) si X ≥ 0, entonces E(X) ≥ 0;

d) sean g1(X), g2(X), ..., gn(X) funciones de X, entonces,

E

[

n
∑

i=1

gi(X)

]

=
n
∑

i=1

E[gi(X)],

siempre que los valores esperados existan.

Demostración:
Véase [12], pág. 95 y [5], pág. 187.
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Varianza

La varianza de una v.a. es una medida del grado de dispersión de los diferentes valores
que toma la variable en cuestión.

Definición 2.1.16 Sea X una v.a. con µ <∞, la varianza de X, denotada por Var(X), se
define como

Var(X) = E[(X − µ)2].

Se tienen dos expresiones para la varianza, dependiendo si la v.a. X es discreta o conti-
nua, las cuales son:

Var(X) =















∑

x

(x− µ)2p(x), si X es discreta;

∫ ∞

−∞
(x− µ)2f(x)dx, si X es continua.

Siempre que la suma y la integral sean convergentes para el primer y segundo caso res-
pectivamente. La varianza se denota usualmente por σ2. A la ráız cuadrada de Var(X) se
le llama desviación estándar y es denotada por σ.

Al igual que el valor esperado, la varianza también cumple ciertas propiedades.

Propiedad 2.1.17 Sea X una v.a. con varianza finita, y sea c una constante. Entonces:

a) Var(X) ≥ 0;

b) Var(X) = 0 ⇔ X = c;

c) Var(cX) = c2Var(X);

d) Var(X + c) = Var(X);

e) Var(X) = E(X2) − [E(X)]2 .

Demostración:
Véase [5], pp. 195-196.
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Ejemplo 2.1.18 Para los datos del ejemplo 2.1.9, el valor esperado de la v.a. X es

E(X) =
∑

i

i ∗ P (X = i)

=

12
∑

i=2

i ∗ pi

= 2
1

36
+ 3

2

36
+ 4

3

36
+ 5

4

36
+ 6

5

36
+ 7

6

36

+8
5

36
+ 9

4

36
+ 10

3

36
+ 11

2

36
+ 12

1

36
= 7.

La varianza de la v. a. X es

Var(X) =
∑

i

(i− E(X))2 ∗ P (X = i)

=
12
∑

i=2

(i− 7)2 ∗ pi

= (2 − 7)2
1

36
+ (3 − 7)2

2

36
+ (4 − 7)2

3

36
+ (5 − 7)2

4

36
+ (6 − 7)2

5

36
+ (7 − 7)2

6

36

+(8 − 7)2
5

36
+ (9 − 7)2

4

36
+ (10 − 7)2

3

36
+ (11 − 7)2

2

36
+ (12 − 7)2

1

36

=
35

6
≈ 5.8.

Para este ejemplo en particular se obtuvo que E(X) = 7, lo cual indica que 7 es el
valor promedio de los valores de la v.a. X. Por otro lado, se calculó la varianza, es decir,
Var(X) ≈ 5.8, esto indica que la desviación promedio cuadrática alrededor de la media es
de aproximadamente 5.8. Es decir, si se repite el experimento un número grande de veces
y se observan los valores de la v.a. X se encontrará que los valores cercanos a 7 son los
más frecuentes y que la medida de dispersión (x− 7)2 tiene como valores más frecuentes a
valores cercanos a 5.8.

2.1.2. Distribuciones de probabilidad

Una parte importante de las variables aleatorias es su función de distribución. Se es-
cribirá “X ∼ F” para indicar que la v.a. X tiene cierta función de distribución F. Existen
distribuciones discretas y continuas.



22 CAPÍTULO 2. CONCEPTOS DE PROBABILIDAD Y ESTADÍSTICA

Distribuciones discretas

Definición 2.1.19 La variable aleatoria X tiene distribución discreta si existe un conjunto
C ⊆ R a lo más numerable, tal que P (X ∈ C) = 1.

Algunas distribuciones de probabilidad discretas son:

distribución de probabilidad binomial (Véase [12], pág. 103);

distribución de probabilidad geométrica (Véase [12], pág. 115);

distribución de probablidad binomial negativa (Véase [12], pág. 122);

distribución de probabilidad hipergeométrica (Véase [12], pág. 126).

Distribuciones continuas

Definición 2.1.20 Una variable X tiene distribución absolutamente continua si existe una
fdp f(x) tal que

P (X ∈ A) =

∫

A
fX(x)dx, A ⊆ R.

Se tienen algunas distribuciones continuas importantes. La distribución de probabilidad
normal es la que más se utiliza; muchos fenomenos observados en el mundo real tienen
distribuciones de frecuencia relativas que pueden ser modeladas mediante una distribución
de este tipo.

Distribución normal.

Definición 2.1.21 Se dice que la v.a. continua X tiene una distribución normal o gau-
ssiana si su fdp es

f(x) =
1√

2πσ2
exp

{

−1

2

(

x− µ

σ

)2
}

,

donde µ, x ∈ R y σ > 0. En este caso se dice que X tiene una distribución normal con
parámetros µ y σ2 y se denota por

X ∼ N(µ, σ2).

Es fácil verificar que si X ∼ N(µ, σ2), entonces se cumple que:

E(X) = µ;

Var(X) = σ2.
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Una v.a. X tiene una distribución normal estándar si µ = 0 y σ2 = 1, en cuyo caso su
función de densidad es la siguiente:

f(x) =
1√
2π

exp

{−x2

2

}

,

y se escribe
X ∼ N(0, 1).

Nótese que

X ∼ N(µ, σ2) ⇐⇒ Z =
X − µ

σ
∼ N(0, 1).

Es decir, la v.a. X con distribución normal no estándar se transforma a una estándar
Z = X−µ

σ , este procedimiento se denomina estandarización.

Algunas otras distribuciones continuas son:

distribución de probabilidad uniforme (Véase [12], pág. 174);

distribución de probabilidad gamma (Véase [12], pág. 185);

distribución de probabilidad beta (Véase [12], pág. 194).

2.1.3. Variables aleatorias múltiples

Definición 2.1.22 Un vector aleatorio n-dimensional es una función del espacio muestral
Ω en R

n.

En particular para n = 2, se tiene un vector bivariado o bidimensional.

Definición 2.1.23 Si X y Y son variables aleatorias (v.a’s) discretas, entonces se dice que
el vector aleatorio (X,Y) es discreto.

Función de distribución conjunta

Para el caso de dos variables se tiene:

Definición 2.1.24 Sea (X,Y ) un vector aleatorio discreto, la función p : R
2 −→ R dada

por p(x, y) = P (X = x, Y = y) se llama función de distribución de probabilidad conjunta.

En la definición, P (X = x, Y = y) significa que es la probabilidad de que X tome el
valor x y Y tome el valor y.

Para cualquier evento A en Ω se cumple:

P ((X,Y ) ∈ A) =
∑

(x,y)∈A

P (X = x, Y = y).

Las propiedades que cumple la función de distribución de probabilidad conjunta son:
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a) p(x, y) ≥ 0 ∀ x, y;

b)
∑

(x,y)

p(x, y) = 1.

Para los vectores bivariados también se define la FDA.

Definición 2.1.25 La FDA conjunta del vector aleatorio (X,Y) se define y denota como

F (x, y) = P (X ≤ x, Y ≤ y).

Para el caso en que (X,Y ) es discreto, se tiene

F (x, y) =
∑

s≤x

∑

t≤y

P (X = s, Y = t).

La distribución de probabilidad marginal para X está dada por

pX(x) = P (X = x) =
∑

y

p(x, y),

análogamente, la distribución de probabilidad marginal para Y está dada por

pY (y) = P (Y = y) =
∑

x

p(x, y).

Definición 2.1.26 Sean X,Y v.a’s discretas con distribución de probabilidad conjunta
p(x, y), entonces X y Y son independientes si y sólo si

p(x, y) = pX(x)pY (y).

Teniendo los dos últimos conceptos, dadas dos v.a’s independientes que tienen la misma
distribución de probabilidad marginal se dice que son v.a’s independientes e idénticamente
distribuidas y se denotan por v.a’s iid.

En el caso en que X,Y sean v.a’s continuas, también se pueden definir los conceptos
anteriores.
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Covarianza

Definición 2.1.27 Sean X, Y v.a’s. La covarianza de X y Y, se denota y define como

Cov(X,Y ) = E[(X − E(X))(Y − E(Y ))].

La covarianza cumple con una serie de propiedades, las cuales se enuncian en la siguiente
propiedad.

Propiedad 2.1.28 (Propiedades de la covarianza. ) Sean X,Y y Z variables aleato-
rias y sea c una constante, se cumple que:

a) Cov(X,Y ) = E(XY ) − E(X)E(Y );

b) Cov(X,Y ) = Cov(Y,X);

c) Cov(X,X) = Var(X);

d) Cov(c,X) = 0;

e) Cov(cX, Y ) = cCov(X,Y );

f) Cov(X + Y,Z) = Cov(X,Z) + Cov(Y,Z);

g) Si X y Y son independientes, entonces Cov(X,Y ) = 0;

h) Var(aX + bY ) = a2Var(X) + b2Var(Y ) + 2abCov(X,Y ).

Demostración:
Véase [12], pp. 266-267.

Obsérvese que de g) y h) se obtiene que V(X + Y ) = V(X) + V(Y ) y E(XY ) =
E(X)E(Y ).

Coeficiente de correlación

El coeficiente de correlación entre dos variables indica el grado de dependencia lineal
que hay entre ellas.

Definición 2.1.29 Sean X, Y variables aleatorias con varianza distinta de cero, el coefi-
ciente de correlación entre ellas, se define y denota por

ρ(X,Y ) =
Cov(X,Y )

√

Var(X)Var(Y )
.
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Propiedad 2.1.30 (Propiedades del coeficiente de correlación. ) El coeficiente de co-
rrelación cumple las siguientes propiedades:

a) Si X y Y son independientes, entonces ρ(X,Y ) = 0;

b) −1 ≤ ρ(X,Y ) ≤ 1;

c) Si X y Y son independientes e idénticamente distribuidas, entonces ρ(X+Y,X−Y ) =
0.

Cuando ρ(X,Y ) = 0 entonces se dice que no existe correlación entreX y Y , si |ρ(X,Y )| =
1, entonces se dice que X y Y están perfectamente correlacionadas. Por otro lado, si X y
Y son independientes, entonces ρ(X,Y ) = 0, el rećıproco no necesariamente es cierto.

Ejemplo 2.1.31 Sean X y Y v.a’s discretas con la siguiente distribución de probabilidad:

px(−1) = px(1) = 5
16 = py(−1) = py(1) y px(0) = 6

16 = py(0),
y con distribución de probabilidad conjunta:

x
−1 0 1

y
−1 1

16
3
16

1
16

0 3
16 0 3

16
−1 1

16
3
16

1
16

Para este ejemplo se cumple que X y Y son dependientes pero con covarianza cero.
Solución.

Obsérvese que p(0, 0) = 0. Es claro que

p(0, 0) 6= px(0)py(0),

con lo cual queda demostrado que X y Y son dependientes.

De los datos del ejemplo se observa que E(X) = E(Y ) = 0. También,

E(XY ) =
∑

x

∑

y

xyp(x, y)

= (−1)(−1)(1/16) + (−1)(0)(3/16) + (−1)(1)(1/16)

+(0)(−1)(3/16) + (0)(0)(0) + (0)(1)(3/16)

(1)(−1)(1/16) + (−1)(0)(3/16) + (1)(1)(1/16)

= (1/16) − (1/16) − (1/16) + (1/16) = 0.
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Entonces,

Cov(X,Y ) = E(XY ) − E(X)E(Y ) = 0 − 0(0) = 0.

Con lo cual queda probado que si dos v.a’s tienen covarianza cero, no necesariamente son
independientes. Nótese que ρ(X,Y ) = 0 ⇔ Cov(X,Y ) = 0, para cualesquiera v.a’s X,Y .
De aqúı, se deduce que el hecho de que la correlación entre dos v.a’s es cero no implica que
X y Y son independientes.

2.2. Estad́ıstica

La estad́ıstica es la ciencia que trata de la recopilación, organización, presentación,
análisis e interpretación de datos numéricos con el fin de tomar la mejor decisión y obtener
significados precisos.

Es importante mencionar que dependiendo del contexto en el que se utilice, la estad́ıstica
tiene tres significados: el término estad́ıstico se refiere a una medida obtenida en una mues-
tra; por otro lado, la palabra estad́ıstica es usada para referirse a la información estad́ıstica
y ésta también es utilizada para referirse al conjunto de métodos y técnicas que se utilizan
para analizar la información.

Los métodos y técnicas estad́ısticas, comúnmente se usan para realizar tareas de tipo
descriptivas, por ejemplo, para organizar, analizar y resumir datos de tipo numérico.

Definición 2.2.1 Una población es la colección de toda la posible información que carac-
teriza a un fenómeno.

Definición 2.2.2 Una muestra aleatoria de la población es una colección de v.a’s iidX1,X2,
...,Xn. El tamaño de la muestra aleatoria es representado por n.

La estad́ıstica se divide en dos ramas: estad́ıstica descriptiva y estad́ıstica inferencial.

La estad́ıstica descriptiva consiste en representar los datos recolectados en forma de
tablas y gráficas. En este tipo de estad́ıstica solo resume y describe los datos sin tratar de
inferir nada más.

La estad́ıstica inferencial por su parte, como su nombre lo indica, hace inferencia acerca
de los datos recopilados, es decir, hace generalizaciones que van más allá de la información
que proporcionan los datos. Analiza una población basándose en una muestra de la población
estudiada.

La inferencia estad́ıstica es definida como el conjunto de técnicas que permiten formular
inferencias inductivas. Con inferencias inductivas se entiende como aquellos razonamientos
que van de lo particular a lo general.
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Medidas de posición central

Existen algunas medidas que son llamadas de posición central, entre las que destacan:
la media, la moda, la mediana.

La media muestral es un valor representativo de todos los valores de la muestra, es el
promedio ponderado, es decir,

Definición 2.2.3 Sean X1,X2, ...,Xn v.a’s iid. La media muestral se define y denota por

X̄ =

∑n
i=1Xi

n
.

Proposición 2.2.4 Supóngase que X1,X2, ...,Xn son v.a’s iid, con E(Xi) = µ y Var(Xi) =
σ2, entonces:

a) E(X̄) = µ;

b) Var(X̄) = σ2/n;

c) Cov(X̄,Xi − X̄) = 0, para i = 1, 2, ..., n.

La mediana de un conjunto de observaciones es el valor para el cual, cuando las obser-
vaciones se ordenan de forma creciente, la mitad de éstas es menor que este valor y la otra
mitad es mayor.

La moda de un conjunto de observaciones es el valor que se repite con mayor frecuencia.

Medidas de dispersión

Las medidas de dispersión proporcionan el grado de propagación de una variable alrede-
dor de una medida de posición central. Existen dos tipos de medidas de dispersión: medidas
de dispersión absoluta y medidas de dispersión relativa.

Dentro de las medidas de dispersión absoluta se encuentran:

El rango (Ra): es la diferencia entre el máximo y el mı́nimo de la variable en cuestión.

Desviación absoluta media respecto a la media (de): indican las desviaciones de la
media con respecto a la media en valor absoluto.

Varianza: mide la dispersión de los valores de la variable respecto a la media. A mayor
varianza existe mayor dispersión.

Desviación t́ıpica o estándar.
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Definición 2.2.5 Sean X1,X2, ...,Xn, v.a’s iid con E(Xi) = µ y Var(Xi) = σ2. La varianza
muestral se denota y define por

S2
X =

∑n
i=1(Xi − X̄)2

n− 1
.

Además, se cumple que E(S2
X) = σ2, lo cual indica, que la varianza muestral es un

estimador insesgado de la varianza poblacional.

Definición 2.2.6 La desviación t́ıpica o estándar muestral se define como la ráız cuadrada
positiva de la varianza,

SX = +
√

S2
X .

Las medidas de dispersión relativa miden el grado de dispersión de distintas distribu-
ciones.

2.2.1. Estimación

Uno de los objetivos de la estad́ıstica es hacer inferencias acerca de determinadas ca-
racteŕısticas de la población. Estas caracteŕısticas se conocen como parámetros. Aśı, un
parámetro es una constante fija con valor desconocido. A continuación se tiene la definición
formal de parámetro.

Definición 2.2.7 Aquella caracterización numérica de la distribución de la población que
describe, parcial o completamente, la función de densidad de probabilidad de la caracteŕıstica
de interés es a lo que se le conoce como parámetro.

Comúnmente un parámetro se denota por θ, es importante observar que θ también re-
presenta en algunas ocasiones un vector, es decir θ = (θ1, θ2, ..., θn), donde θ1, θ2, ..., θn son
parámetros.

Las inferencias antes mencionadas se logran haciendo estimación. Existen dos tipos de
estimación, la estimación puntual y la estimación por intervalos. La primera proporciona
un solo valor numérico, este valor debe ser aproximado al parámetro objetivo. La segunda
consiste en dar dos números que formarán un intervalo que debe contener al parámetro
objetivo. Este intervalo recibe el nombre de intervalo de confianza estimado.

Los estimadores puntuales más comúnes son:

la media de la muestra para estimar el valor promedio de la población;

la desviación estándar de la muestra para estimar la desviación estándar de la pobla-
ción;

la proporción en la muestra como estimador de la proporción en la población.
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Por otro lado, se define un estad́ıstico como una función que depende de la muestra, es
decir,

Definición 2.2.8 Un estad́ıstico T, es función de las variables aleatorias observadas en la
muestra que no contiene valores desconocidos y se denota por T = f(X1,X2, ...,Xn).

Con lo anterior, un estad́ıstico es usado para estimar los valores de los parámetros que se
desconocen o funciones de éstos. Además, un estad́ıstico es una variable aleatoria, mientras
un parámetro es una constante. Para ilustrar el proceso de estimación se dan las siguientes
definiciones:

Definición 2.2.9 Sea θ un parámetro arbitrario. Un estimador de θ, denotado por θ̂ es
aquel estad́ıstico usado para estimar el valor del parámetro desconocido θ.

La estimación de θ es un valor espećıfico t obtenido de los datos de la muestra. De esta
manera, un estimador es un estad́ıstico mediante el cual se obtiene una estimación de las
observaciones de la muestra. Se pueden definir varios estad́ısticos para estimar un paráme-
tro desconocido θ.

Para fines prácticos se denotará mediante f(x; θ) a la función de densidad de probabili-
dad de la población de interés, donde θ es un parámetro arbitrario y la función depende de
éste.

Definición 2.2.10 Sea θ̂ un estimador puntual de θ. Entonces θ̂ es insesgado si E(θ̂) = θ.
En caso contrario, se dice que el estimador es sesgado.

El sesgo B de un estimador puntual θ̂ se define como

B(θ̂) = E(θ̂) − θ.

El sesgo de un estimador puede ser positivo, negativo o cero.
Un concepto usado en estimación es el de error cuadrático medio, el cual se define a

continuación.

Definición 2.2.11 Sea θ̂ un estimador de un parámetro desconocido θ. El error cuadrático
medio del estimador θ̂ del parámetro θ se define y denota por

ECM(θ̂) = E(θ̂ − θ)2.

El error cuadrático medio cumple la siguiente propiedad,

ECM(θ̂) = Var(θ̂) +
[

θ − E(θ̂)
]2
.

Observación: En la práctica es común encontrar al menos dos estimadores para determi-
nado parámetro. En estos casos se debe elegir aquél que sea el mejor en el sentido de cumplir
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ciertas propiedades que aproximen mejor al parámetro. Para determinar que estimador es el
más adecuado, existen dos métodos. El primero consiste en elegir el estimador tal que tenga
una distribución de muestreo centrada alrededor de θ y la varianza sea la menor posible.
Esto es, si θ̂1 y θ̂2 son insesgados, entonces se elige aquel que presente menor varianza, es
decir, se elige θ2 si

Var(θ̂2) < Var(θ̂1).

El segundo método consiste en usar el ECM. Para esto, se calcula el ECM para ambos
estimadores y se realiza el cociente entre ellos, si el cociente es menor que 1, entonces se
dirá que el estimador para el cual su ECM se encuentra en el numerador es el mejor, pues
éste tendrá el menor ECM. Si el cociente es igual a 1, entonces el método no proporciona
ninguna información respecto a los estimadores.

Definición 2.2.12 Sea θ un parámetro arbitrario y x̃ = (x1, x2, ..., xn) los datos de la
muestra aleatoria. La función de verosimilitud para la muestra se denota y define por

L(x̃; θ) =

n
∏

i=1

f(xi; θ). (2.1)

L(x̃; θ) es función de los parámetros, en algunas ocasiones se denota a la función de
verosimilitud con L(θ).

2.2.2. Métodos de estimación puntual

Existen varios métodos para hallar la estimación de un parámetro. Los más comúnes
son: el método de los momentos y el método de máxima verosimilitud.

El método de los momentos consiste en igualar los momentos muestrales y los poblacio-
nales.

El método de estimación por máxima verosimilitud consiste en hallar el valor del paráme-
tro que maximiza la función de verosimilitud.

Definición 2.2.13 Sea L(x̃; θ) la función de verosimilitud de una muestra aleatoria X1,X2,
...,Xn de una distribución con función de densidad f(x; θ). Si t = u(x1, x2, ..., xn) es el valor
de θ que maximiza L(x̃; θ), entonces T = u(X1,X2, ...,Xn) se llama estimador de máxima
verosimilitud de θ, y t = u(x1, x2, ..., xn) es la estimación de máxima verosimilitud.

Para simplificar la estructura de la función de verosimilitud, se busca maximizar el lo-
garitmo natural de L(θ), lo cual se puede hacer pues la función ln es creciente y continua
en su dominio, esto asegura que la solución que maximiza L(θ) también maximiza ln[L(θ)].
Por motivos prácticos, comúnmente se escribe l(θ) = ln[L(x̃; θ)].
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Para ilustrar este método, se tiene el siguiente ejemplo para estimar la media y la
varianza de una población con distribución normal.

Ejemplo 2.2.14 Si X1,X2, ...,Xn es una muestra aleatoria de una distribución normal
cuya función de densidad de probabilidad está dada por

f(x;µ, σ2) =
1√

2πσ2
exp

{

−1

2

(

x− µ

σ

)2
}

.

Determinar los estimadores de máxima verosimilitud para µ y σ2 respectivamente.

Solución:

Para este ejemplo, es fácil notar que la función de verosimilitud depende tanto de µ
como de σ, es decir, estos son los dos parámetros los cuales deben ser estimados (son los
valores para los cuales la función de verosimilitud obtiene un valor máximo).

Por definición,

L(x1, x2, .., xn;µ, σ2) =

n
∏

i=1

1√
2πσ2

exp

{

−1

2

(

xi − µ

σ

)2
}

=

(

1√
2πσ2

)n

exp

{

n
∑

i=1

− 1

2

(

xi − µ

σ

)2
}

,

de aqúı,

L(x1, x2, .., xn;µ, σ2) =

(

1√
2πσ2

)n

exp

{

n
∑

i=1

− 1

2

(

xi − µ

σ

)2
}

.

Tomando logaritmos a esta última ecuación:

l(µ, σ2) = ln[L(x1, x2, .., xn;µ, σ2)]

= −n ln(
√

2πσ2) − 1

2σ2

n
∑

i=1

(xi − µ)2

= −n ln(2πσ2)1/2 − 1

2σ2

n
∑

i=1

(xi − µ)2

=
−n
2

ln(2πσ2) − 1

2σ2

n
∑

i=1

(xi − µ)2

= −n
2

ln(2π) − n

2
ln(σ2) − 1

2σ2

n
∑

i=1

(xi − µ)2.
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Derivando con respecto a µ y σ2, e igualando a cero estas derivadas se obtiene

∂[l(µ, σ2)]

∂µ
= − 2

2σ2

n
∑

i=1

(xi − µ) = 0 (2.2)

y

∂[l(µ, σ2)]

∂σ2
=

−n
2σ2

+
1

2σ4

n
∑

i=1

(xi − µ)2 = 0. (2.3)

Resolviendo (2.2), para µ se obtiene

µ̂ =

n
∑

i=1

xi

n
= x̄.

Sustituyendo este valor en (2.3) y resolviendo para σ2 se tiene,

σ̂2 =

n
∑

i=1

(xi − x̄)2

n
.

Aśı, los estad́ısticos de máxima verosimilitud de µ y σ2 son Tµ = X̄ y Tσ2 =

n
∑

i=1

(Xi − X̄)2

n ,
respectivamente.

2.3. Procesos estocásticos

El estudio de los procesos estocásticos consiste en analizar el comportamiento de una
variable aleatoria a través del tiempo, basándose en caracteŕısticas no determińısticas, es
decir, fenómenos aleatorios.

Para tener una mejor apreciación de las propiedades dadas en el análisis de las series de
tiempo, se darán en esta sección algunos conceptos fundamentales de procesos estocásticos.

Definición 2.3.1 Un proceso estocástico se define como una colección de v.a’s {Xt :
t ∈ T} parametrizada por un conjunto T ⊂ R de sub́ındices, llamado espacio paramétrico.
El conjunto T usualmente se interpreta como un conjunto de valores de tiempo.

Se dice que el proceso estocástico es discreto si T es discreto (por ejemplo T = 0,±1,±2,...),
y el proceso estocástico es continuo si T puede tomar cualquier valor en un intervalo de R,
por ejemplo [0,∞), es decir el tiempo es continuo. Un proceso es llamado de valores reales,
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si las variables aleatorias solo pueden tomar valores reales.

Se denota la variable aleatoria en el tiempo t por X(t) si el tiempo es continuo, y por Xt

si el tiempo es discreto. Estas notaciones hacen referencia al estado o posición del proceso
estocástico en el instante t.

Definición 2.3.2 El espacio de estados de un proceso se define como el conjunto de todos
los posibles valores que las v.a’s {Xt} pueden tomar, y se denota por E.

Una realización de un proceso estocástico es una asignación de los valores de las v.a’s
en el espacio de estados.

Algunos ejemplos de procesos estocásticos son:

X(t): número de personas que esperan en una parada de autobús durante un instante
t donde t es el tiempo medido en minutos del intervalo [9, 10], el espacio de estados es
E = {1, 2, 3, ...}.

Xt: precio del dólar en un dia t del mes de junio de 2010 (t = 1, 2, ..., 30), el espacio
de estados para cada v.a. es continuo, por ejemplo [0,20].

Xt: número de nacimientos en el estado de Oaxaca en el mes t (t = 1, 2, ..., 12),
E = {1, 2, 3, ...}.

Similarmente a las definiciones dadas anteriormente para v.a’s, se tiene la siguiente
definición.

Definición 2.3.3 Sea {Xt : t ∈ T} un proceso estocástico con E(X2
t ) < ∞, entonces se

define:

a) la función media del proceso por,

µt = E(Xt);

b) la función varianza del proceso,

σ2
t = E

[

(Xt − µt)
2
]

;

c) la función covarianza entre Xr y Xs,

γ(r, s) = Cov(Xr,Xs) = E[(Xr − µr)(Xs − µs)], donde r, s ∈ T ;

d) y la función correlación entre Xr y Xs por,

ρ(r, s) =
γ(r, s)
√

σ2
rσ

2
s

.
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Para definir los procesos estocásticos, se debe determinar e identificar la distribución de
probabilidad asociada a cada v.a.

Clasificación de los procesos estocásticos

Los procesos estocásticos se pueden clasificar según: la estructura del conjunto de ı́ndi-
ces T y el conjunto de estados E, y según las caracteŕısticas probabiĺısticas de las variables
aleatorias.

Procesos estocásticos basados en la estructura de T y E

Existen cuatro tipos de procesos estocásticos dependiendo de si T y E son continuas o
discretas, de esta forma se tiene la siguiente clasificación:

cadena si E y T son discretos;

proceso puntual si E es discreto y T es continuo;

sucesión de v.a’s si E es continuo y T discreto;

proceso continuo si E y T son continuos.

Procesos estocásticos basados en las caracteŕısticas probabiĺısticas de las
v.a’s.

Otra forma de clasificación de los procesos estocásticos toma en cuenta las caracteŕısti-
cas de las variables aleatorias en cuestión, de esta forma, los procesos estocásticos se pueden
clasificar en:

procesos estacionarios;

procesos Markovianos;

procesos de incrementos independientes.

En particular nos interesa conocer más acerca de procesos estocásticos estacionarios, es
por esta razón que a continuación se analizan este tipo de procesos.

Procesos estacionarios

Un proceso se dice que es estacionario si Xt no depende del tiempo. Para lograr una
mejor comprensión de los procesos estacionarios, es necesario definir ciertos conceptos, que
son fundamentales para este tipo de procesos. Además serán de gran utilidad en el caṕıtulo
posterior.
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La función de distribución conjunta n-dimensional para un proceso estocástico se define
por

F (xt1 , xt2 , ..., xtn ) = P (Xt1 ≤ xt1 , ...,Xtn ≤ xtn).

Los procesos estacionarios a su vez se clasifican en procesos estacionarios débiles y pro-
cesos estacionarios fuertes.

Un proceso se dice que es débilmente estacionario si todos los momentos de orden n
existen y son independientes del tiempo t. Más aún, un proceso estacionario de segundo
orden1 tiene media y varianza constantes. Formalmente se tiene la siguiente definición.

Definición 2.3.4 Un proceso estacionario débil es aquél proceso {Xt : t ∈ T}, con E(X2
t ) <

∞ ∀ t ∈ T , tal que,

a) E(Xt) = m, ∀ t ∈ T ;

b) γ(r, s) = γ(r + t, s+ t), ∀ r, s, t ∈ T.

En a), significa que el valor esperado es constante. El hecho de que γ(r, s) = γ(r+t, s+t)
significa que la función covarianza toma el mismo valor para dos v.a’s que estén separadas
por un retardo ó rezago t en el proceso, independientemente de dónde se encuentren situa-
das estas v.a’s en el tiempo.

Por otro lado, un proceso se dice que es estrictamente estacionario ó fuertemente esta-
cionario, si (Xt1 ,Xt2 , ...,Xtn ) tienen la misma distribución conjunta que (Xt1+k,Xt2+k, ...,
Xtn+k).

Definición 2.3.5 Un proceso estacionario fuerte es aquel proceso {Xt : t ∈ T}, tal que
∀ t ∈ T, E(X2

t ) <∞ si ∀ n ∈ N, ∀ k ∈ T y ∀ t1, t2, ..., tn ∈ T ,

F (xt1 , xt2 , ..., xtn) = F (xt1+k, xt2+k, ..., xtn+k).

Siempre se cumple que un proceso estrictamente estacionario implica un proceso débil-
mente estacionario, el rećıproco no necesariamente se cumple.

Para un proceso estrictamente estacionario, la función media µt = µ es una constan-
te, siempre que E(|Xt|) < ∞. También si E(X2

t ) < ∞, entonces σ2
t = σ2 para todo t, de

aqúı que la varianza también es constante.

1Un proceso es estacionario de segundo orden si F (xt1 , xt2) = F (xt1+k, xt2+k), para t1, t2, k, t1+k, t2+k ∈
Z.
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Funciones de autocorrelación y autocovarianza

Para un proceso estacionario {Xt : t ∈ T}, se tiene que la media E(Xt) = µ y la
varianza Var(Xt) = E(Xt − µ) = σ2 son constantes, y la covarianza Cov(Xt,Xs), la cual
es una función que solo depende del rezago del tiempo. En este caso, en particular para
cuando s = t+ k (k es un rezago), se define la función de autocovarianza como una función
dependiente solamente del rezago k como:

γk = E[(Xt − µ)(Xt+k − µ)] = Cov(Xt,Xt+k).

Por motivos prácticos, algunas veces se debe estandarizar la función autocovarianza para
obtener la función de autocorrelación (FAC), dada por

ρk = Corr(Xt,Xt+k) =
Cov(Xt,Xt+k)

√

Var(Xt)Var(Xt+k)
=
γk

γ0
, (2.4)

la cual mide la correlación entre Xt y Xt+k,

Para un proceso estacionario, la función de autocovarianza y la FAC cumplen las si-
guientes propiedades:

Propiedad 2.3.6 Sea {Xt : t ∈ T} un proceso estocástico estacionario, con media µ,
varianza σ2, función autocovarianza γk y función autocorrelación ρk, entonces:

a) γ0 = Var(Xt) ≥ 0 y ρ0 = 1;

b) |ρk| ≤ 1 y |γk| ≤ γ0;

c) γk = γ−k y ρk = ρ−k para todo k, es decir γk y ρk son funciones pares y de aqúı que
sean simétricas con respecto a t = 0;

d) γk y ρk son positivas semidefinidas, es decir

n
∑

i=1

n
∑

j=1

αiαjγ|ti−tj | ≥ 0

y
n
∑

i=1

n
∑

j=1

αiαjρ|ti−tj | ≥ 0,

para cualquier conjunto de puntos t1, t2, ..., tn y cualquier número real α1, α2, ..., αn.

Demostración.

a) Se cumple por definición.
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b) Se sabe que Var(aXt + bXt+k) ≥ 0, y por propiedad (2.1.28,h), se tiene que

0 ≤ a2Var(Xt) + b2Var(Xt + k) + 2abCov(Xt,Xt+k)

= a2σ2 + b2σ2 + 2abγk

= (a2 + b2)σ2 + 2abγk.

De aqúı se desprenden dos casos:

Si a = b = 1, entonces

0 ≤ 2σ2 + 2γk

0 ≤ σ2 + γk

−γk ≤ σ2.

De esta última desigualdad y del hecho de que γ0 = σ2 y ρk = γk

γ0
, se sigue que

−1 ≤ ρk. (2.5)

Ahora, si a = 1 y b = −1, entonces

0 ≤ 2σ2 − 2γk

0 ≤ σ2 − γk

γk ≤ σ2

De aqúı se obtiene que
ρk ≤ 1. (2.6)

De (2.5) y (2.6) se obtiene que −1 ≤ ρk ≤ 1, es decir |ρk| ≤ 1.

|γk| ≤ γ0 es consecuencia inmediata del hecho de que −1 ≤ ρk ≤ 1.

c) El resultado se obtiene por el hecho de que la correlación entre Xt+k y Xt es la misma
que la correlación entre Xt y Xt−k, esto por ser Xt estacionario. Es decir,

γk = Cov(Xt+k,Xt)

= Cov(Xt,Xt−k)

= γ−k.

d) Definiendo X =
∑n

i=1 αiXti , el resultado es inmediato, del hecho de que

0 ≤ Var(X) =

n
∑

i=1

n
∑

j=1

αiαjCov(Xti ,Xtj ) =

n
∑

i=1

n
∑

j=1

αiαjγ|ti−tj |.

Análogamente se obtiene el resultado para ρk.



2.3. PROCESOS ESTOCÁSTICOS 39

Lo anterior se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3.7 Caminata aleatoria

Supongamos que {Zt} es un proceso puramente aleatorio2. Un proceso {Xt : t ∈ T} es
llamado caminata aleatoria si

Xt = Xt−1 + Zt.

Comúnmente este proceso comienza cuando t = 0, es decir X0 = 0, de la relación
recursiva anterior se obtiene que

X1 = Z1

y

Xt =

t
∑

i=1

Zi.

Es fácil verificar que E(Xt) = tµZ y Var(Xt) = tσ2
Z . En efecto,

E(Xt) = E

[

t
∑

i=1

Zi

]

=
t
∑

i=1

E[Zi]

= tµZ .

Y para la varianza se tiene,

Var(Xt) = Var

(

t
∑

i=1

Zi

)

=

t
∑

i=1

Var(Zi)

= tσ2
Z .

Como la media y la varianza dependen de t, el proceso es no estacionario.

Por otro lado, la función de autocovarianza está dada por,

2Para un proceso puramente aleatorio se cumple que E(Zt) = µZ y Var(Zt) = σ2
Z , además las Z′s son

v.a’s iid.
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γk = Cov(Xt,Xt+k)

= Cov(Xt,Xt + Zt+1 + ...+ Zt+k)

= Cov(Xt,Xt)

= Var(Xt)

= tσ2
Z .

Hasta aqúı se mostraron los conceptos básicos correspondientes a la teoŕıa de probabili-
dad y estad́ıstica, aśı como también la introducción a procesos estocásticos, los cuales son la
base para el estudio de series de tiempo, dicho estudio se muestra en el siguiente caṕıtulo.



Caṕıtulo 3

Fundamentos de series de tiempo

No siempre es posible predecir con total exactitud algún valor de la serie de tiempo.
Sin embargo, se pueden encontrar ciertos patrones en las series de tiempo como tendencia,
estacionalidad, entre otros mencionados en el Caṕıtulo 1, estos pueden describir el compor-
tamiento de la serie. También es posible describirlas mediante modelos basados en distribu-
ciones de probabilidad. En este caṕıtulo se estudian las principales técnicas y modelos que
describen a las series de tiempo.

3.1. Fundamentos y técnicas descriptivas de series de tiempo

Graficar los datos que conforman una serie de tiempo resulta ser de gran utilidad para
llevar a cabo un buen análisis de la misma. Una vez que los datos han sido graficados es
posible observar algunas discontinuidades o irregularidades, incluso datos at́ıpicos, si es que
existen en la serie de tiempo. En el Caṕıtulo 1 se describen algunas componentes de las
series de tiempo, entre las que destacan: tendencia, cambios ćıclicos y efecto estacional.
Tales discontinuidades pueden ser cambios de nivel repentinos, por lo que seŕıa de mucha
utilidad analizar los datos por intervalos o segmentos iguales. Es necesario analizar estas
componentes y si es posible realizar transformaciones o aplicar alguna técnica para eli-
minarlas o modificarlas. Llevando a cabo este proceso, se logra obtener series de tiempo
estacionarias. Ciertamente, esto permite realizar un mejor análisis además de predicciones
en las series de tiempo. En adelante, sólo se tomarán en cuenta las series de tiempo discretas.

Una manera de representar una serie de tiempo es mediante la ecuación

Xt = mt + st + εt,

donde Xt es un proceso, mt es la componente de tendencia, st es una función que representa
la componente estacional y εt es la componente de ruido aleatorio1. A continuación se
describen brevemente estos tipos de análisis.

1E(εt) = 0 y Var(εt) = σ2.

41
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3.1.1. Transformaciones

Es posible realizar transformaciones en los datos graficados con el fin de facilitar el análi-
sis de la serie de tiempo. Existen transformaciones logaŕıtmicas y tranformaciones aplicando
ráız cuadrada. Algunas razones para realizar una transformación son las siguientes:

a) Para estabilizar la varianza. Si en la serie existe tendencia y la varianza incrementa con
la media, puede hacerse una transformación. Si la desviación estándar es directamente
proporcional a la media, se debe hacer una transformación logaŕıtmica.

b) Para hacer aditivo el efecto estacional. Si existe tendencia y el tamaño del efecto
estacional incrementa con la media, se puede hacer una transformación para hacer
constante el efecto estacional (cambios periódicos anuales), a esto se le llama efecto
estacional aditivo. Si el tamaño del efecto estacional es directamente proporcional a
la media, entonces se dice que es un efecto estacional multiplicativo. En este caso se
debe hacer una transformación logaŕıtmica.

c) Para obtener una distribución normal en los datos. En muchas ocasiones es importante
normalizar los datos para facilitar el análisis.

3.1.2. Análisis de series que contienen tendencia

El tipo más simple de tendencia lineal es de la forma tendencia lineal + ruido, aunque
puede definirse de diferentes maneras. La observación en el tiempo t es una variable aleatoria
Xt dada por

Xt = α+ βt+ εt, (3.1)

donde α y β son constantes y εt es un término de error aleatorio con media cero.

El nivel medio en el tiempo t está dado por

mt = α+ βt, (3.2)

el cual también se llama componente de tendencia. La tendencia en (3.2) es una función que
depende del tiempo y en algunas ocasiones la llaman tendencia lineal global. Otros autores
hacen referencia a la tendencia como el cambio en el nivel medio por unidad de tiempo, es
decir toman a β como la tendencia.

Es posible ajustar un modelo para la tendencia mediante una función lineal (3.2); este
tipo de ajuste tienen la ventaja de ser muy sencillo de analizar, sin embargo, en ocasiones
existen cambios bruscos en la tendencia, es por esta razón que es más adecuado realizar el
análisis por intervalos. Es decir, ajustar un modelo lineal a trozos. Si se ajusta un modelo
lineal a trozos es más fácil visualizar los cambios de la tendencia; además de que se puede
observar como α y β evolucionan con el tiempo. Esta evolución se puede dar de forma
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determinista, aunque también se puede dar de forma estocástica, con lo cual se obtiene lo
que se conoce como tendencia estocástica.

Formalmente definimos el modelo con componente estacional de la siguiente manera.

Definición 3.1.1 El modelo cuya única componente es la tendencia está dado por

Xt = mt + εt, para t = 1, 2, ..., n, (3.3)

donde E(εt) = 0.

Observación 3.1.2 Si E(εt) 6= 0, entonces se reemplazan mt y εt en (3.3) con mt + E(εt)
y εt − E(εt), respectivamente.

A continuación se analizan algunas técnicas que ayudan a describir la tendencia en una
serie de tiempo.

◮ Estimación de la tendencia

Uno de los principales métodos no paramétricos para la estimación de tendencia y cons-
trucción de modelos es el suavizamiento.

Los siguientes métodos fueron pensados con el fin de estimar la tendencia ajustando un
polinomio y luego eliminarla de los datos. De esta manera es posible encontrar un modelo
adecuado de serie de tiempo estacionario para la componente residual; o bien, eliminar la
tendencia mediante diferenciación y luego encontrar el modelo apropiado para la serie dife-
renciada (componente residual).

Suavizamiento.

A continuación se presentan dos tipos de suavizamiento que pueden ser usados para
estimar la tendencia en una serie de tiempo.

I. Suavizamiento por filtros. Usar filtros lineales ayuda a convertir una serie de tiempo
{xt} en otra {yt} mediante

yt =

s
∑

r=−q

arxt+r,

donde {ar} es un conjunto de pesos tales que
∑

ar = 1. Esta técnica hace referencia a un
proceso de promedio móvil.

Un procedimiento de suavizado en las series puede ser por ejemplo,
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xt−→ Filtro 1
yt−→ Filtro 2

zt−→

El filtro 1 con pesos {ar} actúa sobre {xt} para producir {yt}. El filtro 2 con pesos {bj}
actúa sobre {yt} para producir {zt}.

Consideremos el siguiente filtro de promedio móvil,

Wt =
1

2q + 1

q
∑

r=−q

Xt−r, donde q ∈ Z+,

del proceso {Xt} definido por la ecuación (3.3). Para q + 1 ≤ t ≤ n− q se tiene,

Wt =
1

2q + 1

q
∑

r=−q

mt−r +
1

2q + 1

q
∑

r=−q

Yt−r ≃ mt,

suponiendo que mt es aproximadamente lineal en [t−q, t+q] y que la media de los términos
de error es muy cercana a cero, entonces

m̂t =
1

2q + 1

q
∑

r=−q

Xt−r, q + 1 ≤ t ≤ n− q, (3.4)

proporciona un estimador para la tendencia.

La elección de los filtros para suavizar es de carácter subjetivo, el investigador debe
probar con diferentes filtros para obtener una mejor estimación de la tendencia.

II. Suavizamiento exponencial. Una técnica bastante conocida en la literatura es el
suavizamiento exponencial, esta también es una técnica muy útil para estimar la tendencia.

Por ejemplo para cualquier número fijo a ∈ [0, 1], el proceso m̂t, t = 1, 2, ..., n definido
por

m̂t = aXt + (1 − a)m̂t−1, t = 2, ..., n

y
m̂1 = X1,

puede ser estimado mediante suavizamiento exponencial.

El método de suavizamiento exponencial asume que

m̂t =

t−2
∑

j=0

α(1 − α)jXt−j + (1 − α)t−1Xt, (3.5)
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donde α es una constante y 0 < α < 1, es un estimador para la tendencia. Los pesos
aj = α(1 − α)j decrecen con respecto a j.

El suavizamiento exponencial utiliza valores presentes y pasados de la serie, este método
es común cuando se realiza predicción.

Una vez que se estima la tendencia se pueden observar las fluctuaciones locales,

Res(xt) = residuales del valor suavizado

= xt − sm(xt)

=

s
∑

r=−q

brxt+r.

El cual también puede ser considerado como un filtro lineal tomando b0 = 1 − a0 y
br = −ar para r 6= 0. Si se tiene que

∑

ar = 1, entonces
∑

br = 0 y el filtro elimina la
tendencia.

Ajuste polinomial.

Para datos anuales es posible ajustar una función simple de tiempo como una curva
polinomial (lineal, cuadrática, etc.), una curva Gompertz, una curva loǵıstica o por algún
otro método como el conocido por mı́nimos cuadrados, véase [4].

Por ejemplo por mı́nimos cuadrados lo que se pretende, una vez que se tiene la tendencia
de la forma mt = a0+a1t+a2t

2, es ajustar a los datos x1, x2, ..., xn, eligiendo los parámetros
a0, a1, a2, tales que minimicen

∑n
t=1(xt −mt)

2.

La curva Gompertz está dada por

log xt = α+ βrt,

donde α y β son parámetros, 0 < r < 1, o bien por

xt = α exp{β exp(−γt)}, γ > 0.

La curva loǵıstica está dada por

xt =
α′

1 + β′ exp(−ct) .

En las curvas antes mencionadas, t→ ∞, sin embargo, la Gompertz converge más lento
que la loǵıstica. Además, en estas curvas, la función proporciona una medida de la tenden-
cia y los residuales, una aproximación de fluctuaciones locales donde los residuales son las
diferencias entre las observaciones y los correspondientes valores de la curva ajustada.



46 CAPÍTULO 3. FUNDAMENTOS DE SERIES DE TIEMPO

◮ Eliminación de tendencia

Lo que se intenta ahora en lugar de eliminar los términos de error, es eliminar la tendencia
en una serie mediante diferenciación.

Eliminación por diferenciación. Diferenciar una serie de tiempo dada hasta lograr ha-
cerla estacionaria, es un tipo de filtro particular el cual elimina la tendencia de la serie. Para
poder aplicar esto se necesita que los datos sean no estacionales, es decir, que no presenten
fluctuaciones periódicas muy marcadas. Muchas veces basta con obtener las diferencias de
primer orden para lograr la estacionariedad de la serie.

A continuación se definen dos operadores que serán de gran utilidad tanto en esta sec-
ción como en las posteriores.

Definición 3.1.3 El operador diferencial ∇ está dado por

∇Xt = Xt −Xt−1 = (1 −B)Xt,

donde B es el operador de retraso dado por

BXt = Xt−1.

Análogamente se definen

Bj(Xt) = Xt−j

y

∇j(Xt) = ∇(∇j−1(Xt)), j ≥ 1, con ∇0(Xt) = Xt.

El método de diferenciación consiste en formar una nueva serie y2, ..., yN apartir de la
original x1, ..., xN mediante

yt = Xt −Xt−1 = ∇Xt, t = 2, 3, ..., N.

En algunos casos es necesario obtener la segunda diferencia usando el operador ∇2,

∇2Xt = ∇(∇(Xt))

= (1 −B)(1 −B)Xt

= (1 − 2B +B2)Xt

= Xt − 2Xt−1 −Xt−2.
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3.1.3. Análisis de series que contienen variación estacional

Existen básicamente 3 modelos estacionales:

a) Aditivo,

Xt = mt + st + εt.

b) Multiplicativo,

Xt = mtstεt.

c) Mixto,

Xt = mtst + εt.

donde, en cada una de las ecuaciones, mt es el nivel medio desestacionalizado en el tiempo
t, st es el efecto estacional en el tiempo t y εt es el error aleatorio.

En el caso multiplicativo, una transformación logaŕıtmica es adecuada para obtener un
modelo aditivo lineal.

Los ı́ndices estacionales {st} normalmente se eligen de tal forma que cambien lentamen-
te con el tiempo. Es decir, se debe tener st ≃ st−s, donde s es el número de observaciones
por año. Regularmente los ı́ndices se normalizan y se hace la suma igual a cero en el caso
aditivo, o el promedio igual a 1 en el caso multiplicativo.

Análogo al caso del análisis en que las series muestran tendencia, en las series que mues-
tran variación estacional, el análisis depende de si se desea medir y/o eliminar esta variación.

Es usual en series que muestran una tendencia pequeña estimar el efecto estacional para
un periodo de tiempo determinado. Esto se logra obteniendo el promedio de cada observa-
ción del periodo en cuestión restándole el promedio anual para el caso aditivo. En el caso
multiplicativo se debe dividir cada observación de periodo por el promedio anual.

◮ Estimación de tendencia y componentes estacionales.

En el caso en que la serie dada presenta tendencia y variación estacional se debe trabajar
con ambas componentes a la vez. Para llevar a cabo este procedimiento se debe seguir una
secuencia de pasos simples.

En primer lugar se estima la tendencia, luego las componentes estacionales y por último
se vuelve a estimar la tendencia, ahora sin incluir los datos estacionales2.

A continuación se ilustra este procedimiento.

2Método descrito en el libro de Brockwell & Davis [2].
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a) Se estima la tendencia de la serie con alguno de los métodos descritos en la sección
3.1.2, en la parte correspondiente a estimación de tendencia, suponiendo que se tienen
n observaciones. Si el periodo es par (d = 2q), entonces el estimador es

m̂t =
1
2Xt−q +Xt−q+1 + · · · +Xt+q−1 + 1

2Xt+q

d
, q < t ≤ n− q, (3.6)

en caso de que el periodo sea impar entonces se toma d = 2q+1 y se usa el estimador
(3.4).

b) Se debe estimar la componente estacional. Se calcula el promedio wk de las desvia-
ciones {(xk+jd − m̂k+jd), q < k + jd ≤ n − q}, para k = 1, ..., d. Aunque esto resulta
ser inapropiado pues el promedio de las desviaciones no necesariamente suma cero,
entonces se estiman las componentes estacionales mediante

sk = wk −

d
∑

i=1

wi

d
, k = 1, ..., d,

y ŝk = ŝk−d, k > d.

Ahora los datos desestacionalizados son estimados mediante

dt = xt − ŝt, t = 1, ..., n,

es decir las componentes estacionales estimadas son eliminadas del modelo para cons-
truir otro.

c) Por último se debe estimar nuevamente la tendencia pero ahora sin las componentes
estacionales (dt) usando alguno de los metodos descritos en la sección 3.1.2.
Una vez realizado todo lo anterior, la componente del ruido se podrá estimar por

ε̂t = xt − m̂t − ŝt, t = 1, ..., n.

El siguiente es un ejemplo muy sencillo de como estimar los datos estacionales y ten-
dencia.

Ejemplo 3.1.4 Para cuando se tienen datos mensuales, una forma de eliminar el efecto
estacional se obtiene al calcular

sm(xt) =
1
2xt−6 + xt−5 + · · · + xt+5 + 1

2xt+6

12
. (3.7)

Para datos trimestrales la ecuación a calcular es:

sm(xt) =
1
2xt−2 + xt−1 + xt+1 + 1

2xt+2

4
. (3.8)
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De esta manera el efecto estacional para una serie de tiempo se puede estimar haciendo
xt − sm(xt) en el caso aditivo ó xt

sm(xt)
para el caso multiplicativo.

◮ Eliminación de tendencia y componentes estacionales.

Por otro lado, el efecto estacional en una serie de tiempo también puede eliminarse me-
diante un filtro simple lineal el cual es llamado diferenciación estacional.

Por ejemplo, para datos mensuales se debe calcular

∇12Xt = Xt −Xt−12.

Es decir, la técnica de diferenciación descrita anteriormente para datos no estacionales,
también se puede aplicar a datos estacionales de periodo d. Ahora se define el operador ∇d

de la siguiente manera,
∇dXt = Xt −Xt−d = (1 −Bd)Xt. (3.9)

Aplicando este operador al modelo

Xt = mt + st + εt,

donde {st} tiene periodo d, se obtiene

∇dXt = mt −mt−d + εt − εt−d,

el cual da la descomposición de la diferencia ∇dXt entre una componente de tendencia
(mt − mt−d) y el término de error (εt − εt−d). De esta forma, la tendencia (mt − mt−d)
puede ser eliminada usando el método descrito en la sección 3.1.2, en particular aplicando
el operador dado en (3.9).

Estos procedimientos descritos son sólo algunos de los existentes para estimar y/o eli-
minar tanto la tendencia como el efecto estacional en una serie de tiempo. Dichos procedi-
mientos serán de utilidad más adelante con fines prácticos.

3.2. Modelos que describen series de tiempo

Como se mencionó en el Caṕıtulo 2, un proceso estocástico es una familia de v.a’s in-
dexadas por un conjunto que generalmente se asocia a valores de tiempo. Los procesos
estocásticos miden la evolución de alguna o algunas variables a lo largo del tiempo. En esta
tesis, se hará énfasis en los procesos para los cuales el conjunto de ı́ndices es discreto, en
este caso, se puede ver al proceso {Xt : t ∈ T} como una sucesión de v.a’s.

Una realización de un proceso estocástico {Xt : t ∈ T}, es una asignación de valores
para cada una de las v.a’s de este proceso.
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Una serie de tiempo se puede ver como una realización de algún proceso estocástico
discreto. Por motivos prácticos se supone que cada observación xt es un valor realizado de
cierta v.a. Xt.

Formalmente se tiene la siguiente definición de serie de tiempo.

Definición 3.2.1 Una serie de tiempo para los datos observados xt es una especificación de
las distribuciones conjuntas de una sucesión de v.a’s {Xt}, de las cuales {xt} son tomadas
como realizaciones.

3.2.1. Función autocorrelación parcial

Comúnmente, además de la autocorrelación entre las variables Xt y Xt+k, se desea
conocer la correlación entre estas variables, excluyendo la dependencia lineal entre Xt y
Xt+k y las variables Xt+1,Xt+2, · · · ,Xt+k−1. Esto se denota como la correlación condicional

Corr(Xt,Xt+k|Xt+1, ...,Xt+k−1),

la cual es conocida como función autocorrelación parcial (FACP). El proceso para encontrar
dicha autocorrelación es el siguiente.

Considérese un proceso estacionario {Xt}, del cual se asume que E(Xt) = 03. La
dependencia lineal de Xt+k con Xt+1,Xt+2, · · · ,Xt+k−1 se define como el mejor estima-
dor lineal de Xt+k, en el sentido de mı́nimos cuadrados como una combinación lineal de
Xt+1,Xt+2, · · · ,Xt+k−1. Es decir,

X̂t+k = α1Xt+k−1 + α2Xt+k−2 + · · · + αk−1Xt+1,

donde αi(1 ≤ i ≤ k − 1) es el coeficiente de regresión lineal de mı́nimos cuadrados que
minimiza

E(Xt+k − X̂t+k)
2 = E(Xt+k − α1Xt+k−1 − · · · − αk−1Xt+1)

2.

Aplicando las condiciones necesarias de minimización, se obtiene el siguiente sistema de
ecuaciones lineales para las variables α1, α2, ..., αk−1,

γ1 = α1γ0 + α2γ−1 + · · · + αk−1γ−k

γ2 = α1γ1 + α2γ0 + · · · + αk−1γ1−k

...

γk−1 = α1γk−2 + α2γk−3 + · · · + αk−1γ0.

Como ρ cumple (2.4), entonces el sistema de ecuaciones anterior se transforma en:

3Si E(Xt) 6= 0, entonces se puede hacer una transformación de Xt a Xt−E(Xt) y aplicar el procedimiento



3.2. MODELOS QUE DESCRIBEN SERIES DE TIEMPO 51

ρ1 = α1ρ0 + α2ρ−1 + · · · + αk−1ρ−k

ρ2 = α1ρ1 + α2ρ0 + · · · + αk−1ρ1−k

...

ρk−1 = α1ρk−2 + α2ρk−3 + · · · + αk−1ρ0,

cuya forma matricial es la siguiente,











ρ1

ρ2
...

ρk−1











=











1 ρ1 ρ2 · · · ρk−2

ρ1 1 ρ1 · · · ρk−3
...

...
...

...
ρk−2 ρk−3 ρk−4 · · · 1





















α1

α2
...

αk−1











. (3.10)

De forma similar se define la dependencia lineal de Xt con las variables
Xt+1,Xt+2, · · · ,Xt+k−1, como el mejor estimador de mı́nimos cuadrados de Xt como com-
binación lineal de Xt+1,Xt+2, · · · ,Xt+k−1, es decir,

X̂t = β1Xt+1 + β2Xt+2 + · · · + βk−1Xt+k−1,

donde los escalares βi(1 ≤ i ≤ k − 1) son los coeficientes de regresión lineal por mı́nimos
cuadrados que minimizan

E(Xt − X̂t)
2 = E(Xt − β1Xt+1 − · · · − βk−1Xt+k−1)

2.

De aqúı se obtiene el sistema de ecuaciones siguiente











ρ1

ρ2
...

ρk−1











=











1 ρ1 ρ2 · · · ρk−2

ρ1 1 ρ1 · · · ρk−3
...

...
...

...
ρk−2 ρk−3 ρk−4 · · · 1





















β1

β2
...

βk−1











. (3.11)

Nótese que (3.10) y (3.11) son equivalentes, es decir tienen la misma solución. Esto im-
plica que αi = βi para cada i = 1, 2, ..., k − 1.

Ahora se tiene que (Xt − X̂t) es la variable que resulta al eliminar la dependencia lineal
de Xt respecto de Xt+1,Xt+2, ...,Xt+k−1. Análogamente (Xt+k − X̂t+k) es la variable que
resulta de eliminar la dependencia lineal de Xt+k respecto de Xt+1,Xt+2, ...,Xt+k−1. Aśı,
la autocorrelación parcial entre Xt y Xt+k, que por definición es la correlación después
de eliminar la independencia lineal antes mencionada, es igual a la correlación entre las
variables (Xt − X̂t) y (Xt+k − X̂t+k). Es decir

Pk =
Cov[(Xt − X̂t)(Xt+k − X̂t+k)]

√

Var(Xt − X̂t)Var(Xt+k − X̂t+k)
,
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a partir de esta ecuación se obtiene que

P1 = ρ1,

P2 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 ρ1

ρ1 ρ2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 ρ1

ρ1 ρ1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

P3 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 ρ1 ρ1

ρ1 1 ρ2

ρ2 ρ1 ρ3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 ρ1 ρ2

ρ1 1 ρ1

ρ2 ρ1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

...

Pk =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 ρ1 ρ2 · · · ρk−2 ρ1

ρ1 1 ρ1 · · · ρk−3 ρ2
...

...
...

...
...

ρk−1 ρk−2 ρk−3 · · · ρ1 ρk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 ρ1 ρ2 · · · ρk−2 ρk−1

ρ1 1 ρ1 · · · ρk−3 ρk−2
...

...
...

...
...

ρk−1 ρk−2 ρk−3 · · · ρ1 ρ1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Los cuales son valores de la función autocorrelación parcial entre Xt y Xt+l, para
l = 1, ..., k.

Existe otra forma de obtener la función de autocorrelación parcial entre dos variables.
Considérese una variable Xt+k de un proceso estacionario con media cero que depende de
las variables de regresión Xt+k−1,Xt+k−2, ...,Xt, es decir,

Xt+k = φk1Xt+k−1 + φk2Xt+k−2 + · · · + φkkXt + et+k (3.12)

donde φki denota el i-ésimo coeficiente de regresión y et+k es un término de error normal no
correlacionado con Xt+k−j para j ≥ 1. Multiplicando por Xt+k−j en ambos lados de (3.12)
y tomando el valor esperado de la expresión resultante se obtiene:

γj = φk1γj−1 + φk2γj−2 + · · · + φkkγj−k,

y dividiendo por γ0 se obtiene,

ρj = φk1ρj−1 + φk2ρj−2 + · · · + φkkρj−k,
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para j = 1, 2, ..., k se obtienen las siguientes ecuaciones,

ρ1 = φk1ρ0 + φk2ρ1 + · · · + φkkρk−1

ρ2 = φk1ρ1 + φk2ρ0 + · · · + φkkρk−2

...

ρk = φk1ρk−1 + φk2ρk−2 + · · · + φkkρ0.

Con la regla de Cramer se obtiene

φ11 = ρ1,

φ22 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 ρ1

ρ1 ρ2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 ρ1

ρ1 ρ1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

φ33 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 ρ1 ρ1

ρ1 1 ρ2

ρ2 ρ1 ρ3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 ρ1 ρ2

ρ1 1 ρ1

ρ2 ρ1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

...

φkk =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 ρ1 ρ2 · · · ρk−2 ρ1

ρ1 1 ρ1 · · · ρk−3 ρ2
...

...
...

...
...

ρk−1 ρk−2 ρk−3 · · · ρ1 ρk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 ρ1 ρ2 · · · ρk−2 ρk−1

ρ1 1 ρ1 · · · ρk−3 ρk−2
...

...
...

...
...

ρk−1 ρk−2 ρk−3 · · · ρ1 ρ1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

(3.13)

Nótese que los coeficientes φkk de regresión lineal cumplen φkk = Pk. Usualmente en la
literatura se denota la función autocorrelación parcial como φkk.

3.2.2. Procesos puramente aleatorios

Definición 3.2.2 Se dice que un proceso {Zt : t ∈ T} es un proceso puramente aleatorio
si es una sucesión de v.a’s iid no correlacionadas, donde además E(Zt) = µZ, la varianza
es constante, Var(Zt) = σ2

Z y γk = Cov(Zt, Zt+k) = 0, para todo k 6= 0.
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Por otro lado, se dice que el proceso puramente aleatorio Zt es estacionario y se tiene lo
siguiente.

La función autocovarianza (γk = E(ZtZt+k)) está dada por

γk =

{

σ2
Z , k = 0;
0, otro caso.

La función autocorrelación está dada por

ρk =

{

1, k = 0;
0, otro caso.

Y la función autocorrelación parcial está dada por

φkk =

{

1, k = 0;
0, otro caso.

En particular si se toma µZ = 0, entonces se hace referencia a un proceso ruido blanco.

3.2.3. Funciones autocorrelación y autocovarianza muestral

Media muestral

Del ejemplo 2.2.14, se observa que la media muestral resulta ser un buen estimador para
la media poblacional. Para el caso cuando se tiene solo una realización (una asignación de
valores para las v.a’s.), también la media muestral proporciona un estimador para la media
µ = E(Xt) de un proceso estacionario, esto es

X̂ =
1

n

n
∑

t=1

Xt,

claramente, X̂ es un estimador insesgado.

Función autocovarianza muestral

Se puede proponer un estimador para la función autocovarianza γk. Para fines prácticos
algunas ocasiones resulta más útil calcular el estimador para γk y después usar el hecho que
ρk = γk

γ0
para obtener el estimador de ρk. Para una realización, el estimador γ̂k de γk, se

define análogamente al caso ordinario como

γ̂k =
1

n

n−k
∑

t=1

(Xt − X̄)(Xt+k − X̄), (3.14)
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ó

ˆ̂γk =
1

n− k

n−k
∑

t=1

(Xt − X̄)(Xt+k − X̄), (3.15)

aunque ambos estimadores resultan ser sesgados, muchos autores prefieren usar (3.14) pues-
to que resulta mejor estimador que (3.15). En efecto,

n−k
∑

t=1

(Xt − X̄)(Xt+k − X̄) =
n−k
∑

t=1

[(Xt − µ) − (X̄ − µ)][(Xt+k − µ) − (X̄ − µ)]

=
n−k
∑

t=1

(Xt − µ)(Xt+k − µ) − (X̄ − µ)
n−k
∑

t=1

(Xt − µ)

−(X̄ − µ)
n−k
∑

t=1

(Xt+k − µ) + (n− k)(X̄ − µ)2

≈
n−k
∑

t=1

(Xt − µ)(Xt+k − µ) − (n− k)(X̄ − µ)2.

Por otro lado

E(γ̂k) = E

[

1

n

n−k
∑

t=1

(Xt − X̄)(Xt+k − X̄)

]

≃ 1

n
E

[

n−k
∑

t=1

(Xt − µ)(Xt+k − µ) − (n− k)(X̄ − µ)2

]

=
1

n

[

n−k
∑

t=1

E[(Xt − µ)(Xt+k − µ)] − (n− k)Var(X̄)

]

=
1

n

[

n−k
∑

t=1

Cov(Xt,Xt+k) − (n− k)Var(X̄)

]

= γk − k

n
γk −

(

n− k

n

)

Var(X̄).

Análogamente

E(ˆ̂γk) = E

[

1

(n− k)

n−k
∑

t=1

(Xt − X̄)(Xt+k − X̄)

]

≃ 1

(n− k)
E

[

n−k
∑

t=1

(Xt − µ)(Xt+k − µ) − (n− k)(X̄ − µ)2

]

= γk − Var(X̄).
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Al ignorar el término de Var(X̄) en las últimas dos ecuaciones, es fácil ver que ˆ̂γk se hace
insesgado, mientras γ̂k sigue siendo sesgado. El sesgo de γ̂k es más grande que el sesgo de
ˆ̂γk, sobre todo cuando k es grande con respecto a n. Usando el criterio de comparar el ECM
de ambos estimadores se encuentra que γ̂k tiene menor ECM que ˆ̂γk. Además, γ̂k es positiva
semidefinida como lo es γk, mientras que ˆ̂γk no lo es. Por estas razones, es preferible usar
(3.14) como función autocovarianza muestral para estimar la función de autocovarianza γk.

Función autocorrelación muestral

Asociada a la función de autocovarianza muestral, también es posible definir la función
de autocorrelación muestral (FAC muestral) para una serie de tiempo dada X1,X2, ...,Xn,
mediante,

ρ̂k =
γ̂k

γ̂0
=

n−k
∑

t=1

(Xt − X̄)(Xt+k − X̄)

n
∑

t=1

(Xt − X̄)2
, k = 0, 1, 2, ...

Cuando se grafica ρ̂k contra k, se obtiene a lo que comúnmente se le conoce como
correlograma muestral.

Función autocorrelación parcial muestral

Además de las funciones antes mencionadas, es posible definir la función autocorrelación
parcial muestral (FACP muestral); esto se logra, sustituyendo en (3.13), ρi por su respectivo
estimador ρ̂i. Ahora se tiene un método recursivo iniciando con φ̂11 = ρ̂1 y

φ̂k+1,k+1 =

ρ̂k+1 −
k
∑

j=1

φ̂kj ρ̂k+1−j

1 −
k
∑

j=1

φ̂kj ρ̂j

y

φ̂k+1,j = φ̂kj − φ̂k+1,k+1φ̂k,k+1−j, j = 1, ..., k.

3.2.4. Procesos lineales estacionarios

Es posible representar una serie de tiempo de dos maneras. La primera consiste en escri-
bir un proceso Xt como una combinación lineal de una sucesión de v.a’s no correlacionadas
y la segunda forma utiliza el operador de retraso B.
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Definición 3.2.3 Una serie de tiempo {Xt} es un proceso lineal si se puede representar
como

Xt =

∞
∑

j=−∞

ψjZt−j ∀ t, (3.16)

donde {Zt} es un proceso ruido blanco, y {ψj} es una sucesión de constantes tales que
∞
∑

j=−∞

ψ2
j <∞.

Utilizando el operador de retraso B, se puede escribir (3.16) de la siguiente forma:

Xt = ψ(B)Zt,

donde ψ(B) =

∞
∑

j=−∞

ψjB
j.

Si ψj = 0 para todo j < 0, entonces se tiene

Xt =

∞
∑

j=0

ψjZt−j .

Esta forma de escribir un proceso se le denomina representación de medias móviles.

Nótese que Xt está bien definida, pues la condición
∞
∑

j=−∞

ψ2
j <∞ asegura que la suma en

(3.16) converge (con probabilidad 1) puesto que E(|Zt|2) = E(Z2
t ) = Var(Zt) + (E(Zt))

2 =
σ2, de aqúı que E(|Zt|) ≤ σ y

E|Xt| ≤
∞
∑

j=−∞

(|ψt−j |E|Zt−j |) ≤





∞
∑

j=−∞

|ψt−j |



σ <∞.

De aqúı en adelante, una suma infinita de variables aleatorias es definida como el ĺımite
en la media cuadrática de la suma finita de sumas parciales. Esto es, (3.16) converge en la
media cuadrada, es decir, Xt en (3.16) es definida tal que

E







Xt −
n
∑

j=−n

ψjZt−j





2

→ 0 cuando n → ∞.

Por otro lado, para la representación de medias móviles se cumple,

E(Xt) = E





∞
∑

j=0

ψjZt−j



 =

∞
∑

j=0

ψjE(Zt−j) = 0,
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Var(Xt) = σ2
Z

∞
∑

j=0

ψ2
j ,

y

E(ZtXt−j) =

{

σ2
Z , j = 0;
0, otro caso.

De aqúı que,

γk = E(XtXt+k) (3.17)

= E





∞
∑

i=0

ψiZt−i

∞
∑

j=0

ψjZt+k−j



 (3.18)

= E





∞
∑

i=0

∞
∑

j=0

ψiψjZt−iZt+k−j



 (3.19)

= σ2
Z

∞
∑

i=0

ψiψi+k, (3.20)

es decir,

γk = σ2
Z

∞
∑

i=0

ψiψi+k (3.21)

y

ρk =

∑∞
i=0 ψiψi+k
∑∞

i=0 ψ
2
i

.

Es fácil ver que las funciones autocovarianza y autocorrelación dependen solo de la dife-
rencia del tiempo k. Más aún, puesto que involucran sumas infinitas, para ser estacionarias,
se debe probar que γk es finita para cada k. Esto es,

|γk| = |E(XtXt+k)| ≤ [Var(Xt)Var(Xt+k)]1/2 = σ2
Z

∞
∑

j=0

ψ2
j .

De aqúı que, también
∞
∑

j=−∞

ψ2
j < ∞ es una condición requerida para que el proceso en

(3.16) sea estacionario.

Para una sucesión de autocovarianzas γk, k = 0,±1,±2, ..., la función generadora de
covarianzas se define como

γ(B) =
∞
∑

k=−∞

γkB
k,
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donde la varianza del proceso γ0, es el coeficiente de B0, y la autocovarianza del rezago k,
γk, es el coeficiente tanto de Bk como de B−k. Por el hecho de que el proceso es estacionario
y por (3.21) se sigue que

γk = σ2
Z

∞
∑

k=−∞

∞
∑

i=0

ψiψi+kB
k

= σ2
Z

∞
∑

i=0

∞
∑

j=0

ψiψjB
j−i

= σ2
Z

∞
∑

j=0

ψjB
j

∞
∑

i=0

ψiB
−i

= σ2
Zψ(B)ψ(B−1),

donde ψj = 0 para j < 0. Análogamente, se define la función generadora de autocorrelación,
la cual está dada por

ρ(B) =

∞
∑

k=−∞

ρkB
k =

γ(B)

γ0
.

Otra forma usual de escribir un proceso {Xt} es mediante una representación autorre-
gresiva, en la cual el valor Xt es la suma de sus propios valores regresados en el tiempo t
más un proceso aleatorio, es decir,

Xt = π1Xt−1 + π2Xt−2 + · · · + Zt =

∞
∑

i=1

πiXt−i + Zt,

ó haciendo uso del operador B,

π(B)Xt = Zt, (3.22)

donde π(B) = 1 −∑∞
j=1 πjB

j, y 1 +
∑∞

j=1 |πj | < ∞. Cuando un proceso puede ser escrito

en esta forma, se dice que es invertible4.

Para que un proceso lineal Xt = ψ(B)Zt sea invertible, debe poder escribirse en térmi-
nos de un proceso autorregresivo, las ráıces de ψ(B) = 0 como función de B deben estar
fuera del ćırculo unitario. Esto es, si β es una ráız de ψ(B), entonces |β| > 1, donde | · | es
la métrica Euclideana5.

4Box-Jenkins (1976) determinan esta propiedad en los procesos lineales. Además argumentan que en
predicción, un proceso que no es invertible no tiene sentido.

5Cuando β es un número real, |β| es igual al valor absoluto de β, y cuando es un número complejo,
β = c + id, entonces |β| =

√
c2 + d2.
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Para que el proceso (3.22) sea estacionario, se debe poder reescribir en una representación
de medias móviles, esto es,

Xt =
1

π(B)
Zt = ψ(B)Zt,

tal que

∞
∑

j=0

ψ2
j < ∞ se satisface. Para que esto sea posible, se requiere que las ráıces de

π(B) = 0 se encuentren fuera del ćırculo unitario.

En la práctica, la construcción de estos modelos no es muy útil, puesto que contienen
un número infinito de parámetros que son imposibles de estimar a partir de un número
finito de observaciones disponibles. Una forma alternativa, es construir modelos con solo un
número finito de parámetros.

3.2.5. Modelos de series de tiempo estacionarios

Anteriormente se mencionó que un proceso estacionario puede escribirse como una com-
binación lineal de v.a’s no correlacionadas. Aqúı se presenta la misma idea solo que para un
número finito de observaciones. En este apartado se da a conocer el modelo autorregresivo
de medias móviles, el cual es una combinación del modelo autorregresivo y el de medias
móviles.

◮ El proceso autorregresivo

Definición 3.2.4 Sea {Zt} un proceso puramente aleatorio con media cero y varianza σ2
Z.

Se dice que un proceso es autorregresivo de orden p, y se denota por AR(p) si puede ser
escrito como

Xt = α1Xt−1 + · · · + αpXt−p + Zt (3.23)

o
αp(B)Xt = Zt, (3.24)

donde αp(B) = (1 − α1B − · · · − αpB
p).

El proceso Xt es regresado en los mismos valores pasados de Xt en ambos casos, de aqúı que
al proceso se le denomine autorregresivo.

Puesto que

p
∑

j=1

|πj | =

p
∑

j=1

|αj | <∞, el proceso siempre es invertible. Para que sea esta-

cionario, las ráıces de αp(B) = 0, deben estar fuera del ćırculo unitario.

Los procesos AR son útiles para describir situaciones en las cuales la serie de tiempo
presentada depende de sus valores pasados más un proceso aleatorio.
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Para una mejor comprensión de este tipo de modelos, se consideran los siguientes casos.

El proceso autorregresivo de primer orden AR(1)

El proceso autorregresivo de primer orden puede escribirse como

Xt = α1Xt−1 + Zt (3.25)

ó usando el operador de retroceso B como,

(1 − α1B)Xt = Zt. (3.26)

Este proceso siempre es invertible, para que sea estacionario, se debe cumplir que la
ráız de (1−α1B) = 0, debe estar fuera del ćırculo unitario. Es decir, para un proceso
estacionario se tiene que |α1| < 1. El proceso AR(1) algunas veces es llamado proceso
de Markov, pues el valor de Xt es completamente determinado a partir de Xt−1.

El proceso (3.25) puede escribirse como un proceso de medias móviles (3.16) de orden
infinito, en efecto, si se hacen sustituciones se obtiene

Xt = αXt−1 + Zt = α(αXt−2 + Zt−1) + Zt,

si se siguen haciendo sustituciones se llega a que (3.25) se puede reescribir como

Xt = Zt + αZt−1 + α2Zt−2 + α3Zt−3 + · · ·

=
∞
∑

i=0

αiZt−i.

Análogamente, si se usa el operador B, entonces (3.26) puede ser reescrito como,

Xt =
Zt

1 − αB

= (1 + αB + α2B2 + · · · )Zt

=

(

∞
∑

i=0

αiBi

)

Zt

=
∞
∑

i=0

αiZt−i.

A partir de la última ecuación se obtiene que

E(Xt) = 0
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y

Var(Xt) = σ2
Z(1 + α2 + α4 + · · · ) =

σ2
Z

(1 − α2)
,

esto, pues las Z ′s son v.a’s iid.

La FAC del proceso AR(1)

La función autocovarianza se puede obtener como:

γk = Cov(Xt,Xt+k)

= Cov(Xt, α1Xt+k−1 + Zt+k)

= α1Cov(Xt,Xt+k−1) + Cov(Xt, Zt+k)

= α1γk−1 + 0

= α1(α1γk−2)

...

= αk
1γ0

=
αk

1σ
2
X

(1 − α2)
.

De donde se puede inferir que,

ρk = αk
1 , k ≥ 1,

se asume que ρ0 = 1. De aqúı que, cuando el proceso es estacionario y |α1| < 1, la
FAC decae exponencialmente, dependiendo del signo de α1. Si 0 < α1 < 1, entonces
las autocorrelaciones son positivas y si −1 < α1 < 0, entonces las autocorrelaciones se
muestran de forma alternada, es decir, una positiva y otra negativa. En ambos casos,
las magnitudes de las correlaciones decaen exponencialmente como se muestra en el
apéndice B. El caso a) ilustra la FAC cuando α1 > 0 mientras que el caso c) hace
referencia a la FAC cuando α1 < 0.

La FACP del proceso AR(1)

A partir de (3.13), se obtiene

φkk =

{

ρ1 = α1, k = 1;
0, k > 1.

Análogamente, en el apéndice B, en la Figura b) se puede observar la FACP para
cuando α1 > 0 y en d) el caso cuando α1 < 0 además se ve, como se corta después
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del primer rezago en ambos casos.

El proceso autorregresivo de segundo orden AR(2)

En el caso en que p = 2 se tiene el proceso autorregresivo de segundo orden dado por

Xt = α1Xt−1 + α2Xt−2 + Zt

ó

(1 − α1B − α2B
2)Xt = Zt.

Este proceso siempre es invertible; para que sea estacionario, las ráıces de α(B) =
(1 − α1B − α2B

2) deben estar fuera del ćırculo unitario.

Las siguientes condiciones son necesarias para asegurar la estacionariedad del proceso,
sin tomar en cuenta si las raices son reales o complejas:

• −2 < α1 < 2;

• −1 < α1 < 1.

En efecto, supóngase que B1 y B2 son las ráıces de (1 − α1B − α2B
2) = 0, ó equiva-

lentemente de α2B
2 + α1B − 1 = 0, donde B1 y B2 están dadas por,

B1 =
−α1 +

√

α2
1 + 4α2

2α2
,

y

B2 =
−α1 −

√

α2
1 + 4α2

2α2
.

De aqúı,

1

B1
=
α1 +

√

α2
1 + 4α2

2
,

y

1

B2
=
α1 −

√

α2
1 + 4α2

2
.

La condición requerida |Bi| > 1 implica que | 1
Bi
| < 1 para i = 1, 2. De aqúı se tiene,

∣

∣

∣

∣

1

B1
· 1

B2

∣

∣

∣

∣

= |α2| < 1
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y

|α1| =

∣

∣

∣

∣

1

B1
+

1

B2

∣

∣

∣

∣

< 2

Entonces, para un modelo AR(2) las condiciones de estacionariedad están dadas por:

• α1 + α2 < 1;

• α2 − α1 < 1;

• −1 < α2 < 1.

Con lo cual se asegura que las ráıces serán mayores que 1, y con esto la estacionariedad
del proceso.

Ejemplo 3.2.5 Supóngase que se tiene el modelo AR(2) dado por,

Xt = Xt−1 − 0.6Xt−2 + Zt

equivalente a (1−B+0.6B2)Xt = Zt, de donde las ráıces de (1−B+0.6B2) = 0 son:
B = 0.5617978 ± 0.8988764i, pero con módulo 1.06, lo cual asegura que el proceso es
estacionario.

La FAC del proceso AR(2)

La autocovarianza del proceso AR(2) se obtiene de la siguiente manera:

γk = Cov(Xt,Xt+k) = Cov(Xt, α1Xt−k−1 + α2Xt−k−2 + Zt−k)

= α1Cov(Xt,Xt−k−1) + α2Cov(Xt,Xt−k−2) + Cov(Xt, Zt−k)

= α1γk−1 + α2γk−2, k ≥ 1.

De la ecuación anterior se tiene que

ρk = α1ρk−1 + α2ρk−2, k ≥ 1.

En particular para k = 1 se tiene,

ρ1 = α1 + α2ρ1,

de donde
ρ1 =

α1

1 − α2
.

La FAC caerá exponencialmente si las ráıces de (1 − α1B − φ2B
2) = 0 son reales y

presentará ondas senoidales en caso de ser complejas.
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La FACP del proceso AR(2)

A partir de (3.13) se puede calcular la función de autocorrelación parcial para k ≥ 1,
de la siguiente manera:

φ11 = ρ1 =
α1

1 − ρ2
,

φ22 =

∣

∣

∣

∣

1 ρ1

ρ1 ρ2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 ρ1

ρ1 ρ1

∣

∣

∣

∣

=
ρ2 − ρ2

1

1 − ρ2
1

=

(

α2
1+α2−α2

2

1−α2

)

−
(

α1

1−α2

)2

1 −
(

α1

1−α2

)2

=
α2[(1 − α2)

2 − α2
1]

(1 − α2)2 − α2
1

= α2.

φ33 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 ρ1 ρ1

ρ1 1 ρ2

ρ2 ρ1 ρ3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 ρ1 ρ2

ρ1 1 ρ1

ρ2 ρ1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 ρ1 α1 + α2ρ1

ρ1 1 α1ρ1 + α2

ρ2 ρ1 α1ρ2 + α2ρ1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 ρ1 ρ2

ρ1 1 ρ1

ρ2 ρ1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.

Análogamente, φkk = 0 para k ≥ 3. Es por esta razón que la FACP de un proceso
AR(2) se corta después del segundo rezago.

El proceso general autorregresivo de orden p, AR(p)

El proceso autorregresivo de orden p está dado por las ecuaciones (3.23) ó (3.24).
Para este proceso se pueden generalizar los casos particulares anteriores, obteniendo
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sus FAC y FACP respectivamente.

La FAC del proceso AR(p)

Se multiplica por Xt−k en ambos lados de (3.23), para hallar la función de autocova-
rianza, es decir,

Xt−kXt = α1Xt−kXt−1 + · · · + αpXt−kXt−p +Xt−kZt,

ahora tomando el valor esperado se obtiene,

E[Xt−kXt] = E[α1Xt−kXt−1 + · · · + αpXt−kXt−p +Xt−kZt]

= α1E[Xt−kXt−1] + · · · + αpE[Xt−kXt−p] + E[Xt−kZt]

= α1γk−1 + · · · + αpγk−p, k > 0,

de aqúı

γk = α1γk−1 + · · · + αpγk−p.

A partir de la última ecuación se puede obtener la función de autocorrelación de la
siguiente manera,

ρk = α1ρk−1 + · · · + αpρk−p, k > 0.

La FACP del proceso AR(p)
De la ecuación (3.13) y usando el hecho que ρk = α1ρk−1 + · · · + αpρk−p, k > 0,
entonces para la última columna del numerador de (3.13) se puede ver fácilmente
que ésta es la combinación lineal de las columnas anteriores de la misma matriz. De
aqúı que para k ≥ p, φkk será igual a cero.

◮ El proceso de promedio móvil

En la representación media móvil de un proceso, si y sólo si un número finito de pesos
ψi = βi son distintos de cero, entonces el proceso resultante se dice que es un proceso o
modelo de medias (promedio) móviles de orden q y se denota por MA(q).

Definición 3.2.6 Sea {Zt} un proceso puramente aleatorio con media 0 y varianza σ2
Z,

entonces el proceso {Xt} se dice que es un proceso MA(q) si

Xt = β0Zt + β1Zt−1 + · · · + βqZt−q, (3.27)
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donde {βi} son constantes. Los Z’s se toman de tal forma que β0 = 1. O bien, usando el
operador de retroceso B se obtiene

Xt = β(B)Zt, (3.28)

donde β(B) = (1 + β1B + · · · + βqB
q).

Anteriormente se introdujo la idea de que un proceso MA(q) es estacionario. Para que
sea invertible, se deben imponer ciertas condiciones. Para explicar estas condiciones de
invertibilidad se usa el operador de retroceso B. Es decir, por definición (3.27) puede ser
reescrito en la forma (3.28). Entonces, un proceso MA(q) es invertible, si las ráıces de la
ecuación

β(B) = 1 + β1B + · · · + βqB
q = 0,

se encuentran fuera del ćırculo unitario, B en esta ecuación es considerada como una varia-
ble compleja y no como un operador.

El proceso de promedio móvil de primer orden MA(1)

Cuando Zt−q = 0 para q > 1, se tiene el proceso de promedio móvil de primer orden

Xt = Zt + β1Zt−1

= (1 + β1B)Zt.

La FAC del proceso MA(1)

Haciendo uso del operador de retroceso B, se tiene que las autocovarianzas del proceso
son

γk =







(1 + β2
1)σ2

Z , k = 0;
β1σ

2
Z , k = 1;

0, k > 1;

y la función de autocorrelación está dada por

ρk =











1, k = 0;
β1

1+β2
1

, k = 1;

0, k ≥ 2;

1 + β2
1 siempre es acotado, entonces el proceso MA(1) es estacionario. El proceso

será invertible, si las raices de (1− β1B) = 0 se encuentran fuera del ćırculo unitario,
porque B = 1

β1
, se requiere que |β1| < 1 para que el proceso MA(1) sea invertible.
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La FACP del proceso MA(1)

A partir de (3.13) se obtiene que

φ11 = ρ1 =
β1

1 + β2
1

=
β1(1 − β2

1)

1 − β4
1

,

en general

φkk =
βk

1 (1 − β2
1)

1 − β
2(k+1)
1

, k ≥ 1.

Contrario a su FAC, la cual se corta después del primer rezago, la FACP de un modelo
MA(1) decae exponencialmente dependiendo del signo de β1 (Véase apéndice B).

El proceso de promedio móvil de segundo orden MA(2)

El proceso de promedio móvil de orden 2 está dado por

Xt = Zt + β1Zt−1 + β2Zt−2

= (1 + β1B + β2B
2)Zt.

Puesto que un proceso de medias móviles de segundo orden es siempre estacionario,
las ráıces de (1 + β1B + β2B

2) = 0 deben caer fuera del circulo unitario. De aqúı se
desprenden las siguientes condiciones que deben cumplir los parámetros β1 y β2.

• β1 + β2 < 1;

• β2 − β1 < 1;

• −1 < β2 < 1.

El proceso general de promedio móvil de orden q

El valor esperado y la varianza del proceso de medias móviles de orden q están dadas
por,

E(Xt) = 0 y Var(Xt) = σ2
Z

q
∑

i=0

β2
i .

Como los Z’s son independientes,



3.2. MODELOS QUE DESCRIBEN SERIES DE TIEMPO 69

γk = Cov(Xt,Xt+k)

= Cov(β0Zt + · · · + βqZt−q, β0Zt+k + · · · + βqZt+k−q)

=























0, si k > q;

σ2
Z

∑q−k
i=0 βiβi+k, si k = 0, 1, ..., q;

γ−k, si k < 0.

Puesto que

Cov(Zs, Zt) =

{

σ2
Z , si s = t;
0, si s 6= t.

La función autocorrelación de un proceso MA(q) está dada por

ρk =







































1, si k = 0;

∑q−k
i=0 βiβi+k/

∑q
i=0 β

2
i , si k = 1, ..., q;

0, si k > q;

ρ−k, si k < 0.

◮ El proceso autorregresivo de promedio móvil

Aunque la representación autorregresiva y la representación de promedio móvil resultan
ser muy útiles para representar procesos invertibles y estacionarios, pueden contener mu-
chos parámetros, lo cual es un problema. En general, un número muy grande de parámetros
reduce la eficiencia en la estimación. Es por esta razón, que al construir el modelo, es nece-
sario incluir ambas representaciones. Es decir, se obtiene una mezcla de ambos, la cual es
conocida como representación autorregresiva de promedios móviles.

En adelante se denotará por ARMA(p, q) un proceso autorregresivo de medias móviles
de orden p y q respectivamente.

Definición 3.2.7 Se dice que {Xt} es un proceso ARMA(p,q) si es estacionario y si para
cada t, se cumple

Xt − α1Xt−1 − · · · − αpXt−p = Zt + β1Zt−1 + · · · + βqZt−q, (3.29)

donde {Zt} es un proceso ruido blanco.



70 CAPÍTULO 3. FUNDAMENTOS DE SERIES DE TIEMPO

Usando el operador de retroceso, se puede escribir (3.29) como,

αp(B)Xt = βq(B)Zt,

donde
αp(B) = 1 − α1B − · · · − αpB

p,

y
βq(B) = 1 − β1B − · · · − βqB

q.

Donde p y q representan los grados de los polinomios asociados autorregresivo y de
promedio móvil, respectivamente.

Para que el proceso sea invertible, se requiere que las ráıces de βq(B) = 0 se encuentren
fuera del ćıculo unitario. Análogamente, para que el proceso sea estacionario, las ráıces de
αp(B) = 0 deben estar fuera del ćırculo unitario. Además, se asume que los polinomios
βq(B) y αp(B) no tienen ráıces en común.

El proceso estacionario e invertible ARMA puede ser escrito como una representación
pura autorregresiva, es decir,

π(B)Xt = Zt,

donde

π(B) =
αp(B)

βq(B)
= (1 − π1B − π2B

2 − · · · ).

Análogamente, el proceso también puede ser reescrito en términos de un proceso de
medias móviles,

Xt = ψ(B)Zt,

donde

ψ(B) =
βq(B)

αp(B)
= (1 + ψ1B + ψ2B

2 + · · · ).

La función autocorrelación del proceso ARMA(p,q)

Para hallar la FAC del procesoARMA(p, q), se multiplica (3.29) porXt−k, aśı se obtiene,

Xt−kXt = α1Xt−kXt−1 + · · · + αpXt−kXt−p +Xt−kZt + β1Xt−kZt−1 + · · · + βqXt−kZt−q.

y tomando el valor esperado,

E[Xt−kXt] = E[α1Xt−kXt−1 + · · · + αpXt−kXt−p +Xt−kZt + β1Xt−kZt−1 +

· · · + βqXt−kZt−q].

De donde se obtiene,

γk = α1γk−1 + · · · + αpγk−p + E(Xt−kZt) + β1E(Xt−kZt−1) +

· · · + βqE(Xt−kZt−q).
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Como E(Xt−kZt−i) = 0 para k > i, entonces la última igualdad se reduce a

γk = α1γk−1 + · · · + αpγk−p, k ≥ (q + 1),

a apartir de esto último y por definición, se obtiene la función autocorrelación parcial dada
por,

ρk = α1ρk−1 + · · · + αpρk−p, k ≥ (q + 1).

Obsérvese que la función autocorrelación parcial solamente depende de los parámetros
del término autorregresivo, es por esta razón, que esta función cumple con la propiedad de
dicho proceso de que no se corta después de p rezagos, sino que decae exponencialmente.

La función autocorrelación parcial del proceso ARMA(p,q)

Puesto que este proceso es una mezcla de los procesos AR(p) y MA(q), y el proceso
ARMA contiene el proceso MA como un caso especial, la FAC parcial también será una
mezcla de decaimiento exponencial positivo, negativo o alternando valores, dependiendo de
las ráıces de α(B) = 0 y de β(B) = 0 (Véase Apéndice B).

Cabe mencionar que cuando p = 0 entonces el proceso se reduce a un proceso MA(q) y
cuando q = 0, entonces el proceso se reduce a un AR(p).

El proceso ARMA(1,1)
El proceso ARMA(1,1) está dado por

Xt = α1Xt−1 + Zt − β1Zt−1

ó usando el operador de retroceso,

(1 − α1B)Xt = (1 − β1B)Zt.

Para que este proceso sea estacionario e invertible, se asume que |α1| < 1 y |β1| < 1
respectivamente.

3.3. Identificación de modelos

Existen diversas técnicas para identificar modelos de series de tiempo, en esta tesis,
únicamente se describe la más común que consiste en observar el correlograma y la función
autocorrelación parcial.
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3.3.1. Pasos para la identificación

Para ilustrar la identificación, considérese el modelo general ARMA(p, q)

Xt − α1Xt−1 − · · · − αpXt−p = Zt + β1Zt−1 + · · · + βqZt−q,

la identificación se refiere a la metodoloǵıa usada para identificar las transformaciones re-
queridas en caso de ser necesarias para estabilizar la varianza, al mismo tiempo que se
determinan los órdenes p y q respectivamente. De esta manera, para una serie dada, se
proponen los siguientes pasos útiles para identificar el modelo adecuado.

Paso 1. Graficar los datos de la serie de tiempo. En cualquier análisis estad́ıstico, el
primer paso es graficar los datos. Examinando cuidadosamente la gráfica se puede dar
una idea de si la serie contiene tendencia, estacionalidad, varianza no constante, no
estacionariedad, etc. Esto proporciona bases para postular una posible transformación
a los datos.
Las transformaciones más comúnes son estabilizar la varianza mediante diferencias o
estimando y eliminando sus componentes mediante alguno de los métodos menciona-
dos en la sección 1 de este Caṕıtulo.

Paso 2. Calcular y examinar la FAC muestral y la FACP muestral de la serie original
para ver si es necesario realizar diferenciación, las reglas para determinar esto son:

• si la FAC muestral decae muy lentamente y la FACP se corta después del primer
rezago, esto indica que es necesario obtener la primer diferencia para la serie o
aplicar alguna otra técnica para hacerla estacionaria;

• de manera más general, para eliminar la no estacionariedad en la serie se puede
considerar una diferencia de orden mayor. Comúnmente solo se obtienen las
diferencias para d igual a 0, 1 ó 2. Obtener una diferencia de orden mayor a tres
ocasiona una sobrediferenciación, es decir, en lugar de obtener un mejor ajuste
para el modelo se pierde eficiencia, por lo que estimar y eliminar las componentes
de la serie seŕıa lo recomendado.

Paso 3. Calcular y examinar la FAC muestral y FAC de la serie transformada o
diferenciada para identificar los órdenes de p y q respectivamente (p es el orden más
grande en el polinomio autorregresivo (1−α1B−· · ·−αpB

p) y q es el orden más grande
del polinomio de medias móviles (1 − β1B − · · · − βqB

q)). Usualmente, los órdenes
obtenidos para p y q son menores o iguales a 3. Para construir un buen modelo son
necesarias al menos n = 50 observaciones y el número de la FAC muestral y FACP a
ser calculadas es de aproximadamente n/4.
Brevemente, para un proceso AR(p) se tiene que la función autocorrelación decae
exponencialmente, mientras que su función autocorrelación parcial se corta después
del rezago p. Por otro lado, para el proceso MA(q), la función autocorrelación parcial
se corta después del q-ésimo rezago, mientras su función autocorrelación parcial decae
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exponencialmente. El Cuadro 3.1 resume estas caracteŕısticas para los procesos AR(p),
MA(q) y ARMA(p, q).

Proceso FAC FACP

AR(p) Decae exponencialmente Se corta después
del rezago p

MA(q) Se corta después Decae exponencialmente
del rezago q

ARMA(p, q) Decae después Decae después
del rezago (q − p) del rezago (p− q)

Cuadro 3.1: Caracteŕısticas de los procesos AR(p), MA(q) y ARMA(p, q).

3.4. Estimación de parámetros

Una vez que se tiene el modelo tentativo, el siguiente paso es estimar los parámetros
del modelo. Es decir, si ya se ha detectado cual es el modelo más adecuado para los datos
y por consiguiente el orden del modelo, entonces se deben estimar los parámetros para que
el ajuste del modelo quede completo. Considérese el modelo general ARMA(p, q),

Xt − µ = α1(Xt−1 − µ) + α2(Xt−2 − µ) + · · · + αp(Xt−p − µ) + Zt + β1Zt−1 + β2Zt−2

+ · · · + βqZt−q.

El objetivo de estimación de parámetros consiste en determinar los parámetros α1, α2, ..., αp

y β1, β2, ..., βq .

3.4.1. Estimación de los parámetros de un proceso autorregresivo

Supóngase que se tiene un proceso AR de orden p, con media µ, dado por

Xt − µ = α1(Xt−1 − µ) + · · · + αp(Xt−p − µ) + Zt.

Supóngase también que se tienen N observaciones x1, x2, ..., xN , entonces los parámetros
µ, α1, ..., αp pueden estimarse por mı́nimos cuadrados, es decir, minimizar

S =

N
∑

t=p+1

[xt − µ− α1(xt−1 − µ) − · · · − αp(xt−p − µ)]2

con respecto a µ, α1, ..., αp. Si {Zt} es normal, entonces los estimadores son también esti-
madores de máxima verosimilitud.
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Otro método para estimar α = (α1, α2, ..., αp) consiste en usar el hecho de que la función
correlación para un proceso AR(p) está dada por ρk = α1ρk−1 +α2ρk−2 + · · ·+αpρk−p para
k ≥ 1, a partir de la cual se puede obtener el sistema de ecuaciones siguiente:

ρ1 = α1 + α2ρ1 + α3ρ2 + · · · + αpρp−1

ρ2 = α1ρ1 + α2 + α3ρ1 + · · · + αpρp−2

...

ρp = α1ρp−1 + α2ρp−2 + α3ρp−3 + · · · + αp.

las cuales son conocidas como ecuaciones Yule-Walker. Reemplazando ρk por ρ̂k para cada
k = 1, 2..., p se obtiene el sistema:

ρ̂1 = α̂1 + α̂2ρ̂1 + α̂3ρ̂2 + · · · + α̂pρ̂p−1

ρ̂2 = α̂1ρ̂1 + α̂2 + α̂3ρ̂1 + · · · + α̂pρ̂p−2

...

ρ̂p = α̂1ρ̂p−1 + α̂2ρ̂p−2 + α̂3ρ̂p−3 + · · · + α̂p.

Y en forma matricial,











α̂1

α̂2
...
α̂p











=











1 ρ̂1 ρ̂2 · · · ρ̂p−1

ρ̂1 1 ρ̂1 · · · ρ̂p−2
...

...
...

...
ρ̂p−1 ρ̂p−2 ρ̂p−3 · · · 1











−1 









ρ̂1

ρ̂2
...
ρ̂p











. (3.30)

Resolviendo este sistema se obtienen los estimadores para los parámetros del proceso
AR(p).

En particular para p = 1 se tiene:

α̂1 = ρ̂1.

Si p = 2, entonces

α̂1 ⋍
ρ̂1(1 − ρ̂2)

(1 − ρ̂2
1)

,

y

α̂2 ⋍
(ρ̂2 − ρ̂2

1)

(1 − ρ̂2
1)
.
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3.4.2. Estimación de los parámetros de un proceso de medias móviles

Estimar los parámetros de un proceso de medias móviles es un poco más complicado
que para un proceso autorregresivo. Comúnmente se usan métodos numéricos para realizar
esta estimación.

Considérese el proceso de medias móviles,

Xt = β0Zt + β1Zt−1 + · · · + βqZt−q,

recuérdese que la FAC para este proceso está dada por

ρk =
βk + β1βk+1 + · · · + βq−kβq

1 + β2
1 + · · · β2

1 + · · · + β2
q

, k = 1, 2, ..., p.

En particular, para q = 1 se tiene que la función autocorrelación está dada por

ρ1 =
β1

1 + β2
1

,

de donde se obtiene la ecuación cuadrática,

ρ1β
2
1 − β1 + ρ1 = 0. (3.31)

resolviendo esta ecuación para β1 se obtienen las soluciones:

β1 =
1

2ρ1
+

{

1

(2ρ1)2
− 1

} 1

2

,

y

β1 =
1

2ρ1
−
{

1

(2ρ1)2
− 1

}
1

2

.

Si se sustituyen en estas soluciones β por β̂ y ρ por ρ̂ se obtienen dos estimadores para
β1. Se debe elegir β̂1 tal que |β̂1| < 1.

Alternativamente, para el proceso MA(1) dado por

Xt = µ+ Zt + β1Zt−1,

donde µ y β1 son constantes y Zt representa un proceso púramente aleatorio, se puede
estimar µ y β1, usando un método numérico de la siguiente manera.

Seleccionar los valores iniciales adecuados de µ y β1, tales que µ = x̄ y β1 como el
valor de la solución a la ecuación (3.31).
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Calcular la suma de residuales cuadrados usando la fórmula recursiva siguiente,

Zt = Xt − µ− β1Zt−1. (3.32)

Haciendo z0 = 0, calcular z1 = x1 − µ, z2 = x2 − µ− β1z1,...,zN = xN − µ− β1zN−1.
Luego se calcula

∑N
t=1 z

2
t .

Se repite este procedimiento para otros valores cercanos a µ y β1.

Los valores buscados de µ y β1 son aquellos tales que, minimicen
∑

t z
2
t .

Este procedimiento puede desarrollarse para procesos de orden mayor que uno. El proble-
ma con este proceso es que por ser un proceso iterativo se deben realizar muchas iteraciones
para alcanzar las soluciones óptimas.

3.4.3. Estimación de los parámetros de un proceso autorregresivo de me-

dias móviles

El procedimiento iterativo descrito para estimar los parámetros de un proceso de me-
dias móviles, puede ser utilizado también para estimar los parámetros de un procedimiento
autorregresivo de medias móviles.

En particular para un proceso ARMA(1, 1), se tiene el siguiente modelo,

Xt − µ = α1(Xt−1 − µ) + Zt + β1Zt−1.

Para N observaciones dadas, x1, x2, ...xN , se proponen valores para µ, α1, β1 y se hace
z0 = 0, x0 = µ. Calcular recursivamente los residuales por

z1 = x1 − µ

z2 = x2 − µ− α1(x1 − µ) − β1z1
...

zN = xN − µ− α1(xN−1 − µ) − β1zN−1.

Luego se calcula
∑N

i=1 z
2
i . Proponer otros valores para µ, α1, β1 y repetir el mismo pro-

cedimiento seguido para el proceso de medias móviles.

3.5. Verificación

Una vez que se han estimado los parámetros del modelo propuesto, se debe verificar
que este modelo sea el más adecuado para describir los datos, es decir, que ajuste bien los
datos. Para ver si el modelo es el adecuado, se debe verificar que los supuestos del modelo
se satisfagan. El supuesto básico es que {Zt} es de ruido blanco, es decir, que las v.a’s Z ′

ts
iid son no correlacionadas con media cero y varianza constante. La forma más común de
llevar a cabo este paso, es analizando los residuales de la serie.
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3.5.1. Análisis residual

Los residuales están dados por

residuales = observación − valor ajustado,

es decir, supóngase que el modelo ajustado para un proceso ARMA(p, q) está dado por

Xt = α̂1Xt−1 + · · · + α̂pXt−p + Zt + β̂1Zt−1 + · · · + β̂qZt−q,

entonces los residuales estarán dados por

Ẑt = Xt − α̂1Xt−1 − · · · − α̂pXt−p − β̂1Zt−1 − · · · − β̂qZt−q.

En particular para el proceso AR(1) dado por Xt = α1Xt−1 + Zt. Si α̂1 es el estimador
para α1, entonces α̂1xt−1 es el valor ajustado en el tiempo t para α1, es decir, el residual
correspondiente para el valor observado xt es

ẑt = xt − α̂1xt−1.

El simbolo “ .̂ ” en zt indica que el residual es el término de error estimado. Si α se conoce
con exactitud, entonces se puede calcular el error exacto zt = xt −α1xt−1, lo cual no sucede
con datos reales, sólo en ejercicios simulados.

Si se tiene un buen modelo, entonces lo que se espera es que los residuales sean aleatorios
y cercanos a cero, y la validación del modelo se puede llevar a cabo graficando los residuales
para comprobar si se cumple esta propiedad. Los residuales también son considerados como
una serie de tiempo, esto porque se encuentran ordenados en el tiempo.

Otra forma para llevar a cabo la verificación del modelo, consiste en graficar los residuales
y calcular la FAC. Para probar que los residuales sean de ruido blanco iid, se examina su
FAC muestral y se rechaza esta hipótesis si más de tres valores de los primeros cuarenta
caen fuera de la banda de confianza ±1.96/

√
n ó ±2.58/

√
n, donde n es el número total

de observaciones, ó si un valor cae muy lejos de la banda de confianza. De lo contrario, el
modelo propuesto es el adecuado.
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Caṕıtulo 4

Aplicación

En este caṕıtulo se lleva a cabo una aplicación de series de tiempo a datos de demanda
máxima mensual de enerǵıa eléctrica, realizando un ajuste para los datos.

En el caṕıtulo anterior se sentaron las bases necesarias para llevar a cabo el análisis
de los datos que forman una serie de tiempo, para realizarlo se deben tomar en cuenta
algunas consideraciones para ajustar el modelo si se quieren obtener buenos resultados.
Dichas consideraciones consisten en seguir los siguientes pasos: identificación del modelo,
estimación de sus parámetros y por último verificación del modelo.

4.1. Datos

Los registros de demanda máxima mensual con los que se cuenta, consisten de una
muestra de seis subestaciones de un sistema de distribución de la CFE. Cada una de es-
tas subestaciones corresponden a un periodo de enero de 1995 a diciembre de 2006. Las
subestaciones 1 y 2 están compuestas por dos transformadores de potencia cada uno. Para
llevar a cabo el análisis se eligió la segunda subestación y el transformador 1. Debido a que
que las demás subestaciones presentan datos faltantes y otras comenzaron operaciones en el
año 2004, desde luego que esto no es obstáculo para no llevar a cabo el análisis. Sin embar-
go, el objetivo es analizar datos completos y aśı poder identificar las componentes de la serie.

Los datos se pueden observar en la Figura 4.1, donde en el eje de las abscisas se representa
el tiempo (enero de 1995 a diciembre de 2006) y en el eje de las ordenadas se muestra la
demanda máxima mensual medida en MW. De primera inspección se logra apreciar, que
la serie presenta fluctuaciones irregulares, lo cual indica que la varianza no es constante,
además, es posible observar que existen altas de demanda de enerǵıa eléctrica en los meses
de diciembre, aunque no de manera constante. Se observa también que existe la componente
de tendencia la cual no es constante y la componente estacional, lo que indica que la serie
no es estacionaria.

79
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Tiempo

M
W

1996 1998 2000 2002 2004 2006

18
20

22
24

26
28

Figura 4.1: Serie de tiempo de demanda máxima de enerǵıa eléctrica.

4.2. Análisis

Para iniciar el análisis, se graficaron la FAC y la FACP de la serie original con el fin de
identificar si era necesario diferenciar los datos ó aplicar un filtro de medias móviles, esto
para eliminar las componentes de tendencia y estacionalidad, de esta forma se puede hacer
la serie estacionaria. Las Figuras 4.2 y 4.3, muestran dichas gráficas para la serie en cuestión.

Se puede observar que la FAC decae en forma de ondas, por lo que no es necesario dife-
renciar la serie, por su parte la FACP no presenta un patrón espećıfico, es por esta razón que
se procedió a estimar las componentes de la serie mediante el procedimiento descrito en la
sección 3.1.3., para después eliminar las componentes de tendencia y estacional, quedando
únicamente la componente residual con la cual se realizó el análisis.

Se usó un filtro de medias móviles dado por (3.4) para estimar la componente de ten-
dencia de la serie, es decir, se usó un periodo d = 10 y

m̂t =
0.5xt−5 + xt−4 + · · · + xt+4 + 0.5xt+5

10
,

donde 5 < t < 139. Dicha componente se puede observar en la Figura 4.4, ésta gráfica
confirma el hecho de que la serie es no estacionaria, puesto que la tendencia no es constante.
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Figura 4.2: FAC de datos originales.
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Figura 4.3: FACP de datos originales.
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Tiempo

1996 1998 2000 2002 2004 2006

18
20

22
24

26

Figura 4.4: Tendencia de demanda de enerǵıa eléctrica.
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Figura 4.5: Componente estacional.
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Una vez estimada la tendencia de la serie original, se procedió a eliminar esta componente
mt de la serie, es decir, se obtiene

yt = xt −mt,

donde xt representa las observaciones de la serie original.

Utilizando la serie sin tendencia yt se estimó su componente estacional st, esta compo-
nente puede apreciarse en la Figura 4.5. Aqúı puede observarse, que las altas de demanda
de enerǵıa eléctrica tienden a presentarse en el mes de diciembre, lo cual confirma lo que se
observó en la serie original, donde se logra apreciar una leve estacionalidad de la serie.

El siguiente paso consiste en desestacionalizar la serie, es decir, eliminar la componente
estacional st, de esta forma se obtiene,

ut = yt − st.

La serie resultante correspondiente a este paso puede verse en la Figura 4.6.

Tiempo

M
W

1996 1998 2000 2002 2004 2006

18
20

22
24

26
28

Figura 4.6: Serie desestacionalizada.

Una vez realizado esto, lo siguiente es estimar nuevamente la tendencia a esta última
serie obtenida, dicha serie desestacionalizada con tendencia reestimada se muestra en la
Figura 4.7. En esta serie puede apreciarse que la tendencia sigue siendo no constante, sin
embargo ahora presenta una forma más definida, la cual resulta más fácil de hacerla cons-
tante y con esto obtener una serie estacionaria.
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Figura 4.7: Serie desestacionalizada (con tendencia reestimada).

Por último, se eliminó la tendencia de la serie anterior, obteniendo el ruido residual,

rt = xt −m1
t − st,

el cual se puede observar en la Figura 4.8, donde se muestra la estacionariedad de la serie.
Para determinar cual es el modelo que mejor se ajusta a los datos y determinar el orden,

se calculó y graficó la FAC y la FACP de la última serie obtenida, es decir, de la componente
residual, dichas gráficas pueden apreciarse en las Figuras 4.9 y 4.10.

Como se puede observar, la FAC decae en forma de ondas, aunque el decrecimiento no es
lento. La FACP es la que muestra un comportamiento interesante, pues se ve que solamente
los dos primeros valores salen de la banda de confianza y los demás se encuentran dentro de
esta. Lo anterior llevó a concluir que el modelo que se ajusta a los datos, corresponde a un
proceso autorregresivo de medias móviles de orden (2,0) ó bien a un proceso autorregresivo
de orden 2 (ARMA(2,0) ó AR(2)). Es decir, el modelo propuesto está dado por

Xt = α1Xt−1 + α2Xt−2 + Zt, (4.1)

donde α1 y α2 son los parámetros a estimar.
Para hallar α̂1 y α̂2 se utilizan las ecuaciones Yule-Walker dadas por (3.30), en donde

se obtuvo el siguiente sistema para el modelo propuesto,

[

α̂1

α̂2

]

=

[

1 ρ̂1

ρ̂1 1

]−1 [
ρ̂1

ρ̂2

]

. (4.2)
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Figura 4.8: Componente residual (sin tendencia ni estacionalidad).
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Figura 4.9: FAC de componente residual.
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Figura 4.10: FACP de componente residual.

Ahora bien, resolviendo el sistema (4.2), usando regla de Cramer para α1 se tiene,

α̂1 =

∣

∣

∣

∣

ρ̂1 ρ̂1

ρ̂2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 ρ̂1

ρ̂1 1

∣

∣

∣

∣

=
ρ̂1 − ρ̂1ρ̂2

1 − ρ̂2
1

=
ρ̂1(1 − ρ̂2)

1 − ρ̂2
1

y para α2,

α̂2 =

∣

∣

∣

∣

1 ρ̂1

ρ̂1 ρ̂2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 ρ̂1

ρ̂1 1

∣

∣

∣

∣

=
ρ̂2 − ρ̂2

1

1 − ρ̂2
1

.
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Los primeros 36 valores de la FAC que se obtuvieron se muestran en el Cuadro 4.1,
usando los dos primeros valores y reemplazandolos en α̂1 y α̂2 se obtienen

α̂1 =
0.864(1 − 0.8)

1 − (0.864)2
= 0.681

y

α̂2 =
0.8 − (0.864)2

1 − (0.8642)
= 0.211,

cuyos errores estándar son: 0.0817 y 0.0820.

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9

ρ̂k 0.864 0.800 0.698 0.596 0.546 0.509 0.497 0.504 0.539

k 10 11 12 13 14 15 16 17 18

ρ̂k 0.540 0.551 0.552 0.484 0.457 0.364 0.277 0.203 0.161

k 19 20 21 22 23 24 25 26 27

ρ̂k 0.137 0.147 0.202 0.219 0.244 0.225 0.186 0.099 0.054

k 28 29 30 31 32 33 34 35 36

ρ̂k -0.023 -0.074 -0.102 -0.130 -0.100 -0.071 -0.059 -0.028 -0.024

Cuadro 4.1: FAC de la componente residual.

Aśı, el modelo resultante más aproximado a los datos es:

Xt = 0.681Xt−1 + 0.211Xt−2 + Zt. (4.3)

La última fase en el análisis de la serie consiste en verificar que el modelo propuesto
ajuste bien a los datos. Esto se llevó a cabo mediante el análisis residual. Los residuales
obtenidos se muestran en la Figura 4.11.

De esta figura se puede observar que los residuales tienden a concentrarse alrededor de
la media, es decir, los residuales son no correlacionados, con media cero y varianza constante.

Por otro lado se calculó la FAC para los residuales cuyos valores se muestran en el
Cuadro 4.2.

Gráficamente, los residuales se muestran en la Figura 4.12. La gráfica muestra, que de
los primeros 40 valores, solamente tres valores salen de la banda de confianza, y los demás
se encuentran dentro de ella, es decir, son relativamente cercanos a cero. Con este análisis
se llega a la conclusión de que el modelo (4.3) ajusta bien a los datos.

Finalmente, la Figura 4.13 muestra el modelo ajustado (4.3) a la serie.
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Figura 4.11: Residuales.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

−
0.

2
0.

0
0.

2
0.

4
0.

6
0.

8
1.

0

Rezago

FA
C

Figura 4.12: FAC de los residuales.
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k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ρ̂k 0.029 0.126 0.024 -0.187 -0.087 -0.102 -0.097 -0.065 0.134 0.031

k 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

ρ̂k 0.125 0.283 -0.019 0.237 0.034 -0.073 -0.143 -0.117 -0.181 -0.166

k 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

ρ̂k 0.122 0.055 0.202 0.171 0.176 -0.090 0.068 -0.089 -0.116 -0.069

k 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

ρ̂k -0.234 -0.035 0.052 -0.038 0.115 0.177 0.162 -0.002 0.103 -0.184

Cuadro 4.2: FAC de los residuales.
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S Ajustada

Figura 4.13: Ajuste del modelo a la serie.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

En este trabajo se estableció la base teórica de series de tiempo necesaria para llevar a
cabo un análisis. Se presentaron aquellas técnicas útiles para modelar los datos de deman-
da máxima mensual de enerǵıa eléctrica. Se hizo además una revisión de los conceptos de
probabilidad y estad́ıstica útiles para el estudio de las series de tiempo.

Se realizó la aplicación a los datos antes mencionados, para ello, se llevó a cabo una
revisión de las FAC y FACP de los datos originales para decidir que técnica seŕıa la que se
utilizaŕıa para hacer estacionaria la serie. Una vez que se decidió que lo más conveniente
seŕıa estimar las componentes de la serie, se procedió a estimar la componente de tendencia,
esto se realizó aplicando un filtro de medias móviles. Después se eliminó esta componente de
la serie y se estimó la componente estacional, se volvió a estimar la componente de tendencia
pero sin la componente estacional. Luego se eliminó esta última componente de tendencia
estimada con lo cual se obtuvo una componente residual de la serie, la cual fue estacionaria
y de aqúı se pudo obtener el modelo que ajusta a los datos. Recuérdese que no basta con
proponer el modelo, por lo que para realizar la verificación se obtuvieron los residuales de
la serie y su FAC para confirmar que el modelo realmente era el adecuado. Los resultados
obtenidos en este trabajo para los datos de demanda de enerǵıa eléctrica mensual fueron
satisfactorios, pues se obtuvo un buen ajuste de los datos.

En general, uno de los pasos más dif́ıciles de llevar a cabo en el ajuste de un modelo de
serie de tiempo es el de identificar el modelo. Se debe ser muy meticuloso al momento de
hacer el análisis, puesto que un error puede conducir al modelo equivocado. Ajustar un mo-
delo de serie de tiempo puede resultar tedioso para datos cuyo comportamiento no permita
identificar patrones fácilmente. En este tipo de análisis se deben ajustar varios modelos y
al final elegir aquel que mejor ajuste tenga con los datos originales.

Resultaŕıa muy interesante retomar estos resultados previos para estudios futuros, par-
ticularmente para llevar a cabo la predicción.
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La predicción es otro de los objetivos de las series de tiempo y resulta de gran utilidad
en las empresas que deseen hacer planeación sobre su producción principalmente, como en
el caso de la CFE.



Apéndice A

Datos

En este apartado se muestran los datos de demanda máxima mensual ocupados en el
Caṕıtulo 4.

Año Enero Febrero Marzo Abril Mayo Junio Julio

1995 21.150 21.240 20.430 20.430 20.150 20.240 19.500
1996 20.800 20.700 19.700 19.700 18.600 17.900 18.020
1997 19.980 19.300 19.600 18.840 18.360 17.900 18.260
1998 23.960 23.340 23.390 21.790 18.010 22.040 21.410
1999 24.600 24.032 24.480 23.750 23.310 22.550 21.620
2000 24.890 24.380 23.290 22.448 22.608 22.300 28.360
2001 26.800 26.020 25.710 25.730 24.350 23.454 24.210
2002 22.587 22.587 22.587 22.960 21.840 21.360 20.880
2003 24.160 23.560 23.600 23.080 20.620 22.280 21.360
2004 24.360 23.680 23.760 22.320 22.520 22.200 18.760
2005 19.800 19.800 19.800 17.720 17.720 17.440 16.480
2006 19.800 18.740 18.600 17.740 17.660 17.220 17.720
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Año Agosto Septiembre Octubre Noviembre Diciembre

1995 19.900 20.200 20.410 20.240 21.040
1996 17.900 18.460 18.710 19.360 21.390
1997 17.680 19.580 19.890 20.870 21.820
1998 22.000 23.730 23.670 23.870 24.788
1999 22.350 22.460 23.730 24.880 26.710
2000 23.210 24.390 25.140 26.130 27.570
2001 21.760 26.800 24.260 24.260 25.100
2002 21.600 22.240 23.200 23.680 25.520
2003 23.040 22.680 23.680 24.000 26.200
2004 18.880 17.040 17.920 18.360 20.080
2005 17.040 17.560 19.400 21.880 21.560
2006 17.720 18.000 18.680 18.680 21.360



Apéndice B

Correlogramas

En este apartado se presentan los comportamientos de las FAC y FACP para los mo-
delos AR(p), MA(q) y ARMA(p, q). A partir de estas tablas se puede estimar el modelo
apropiado para los datos disponibles, una vez que se hayan calculado y graficado la FAC y
la FACP correspondientes.

La siguiente tabla muestra el comportamiento de la FAC y la FACP de un proceso
AR(1) y MA(1).

ARMA(1,0) ARMA(0,1)

Comportamiento decae solo ρ1 6= 0
de ρk exponencialmente

Comportamiento solo φ11 6= 0 decae
de φkk exponencialmente

Estimación de: α1 = ρ1 ρ1 = −β1

1+β2
1

Región admisible −1 < α1 < 1 −1 < β1 < 1

Aqúı, se presentan los comportamientos de la FAC y la FACP de un proceso AR(2) y
MA(2).
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ARMA(2,0) ARMA(0,2)

Comportamiento mezcla de solo ρ1, ρ2 6= 0
de ρk exponenciales u ondas

Comportamiento solo φ11, φ22 6= 0 mezcla de
de φkk exponenciales u ondas

Estimación de: α1 = ρ1(1−ρ2)
1−ρ2

1

ρ1 = −β1(1−β2)
1+β2

1
+β2

2

α2 =
ρ2−ρ2

1

1−ρ2
1

ρ2 = −β2

1+β2
1
+β2

2

Región admisible −1 < α2 < 1 −1 < β2 < 1
α2 + α1 < 1 β2 + β1 < 1
α2 − α1 < 1 β2 − β1 < 1

A continuación se resumen las caracteŕısticas principales de un proceso ARMA(1, 1).

ARMA(1,1)

Comportamiento de ρk decae exponencialmente

Comportamiento de φkk decae exponencialmente

Estimación de: ρ1 = (1−β1α1)(α1−β1)
1+β2

1
−2α1β1

ρ2 = ρ1α1

Región admisible −1 < α1 < 1 −1 < β1 < 1

Correlogramas para los modelos AR(1), AR(2), MA(1) y MA(2).

Estos ayudan a identificar de manera más fácil el modelo que se desea ajustar.
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(d) FACP AR(1), α < 0.
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