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Introduccion

Existen distintas herramientas estadisticas que son de utilidad cuando se requiere un
modelo para ajustar a un conjunto de datos, una de estas herramientas son las series de
tiempo. Muchas aplicaciones reales se han trabajado con series de tiempo y han obtenido
muy buenos resultados. En general, cuando se tienen datos ordenados cronolégicamente en
el tiempo, resulta util modelarlos aplicando estas herramientas. En la vida real, la mayoria
de datos que por una u otra razon deben registrarse se encuentran ordenados en el tiempo,
es por esto que resulta facil modelarlos mediante una serie de tiempo.

Se pueden encontrar datos que, por su naturaleza no permiten realizar un buen ajuste,
es decir, ademas de ser no estacionarios, su comportamiento no permite identificar clara-
mente sus componentes. Esto complica el andlisis y se tienen que probar diferentes métodos
antes de obtener el que logre ajustar los datos. Sin embargo, una vez que ya se cuenta con
el modelo tentativo, se debe verificar que el modelo realmente sea el adecuado, es decir, el
ajuste no es tan aleatorio como se esperaria.

El objetivo de esta tesis, consiste en llevar a cabo el analisis de los datos de demanda
maxima mensual de energia eléctrica correspondientes a una subestacion de la Comisién
Federal de Electricidad (CFE), para ver si alguna de las componentes de serie de tiempo se
encuentran presentes en los datos y realizar el ajuste mediante un modelo.

En el Capitulo 1, se presenta una introduccién a la demanda de energia eléctrica, asi co-
mo a las series de tiempo, sus aplicaciones, objetivos y clasificacién.

En el Capitulo 2, se expone parte de la teoria de probabilidad, estadistica y procesos
estocasticos, haciendo énfasis en estos tultimos, por ser la principal base sobre la que se
sustenta el estudio de las series de tiempo.

En el Capitulo 3, se muestran los modelos principales de series de tiempo, las técnicas
que las describen, asi como también los métodos clasicos para realizar el andlisis de una
serie de tiempo.

La aplicacion de series de tiempo para datos de demanda de energia eléctrica se muestra
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en el Capitulo 4, se lleva a cabo el analisis de los datos y el ajuste del modelo para los mismos.

Finalmente, en el Capitulo 5 se muestran las conclusiones obtenidas a partir del analisis
en el Capitulo 4.

En el Apéndice A se muestran los datos de demanda méxima mensual de energia eléctri-
ca utilizados para llevar a cabo el anélisis.

En el Apéndice B se presentan los patrones mas comunes para determinar los modelos
que corresponden a una serie de tiempo, esto basandose en las caracteristicas de la funcion
autocorrelacién y la funcion autocorrelacion parcial.

Hoy en dia, existen también herramientas computacionales que facilitan el estudio y
andlisis de las teorias probabilisticas y estadisticas. Una de estas herramientas nos la pro-
porciona el software estadistico R project, bajo licencia GNU General Public Licence, para
Windows. Las gréificas y anélisis presentadas en este trabajo fueron realizados con la ayuda
de dicho paquete.



Capitulo 1

Preliminares

Una rama de las ciencias exactas que mas aplicaciones tiene en la solucién de problemas
reales, es la matematica. La probabilidad y la estadistica son ramas de esta que a lo largo
de los anos han mostrado una gran variedad de aplicaciones. En cualquier analisis de un
problema real que involucre probabilidad y/o estadistica se tiene presencia de incertidum-
bre. En el proceso de modelaciéon y solucion de un problema, se usan datos incompletos o
aproximaciones, por lo que no se tiene una certeza completa de la solucién. Esto se debe,
en gran parte, a la naturaleza misma del problema, a la aproximacién de cantidades en el
procedimiento de solucién y a la incertidumbre de los datos, los cuales deben ser tomados
en cuenta, aunque esto no quiere decir que resolver un problema usando teoria de pro-
babilidad y estadistica no resulte confiable. Actualmente existen técnicas estadisticas, que
son utilizadas para describir el comportamiento de los datos recolectados en determinada
area o investigacion. En este trabajo se lleva a cabo un andlisis de la demanda de energia
eléctrica usando series de tiempo; esto con el fin de observar si alguna de sus componentes
se encuentran presentes en los datos.

En nuestra vida diaria existen fenémenos que son clasificados como deterministas y
aleatorios. Los fendmenos deterministas son aquellos que, repetidos un cierto nimero de
veces, siempre se obtienen los mismos resultados. Sin embargo, es posible repetir el mismo
experimento bajo las mismas condiciones y obtener diferentes resultados, a esto es a lo que
se conoce como fenémenos aleatorios. La demanda de energia eléctrica de una ciudad es
considerada como un fenémeno aleatorio.

Este capitulo se divide en dos secciones. En la primera se habla acerca de los aspectos
generales referentes a la demanda de energia eléctrica, mientras que en la segunda se hace
referencia a las de series de tiempo.
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1.1. Demanda de energia eléctrica

El proceso de generacién y distribucién de energia eléctrica resulta ser muy complicado.
Pocas personas imaginan la gran cantidad de érdenes que se mandan a distintas centrales
eléctricas por el simple hecho de encender o apagar una lampara. En este trabajo no se
aborda el tema de generacion mas bien el de la demanda de energia eléctrica. Se realiza
un analisis del comportamiento de los datos de esta demanda en una subestacién de la
Comisién Federal de Electricidad (CFE).

La energia eléctrica, es un concepto asociado al tiempo y a la potencia nominal de una
determinada carga eléctrica. La unidad de medida de la energia eléctrica es el kilovatio-
hora o kiloWatt-hora (kWh). El medidor de energfa, almacena el valor acumulado de toda
la energia consumida durante el ciclo de lectura.

En lo referente a la generacion de energia eléctrica, en 1937 México padecia circunstan-
cias dificiles en cuanto al abastecimiento y la cobertura del servicio, el cual estaba a cargo de
instituciones privadas. Los objetivos de desarrollo tanto en areas rurales como urbanas, no
eran cubiertos por las empresas privadas que tenian menos del 38 por ciento de la cobertura
de energia eléctrica, por lo que, en agosto de 1937 se cred la CFE cuyo objetivo primordial
fue construir la infraestructura necesaria para dotar de energia eléctrica a toda la poblacién.

Actualmente, la capacidad instalada que reporta la CFE es de 49,861 Megawatts, divi-
diéndose ésta en diferentes fuentes: las termoeléctricas, los productores independientes de
energfa, las hidroeléctricas, las carboeléctricas, las geotérmicas y las eoeléctricas [7].

A lo largo de toda la Repiublica Mexicana, se cuenta con 177 centrales generadoras y se
cuenta con una red de transmisién de 48,527 km. En los ultimos afios se ha presentado una
preocupacién por satisfacer el abastecimiento de energia, que cubra el ritmo acelerado de
crecimiento urbano e industrial que el pais presenta [7].

Se le denomina demanda eléctrica a la suma de todas y cada una de las potencias con-
sumidas en el mismo instante. Existen varios tipos de demanda entre los cuales estan: la
demanda instantdnea, que es la potencia eléctrica consumida en el sistema completo en un
instante concreto; la demanda horaria, que es la energia utilizada en una hora; y la demanda
diaria, que se refiere a la energia absorbida a lo largo de un dia.

La demanda de energia eléctrica ha ido en aumento desde los tultimos anos. Actualmen-
te, esta demanda muestra un gran auge, puesto que la electricidad es usada en todos los
sectores. Por ello, la demanda de energia eléctrica, ademéas de ser el mejor indicador de
carga de trabajo a la que se estd sometiendo al conjunto del sistema eléctrico, también es
un claro reflejo de la actividad econémica y del bienestar de un pais [7].
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Los valores de la demanda varian constantemente, esta variacién depende de muchos
factores de dificil medicién, por ejemplo, condiciones ambientales, estaciones anuales, segin
el dia de la semana, luminosidad y otros. Es decir, en tan solo un dia la demanda puede
cambiar segin la hora, en un ano segin la estacién en que se encuentre. En [7] se menciona
que las maximas demandas se producen en invierno, en dias laborables y muy frios. Esto se
debe principalmente a que en dias laborables existe un gran movimiento de la poblacién,
lo cual trae como consecuencia la utilizacién de més energia eléctrica que la usada en dias
no laborables, cuando la mayor parte de la gente se encuentra en sus casas, es decir, si no
es en invierno o en dias muy frios, pues de esta manera, las personas que cuentan con ca-
lefaccion necesitan de este servicio. También existe incremento de gasto de energia durante
las primeras horas de la tarde en los dias de verano, debido principalmente al uso de aire
acondicionado, realizando asi un gasto considerable de energia eléctrica mayor al de otros
dias del afio. De este modo, existen curvas tipicas de invierno y verano que es cuando existe
mayor consumo de energia eléctrica. Por otro lado, también se tiene una mediciéon de las
demandas bajas de energia eléctrica. Estas se observan regularmente en las primeras horas
de la manana, en dias festivos navidenos o en puentes de primavera.

Para medir el consumo total de energia eléctrica en tiempo real, existen dos opciones:

e La primera consiste en realizar un conteo de la totalidad de clientes que consumen
energia en todo el sistema.

e La segunda opcién es llevar a cabo un conteo de los valores instantaneos de todos los
grupos generadores que producen en dicho sistema.

Siempre que se habla de demanda y generacién instantdnea en tiempo real, se cumple
que:

Demanda instantdnea real = Generacién instantanea real.

De esta manera se puede asegurar que la potencia total generada més/menos la potencia
que circula por las lineas de interconexion con otros paises es equivalente a la potencia total
consumida o bien es a lo que se llama demanda de energia eléctrica.

Para calcular la demanda de energia eléctrica se requieren de cientos de equipos de me-
dida que operen de manera simultdnea, otorgandole a estos equipos, asi como a las vias
y equipos de transmisién de las medidas de potencia, una importante responsabilidad, al
mismo tiempo una alta fiabilidad.

A pesar de que la mayor demanda de energia eléctrica ocurre en un nimero de horas
muy reducido, el sistema tiene la obligaciéon de disponer de la capacidad suficiente para
atender dicha demanda.
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La estructura del consumo nacional distingue dos destinos de las fuentes energéticas:
por una parte el sector productor de energia, y por otra el consumo final, que a su vez se
clasifica en consumo no energético y en consumo energético. Este tltimo absorbe la mayor
parte de la demanda total y es donde se encuentra el mayor potencial para consolidar el
ahorro y el uso mas eficiente de los recursos. Dentro de este destino destacan cuatro sectores,
que, por orden de importancia, son los siguientes:

a) transporte;

o

industria y mineria;

d) comercial y publico;

e) agricola.

)
)
c) residencial;
)
)

En resumen, se tiene que la demanda maxima representa para un instante dado, la
maxima coincidencia de cargas eléctricas (motores, compresores, iluminacién, equipo de
refrigeracion, etc.) operando al mismo tiempo. Es decir, la demanda méxima corresponde
a un valor instantdaneo en el tiempo. De esta manera, resulta muy importante medir y
preveer la demanda de energia eléctrica, esto ayuda a administrar mejor el sistema eléctrico.
Ademads, también se dice que su evolucion resulta ser un gran indicador acerca de la sociedad
y su desarrollo econémico.

1.2. Series de tiempo

Una serie de tiempo es definida como un conjunto de observaciones hechas secuencial-
mente en el tiempo; es decir, valores ordenados cronoldgicamente.

Hoy en dia las series de tiempo tienen muchas aplicaciones y se usan abundantemente
en distintas areas de la ciencia, principalmente en economia, medicina, ingenieria, fisica,
etc. Claros ejemplos de series de tiempo son, las mediciones diarias de temperatura, los pre-
cios de venta de un determinado articulo, la demanda de energia eléctrica en determinada
poblacion, el indice de natalidad y mortalidad, solo por mencionar algunos. Existen pocas
ramas de la ciencia en las que no aparecen datos que puedan ser considerados como series
temporales, puesto que comunmente se hacen las mediciones siguiendo un orden cronoldgico.

Muchas instituciones requieren conocer el comportamiento futuro de ciertos fenémenos
con el fin de planificar o prevenir, para ello suelen utilizar series de tiempo para predecir
lo que ocurrird con una variable en el futuro a partir del comportamiento de esa variable
en el pasado, de aqui que las series de tiempo sean una herramienta bésica para lograr este
objetivo.
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En esta tesis se describen algunos modelos estadisticos para analizar una serie de tiem-
po sin tener en cuenta otras variables que puedan influir en la misma, estos métodos son
denominados univariantes. En particular, nos interesa la aproximacién estocastica (frente
a la determinista) es decir aquélla que supone que la serie temporal tiene un caracter pro-
babilistico, por haber sido generada por alguna variable aleatoria con una distribucién de
probabilidad determinada aunque comunmente desconocida.

Existen series de tiempo continuas y discretas. Se dice que una serie de tiempo es
continua si las observaciones son tomadas continuamente en el tiempo y es discreta si las
observaciones son tomadas solo en tiempos especificos, por lo regular estos tiempos son
igualmente espaciados.

1.2.1. Objetivos de las series de tiempo

Los objetivos del andlisis de una serie de tiempo son diversos, entre los que pueden
destacar, la prediccion, el control de un proceso, la simulacién de procesos, y la generacién
de nuevas teorias fisicas o bioldgicas, entre otros. A continuacién se hace mencién de estos
objetivos.

e Descripcion: Al momento de graficar los datos se obtienen medidas simples descrip-
tivas de la serie de tiempo a analizar, asi como sus principales propiedades y algunas
componentes de las series de tiempo.

e Fzxplicacion: Cuando las observaciones son tomadas en dos o més variables, es posible
usar la variacién en una serie de tiempo para explicar la variacién en otra.

e Prediccion: Dada una serie de tiempo, es posible que se desee predecir los valores
futuros que la serie puede tomar, a esto se le llama prediccién. Dicho en otras palabras,
es la estimacién de valores futuros de la variable en funcién del comportamiento pasado
de la serie. Este objetivo se usa ampliamente en economia e ingenieria.

e (Control de procesos: Cuando una serie de tiempo es generada, la cual mide la ca-
lidad de un procedimiento de manufactura, es decir, se trata de seguir la evolucion
de una variable determinada con el fin de regular su resultado. Esta teoria se utili-
za frecuentemente en medicina, en los centros de control de enfermedades y en las
fabricas.

e Simulacion: Se emplea en investigacion aplicada, cuando el proceso es muy complejo
para ser estudiado de forma analitica.

Ademas la naturaleza intrinseca de las series de tiempo es que las observaciones son de-
pendientes o estan correlacionadas y el orden de las observaciones es de mucha importancia.
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1.2.2. Aplicaciones de las series de tiempo

Debido a la gran diversidad de los campos donde las series de tiempo son aplicadas, éstas
se han clasificado en diferentes grupos, entre los cuales se pueden mencionar los siguientes:

e Series economicas. En esta categoria se consideran las series de tiempo que son usadas
para analizar datos econémicos como pueden ser precios, valores, deudas, la tasa de
inflacion, tasas de desempleo, el producto interno bruto anual, entre otras.

e Series Fisicas (aplicadas a las ciencias). Dentro de este grupo se consideran las series
que son aplicadas al andlisis de datos fisicos como datos meteorolégicos, la temperatura
méxima o minima diaria, las precipitaciones diarias, la velocidad del viento (energia
edlica), la energia solar, datos sismolégicos o vulcanolégicos y geofisica.

e Series de mercadotecnia. Este tipo de series tienen relacién con el comercio, el por-
centaje de ventas, costos de productos y produccién, entre otros.

e Series demogrdficas. Se usan cuando se realizan estudios poblacionales, por ejemplo el
total de habitantes en una determinada poblacién, la tasa de natalidad y mortalidad
anual, tasas de dependencia y los censos que verifican el cambio poblacional.

e (Control de proceso. Este tipo se series se usan para detectar cambios en la evolucién
de un proceso de manufactura, midiendo una variable, la cual muestra la calidad del
proceso.

e Procesos binarios. Este tipo especial de series de tiempo ocurren cuando las observa-
ciones pueden tomar solo uno de dos valores posibles usualmente estos valores son 0

y 1.

e Procesos puntuales. Este tipo de series tienen lugar cuando las observaciones ocurren
aleatoriamente a través del tiempo, es decir, no siguen una secuencia especifica.

e Series de telecomunicacion. Son utilizadas en el andlisis de senales, por ejemplo miden
la intensidad o la frecuencia con que han sido transmitidas ciertas sefiales de comuni-
cacién, éstas no siguen un patrén, pues resulta dificil conocer el comportamiento de
este tipo de series.

e Series de transporte. Este tipo de series analizan los datos de tréfico, es decir, analizan
y miden la cantidad de automéviles en movimiento a lo largo del dia, con esto se realiza
el andlisis de la cantidad de tréafico en determinado dfa.

1.2.3. Analisis de las series de tiempo

El analisis de series de tiempo es una descripcién de los elementos que la constituyen.
Es decir, consiste en verificar cuales son las componentes presentes en la serie o cual es el
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comportamiento que los datos observados presentan.

Una caracteristica en el analisis de las series de tiempo, es el hecho de que las observacio-
nes usualmente no son independientes y ademads, es importante tomar en cuenta el orden en
que ocurren dichas observaciones. Cuando las observaciones sucesivas son dependientes, los
valores futuros pueden ser determinados (o predecidos) a partir de las observaciones pasadas.

Una serie es deterministica si puede ser predecida con exactitud. Muchas series de tiem-
po son estocasticas, esto es, las predicciones son realizadas basandose en valores pasados,
aunque las predicciones exactas resultan casi imposibles.

El primer paso al analizar una serie de tiempo es presentar un grafico temporal que
indique la evolucién de la variable en cuestién a lo largo del tiempo, con el valor de la serie
en el eje de ordenadas y en el eje de las abscisas se representan los valores del tiempo. El
segundo paso es determinar si la secuencia de valores es completamente aleatoria o se puede
encontrar algiin patron a lo largo del tiempo. Resulta bastante dificil realizar un anélisis
de las series de tiempo si no se tienen graficados los datos, pues ésto nos permite tener
una visualizacion mucho més amplia de lo que se esta estudiando y es més facil obtener
conclusiones.

Componentes de una serie de tiempo

Las técnicas convencionales del andlisis de las series de tiempo consisten principalmente
en descomponer la variacion existente en la serie, algunos tipos de variacién son tendencia,
variacién estacional, cambios ciclicos y fluctuaciones irregulares. Estas se conocen también
como componentes de una serie de tiempo.

e Tendencia. Es la direccién general de la variable en el periodo de observacion, es decir,
el cambio a largo plazo de la media de la serie. También se le conoce con el nombre
de evolucién subyacente.

e FEfecto estacional. Existen series de tiempo tales que exhiben variacion en periodos
relativamente cortos de tiempo, puede ser anual, mensual, etc.; es decir, corresponde
a fluctuaciones periédicas de la variable. Normalmente estos efectos suelen ocurrir
debido a cambios ambientales o condiciones climaticas.

e Cambios ciclicos. Ademas de los efectos estacionales, algunas series de tiempo pre-
sentan variaciéon en un periodo debido a otras causas fisicas o ambientales. Este tipo
de variacion estd caracterizado por oscilaciones alrededor de la tendencia con una
duracién aproximada de 2 o 8 anos.

o Fluctuaciones irregulares. Después de extraer de la serie la tendencia y variaciones
ciclicas, nos quedara una serie de valores residuales, que pueden ser o no totalmente
aleatorios. Se vuelve al punto de partida, ahora también nos interesa determinar si esa
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secuencia temporal de valores residuales puede o no ser considerada como aleatoria
pura. Este tipo de variacién corresponde a movimientos erraticos que no sigue un
patron especifico y que obedecen a diversas causas. Esta componente es practicamente
impredecible.

La serie temporal es la suma de éstas componentes, es decir

Valor observado = Tendencia + Estacionalidad + Componente Irregular,

aunque también en ocasiones se puede ver como el producto de estas componentes.

Series de tiempo estacionarias y no estacionarias

Una serie de tiempo es estacionaria si no hay cambios sistematicos en ella, es decir, no
hay tendencia; dicho en otras palabras, la media y la variabilidad se mantienen constantes
a lo largo del tiempo.

Andlogamente, una serie es no estacionaria si la media y/o variabilidad cambian a lo largo
del tiempo.

Las series no estacionarias pueden mostrar cambios en la varianza, exhibir tendencia (la
media crece o disminuye a lo largo del tiempo), y ademds presentar efectos estacionales.

Una serie de tiempo estacionaria tiene ciertas ventajas sobre la no estacionaria, por
ejemplo, las predicciones resultan mas faciles de obtener. Puesto que la media es constante,
se puede estimar con todos los datos que se tienen y utilizar este valor para predecir una
nueva observacién. También se pueden obtener intervalos de prediccién (confianza) para las
predicciones, asumiendo que la variable considerada sigue una distribucién conocida.

Los modelos cuantitativos se pueden clasificar de acuerdo a la informacion que se tenga
en modelos econométricos o multivariados y en modelos univariados o series de tiempo. En
esta tesis inicamente se tratara el modelo univariante.

Los modelos econométricos tratan de explicar el comportamiento de una o mas variables
en funcién de la evolucién de otras variables que se consideran explicativas. Las variables
explicadas por el modelo se denominan enddgenas, mientras que las variables explicativas
del modelo, pero no explicadas por él, se denominan predeterminadas. En este enfoque
no se necesita conocer ninguna relacién de causalidad, explicativa del comportamiento de
la variable enddgena, ni en su defecto, ninguna informacién relativa al comportamiento
de otras variable explicativas, ya que en este caso no existe este tipo de variables. Es
suficiente con conocer una serie temporal de la variable en estudio, para estimar el modelo
que se utilizara para predecir. La prediccién univariante se utiliza, en problemas econémicos,
principalmente con dos objetivos:

e La prediccién de algunas variables explicativas de un modelo causal, cuando se espera
que en el futuro conserven algunas de las caracteristicas de su evolucion en el pasado.
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e La prediccién a corto plazo (de 1 a 4 trimestres), debido a su gran capacidad para
recoger la dindmica en el comportamiento de la variable estudiada. Ademas, en con-
diciones normales, cuando no existen bruscas alteraciones respecto a la experiencia
reciente de la variable, estos métodos pueden proporcionar buenas predicciones.
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Capitulo 2

Conceptos de probabilidad y
estadistica

La probabilidad es la disciplina matematica que se encarga del estudio de los fenémenos
o experimentos aleatorios. Se entiende por fenémenos aleatorios, aquellos experimentos que
cuando se repiten bajo las mismas condiciones, los resultados obtenidos no siempre son los
mismos. Es importante aceptar que aun cuando un experimento se haya efectuado un gran
numero de veces, no es posible predecir los resultados del experimento, aunque se haya
llevado a cabo bajo las mismas condiciones iniciales, es por esto que se considera que el
experimento es aleatorio. De esta manera, la teoria de la probabilidad tiene el objetivo de
desarrollar modelos matematicos para cualquier fenémeno aleatorio.

En este capitulo se presentan conceptos de probabilidad y estadistica, asi como una
breve introduccién a los procesos estocésticos.

2.1. Definiciones

El propdsito original de la teoria de probabilidad, era describir la relacién estrecha que
existia entre la experiencia y los juegos de azar, y el principal objetivo era calcular ciertas
probabilidades. Actualmente, la probabilidad utiliza modelos matemé&ticos para describir
fendmenos que presenten incertidumbre. Un concepto importante en el cual se basan estos
modelos es el de experimento aleatorio, el cual se da a continuacion.

Definicion 2.1.1 Un experimento aleatorio es aquel experimento que presenta las siguien-
tes condiciones:

a) tiene al menos dos posibles resultados;

b) el conjunto de posibles resultados se conoce antes de que el experimento se realice;

13
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¢) puede repetirse indefinidamente bajo las mismas condiciones.

Ejemplo 2.1.2 Algunos ejemplos de experimentos aleatorios son:
» [anzar una moneda al aire;
= lanzar un dado al aire;
» abrir un libro en determinada pdgina.

Es importante aclarar que existen diferentes interpretaciones de la probabilidad, a con-
tinuacion se mencionan éstas:

e Interpretacion frecuentista: esta interpretacion se basa en repetir un proceso un nime-
ro grande de veces en condiciones similares y se estima la probabilidad de un evento
usando la frecuencia con que ocurre.

e [nterpretacion cldsica: se basa en la idea de los resultados “igualmente verosimiles”
(cada uno de los resultados posibles tienen la misma probabilidad de ocurrir).

e [nterpretacion subjetiva: esta interpretacion resulta ser personal, se basa en la expe-
riencia del investigador, el cual asigna una probabilidad a uno de los posibles resultados
de un proceso, esta asignacion depende de su criterio.

El espacio de probabilidad es el modelo matematico creado para estudiar los fenémenos
aleatorios. A continuacién se tiene la definicién de espacio muestral.

Definicién 2.1.3 FEl espacio muestral o espacio muestra asociado a un experimento alea-
torio es el conjunto que consta de todos los posibles resultados de éste. El espacio muestral
se denotard por el simbolo €.

A cada elemento de Q se le llama punto muestral. El espacio muestral méas simple es
el que contiene un ndmero finito de n puntos. Si n es muy pequeno, es facil visualizar el
espacio. Si €2 es finito se denotan los puntos muestrales como FE1, Es,...,E,, y si es infinito
numerable se denotara como Fi, Fo, ...

Los eventos o sucesos en un experimento aleatorio son subconjuntos de un espacio mues-
tral. Si el evento consta de un solo punto, entonces el evento es denominado simple. En
adelante, los eventos se denotaran con letras maytsculas.

El niimero P(A) representa una forma de medir la posibilidad de observar la ocurrencia
del evento A, al efectuar una vez el experimento aleatorio. Por ejemplo, dado un espacio
muestral € finito con puntos muestrales Fq, Fo, ..., E,, existe un numero asociado a cada
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E;, llamado la probabilidad de E; y denotado por P(E}). Estos nimeros son no negativos
tales que

P(Ey) + P(BEy) + -+ P(E) = 1.

Definicion 2.1.4 Dado un experimento aleatorio con un espacio muestral €2, la funcion
P:Q — R, tal que satisface los siguientes axiomas:

a) 0<P(A) <1 para toda A € ,
b) P(Q) =1,

¢) Para cualquier sucesion infinita de eventos disjuntos de €2, Aj, Ao, ... se cumple que
oo [e.e]
P (U AZ-> = P(4y),
i=1 i=1

se llama funcion de probabilidad sobre €.

Cabe mencionar que la anterior es la definicién axiomatica de la probabilidad, existen
también otros enfoques para definir la probabilidad, sin embargo, para nuestros propésitos,
basta con referirse a esta.

Independencia de eventos

La independencia es utilizada frecuentemente en esta tesis, y es un rasgo distintivo de
la teoria de la probabilidad. Independencia entre eventos quiere decir que la ocurrencia de
un evento no influye en el resultado de otro.

Definicion 2.1.5 Dos eventos A y B son independientes, si
P(AnB)= P(A)P(B).

Definicion 2.1.6 Los eventos Ay, Ao, ..., A, son independientes si se cumplen todas y cada
una de las siguientes condiciones:

P(A;NAj) = P(A)P(4;)  i#],

P(A1 N N Ay) _ P(A1) - P(Ay).
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2.1.1. Variables aleatorias

Una variable aleatoria es una funcién real definida sobre el espacio muestral. Intuitiva-
mente se dice que es un valor que depende del resultado de un experimento aleatorio. El
concepto de variable aleatoria es fundamental en la teoria de probabilidad, es por eso que
a continuacién se da la siguiente definicién.

Definicion 2.1.7 Una variable aleatoria X es una funcion definida sobre ), que toma
valores reales, es decir, X : 0 — R.

En general se denotan las variables aleatorias con letras maytusculas X, Y ,..., en adelante
se escribird v.a. para hacer referencia a variable aleatoria.

Existen al menos dos tipos de variables aleatorias: las continuas y las discretas.

Definicion 2.1.8 Una v.a. X se dice que es discreta, si solamente puede tomar un nimero
finito o infinito numerable de valores distintos, es decir, X(Q2) es a lo mds numerable.

Funcion de distribucién

Toda v.a. tiene asociada una funcion de distribucién de probabilidad. Si la v.a. X es
discreta, se asigna a cada valor x de X (es decir, a cada x € X(2)) su probabilidad como

tal que cumple:
a) p(z) =20 Vaj

b) > plx)=1.

A p(x) se le conoce como funcion de distribucion de probabilidad de la v.a. X.

Ejemplo 2.1.9 Supongase que se realiza el experimento que consiste en lanzar dos dados
balanceados al aire y se observa el resultado obtenido. (x,y) representa un punto del espacio
muestral, donde x es el numero que aparece en el primer dado e y el nimero que aparece
en el sequndo dado.
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El espacio muestral consta de los posibles resultados al lanzar los dados, los cuales son:

Q= {(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),
(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5), (2,6),
(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5), (3,6),
(4,1),(4,2),(4,3), (4,4), (4,5), (4,6),
(5,1),(5,2),(5,3), (5,4), (5,5), (5, 6),
(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)}.

En total se tienen 36 posibles resultados o puntos muestrales, todos equiprobables, es decir
cada uno de ellos con probabilidad - 36
Algunos ejemplos de eventos o sucesos son A ={(1,3)}, B ={(1,2),(5,5),(6,1)}.

Se define la variable aleatoria X como la suma de los dos numeros obtenidos. El con-

junto de posibles valores que la variable aleatoria X puede tomar es:
{2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12}.

Para obtener la probabilidad p; de que la v.a. X tome el valor i, se debe obtener la
probabilidad del evento A; que consta de todos los pares en € tales que la suma de sus
componentes es 1 ual a 1. Como cada punto muestral es equiprobable, la probabilidad de

A; es P(A;) = 36’ donde |A;| representa el nimero de elementos en A;. Por ejem-
plo, para calcular P(X = 2), se tiene que sélo los elementos del par (1,1) suman 2,
, 1,1
asi P(X = 2) = P({(1,1)}) = L&D — 1
. . 3
Andlogamente se calculan las probabilidades restantes: ps = %,m =35
2 1
P11 = 3671712 =35

Funcion de distribucion acumulada

Definicién 2.1.10 La funcion de distribucion acumulada (FDA) de una v.a X se define y
denota por
Fx)=P(X <z) VxeR.

Esta funcién, mide la probabilidad acumulada de la v.a. hasta cierto x. Algunas veces
la FDA también suele denotarse por Fx (z).

Propiedad 2.1.11 La FDA cumple las siguientes propiedades:

a) lim F(zx)= lim P(X <z)=0;

Tr——00 r——00
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b) lim F(z) = lim P(X <uz) = 1;

T—00 T—00
c) Siz <ax9= F(x1) < F(x2).

Cuando X es una v.a. discreta, la FDA es una funcién escalonada.
Haciendo uso de la F'D A se puede definir una v.a. continua de la siguiente manera:

Definicién 2.1.12 Sea F(z) la FDA de una v.a. X, entonces se dice que X es continua si
F(z) es continua.

Funcién de densidad de probabilidad

Definicién 2.1.13 Sea X una v.a. continua, con FDA F(x), entonces la funcion f(x) dada

por ;
= F@)],

siempre y cuando la derivada ezista, se llama funcion de densidad de probabilidad (fdp) de

X.

f(x)

Si la v.a. X es continua, se asigna la probabilidad al suceso en que la v.a. toma valores
en un determinado intervalo [a, b] como,

b
P(X € o)) = [ fad
donde f(z) es la fdp de la v.a. X.

Propiedades de la fdp

Si f(x) es la fdp de la v.a. X entonces se cumple que:
a) f(x)=0;
b) /OO f(x)dx = 1.

Algunas otras propiedades que también se cumplen son:
a) Pla<xz<b)=F(b)— F(a);

b) P(agxgb):P(a<x§b):P(a§x<b):/bf(x)dx.
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Valor esperado

El valor esperado de una v.a. es un niimero que representa el promedio ponderado 6 el
valor medio de sus posibles valores.

Definicién 2.1.14 Sea X una v.a. El valor esperado de X denotado por E(X) se define
como
Z:cp(m), si X es discreta;

E(X) = oS
/ xf(x)dzr, siX es continua.

Siempre que la suma y la integral sean convergentes para el primer y segundo caso res-
pectivamente. El valor esperado también se conoce cominmente como esperanza, media,
valor promedio o valor medio y se denota por pu.

De manera méas general, si g(X) es una funcién de X, entonces el valor esperado de
g(X) esta dado por

Z g(x)p(x),  si X es discreta;

/ g(x)f(x)dx, si X es continua.

Siempre que la suma y la integral sean covergentes para cada uno de los casos. Por otro
lado, si g(X) = X", entonces E[X"] se conoce como el r-ésimo momento central.
A continuacién se especifican las propiedades que cumple el valor esperado.

Propiedad 2.1.15 Sea X una v.a con valor esperado finito, y sea ¢ una constante. Entonces
se cumplen:

) E(c) =
b) E(cX) = cE(X);
)

a

¢) si X >0, entonces E(X) > 0;

d) sean g1(X),g2(X), ..., gn(X) funciones de X, entonces,

ng] = > Blou(X)

stempre que los valores esperados existan.

Demostracion:
Véase [12], pag. 95 y [5], pag. 187.
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Varianza

La varianza de una v.a. es una medida del grado de dispersion de los diferentes valores
que toma la variable en cuestion.

Definicién 2.1.16 Sea X una v.a. con p < 00, la varianza de X, denotada por Var(X), se
define como

Var(X) = E[(X — ).

Se tienen dos expresiones para la varianza, dependiendo si la v.a. X es discreta o conti-
nua, las cuales son:

Z(m —u)?p(z),  si X es discreta;

€T

Var(X) = o8
/ (z — p)%f(x)dz, si X es continua.

— 00

Siempre que la suma y la integral sean convergentes para el primer y segundo caso res-
pectivamente. La varianza se denota usualmente por o2. A la rafz cuadrada de Var(X) se
le llama desviacion estdndar y es denotada por o.

Al igual que el valor esperado, la varianza también cumple ciertas propiedades.

Propiedad 2.1.17 Sea X una v.a. con varianza finita, y sea ¢ una constante. Entonces:

a) Var(X) > 0;
b) Var(X) =0 X = ¢
¢) Var(cX) = c?Var(X);
d) Var(X + c) = Var(X);

e) Var(X)=E(X?) - [BE(X))*.

Demostracion:
Véase [5], pp. 195-196.
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Ejemplo 2.1.18 Para los datos del ejemplo 2.1.9, el valor esperado de la v.a. X es

E(X) = Zi*P(X = )

12
= ZZ * i
i=2
1 ) 6

2 3 4
= 2 43— 44— 45— 46—+ T—
36 7736 “36 36 T "36 36

+85 —|—94 —1-103 —|—112 +121
36 36 36 36 36
= 7.

La varianza de la v. a. X es

Var(X) = Z(i — B(X))? % P(X =1i)

= Z(i —7)%xp;

1=2
1 2 3 4 5 6
= 2-1=+6B-7=+Ul-7=+6-7=+6-7=+(7T-7*=
5 4 3 2 1
8— T+ O0-7P=—4+10-7>—=+(11-7>=+(12-77°=
+( )36+( )36+( )36+( )36+( )36
_ 3
6
~ 5.8.

Para este ejemplo en particular se obtuvo que E(X) = 7, lo cual indica que 7 es el
valor promedio de los valores de la v.a. X. Por otro lado, se calculé la varianza, es decir,
Var(X) ~ 5.8, esto indica que la desviacién promedio cuadratica alrededor de la media es
de aproximadamente 5.8. Es decir, si se repite el experimento un niimero grande de veces
y se observan los valores de la v.a. X se encontrard que los valores cercanos a 7 son los
més frecuentes y que la medida de dispersién (x — 7)? tiene como valores mas frecuentes a
valores cercanos a 5.8.

2.1.2. Distribuciones de probabilidad

Una parte importante de las variables aleatorias es su funcién de distribucion. Se es-
cribird “X ~ F” para indicar que la v.a. X tiene cierta funcion de distribucion F. Existen
distribuciones discretas y continuas.
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Distribuciones discretas

Definicion 2.1.19 La variable aleatoria X tiene distribucion discreta si existe un conjunto
C CR alo mds numerable, tal que P(X € C) = 1.

Algunas distribuciones de probabilidad discretas son:

distribucién de probabilidad binomial (Véase [12], pag. 103);

» distribucién de probabilidad geométrica (Véase [12], pag. 115);

distribucién de probablidad binomial negativa (Véase [12], pag. 122);

» distribucién de probabilidad hipergeométrica (Véase [12], pag. 126).

Distribuciones continuas

Definicion 2.1.20 Una variable X tiene distribucion absolutamente continua si existe una
fdp f(x) tal que

P(Xe€A) = / fx(x)dx, ACR.
A
Se tienen algunas distribuciones continuas importantes. La distribucién de probabilidad
normal es la que mas se utiliza; muchos fenomenos observados en el mundo real tienen

distribuciones de frecuencia relativas que pueden ser modeladas mediante una distribucion
de este tipo.

Distribucién normal.

Definicion 2.1.21 Se dice que la v.a. continua X tiene una distribucion normal o gau-

ssiana si su fdp es
f@) = e exp{ — <x_”>2
x) = Xp 1 —= ,
V2ro? P 2 o

donde p,x € R y o > 0. En este caso se dice que X tiene una distribucion normal con
pardmetros j y o® y se denota por

X ~ N(u,0%).
Es facil verificar que si X ~ N(u,0?), entonces se cumple que:
= E(X) =

» Var(X) = o2
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Una v.a. X tiene una distribucién normal esténdar si 4 = 0 y 02 = 1, en cuyo caso su
funcién de densidad es la siguiente:

Flw) = \/1271’{%}

X ~ N(0,1).

y se escribe

Noétese que
— K
o

X
X ~N(p,0%) <= Z = ~ N(0,1).

Es decir, la v.a. X con distribucién normal no estandar se transforma a una estandar
X— - . . - s
Z = ==£ este procedimiento se denomina estandarizacion.

Algunas otras distribuciones continuas son:
» distribucién de probabilidad uniforme (Véase [12], pag. 174);
» distribucién de probabilidad gamma (Véase [12], pag. 185);

» distribucién de probabilidad beta (Véase [12], pag. 194).

2.1.3. Variables aleatorias multiples

Definicion 2.1.22 Un vector aleatorio n-dimensional es una funcion del espacio muestral
Q en R”.

En particular para n = 2, se tiene un vector bivariado o bidimensional.

Definicién 2.1.23 Si X y Y son variables aleatorias (v.a’s) discretas, entonces se dice que
el vector aleatorio (X,Y) es discreto.

Funcién de distribucién conjunta

Para el caso de dos variables se tiene:

Definicién 2.1.24 Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto, la funcién p : R? — R dada
por p(x,y) = P(X = x,Y = y) se llama funcion de distribucion de probabilidad conjunta.

En la definicién, P(X = z,Y = y) significa que es la probabilidad de que X tome el
valor x y Y tome el valor y.
Para cualquier evento A en {2 se cumple:

P(X,Y)eA)= Y P(X==zY=y).
(z,y)€A

Las propiedades que cumple la funcién de distribucién de probabilidad conjunta son:
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a) plz,y) >0  Va,y;

b) > pla,y) =1

(z,y)

Para los vectores bivariados también se define la FDA.

Definicién 2.1.25 La FDA conjunta del vector aleatorio (X,Y) se define y denota como
F(z,y) = P(X <z,Y <vy).

Para el caso en que (X,Y) es discreto, se tiene

F(z,y) =Y Y P(X=sY =t).

s<z t<y

La distribucion de probabilidad marginal para X estd dada por

px(x) = P(X =2) =) p(a,y),

analogamente, la distribucion de probabilidad marginal para Y estd dada por

py(y) =P(Y =y) =) p(x,y).

Definicion 2.1.26 Sean X,Y wv.a’s discretas con distribucion de probabilidad conjunta
p(z,y), entonces X y Y son independientes si y sdlo si

p(x,y) = px (@)py (y)-

Teniendo los dos dltimos conceptos, dadas dos v.a’s independientes que tienen la misma
distribucién de probabilidad marginal se dice que son v.a’s independientes e idénticamente
distribuidas y se denotan por v.a’s #id.

En el caso en que X,Y sean v.a’s continuas, también se pueden definir los conceptos
anteriores.
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Covarianza

Definicion 2.1.27 Sean X, Y v.a’s. La covarianza de X y Y, se denota y define como
Cov(X,Y) = E[(X — B(X))(Y — E(Y))].

La covarianza cumple con una serie de propiedades, las cuales se enuncian en la siguiente
propiedad.

Propiedad 2.1.28 (Propiedades de la covarianza. ) Sean X,Y y Z wvariables aleato-
rias y sea ¢ una constante, se cumple que:

a) Cov(X,Y)=E(XY)—EX)E(Y);
b) Cov(X,Y) = Cov(Y, X);

¢) Cov(X,X) = Var(X);

d) Cov(e,X) = 0;

e) Cov(cX,Y)=cCov(X,Y);
/) Cov(X +Y,Z)=Cov(X,Z)+ Cov(Y, Z);

Si X y Y son independientes, entonces Cov(X,Y) = 0;

S
~— =

Var(aX +bY) = a?Var(X) + b*Var(Y) + 2abCov(X,Y).

Demostracion:
Véase [12], pp. 266-267.

Obsérvese que de g) y h) se obtiene que V(X +Y) = V(X) + V(Y) y E(XY) =
E(X)E(Y).

Coeficiente de correlacion
El coeficiente de correlacion entre dos variables indica el grado de dependencia lineal

que hay entre ellas.

Definicion 2.1.29 Sean X, Y wariables aleatorias con varianza distinta de cero, el coefi-
ciente de correlacion entre ellas, se define y denota por

Cov(X,Y)

v/ Var(X)Var(Y)

p(X,Y) =
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Propiedad 2.1.30 (Propiedades del coeficiente de correlacion. ) FEl coeficiente de co-
rrelacion cumple las siguientes propiedades:

a) Si X y Y son independientes, entonces p(X,Y) = 0;

¢) SiX yY sonindependientes e idénticamente distribuidas, entonces p(X+Y, X -Y) =
0.

Cuando p(X,Y’) = 0 entonces se dice que no existe correlacién entre X y Y, si|p(X,Y)| =
1, entonces se dice que X y Y estan perfectamente correlacionadas. Por otro lado, si X y
Y son independientes, entonces p(X,Y) = 0, el reciproco no necesariamente es cierto.

Ejemplo 2.1.31 Sean X y Y wv.a’s discretas con la siguiente distribucion de probabilidad:

Po(=1) = po(1) = 15 = py(—1) = py(1) y pu(0) = 15 = py (0),
y con distribucion de probabilidad conjunta:

X
1701
B S v e
156 16 156
Y1 0 13510 |16
B S s e
16 16 16

Para este ejemplo se cumple que X yY son dependientes pero con covarianza cero.
Solucion.

Obsérvese que p(0,0) = 0. Es claro que

p(0,0) # pz(0)py(0),

con lo cual queda demostrado que X y Y son dependientes.

De los datos del ejemplo se observa que E(X) = E(Y') = 0. También,

E(XY) = Y ) ayp(e,y)

= (=1(=1)(1/16) + (=1)(0)(3/16) + (—1)(1)(1/16)
+(0)(=1)(3/16) + (0)(0)(0) + (0)(1)(3/16)
(1)(=1)(1/16) + (=1)(0)(3/16) + (1)(1)(1/16)

= (1/16) — (1/16) — (1/16) + (1/16) = 0.
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Entonces,
Cov(X,Y) =E(XY)—-EX)E(Y)=0-0(0) =0.

Con lo cual queda probado que si dos v.a’s tienen covarianza cero, no necesariamente son
independientes. Nétese que p(X,Y) = 0 & Cov(X,Y) = 0, para cualesquiera v.a’s X, Y.
De aqui, se deduce que el hecho de que la correlaciéon entre dos v.a’s es cero no implica que
X y Y son independientes.

2.2. Estadistica

La estadistica es la ciencia que trata de la recopilaciéon, organizacién, presentacién,
analisis e interpretacion de datos numéricos con el fin de tomar la mejor decisién y obtener
significados precisos.

Es importante mencionar que dependiendo del contexto en el que se utilice, la estadistica
tiene tres significados: el término estadistico se refiere a una medida obtenida en una mues-
tra; por otro lado, la palabra estadistica es usada para referirse a la informacién estadistica
y ésta también es utilizada para referirse al conjunto de métodos y técnicas que se utilizan
para analizar la informacion.

Los métodos y técnicas estadisticas, cominmente se usan para realizar tareas de tipo
descriptivas, por ejemplo, para organizar, analizar y resumir datos de tipo numérico.

Definicion 2.2.1 Una poblacion es la coleccion de toda la posible informacion que carac-
teriza a un fendmeno.

Definicion 2.2.2 Una muestra aleatoria de la poblacion es una coleccion de v.a’s iid X1, Xo,
ey Xp. Bl tamano de la muestra aleatoria es representado por n.

La estadistica se divide en dos ramas: estadistica descriptiva y estadistica inferencial.

La estadistica descriptiva consiste en representar los datos recolectados en forma de
tablas y graficas. En este tipo de estadistica solo resume y describe los datos sin tratar de
inferir nada mas.

La estadistica inferencial por su parte, como su nombre lo indica, hace inferencia acerca
de los datos recopilados, es decir, hace generalizaciones que van mas alld de la informacion
que proporcionan los datos. Analiza una poblacién basandose en una muestra de la poblacion
estudiada.

La inferencia estadistica es definida como el conjunto de técnicas que permiten formular
inferencias inductivas. Con inferencias inductivas se entiende como aquellos razonamientos
que van de lo particular a lo general.
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Medidas de posicién central

Existen algunas medidas que son llamadas de posicién central, entre las que destacan:
la media, la moda, la mediana.

La media muestral es un valor representativo de todos los valores de la muestra, es el
promedio ponderado, es decir,

Definicion 2.2.3 Sean X1, Xs, ..., X,, v.a’s itd. La media muestral se define y denota por

X — Z?:l Xi.

n

Proposicién 2.2.4 Supdngase que X1, Xs, ..., X,y son v.a’s tid, con E(X;) = p y Var(X;) =

o? , entonces:

a) B(X)=p
b) Var(X) = o?/n;
¢) Cov(X,X;—X)=0, para i =1,2,....n.

La mediana de un conjunto de observaciones es el valor para el cual, cuando las obser-
vaciones se ordenan de forma creciente, la mitad de éstas es menor que este valor y la otra
mitad es mayor.

La moda de un conjunto de observaciones es el valor que se repite con mayor frecuencia.

Medidas de dispersién

Las medidas de dispersiéon proporcionan el grado de propagaciéon de una variable alrede-
dor de una medida de posicién central. Existen dos tipos de medidas de dispersion: medidas
de dispersion absoluta y medidas de dispersién relativa.

Dentro de las medidas de dispersién absoluta se encuentran:

» El rango (Ra): es la diferencia entre el méximo y el minimo de la variable en cuestién.

» Desviacién absoluta media respecto a la media (d.): indican las desviaciones de la
media con respecto a la media en valor absoluto.

= Varianza: mide la dispersién de los valores de la variable respecto a la media. A mayor
varianza existe mayor dispersion.

= Desviacién tipica o estandar.
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Definicién 2.2.5 Sean X1, Xa, ..., Xp, v.a’s iid con E(X;) = pu y Var(X;) = o?. La varianza
muestral se denota y define por

SQ _ Z?:l(XZ - X)Q
X —_— .

n—1

Ademss, se cumple que E(S%) = o2, lo cual indica, que la varianza muestral es un
estimador insesgado de la varianza poblacional.

Definicion 2.2.6 La desviacion tipica o estandar muestral se define como la raiz cuadrada
positiva de la varianza,

SX:+ ng

Las medidas de dispersion relativa miden el grado de dispersiéon de distintas distribu-
ciones.

2.2.1. Estimacion

Uno de los objetivos de la estadistica es hacer inferencias acerca de determinadas ca-
racteristicas de la poblacién. Estas caracteristicas se conocen como parametros. Asi, un
parametro es una constante fija con valor desconocido. A continuacion se tiene la definicién
formal de parametro.

Definicion 2.2.7 Aquella caracterizacion numérica de la distribucion de la poblacion que
describe, parcial o completamente, la funcion de densidad de probabilidad de la caracteristica
de interés es a lo que se le conoce como pardmetro.

Comunmente un parametro se denota por 6, es importante observar que 6 también re-
presenta en algunas ocasiones un vector, es decir § = (61,02, ...,0,), donde 01,04, ...,0,, son
parametros.

Las inferencias antes mencionadas se logran haciendo estimacion. Existen dos tipos de
estimacién, la estimacién puntual y la estimacién por intervalos. La primera proporciona
un solo valor numérico, este valor debe ser aproximado al parametro objetivo. La segunda
consiste en dar dos nimeros que formaran un intervalo que debe contener al parametro
objetivo. Este intervalo recibe el nombre de intervalo de confianza estimado.

Los estimadores puntuales mas comunes son:
= la media de la muestra para estimar el valor promedio de la poblacién;

= la desviacién estandar de la muestra para estimar la desviacién estandar de la pobla-
cion;

= la proporcién en la muestra como estimador de la proporcion en la poblacién.
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Por otro lado, se define un estadistico como una funciéon que depende de la muestra, es
decir,

Definicion 2.2.8 Un estadistico T, es funcion de las variables aleatorias observadas en la
muestra que no contiene valores desconocidos y se denota por T = f(X1, Xo, ..., Xp).

Con lo anterior, un estadistico es usado para estimar los valores de los parametros que se
desconocen o funciones de éstos. Ademds, un estadistico es una variable aleatoria, mientras
un parametro es una constante. Para ilustrar el proceso de estimacién se dan las siguientes
definiciones:

Definicion 2.2.9 Sea 6 un pardmetro arbitrario. Un estimador de 6, denotado poré es
aquel estadistico usado para estimar el valor del pardmetro desconocido 6.

La estimacién de 0 es un valor especifico ¢t obtenido de los datos de la muestra. De esta
manera, un estimador es un estadistico mediante el cual se obtiene una estimacién de las
observaciones de la muestra. Se pueden definir varios estadisticos para estimar un parame-
tro desconocido 6.

Para fines précticos se denotard mediante f(z;0) a la funcién de densidad de probabili-
dad de la poblacién de interés, donde 0 es un parametro arbitrario y la funcién depende de
éste.

Definicién 2.2.10 Sea 6 un estimador puntual de 0. Entonces 0 es insesgado si E(6) = 6.
En caso contrario, se dice que el estimador es sesgado.

El sesgo B de un estimador puntual 6 se define como
B(6) = E(0) — 6.

El sesgo de un estimador puede ser positivo, negativo o cero.
Un concepto usado en estimacion es el de error cuadratico medio, el cual se define a
continuacion.

Definicién 2.2.11 Sea 6 un estimador de un parametro desconocido 0. El error cuadrdtico
medio del estimador 0 del pardmetro 0 se define y denota por

ECM(0) = E(0 —6).
El error cuadréatico medio cumple la siguiente propiedad,
. . .72
ECM () = Var(8) + [0 — E(D)] .

Observacion: En la practica es comtn encontrar al menos dos estimadores para determi-
nado parametro. En estos casos se debe elegir aquél que sea el mejor en el sentido de cumplir
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ciertas propiedades que aproximen mejor al parametro. Para determinar que estimador es el
mas adecuado, existen dos métodos. El primero consiste en elegir el estimador tal que tenga
una distribuciéon de muestreo centrada alrededor de 0 y la varianza sea la menor posible.
Esto es, si 6, y 65 son insesgados, entonces se elige aquel que presente menor varianza, es
decir, se elige 0 si

Var(fs) < Var(6,).

El segundo método consiste en usar el ECM. Para esto, se calcula el ECM para ambos
estimadores y se realiza el cociente entre ellos, si el cociente es menor que 1, entonces se
dira que el estimador para el cual su ECM se encuentra en el numerador es el mejor, pues
éste tendra el menor ECM. Si el cociente es igual a 1, entonces el método no proporciona
ninguna informacion respecto a los estimadores.

Definicién 2.2.12 Sea 6 un parametro arbitrario y & = (x1,x9,...,2,) los datos de la
muestra aleatoria. La funcion de verosimilitud para la muestra se denota y define por

n

L(&60) = [ [ f(2::0). (2.1)

i=1

L(z;0) es funcién de los pardmetros, en algunas ocasiones se denota a la funcién de
verosimilitud con L(6).

2.2.2. Meétodos de estimacién puntual

Existen varios métodos para hallar la estimacion de un parametro. Los mas comunes
son: el método de los momentos y el método de maxima verosimilitud.

El método de los momentos consiste en igualar los momentos muestrales y los poblacio-
nales.

El método de estimacion por maxima verosimilitud consiste en hallar el valor del parame-
tro que maximiza la funcién de verosimilitud.

Definicién 2.2.13 Sea L(Z;0) la funcion de verosimilitud de una muestra aleatoria X1, Xs,
woey Xy de una distribucion con funcion de densidad f(x;0). Sit = u(xy,x2, ..., T, ) €s el valor
de 0 que mazimiza L(Z;6), entonces T = u(Xy, X2, ..., X,,) se llama estimador de mdzima
verosimilitud de 0, y t = u(x1,x2,...,x,) es la estimacion de mdzima verosimilitud.

Para simplificar la estructura de la funcién de verosimilitud, se busca maximizar el lo-
garitmo natural de L(#), lo cual se puede hacer pues la funcién In es creciente y continua
en su dominio, esto asegura que la solucién que maximiza L(#) también maximiza In[L(0)].
Por motivos practicos, comtinmente se escribe [(6) = In[L(Z;0)].
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Para ilustrar este método, se tiene el siguiente ejemplo para estimar la media y la
varianza de una poblacién con distribucién normal.

Ejemplo 2.2.14 Si X1, Xo,..., X,, es una muestra aleatoria de una distribucion normal
cuya funcion de densidad de probabilidad estd dada por

fx; 02)— ! ex L i
alu” - 27‘1’0‘2 p 2 o .

Determinar los estimadores de mdxima verosimilitud para jn y o respectivamente.

Solucion:
Para este ejemplo, es facil notar que la funcién de verosimilitud depende tanto de u
como de o, es decir, estos son los dos pardmetros los cuales deben ser estimados (son los

valores para los cuales la funcién de verosimilitud obtiene un valor méximo).

Por definicién,

n 2
1 1 (i —p
L(x1,z9,..,x ;u,a2 = exp ——( >
( o) = 115 16

o) {537

I
A~

de aqui,

1 " 1 (- p\?
L(xlawa-axn;/”'vUQ): <\/2—2> eXP{Z_§ ( ZO— ) }
e ;

Tomando logaritmos a esta iltima ecuacién:

W(p,0%) = In[L(x1,29,..,2n; 1, 0°)]
n

1
= —nln(V2ro?) — 357 (2 — p)?

i=1
212 L - 2
= —nln(2n0*)"/* — ﬁZ(xz — 1)
i=1
n

— 1
= Tn In(27wo?) — 557 (z; — p)*
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Derivando con respecto a u y o2, e igualando a cero estas derivadas se obtiene

0'2 -
a[l(gb )] _ _2%2(% W) =0 (2.2)
i=1
y , N
3[1(52; ) % n %Z(UC — w2 =0 (2.3)
=1

Resolviendo (2.2), para p se obtiene

n

D
~ =1 _
,LL = — = I.
n

Sustituyendo este valor en (2.3) y resolviendo para o se tiene,

n
> (=
a_2 i=1
n

Asf, los estadisticos de maxima verosimilitud de ;2 y o2 son T, = XyT,.="1
respectivamente.

2.3. Procesos estocasticos

El estudio de los procesos estocasticos consiste en analizar el comportamiento de una
variable aleatoria a través del tiempo, basandose en caracteristicas no deterministicas, es
decir, fenémenos aleatorios.

Para tener una mejor apreciacion de las propiedades dadas en el andlisis de las series de
tiempo, se daran en esta seccién algunos conceptos fundamentales de procesos estocésticos.

Definicién 2.3.1 Un proceso estocdstico se define como una coleccion de v.a’s {X; :
t € T} parametrizada por un conjunto T C R de subindices, llamado espacio paramétrico.
El conjunto T usualmente se interpreta como un conjunto de valores de tiempo.

Se dice que el proceso estocéstico es discreto si T es discreto (por ejemplo T' = 0, £1, £2,...),
y el proceso estocastico es continuo si 1" puede tomar cualquier valor en un intervalo de R,
por ejemplo [0, 00), es decir el tiempo es continuo. Un proceso es llamado de valores reales,
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si las variables aleatorias solo pueden tomar valores reales.

Se denota la variable aleatoria en el tiempo ¢ por X () si el tiempo es continuo, y por X;
si el tiempo es discreto. Estas notaciones hacen referencia al estado o posicion del proceso
estocastico en el instante t.

Definicion 2.3.2 FEl espacio de estados de un proceso se define como el conjunto de todos
los posibles valores que las v.a’s {X;} pueden tomar, y se denota por E.

Una realizacion de un proceso estocdstico es una asignacion de los valores de las v.a’s
en el espacio de estados.

Algunos ejemplos de procesos estocasticos son:

» X(¢): nimero de personas que esperan en una parada de autobis durante un instante
t donde ¢ es el tiempo medido en minutos del intervalo [9, 10], el espacio de estados es
E=1{1,2,3,...}.

s X;: precio del délar en un dia ¢ del mes de junio de 2010 (¢t = 1,2,...,30), el espacio
de estados para cada v.a. es continuo, por ejemplo [0,20].

» X;: nimero de nacimientos en el estado de Oaxaca en el mes ¢ (t = 1,2,...,12),
E=1{1,2,3,..}.

Similarmente a las definiciones dadas anteriormente para v.a’s, se tiene la siguiente
definicién.

Definicién 2.3.3 Sea {X; : t € T} un proceso estocdstico con E(X?) < oo, entonces se
define:

a) la funcion media del proceso por,
e = E(Xy);
b) la funcion varianza del proceso,
Ut2 =E [(Xt - Mt)Q] ;
¢) la funcion covarianza entre X, y X,

")/(7“, 3) = COV(erXs) = E[(XT - MT)(XS - ,U's)]v donde r,s € T;

d) y la funcion correlacion entre X, y Xy por,

y(r,s)
oo

p(?“, S) =

@ N
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Para definir los procesos estocdsticos, se debe determinar e identificar la distribucién de
probabilidad asociada a cada v.a.

Clasificacion de los procesos estocasticos

Los procesos estocasticos se pueden clasificar segiin: la estructura del conjunto de indi-
ces T y el conjunto de estados E, y segiin las caracteristicas probabilisticas de las variables
aleatorias.

Procesos estocasticos basados en la estructura de T'y F

Existen cuatro tipos de procesos estocasticos dependiendo de si T'y E son continuas o
discretas, de esta forma se tiene la siguiente clasificacién:

m cadena si E y T son discretos;
= proceso puntual si E es discreto y T' es continuo;
= sucesion de v.a’s si E es continuo y T discreto;

= proceso continuo si E' y T son continuos.

Procesos estocasticos basados en las caracteristicas probabilisticas de las
9
v.a’s.

Otra forma de clasificacion de los procesos estocasticos toma en cuenta las caracteristi-
cas de las variables aleatorias en cuestion, de esta forma, los procesos estocédsticos se pueden
clasificar en:

= procesos estacionarios;
= procesos Markovianos;

= procesos de incrementos independientes.

En particular nos interesa conocer méas acerca de procesos estocdsticos estacionarios, es
por esta razon que a continuacién se analizan este tipo de procesos.

Procesos estacionarios

Un proceso se dice que es estacionario si Xy no depende del tiempo. Para lograr una
mejor comprensién de los procesos estacionarios, es necesario definir ciertos conceptos, que
son fundamentales para este tipo de procesos. Ademds seran de gran utilidad en el capitulo
posterior.
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La funcién de distribucién conjunta n-dimensional para un proceso estocastico se define
por
F(xtlvxtgv ceey xtn) = P(th S Lty eens th S xtn).

Los procesos estacionarios a su vez se clasifican en procesos estacionarios débiles y pro-
cesos estacionarios fuertes.

Un proceso se dice que es débilmente estacionario si todos los momentos de orden n
existen y son independientes del tiempo ¢. Mdas ain, un proceso estacionario de segundo
orden! tiene media y varianza constantes. Formalmente se tiene la siguiente definicién.

Definicién 2.3.4 Un proceso estacionario débil es aquél proceso {X; : t € T}, con BE(X?) <
oo ViteT, tal que,

a) E(Xy)=m, VteT,;
b) ~(r,s) =~(r+t,s+t), VrsteTl.

En a), significa que el valor esperado es constante. El hecho de que v(r, s) = y(r+t, s+t)
significa que la funcién covarianza toma el mismo valor para dos v.a’s que estén separadas
por un retardo 6 rezago t en el proceso, independientemente de dénde se encuentren situa-
das estas v.a’s en el tiempo.

Por otro lado, un proceso se dice que es estrictamente estacionario 6 fuertemente esta-
cionario, si (X, , Xy, ...y Xt,,) tienen la misma distribucién conjunta que (X, 4k, X, 4k -

Xtptk)-

)

Definicién 2.3.5 Un proceso estacionario fuerte es aquel proceso {X; : t € T}, tal que
VteT, B(X?)<oosiVne N, VkeT yVity,ta, ...ty €T,

F(fEtl,CCtQ, ...,CCtn) = F($t1+k,$t2+k, --thn—i—k)-

Siempre se cumple que un proceso estrictamente estacionario implica un proceso débil-
mente estacionario, el reciproco no necesariamente se cumple.

Para un proceso estrictamente estacionario, la funcion media p; = p es una constan-

te, siempre que E(|X;|) < co. También si E(X?) < oo, entonces 07 = o2 para todo t, de

aqui que la varianza también es constante.

Un proceso es estacionario de segundo orden si F(z1,,%t,) = F(@t, 4k, Tigtk), para ti,to, k, ti4k, totr €
Z.
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Funciones de autocorrelaciéon y autocovarianza

Para un proceso estacionario {X; : t € T}, se tiene que la media E(X;) = p y la
varianza Var(X;) = E(X; — ) = 02 son constantes, y la covarianza Cov(X;, X;), la cual
es una funcién que solo depende del rezago del tiempo. En este caso, en particular para
cuando s =t + k (k es un rezago), se define la funcion de autocovarianza como una funcién
dependiente solamente del rezago k como:

Vi = E[(Xe — 1) (Xesr — )] = Cov(Xy, Xpy).

Por motivos practicos, algunas veces se debe estandarizar la funcién autocovarianza para
obtener la funcion de autocorrelacion (FAC), dada por

Cov(Xy, Xeyk) Y

= CO X ’X = - 24
Pk rr( ! t+k) \/Var(Xt)Var(XHk) Y0 ( )

la cual mide la correlacién entre X; y X1,
Para un proceso estacionario, la funcién de autocovarianza y la FAC cumplen las si-
guientes propiedades:

Propiedad 2.3.6 Sea {X; : t € T} un proceso estocdstico estacionario, con media fi,
varianza o, funcién autocovarianza vy y funcion autocorrelacion py, entonces:

a) vo=Var(Xy) >0y po=1;

b) ekl <1y vl <0

C) Yk ="—k Y pr = p—k para todo k, es decir v y pr son funciones pares y de aqui que
sean simétricas con respecto at = 0;

d) vk y pr son positivas semidefinidas, es decir

n n
Z Z 0Vt —t; = 0

i=1 j=1

n n
Z Z ipi,—t;) = 0,

i=1 j=1

para cualquier conjunto de puntos ti,ts, ..., t, y cualquier numero real ay, o, ..., Q.

Demostracion.

a) Se cumple por definicién.
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b) Se sabe que Var(aX; + bX; ) > 0, y por propiedad (2.1.28,h), se tiene que

0 < a*Var(X;) + b*Var(X; + k) + 2abCov (X, Xi4)

= a’0% + b%0? + 2aby,
(a® + b%)o? + 2abyy.
De aqui se desprenden dos casos:

= Sia=0b=1, entonces

0 < 20242y
0 < o+
— < o’
De esta tltima desigualdad y del hecho de que vg = 02 y pp = z—’“, se sigue que
—1 < pg. (2.5)
s Ahora, sia =1y b= —1, entonces
< 207 — 2
< o=
W% < o’
De aqui se obtiene que
pr < 1. (2.6)

De (2.5) y (2.6) se obtiene que —1 < pi, < 1, es decir |pg| < 1.

|7k| < 70 es consecuencia inmediata del hecho de que —1 < pi, < 1.

c) El resultado se obtiene por el hecho de que la correlacién entre X, y X; es la misma
que la correlacién entre X; y X;_j, esto por ser X; estacionario. Es decir,

Y = Cov(Xipr, Xi)
= COV(Xt,Xt_k)
= =k

d) Definiendo X = >"" | a; Xy, el resultado es inmediato, del hecho de que

n

0 < Var(X Z Z ;o Cov(Xy,, Xt,) Z Z QG |t;— -

=1 j=1 =1 j=1

Andlogamente se obtiene el resultado para py.
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Lo anterior se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3.7 Caminata aleatoria
Supongamos que {Z;} es un proceso puramente aleatorio®. Un proceso {X; :t € T} es
llamado caminata aleatoria si

Xe = X1+ Zs.

Cominmente este proceso comienza cuando t = 0, es decir Xo = 0, de la relacion
recursiva anterior se obtiene que

X1 =2

t
X, = Z Z;.
=1

Es facil verificar que E(X;) = tuz y Var(X,) = to%. En efecto,

>z

i=1

= > E[Z]
=1

= tﬂZ-

E(X,) = E

Y para la varianza se tiene,

Var(X;) = Var (Zt:ZZ>

=1
t
= > Var(%)
i=1
= ta%.

Como la media y la varianza dependen de t, el proceso es no estacionario.

Por otro lado, la funcion de autocovarianza estd dada por,

*Para un proceso puramente aleatorio se cumple que E(Z;) = pz y Var(Z;) = 0%, ademéds las Z’s son
v.a’s iid.
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Y = Cov(Xy, Xiip)
= Cov(Xy, Xp + Zip1 + oo + Ziik)
= Cov(Xy, Xy)
= Var(Xy)

= ta%.

Hasta aqui se mostraron los conceptos basicos correspondientes a la teoria de probabili-
dad y estadistica, asi como también la introduccién a procesos estocasticos, los cuales son la
base para el estudio de series de tiempo, dicho estudio se muestra en el siguiente capitulo.



Capitulo 3

Fundamentos de series de tiempo

No siempre es posible predecir con total exactitud algin valor de la serie de tiempo.
Sin embargo, se pueden encontrar ciertos patrones en las series de tiempo como tendencia,
estacionalidad, entre otros mencionados en el Capitulo 1, estos pueden describir el compor-
tamiento de la serie. También es posible describirlas mediante modelos basados en distribu-
ciones de probabilidad. En este capitulo se estudian las principales técnicas y modelos que
describen a las series de tiempo.

3.1. Fundamentos y técnicas descriptivas de series de tiempo

Graficar los datos que conforman una serie de tiempo resulta ser de gran utilidad para
llevar a cabo un buen andlisis de la misma. Una vez que los datos han sido graficados es
posible observar algunas discontinuidades o irregularidades, incluso datos atipicos, si es que
existen en la serie de tiempo. En el Capitulo 1 se describen algunas componentes de las
series de tiempo, entre las que destacan: tendencia, cambios ciclicos y efecto estacional.
Tales discontinuidades pueden ser cambios de nivel repentinos, por lo que seria de mucha
utilidad analizar los datos por intervalos o segmentos iguales. Es necesario analizar estas
componentes y si es posible realizar transformaciones o aplicar alguna técnica para eli-
minarlas o modificarlas. Llevando a cabo este proceso, se logra obtener series de tiempo
estacionarias. Ciertamente, esto permite realizar un mejor analisis ademds de predicciones
en las series de tiempo. En adelante, sélo se tomaran en cuenta las series de tiempo discretas.

Una manera de representar una serie de tiempo es mediante la ecuacién
Xy = my + s + &,

donde X; es un proceso, m; es la componente de tendencia, s; es una funcién que representa
la componente estacional v &; es la componente de ruido aleatorio'. A continuacién se
describen brevemente estos tipos de analisis.

E(er) = 0y Var(er) = o2

41
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3.1.1. Transformaciones

Es posible realizar transformaciones en los datos graficados con el fin de facilitar el anéli-
sis de la serie de tiempo. Existen transformaciones logaritmicas y tranformaciones aplicando
raiz cuadrada. Algunas razones para realizar una transformacién son las siguientes:

a) Para estabilizar la varianza. Si en la serie existe tendencia y la varianza incrementa con
la media, puede hacerse una transformacién. Si la desviacion estandar es directamente
proporcional a la media, se debe hacer una transformacién logaritmica.

b) Para hacer aditivo el efecto estacional. Si existe tendencia y el tamano del efecto
estacional incrementa con la media, se puede hacer una transformacion para hacer
constante el efecto estacional (cambios peridédicos anuales), a esto se le llama efecto
estacional aditivo. Si el tamano del efecto estacional es directamente proporcional a
la media, entonces se dice que es un efecto estacional multiplicativo. En este caso se
debe hacer una transformacién logaritmica.

c) Para obtener una distribucién normal en los datos. En muchas ocasiones es importante
normalizar los datos para facilitar el andlisis.

3.1.2. Analisis de series que contienen tendencia

El tipo més simple de tendencia lineal es de la forma tendencia lineal 4+ ruido, aunque
puede definirse de diferentes maneras. La observacion en el tiempo ¢ es una variable aleatoria
X; dada por

Xt :Oé—f—ﬁt—f—e’ft, (31)

donde « y (3 son constantes y €; es un término de error aleatorio con media cero.

El nivel medio en el tiempo ¢ estd dado por
my = o+ ft, (3.2)

el cual también se llama componente de tendencia. La tendencia en (3.2) es una funcién que
depende del tiempo y en algunas ocasiones la llaman tendencia lineal global. Otros autores
hacen referencia a la tendencia como el cambio en el nivel medio por unidad de tiempo, es
decir toman a (3 como la tendencia.

Es posible ajustar un modelo para la tendencia mediante una funcién lineal (3.2); este
tipo de ajuste tienen la ventaja de ser muy sencillo de analizar, sin embargo, en ocasiones
existen cambios bruscos en la tendencia, es por esta razén que es mas adecuado realizar el
andlisis por intervalos. Es decir, ajustar un modelo lineal a trozos. Si se ajusta un modelo
lineal a trozos es més facil visualizar los cambios de la tendencia; ademas de que se puede
observar como « y 3 evolucionan con el tiempo. Esta evolucién se puede dar de forma
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determinista, aunque también se puede dar de forma estocéstica, con lo cual se obtiene lo
que se conoce como tendencia estocastica.

Formalmente definimos el modelo con componente estacional de la siguiente manera.

Definiciéon 3.1.1 El modelo cuya unica componente es la tendencia estd dado por
X, =my + &y, para t=1,2,...,n, (3.3)

donde E(g;) = 0.

Observacion 3.1.2 Si E(g;) # 0, entonces se reemplazan my y ¢ en (3.3) con my + E(gy)
y e — E(gy), respectivamente.

A continuaciéon se analizan algunas técnicas que ayudan a describir la tendencia en una
serie de tiempo.

» Estimacién de la tendencia

Uno de los principales métodos no paramétricos para la estimacion de tendencia y cons-
truccion de modelos es el suavizamiento.

Los siguientes métodos fueron pensados con el fin de estimar la tendencia ajustando un
polinomio y luego eliminarla de los datos. De esta manera es posible encontrar un modelo
adecuado de serie de tiempo estacionario para la componente residual; o bien, eliminar la
tendencia mediante diferenciacién y luego encontrar el modelo apropiado para la serie dife-
renciada (componente residual).

Suavizamiento.

A continuacién se presentan dos tipos de suavizamiento que pueden ser usados para
estimar la tendencia en una serie de tiempo.

I. Suavizamiento por filtros. Usar filtros lineales ayuda a convertir una serie de tiempo
{z} en otra {y;} mediante
S
Yt = Z Ay Lty

r=—gq

donde {a,} es un conjunto de pesos tales que »_ a, = 1. Esta técnica hace referencia a un
proceso de promedio movil.

Un procedimiento de suavizado en las series puede ser por ejemplo,



44 CAPITULO 3. FUNDAMENTOS DE SERIES DE TIEMPO

24| Filtro 1 | % | Filtro 2 | 25

El filtro 1 con pesos {a,} actia sobre {z;} para producir {y}. El filtro 2 con pesos {b;}
actia sobre {y;} para producir {z;}.

Consideremos el siguiente filtro de promedio movil,

1 q
W, = X, dond VA
t 2q+1rz_q t—rs onde q € )

del proceso {X;} definido por la ecuacién (3.3). Para ¢ +1 <t < n — ¢ se tiene,

- -
Wy = _ e — Y, >~
¢ 2q+1zmtr+2q+1z t—r = M,

r=—q r=—q

suponiendo que m; es aproximadamente lineal en [t — ¢, t+¢| y que la media de los términos
de error es muy cercana a cero, entonces

) 1 <
mtzzq“ZXH, g+1<t<n-—gq, (3.4)

r=—q

proporciona un estimador para la tendencia.

La eleccién de los filtros para suavizar es de cardcter subjetivo, el investigador debe
probar con diferentes filtros para obtener una mejor estimacion de la tendencia.

I1. Suavizamiento exponencial. Una técnica bastante conocida en la literatura es el
suavizamiento exponencial, esta también es una técnica muy util para estimar la tendencia.

Por ejemplo para cualquier nimero fijo a € [0, 1], el proceso my, t = 1,2, ...,n definido
por
TATltZCLXt-f—(l—CL)mt,l, t:2,...,n

my = Xy,

puede ser estimado mediante suavizamiento exponencial.

El método de suavizamiento exponencial asume que

t—2
=Y ol —a) X j+(1-a)lX, (3.5)
j=0
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donde « es una constante y 0 < a < 1, es un estimador para la tendencia. Los pesos
a; = a(l — «)’ decrecen con respecto a j.

El suavizamiento exponencial utiliza valores presentes y pasados de la serie, este método
es comun cuando se realiza prediccion.

Una vez que se estima la tendencia se pueden observar las fluctuaciones locales,

Res(xz;) = residuales del valor suavizado

= Tt — Sm(l“t)

s
= Z brfEtJrr.

r=—gq

El cual también puede ser considerado como un filtro lineal tomando by = 1 — ag y

b, = —a, para r # 0. Si se tiene que Y a, = 1, entonces Y b, = 0 y el filtro elimina la
tendencia.

Ajuste polinomial.

Para datos anuales es posible ajustar una funcién simple de tiempo como una curva
polinomial (lineal, cuadrética, etc.), una curva Gompertz, una curva logistica o por algin
otro método como el conocido por minimos cuadrados, véase [4].

Por ejemplo por minimos cuadrados lo que se pretende, una vez que se tiene la tendencia
de la forma m; = ag+ait+ast?, es ajustar a los datos 1, s, ..., T, eligiendo los pardmetros

ao, a1, az, tales que minimicen Y 1 (z¢ — my¢)?.

La curva Gompertz estd dada por
log z; = o+ Brt,
donde « y (8 son parametros, 0 < r < 1, o bien por

xy = aexp{fexp(—t)},  v>0.

La curva logistica estd dada por

a/

1+ 3 exp(—ct)

En las curvas antes mencionadas, t — oo, sin embargo, la Gompertz converge mas lento
que la logistica. Ademas, en estas curvas, la funciéon proporciona una medida de la tenden-
cia y los residuales, una aproximacion de fluctuaciones locales donde los residuales son las
diferencias entre las observaciones y los correspondientes valores de la curva ajustada.

£t
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» Eliminacién de tendencia
Lo que se intenta ahora en lugar de eliminar los términos de error, es eliminar la tendencia

en una serie mediante diferenciacién.

Eliminacién por diferenciaciéon. Diferenciar una serie de tiempo dada hasta lograr ha-
cerla estacionaria, es un tipo de filtro particular el cual elimina la tendencia de la serie. Para
poder aplicar esto se necesita que los datos sean no estacionales, es decir, que no presenten
fluctuaciones periédicas muy marcadas. Muchas veces basta con obtener las diferencias de
primer orden para lograr la estacionariedad de la serie.

A continuacién se definen dos operadores que seran de gran utilidad tanto en esta sec-
cién como en las posteriores.

Definicion 3.1.3 El operador diferencial V estd dado por
VX, =X — X1 =(1—-B)Xy,
donde B es el operador de retraso dado por
BX; = X 1.
Andlogamente se definen

B (Xy) = Xi-j

VX)) =V(VHXY),  j>1,  con V(X)) = X,

El método de diferenciacién consiste en formar una nueva serie ys, ..., yn apartir de la
original 1, ...,z y mediante

yt:Xt_thl ZVXt, t:2,3,...,N.

En algunos casos es necesario obtener la segunda diferencia usando el operador V2,

ViX, = V(V(Xy)
= (1-B)(1-B)X;
= (1-2B+B%X,
= X —2X: 1 — X¢ o
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3.1.3. Analisis de series que contienen variacién estacional

Existen basicamente 3 modelos estacionales:

a) Aditivo,
Xi = my + 54 + &4

b) Multiplicativo,
Xt — M StEt.

c) Mixto,
Xt = MySt + E¢.

donde, en cada una de las ecuaciones, m; es el nivel medio desestacionalizado en el tiempo
t, sy es el efecto estacional en el tiempo ¢ y €; es el error aleatorio.

En el caso multiplicativo, una transformacién logaritmica es adecuada para obtener un
modelo aditivo lineal.

Los indices estacionales {s;} normalmente se eligen de tal forma que cambien lentamen-
te con el tiempo. Es decir, se debe tener s; ~ s;_,, donde s es el nimero de observaciones
por ano. Regularmente los indices se normalizan y se hace la suma igual a cero en el caso
aditivo, o el promedio igual a 1 en el caso multiplicativo.

Andlogo al caso del andlisis en que las series muestran tendencia, en las series que mues-
tran variacién estacional, el analisis depende de si se desea medir y/o eliminar esta variacién.

Es usual en series que muestran una tendencia pequena estimar el efecto estacional para
un periodo de tiempo determinado. Esto se logra obteniendo el promedio de cada observa-
cién del periodo en cuestién restandole el promedio anual para el caso aditivo. En el caso
multiplicativo se debe dividir cada observaciéon de periodo por el promedio anual.

» Estimacion de tendencia y componentes estacionales.

En el caso en que la serie dada presenta tendencia y variacién estacional se debe trabajar
con ambas componentes a la vez. Para llevar a cabo este procedimiento se debe seguir una
secuencia de pasos simples.

En primer lugar se estima la tendencia, luego las componentes estacionales y por 1ltimo
se vuelve a estimar la tendencia, ahora sin incluir los datos estacionales?.

A continuacion se ilustra este procedimiento.

*Método descrito en el libro de Brockwell & Davis [2].
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a) Se estima la tendencia de la serie con alguno de los métodos descritos en la seccién
3.1.2, en la parte correspondiente a estimacién de tendencia, suponiendo que se tienen
n observaciones. Si el periodo es par (d = 2q), entonces el estimador es

A~

gy = 2Kt Ko e g1 + 5 X

d )
en caso de que el periodo sea impar entonces se toma d = 2¢+ 1 y se usa el estimador
(3.4).

g<t<mn-—gq, (3.6)

b) Se debe estimar la componente estacional. Se calcula el promedio wy de las desvia-
ciones {(Tx4jd — Mk+jd),q¢ < k +jd < n —q}, para k = 1,...,d. Aunque esto resulta
ser inapropiado pues el promedio de las desviaciones no necesariamente suma cero,
entonces se estiman las componentes estacionales mediante

d
> wi
=1

Sk = Wg — d )

yV Sk = Sp_q, k> d.

Ahora los datos desestacionalizados son estimados mediante
dt:.’IJt—St, tzl,...,n,

es decir las componentes estacionales estimadas son eliminadas del modelo para cons-
truir otro.

¢) Por tltimo se debe estimar nuevamente la tendencia pero ahora sin las componentes
estacionales (d;) usando alguno de los metodos descritos en la seccién 3.1.2.
Una vez realizado todo lo anterior, la componente del ruido se podra estimar por

ét:xt—rht—ét, tzl,...,n.

Fl siguiente es un ejemplo muy sencillo de como estimar los datos estacionales y ten-
dencia.

Ejemplo 3.1.4 Para cuando se tienen datos mensuales, una forma de eliminar el efecto
estacional se obtiene al calcular

1 1
5Tt—6 + Tt—5 +  + Tep5 + 9Tt46

_ 3.7
Sm(xt) 12 ( )
Para datos trimestrales la ecuacion a calcular es:
1 1
5Xt—2 + Tt—1 + Tr1 + 5T¢12
Sm(we) = 2 2 (3.8)

4
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De esta manera el efecto estacional para una serie de tiempo se puede estimar haciendo

B e 4 ) .
¢ — Sm(xy¢) en el caso aditivo 6 sm(ey) bara el caso multiplicativo.

» Eliminacién de tendencia y componentes estacionales.

Por otro lado, el efecto estacional en una serie de tiempo también puede eliminarse me-
diante un filtro simple lineal el cual es llamado diferenciacion estacional.

Por ejemplo, para datos mensuales se debe calcular
Vie Xi = Xi — Xi10.

Es decir, la técnica de diferenciacion descrita anteriormente para datos no estacionales,
también se puede aplicar a datos estacionales de periodo d. Ahora se define el operador V
de la siguiente manera,

VaXi = X; — X—qg= (1 - BYHX;. (3.9)

Aplicando este operador al modelo
X =my + s + &,

donde {s;} tiene periodo d, se obtiene

VaXi =my —my_qg + &t — €4—q,

el cual da la descomposicion de la diferencia V X; entre una componente de tendencia
(my — my_q) y el término de error (g, — €;—4). De esta forma, la tendencia (m; — my_q)
puede ser eliminada usando el método descrito en la seccién 3.1.2, en particular aplicando
el operador dado en (3.9).

Estos procedimientos descritos son sélo algunos de los existentes para estimar y/o eli-
minar tanto la tendencia como el efecto estacional en una serie de tiempo. Dichos procedi-
mientos seran de utilidad més adelante con fines préacticos.

3.2. Modelos que describen series de tiempo

Como se menciono en el Capitulo 2, un proceso estocastico es una familia de v.a’s in-
dexadas por un conjunto que generalmente se asocia a valores de tiempo. Los procesos
estocasticos miden la evolucién de alguna o algunas variables a lo largo del tiempo. En esta
tesis, se hara énfasis en los procesos para los cuales el conjunto de indices es discreto, en
este caso, se puede ver al proceso {X; : t € T'} como una sucesién de v.a’s.

Una realizacion de un proceso estocéastico {X; : t € T}, es una asignacién de valores
para cada una de las v.a’s de este proceso.
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Una serie de tiempo se puede ver como una realizacién de algiin proceso estocastico
discreto. Por motivos practicos se supone que cada observacion x; es un valor realizado de
cierta v.a. X;.

Formalmente se tiene la siguiente definicién de serie de tiempo.

Definicion 3.2.1 Una serie de tiempo para los datos observados x; es una especificacion de
las distribuciones conjuntas de una sucesion de v.a’s { X}, de las cuales {xy} son tomadas
como realizaciones.

3.2.1. Funcién autocorrelacion parcial

Comunmente, ademds de la autocorrelacion entre las variables X; y X1k, se desea
conocer la correlacién entre estas variables, excluyendo la dependencia lineal entre X; y
Xy v las variables Xiq1, X¢qo,- -+, X¢ygx—1. Esto se denota como la correlacion condicional

Corr (X4, Xr| Xev1s s Xer—1),

la cual es conocida como funcion autocorrelacion parcial (FACP). El proceso para encontrar
dicha autocorrelacion es el siguiente.

Considérese un proceso estacionario {X;}, del cual se asume que E(X;) = 03. La
dependencia lineal de Xy con X1, Xy, -+, Xy4k—1 se define como el mejor estima-
dor lineal de X, en el sentido de minimos cuadrados como una combinacién lineal de
X1, Xega, -+, Xypgp—1. Es decir,

Xipr = 00 Xppp—1 + @2 Xpppo + - + 1 X 41,
donde «;(1 < i < k — 1) es el coeficiente de regresién lineal de minimos cuadrados que
minimiza
2 2
E(Xtrk — Xevk)” = E(Xepy — o Xppp—1 — - — a1 Xa1)”

Aplicando las condiciones necesarias de minimizacion, se obtiene el siguiente sistema de
ecuaciones lineales para las variables aq, as, ..., ap_1,

Y1 = ot aey-1+ -+ 17—k
Y2 = a1t eyt Qp—1Y1-k
Ye—1 = O1Vg—2+ @2Vk—3+ "+ ar_17-

Como p cumple (2.4), entonces el sistema de ecuaciones anterior se transforma en:

38i E(X¢) # 0, entonces se puede hacer una transformacién de X; a X¢ —E(X¢) y aplicar el procedimiento
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p1 = qipot+ogp_1+ -+ 1Pk
p2 = aiprt+agpo+ -+ 101k
Pk—1 = Q1pk—2 T a2pk-3+ -+ ag_1po,

cuya forma matricial es la siguiente,

P 1 p1 - P2t Pr—2 oy
P2 p1 1 Pt PE-3 Qg
. = . . . . . . (3.10)
Pk—1 Pk—2 Pk—3 Pk—4 " 1 Q-1
De forma similar se define la dependencia lineal de X; con las variables
X1, Xiyo, -+, Xy4k—1, como el mejor estimador de minimos cuadrados de X; como com-
binacién lineal de X¢y1, X¢q2,- -+, X¢yr—1, €s decir,

X = b1 Xer1 + BoXpgo + - 4 Boo1 Xerko1,

donde los escalares 3;(1 < ¢ < k — 1) son los coeficientes de regresién lineal por minimos
cuadrados que minimizan

E(X; — X)? =B(X; — 51 Xe41 — - — B Xen1) %

De aqui se obtiene el sistema de ecuaciones siguiente

P1 1 P1 P2t Pr—2 B
P2 p1 1 p1 t Pr—3 B2
Sol=1 . : . : (3.11)
Phk—1 Pk—2 Pk—-3 Pk—4 " 1 Br—1

Noétese que (3.10) y (3.11) son equivalentes, es decir tienen la misma solucién. Esto im-
plica que o; = 3; para cada i = 1,2, ...,k — 1.

Ahora se tiene que (X; — X't) es la variable que resulta al eliminar la dependencia lineal
de X; respecto de Xyi1, Xiy2,..., X¢ik—1. Andlogamente (X;yp — Xt+k) es la variable que
resulta de eliminar la dependencia lineal de X;; respecto de Xyi1, Xyq9, ..., Xerp—1. Asi,
la autocorrelacién parcial entre X; y X;ix, que por definicién es la correlacion después
de eliminar la independencia lineal antes mencionada, es igual a la correlacién entre las
variables (X; — X}) y (Xpsr — Xpgr). Bs decir

P = Cov[(Xy — Xo)(Xesr — Xewn)]
\/V&I’(Xt - Xt)Var(Xt_,_k - Xt-i—k‘)

)
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a partir de esta ecuacién se obtiene que

P = p,
L p
P2 = L )
L p
P11 P1
1 ;o m
pi 1 p2
Py = P2 P1 P3 ’
1 p1 p2
pr 1 p
p2 p1 1
1 pr P2 PE—2 Pl
p1 1 pPL o Pk—3 P2
P = Pk—-1 Pk-2 Pk-3 " P1 Pk
. =
1 pr P2 Pr—2 Pk-1
p1 1 pL o Pk-3  Pk—2
Pk—1 Pk—2 Pk-3 "~ P1 P1

Los cuales son valores de la funcién autocorrelacién parcial entre X; y X4, para
l=1,..k.

Existe otra forma de obtener la funcién de autocorrelacién parcial entre dos variables.
Considérese una variable X; ; de un proceso estacionario con media cero que depende de
las variables de regresion Xyix—1, Xi4x—2, ..., X¢, €s decir,

Xivk = Or1Xigpkh—1 + GpaXigp—2 + -+ O Xe + €14k (3.12)

donde ¢y; denota el i-ésimo coeficiente de regresién y e;1x es un término de error normal no
correlacionado con Xy j_; para j > 1. Multiplicando por X;;;_; en ambos lados de (3.12)
y tomando el valor esperado de la expresién resultante se obtiene:

Vi = Pr1Vj—1 + Pr2Vj—2 +  + OkkYi—ks

y dividiendo por 7y se obtiene,

Pj = Gr1pj—1 + Ok2pj—2 + - + Prrpi—k,
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para j = 1,2, ...,k se obtienen las siguientes ecuaciones,

P1
P2

Pk

Con la regla de Cramer se obtiene

o =

22 =

¢33 =

bk =

53
= ¢r1p0 + Pr2p1 + - + Prkpr—1
= Qr1p1 + Pr2po + -+ + OrkpPr—2
= Or1pr—1 + Pr2pr—2 + - + Prpo-
P1,
I m
1 P1 ’
P11 P1
1 p1 m
pr 1 p2
P2 P11 P3
L p1 p2 |
pr 1 p1 (3.13)
p2 p1 1
1 pL P2 Pe—2  P1
p1 1 p1 Pk—3 P2
Pk—1  Pk—2 Pk-3 P11 Pk
1 P1 P2 Pk—2  Pk-1
o1 1 P1 Pk—3  Pk—2
Pk—1 Pk—2 Pk-3 P1 P1

Notese que los coeficientes ¢ de regresion lineal cumplen ¢pr, = P;. Usualmente en la
literatura se denota la funcién autocorrelacion parcial como @y

3.2.2.

Procesos puramente aleatorios

Definicién 3.2.2 Se dice que un proceso {Z; : t € T'} es un proceso puramente aleatorio
si es una sucesion de v.a’s iid no correlacionadas, donde ademdas E(Z;) = puz, la varianza
es constante, Var(Z;) = 0% y v = Cov(Zy, Zi1y) = 0, para todo k # 0.
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Por otro lado, se dice que el proceso puramente aleatorio Z; es estacionario y se tiene lo
siguiente.

» La funcién autocovarianza (v, = E(Z;Z11)) estd dada por

_ O'%, k= 0;
Tk = 0, otro caso.

= La funcién autocorrelacién estd dada por
|1, k=0
Pk = 0, otro caso.
= Y la funcién autocorrelacién parcial estd dada por

S = 1, k=0
Rk = 0, otro caso.

En particular si se toma pz = 0, entonces se hace referencia a un proceso ruido blanco.

3.2.3. Funciones autocorrelaciéon y autocovarianza muestral
Media muestral

Del ejemplo 2.2.14, se observa que la media muestral resulta ser un buen estimador para
la media poblacional. Para el caso cuando se tiene solo una realizacién (una asignacién de
valores para las v.a’s.), también la media muestral proporciona un estimador para la media
1 = E(X}) de un proceso estacionario, esto es

. 1
X:E;Xt,

claramente, X es un estimador insesgado.

Funcion autocovarianza muestral

Se puede proponer un estimador para la funciéon autocovarianza ;. Para fines practicos

algunas ocasiones resulta mas ttil calcular el estimador para 5 y después usar el hecho que
— Xk

Pk = oo para obtener el estimador de pi. Para una realizacién, el estimador 4 de g, se
define andlogamente al caso ordinario como

1 n—k

Y = EZ(Xt - X)(Xpyk — X), (3.14)
t=1
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=— kZ X, — X) (X — X), (3.15)

aunque ambos estimadores resultan ser sesgados, muchos autores prefieren usar (3.14) pues-
to que resulta mejor estimador que (3.15). En efecto,

n—k n—k
S - X)X — X)) = 30X — ) — (X = )][(Keek — ) — (X — po)]
t=1 t=1

n—k n—k

—(X =) > (Kipe — ) + (n = B)(X — p)?
t=1
n—k
~ Z(Xt )Xy — 1) = (n = k)(X — p)?

Por otro lado

E(f) =

1 «— _
1 z )Xo —X>]
n

=1

—k

Z Xy — 1) (Xeor — 1) — (n—k)(X—u)2]

12

Z E[(X; = 1) (Xeqp — )] = (n — k)Var(X)]

k
= [Z Cov(Xy, X)) — (n— k:)Var(X)]

Anélogamente

1
—
es!
— N—
i
=
=
e
+
el
|
E
£}
|
=
S
|
=
e
| |
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Al ignorar el término de Var(X) en las tltimas dos ecuaciones, es ficil ver que i se hace
insesgado, mientras 4y sigue siendo sesgado. El sesgo de 4 es mas grande que el sesgo de
’:yk., sobre todo cuando k es grande con respecto a n. Usando el criterio de comparar el ECM
de ambos estimadores se encuentra que 4, tiene menor ECM que 'ﬁyk Ademas, 4y, es positiva
semidefinida como lo es 7, mientras que ’:yk no lo es. Por estas razones, es preferible usar
(3.14) como funcion autocovarianza muestral para estimar la funcién de autocovarianza .

Funcion autocorrelacion muestral

Asociada a la funcion de autocovarianza muestral, también es posible definir la funcion
de autocorrelacion muestral (FAC muestral) para una serie de tiempo dada X1, Xo, ..., X,
mediante,

n—k
(X = X)X — X)

pp=1lb ==t . k=0,1,2,..
70 Z(Xt —)_()2

t=1

Cuando se grafica pp contra k, se obtiene a lo que cominmente se le conoce como
correlograma muestral.

Funcién autocorrelacion parcial muestral

Ademss de las funciones antes mencionadas, es posible definir la funcion autocorrelacion
parcial muestral (FACP muestral); esto se logra, sustituyendo en (3.13), p; por su respectivo

~

estimador p;. Ahora se tiene un método recursivo iniciando con ¢11 = p1 y
k
Pt — Y Oibrrij

7j=1
k
1= duib;
j=1

Ol 1 k41 =

Pkt1,j = Pkj — Pkt 1,k+1Pk k+1—j> J=1..k

3.2.4. Procesos lineales estacionarios

Es posible representar una serie de tiempo de dos maneras. La primera consiste en escri-
bir un proceso X; como una combinacion lineal de una sucesion de v.a’s no correlacionadas
t
y la segunda forma utiliza el operador de retraso B.
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Definicién 3.2.3 Una serie de tiempo {X;} es un proceso lineal si se puede representar
como

Xo= Y Wi vt (3.16)

j=—o00

donde {Z;} es un proceso ruido blanco, y {1;} es una sucesion de constantes tales que

i ¢]2<oo.

j=—o00

Utilizando el operador de retraso B, se puede escribir (3.16) de la siguiente forma:
Xt - w(B)Ztv

donde ¢/(B) = > ¢;B.

j=—o0

Si ¢p; = 0 para todo j < 0, entonces se tiene

[e.e]
Xe=> iZiy.
=0

Esta forma de escribir un proceso se le denomina representaciéon de medias mdviles.

o0
Noétese que X; estd bien definida, pues la condicion Z %2. < 00 asegura que la suma en
j=—o00
(3.16) converge (con probabilidad 1) puesto que E(|Z;|?) = E(Z?) = Var(Z;) + (E(Z;))? =
o2, de aqui que E(|Z|) <oy

o0

EIX| < Y (eg[BIZigl) < | D [yl | o < oo

j==o0 j=—o0

De aqui en adelante, una suma infinita de variables aleatorias es definida como el limite
en la media cuadrética de la suma finita de sumas parciales. Esto es, (3.16) converge en la
media cuadrada, es decir, X; en (3.16) es definida tal que

2

n
E X — Z Yz — 0 cuando n — oc.

j=—n

Por otro lado, para la representacion de medias méviles se cumple,

EX) =B Y ¢Zij| =) ¢E(Z-;) =0,
§=0 §j=0
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De aqui que,

Y = E(XiXek) (3.17)
o0 o
= E Zwizt_iz%-zt%,j (3.18)
i=0 §=0
(e.] o0
= E DD it ZiiZi; (3.19)
i=0 j=0
o0
= 03> itk (3.20)
=0
es decir,
o0
W =0y Z Viitk (3.21)
=0
y o
P > oo Vititk
Yo v

Es facil ver que las funciones autocovarianza y autocorrelacién dependen solo de la dife-
rencia del tiempo k. Mas atin, puesto que involucran sumas infinitas, para ser estacionarias,
se debe probar que v es finita para cada k. Esto es,

il = [E(X0 Xpp)| < [Var(X) Var (X)) /2 = 0% Y 2.

j=0
o0
De aqui que, también Z 1/)? < oo es una condicién requerida para que el proceso en
j=—00
(3.16) sea estacionario.
Para una sucesion de autocovarianzas ~g, k = 0,£1,£2, ..., la funcion generadora de

covarianzas se define como

YB)= Y wB",

k=—o00
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donde la varianza del proceso 7, es el coeficiente de B, y la autocovarianza del rezago k,
Vi, €s el coeficiente tanto de B* como de B*. Por el hecho de que el proceso es estacionario
y por (3.21) se sigue que

o0 o0
W= oz » > titiB*

k=—o00 i=0

= 0p ) D> v B

i=0 j=0

= 0% By B
=0 i=0

= ozP(B)p(B™Y,

donde v; = 0 para j < 0. Andlogamente, se define la funcidn generadora de autocorrelacion,
la cual estd dada por

Otra forma usual de escribir un proceso {X;} es mediante una representacién autorre-
gresiva, en la cual el valor X; es la suma de sus propios valores regresados en el tiempo ¢
mas un proceso aleatorio, es decir,

o0
Xe=mXp 1 +mXy o+ + 2y = Zﬂ-ithi + Zy,
i=1

6 haciendo uso del operador B,

7(B)X; = Z, (3.22)

donde 7(B) =1 -3, Bl y 1+ > =1 |mj| < co. Cuando un proceso puede ser escrito
en esta forma, se dice que es invertible?.

Para que un proceso lineal X; = ¢(B)Z; sea invertible, debe poder escribirse en térmi-
nos de un proceso autorregresivo, las raices de 1¥)(B) = 0 como funcién de B deben estar
fuera del circulo unitario. Esto es, si # es una raiz de 1(B), entonces |3| > 1, donde |- | es

la métrica Euclideana®.

4Box-Jenkins (1976) determinan esta propiedad en los procesos lineales. Ademds argumentan que en
prediccién, un proceso que no es invertible no tiene sentido.
®Cuando $ es un niimero real, |3| es igual al valor absoluto de 3, y cuando es un nimero complejo,

B = ¢+ id, entonces |3] = /2 + d?.
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Para que el proceso (3.22) sea estacionario, se debe poder reescribir en una representacion
de medias méviles, esto es,

1
Xi=——7, = ¢(B)Z,
t= B) t =Y(B)Z
o.]
tal que Zw? < oo se satisface. Para que esto sea posible, se requiere que las raices de
§=0

m(B) = 0 se encuentren fuera del circulo unitario.

En la préactica, la construcciéon de estos modelos no es muy ttil, puesto que contienen
un numero infinito de parametros que son imposibles de estimar a partir de un nimero
finito de observaciones disponibles. Una forma alternativa, es construir modelos con solo un
numero finito de parametros.

3.2.5. Modelos de series de tiempo estacionarios

Anteriormente se menciond que un proceso estacionario puede escribirse como una com-
binacién lineal de v.a’s no correlacionadas. Aqui se presenta la misma idea solo que para un
numero finito de observaciones. En este apartado se da a conocer el modelo autorregresivo
de medias moviles, el cual es una combinacién del modelo autorregresivo y el de medias
moviles.

» El proceso autorregresivo

Definicién 3.2.4 Sea {Z;} un proceso puramente aleatorio con media cero y varianza O'%.

Se dice que un proceso es autorregresivo de orden p, y se denota por AR(p) si puede ser
escrito como

Xt = OélXt_l + -+ OépXt_p + Zt (323)
0
Oép(B)Xt == Zt, (324)
donde ay(B) = (1 —a1 B — -+ — oy, BP).

El proceso X; es regresado en los mismos valores pasados de X; en ambos casos, de aqui que
al proceso se le denomine autorregresivo.

p p
Puesto que E || = E |aj| < 00, el proceso siempre es invertible. Para que sea esta-
J=1 Jj=1
cionario, las raices de a,(B) = 0, deben estar fuera del circulo unitario.

Los procesos AR son ttiles para describir situaciones en las cuales la serie de tiempo
presentada depende de sus valores pasados mas un proceso aleatorio.
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Para una mejor comprension de este tipo de modelos, se consideran los siguientes casos.

» El proceso autorregresivo de primer orden AR(1)
El proceso autorregresivo de primer orden puede escribirse como

Xt = OélXt_l + Zt (325)

6 usando el operador de retroceso B como,

(1 - OélB)Xt == Zt. (326)

Este proceso siempre es invertible, para que sea estacionario, se debe cumplir que la
raiz de (1 — a3 B) = 0, debe estar fuera del circulo unitario. Es decir, para un proceso
estacionario se tiene que |a1| < 1. El proceso AR(1) algunas veces es llamado proceso
de Markov, pues el valor de X; es completamente determinado a partir de X;_.

El proceso (3.25) puede escribirse como un proceso de medias méviles (3.16) de orden
infinito, en efecto, si se hacen sustituciones se obtiene

Xe=aXp 1+ Zy=a(aXi—o+ Zy1) + Zy,

si se siguen haciendo sustituciones se llega a que (3.25) se puede reescribir como

Xy = ZyvaZi a1+ Z o+ aPZig+ -
s .
= ZazZt,i.
i=0

Andlogamente, si se usa el operador B, entonces (3.26) puede ser reescrito como,

Zy
1—aB
= (1+aB+a*B*+--)7,

o0
- (Z o/'BZ) A
=0
o
= ZaiZt,i.
=0

A partir de la ultima ecuacion se obtiene que

Xy =

E(X;) =0
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2
ag
Var(Xt):0%(1+a2+a4+...):ﬁ’

esto, pues las Z’s son v.a’s iid.
La FAC del proceso AR (1)

La funcién autocovarianza se puede obtener como:

v = Cov(Xy, Xetr)
= Cov(Xy, a1 Xyqp—1+ Ziyr)
= a1Cov(Xy, Xyyp—1) + Cov(Xy, Zy1k)
= a17-1+0

= o1(a1vk—2)

k
= 017
kol

(1-a?)
De donde se puede inferir que,
pi = af, k>1,

se asume que pg = 1. De aqui que, cuando el proceso es estacionario y |ag| < 1, la
FAC decae exponencialmente, dependiendo del signo de . Si 0 < a1 < 1, entonces
las autocorrelaciones son positivas y si —1 < a1 < 0, entonces las autocorrelaciones se
muestran de forma alternada, es decir, una positiva y otra negativa. En ambos casos,
las magnitudes de las correlaciones decaen exponencialmente como se muestra en el
apéndice B. El caso a) ilustra la FAC cuando «; > 0 mientras que el caso c¢) hace
referencia a la FAC cuando aq < 0.

La FACP del proceso AR(1)

A partir de (3.13), se obtiene

i = p1=oa1, k=1,
Rk = 0, k> 1.

Andlogamente, en el apéndice B, en la Figura b) se puede observar la FACP para
cuando a3 > 0 y en d) el caso cuando a3 < 0 ademds se ve, como se corta después
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del primer rezago en ambos casos.

» El proceso autorregresivo de segundo orden AR(2)
En el caso en que p = 2 se tiene el proceso autorregresivo de segundo orden dado por
Xi =1 Xy 1+ 00Xy 9+ Z;

(1—oB—awBHX; = Z;.
Este proceso siempre es invertible; para que sea estacionario, las raices de a(B) =
(1—a1B— 04232) deben estar fuera del circulo unitario.
Las siguientes condiciones son necesarias para asegurar la estacionariedad del proceso,

sin tomar en cuenta si las raices son reales o complejas:

o —2< a1 <2
o — 1l <o <1.

En efecto, supéngase que By y By son las raices de (1 — ay B — aaB?) = 0, 6 equiva-
lentemente de apB? + a1 B — 1 = 0, donde B, y By estan dadas por,

B —a1 + v/a? + das
1= )

2042
y
5, —o~ Val T
20[2
De aqui,
1 _(X1+\/(X%+40é2
B 2 ’
y
1 _al—\/a%+4a2
By 2 '

La condicién requerida |B;| > 1 implica que || < 1 para i = 1,2. De aquf se tiene,

11 ] <1
— . — | = |
B, B, 2



64

CAPITULO 3. FUNDAMENTOS DE SERIES DE TIEMPO

| L Llco

o = |5+ =

' Bi By

Entonces, para un modelo AR(2) las condiciones de estacionariedad estan dadas por:

° o +an < 1
e oo —ay < 1

o — 1l <ay<1.

Con lo cual se asegura que las raices serdan mayores que 1, y con esto la estacionariedad
del proceso.

Ejemplo 3.2.5 Supdngase que se tiene el modelo AR(2) dado por,
X=X 1 —0.6X; 9+ Z;

equivalente a (1— B+ 0.6B%)X; = Z;, de donde las raices de (1— B +0.6B%) = 0 son:
B = 0.5617978 £ 0.8988764%, pero con modulo 1.06, lo cual asequra que el proceso es
estacionario.

La FAC del proceso AR(2)

La autocovarianza del proceso AR(2) se obtiene de la siguiente manera:

W = Cov(Xy, Xipr) = Cov(Xy, a1 Xy—p—1 + 00Xy o+ Zi_y)
= 1Cov(Xy, Xig—1) + aaCov(Xy, Xy—k—2) + Cov(Xy, Z;—k)
= V-1t @2Vk-2, k>1.

De la ecuacién anterior se tiene que
Pr = Q1pk—1 + Q2pE—2, k>1.
En particular para k£ = 1 se tiene,

p1 = a1 + agpr,

de donde

a1

pl:l—ag'

La FAC caerd exponencialmente si las raices de (1 — ayB — ¢2B2%) = 0 son reales y
presentard ondas senoidales en caso de ser complejas.
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La FACP del proceso AR(2)

A partir de (3.13) se puede calcular la funcién de autocorrelacién parcial para k > 1,

de la siguiente manera:

aq
o1 =p1= 1 ;
- P2
]
— P11 P2 _ P2~ p%
L m 1—pf
P11 P1
(i) - ()’
1—a2 1—ao
g N 3
- (25)
ag[(1 — ag)® — of]
(1—a2)’ —aj
1 p1 p
pi 1 p2
P2 P1 P3
¢33 =
1 p1 p2
pr 1 m
p2 p1 1
1 p1 a1 +ap
pr 1 aiprt+as
| p2 o p1poaap2tagpr | 0
1 p1 p2 .
pr 1 pm
p2 p1 1

Andlogamente, ¢rr = 0 para k > 3. Es por esta razéon que la FACP de un proceso
AR(2) se corta después del segundo rezago.

» El proceso general autorregresivo de orden p, AR (p)

El proceso autorregresivo de orden p estd dado por las ecuaciones (3.23) 6 (3.24).
Para este proceso se pueden generalizar los casos particulares anteriores, obteniendo
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sus FAC y FACP respectivamente.
La FAC del proceso AR(p)

Se multiplica por X;_j en ambos lados de (3.23), para hallar la funcién de autocova-
rianza, es decir,

Xk Xp = Xp p Xp1 + -+ Xy k Xop + Xy 2,

ahora tomando el valor esperado se obtiene,

EX; 1 Xi] = Elaa Xy 1 Xe 1+ +apXe 1 Xy p + Xy 1 Z4]
QE[X ik X_1] + - + apE[ X1 Xo_p] + E[X,_1.Z4]
= aVk-1+---+ UpVk—ps k> Oa

de aqui
Ve = 01Vk—1+ + QpYg—p-

A partir de la ultima ecuacién se puede obtener la funciéon de autocorrelacion de la
siguiente manera,

Pk = Q1pg—1+ -+ QpPr_p, k> 0.

La FACP del proceso AR(p)

De la ecuacién (3.13) y usando el hecho que pp, = a1pp—1 + -+ + appr—p, k>0,
entonces para la dltima columna del numerador de (3.13) se puede ver facilmente
que ésta es la combinacién lineal de las columnas anteriores de la misma matriz. De
aqui que para k > p, ¢ serd igual a cero.

» El proceso de promedio médvil

Vi

En la representacion media movil de un proceso, si y s6lo si un nimero finito de pesos

0G; son distintos de cero, entonces el proceso resultante se dice que es un proceso o

modelo de medias (promedio) méviles de orden ¢ y se denota por M A(q).

Definicién 3.2.6 Sea {Z;} un proceso puramente aleatorio con media 0 y varianza O'%,
entonces el proceso { X} se dice que es un proceso MA(q) si

Xt = BoZt + p1Zi-1 + -+ + By Zi—q; (3.27)
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donde {B3;} son constantes. Los Z’s se toman de tal forma que By = 1. O bien, usando el
operador de retroceso B se obtiene

Xy = B(B)Z, (3.28)

donde 3(B) = (1 + 1B+ -+ 3,B9).

Anteriormente se introdujo la idea de que un proceso M A(q) es estacionario. Para que
sea invertible, se deben imponer ciertas condiciones. Para explicar estas condiciones de
invertibilidad se usa el operador de retroceso B. Es decir, por definicién (3.27) puede ser
reescrito en la forma (3.28). Entonces, un proceso M A(q) es invertible, si las raices de la
ecuacion

B(B)=14+/B+ -+ p,B1=0,

se encuentran fuera del circulo unitario, B en esta ecuacién es considerada como una varia-
ble compleja y no como un operador.

» El proceso de promedio mdovil de primer orden MA (1)

Cuando Z;_, = 0 para ¢ > 1, se tiene el proceso de promedio mévil de primer orden

X = Zi+ 12
(1+ /1 B)Z;.

La FAC del proceso MA (1)

Haciendo uso del operador de retroceso B, se tiene que las autocovarianzas del proceso
son

Ve = ﬂlo-%) k= 17
0, k>1;

y la funcién de autocorrelacién esta dada por

1, k=0;

_ B1 k=1
Pk = 1+[3%) 9
0, k> 2;

1+ ﬁ% siempre es acotado, entonces el proceso M A(1) es estacionario. El proceso
serd invertible, si las raices de (1 — 51 B) = 0 se encuentran fuera del circulo unitario,
porque B = %, se requiere que |31| < 1 para que el proceso M A(1) sea invertible.
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La FACP del proceso MA(1)
A partir de (3.13) se obtiene que

B 251(1—512)
L+g 1-pf 7

b1 =p1 =

en general

pr(1— 57
Orle = ———=——5, k>1.
1 — ﬁf(k"rl)

Contrario a su FAC, la cual se corta después del primer rezago, la FACP de un modelo
M A(1) decae exponencialmente dependiendo del signo de 3; (Véase apéndice B).
El proceso de promedio movil de seqgundo orden MA(2)

El proceso de promedio mévil de orden 2 esta dado por

Xy = Zi+ Pl + PaZi—2
= (1+ BB+ BB)Z.

Puesto que un proceso de medias moviles de segundo orden es siempre estacionario,
las raices de (1 + 1B + $2B?) = 0 deben caer fuera del circulo unitario. De aqui se
desprenden las siguientes condiciones que deben cumplir los parametros (31 y .

o Bi1+ B2 < 1
o B — 1 <1
e —1 <G <.

FEl proceso general de promedio movil de orden q

El valor esperado y la varianza del proceso de medias méviles de orden ¢ estan dadas
por,

q
E(X;)=0 y Var(X;)=0%> 5.
=0

Como los Z’s son independientes,
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Y = Cov(Xy, Xiyr)
= Cov(BoZi+ -+ BqZi—q, o Zisk + -+ BgZirk—q)
0, sik > q;

—k .
- 0% >0 BiBik, sik=0,1,..,¢;
Tk sik <O0.
Puesto que

2 S e — 4
0y, SlL§=1;

COV(ZS’Zt):{ 0, sis#L

La funcién autocorrelacién de un proceso M A(q) estd dada por
1, si k= 0;
—k .
;‘1:0 /BlﬁlJrk/ Z(i]:O /8127 si k= 17 - g

Pk =
0, si k> q;

. Pk si k <O0.

» El proceso autorregresivo de promedio mévil

Aunque la representacién autorregresiva y la representacién de promedio mévil resultan
ser muy utiles para representar procesos invertibles y estacionarios, pueden contener mu-
chos parametros, lo cual es un problema. En general, un ntimero muy grande de parametros
reduce la eficiencia en la estimacion. Es por esta razén, que al construir el modelo, es nece-
sario incluir ambas representaciones. Es decir, se obtiene una mezcla de ambos, la cual es
conocida como representaciéon autorregresiva de promedios moviles.

En adelante se denotard por ARM A(p, q) un proceso autorregresivo de medias méviles
de orden p y ¢ respectivamente.

Definicién 3.2.7 Se dice que {X;} es un proceso ARMA (p,q) si es estacionario y si para
cada t, se cumple

Xe—an Xy 1 — =Xy =24+ P12t + - -+ Bydi—yg, (3.29)

donde {Z;} es un proceso ruido blanco.
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Usando el operador de retroceso, se puede escribir (3.29) como,
ap(B) Xy = B4(B)Z,

donde
ap(B)=1-—a1B—---—a,B?,

Bu(B) =1— BB — - — B,

Donde p y ¢ representan los grados de los polinomios asociados autorregresivo y de
promedio mévil, respectivamente.

Para que el proceso sea invertible, se requiere que las raices de §,(B) = 0 se encuentren
fuera del ciculo unitario. Andlogamente, para que el proceso sea estacionario, las raices de
a,(B) = 0 deben estar fuera del circulo unitario. Ademads, se asume que los polinomios
B4(B) y op(B) no tienen raices en comun.

El proceso estacionario e invertible ARM A puede ser escrito como una representacién
pura autorregresiva, es decir,
W(B)Xt = Zt,

donde B
o
7T(B) — p( )
Bq(B)
Andlogamente, el proceso también puede ser reescrito en términos de un proceso de
medias méviles,

:(1—7rlB—7T2B2—---).

Xt == w(B)Ztv
donde

= (1+ 1B+ B+ 1),
La funcidén autocorrelacion del proceso ARMA (p,q)

Para hallar la FAC del proceso ARM A(p, q), se multiplica (3.29) por X;_y, asi se obtiene,
Xk Xp = Xy k Xp1+ -+ apXe ko Xep + Xe i 2t + 51 Xo i Zt1 + -+ + B Xe—kZt—q-
y tomando el valor esperado,

EX; Xy = EaXipXea+ - +apXe 5o Xop + Xp ik Ze + 51 Xy Ze1 +
vt B Xk Zi—g)-

De donde se obtiene,

Y = V-1 + -+ opVe—p + E(Xy_1Zp) + BiE(Xi 1 Zi1) +
ot BE(X—k Zi—q).
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Como E(X;_rZ;—;) = 0 para k > i, entonces la ultima igualdad se reduce a

Ve =oYk—1+ oY, k= (g+1),
a apartir de esto ultimo y por definicién, se obtiene la funcién autocorrelacion parcial dada
por,

Pk = Q1Pg—1 + * + QppPr—p; k> (qg+1).

Obsérvese que la funcién autocorrelacion parcial solamente depende de los pardametros
del término autorregresivo, es por esta razén, que esta funcién cumple con la propiedad de
dicho proceso de que no se corta después de p rezagos, sino que decae exponencialmente.

La funcidén autocorrelacion parcial del proceso ARMA (p,q)

Puesto que este proceso es una mezcla de los procesos AR(p) y M A(q), y el proceso
ARM A contiene el proceso M A como un caso especial, la FAC parcial también serda una
mezcla de decaimiento exponencial positivo, negativo o alternando valores, dependiendo de

las raices de a(B) = 0y de 5(B) = 0 (Véase Apéndice B).

Cabe mencionar que cuando p = 0 entonces el proceso se reduce a un proceso M A(q) y
cuando ¢ = 0, entonces el proceso se reduce a un AR(p).

» El proceso ARMA (1,1)
El proceso ARMA(1,1) estd dado por

Xi=a1Xe1+ 2y — 121
6 usando el operador de retroceso,

(1-a1B)Xy = (1 - p1B)Z;.

Para que este proceso sea estacionario e invertible, se asume que |a1| < 1y [1] < 1
respectivamente.

3.3. Identificacion de modelos

Existen diversas técnicas para identificar modelos de series de tiempo, en esta tesis,
Unicamente se describe la mas comin que consiste en observar el correlograma y la funcién
autocorrelacién parcial.
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3.3.1. Pasos para la identificacion

Para ilustrar la identificacién, considérese el modelo general ARM A(p, q)

Xi—an Xy 1 — - —op Xy p =24+ 1 Zt1+ -+ ByLi—yg,

la identificacion se refiere a la metodologia usada para identificar las transformaciones re-
queridas en caso de ser necesarias para estabilizar la varianza, al mismo tiempo que se
determinan los 6rdenes p y ¢ respectivamente. De esta manera, para una serie dada, se
proponen los siguientes pasos ttiles para identificar el modelo adecuado.

= Paso 1. Graficar los datos de la serie de tiempo. En cualquier andlisis estadistico, el

primer paso es graficar los datos. Examinando cuidadosamente la grafica se puede dar
una idea de si la serie contiene tendencia, estacionalidad, varianza no constante, no
estacionariedad, etc. Esto proporciona bases para postular una posible transformacién
a los datos.

Las transformaciones mas comunes son estabilizar la varianza mediante diferencias o
estimando y eliminando sus componentes mediante alguno de los métodos menciona-
dos en la seccion 1 de este Capitulo.

Paso 2. Calcular y examinar la FAC muestral y la FACP muestral de la serie original
para ver si es necesario realizar diferenciacion, las reglas para determinar esto son:

e sila FAC muestral decae muy lentamente y la FACP se corta después del primer
rezago, esto indica que es necesario obtener la primer diferencia para la serie o
aplicar alguna otra técnica para hacerla estacionaria;

e de manera mas general, para eliminar la no estacionariedad en la serie se puede
considerar una diferencia de orden mayor. Comtunmente solo se obtienen las
diferencias para d igual a 0, 1 6 2. Obtener una diferencia de orden mayor a tres
ocasiona una sobrediferenciacién, es decir, en lugar de obtener un mejor ajuste
para el modelo se pierde eficiencia, por lo que estimar y eliminar las componentes
de la serie serfa lo recomendado.

Paso 3. Calcular y examinar la FAC muestral y FAC de la serie transformada o
diferenciada para identificar los érdenes de p y ¢ respectivamente (p es el orden mas
grande en el polinomio autorregresivo (1—a;B—---—a,BP) y q es el orden més grande
del polinomio de medias méviles (1 — 1B — --- — 3,B7)). Usualmente, los 6rdenes
obtenidos para p y ¢ son menores o iguales a 3. Para construir un buen modelo son
necesarias al menos n = 50 observaciones y el nimero de la FAC muestral y FACP a
ser calculadas es de aproximadamente n/4.

Brevemente, para un proceso AR(p) se tiene que la funcién autocorrelacién decae
exponencialmente, mientras que su funcién autocorrelacion parcial se corta después
del rezago p. Por otro lado, para el proceso M A(q), la funcién autocorrelacién parcial
se corta después del g-ésimo rezago, mientras su funcién autocorrelacion parcial decae
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exponencialmente. El Cuadro 3.1 resume estas caracteristicas para los procesos AR(p),
MA(q) y ARMA(p, q).

Proceso FAC FACP
AR(p) Decae exponencialmente Se corta después
del rezago p
MA(q) Se corta después Decae exponencialmente
del rezago g
ARM A(p, q) Decae después Decae después
del rezago (¢ — p) del rezago (p — q)

Cuadro 3.1: Caracteristicas de los procesos AR(p), M A(q) y ARM A(p,q).

3.4. Estimacion de parametros

Una vez que se tiene el modelo tentativo, el siguiente paso es estimar los parametros
del modelo. Es decir, si ya se ha detectado cual es el modelo méas adecuado para los datos
y por consiguiente el orden del modelo, entonces se deben estimar los parametros para que
el ajuste del modelo quede completo. Considérese el modelo general ARM A(p, q),

Xe—p = oa(Xpmr —p)+oa(Xpg —p) + - +ap(Xeep — ) + Zt + 121 + B2 Zi—2
—}—---—I—ﬂth,q.

El objetivo de estimacion de parametros consiste en determinar los pardmetros oy, as, ..., oy

y /817ﬁ27 "'7ﬂq'

3.4.1. Estimacion de los parametros de un proceso autorregresivo

Supongase que se tiene un proceso AR de orden p, con media u, dado por

Xe—p=0a1(Xpm1 —p) + -+ op(Xe—p — p) + Zt.

Supongase también que se tienen N observaciones x1, xs, ..., Ty, entonces los parametros

M, a1, ..., o pueden estimarse por minimos cuadrados, es decir, minimizar
N
2
S = E [we — p— a1z — p) — -+ — ap(Ti—p — p)]
t=p+1

con respecto a f, oy, ...,ap. Si {Z;} es normal, entonces los estimadores son también esti-
madores de maxima verosimilitud.
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Otro método para estimar o = (o, a2, ..., () consiste en usar el hecho de que la funcién

correlacién para un proceso AR(p) esta dada por py, = a1pr—1 + aopr—2+- -+ appr—p para
k > 1, a partir de la cual se puede obtener el sistema de ecuaciones siguiente:

Q)+ agpr +azp2+ -+ appp—1

P1
= op1taxt+azpr+ -+ appp—2

P2 =

Pp Qa1pp—1 + Qopp_o +azpp_3+ -+

las cuales son conocidas como ecuaciones Yule- Walker. Reemplazando pi por pp para cada

k =1,2...,p se obtiene el sistema:

Gy + Qopy + agpa + -+ QppPp1

P
p2 = Gup1+ag+azpr+ -+ Qppp—2
Pp = Qipp-1+ opp2+a3pp3+ -+
Y en forma matricial,
. . . . “1r .
aq 1 P P2 Ppe1 p1
d2 - ﬁl 1 ﬁl : ﬁp—Q ﬁ2 (3 30)
S P

@p Pp—1 Pp—2 Pp-3
Resolviendo este sistema se obtienen los estimadores para los parametros del proceso

AR(p).
En particular para p = 1 se tiene:
a1 = p1
Si p = 2, entonces
p1(1 — p2)
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3.4.2. Estimacion de los parametros de un proceso de medias moviles

Estimar los parametros de un proceso de medias mdviles es un poco méas complicado
que para un proceso autorregresivo. Comunmente se usan métodos numéricos para realizar
esta estimacién.

Considérese el proceso de medias moviles,
Xt = BoZi + Pr1Zs—1+ -+ By Zi—q,

recuérdese que la FAC para este proceso esta dada por

_ Br + B1Br+1 + - + By—1By
1+ﬂ%+...ﬂ%+...+ﬂg ’

k=1,2,...,p.

En particular, para ¢ = 1 se tiene que la funcién autocorrelacion estda dada por

P, = b
1+ 3%
de donde se obtiene la ecuacién cuadratica,
p1B; = Pr+ p1 = 0. (3.31)

resolviendo esta ecuacién para 31 se obtienen las soluciones:

1
1 1 2
- =1
A 2p1 {(2P1)2 }

1 1 2
ﬁl:ﬂ_{@mﬁ_l} '

Si se sustituyen en estas soluciones § por B y p por p se obtienen dos estimadores para
B1. Se debe elegir 5y tal que |01 < 1.

Alternativamente, para el proceso M A(1) dado por
Xe=p+ 2+ 12,

donde p y 1 son constantes y Z; representa un proceso puramente aleatorio, se puede
estimar p y 1, usando un método numérico de la siguiente manera.

= Seleccionar los valores iniciales adecuados de u y (1, tales que u = & y B como el
valor de la solucién a la ecuacién (3.31).
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= Calcular la suma de residuales cuadrados usando la formula recursiva siguiente,
Zt = Xt — U — ﬂth,l. (332)

Haciendo zg = 0, calcular zy =21 — p, 20 =29 — p — f121,0..28N = TN — fb — S12N—1-
L leula SN 22
uego se calcula ) ;" ; 27

= Se repite este procedimiento para otros valores cercanos a py ;.
= Los valores buscados de p y 81 son aquellos tales que, minimicen ), 22.

Este procedimiento puede desarrollarse para procesos de orden mayor que uno. El proble-
ma con este proceso es que por ser un proceso iterativo se deben realizar muchas iteraciones
para alcanzar las soluciones 6ptimas.

3.4.3. Estimacion de los parametros de un proceso autorregresivo de me-
dias moviles

El procedimiento iterativo descrito para estimar los parametros de un proceso de me-
dias moéviles, puede ser utilizado también para estimar los parametros de un procedimiento
autorregresivo de medias méviles.

En particular para un proceso ARM A(1,1), se tiene el siguiente modelo,
Xi—p=a1(Xem1 —p) + Zi + b1 241

Para N observaciones dadas, x1, s, ...z, se proponen valores para u, a1, 31 y se hace
zg = 0,9 = pu. Calcular recursivamente los residuales por

Z1 = X1 — M
Z2 = 362—#—061(961 —M)—5121
N = an—p—ar(xn_1 —p) — Przn—1.

N . .
Luego se calcula ) ;" zf Proponer otros valores para pu, aq, 51 y repetir el mismo pro-

cedimiento seguido para el proceso de medias méviles.

3.5. Verificacion

Una vez que se han estimado los parametros del modelo propuesto, se debe verificar
que este modelo sea el mas adecuado para describir los datos, es decir, que ajuste bien los
datos. Para ver si el modelo es el adecuado, se debe verificar que los supuestos del modelo
se satisfagan. El supuesto basico es que {Z;} es de ruido blanco, es decir, que las v.a’s Z|s
iid son no correlacionadas con media cero y varianza constante. La forma més comun de
llevar a cabo este paso, es analizando los residuales de la serie.
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3.5.1. Anadlisis residual

Los residuales estdan dados por

residuales = observacion — valor ajustado,

es decir, supéngase que el modelo ajustado para un proceso ARM A(p, q) estd dado por
Xp=aXpa+ 4+ &Xe p+ Zi+ i Zia+ -+ By Zig,

entonces los residuales estaran dados por
Zi=Xi—aXe1 = = Xep— 1 Zi1 — - = ByZig

En particular para el proceso AR(1) dado por Xy = a1 X;—1 + Z;. Si &1 es el estimador
para «q, entonces &xy_1 es el valor ajustado en el tiempo t para o, es decir, el residual
correspondiente para el valor observado x; es

Zt = Tt — QX1

El simbolo “ 77 en z indica que el residual es el término de error estimado. Si « se conoce
con exactitud, entonces se puede calcular el error exacto z; = x; — 1241, lo cual no sucede
con datos reales, sélo en ejercicios simulados.

Si se tiene un buen modelo, entonces lo que se espera es que los residuales sean aleatorios
y cercanos a cero, y la validacién del modelo se puede llevar a cabo graficando los residuales
para comprobar si se cumple esta propiedad. Los residuales también son considerados como
una serie de tiempo, esto porque se encuentran ordenados en el tiempo.

Otra forma para llevar a cabo la verificacion del modelo, consiste en graficar los residuales
y calcular la FAC. Para probar que los residuales sean de ruido blanco iid, se examina su
FAC muestral y se rechaza esta hipdtesis si mas de tres valores de los primeros cuarenta
caen fuera de la banda de confianza +1.96/\/n 6 £2.58/y/n, donde n es el nimero total
de observaciones, 6 si un valor cae muy lejos de la banda de confianza. De lo contrario, el
modelo propuesto es el adecuado.
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Capitulo 4
Aplicaciéon

En este capitulo se lleva a cabo una aplicacion de series de tiempo a datos de demanda
maxima mensual de energia eléctrica, realizando un ajuste para los datos.

En el capitulo anterior se sentaron las bases necesarias para llevar a cabo el andlisis
de los datos que forman una serie de tiempo, para realizarlo se deben tomar en cuenta
algunas consideraciones para ajustar el modelo si se quieren obtener buenos resultados.
Dichas consideraciones consisten en seguir los siguientes pasos: identificacién del modelo,
estimacién de sus parametros y por ultimo verificacion del modelo.

4.1. Datos

Los registros de demanda méaxima mensual con los que se cuenta, consisten de una
muestra de seis subestaciones de un sistema de distribucion de la CFE. Cada una de es-
tas subestaciones corresponden a un periodo de enero de 1995 a diciembre de 2006. Las
subestaciones 1 y 2 estan compuestas por dos transformadores de potencia cada uno. Para
llevar a cabo el andlisis se eligié la segunda subestacion y el transformador 1. Debido a que
que las demas subestaciones presentan datos faltantes y otras comenzaron operaciones en el
ano 2004, desde luego que esto no es obstaculo para no llevar a cabo el andlisis. Sin embar-
go, el objetivo es analizar datos completos y asi poder identificar las componentes de la serie.

Los datos se pueden observar en la Figura 4.1, donde en el eje de las abscisas se representa
el tiempo (enero de 1995 a diciembre de 2006) y en el eje de las ordenadas se muestra la
demanda maxima mensual medida en MW. De primera inspeccion se logra apreciar, que
la serie presenta fluctuaciones irregulares, lo cual indica que la varianza no es constante,
ademas, es posible observar que existen altas de demanda de energia eléctrica en los meses
de diciembre, aunque no de manera constante. Se observa también que existe la componente
de tendencia la cual no es constante y la componente estacional, lo que indica que la serie
no es estacionaria.

79
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28

26

24
|

MW

22
|

20

T T T T T T
1996 1998 2000 2002 2004 2006

Tiempo

Figura 4.1: Serie de tiempo de demanda méaxima de energia eléctrica.

4.2. Analisis

Para iniciar el andlisis, se graficaron la FAC y la FACP de la serie original con el fin de
identificar si era necesario diferenciar los datos ¢ aplicar un filtro de medias méviles, esto
para eliminar las componentes de tendencia y estacionalidad, de esta forma se puede hacer
la serie estacionaria. Las Figuras 4.2 y 4.3, muestran dichas graficas para la serie en cuestion.

Se puede observar que la FAC decae en forma de ondas, por lo que no es necesario dife-
renciar la serie, por su parte la FACP no presenta un patrén especifico, es por esta razén que
se procedid a estimar las componentes de la serie mediante el procedimiento descrito en la
seccion 3.1.3., para después eliminar las componentes de tendencia y estacional, quedando
Unicamente la componente residual con la cual se realizé el anélisis.

Se usé un filtro de medias méviles dado por (3.4) para estimar la componente de ten-
dencia de la serie, es decir, se usé un periodo d =10 y

B 0.5%1575 + Tp—g + -+ Tt+4 + 0.5$t+5
B 10 ’

me

donde 5 < t < 139. Dicha componente se puede observar en la Figura 4.4, ésta gréfica
confirma el hecho de que la serie es no estacionaria, puesto que la tendencia no es constante.
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Figura 4.2: FAC de datos originales.
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Figura 4.3: FACP de datos originales.
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Figura 4.4: Tendencia de demanda de energia eléctrica.
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Figura 4.5: Componente estacional.
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Una vez estimada la tendencia de la serie original, se procedié a eliminar esta componente
my de la serie, es decir, se obtiene
Yt = Tp — Mg,

donde z; representa las observaciones de la serie original.
Utilizando la serie sin tendencia y; se estimé su componente estacional s;, esta compo-
nente puede apreciarse en la Figura 4.5. Aqui puede observarse, que las altas de demanda

de energia eléctrica tienden a presentarse en el mes de diciembre, lo cual confirma lo que se
observé en la serie original, donde se logra apreciar una leve estacionalidad de la serie.

El siguiente paso consiste en desestacionalizar la serie, es decir, eliminar la componente
estacional s;, de esta forma se obtiene,

Ut = Yt — St.

La serie resultante correspondiente a este paso puede verse en la Figura 4.6.

26

24
|

MW
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|

18

T T T T T T
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Figura 4.6: Serie desestacionalizada.

Una vez realizado esto, lo siguiente es estimar nuevamente la tendencia a esta ultima
serie obtenida, dicha serie desestacionalizada con tendencia reestimada se muestra en la
Figura 4.7. En esta serie puede apreciarse que la tendencia sigue siendo no constante, sin
embargo ahora presenta una forma mas definida, la cual resulta mas facil de hacerla cons-
tante y con esto obtener una serie estacionaria.
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Figura 4.7: Serie desestacionalizada (con tendencia reestimada).

Por 1dltimo, se eliminé la tendencia de la serie anterior, obteniendo el ruido residual,
_ 1
Tt = L — My — St

el cual se puede observar en la Figura 4.8, donde se muestra la estacionariedad de la serie.

Para determinar cual es el modelo que mejor se ajusta a los datos y determinar el orden,
se calculd y graficé la FAC y la FACP de la iltima serie obtenida, es decir, de la componente
residual, dichas graficas pueden apreciarse en las Figuras 4.9 y 4.10.

Como se puede observar, la FAC decae en forma de ondas, aunque el decrecimiento no es
lento. La FACP es la que muestra un comportamiento interesante, pues se ve que solamente
los dos primeros valores salen de la banda de confianza y los demads se encuentran dentro de
esta. Lo anterior llevd a concluir que el modelo que se ajusta a los datos, corresponde a un
proceso autorregresivo de medias méviles de orden (2,0) 6 bien a un proceso autorregresivo
de orden 2 (ARMA(2,0) 6 AR(2)). Es decir, el modelo propuesto estd dado por

Xy =Xy 1+ Xy 9+ 7y, (4.1)

donde a1 y s son los parametros a estimar.
Para hallar &; y &g se utilizan las ecuaciones Yule- Walker dadas por (3.30), en donde
se obtuvo el siguiente sistema para el modelo propuesto,

o=l ’ﬂl[ﬁ;]- (12)
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Figura 4.8: Componente residual (sin tendencia ni estacionalidad).
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Figura 4.9: FAC de componente residual.
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Figura 4.10: FACP de componente residual.

Ahora bien, resolviendo el sistema (4.2), usando regla de Cramer para «; se tiene,

pP1 P
. p2 1
& =
1 ;
p1 1
_ P1—pipe
1-p3
_ M =p)
1—p3
y para as,
I m;m
. p1 P2
a9 = N
I m; ‘
pr 1
p2 — pi

1—p}°
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Los primeros 36 valores de la FAC que se obtuvieron se muestran en el Cuadro 4.1,

usando los dos primeros valores y reemplazandolos en &7 y Go se obtienen

.864(1 — 0.
a1 = 0.864(1 — 0.8) = 0.681
1 —(0.864)2
' (0860
0.8 — (0.864
g = ———— = 0.211
2T T (0.8642) ’
cuyos errores estandar son: 0.0817 y 0.0820.
k 1 2 3 4 5 6 7 8 9
pr 0.864 0.800 0.698 0.596 0.546 0.509 0.497 0.504 0.539
k 10 11 12 13 14 15 16 17 18
pr 0.540  0.551  0.552 0.484 0.457 0.364 0.277 0.203 0.161
k 19 20 21 22 23 24 25 26 27
pr 0137  0.147  0.202 0.219 0.244 0.225 0.186 0.099 0.054
k 28 29 30 31 32 33 34 35 36
pr -0.023 -0.074 -0.102 -0.130 -0.100 -0.071 -0.059 -0.028 -0.024

Cuadro 4.1: FAC de la componente residual.

Asi, el modelo resultante méas aproximado a los datos es:

X; = 0.681X; 1 + 0.211X; 5 + Z;.

(4.3)

La ultima fase en el andlisis de la serie consiste en verificar que el modelo propuesto
ajuste bien a los datos. Esto se llevé a cabo mediante el andlisis residual. Los residuales

obtenidos se muestran en la Figura 4.11.

De esta figura se puede observar que los residuales tienden a concentrarse alrededor de
la media, es decir, los residuales son no correlacionados, con media cero y varianza constante.

Por otro lado se calculé la FAC para los residuales cuyos valores se muestran en el

Cuadro 4.2.

Graficamente, los residuales se muestran en la Figura 4.12. La grafica muestra, que de
los primeros 40 valores, solamente tres valores salen de la banda de confianza, y los demas
se encuentran dentro de ella, es decir, son relativamente cercanos a cero. Con este analisis

se llega a la conclusién de que el modelo (4.3) ajusta bien a los datos.

Finalmente, la Figura 4.13 muestra el modelo ajustado (4.3) a la serie.



88

Residuales

FAC

1.0

0.6 0.8

0.4

0.2

0.0

CAPITULO 4. APLICACION

T T T T T T
1996 1998 2000 2002 2004 2006

Tiempo

Figura 4.11: Residuales.
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Figura 4.12: FAC de los residuales.
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k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
pr 0.029 0.126 0.024 -0.187 -0.087 -0.102 -0.097 -0.065 0.134 0.031
k 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
pr 0125 0.283 -0.019 0.237 0.034 -0.073 -0.143 -0.117 -0.181 -0.166
k 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
pr 0122 0.055 0.202 0.171 0.176 -0.090 0.068 -0.089 -0.116 -0.069
k 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
pr -0.234 -0.035 0.052 -0.038 0.115 0.177 0.162 -0.002 0.103 -0.184
Cuadro 4.2: FAC de los residuales.
@
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Figura 4.13: Ajuste del modelo a la serie.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se establecié la base tedrica de series de tiempo necesaria para llevar a
cabo un anélisis. Se presentaron aquellas técnicas utiles para modelar los datos de deman-
da maxima mensual de energia eléctrica. Se hizo ademés una revisién de los conceptos de
probabilidad y estadistica ttiles para el estudio de las series de tiempo.

Se realizd la aplicacion a los datos antes mencionados, para ello, se llevd a cabo una
revision de las FAC y FACP de los datos originales para decidir que técnica seria la que se
utilizaria para hacer estacionaria la serie. Una vez que se decidié que lo més conveniente
seria estimar las componentes de la serie, se procedio a estimar la componente de tendencia,
esto se realizé aplicando un filtro de medias méviles. Después se eliminé esta componente de
la serie y se estimoé la componente estacional, se volvié a estimar la componente de tendencia
pero sin la componente estacional. Luego se eliminé esta tltima componente de tendencia
estimada con lo cual se obtuvo una componente residual de la serie, la cual fue estacionaria
y de aqui se pudo obtener el modelo que ajusta a los datos. Recuérdese que no basta con
proponer el modelo, por lo que para realizar la verificacién se obtuvieron los residuales de
la serie y su FAC para confirmar que el modelo realmente era el adecuado. Los resultados
obtenidos en este trabajo para los datos de demanda de energia eléctrica mensual fueron
satisfactorios, pues se obtuvo un buen ajuste de los datos.

En general, uno de los pasos mas dificiles de llevar a cabo en el ajuste de un modelo de
serie de tiempo es el de identificar el modelo. Se debe ser muy meticuloso al momento de
hacer el andlisis, puesto que un error puede conducir al modelo equivocado. Ajustar un mo-
delo de serie de tiempo puede resultar tedioso para datos cuyo comportamiento no permita
identificar patrones facilmente. En este tipo de andlisis se deben ajustar varios modelos y
al final elegir aquel que mejor ajuste tenga con los datos originales.

Resultaria muy interesante retomar estos resultados previos para estudios futuros, par-
ticularmente para llevar a cabo la prediccién.
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La prediccion es otro de los objetivos de las series de tiempo y resulta de gran utilidad
en las empresas que deseen hacer planeacion sobre su produccién principalmente, como en
el caso de la CFE.



Apéndice A

Datos

En este apartado se muestran los datos de demanda méxima mensual ocupados en el
Capitulo 4.

Ano Enero Febrero Marzo Abril Mayo Junio  Julio
1995 21.150 21.240 20.430 20.430 20.150 20.240 19.500
1996 20.800  20.700 19.700 19.700 18.600 17.900 18.020
1997 19.980 19.300 19.600 18.840 18.360 17.900 18.260
1998 23.960 23.340 23.390 21.790 18.010 22.040 21.410
1999 24.600 24.032 24.480 23.750 23.310 22.550 21.620
2000 24.890 24.380 23.290 22.448 22.608 22.300 28.360
2001  26.800  26.020 25.710 25.730 24.350 23.454 24.210
2002 22.587  22.587  22.587 22.960 21.840 21.360 20.880
2003 24.160 23.560 23.600 23.080 20.620 22.280 21.360
2004 24.360 23.680 23.760 22.320 22.520 22.200 18.760
2005 19.800 19.800 19.800 17.720 17.720 17.440 16.480
2006 19.800 18.740 18.600 17.740 17.660 17.220 17.720
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Ano Agosto Septiembre Octubre Noviembre Diciembre
1995  19.900 20.200 20.410 20.240 21.040
1996  17.900 18.460 18.710 19.360 21.390
1997  17.680 19.580 19.890 20.870 21.820
1998  22.000 23.730 23.670 23.870 24.788
1999  22.350 22.460 23.730 24.880 26.710
2000 23.210 24.390 25.140 26.130 27.570
2001  21.760 26.800 24.260 24.260 25.100
2002  21.600 22.240 23.200 23.680 25.520
2003  23.040 22.680 23.680 24.000 26.200
2004 18.880 17.040 17.920 18.360 20.080
2005 17.040 17.560 19.400 21.880 21.560
2006 17.720 18.000 18.680 18.680 21.360




Apéndice B
Correlogramas

En este apartado se presentan los comportamientos de las FAC y FACP para los mo-
delos AR(p), M A(q) y ARMA(p,q). A partir de estas tablas se puede estimar el modelo
apropiado para los datos disponibles, una vez que se hayan calculado y graficado la FAC y
la FACP correspondientes.

La siguiente tabla muestra el comportamiento de la FAC y la FACP de un proceso
AR(1) y MA(1).

ARMA(1,0) ARMA(0,1)
Comportamiento decae solo p1 # 0
de pi exponencialmente
Comportamiento solo ¢11 # 0 decae
de ¢p exponencialmente
Estimacion de: ap = p1 p1 = 1;%1%
Regién admisible —1l<a <1 -1<pi <1

Aqui, se presentan los comportamientos de la FAC y la FACP de un proceso AR(2) y
MA(2).
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ARMA(2,0) ARMA(0,2)
Comportamiento mezcla de solo p1,pa #0
de pi exponenciales u ondas
Comportamiento solo ¢11, ¢pag # 0 mezcla de
de ok exponenciales u ondas
; iy . _ p1(1—=p2) _ =Pfi(1-P2)
Estimacién de: o = 7 PL= 1157152
P2—P1 _ =B
2= P2 = TH57 453
Region admisible —-1l<as <1 1< B <1
az+a; <1 P2+ 01 <1
ag — o <1 G — 1 <1

A continuacién se resumen las caracteristicas principales de un proceso ARM A(1,1).

ARMA(L,1)

decae exponencialmente

Comportamiento de pg

Comportamiento de ¢g decae exponencialmente

_ (=piar)(c1—p1)

Estimacién de: P1 1132 20,01
7

P2 = P10

Region admisible —-1<a; <1

-1<p<1

Correlogramas para los modelos AR(1), AR(2), MA(1) y MA(2).

Estos ayudan a identificar de manera mas facil el modelo que se desea ajustar.

FAC de serie AR(1)

Lag

(a) FAC AR(1), a > 0.

Partial ACF

FACP de serie AR(1)

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

(b) FACP AR(1), a > 0.
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(g) FAC AR(2), a1 <0y a2 <0.
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(d) FACP AR(1), a < 0.

FACP de serie AR(2)

FACP AR(1), a1 >0y a2 > 0.

FACP de serie AR(2)

Lag

(h) FACP AR(2), &1 <0y as < 0.
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