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PrefaioEn esta tesis se hae una presentaión de los espaios on produto interior que nos permitellegar a formular algunas de las propiedades de los operadores lineales auto-adjuntos y noaotados, para mostrar �nalmente su utilidad omo herramienta matemátia en la meániauántia.Temátia: Este trabajo de tesis esta desarrollado en las siguientes áreas de la matemátia:Algebra Lineal y Análisis Funional, y del área de Físia: Meánia Cuántia.Un espaio on produto interior es un espaio vetorial on una estrutura adiionalderivada del onepto de produto interior. El produto interior indue un aspeto geométrioa los espaios vetoriales, ya que se puede hablar de longitud de un vetor, ángulo entredos vetores y por onsiguiente de ortogonalidad de vetores. El estudio de los espaioson produto interior es de gran importania, pues de ellos se derivan distintos oneptosimportantes, que hoy en día tienen diferentes apliaiones. A los espaios on produto interiorsuele llamárseles también espaios pre-Hilbert. Si el espaio es ompleto on respeto a lanorma induida por el produto interior [6℄ entones reibe el nombre de espaio de Hilbert.Es bien sabido que todo espaio on produto interior de dimensión �nita es un espaio deHilbert [6℄, y por tal razón, las noiones geométrias que allí se tienen, se tratan de extrapolara los espaios de Hilbert de dimensión in�nita. los espaios de Hilbert proporionan gran partede la base teória de la Meánia Cuántia.Menionaremos aquí, que los espaios de Hilbertproporionan gran parte de la base teória la Meánia Cuántia y muhos de los oneptos deesta teorá están dados en términos de operadores lineales auto-adjuntos y no aotados. Comoveremos adelante, un operador es una apliaión lineal de un espaio vetorial en si mismo.Un aso partiular de operadores son los operadores auto adjuntos, estos entes matemátiosomparten muhas propiedades de los números reales y se ven a vees omo una generalizaiónde estos.Estudiar a los operadores es de gran importania por las distintas apliaiones que tienen enotras ramas y ienias omo por ejemplo en la Teoría de Aproximaión, en Optimizaión,Euaiones Difereniales y en la menionada meánia Cuántia, por itar algunas.La meánia uántia surgió en la última déada del siglo XIX uando se revelan di�ultadespara expliar on las leyes de la F±ia lásia (y on sus oneptos), el omportamiento deiertos sistemas uando éstos eran sometidos a un análisis basado en las propiedades de losiii



iv Prefaioátomos o moléulas que las onstituyen, esto es, los sistemas atómios no pueden ser desritosusando la misma teoría que se usa para estudiar el omportamiento de los uerpos marosó-pios omo son los planetas, los automóviles, et, esto se debe a que es imposible determinaral mismo tiempo la posiión e ímpetu de ualquier partíula, siempre existe una inertidumbreque no puede ser ignorada (prinipio de Heisenberg). Esta situaión llevó a sugerir unanueva dinámia de estas partíulas que forman el miroosmos. En 1901, se omenzó a darexpliaiones de estas di�ultades, el físio alemán Max Plank supuso la existenia del uantode energía on el �n de derivar una fórmula para la dependenia de la freuenia observada onla energía emitida por un uerpo negro. Einstein, en 1905, explio de manera senilla y diretalas araterístias de la emisión fotoelétria. Bohr, Sommerfeld, Wilson, Broglie, Shrödinger,Heisenberg, entre otros, trabajaron para la formulaión matemátia de la meánia uántiano relativista.Situados en este ontexto, los objetivos de este trabajo son:1) Estudiar a los espaios on produto interior, inluyendo algunos temas y resultados queonsideramos importantes, ya sea por sus apliaiones a la misma teoría, a la meániauántia o por la belleza de los mismos. El estudio de estos temas se hae on un enfoquey profundidad distintos on el que se estudiaron en la lieniatura.2) Estudiar a los operadores lineales auto-adjuntos en espaios eulideos y unitarios, dandoalgunos resultados sobre ellos.3) Mostrar la apliaión de los operadores auto-adjuntos en la Meánia uántia.El desarrollo de este trabajo se hae en tres apítulos los uales son designados de lasiguiente manera:El Capítulo 1 lo asignamos al estudio de produtos internos, sus representaiones ypropiedades espeiales. Analizaremos algunos espaios partiulares dotados de un produtointerno, así omo también veremos el algoritmo de ortogonalizaión de Gram-Shmidt y formasbilineales en el espaio de funiones.En el Capítulo 2 tratamos los espaios eulidianos y unitarios, en los uales introduiremoslos términos de ángulo y distania sobre estos espaios. Aquí se presentan los operadoresortogonales y unitarios, en partiular analizamos on más detalle a los operadores auto-adjuntos.El Capítulo 3 lo dediamos a la presentaión de las leyes de la meánia uántia y lamodelaión matemátia de sus postulados, teniendo omo objetivo prinipal el estudio delos operadores auto-adjuntos de la meánia uántia. Y �nalmente mostramos el ejemplomás importante de esta rama de la Físia, importante en el sentido de ser uno de los poosejemplos que pueden resolverse explíitamente: el osilador armónio, presentándolo en ambasformulaiones, la lásia y la uántia.
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Capítulo 1Espaios on produto internoEn este primer apítulo tratamos primordialmente el onepto de produto interno, sus pro-piedades y representaiones más omunes. Una vez de�nido el onepto de produto internoestudiaremos otros oneptos omo ortogonalidad y ortonormalidad los uales están determi-nados ompletamente por el produto interno que se esté trabajando. En este apítulo tambiénse estudian formas bilineales y uadrátias, así omo el algoritmo de ortogonalizaión de Gram-Shmidt para posteriormente estudiar formas bilineales en el espaio de funiones. Para mejoromprensión de este apítulo, se requiere onoer algunos oneptos básios de álgebra lineal,omo ampo, espaio vetorial, bases , dimensión, transformaiones lineales [4℄.1.1. Produtos internosEn esta seión sólo se dará la de�niión de funión multilineal y la de�niión de produtointerno que más adelante veremos que es un aso partiular de funión multilineal.De�niión 1.1.1. Sean L1, L2, . . . , Ln y M espaios lineales sobre un ampo arbitrario K. Unafunión
f :L1 × L2 × . . .× Ln −→Mes llamada funión multilineal si umple las siguientes ondiiones:

f
(
l1, . . . , li + l

′

i, li+1, . . . , ln
)

= f
(
l1, . . . , li, li+1, . . . , ln

)
+ f
(
l1, . . . , l

′

i, li+1, . . . , ln
)

y f
(
l1, . . . , αli, li+1, . . . , ln

)
= αf

(
l1, . . . , li, li+1, . . . , ln

)para i = 1, 2, . . . , n, α ∈ K .Es deir, la funión es lineal para ualquiera de los argumentos li ∈ Li omo argumento prin-ipal, mientras lj ∈ Lj, j = 1, 2, . . . , n, j 6= i se mantienen �jos.En el aso de que M = K la funión multilineal es llamada funional multilineal oforma multilineal.Un operador es un aso partiular de la De�niión 1.1.1 uando n = 1 y M = L1.1



CAPÍTULO 1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO1.2. REPRESENTACIÓN MATRICIAL Y SIMETRÍADe�niión 1.1.2. Sea L un espaio omplejo. El espaio omplejo onjugado L̄ es el onjunto
L on la misma estrutura de grupo aditvo, pero on una nueva multipliaión por esalar a ∗ ldada por:

a ∗ l = ā ∗ l, para todo a ∈ C y l ∈ L.Notaión: Denotaremos por L(L,M) al onjunto de funiones lineales de L a M y por L∗al onjunto de funiones lineales de L a K.En partiular estamos interesados en funiones bilineales, L× L −→ K.De�niión 1.1.3. Un produto interno del espaio L es una funión bilineal g : L×L −→ K,y para K = C, g : L× L̄−→ C, donde L̄ es el espaio onjugado omplejo de L.El produto interno L× L̄ −→ C es más onoido omo una funión sesquilineal, esto es,
g:L × L̄ −→ C: lineal on respeto al primer argumento y semilineal on respeto al segundoargumento, es deir, g(αl1, βl2) = αβ̄ g

(
l1, l2

).
1.2. Representaión matriial y simetríaEn la onstruión de la prueba de la siguiente proposiión se establee una forma de re-presentar produtos internos sobre algún espaio on iertas ondiiones por medio de matriesGram las uales de�nimos a ontinuaión.De�niión 1.2.1. Sean (L, g) un espaio lineal de dimensión �nita on produto interno g y
β =

{
e1, e2, . . . , en

} una base �ja de L. La matriz G =
(
g
(
ei, ej

)), i, j = 1, . . . , n, es llamadala matriz Gram de la base β on respeto a g.Proposiión 1.2.1. Existe una biyeión entre produtos internos (bilineales o sesquilineales)sobre espaios de dimensión n on una base y matries de n× n.Demostraión. Sean L un espaio de dimensión �nita y β =
{
e1, e2, . . . , en

} una base �ja deél, Λ =
{
g | g : L × L −→ K producto interno

} y Mn×n(K) las matriez de n × n sobre elampo K. Ahora, si tomamos G =
(
g
(
ei, ej

)), i, j = 1, . . . , n, se tiene que
g
(
~x, ~y
)

= g

(
n∑

i=1

xiei,
n∑

j=1

yjej

)

=

n∑

i,j=1

xiyjg
(
ei, ej

)

= [~x]tβG[~y]β.2



CAPÍTULO 1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO1.2. REPRESENTACIÓN MATRICIAL Y SIMETRÍAdonde la matriz G es la matriz Gram de la base β on respeto a g.Por otro lado, la funión F : Λ −→ Mn×n(K) dada por F (g) =
(
g(ei, ej)

) es una biyeión.En efeto, F es inyetiva, pues si F (g1) = F (g2) entones
g1(~x, ~y) = [~x]tβ(g1(ei, ej))[~y]β = [~x]tβ(g2(ei, ej))[~y]β = g2(~x, ~y).Probemos que F es sobreyetiva. Sea G = (gij) ∈Mn×n(K) entones la funión g : L×L −→ Kde�nida por g(~x, ~y) = [~x]tβ(gij)[~y]β es un produto interno y además F (g) = G, pues,
g(ei, ej) = (0, 0, . . . , 1i, . . . , 0)(gij)(0, 0, . . . , 1j, . . . , 0)t = gijasí F es sobreyetiva y por lo tanto F es biyetiva. De manera análoga se demuestra para elaso sesquilineal. �Ahora veamos que relaión podemos estableer entre produtos internos sobre un espaiolineal L y el onjunto de funiones lineales de L al ampo K donde esté de�nido (L∗). Sea

g:L×L −→ K un produto interno, entones a ada vetor l ∈ L le asoiamos una funión gl:L
−→ K dada por

gl(m) = g(l,m), m ∈ L.Esta funión gl es lineal en el aso bilineal y antilineal en el aso sesquilineal, esto es, gl ∈ L∗,o respetivamente gl ∈ L̄∗ para todo l.Más aún, la funión
g̃:L −→ L∗ o L −→ L̄∗:

l −→ gl = g̃(l)es lineal y de�ne de manera únia a g de auerdo a la fórmula
g(l,m) = (g̃(l), m)donde los paréntesis externos de la dereha indian la funión bilineal L∗×L −→ K o L∗×L −→

C. Por otro lado, en nuestro estudio, son de gran importania propiedades espeiales de losprodutos internos que nos permiten una lasi�aión de ellos. Una de estas propiedades esla propiedad de simetría, una permutaión del argumento en un produto interno g de�ne unnuevo produto interno gt:
gt(l,m) = g(m, l).Pero en el aso sesquilineal esta operaión también ambia la posiión de linealidad y sesquili-nealidad de los argumentos; entones para que no sueda esto es onveniente estudiar ḡt:
ḡt(l,m) = g(m, l).3



CAPÍTULO 1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO1.3. ORTOGONALIDADEn ḡt el argumento lineal pasará a oupar la primera posiión, mientras que el argumentosemilineal oupará la segunda posiión .Las operaiónes g −→ gt o g −→ ḡt se pueden desribir en términos de matries Gram: lasoperaiones orrespondientes son G −→ Gt o G −→ Ḡt, respetivamente (esto es asumiendoque g, gt y ḡt están esritas en términos de alguna base β de L), en efeto:
gt(~x, ~y) = g(~y, ~x) = [~y]tβG[~x]β = ([~y]tβG[~x]β)

t = [~x]tβG
t[~y]β .

ḡt(~x, ~y) = g(~y, ~x) = [~y]tβG[~x]β = ([~y]tβḠ[~x]β)
t = [~x]tβḠ

t[~y]β.Nosotros nos interesaremos exlusivamente on produtos internos que satisfaen una de lasondiiones espeiales de simetría relativa a esta operaión:1. gt = g, este produto interno es llamado simétrio u ortogonal, y la geometría de espaioson un produto interno simétrio es llamadaGeometría ortogonal. Los produtos internossimétrios son de�nidos por matries simétrias Gram G.2. gt = −g, este produto interno es llamado antisimétrio o simplétio, y la orrespondientegeometría es llamada Geometría simplétia, a estos produtos les orresponden matriesGram antisimétrias.3. ḡt = g, tales produtos internos son llamados Hermitianos simétrios o simplementeHermitianos y las orrespondientes geometrías son llamadas Geometrías Hermitianas, aellos orresponden las matries Gram Hermitianas. Notemos que si seguimos la ondiión
ḡt = g es deir ḡ(l, l) = g(l, l) para todo l ∈ L, entones, todo valor de g(l, l) es real.Con esto nos damos uenta de ómo la propiedad de simetría relativa nos arateriza omple-tamente el produto interno y on ellos las orrespondientes geometrías.1.3. OrtogonalidadAhora analizaremos el onepto de ortogonalidad, el ual nos será muy útil en las siguientesde�niiones y araterizaiones de iertos espaios.De�niión 1.3.1. Sea (L, g) un espaio lineal on un produto interno, los vetores l1, l2 ∈ Lson ortogonales (relativos de g), si g(l1, l2) = 0.Los subespaios L1, L2 ⊂ L se die que son ortogonales si g(l1, l2) = 0 para todo l1 ∈ L1 y

l2 ∈ L2.La prinipal razón de utilizar sólo produtos internos on alguna de las propiedades desimetría menionadas en la seión 1.2 es porque la propiedad de ortogonalidad de vetores (osubespaios) es simétrio on respeto a estos vetores (o subespaios), en efeto:Si gt = ±g o gt = ḡ, entones 4



CAPÍTULO 1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO1.4. ISOMETRÍAS DE ESPACIOS
g(l,m) = 0 ⇔ ±gt(l,m) = 0. ⇔ g(m, l) = 0.De manera análoga en el aso Hermitiano.De�niión 1.3.2. a) El kernel o núleo de un produto interno g en un espaio L es el onjun-to de todos los vetores l0 ∈ L tal que l0 es ortogonal a todo vetor l en L y lo denotaremospor ker(g).b) El produto interno g es no degenerado si el kernel de g es trivial, esto es, sólo onsiste delvetor ero. En aso ontrario g se llama degenerado.) El espaio (L,g) es degenerado si g es degenerado.Proposiión 1.3.1. El kernel de un produto interno g oinide on el kernel de la funiónlineal g̃ : L→ L∗ (L→ L̄∗).Demostraión. En efeto, l0 ∈ ker(g) si y sólo si g(l0, l) = 0, para todo l ∈ L, o equivalente-mente, gl0(l) = g(l0, l) = 0, para todo l ∈ L, es deir, l0 ∈ ker(g̃). �Por lo tanto, de la no degeneraión de la forma g puede espei�ar el isomor�smo L → L∗(o L̄∗).De�niión 1.3.3. El rango del produto interno g se de�ne omo la dimensión de la imagende g̃, o omo el rango de la matriz Gram G en alguna base.1.4. Isometrías de espaiosCuando estudiamos espaios lineales on produto interno nos podemos haer iertas pre-guntas omo: ¾Habrá una relaión entre estos espaios y sus produtos internos?, y si existe,¾uál es esta relaión?. Bueno, pues en esta seión de�nimos la relaión de isometría la ual es-tá ligada fuertemente on los produtos internos de los espaios lineales y aunque abordaremosbrevemente esta seión nos será de gran utilidad.De�niión 1.4.1. Sean (L1, g1) y (L2, g2) dos espaios lineales on produto interno. Diremosque f es una isometría entre los espaios L1 y L2, si es un isomor�smo lineal (f : L1

∼= L2)que preserva los produtos internos, esto es,
g1(l, l

′) = g2(f(l), f(l′)) para todo l, l′ ∈ L1.Diremos que dos espaios son isométrios, si existe una isometría entre ellos.Las isometrías tienen propiedades importantes de las uales algunas se muestran en los siguien-tes ejemplos: 5



CAPÍTULO 1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO1.5. ESPACIOS PARTICULARESEjemplo 1.4.1. La identidad es una isometría.Ejemplo 1.4.2. La omposiión de isometrías es una isometría.Demostraión. Sean (L1, g1), (L2, g2) y (L3, g3) espaios lineales on produto interno y
f1 : L1 → L2, f2 : L2 → L1 dos isometrías, entones f2 ◦ f1 : L1 → L3 y además

g3

(
f2 ◦ f1(l), f2 ◦ f1(l

′)
)

= g3

(
f2

(
f1(l)

)
, f2

(
f1(l

′)
))

= g2

(
f1(l), f1(l

′)
)

= g1(l, l
′)Por lo tanto, f2 ◦ f1 es una isometría. �Ejemplo 1.4.3. La inversa de una isometría es una isometría.Demostraión. Sea f una isometría de (L1, g1) a (L2, g2), es deir,

g1(l, l
′) = g2(f(l), f(l′)) para todo l, l′ ∈ L1Por otro lado, f−1 : L2 → L1 existe y es un isomor�smo, entones para ada m,m′ ∈ L2 seumple:

g2(m,m
′) = g2

(
f
(
f−1(m)

)
, f
(
f−1(m′)

))

= g1

(
f−1(m), f−1(m′)

)
.De aquí que f−1 es una isometría. �Como onseuenia direta de las propiedades mostradas on los ejemplos, tenemos el si-guiente resultado:Proposiión 1.4.1. Sea ISO((L, g)) =

{
f : L −→ L | f isometría}, entones

〈ISO((L, g)), ◦, 〉 es un grupo.1.5. Espaios partiularesDediaremos un poo de atenión al estudio de algunos espaios partiulares, los uales sonde dimensión 1 ó 2 y que están dotados de alguno de los produtos internos (ortogonal, sim-plétio o Hermitiano) on el �n de observar ómo están araterizados sus produtos internostanto en el ampo real omo en el ampo omplejo, y que posteriormente nos servirán uandohallamos la desomposiión de un espaio omo suma de estos espaios partiulares.6



CAPÍTULO 1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO1.5. ESPACIOS PARTICULARES1.5.1. Espaios ortogonales unidimensionalesSea (L, g) un espaio lineal sobre K on un produto interno ortogonal g y dimL = 1.Tratemos de ver omo es su produto interno, para esto elegimos un vetor l no ero en L.Si g(l, l) = 0 entones g ≡ 0, esto es g es degenerado e igual a ero.Si g(l, l) = a 6= 0, entones para ualquier x ∈ K, g(xl, xl) = ax2, de manera que todos losvalores de g(l, l) on l 6= 0 ∈ L forman en el grupo multipliativo K∗=K\{0} del ampo K,una lase lateral on respeto al subgrupo que onsiste de uadrados, es deir, {ax2|x ∈ K
∗}

∈ K∗/(K∗)2 [4℄. Esta lase lateral arateriza ompletamente la no degeneraión del produtointerno isométrio en el espaio unidimensional L.Proposiión 1.5.1. Para (L1, g1) y (L2, g2) no degenerados,dos lases laterales oiniden si ysólo si L1 y L2 son isométrios.Demostraión. Supongamos que dos lases laterales oiniden, es deir, g1(l1, l1) = ax2 y
g2(l2, l2) = ay2, donde li ∈ Li. La funión f : L1 −→ L2 dada por f(l1) = y−1xl2 de�ne unaisometría de L1 a L2. En efeto, f es inyetiva pues si f(l) = f(l

′

), esto es, y−1xll2 = y−1xl′ l2entones xl = xl′ y g1(l, l) = ax2
l = g1(l

′

, l
′

), de aquí se tiene que l = l
′ .Ahora probemos que f es sobreyetiva. Sea l ∈ L2, entones l = αl2 para algún α ∈ K, y sitomamos xl = yα obtenemos l = y−1xll2 y

g1

(x1

x
l1,
x1

x
l1
)

=
x2
l

x2
ax2 = ax2

ly por lo tanto f(xl

x
l1) = y−1xll2 = l.Finalmente probemos que efetivamente,
g2(f(l1), f(l2)) = g1(l

1, l2) para l1, l2 ∈ L1 arbitrariosSean l1, l2 ∈ L1 arbitrarios, si g1(l
1, l1) = ax2

1, g1(l
2, l2) = ax2

2, entones l1 =
x1

x
l1, l2 =

x2

x
l1 yademás umple que:

g2

(
f(l1), f(l2)

)
= g2(y

−1x1l2, y
−1x2l2)

= y−1x1y
−1x2g2(l2, l2)

= (y−1)2y2ax1x2

= ax1x2

=
x1

x

x2

x
ax2

= g1(
x1

x
l1,
x2

x
l1)

= g1(l
1, l2)y por lo tanto, L1 y L2 son isométrios.La ondiión neesaria es inmediata. �7



CAPÍTULO 1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO1.5. ESPACIOS PARTICULARESAhora, omo las lases de K∗/(K∗)2 son las que araterizan al produto interno, entonespara uando K = R y K = C se tiene que
R

∗/(R∗)2 =
{
a(R∗)2|a ∈ R

∗
}

=
{
a(R∗)2|a ∈ R

∗, a > 0
}
∪
{
a(R∗)2|a ∈ R

∗, a < 0
}

=
{
(1)(R∗)2

}
∪
{
(−1)(R∗)2

}

= {±1}y C∗ = (C∗)2. Por lo que se tienen los siguientes asos partiulares:Cualquier espaio ortogonal unidimensional sobre R es isométrio al espaio oordenado unidi-mensional on uno de los tres produtos: xy,−xy, 0.Cualquier espaio ortogonal unidimensional sobre C es isométrio al espaio oordenado onuno de los dos produtos internos: xy, 0.1.5.2. Espaio Hermitiano unidimensionalConsideremos (L, g) un espaio lineal sobre C on un produto interno Hermitiano g y
dimL = 1. Entones de igual manera que en el aso ortogonal el objetivo es ver ómo esexplíitamente g.La degenaraión de g es equivalente a que g ≡ 0, si por otra parte, la forma g es no degenerada,entones el onjunto de valores de g(l, l) para vetores no ero l ∈ L es la lase lateral delsubgrupo R∗

+ = {x ∈ R∗|x > 0} en el grupo C∗, pues g(al, al) = aāg(l, l) = |a|2g(l, l) y |a|2(modulo de a) orre a través de todos los valores en R∗
+, uando a ∈ C. Por otro lado, ualquiernúmero omplejo z no ero está representado de manera únia en la forma reiφ, donde r ∈ R∗

+,mientras eiφ es el írulo unitario omplejo, el ual es denotado por
C∗

1 = {z ∈ C∗||z| = 1}.En el lenguaje de grupos esto de�ne una desomposiión direta C∗ = R∗
+ × C∗

1 y un isomor-�smo C∗/R∗
+ → C∗

1 [4℄, en otras palabras, ada elemento omplejo distinto de ero puede serrepresentado omo un elemento del írulo unitario multipliado por un esalar, e inversamentepara ada lase lateral puede tomarse su representante en el írulo unitario de manera úni-a. Así la no degeneraión de la forma sesquilineal es lasi�ada por números omplejos onmódulo unitario. Sin embargo, no hemos tomado ompletamente las propiedades Hermitianasrequeridas, entones agregando la propiedad g(l, l) = ¯g(l, l), esto es, los valores son reales, poresta razón las formas Hermitianas orresponden sólo a los números ±1 ∈ C
∗
1 omo en el asoortogonal sobre R.En onlusión:Cualquier espaio Hermitiano unidimensional sobre C es isométrio al espaio oordenado uni-dimensional on uno de los tres produtos internos: xȳ,−xȳ, 0.8



CAPÍTULO 1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO1.5. ESPACIOS PARTICULARES1.5.3. Espaios simplétios unidimensionalesAntes de empezar on el análisis de estos espaios, reordemos qué es la araterístia deun ampo que posteriormente utilizaremos.De�niión 1.5.1. Sea K un ampo. La araterístia de K (Carac(K)) se de�ne omo elsiguiente número positivo (uando existe)
min

{
n ∈ N | a + a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸

n

= 0, ∀a ∈ K

}
.Si no existe este número diremos que el ampo tiene araterístia 0.Ahora sea (L, g) un espaio lineal sobre R on un produto interno simplétio g y

dimL = 1. En este aso ualquier forma antisimétria en un espaio unidimensional sobre unampo on araterístia 6= 2 es igual a ero. En efeto,
g(l, l) = −g(l, l) ⇒ 2g(l, l) = 0 ⇒ g(l, l) = 0

g(al, bl) = abg(l, l) = 0 ⇒ g ≡ 0.En lo que respeta a la araterístia igual a 2, la ondiión de antisimétria gt(l,m) = −g(l,m),que en este aso es equivalente a la ondiión de simetría g(l,m) = g(m, l), pues,
g(l,m) − g(l,m) = g(l,m) + gt(l,m) = 0.de manera que sobre estos ampos una geometría simplétia es igual a una geometría ortogonal.1.5.4. Espaios simplétios bidimensionalesPara espaios simplétios unidimensionales no se obtuvo muha informaión sobre su pro-duto interno, entones nos interesamos en ver qué pasa en dimensión 2 ya que más adelantese muestra que son los únios de dimensión 2 que se utilizan en este trabajo.Sea (L, g) un espaio bidimensional on una forma antisimétria g sobre un ampo K on a-raterístia 6= 2. Si g es degenerado, entones es un produto nulo. En efeto, sea l 6= 0 unvetor tal que g(l,m) = 0 para todo m ∈ L, y {l, l′} una base de L. Como Carac(K) 6= 2

g(l′, l′) = g(l, l) = 0, entones para ualquier a, b, a′, b′ ∈ K tenemos
g(al + a′l′, bl + b′l′) = abg(l, l) + ab′g(l, l′) − a′bg(l, l′) + a′b′g(l′, l′)

= 0por lo tanto g ≡ 0.Ahora sea g no ero y por tanto no degenerado, existe un par de vetores e1, e2 tal que g(e1, e2) =
a 6= 0 e inluso on a = 1: (g(a−1e1, e2) = a−1a = 1). Sea g(e1, e2) = 1 entones los vetores e1 y
e2 son linealmente independientes y por tanto forman una base de L. En oordenadas relativasde esta base el produto interno g se esribe de la forma9



CAPÍTULO 1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO1.6. DESCOMPOSICIÓN DE ESPACIOS DE DIMENSIÓN FINITA
g(x1e1 + x2e2, y1e1 + y2e2) = x1y2 − x2y1y su matriz Gram es

G =

(
0 1
−1 0

)
.Finalmente tenemos el siguiente resultado:Cualquier espaio simplétio bidimensional sobre un ampo de araterístia 6= 2 es isométrioal espaio oordenado K2 on el produto interno x1y2 − x2y1 o ero.

1.6. Desomposiión de espaios de dimensión �nitaEl propósito de esta seión es la lasi�aión de espaios ortogonales, Hermitianos y sim-plétios, todos de dimensión �nita.Sea (L, g) un espaio on produto interno y sea L0 un subespaio de L. La restriión de g a
L0 es un produto interno en L0. Llamaremos a L0 no degenerado si la restriión de g a L0 esno degenerada e isotrópia si la restriión de g a L0 es igual a ero. Todo esto tiene sentidosiempre y uando L sea no degenerado, entones la restriión de g a un subespaio no trivial
L0 puede ser degenerada o ero. Por ejemplo:1. En el aso simplétio todo subespaio unidimensional es degenerado.2. En un espaio ortogonal R2 on el produto x1y1 − x2y2 el subespaio generado por elvetor (1,−1) es degenerado.De�niión 1.6.1. El omplemento ortogonal del subespaio L0 ⊂ L es el onjunto

L⊥
0 = {l ∈ L|g(l0, l) = 0 para todo l0 ∈ L0}laramente L⊥

0 es un subespaio lineal de L0.Proposiión 1.6.1. Sea (L, g) un espaio de dimensión �nita.a) Si el subespaio L0 ⊂ L es no degenerado, entones L = L0 ⊕L⊥
0 , ⊕ denota la suma diretab) Si ambos subespaios L0 y L⊥

0 son no degenerados entones (L⊥
0 )⊥ = L0.Demostraión. a) Sea g̃ : L −→ L∗ (L̄∗) la funión asoiada on g. Denotaremos por g̃0 a larestriión de g̃ a L0, g̃0 : L0 −→ L∗ (L̄∗), si L0 es no degenerado entones ker(g̃0) = 0,pues l0 ∈ ker(g̃0) entones g̃0(l0) = gl0 = 0, esto implia que, gl0(m) = g(l0, m) = 0 paratodo m ∈ L, en partiular para todo m ∈ L0, así l0 = 0. De aquí que uando l0 se muevea través de L0, las formas lineales g(l0, ∗) son funiones de segundo argumento sobre L o

L̄ que se mueven en un espaio de dimension dimL0 de formas lineales. Ahora omo L⊥
0es la interseión de los núleos de estas formas, entones10



CAPÍTULO 1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO1.6. DESCOMPOSICIÓN DE ESPACIOS DE DIMENSIÓN FINITA
dimL0 + dimL⊥

0 = dimLPor otro lado, de la no degeneraión de L0 se sigue que L0 ∩L⊥
0 = {0} porque L0 ∩L⊥

0 esel kernel de la restriión de g a L0. Por esta razón, la suma L0 ⊕L⊥
0 es una suma direta,[4℄, además es de igual dimensión que L, por lo tanto L0 ⊕ L⊥

0 = L.b) De la de�niión es laro que L0 ⊂ (L⊥
0 )⊥. Por otro lado si L0 y L⊥

0 son no degenerados,entones de (a)

dim(L⊥
0 )⊥ = dimL− dimL⊥

0 = dimL0y por tanto (L⊥
0 )⊥ = L0.

�Teorema 1.6.1. Sea (L, g) un espaio de dimensión �nita (sobre un ampo on araterístia
6=2) ortogonal (Hermitiano o simplétio). Entones existe una desomposiión de L omo sumadireta de subespaios ortogonales a pares

L = L1 ⊕ . . .⊕ Lm,estos subespaios son unidimensionales en el aso ortogonal y Hermitiano y unidimensionaldegenerado o bidimensional no degenerado en el aso simplétio.Demostraión. El aso que dimL = 1 es trivial. Sea dimL ≥ 2, si g es ero, entones nadahay que probar, basta on tomar ada Li (i = 1, . . . , m) omo el generado de un elemento
ei ∈ {e1, . . . em} base de L. Si g no es ero, entones en el aso simplétio existe un par devetores l1, l2 ∈ L tal que g(l1, l2) 6= 0; en tal aso (por seión 1.5.4) el subespaio L0 generadopor l1, l2 es no degenerado y por a) de la Proposiión 1.6.1 L = L0 ⊕ L⊥

0 . Apliando de nuevoesta desomposiión para L⊥
0 de manera indutiva obtendremos la desomposiión deseada de

L.En el aso ortogonal y Hermitiano probemos la existenia de un subespaio unidimensionalno degenerado L0, lo ual se sigue de la no trivialidad de g. Después de esto, L se puederepresentar omo L = L0 ⊕ L⊥
0 y apliamos los argumentos anteriores a L0, esto es, induiónsobre la dimensión de L0 y así obtendremos la representaión deseada. En efeto, supongamosque g(l, l) = 0 para todo l ∈ L, entones para todo l1, l2 ∈ L se tiene que

0 = g(l1 + l2, l1 + l2) = g(l1, l1) + 2g(l1, l2) + g(l2, l2) = 2g(l1, l2)o
0 = g(l1 + l2, l1 + l2) = g(l1, l1) + 2Reg(l1, l2) + g(l2, l2) = 2Reg(l1, l2)donde Reg(l1, l2) es la parte real de g(l1, l2).En el aso ortogonal se sigue de manera inmediata que g(l1, l2) = 0. En el aso Hermitiano sólotenemos que Reg(l1, l2) = 0, esto es, g(l1, l2) = ia a ∈ R. Pero si a 6= 0, entones

0 = Reg((ia)−1l1, l2) = Re(ia)−1g(l1, l2) = 111



CAPÍTULO 1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO1.7. INVARIANTES DE ESPACIOS MÉTRICOSlo ual no puede ser, así que g ≡ 0, lo ual es una ontradiión. �En sí, la desomposiión en suma direta ortogonal de un espaio, no india que sea únia,exepto para los asos triviales de dimensión 1 (o 2 en el aso simplétio).Sobre ampos generales, en el aso de una geometría ortogonal, la oleión de invariantes
ai ∈ K

∗/(K∗)2 que araterizan la restriión de g al espaio unidimensional Li, que tambiénno es únio. Por lo tanto, la lasi�aión de espaios ortogonales, depende fuertemente de laspropiedades del ampo.
1.7. Invariantes de espaios métriosSea (L, g) un espaio on produto interno. Supongamos que n = dimL, r0 = dimL0, donde
L0 es el kernel de la forma g.Introduiremos dos invariantes adiionales, re�riéndonos a la geometría ortogonal, para K = R,y a la geometría Hermitiana: r+ y r−, el número de subespaios unidimensionales positivos ynegativos en la desomposiión de L omo suma ortogonal direta del Teorema 1.6.1.Obviamente, r0 ≤ n y n = r0 + r+ + r− para geometrías Hermitianas y ortogonales sobre R.La tripleta (r0, r+, r−) es llamada signatura del espaio. Cuando r0 = 0, (r+, r−) es tambiénllamada signatura.Teorema 1.7.1. a) Los espaios simplétios sobre un ampo arbitrario, así omo los espaiosortogonales sobre C están determinados salvo isometrías por dos enteros n, r0, estos son,las dimensiones del espaio y del kernel del produto interno.b) Los espaios ortogonales sobre R y los espaios Hermitianos sobre C están determinadossalvo isometrías por la signatura (r0, r+, r−), la ual no depende de la desomposiiónortogonal.Demostraión. a) Sea (L, g) un espaio ortogonal o simplétio sobre C. Tenemos que L =

⊕n
i=1Li (por el Teorema 1.6.1.) Debemos probar que r0 es igual al número de espaiosunidimensionales en la desomposiión que son degenerados para g.En efeto, la suma de estos espaios L0 = ⊕r0

i=1Li oinide on el kernel de g. Claramentela suma de estos subespaios Li ∈ L0 está ontenida en el kernel de g ya que todos loselementos de L0 son ortogonales tanto para L0 omo para los términos restantes. Por otrolado, si L0 = ⊕r0
i=1Li y l = Σn

k=1lk, lk ∈ Lk, entones existe j > r0, lj 6= 0, tal que
g(l, lj) = g(lj, lj) 6= 0en el aso ortogonal y existe un vetor l′j ∈ Lj tal que
g(l, l′j) = g(lj, l

′
j) 6= 012



CAPÍTULO 1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO1.7. INVARIANTES DE ESPACIOS MÉTRICOSen el aso simplétio, por que de lo ontrario el kernel de la restriión de g a Lj deberíaser nula de auerdo a los asos partiulares estudiados en las seiones 1.6.1 y 1.6.3respetivamente, ontradiiendo el heho de que j > r0. Por lo tanto l /∈ ker(g) y así
L0 = ker(g).Si ahora (L, g) y (L′, g′) son dos espaios on n y r0 iguales, entones después de susdesomposiiones omo sumas ortogonales L = ⊕n

i=1Li y L′ = ⊕n
i=1L

′
i, para las que

ker(g) = ⊕r0
i=1Li y ker(g′) = ⊕r0

i=1L
′
i, podemos de�nir la isometría de (L, g) a (L′, g′)omo la suma de isometrías ⊕fi, fi : Li → L′

i.b) Ahora sean (L, g) y (L′, g′) un par de espaios ortogonales sobre R o espaios Hermitianossobre C on las signaturas (r0, r+, r−) y (r′0, r
′
+, r

′
−) de�nidas de auerdo a algunas des-omposiiones ortogonales L = ⊕Li, L′ = ⊕L′

i.Asumamos que existe una isometría entre estos espaios. Entones en primer lugar,
dimL = dimL′, esto es, r0 + r+ + r− = r′0 + r′+ + r′−. Además siguiendo el proedi-miento de a), se tiene que r0 es igual a la dimensión del kernel de g y r′0 igual a ladimensión del kernel de g′, y estos núleos son la suma de los espaios nulos Li y L′

i enlas orrespondientes desomposiiones. Como las isometrías determinan un isomor�smolineal entre los núleos, se tiene que r0 = r′0 y r+ + r− = r′+ + r′−.Ahora sigue veri�ar que r+ = r′+ y r− = r′−. Estableemos que L = L0 + L+ + L−,
L′ = L′

0 + L′
+ + L′

−, donde L0, L+, L− son las sumas de los subespaios nulo, positivo ynegativo de la desomposiión iniial de L, y orrespondientemente para L′. Supongamosque r+ = dimL+ > r′+ = dimL′
+ y restringimos la isometría a L+ ⊂ L. Cada vetor f(l)está representado de manera únia omo una suma
f(l) = f(l)0 + f(l)+ + f(l)−donde f+(l) ∈ L′

+ y así respetivamente para f(l)0 y f(l)−. La funión L+ → L+0, dadapor: l → f(l)+ es lineal. Como asumimos que dimL > dimL′
+, existe un vetor no ero

l ∈ L+ para el ual f(l)+ = 0 de modo que
f(l) = f(l)0 + f(l)−pero g(l, l) > 0, pues l ∈ L+ y L+ es la suma ortogonal direta de espaios unidimen-sionales positivos. Dado que f es una isometría se tiene que g′(f(l), f(l)) > 0. Por otrolado

g′(f(l), f(l)) = g′(f(l)0 + f(l)−, f(l)0 + f(l)−) = g′(f(l)−, f(l)−) ≤ 0lo ual es una ontradiión y se prueba que las signaturas de espaios isométriosaluladas de ualquier desomposiión son idéntias.
�13



CAPÍTULO 1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO1.8. BASES ORTOGONALES Y ORTONORMALES1.8. Bases ortogonales y ortonormalesEn las seiones anteriores hemos heho algunas araterizaiones de los produtos inter-nos de�nidos en algún espaio lineal de dimensión �nita, que sin remararlo esto se ha hehoobservando ómo atúa el produto interno sobre alguna base del espaio lineal. Sin embargo,ahora se quiere ver ómo podemos araterizar las bases a través de los produtos internos yaque estas nos proporionan muha informaión sobre sus espaios generados. Por este motivo,en esta seión se introduen términos omo ortogonalidad y ortonormalidad, los uales haránmás simple el manejo e interpretaión de las bases, así omo las representaiones generales delos produtos internos mediante matries Gram.De�niión 1.8.1. Sea (L, g) un espaio vetorial on un produto interno. La base {e1, . . . , en}de L es llamada ortogonal si g(ei, ej) = 0 para todo i 6= j y ortonormal si g(ei, ei) = 0 ó ±1para todo i.Por ejemplo, ualquier espaio ortogonal o Hermitiano tiene una base ortogonal, bastaonstruir la desomposiión L = ⊕Li de subespaios ortogonales unidimensionales y elegir
ei ∈ Li, ei 6= 0. El Teorema 1.8.1 prueba que el número de elementos e de la base ortogonalon g(e, e) = 0, 1,−1 no depende de la base para K = R (aso ortogonal) y K = C (asoHermitiano). En el aso ortogonal sobre C es posible haer siempre g(ei, ei) = 0, 1, y el númerode vetores no depende de la base misma. La matriz Gram de una base ortonormal tiene laforma 


Er+ 0 0
0 −Er− 0
0 0 0


 .on un orden adeuado de la base. El onepto de base ortonormal es más usado en el aso nodegenerado donde no hay vetores ei 6= 0 on g(ei, ei) = 0.La siguiente fórmula hae posible esribir explíitamente las omponentes del vetor oordenadode ualquier vetor e ∈ L on respeto a una base ortogonal en el aso no degenerado:

e =
∑n

i=1
g(e,ei)
g(ei,ei)

ei.En efeto, si tenemos dos representantes para un ierto vetor digamos e y e′, entones se tieneque g(e, ei) = g(e′, ei) para todo i y la no degeneraión de g implia que e = e′, pues e− e′ estáen el kernel de g.En un espaio simplétio puede existir una base ortonormal sólo si g = 0 pues g(ei, ei) = 0para todo i.Por otro lado el Teorema 1.6.1 garantiza la existenia de una base simplétia
{e1, . . . , er; er+1, . . . , e2r; e2r+1, . . . , en} la ual está araterizada por el heho de que:

g(ei, er+i) = −g(er+i, ei) = 1, i = 1, . . . , rmientras que los produtos g(ej, ej) = 0, j = 1, . . . , n.En efeto, podemos desomponer a L omo suma direta de subespaios bidimensionales nosingulares Li (1 ≤ i ≤ r), y subespaios unidimensionales singulares Lj (2r + 1 ≤ j ≤ n), y14



CAPÍTULO 1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO1.9. FORMAS CUADRÁTICASeligiendo para (1 ≤ i ≤ r) {ei, er+i} la base para Li (onstruida en los espaios simplétios) y
{ei} (2r + 1 ≤ j ≤ n) para ualquier vetor en Lj .La matriz Gram para una base simplétia es de la forma




0 Er 0
−Er 0 0

0 0 0


El rango de una forma simplétia es igual a 2r, en partiular la dimensión de un espaiosimplétio no singular es neesariamente 2r, pues en la seión 1.6.4 se ha probado que sólolos espaios simplétios bidimensionales son no singulares.Sea L un espaio simplétio no singular, {e1, . . . , er; er+1, . . . , e2r} una base simplétia de

L y sean L1 igual al generado por {e1, . . . , er} y L2 igual al generado por {er+1, . . . , e2r}.Claramente L1 y L2 son isotrópios por la manera de omo fueron elegidos y del heho quelos espaios Li son ortogonales a pares, además, sus dimensiones son iguales a la mitad de ladimensión de L y L = L1 ⊕ L2.Desribiendo produtos internos por sus matries Gram y transformaiones de una basedada a una base ortogonal o simplétia, por lo que se ha visto en la Seión 1.5 y en lapresente, podemos obtener sin haer más detalles los siguientes hehos:a) Cualquier matriz uadrada y simétria G sobre el ampo K puede ser reduida a una formadiagonal mediante la transformaión G → AtGA, donde A es no singular. Si K = R esposible lograr que en la diagonal sólo aparezan 0 y ±1 y si K = C sólo 0 y 1 apareeránen la diagonal. Los números de 0 y ±1 (orrespondientemente 0 y 1) dependerán sólo de
G y no de A.b) Cualquier matriz uadrada antisimétria G sobre el ampo K on araterístia 6= 2 puedeser reduida mediante la transformaión G→ AtGA, donde A no es singular, a la forma




0 Er 0
−Er 0 0

0 0 0


el número 2r es igual al rango de G.) Cualquier matriz Hermitiana G sobre C puede ser reduida a la forma diagonal on losnúmeros 0, ±1 en la diagonal on la transformaión G → AtGĀ, donde A es no singulary los números sólo dependen de G.1.9. Formas uadrátiasEn esta seión tratamos las formas uadrátias, las uales omo veremos más adelantetienen asoiada una forma bilineal. Aquí también analizamos bajo que ondiiones esta formabilienal asoiada a la forma uadrátia es únia y posteriormente se dará un algoritmo parareduir una forma uadrátia omo suma de uadrados.15



CAPÍTULO 1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO1.9. FORMAS CUADRÁTICASDe�niión 1.9.1. Una forma uadrátia es una funión q : L → K para la ual existe unaforma bilineal h : L× L→ K on la propiedad
q(l) = h(l, l) para todo l ∈ L.Teorema 1.9.1. Si la araterístia del ampo K es 6= 2, entones para ualquier forma ua-drátia q : L → K existe una únia forma bilineal simétria g on la propiedad q(l) = g(l, l),llamada la polarizaión de q .Demostraión. Sea q una forma uadrátia entones existe una forma bilineal h tal que q(l) =

h(l, l). De�nimos
g(l,m) = 1

2

[
h(l,m) + h(m, l)

].Claramente, g es simétria, es deir, g(l,m) = g(m, l), además,
g(l, l) = 1

2

[
h(l, l) + h(l, l)

]
= q(l)y la bilinealidad de g se sigue de la bilinealidad de h.Ahora probemos la uniidad, notemos que si q(l) = g1(l, l) = g2(l, l), donde g1 y g2 son formasbilineales y simétrias, entones la forma g = g1 − g2 es bilineal y simétria y g(l, l) = 0 paratodo l ∈ L y de auerdo a la prueba del Teorema 1.6.1 se sigue que g(l,m) = 0 para todo

l,m ∈ L. Con lo ual se ompleta la prueba. �Notemos que si q(l) = g(l, l) y g es simétria, entones
g(l,m) = 1

2

[
q(l +m) − q(l) − q(m)

].Hemos estableido on esto que las geometrías ortogonales (on araterístia 6= 2) pueden serinterpretadas omo geometrías de pares (L, q), donde q : L → K es una forma uadrátia. Entérminos de oordenadas, la forma uadrátia es esrita omo
q(~x) =

∑n

i,j=1 aijxixjdonde la matriz (aij) es simétria, esto es, aij = aji para i, j = 1, . . . , n.
1.9.1. Reduión de una forma uadrátia a una suma de uadradosSea q : L −→ K dada por

q(x1, . . . , xn) =
∑n

i,j=1 aijxixj , aij = aji16



CAPÍTULO 1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO1.9. FORMAS CUADRÁTICASuna forma uadrátia sobre el ampo K on araterístia 6= 2. El siguiente proedimiento esun método prátio para enontrar una sustituión lineal de variables xi que simpli�que a q auna suma de uadrados on oe�ientes. Para esto onsideremos los siguientes asos:
CasoI. Existe un oe�iente no ero en la diagonal.Renombrando las variables podemos asumir que a11 6= 0, entones

q(x1, . . . , xn) = a11x
2
1 + x1

(
2a12x2 + · · · + 2a1nxn

)
+ q′(x2, . . . , xn),donde q′(x2, . . . , xn) =

∑n

i,j=2 ai,jxixj es una forma uadrátia de menor o igual a n−1 variables,pues tiene asoiada la forma bilineal h : L× L→ K de�na por
h
(
(x2, . . . , xn), (y2, . . . , yn)

)
=

n∑

i,j=2

ai,jxiyjon la propiedad q(l) = h(l, l) para todo l ∈ L. Ahora ompletando el uadrado, se tiene
q(x1, . . . , xn) = a11

(
x1 + a12

a11
x2 + · · ·+ a1n

a11
xn

)2

+ q′′(x2, . . . , xn),donde
q′′(x2, . . . , xn) = q′(x2, . . . , xn) − a11

(a12

a11
x2 + · · ·+ a1n

a11
xn

)2

= q′(x2, . . . , xn) −
1

a11

(
a12x2 + · · ·+ a1na11xn

)2es la nueva forma uadrátia de menor o igual a n − 1 variables, pues es la diferenia de dosformas uadrátias. Ahora si ajustamos
y1 = x1 + a−1

11 (a12x2 + · · ·+ a1nxn), y2 = x2, . . . , yn = xnobtenemos en las nuevas variables la forma
a11y

2
1 + q′′(y2, . . . , yn)y el siguiente paso del algoritmo onsiste en apliar esto a q′′.

CasoII. Todos los oe�ientes de la diagonal son ero. Si en general q = 0, entones nada hayque haer: q =
∑

0 · x2
i .Por otro lado, renombrando las variables, podemos asumir que a12 6= 0, entones

q(x1, . . . , xn) = 2a12x1x2 + x1l1(x3, . . . , xn) + x2l2(x3, . . . , xn) + q′(x3, . . . , xn)donde l1, l2 son formas lineales y q′ es una forma uadrátia. Consideremos
x1 = y1 + y2, x2 = y1 − y2, xi = yi, i ≥ 3.17



CAPÍTULO 1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO1.9. FORMAS CUADRÁTICASentones en las nuevas variables la forma q está dada por
2a12(y

2
1 − y2

2) + q′′(y1, . . . , yn)donde q′′ no ontiene términos on y2
1, y

2
2. Por lo tanto podemos apliar el método de separaiónde uadrados para reduir una vez más el problema a términos de menor grado y apliandosuesivamente estos pasos nos dará una forma del tipo∑n

i=1 aiz
2
i . La sutituión �nal de variablesserá no degenerada ya que todas las sustituiones intermedias son no degeneradas.La sustituión �nal de variables ui = (| ai |)

1

2 zi on ai 6= 0 en el aso K = R y ui = (ai)
1

2 zi on
ai 6= 0 en el aso K = C, se puede reduir omo una suma de uadrados on oe�ientes 0, ±1,ó , 0,1, respetivamente.A ontinuaión mostramos un ejemplo de este proedimiento.Ejemplo 1.9.1. Simpli�ar la siguiente forma uadrátia a una suma de uadrados

q(x1, x2, x3, x4) = x2
1 + 2x1x3 + 2x2x3 + 2x2x4 + 2x3x4 + x2

4.Demostraión. Como existe un oe�iente no ero en la diagonal apliamos el Caso I. Entones
q(x1, x2, x3, x4) = x2

1 + x1(2x3) + q′(x2, x3, x4)donde
q′(x2, x3, x4) = 2x2x3 + 2x2x4 + 2x3x4 + x2

4.Completando uadrados, enontramos
q(x1, x2, x3, x4) = (x1 + x3)

2 + q′′(x2, x3, x4)on
q′′(x2, x3, x4) = 2x2x3 + 2x2x4 + 2x3x4 + x2

4 − x2
3.Ahora si ajustamos y1 = x1 + x3, y2 = x2, y3 = x3, y4 = x4. Obtenemos en las nuevas variablesla forma

q(y1, y2, y3, y4) = y2
1 + q′′(y2, y3, y4).El siguiente paso es apliar lo mismo para q′′, esto es,

q′′(x2, x3, x4) = x2
4 + 2x4(x2 + x3) + (2x2x3 − x2

3)

= (x4 + (x2 + x3))
2 − x2

2 − 2x2
3.Ajustando y4 = x4 + x2 + x3, y2 = x2, y3 = x3. Obtenemos,

q
′′

(y2, y3, y4) = y2
4 − y2

2 − 2y2
3.Con esto tenemos que la reduión de q a una suma de uadrados está dada por:

q(y1, y2, y3, y4) = y2
1 + y2

4 − y2
2 − y2

3.

�18



CAPÍTULO 1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO1.10. ALGORITMO DE ORTOGONALIZACIÓN Y POLINOMIOS ORTOGONALES1.10. Algoritmo de ortogonalizaión y polinomios ortogo-nalesEn esta parte se desribirá un algoritmo lásio para la onstruión de bases ortogonales yveremos ejemplos de apliaiones importantes de estas bases en el espaio de funiones.1.10.1. Algoritmo de Ortogonalizaión de Gram-ShmidtEl algoritmo de ortogonalizaión de Gram-Shmidt es un algoritmo muy importante enálgebra lineal que nos permite obtener una base ortonormal de un espaio a partir de unabase dada. Este proeso de ortogonalizaión puede verse en la onstruión de la prueba delsiguiente resultado en la ual examinaremos simultáneamente los asos ortogonal y Hermitiano.Proposiión 1.10.1. Sea (L, g) un espaio lineal on produto interno g y on una matrizortogonal o Hermitiana, de�nida en la base {e′1, . . . , e′n} y Li el espaio generado por {e′1, . . . , e′i},
i = 1, . . . , n. Supongamos que todos los subespaios Li son no degenerados. Entones existeuna base ortogonal {e1, . . . , en} tal que el espaio generado de {e1, . . . , ei} oinide on Li,
i = 1, . . . , n. Esta base es llamada la ortogonalizaión de la base iniial {e′1, . . . , e′n}. Cadavetor ei está determinado de manera únia salvo un fator esalar no ero.Demostraión. Construiremos ei por induión sobre i. Para e1 lo tomamos omo e′1.Si e1, e2, . . . , ei−1 fueron onstruidos previamente, entones obtenemos ei de la siguiente forma

ei = e′i −
i−1∑

j=1

xie
′
j , xi ∈ K (1.10.1)Como {e′1, . . . , e′i} genera a Li, se tiene que {e′1, . . . , e′i−1} y {e1, . . . , ei−1} generan a Li−1,entones el vetor ei junto on {e1, . . . , ei−1} generarán Li. Por lo tanto es su�iente probar que

ei es ortogonal a e′1, . . . , e′i−1. Las hipótesis implian que g(ei, e′k) = 0, k = 1, . . . , i− 1, o
∑i−1

j=1 xig(e
′
j, e

′
k) = g(e′i, e

′
k) k = 1, . . . , i− 1Este es un sistema de i−1 euaiones lineales on i−1 variables. La matriz de oe�ientes es lamatriz Gram de la base {e′1, . . . , e′i−1} del espaio Li−1, la ual es no singular por de�niión, demanera que xi existe y está determinado de manera únia. Cualquier vetor no ero ẽ ortogonala Li−1 es proporional a ei.Una soluión simple del sistema de euaiones es obtenido si ei es tomado de la forma

ei = e′i −
∑i−1

j=1 yjej , yi ∈ Kasumiendo que e1, . . . , ei−1 fueron previamente enontrados. Como e1, . . . , ei−1 son ortogonalesa pares, de la de�niión g(ei, ej) = 0, 1 ≤ j ≤ i− 1 se tiene que
yj =

g(e′i,ej)

g(ej ,ej)
, j = 1, . . . , i− 119



CAPÍTULO 1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO1.11. CONJUNTOS ORTOGONALES EN EL ESPACIO DE FUNCIONESEl punto prinipal de esta prueba es esribir explíitamente el sistema de euaiones lineales lasuales determinan suesivamente la soluión ei. Notar que la matriz de oe�ientes del sistema1.10.1 es la diagonal inferior de la matriz Gram de la base iniial
Gi = (g(e′j, e

′
k)), 1 ≤ j, k ≤ i.Ahora si no queremos estableer un algoritmo podemos haer la eleión de la siguiente manera.Utilizando la Propoisión 1.6.1 y la no degeneraión de Li−1 se tiene que Li = Li−1 ⊕ L⊥

i−1;
dimL⊥

i = dimLi − dimLi−1 y podemos tomar ei omo ualquier vetor no ero de L⊥
i−1 paraonformar una base de L. �Observaión 1.10.1. a) El proeso de ortogonalizaión de Gram-Shmidt freuentemente esusado en situaiones uando g(l, l) > 0 para todo l ∈ L, l 6= 0, esto es, es apliado a espaiosEulidianos y espaios unitarios los uales estudiaremos más adelante. En este aso todosubespaio de L es automátiamente no degenerado y ualquier base puede ser normalizada.La forma g on esta propiedad y su matriz Gram se denominan positiva de�nida.

b) Cualquier base ortonormal de un subespaio no degenerado L0 ⊂ L puede ser extendido auna base del espaio ompleto L. En efeto, omo L = L0 ⊕ L⊥
0 tomamos la base de L⊥

0 omoel extensión (o omplemento) de la base de L0 y así obtener la base para L, luego apliamos elalgoritmo de Gram-Shmidt a la base que se obtuvo en la extensión para obtener la base deseada.
1.11. Conjuntos ortogonales en el espaio de funionesAhora haremos una pequeña pausa en el espaio de funiones, en el ual tenemos de�nidosalgunos produto internos, on los uales se obtienen, mediante el proeso de ortogonalizaión,iertos onjuntos de polinomios omo son los polinomios trigonométrios, los polinomios deLegendre y en partiular los polinomios de Hermite que son los más importantes en nuestroestudio y haremos uso de ellos más adelante.Estudiaremos las funiones f1, f2 de�nidas sobre el intervalo (a, b) del eje real (a puede ser -∞y b puede ser ∞) y asumiendo valores reales o omplejos.Los produtos internos sobre espaios de funiones en análisis están de�nidas freuentementepor una expresión del tipo

g(f1, f2) =

∫ b

a

G(x)f1(x)f2(x)dx (1.11.1)o aso sesquilineal,
g(f1, f2) =

∫ b

a

G(x)f1(x)f̄2(x)dx (1.11.2)20



CAPÍTULO 1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO1.11. CONJUNTOS ORTOGONALES EN EL ESPACIO DE FUNCIONESdonde, G, f1 y f2 deben satisfaer iertas ondiiones de integrabilidad.La funión G es llamada el peso del produto g. El valor
g(f, f) =

∫ b

a

G(x)f(x)2dx o

∫ b

a

G(x) | f(x)2 | dxes el peso de mínimos uadrados de la funión f on peso G.El problema típio de aproximar la funión f por ombinaión lineal de alguna oleión defuniones dadas f1, . . . , fn, onsiste en enontrar los oe�ientes a1, . . . , an que minimien lospesos de la funión
f −

n∑

i=1

aifi (1.11.3)Despúes de ver los siguientes ejemplos (Polinomios trigonométrios, Polinomios de Legendre yPolinomios de Hermite) habrá evidenia de que los oe�ientes ai se enuentran partiularmenteen el aso de que {fi}ni=1 forme un sistema ortonormal relativo al produto interno g.1.11.1. Polinomios trigonométriosEl objetivo prinipal de mostrar ejemplos de onjuntos orotogonales en el espaio de fun-iones es ver omo están dadas las normalizaiones de las bases de estas formas on respetoal produto de�nido por las euaiones (1.11.1) y (1.11.2) según sea el ampo donde se estétrabajando. A ontinuaión se muestran omo ejemplo los polinomios trigonométrios y poste-riormente se darán otros ejemplos de otros onjuntos ortonormaes.Para los polinomios trigonométrios (o polinomios de Fourier) se tiene de�nida una funión depeso G = 1 y un rango (a, b) = (0, 2π). Los polinomios Trigonométrios son ombinaioneslineales de funiones cosnx y sin nx o ombinaiones de la funión einx, n ∈ Z.Esta forma es usualmente utilizada en la teoría de funiones de valor real y después en la teoríade funiones de valor omplejo. Ahora omo einx = cosnx + i sinnx, sobre C los espaios depolinomios de Fourier oiniden.El onjunto de funiones {1, cosnx, sin nx | n ≥ 1} así omo {einx | n ∈ Z} son linealmenteindependientes. Más aún, estos onjuntos forman sistemas ortogonales. En efeto,
∫ 2π

0

cosmx cos nxdx =

∫ 2π

0

sinmx sinnxdx =

{
π para m = n > 0
0 para m 6= n

∫ 2π

0

cosmx sin nxdx = 0

∫ 2π

0

eimx ¯einxdx =

∫ 2π

0

ei(m−n)xdx =

{
2π para m = n
0 para m 6= n21



CAPÍTULO 1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO1.11. CONJUNTOS ORTOGONALES EN EL ESPACIO DE FUNCIONESLos sistemas
{ 1√

2π
,

1√
π

cosnx,
1√
π

sin nx | n > 1
} { 1√

2π
einx | n ∈ Z

}están normalizados. Los produtos internos de ualquier funión f en [0, 2π] on elementos deestos sistemas son llamados Coe�ientes de Fourier de esta funión, los uales son:
a0 =

1√
2π

∫ 2π

0

f(x)dx (1.11.4)
an =

1√
π

∫ 2π

0

f(x) cosnxdx, n ≥ 1 (1.11.5)
bn =

1√
π

∫ 2π

0

f(x) sinnxdx, n ≥ 1 (1.11.6)para funiones reales y
an =

1√
2π

∫ 2π

0

f(x)e−inxdx, n ∈ Zpara funiones omplejas. Si la funión f es por sí misma un polinomio de Fourier, entonestendremos
f(x) =

1√
2π
a0 +

1√
π

∑

n≥1

(an cosnx+ bn sinnx)para funiones reales f , y
f(x) =

1√
2π

∞∑

n=−∞

ane
inxpara funiones omplejas f . Series in�nitas on esta estrutura son llamadas series de Fuorier.1.11.2. Polinomios de LegendrePara este aso la funión de peso y el intervalo están dados omo G = 1, (a, b) = (1,−1).Los polinomios de Legendre P0(x), P1(x), P2(x), . . . se obtienen omo resultado de apliar elproeso de ortogonalizaión a la base {1, x, x2, . . . } del espaio de polinomios reales, estos sonusualmente normalizados por la ondiión Pn(1) = 1. Con esta normalizaión su forma explíitaestá dada por el siguiente resultado.Proposiión 1.11.1.

P0(x) = 1, Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n, n > 1.22



CAPÍTULO 1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO1.11. CONJUNTOS ORTOGONALES EN EL ESPACIO DE FUNCIONESDemostraión. Como el grado del polinomio (x2 − 1)n es igual a 2n, el grado del polinomio
dn

dxn (x2 − 1)n es igual a n y también P1, P2, . . . , Pi generan el mismo espaio sobre R que
1, x, . . . , xi. Por lo tanto, en lugar de veri�ar la ortogonalidad de Pi, Pj, i 6= j, es su�ienteprobar que ∫ 1

−1

xkPn(x)dx = 0 para k < n.En efeto, integrando por partes obtenemos
∫ 1

−1

xk
dn

dxn
(x2 − 1)ndx = xk

dn−1

dxn−1
(x2 − 1)n |1−1 −k

∫ 1

−1

xk−1 d
n−1

dxn−1
(x2 − 1)ndx.El primer término de la dereha se anula, porque (x2 −1)n tiene un ero de orden n en el punto

±1, y ualquier derivada de orden menor tiene un ero en ese punto. Siguiendo de maneraanáloga puede apliarse al segundo término del lado dereho de esta última euaión y despuésde k pasos se llega a la integral
∫ 1

−1

dn−k

dxn−k
(x2 − 1)ndx =

dn−k−1

dxn−k−1
(x2 − 1)n |1−1= 0.Por otro lado, la fórmula de Leibnitz india que

dn

dxn

[
(x− 1)n(x+ 1)n

]
=

n∑

k=0

(
n

k

)
dk

dxk
(x− 1)n

dn−k

dxn−k
(x+ 1)nentones podemos representar Pn(x) de la siguiente manera

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n =

1

2nn!

dn

dxn

[
(x− 1)n(x+ 1)n

]
.En el punto x = 1 el término orrespondiente a k = n es el únio término que no se anula, estoes,

Pn(1) =
1

2nn!

(
n

n

)[ dn
dxn

(x− 1)n
]
(x+ 1)n |x=1=

1

2nn!
· 1 · n! · 2n = 1que es la ondiión de normalizaión, on lo que onluye la prueba.

�A ontinuaión mostramos los primeros polinomios de Legendre:
n = 0 P0(x) = 1

n = 1 P1(x) = x

n = 2 P2(x) =
1

2
(3x2 − 1)

n = 3 P3(x) =
1

2
(5x3 − 3x) 23



CAPÍTULO 1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO1.11. CONJUNTOS ORTOGONALES EN EL ESPACIO DE FUNCIONES
n = 4 P4(x) =

1

8
(35x4 − 30x2 + 3)

n = 5 P5(x) =
1

8
(63x5 − 70x3 + 15x)

n = 6 P2(x) =
1

16
(231x6 − 315x4 + 105x2 − 5)

n = 7 P7(x) =
1

16
(429x7 − 693x5 + 315x3 − 35x)

n = 8 P8(x) =
1

128
(6435x8 − 12012x6 + 6930x4 − 1260x2 + 35).1.11.3. Polinomios de HermiteLos polinomios de Hermite son los que más nos interesa en este trabajo, ya que estospolinomios además de que presentan propiedades importantes en el espaio de funionesresultan más adelante uando estudiemos al osilador armónio y ahí daremos la interpretaiónde estos polinomios.Para este aso de polinomios, G = e−x

2 , (a, b) = (−∞,∞). Los polinomios Hn(x) son elresultado de la ortogonalizaión de la base {1, x, x2, . . .} y su forma explíita es
Hn(x) = (−1)nex

2 dn

dxn
(e−x

2

)y se normalizan de auerdo al valor de la siguiente integral
∫ ∞

−∞

e−x
2

Hm(x)Hn(x)dx =

{
0 para m 6= n
2nn!

√
π para m = n .

(1.11.7)Para probar la integral 1.11.7 haremos uso de la siguiente propiedad de los polinomios deHermite
Hn(x) − 2nHn−1(x) = 0.Supongamos que m ≤ n y m = número de vees que se deriva por partes,

∫ ∞

−∞

e−x
2

Hm(x)Hn(x)dx = (−1)n
∫ ∞

−∞

Hm(x)
dn

dxn
(e−x

2

)dx

= (−1)n
[
Hm(x)

dn−1

dxn−1
(e−x

2

) |∞−∞ −
∫ ∞

−∞

dn−1

dxn−1
(e−x

2

)H
′

m(x)dx
]

= −(−1)n
∫ ∞

−∞

H
′

m(x)
dn−1

dxn−1
(e−x

2

)dx

= −(−1)n2m

∫ ∞

−∞

Hm−1(x)
dn−1

dxn−1
(e−x

2

)dx

= · · ·
= (−1)n+m2nm!

∫ ∞

−∞

dn−m

dxn−m
(e−x

2

)dx.24



CAPÍTULO 1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO1.11. CONJUNTOS ORTOGONALES EN EL ESPACIO DE FUNCIONESAhora probemos que
∫ ∞

−∞

dn−m

dxn−m
(e−x

2

)dx =

{
0 para m < n√
π para m = ny on esto se tendrá lo que queremos probar.En efeto, supongamos que m < n,

∫ ∞

−∞

dn−m

dxn−m
(e−x

2

)dx = (−1)n+m2mk!
[ dn−m−1

dxn−m−1
(e−x

2

)
]∞
−∞

= 0.Ahora si m = n, ∫ ∞

−∞

dn−m

dxn−m
(e−x

2

)dx =

∫ ∞

−∞

e−x
2

dxpara probar esta última integral tomemos omo
I =

∫ ∞

0

e−x
2

dxentones se tiene que ,
I2 =

∫ ∞

0

e−x
2

dx

∫ ∞

0

e−y
2

dy

=

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−(x2+y2)dxdy

=

∫ π
2

0

∫ ∞

0

e−r
2

rdrdθ

=

∫ π
2

0

dθ

2

=
1

2

π

2

=
π

4pues, ∫ ∞

0

e−r
2

rdr = ĺım
t→∞

∫ t

0

e−r
2

rdr = ĺım
t→∞

[e−t2

−2

]t
0

= ĺım
t→∞

( 1

2
− e−t

2

2

)
=

1

2por lo tanto, ∫ ∞

−∞

dn−m

dxn−m
(e−x

2

)dx =

∫ ∞

−∞

e−x
2

dx = 2I = 2
(√π

2

)
=

√
π.A ontinuaión se muestran los primeros polinomios de Hermite:

H0(x) = 1

H1(x) = 2x 25



CAPÍTULO 1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO1.11. CONJUNTOS ORTOGONALES EN EL ESPACIO DE FUNCIONES
H2(x) = 4x2 − 2

H3(x) = 8x3 − 12x

H4(x) = 16x4 − 48x2 + 12

H5(x) = 32x5 − 160x3 + 120x.

26



Capítulo 2OperadoresEste apítulo lo designamos sólo a iertos operadores de�nidos en espaios eulidianos yespaios unitarios. Para los espaios eulidianos se estudiarán los operadores ortogonales ypara los espaios unitarios, los operadores unitarios, los uales estudiaremos on detalle. Otrosoperadores que también analizamos son los operadores auto-adjuntos, de los que se daránalgunas araterizaiones importantes.2.1. Espaios EulidianosCuando tratamos on espaios on produto interno, inmediatamente pensamos en los espa-ios eulidianos ya que estos espaios son on los que se trabaja omúnmente y además umplenpropiedades muy importantes, por ejemplo la desigualdad de Cauhy-Bunyakovskii-Shwartz,y a su vez en estos espaios podemos hablar de lo que es una norma y una métria.De�niión 2.1.1. Un espaio eulidiano (L,g), es un espaio lineal real de dimensión �nitaon un produto interno simétrio (g = gt) y positivo de�nido (g(l, l) > 0, l 6= 0).Esribiremos (l,m) en lugar de g(l,m) y ‖ l ‖ por (l, l)
1

2 ; llamaremos al número ‖ l ‖ lalongitud del vetor l.A ontinuaión probemos las siguientes propiedades referentes a espaios eulidianos:a) Cualquier espaio Eulidiano L tiene una base ortonormal, es deir, los vetores son orto-gonales y tienen longitud igual a uno.En efeto, por el algoritmo de ortogonalizaión (seión 1.10.1) L tiene una base ortogonal
{l1, . . . , ln} por ser no degenerado. Ahora si tomamos { l1

‖l1‖
, . . . , ln

‖ln‖

} sigue siendo baseortogonal de L y además umple
∥∥∥∥∥

li
‖ li ‖

∥∥∥∥∥ =
( li
‖ li ‖

,
li

‖ li ‖
) 1

2

=
1

‖ li ‖
(li, li)

1

2 =
‖ li ‖
‖ li ‖

= 1.27



CAPÍTULO 2. OPERADORES2.1. ESPACIOS EUCLIDIANOSb) Por onseuenia de a) se tiene que L es isométrio al espaio Eulidiano Rn (n = dimL),donde
(~x, ~y) =

n∑

i=1

xiyi, ‖ ~x ‖=
( n∑

i=1

x2
i

) 1

2

.Muhas de las propiedades de espaios Eulidianos fueron desubiertas por la desigualdad deCauhy-Bunyakovskii-Shwarz, que a ontinuaión se meniona.Proposiión 2.1.1. (Desigualdad de Cauhy-Bunyakovskii-Shwarz). Sea L un espaio euli-diano, para ualesquiera l1, l2 ∈ L se umple que
| (l1, l2) |≤‖ l1 ‖‖ l2 ‖y la igualdad se umple si y sólo si los vetores son linealmente dependientes.Demostraión. Si l1 = 0, la igualdad se umple y l1, l2 son linealmente dependientes. Entonessupongamos que l1 6= 0. Para ualquier número real t se tiene

0 ≤‖ tl1 + l2 ‖2= (tl1 + l2, tl1 + l2) = t2 ‖ l1 ‖2 +2t(l1, l2)+ ‖ l2 ‖2 .Por lo tanto, el disriminante del trinomio uadrado debe ser no positivo, esto es,
(l1, l2)

2− ‖ l1 ‖2‖ l2 ‖2≤ 0y es ero si y sólo si este trinomio tiene una raíz real t0, es deir,
‖ t0l1 + l2 ‖2= 0 ⇔ l2 = −t0l1omo se quería probar. �Corolario 2.1.1. (Desigualdad del triángulo). Para ualquier l1, l2, l3 ∈ L

‖ l1 + l2 ‖≤‖ l1 ‖ + ‖ l2 ‖
y ‖ l1 − l3 ‖≤‖ l1 − l2 ‖ + ‖ l2 − l3 ‖Demostraión.

‖ l1 + l2 ‖2=‖ l1 ‖2 +2(l1, l2)+ ‖ l2 ‖2≤‖ l1 ‖2 +2 ‖ l1 ‖‖ l2 ‖ + ‖ l2 ‖2= (‖ l1 ‖ + ‖ l1 ‖)2de aquí se sigue la primera desigualdad y reemplazando l1 por l1 − l2 y l2 por l2 − l3 se obtienela segunda desigualdad. �Corolario 2.1.2. La funión N : L −→ R tal que N(l) =‖ l ‖ es una norma sobre L, y lafunión d : L× L −→ R tal que d(l,m) =‖ l −m ‖ es una métria sobre L.Demostraión. Probemos que efetivamente N es una norma sobre La) N(0) = (0, 0)
1

2 = 0, N(l) = (l, l)
1

2 > 0, l 6= 0, l ∈ L.b) N(al) = (al, al)
1

2 =| a | (l, l)
1

2 =| a | N(l) a ∈ R, l ∈ L.) N(l1 + l2) = (l1 + l2, l1 + l2)
1

2 ≤ (l1, l1)
1

2 + (l2, l2)
1

2 = N(l1) +N(l2), l1, l2 ∈ LPor otra parte, por la forma de omo fue de�nida d, es laro que d es una métria. �28



CAPÍTULO 2. OPERADORES2.1. ESPACIOS EUCLIDIANOS2.1.1. Ángulos y distanias en espaios eulidianosSean l1, l2 ∈ L vetores distintos de ero, la Proposiión 2.1.1 implia que
−1 ≤ (l1, l2)

‖ l1 ‖‖ l2 ‖
≤ 1.Por lo tanto, existe un únio ángulo φ, 0 ≤ φ ≤ π para el ual

cosφ =
(l1, l2)

‖ l1 ‖‖ l2 ‖
. (2.1.1)Este es el ángulo entre los vetores l1, l2. Ahora omo el produto es simétrio, entones elángulo es no orientable, es por eso que el ángulo sólo se toma entre 0 y π. De auerdo a laonvenión de que el ángulo ortogonal entre dos vetores es igual a π

2
, la geometría Eulidianapuede desarrollarse sistemátiamente de auerdo a estas de�niiones de longitud y ángulo, ylos espaios dos y tres dimensionales oiniden on los de la geometría lásia.Por ejemplo, el teorema de Pitágoras multidimensional es una onseuenia de las de�niiones.Si los vetores l1, . . . , ln son ortogonales a pares, entones

|
n∑

i=1

li |2=
n∑

i=1

‖ li ‖2 (2.1.2)La fórmula usual para osenos en geometría plana, apliada a un triángulo on lados l1, l2, l3está dada por
‖ l3 ‖2=‖ l1 ‖2 + ‖ l2 ‖2 −2 ‖ l1 ‖‖ l2 ‖ cosφdonde φ es el ángulo entre l1 y l2. El vetor l3 = l1 − l2, y esta fórmula se transforma en laidentidad

‖ l1 − l2 ‖2=‖ l1 ‖2 + ‖ l2 ‖2 −2(l1, l2)de auerdo on la de�niión de ángulo.Sean U, V ⊂ L dos subonjuntos en un espaio Eulidiano. Al número no negativo
d(U, V ) = inf{‖ l1 − l2 ‖| l1 ∈ U, l2 ∈ V }le llamaremos la distania entre U y V.Consideremos el siguiente aso partiular: U = {l}, V = L0 ⊂ L espaio lineal. Como estamosen un espaio Eulidiano, L0 es no degenerado y por tanto L = L0+L

⊥
0 y l = l0+l

′

0 donde l0 ∈ L0,
l
′

0 ∈ L⊥
0 . Los vetores l0, l′0 son las proyeiones ortogonales de l a L0, L

⊥
0 , respetivamente.Proposiión 2.1.2. La distania de l a L0 es igual a la longitud de la proyeión ortogonal de

l a L⊥
0 .Demostraión. El teorema de Pitágoras implia que para ualquier vetor m ∈ L0,

‖ l −m ‖2=‖ l0 + l
′

0 −m ‖2=‖ l0 −m ‖2 + ‖ l′0 ‖229



CAPÍTULO 2. OPERADORES2.1. ESPACIOS EUCLIDIANOSya que el vetor l0 −m ∈ L0 y l′0 ∈ L⊥
0 son ortogonales. Por lo tanto
‖ l −m ‖2≥‖ l′0 ‖2y la igualdad se umple sólo si m = l0, es deir para m = l0

d(l, L0) = inf{‖ l − l0 ‖| l0 ∈ L0} =‖ l′0 ‖2que es lo que se quería probar. �Ahora, si tenemos L0 ⊂ L y una base �ja de L0, queremos ver omo es la proyeión deualquier vetor en L on respeto a la base dada. Para esto se tiene la siguiente proposiión.Proposiión 2.1.3. Sean L un espaio Eulidiano, L0 ⊂ L y {e1, . . . , em} una base ortonormalde L0. La proyeión de l ∈ L a L0 está determinada por
l0 =

m∑

i=1

(l, ei)ei.y además
m∑

i=1

(l, ei)
2 ≤‖ l ‖2 .Demostraión. En efeto, l0 =

∑m

i=1 aiei, entones
(l0, ei) = (

m∑

i=1

aiei, ei) = ai(ei, ei) = ai.Por otro lado
(l0, ei) = (l0 + l

′

0, ej) = (l, ei)y por lo tanto ai = (l, ei) .Finalmente
d(l, L0) =‖ l −

m∑

i=1

(l, ei)ei ‖es el menor valor de ‖ l−r ‖ uando r se mueve a través de L0. Como ‖ l0 ‖2≤‖ l ‖2, de auerdoal teorema de Pitágoras tenemos
m∑

i=1

(l, ei)
2 ≤‖ l ‖2 .

�Como ejemplo de la Proposiión 2.1.3 onsideremos al espaio de funiones ontinuas realessobre [a, b], C[a, b], on el produto interno
(f, g) =

∫ b

a

f(x)g(x)dx30



CAPÍTULO 2. OPERADORES2.1. ESPACIOS EUCLIDIANOSeste espaio es de dimesión in�nita, pero nosotros en las siguientes desigualdades nos referimosa un número �nito de éstas funiones y también debemos onsiderar que estamos trabajandosobre un espaio Eulidiano de dimensión �nita:
(f, f) =

∫ b

a

f(x)2dx ≥ 0 y si (f, f) =

∫ b

a

f(x)2dx = 0, entonces f(x) = 0.La desigualdad de Cauhy-Bounyakovskii-Shwarz toma la forma
(∫ b

a

f(x)g(x)dx
)2

≤
∫ b

a

f(x)2dx+

∫ b

a

g(x)2dxy la desigualdad del triángulo toma la forma
(∫ b

a

(f(x) + g(x))dx
) 1

2 ≤
(∫ b

a

f(x)2dx
) 1

2

+
(∫ b

a

g(x)2dx
) 1

2

.Si (a, b) = (0, 2π) y ai, bi, son los oe�ientes de Fourier de la funión f(x) dados por laseuaiones 1.11.4, 1.11.5 y 1.11.6, entones el polinomio de Fourier
fN(x) =

1√
2π
a0 +

1√
π

N∑

n=1

(ancosnx+ bnsennx)es la proyeión ortogonal de f(x) sobre el espaio lineal generado por {1, cosnx, sennx | 1 ≤
n ≤ N}. La desigualdad | fN |≤| f |2 asume la forma

a2
0 +

N∑

i=1

(a2
i + b2i ) ≤

∫ 2π

a

f(x)2dxademás, omo el término de la dereha no depende de N y a2
i , b

2
i ≥ 0, la serie

a2
0 +

∞∑

i=1

(a2
i + b2i )onverge (pues la suesión de sumas pariales es reiente y aotada) para ualquier funiónontinua f(x) ∈ [0, 2π].2.1.2. Método de mínimos uadradosConsideremos el sistema de m euaiones lineales on n variables on oe�ientes reales

n∑

j=1

aijxj = bi, i = 1, . . . , m. (2.1.3)o equivalentemente
n∑

j=1

aijxj − bi = 0, i = 1, . . . , m. (2.1.4)31



CAPÍTULO 2. OPERADORES2.2. ESPACIOS UNITARIOSDe�niión 2.1.2. La desviaión de mínimos uadrados del sistema (2,1,3) está dada por
m∑

i=1

( n∑

j=1

aijxj − bi

)2

.Asumamos que m > n y el rango de la matriz de oe�ientes es igual a n. Entones,en general, el sistema no tiene soluión, pero nosotros trataremos de enontrar valores de lasvariables x0
1, . . . , x

0
n, tal que la desviaión de mínimos uadrados sea el menor valor posible, esdeir,

m∑

i=1

( n∑

j=1

aijx
0
j − bi

)2

.sea mínimo.Interpretemos las olumnas de la matriz de oe�ientes ei = (a1i, . . . , ami) y f = (b1, . . . , bm)omo vetores del espaio Eulidiano Rm on el produto interno usual.Tomando
e =

n∑

i=1

xieiobtenemos
m∑

i=1

( n∑

j=1

aij − bj

)2

=|
n∑

i=1

xiei − f |2Por otro lado la desviaión mínima se onsigue uando ∑n

i=1 x
0
i ei es la proyeión ortogonalde f al espaio generado por el vetor ei, para ada i, es deir, que los valores x0

i deben serenontrados de un sistema de n euaiones on m inognitas
( n∑

j=1

x0
i , ej

)
= (f, ej), j = 1, . . . , n.Este sistema es llamado sistema normal.2.2. Espaios UnitariosEn esta seión estudiaremos espaios unitarios, los uales son una variaión de los espaioseulidianos, pues muhos de los resultados que se obtienen en los espaios eulidianos bajopequeñas variaiones se siguen umpliendo en los espaios unitarios, esto nos da ierta failidadal tratarlos por la familiaridad que tenemos on los espaios eulidianos.De�niión 2.2.1. Un espaio unitario (L,g) es un espaio lineal omplejo, on g produtointerno Hermitiano positivo de�nido.Al igual que en espaios Eulidianos esribiremos (l,m) en lugar de g(l,m) y ‖ l ‖ por (l, l)

1

2 .Mostraremos más adelante que ‖ ‖ es una norma sobre L.32



CAPÍTULO 2. OPERADORES2.2. ESPACIOS UNITARIOSDe�niión 2.2.2. Un espaio de Hilbert L, es un espaio unitario el ual es ompleto onrespeto a la norma ‖ ‖, es deir, es ompleto on respeto a la norma induida por el produtointerno.Siguiendo un proedimiento análogo al utilizado en espaios Eulidianos se prueban lassiguientes a�rmaiones:a) Cualquier espaio unitario L de dimensión �nita tiene una base ortonormal.b) Por a), L es isomorfo al espaio oordenado unitario Cn (n = dimL), on el produto interno
(~x, ~y) =

n∑

i=1

xiȳi, ‖ ~x ‖=
( n∑

i=1

| xi |2
) 1

2

.Muhas de las propiedades de espaios unitarios son iguales a las propiedades de espaiosEulidianos. En partiular, si L es un espaio unitario de dimensión �nita, entones la deom-pleji�aión LR (donde la deompleji�aión de L signi�a que la multipliaión esalar es sólosobre R y no sobre C)[5℄ tiene la estrutura únia de un espaio Eulidiano, donde la norma
‖ ‖ de un vetor en LR es la misma que en L.En efeto, si {e1, . . . , en} es una base ortonormal de L y {e1, ie1, e2, ie2, . . . , en, ien} la baseorrespondiente de LR, entones

‖ l ‖2 = |
n∑

j=1

xjej |2

=
n∑

j=1

| xjej |2

=

n∑

j=1

| xj |2

=
n∑

j=1

(
(Rexj)

2 + (Imxj)
2
)donde la expresión de la dereha es el uadrado de la norma Eulidiana del vetor

n∑

j=1

Rexj(ej) +
n∑

j=1

Imxj(iej) =
n∑

j=1

xjejen la base ortonormal {ej , iej}. La uniidad se sigue de que la araterístia de R es diferentede 2 y entones para la forma uadrátia ‖ ‖, la forma bilineal simétria asoiada es únia deauerdo al Teorema 1.9.1.Los produtos internos Hermitianos sobre espaios omplejos no sólo induen estruturas orto-gonales, sino también estruturas simplétias sobre LR, de auerdo a la siguiente onstruión:retomemos temporalmente g(l,m) para representar un produto interno sobre L y onsideremos33



CAPÍTULO 2. OPERADORES2.2. ESPACIOS UNITARIOS
a(l,m) = Reg(l,m)
b(l,m) = Img(l,m)donde Reg(l,m) y Img(l,m) es la parte real e imaginaria del produto interno g(l,m),respetivamente.Entones se umple lo siguiente:Proposiión 2.2.1. a) a(l,m) es un produto interno simétrio y b(l,m) es un produto in-terno antisimétrio sobre LR; ambos produtos son invariantes bajo la multipliaión por

i, esto es, la estrutura anónia ompleja sobre LR,
a(il, im) = a(l,m), b(il, im) = b(l,m).b) a y b están relaionados por:
a(l,m) = b(il,m), b(l,m) = −a(il,m).) Cualquier par de formas invariantes a, b en LR, antisimétria y simétria, relaionadas por

b), de�ne un produto interno Hermitiano en L de auerdo a la fórmula
g(l,m) = a(l,m) + ib(l,m).d) La forma g es positiva de�nida si y sólo si la forma a es positiva de�nidaDemostraión. La ondiión de simetría Hermitiana g(l,m) = g(m, l) es equivalente al heho

a(l,m) + ib(l,m) = a(m, l) − ib(m, l)esto es, la simetría de a y la antisimetría de b. La ondiión g(il, im) = īig(l,m) = g(l,m) esequivalente a que a y b son i invariantes.La ondiión de C-linealidad de g de auerdo al primer argumento india la R-linealidad ylinealidad relativa a la multipliaión por i, esto es,
a(il,m) + ib(il,m) = g(il,m) = ig(l,m) = −b(l,m) + ia(l,m)y por tanto se sigue la relaión b) y la a�rmaión c).Finalmente

g(l, l) = a(l, l) + ib(l, l)) = a(l, l) − ib(l, l)por la antisimetría de b, así
g(l, l) = a(l, l)y por onseuenia se tiene d). �Corolario 2.2.1. Si la forma g es positiva de�nida y {e1, . . . , en} es una base ortonormal para

g, entones {e1, . . . , en, ie1, . . . , ien} es una base ortonormal para a y una base simplétia para
b. 34



CAPÍTULO 2. OPERADORES2.2. ESPACIOS UNITARIOSRegresando al espaio unitario L, la desigualdad de Cauhy-Bunyakovskii-Shwarz omplejatoma la forma siguienteProposiión 2.2.2. Para ualquier l1, l2 ∈ L

| (l1, l2) |2≤‖ l1 ‖2‖ l2 ‖2y la igualdad se umple si y sólo si los vetores son proporionales.Demostraión. Para ualquier real t tenemos
‖ tl1 + l2 ‖2 = (tl1 + l2, tl1 + l2)

= t2(l1, l1) + (tl1, l2) + (l2, tl1) + (l2, l2)

= t2 ‖ l1 ‖2 +t(l1, l2) + t(l1, l2)+ ‖ l2 ‖2

= t2 ‖ l1 ‖2 +2tRe(l1, l2)+ ‖ l2 ‖2≥ 0El aso l1 = 0 es trivial. Supongamos l1 6= 0, entones el disriminante del trinomio
t2 ‖ l1 ‖2 +2tRe(l1, l2)+ ‖ l2 ‖2es menor o igual a ero, esto es ,
(
Re(l1, l2)

)2 ≤‖ l1 ‖2‖ l2 ‖2.Pero si (l1, l2) =| (l1, l2) | eiΦ, Φ ∈ R, entones
Re
(
e−iΦl1, l2

)
= Re

(
e−iΦeiΦ | (l1, l2) |

)
=| (l1, l2) |por lo tanto

| (l1, l2) |2≤‖ e−iΦl1 ‖2‖ l2 ‖2=| e−iΦ |2‖ l1 ‖2‖ l2 ‖2=‖ l1 ‖2‖ l2 ‖2y la igualdad se umple si y sólo si ‖ t0e−iΦl1 + l2 ‖= 0 para un t0 ∈ R apropiado. �Exatamente de la misma manera que en el aso Eulidiano, se derivan los siguientesorolarios:Corolario 2.2.2. (Desigualdad del triángulo) Para ualquier l1, l2 ∈ L

‖ l1 + l2 ‖≤‖ l1 ‖ + ‖ l2 ‖

y ‖ l1 − l3 ‖≤‖ l1 − l2 ‖ + ‖ l2 − l3 ‖.Corolario 2.2.3. La longitud del vetor l es ‖ l ‖ la norma en L.Sólo la propiedad ‖ al ‖=| a |‖ l ‖ se veri�a un poo diferente,
‖ al ‖= (al, al)

1

2 = (aā(l, l))
1

2 =| a |‖ l ‖.35



CAPÍTULO 2. OPERADORES2.2. ESPACIOS UNITARIOS2.2.1. Ángulos en espaios unitariosSean l1, l2 ∈ L vetores no ero, la Proposiión 2.2.2 implia
0 ≤ ‖ (l1, l2) ‖

‖ l1 ‖‖ l2 ‖
≤ 1Por lo tanto, existe un ángulo φ, 0 ≤ φ ≤ π

2
, para el ual

cosφ =
‖ (l1, l2) ‖
‖ l1 ‖‖ l2 ‖

. (2.2.1)Sin embargo, en modelos muy importantes de las ienias naturales, esta misma antidad
‖(l1,l2)‖
‖l1‖‖l2‖

(más preisamente su uadrado) es interpretado no sólo omo el oseno de un ángulo,si no omo una probabilidad. En el siguiente apítulo desribiremos brevemente los postuladosde la Meánia Cuántia, que inluyen esta interpretaión.2.2.2. Distanias en espaios unitariosLa distania entre dos subespaios de un espaio unitario L es de�nido omo en espaiosEulidianos:
d(U, V ) = ı́nf

{
‖ l1 − l2 ‖| l1 ∈ U, l2 ∈ V

}
.La distania del vetor l al subespaio L0 es igual a la longitud de la proyeión ortogonal de la L⊥

0 . La prueba se hae de igual manera que en el aso Eulidiano.En partiular si {e1, . . . , em} es una base ortonormal de L0, entones
d(l, L0) =| l −

m∑

i=1

(l, ei)ei |y omo en el aso Eulidiano
|

m∑

i=1

(l, ei)ei |2=
m∑

i=1

| (l, ei) |2≤‖ l ‖2de auerdo al teorema de Pitágoras.Como en los asos anteriores, podemos introduir las desigualdades para funiones de valoromplejo
|
∫ b

a

f(x)ḡ(x)dx |2≤
∫ b

a

| f(x) |2 dx
∫ b

a

| g(x) |2 dx

y
(∫ b

a

| f(x) + g(x) |2 dx
) 1

2 ≤
(∫ b

a

| f(x) |2 dx
) 1

2

+
(∫ b

a

| g(x) |2 dx
) 1

2

.36



CAPÍTULO 2. OPERADORES2.3. OPERADORES ORTOGONALES Y UNITARIOS2.3. Operadores ortogonales y unitariosReordemos que en la seión 1.1 menionamos el onepto de operador lineal omo unaso partiular de funión multilineal. Entones la de�niión formal de un operador lineal es lasiguiente:De�niión 2.3.1. Sea V un espaio lineal sobre el ampo K y ℑ : V −→ V una funión. ℑ esun operador lineal si :a) ℑ(u+ v) = ℑ(u) + ℑ(v) u, v ∈ V.b) ℑ(ku) = kℑ(u) u ∈ V, k ∈ K.De�niión 2.3.2. Sea L un espaio lineal on el produto interno g y f : L −→ L unaisometría, esto es, un operador lineal invertible que umple la ondiión
g(f(l1), f(l2)) = g(l1, l2)Si L es un espaio eulidiano estos operadores son llamados ortogonales y si L es un espaioHermitiano los operadores son llamados unitarios.Proposiión 2.3.1. Sea L un espaio lineal de dimensión �nita on un produto interno simé-trio o Hermitiano no degenerado ( , ). Entones para que el operador lineal f : L −→ L seauna isometría es neesario y su�iente que ualquiera de las siguientes ondiiones se umpla:a) (f(l), f(l)) = (l, l) para todo l ∈ L (suponiendo que la araterístia del ampo esalar esdistinta de dos).b) Sea {e1, . . . , en} una base de L on la matriz gram G y sea A la matriz de f en esta base,entones
AtGA = G o AtGĀ = G.) f manda bases ortogonales en bases ortogonales.d) Si la signatura(Se. 1.8) del produto interno es igual a (p, q), entons la matriz de fen ualquier base ortonormal {e1, . . . , ep, ep+1, . . . , ep+q} on (ei, ei) = 1 para i ≤ p y

(ei, ei) = −1 para p+ 1 ≤ i ≤ p+ q satisfae la siguiente ondiión
At
(
Ep 0
0 −Eq

)
A =

(
Ep 0
0 −Eq

)o
At
(
Ep 0
0 −Eq

)
Ā =

(
Ep 0
0 −Eq

)en los asos simplétios y Hermitianos, respetivamente.37



CAPÍTULO 2. OPERADORES2.3. OPERADORES ORTOGONALES Y UNITARIOSDemostraión. a) En el aso simétrio por el Teorema 1.9.1 se tiene que para la forma uadrá-tia q(l) = h(l, l), h está de�nida de manera únia y además omo
q(l) = (l, l) = (f(l), f(l)) = q(f(l))y

(l,m) =
1

2

[
q(l +m) − q(l) − q(m)

]

=
1

2

[
q
(
f(l +m)

)
− q
(
f(l)

)
− q
(
f(m)

)]

=
1

2

[
q
(
f(l) + f(m)

)
− q
(
f(m)

)
− q
(
f(m)

)]

=
(
f(l), f(m)

)esto es, f preserva la polarizaión (ver Teorema 1.9.1).En el aso Hermitiano tenemos análogamente
Re(l,m) =

1

2

[
q(l +m) − q(l) − q(m)

]y en la Proposiión 2.2.1 iniso c), se demostró que (l,m) es reonstruido de manera úniaon Re(l,m) de auerdo a la fórmula
(l,m) = Re(l,m) − iRe(l,m)y por tanto f preserva (l,m).b) Si f es una isometría entones la matriz Gram de la base {e1, . . . , en} y {f(e1), . . . , f(en)}son iguales y además, las matries Gram son AtGA en el aso simétrio y AtGĀ en elaso simplétio.Reíproamente, si f transforma la base {e1, . . . , en} en {e′1, . . . , e

′

n} y sus matries Gramson iguales, entones f es una isometría.Los inisos ) y d) son asos partiulares de a) y b).
�De esta Proposiión 2.3.1 se sigue que operadores ortogonales (unitarios) son operadoresque en una y por tanto en ualquier base ortogonal son espei�ados por matries ortogonales(unitarias), es deir, por matries U que satisfaen las relaiones

UU t = En UŪ t = Endonde En es la matriz identidad.A ontinuaión menionaremos algunos grupos lásios de matries de los uales no daremosmás detalle en este trabajo, pero que los utilizaremos más adelante ( Ver más [5℄).38



CAPÍTULO 2. OPERADORES2.3. OPERADORES ORTOGONALES Y UNITARIOSa) El grupo lineal general GL(n,K), onsiste de matries de n×n no singulares sobre el ampo
K.b) El grupo lineal espeial SL(n,K), onsiste de matries de n × n sobre el ampo K ondeterminante igual a uno.) El grupo ortogonalO(n,K) que onsiste de matries de n×n las uales satisfaen la ondiión
AAt = En.Tales matries forman un grupo ya que:

EnE
t
n = En, A−1(A−1)t = A−1(At)−1 = (AAt)−1 = (Et

n)
−1 = En.d) El grupo ortogonal espeial SO(n,K), este es el grupo que onsiste de matries ortogonaleson determinante igual a uno

SO(n, k) = O(n,K) ∩ SL(n,K).La notaión SO(n) es usada en vez de SO(n,R).e) El grupo unitario U(n), onsiste de matries omplejas de n× n que satisfaen la ondiión
AĀt = En.Probemos que efetivamente este onjunto es un grupo:

EnĒn
t
= En

A−1Ā−1t = A−1((Ā)−1)t = A−1(Āt)−1 = (ĀtA)−1 = (Et
n) = Eny �nalmente

(AB)(ĀB)t = (AB)(ĀB̄)t = ABB̄tĀt = AĀt = En.Los elementos U(n) son llamadas matries unitarias.f) El grupo unitario espeial SU(n), onsiste de matries unitarias on determinante igual auno.Siguiendo la de�niión se tiene que
U(1) =

{
u ∈ C | uūt = 1

}
=
{
u ∈ C || u |= 1

}
=
{
eiφ | φ ∈ R

}

U(1) =
{
u ∈ R | uut = 1

}
=
{
u ∈ R | u2 = 1

}
=
{
± 1
}

= U(1) ∩ RAún más, si U ∈ O(n) = U(n)∩GL(n,R), entones UU t = En, y por ser U invertible (detU)2 =
1, asi detU = ±1.Ahora si

U =

(
a b
c d

)39



CAPÍTULO 2. OPERADORES2.3. OPERADORES ORTOGONALES Y UNITARIOSes una matriz ortogonal on determinante igual a -1, entones
(

a b
−c −d

)es una matriz ortogonal on determiante igual a 1.Matries de SO(2) tiene la forma
{( a b

c d

)
| ad− bc = a2 + b2 = c2 + d2 = 1, ac+ bd = 0

}pues
UU t =

(
a b
c d

)(
a c
b d

)
=

(
a2 + b2 ac+ bd
ac + bd c2 + d2

)
=

(
1 0
0 1

)
= E2y

det

(
a b
c d

)
= ad− bc = 1Entones ualquier matriz de tamaño dos puede ser representada en la forma

(
cosφ − sinφ
sin φ cosφ

)Con φ ∈ [0, 2π]. Esto representa la rotaión Eulidiana por un ángulo φ.De�niión 2.3.3. Sea L un espaio lineal sobre el ampo K y f un operador sobre L. Elespetro del operador f es el onjunto de sus eigenvalores, esto es,
{
λ ∈ K | f(x) = λx, x ∈ L, x 6= 0

}Al vetor x, x 6= 0, que satisfae la ondiión f(x) = λx se le llama eigenvetor orrespon-diente al eigenvalor λTeorema 2.3.1. a) Un operador f sobre un espaio unitario es unitario si y sólo si f esdiagonalizable en una base ortonormal y su espetro está situado sobre el írulo unitarioen Cb) Un operador f sobre un espaio Eulideano es ortogonal si y sólo si su matriz sobre unabase ortonormal tiene la forma:



A(φ1) . . .
A(φm) 0

1 . . .
1

0 −1 . . .
−1
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CAPÍTULO 2. OPERADORES2.3. OPERADORES ORTOGONALES Y UNITARIOSon,
A(φ) =

(
cos(φ) −sen(φ)
sen(φ) cos(φ)

).) Los eigenvetores de un operador ortogonal o unitario orrespondientes a diferentes eigen-valores son ortogonalesDemostraión. a) La su�ienia es lara pues si U = diag(λ1, . . . , λn), | λi |2= 1, entones
UŪ t = En, donde U es la matriz de un operador .Reíproamente, sea f un operador unitario, λ un eigenvalor de f y Lλ el orrespondien-te subespaio araterístio, entones L = Lλ + L⊥

λ . El subespaio Lλ es unidimensio-nal,invariante bajo f y la restriión de f a Lλ es un operador unitario unidimensional.Por lo tanto λ ∈ U(1), esto es, | λ |2= 1.Si probamos que los subespaios L⊥
λ son f invariantes, entones por induión sobre ladimensión de L podemos deduir que L puede ser desompuesto en una suma direta desubespaios unidimensionales invariantes y ortogonales a pares. Con lo ual probaríamosel resultado.En efeto, si l0 ∈ Lλ, l0 6= 0 y (l0, l) = 0 (l ∈ L⊥

λ ), entones
(l0, f(l)) = (f(λ−1l0), f(l)) = (λ−1l0, l) = λ−1(l0, l) = 0esto es, f(l) ∈ L⊥
λ (L⊥

λ es f − invariante) que es lo que se quería probar.b) En el aso ortogonal, la su�ienia se prueba por induión sobre la dimensión de L.Para los asos en que dimL = 1, 2 se hae el mismo proedimiento de a). Si dimL ≥ 3 y
f tiene un eigenvalor real λ, entones haemos otra vez L = Lλ +L⊥

λ y | λ |2= 1 (λ = ±1neesariamente). Finalmente si f no tiene eigenvalores reales, entones seleionamossubespaios L0 ⊂ L bidimensional f invariante de auerdo a [5,Cap. 1, Prop. 12.16℄. Para
SO(2) se tiene que en estos subespaios la matriz de la restriión de f en ualquier baseortonormal tiene la forma A(φ), Por lo tanto, sólo resta veri�ar que el subespaio L⊥

0 esinvariante bajo f .En efeto, si (l0, l) = 0 para todo l0 ∈ L0, entones
(l0, f(l)) = (f(f−1(l0)), f(l)) = (f−1(l0), l) = 0pues f−1(l0) ∈ L0 para todo l0 ∈ L0.) Sea f(li) = λili, i = 1, 2, entones

(l1, l2) = (f(l1), f(l2)) = (λ1l1, λ2l2) = λ1λ̄2(l1, l2)además omo | λi |2= 1, entones para λ1 6= λ2, tenemos λ1λ̄2 6= 1. Por lo tanto (l1, l2) = 0.Este argumento es apliable tanto para el aso unitario omo para el ortogonal. Con estose ompleta la prueba.
�41



CAPÍTULO 2. OPERADORES2.4. OPERADORES ADJUNTOS Y AUTO-ADJUNTOS2.4. Operadores adjuntos y auto-adjuntosCuando estudiamos operadores nos damos uenta que los operadores diagonalizables son lalase más simple e importante de los operadores lineales. También se ha visto por el Teorema2.3.1 que operadores en espaios eulidianos y unitarios on espetro real son diagonalizablesen alguna base ortonormal, los uales veremos más adelante que desempeñan un papel muyimportante.2.4.1. Operadores adjuntos en espaios on una forma bilinealEn esta seión estudiaremos operadores on araterístias muy espeiales, omo el adjuntode un operador y más espeí�amente estudiaremos los operadores auto-adjuntos y algunasaráterizaiones de estos.Teorema 2.4.1. Sea f : L −→M una funión lineal de espaios lineales. Entones existe unaúnia funión lineal f ∗ : M∗ −→ L∗ que satisfae la siguiente ondiión,
(f ∗(m∗), l) = (m∗, f(l))para todo m∗ ∈ M∗, l ∈ LDemostraión. Uniidad de f ∗. Sea f ∗
1 y f ∗

2 dos funiones que umplen la propiedad menionada.Entones (f ∗
1 (m∗), l) = (m∗, f(l)) = (f ∗

2 (m∗), l), para todo m∗ ∈ M∗, l ∈ L, por lo tanto sesigue que ((f ∗
1 − f ∗

2 )(m∗), l) = 0. Si �jamos m∗ y variamos l. Entones (f ∗
1 − f ∗

2 )(m∗) ∈ L∗, esuna funional lineal sobre L que asume sólo valores ero y por lo tanto es igual a ero, es deir,
f ∗

1 = f ∗
2 .Existenia de f ∗. Fijemos m∗ ∈ M∗ e introduimos la expresión (m∗, f(l)) omo una funiónsobre L. La linealidad de f y la bilinealidad de ( , ) implian que esta funión es lineal. Porlo tanto pertenee a L∗. Denotando f ∗(m∗) = (m∗, f). Las igualdades

f ∗(m∗
1 +m∗

2) = f ∗(m∗
1) + f ∗(m∗

2), f ∗(am∗) = af ∗(m∗)se siguen de la linealidad (m∗, f(l)) on respeto a m∗. Esto signi�a que f ∗ es una funiónlineal. �Ahora onstruyamos un operador sobre f ∗
1 : L −→ L tal que umpla la ondiión delTeorema 2.4.1 para posteriormente de�nir lo que es un operador adjunto. Para esto asumamosque una forma bilineal no degenerada g : L×L −→ K, que determina el isomor�smo g̃ : L −→

L∗ existe sobre L. Entones identi�amos L∗ on L por medio de g̃−1, y así podemos estudiar
g̃−1 ◦ f ∗ ◦ g̃ omo un operador sobre L.Si ahora denotamos a f ∗

1 por g̃−1 ◦ f ∗ ◦ g̃, tenemos que,
g
(
f ∗

1 (l), m
)

=
(
g̃(f ∗

1 (l)), m
)

=
(
f ∗ ◦ g̃(l), m

)

= (f ∗
(
g̃(l)), m

)

= (f ∗(l∗), m)42



CAPÍTULO 2. OPERADORES2.4. OPERADORES ADJUNTOS Y AUTO-ADJUNTOS
g
(
l, f(m)

)
=

(
g̃(l), f(m)

)

= (l∗, f(m)).Por la propiedad de f ∗ se tiene
g
(
f ∗

1 (l), m
)

=
(
f ∗(l∗), m

)
=
(
l∗, f(m)

)
= g
(
l, f(m)

)y así, f ∗
1 está de�nido de manera únia por la fórmula

g(f ∗
1 (l), m) = g(l, f(m)).

f ∗
1 es llamado el adjunto de f on respeto al produto interno g de auerdo a la siguientede�niión.De�niión 2.4.1. Sea L un espaio lineal on produto interno g. Un operador lineal f ∗ :
L −→ L es el adjunto de f : L −→ L on respeto al produto interno g si umple la siguientepropiedad

g(f ∗(l1), l2) = g(l1, f(l2)) para todo l1, l2 ∈ L.y uando f = f ∗, el operador f es llamado auto-adjunto.Muhas vees utilizaremos ( , ) en vez de g( , ).En el aso sesquilineal, g̃ de�ne un isomor�smo de L a L̄∗, por lo tanto el operador f̄ ∗ : L̄∗ −→
L̄∗, el ual está de�nido omo f̄ ∗(m) = f ∗(m), trans�ere a L on ayuda del isomor�smo g̃. Elsiguiente operador el ual llamaremos operador de transferenia g̃−1 ◦ f̄ ∗ ◦ g̃ : L −→ L es linealy lo denotaremos por f ∗

1 . Este operador f ∗
1 umple la siguiente fórmula en el aso sesquilineal

g
(
f ∗

1 (l), m
)

= g
(
l, f(m)

)El operador f : L −→ L on la propiedad f ∗
1 = f en espaios eulidianos y unitarios dedimensión �nita es llamado auto-adjunto (o en el aso eulidiano operador simétrio y en elaso unitario operador Hermitiano).Proposiión 2.4.1. Si el operador f : L −→ L en una base ortonormal está de�nido porla matriz A, entones el operador f ∗

1 está de�nido en la misma base por la matriz At (asoeulidiano) o Āt (aso unitario).En partiular, un operador es auto-adjunto si y sólo si su matriz en una base ortonormal essimétria o hermitianaDemostraión. Denotemos el produto interno en L por paréntesis y por vetores las olumnasque son las oordenadas en una base ortonormal. Entones tenemos
(
f(~x), ~y

)
=
(
A~x
)t
~y =

(
~xtAt

)
~y = ~xt

(
At~y
)

=
(
~x, f ∗

1 (~y)
)en el aso eulidiano. De aquí se sigue que la matriz de f ∗

1 es igual a At. De igual manera sehae para el aso hermitiano. �43



CAPÍTULO 2. OPERADORES2.5. OPERADORES AUTO-ADJUNTOS Y PRODUCTOS INTERNOS2.5. Operadores auto-adjuntos y produtos internosEn esta última seión estudiaremos la relaión que existe entre el onjunto de operadoresautoadjuntos y el onjunto de produtos internos, así omo también las ondiiones bajo lasuales un operador es auto-adjunto en un espaio eulidiano o unitario.Sea L un espaio on un produto interno simétrio o hermitiano ( , ). Entones para ual-quier operador f : L −→ L podemos obtener un nuevo produto interno ( , )f sobre L, porla fórmula, (
l1, l2

)
f

=
(
f(l1), l2

)
.Supongamos que L es no degenerado, usando el onepto de un operador auto-adjunto, se tiene,

(l2, l1)f = (f(l2), l1) = (l2, f
∗(l1)) = (f ∗(l1), l2) = (l1, l2)f∗en el aso eulidiano, y análogamente

(l2, l1)f = (f(l2), l1) = (l2, f ∗(l1)) = (f ∗(l1), l2) = (l1, l2)f∗en el aso unitario.Por lo tanto, si el operador f es auto-adjunto, entones la nueva métria (l1, l2)f será tambiénsimétria o hermitiana.El reíproo es ierto y se veri�a inmediatamente on la Proposiión 2.4.1.Hemos estableido una biyeión entre el onjunto de operadores auto-adjuntos y produtosinternos simétrios en un espaio en el ual un produto interno no degenerado está en términosde otro. En el aso simétrio y hermitiano después de obtener una base ortonormal, en ellenguaje de matries, la matriz Gram de ( , )f es la transpuesta de la matriz de f .Teorema 2.5.1. a) Para que un operador f en espaios eulidianos o espaios unitarios dedimensión �nita sea auto-adjunto es neesario y su�iente que sea diagonalizable en unabase ortonormal y tenga un espetro real.b) Los eigenvetores de un operador auto-adjunto orrespondientes a eigenvalores distintos sonortogonales.Demostraión. a) Sea {e1, . . . , en} una base ortonormal en L y sea f : L −→ L un operadorlineal para el ual f(ei) = λiei, λi ∈ R, i = 1, . . . , n, entones
(f(l1), l2) = (l1, f(l2)) para todo l1, l2 ∈ LEn efeto,

(f(l1), l2) =
(
f(
∑
xiei),

∑
yjej

)
=
∑
λixiyi o (

∑
λixiȳi)

(l1, f(l2)) =
(∑

xiei, f(
∑
yjej)

)
=
∑
λixiyi o (

∑
λixiȳi)44



CAPÍTULO 2. OPERADORES2.5. OPERADORES AUTO-ADJUNTOS Y PRODUCTOS INTERNOSy on esto probamos la su�ienia.Por otro lado, el heho de que el espetro es real en el aso unitario es fáil estableerlo deauerdo a lo siguiente. Sea λ un eigenvalor de f y sea l ∈ L el orrespondiente eigenvetor,entones
λ(l, l) = (f(l), l) = (l, f(l)) = λ̄(l, l)por lo tanto λ = λ̄, pues (l, l) 6= 0. El aso ortogonal se redue al aso unitario siguiendoel siguiente esquema. Examinemos el espaio ompleji�ado LC (LC : L⊕ iL, suma sobre

R)[5,Cap.1,Se. 12℄ e introduimos un produto interno sesquilineal de auerdo on lafórmula
(l1 + il2, l3 + il4) = (l1, l3) + (l2, l4) + i(l2, l3) − i(l1, l4)on la ual LC se transforma en un espaio unitario, pues

(l3 + il4, l1 + il2)
t
= (l1 + il2, l3 + il4)y además este produto es positivo de�nido y fC : LC −→ LC se transforma en unoperador hermitiano sobre LC.El espetro de fC oinide on el espetro de f ya que ualquier base real de L es tambiénbase ompleja de LC, f y fC tienen bases idéntias y por lo tanto el espetro es real. Ambosasos pueden ser estudiados de manera paralela apliando induión sobre la dimensiónde L.El aso dimL = 1 es trivial. Para dimL > 1 seleionamos un eigenvetor λ y su o-rrespondiente subespaio araterístio L0, y haiendo el onjunto L1 = L⊥

0 , entones
L = L0⊕L⊥

1 . El subespaio L1 es invariante on respeto a f , esto es, que si l0 ∈ L0, l0 6= 0y l ∈ L1, (l0, l) = 0, entones
(l0, f(l)) = (f(l0), l) = λ(l0, l) = 0de tal manera que f(l) ∈ L. Por la hipótesis de induión sobre la restriión de f a Les diagonalizable en la base ortonormal de L1. Agregando el vetor l0 ∈ L0, | l0 |= 1,obtenemos la base requerida para L.b) Sea f(l1) = λ1l1, f(l2) = λ2l2, entones

λ1(l1, l2) = (f(l1), l2) = (l1, f(l2)) = λ2(l1, l2)de aquí que si λ1 6= λ2, entones (l1, l2) = 0.
�Corolario 2.5.1. Cualquier matriz real simétria o ompleja hermitiana tiene un espetro realy es diagonalizable.Demostraión. Construimos, en términos de la matriz A (real simétria o ompleja hermitiana)un operador auto-adjunto en el espaio oordenado R

n o C
n on una métria anónia eulidianao unitaria, y apliando el Teorema 2.5.1 se tiene un espetro real y es diagonalizable. Másaún, podemos obtener una matriz X tal que X−1AX es diagonal y X está en O(n) o U(n)respetivamente. �45





Capítulo 3Coneptos básios de Meánia CuántiaLa meánia uántia, también onoida omo meánia ondulatoria, es la rama de la físiaque estudia el omportamiento de la materia uando las dimensiones de esta son tan pequeñas,que empiezan a notarse efetos omo la imposibilidad de onoer simultáneamente su posiióny veloidad, sin afetar a la propia partíula. [8℄ Las leyes de la meánia uántia no puedendemostrase de manera semejante a lo que suede on las leyes de Newton y las euaiones deMaxwell. Sin embargo, se espera que estas leyes puedan deduirse, más o menos diretamenteomo onseuenias lógias de iertos experimentos seleionados. La desripión uántia dela naturaleza es demasiado abstrata para que esto sea posible. Los oneptos básios de lateoría uántia están fuera del alane de la experienia diaria pero no son muy ompliadosde entender. Estos oneptos básios son los siguientes:Funión de estados: La desripión de un sistema se hae mediante la espei�aión deuna funión espeial, llamada funión de estado del sistema, la ual no puede observarsediretamente. La informaión ontenida en la funión de estados es esenialmente esta-dístia o probabílistia. [8℄Observables: La espei�aión o determinaión de una funión de estados es onseueniade un onjunto de observaiones y mediiones de las propiedades físias o atributos delsistema estudiado. Propiedades que pueden medirse, tales omo la energía, momentolineal, momento angular y otras variables dinámias son llamadas observables. [8℄Observaiones u observables se representan por Operadores.El proeso de observaión exige que haya ierta interaión entre el instrumento de medida yel sistema observado. Clásiamente pueden suponerse estas interaiones tan pequeñas omose requiera, generalmente se toman in�nitesimales, en este aso el sistema no se perturba porla observaión, pero a esala uántia, la interaión tiene araterístias disretas y no puededisminuir inde�nidamente, sino hasta ierto límite. [8℄El ato de observar provoa en el sistema iertas perturbaiones inontrolables e irreduibles.La observaión de la propiedad A provoará ambios inontrolables en otra observable B rela-ionado on este. [8℄La noión de que la observaión preisa de una propiedad provoa que una segunda propiedad47



CAPÍTULO 3. CONCEPTOS BÁSICOS DE MECÁNICA CUÁNTICA3.1. EL PRINCIPIO DE INCERTIDUMBRE DE HEISENBERG(llamada omplemento de la primera) sea inobservable, es un onepto exlusivamente uántiosin analogía en la físia lásia. Las araterístias de ser onda o partíula, nos proporiona unejemplo de un par de propiedades omplementarias. La dualidad partíula-onda de sistemasuántios es una a�rmaión del heho de que todos los sistemas pueden exhibir ualquiera delas dos propiedades dependiendo de las observaiones realizadas sobre el sistema.Las variables dinámias posiión y momento lineal, son un ejemplo más uantitativo de unapareja de observables omplementarios. Al observar la posiión de una partíula, por ejemploiluminándola, neesariamente provoará una perturbaión en su momento lineal. Este resulta-do es onseuenia de la masa orpusular de la luz; la medida de la posiión de una partíulaexige que por lo menos un fotón hoque on la partíula, siendo esta olisión la que provoala perturbaión. Conseuenia inmediata de esta relaión entre mediión y perturbaión es quelas trayetorias preisas de las partíulas no pueden de�nirse uántiamente.La existenia de una trayetoria de�nida implia el onoimiento de la posiión y del momentolineal de la partíula en el mismo instante, pero el onoimiento simultáneo de ambas pro-piedades no es posible, la mediión de una de ellas provoa una perturbaión inontrolable yapreiable en la otra, omo es el aso de sistemas uántios.Estas perturbaiones mutuas o inertidumbre no son debidas a la ténia experimental, sononseuenias inevitables de la mediión u observaión. La existenia inevitable de estos efe-tos para una pareja de variables omplementarias fue enuniada por Heisenberg en su famosoPrinipio de inertidumbre. [2℄3.1. El prinipio de inertidumbre de HeisenbergUn aspeto importante al onsiderar las variables dinámias omo operadores, es que lapropiedad no omutativa de los operadores en meánia uántia tienen un signi�ado preisoen funión de observaiones y mediiones.La espei�aión de una funión de estado partiular, implia que el sistema estudiado ha sidopreparado mediante una seuenia de observaiones. Medir el valor de una variable dinámia esequivalente a operar sobre la funión de estado on el operador que representa a esta variable.En general, bajo el punto de vista uántio, una mediión provoa perturbaiones en el sistemaobservado. Por lo tanto, la mediión de la propiedad A no proporiona neesariamente el mismoresultado si se lleva aabo despues de medir la propiedad B o se realiza previamente a esta, yaque la perturbaión provoada al medir B puede ausar ambios en el valor A. En este aso A y
B no onmutan pero si onmutarían si no hubiera interferenia. El prinipio de inertidumbrese re�ere preisamente a la interferenia provoada por la observaión.La interpretaión físia de la relaión mate �matia [3℄

△f̂ψ△ĝψ ≥ 1

2
| ([f, g]ψ, ψ) |es la siguiente: si una partíula se enuentra en ierta región △f̂ψ sin importar el signi�a-do, entones su momento lineal se enuentra en △ĝψ, y reíproamente. En otras palabras, laposiión y el momento lineal de una partíula no pueden onoerse ( determinarse o medirse)48



CAPÍTULO 3. CONCEPTOS BÁSICOS DE MECÁNICA CUÁNTICA3.2. DESARROLLO DE LAS LEYES DE LA MECÁNICA CUÁNTICAsimultáneamente on preisión arbitraria, sino hasta ierto límite �jado por la relaión anterior.Siendo esta una versión matemátia no muy preisa del prinipio de inertidumbre enuniadopor Heisenberg. Este prinipio demuestra que las trayetorias lásias no tienen un signi�adopreiso en el dominio de la meánia uántia. [8℄En general, la relaión de inertidumbre se umple entre parejas de variables dinámias anóni-amente onjugadas o omplementarias, es deir, entre propiedades físias del sistema estudiadoque guardan alguna dependenia mutua.3.2. Desarrollo de las leyes de la meánia uántiaAhora empezaremos por el estudio de las leyes de la meánia uántia, onsiderando algunosexperimentos y observaiones que resaltan la naturaleza dual de la materia y de la ual seonluye que las trayetorias preisas de partíulas no existen, omo lo plantea la meánia deNewton y omo onseuenia surge el problema de ómo araterizar el estado de movimientode un sistema uántio y de ómo desribirlo.3.2.1. El aspeto ondulatorio de las partíulasEn 1927 Davisson y Germer realizaron un experimento que onsistía en la dispersión de unhaz de eletrones por un ristal, el ual revela los elementos básios de la desripión uántia dela naturaleza. Este experimento fue diseñado prinipalmente para omprobar la prediión deDe Broglie, según la ual, en analogía a las propiedades orpusulares de la luz, perfetamenteestableidas, también puede asoiarse a una partíula de momento lineal p una onda λ que sellama longitud de onda de De Broglie expresado omo
λ =

ℏ

pdonde ℏ es la onstante de Plank. [2℄Los resultados más importantes de Davisson y Germer son los siguientes:a) Los eletrones poseen propiedades de partíulas y de onda y la relaión de De Broglie esierta.b) No puede deduirse exatamente el omportamiento de un eletrón sino úniamente suomportamiento probable.) En meánia uántia no existen trayetorias de�nidas.3.2.2. Complementariedad y el prinipio de orrespondeniaLas onlusiones del experimento llevan a grandes di�ultades oneptuales, que de algunamanera se tiene que reoniliar on los oneptos lásios de partíula y onda. Para esto inter-viene el prinipio de omplementariedad [8℄ enuniado por primera vez por Bohr.49



CAPÍTULO 3. CONCEPTOS BÁSICOS DE MECÁNICA CUÁNTICA3.3. ECUACIÓN DE SCHRÖDINGER PARA LA PARTÍCULA LIBREEn forma general, el prinipio de omplementariedad nos die que la desripión uántia delas propiedades de un sistema físio se expresan en términos de parejas de variables mutuamen-te omplementarias. La presiión en la determinaión de una de las variables, neesariamenteimplia una impreisión de la otra.Como otro ejemplo de omplementariedad es, la posiión y el momento lineal, el ual estudia-remos más adelante.Se han planteado experimentos que la Meánia Clásia no puede expliar y a su vez ponenen mani�esto iertos aspetos de la Meánia Cuántia. Sin embargo, no hay que olvidar quela Méania Clásia tiene un dominio muy amplio, entones se tiene un requisito que debesatisfaer la Meánia Cuántia: en el límite lásio las prediiones de las leyes uántiasdeben de estar en orrespondenia on las prediiones lásias. Este priipio se le onoe omoprinipio de orrespondenia [8℄.3.3. Euaión de Shrödinger para la partíula libreAl estudiar la evoluión en el tiempo de una partíula libre, se han obtenido varias repre-sentaiones tanto integrales omo difereniales, en nuestro aso utilizaremos la representaióndiferenial que está motivada por la siguiente onsideraión: Una representaión integral es unaaraterizaión global, neesita la espei�aión de una funión, el estado iniial en todo elespaio en un tiempo dado y on esta informaión alular la soluión a un tiempo posterior.Entones es más omún dar una araterizaión loal, en la ual la informaión de las propie-dades del sistema en una veindad in�nitesimal del espaio-tiempo es su�iente para dar unasoluión. Esta desripión se logra mediante euaiones difereniales, se pre�ere esta últimaporque las euaiones difereniales dan un punto de vista poderoso e independiente que es in-dispensable al tratar problemas más ompliados de la partíula libre.La euaión de Shrödinger que determina el ambio de los estados en el tiempo de un sistemauántio está dada por: [2℄
∂ψ

∂t
= −iĤψ

( 1

iℏ
Ĥψ, si introducimos la constante de P lanck′s

)donde Ĥ es el operador Hamiltoniano (operador hermitiano, operador auto-adjunto) del siste-ma, el ual es el mismo que el operador energía.3.4. Modelaión matemátia de los postulados de la meá-nia uántiaEn Meánia Cuántia se postula que sistemas físios tales omo el elétron, un atómo dehidrógeno, et., pueden ser asoiados on un modelo matemátio que onsiste de los siguientesdatos 50



CAPÍTULO 3. CONCEPTOS BÁSICOS DE MECÁNICA CUÁNTICA3.4. MODELACIÓN MATEMÁTICA DE LOS POSTULADOS DE LA MECÁNICACUÁNTICAa) Un espaio unitario H, llamado espaio de estados del sistema, la mayor parte de estosespaios son espaios de Hilbert de dimensión �nita que se desempeñan omo un espaiode funiones en modelos de Físia del espaio o el espaio tiempo. EspaiosH de dimensión�nita surgen a groso modo, omo espaio de los grados de libertad internos de un sistema,esto es, si el sistema es onsiderado omo loalizado o si su movimiento en el espaio físiopuede ser despreiado.b) Los Rayos, son subespaios omplejos unidimensionales en H, a los que llamaremos estadosdel sistema.Toda informaión sobre el estado de un sistema,en un momento dado en el tiempo quedadeterminado por el rayo L ⊂ H o el vetor ψ ∈ L, que es llamada la funión ψ orrespondientea este estado.Postulado 3.4.1. El onjunto de funiones ψ forman un espaio lineal omplejo. [5]Este es el postulado prinipal el ual es llamado prinipio de superposiión , y la ombina-ión lineal ψ =
∑n

i=1 aiψi, ai ∈ C desribe la superposiión de los estados ψ1, . . . , ψn. Notemosque los rayos Cψi y no los ψi tienen signi�ado físio. Sin embargo ψj se eligen normalizados ylinealmente independientes, lo mismo que, ∑n

j=1 ajψj , entones la arbitrariedad en la eleiónde los vetores ψj en estos rayos se redue a la multipliaión por el número eiφj , que esllamado fase de los fatores, la misma arbitrariedad existe en la eleión de los oe�ientes ailos uales podemos haer reales y no negativos, esto junto on la ondiión de normalizaión∫
ψ∗ψdx = 1, donde ρ = ψ∗ψ es la densidad de probabilidad, hae posible de�nirlos de formaúnia.La suposiión más fuerte entre este esquema y la realidad onsiste en el heho de queontamos on sistemas físios Aψ (hornos) apaes de preparar muhos sistemas de salida enestados instantáneos ψ (más preisamente Cψ ) para diferentes ψ ∈ H, más aún, existeninstrumentos físios Bχ (�ltros), en los uales los sistemas de entrada en algún estado ψ sonabsorbidos, y el mismo sistema es observado en la salida posiblemente diferente en algún estado

χ o sin ambio alguno.El segundo postulado básio después del prinipio de superposiión de la Meánia Cuántiaes el siguiente:Postulado 3.4.2. Un sistema preparado en el estado ψ ∈ H puede ser observado inmediata-mente después en el estado χ ∈ H on probabilidad
| (ψ, χ) |2
| ψ |2| χ |2 = cos θdonde θ es el ángulo entre ψ y χ. [5]Notar que este postulado es pratiamente una apliaión de la euaión de Cauhy-Bunyakovskii-Shwarz ompleja dada por la Proposiión 2.2.2. Ahora si ψ y χ son normaliza-dos, entones la probabilidad indiada arriba es igual | (ψ, χ) |2, y el produto (ψ, χ), el ual51



CAPÍTULO 3. CONCEPTOS BÁSICOS DE MECÁNICA CUÁNTICA3.4. MODELACIÓN MATEMÁTICA DE LOS POSTULADOS DE LA MECÁNICACUÁNTICAes un número omplejo, es llamado probabilidad de amplitud de la transiión de ψ a χ.Cabe menionar que en la literatura es muy omún enontrar la siguiente notaión: El produtointerno (ψ, χ) que es antilineal on respeto al primer argumento lo esribimos en la forma
〈χ | ψ〉, en la que los estado iniiales y �nales se ordenan de dereha a izquierda. El símbolo
〈 | 〉 es llamado braket y orrespondientemente el símbolo | ψ〉 es el vetor ket y el símbolo
〈χ | el orrespondiente vetor bra. Desde el punto de vista matemátio | ψ〉 es un elemento de
H y el símbolo 〈χ | es el orrespondiente elemento del espaio de funiones antilineales H̄∗ y
〈χ | ψ〉 es el valor de χ sobre ψ. [7℄Si ψ, χ son ortogonales, esto es, (ψ, χ) = 0, entones el sistema preparado en el estado ψno puede ser observado (inmediatamente después de la preparaión) en el estado χ, esto es, nopasará a traves del �ltro Bχ. En todos los otros asos, hay una probabilidad no ero para unatransiión de ψ a χ. [7℄Los elementos de ualquier base ortonormal {ψ1, . . . , ψn} forman la base de estados del sistema.Suponiendo que tenemos �ltros Bψ1

, . . . , Bψn
, pasando repetidamente estos sistemas a través delos �ltros en el estado ψ =

∑n

i=1 aiψi, 0 ≤ ai ≤ 1 (ψ se asume normalizado), observamos ψi onprobabilidad a2
i . Los oe�ientes en esta ombinaión pueden ser teóriamente experimentalespara una prueba estadístia experimental. Esta es una de las razones por qué la MeániaCuántia requiere de una muestra estadístia grande.3.4.1. Valores promedio y el prinipio de inertidumbreSea f un observable, λi su espetro y H =

⊕
iH(λi) su orrespondiente desomposiiónortogonal. Estando en el estado ψ, | ψ |2= 1, f asume el valor λi on probabilidad (ψ, piψ),donde pi es la proyeión ortogonal del operador en H(λi). Por lo tanto, si reordamos omo sealula el valor promedio de una variable aleatoria disreta, entones el valor promedio f̂ψ dela antidad f en el estado ψ, obtenida de nuestras mediiones puede ser alulada omo

f̂ψ =
∑

i

λi(ψ, piψ) =
∑

i

(ψ, λipiψ) = (ψ, f(ψ))que en meánia uántia también se esribe omo
f̂(x) =

∫
f(x)ρ(x, t)dv,donde ρ(x, t) es la densidad de probabilidad y la integral ubre todo el espaio [7℄.En términos de la funión de estados ψ obtenemos

f̂(x) =

∫
ψ∗(x, t)f̂(x)ψ(x, t)dv,Por otro lado, si los operadores f y g son auto-adjuntos, entones el operador fg general-mente no es auto-adjunto, esto es,

(fg)∗ = g∗f ∗ = gf 6= fg52



CAPÍTULO 3. CONCEPTOS BÁSICOS DE MECÁNICA CUÁNTICA3.4. MODELACIÓN MATEMÁTICA DE LOS POSTULADOS DE LA MECÁNICACUÁNTICAsi f y g no onmutan. Sin embargo, f 2, f − λ(λ ∈ R) y el onmutador, [f, g] = (fg − gf) sonauto-adjuntos. Los dos primeros son fáil de veri�ar. Sólo probemos que el onmutador lo es.En efeto, [7℄
(1

i
[f, g](l1), l2

)
=

(1

i
(fg − gf)(l1), l2

)

=
(
l1,

−1

i
(gf − fg)(l2)

)

=
(
l1,

1

i
[f, g](l2)

)
.Ahora si tenemos un observable f y f̂ψ es el valor promedio de f en el estado ψ. Entones lavarianza o dispersión de f es la desviaión de mínimos uadrados de los valores de f y de susvalores promedio, esto es,

∆f̂ψ
2

=
(
(f − f̂ψ), (f − f̂ψ)

)y la desviaión estandar está dada por:
∆f̂ψ =

√(
(f − f̂ψ), (f − f̂ψ)

)
.De auerdo a estas de�niiones tenemos el siguiente resultado.Proposiión 3.4.1. Para ualesquiera operadores auto-adjuntos f, g en un espaio unitario seumple [5]

△f̂ψ · △ĝψ ≥ 1

2
| ([f, g]ψ, ψ) |Demostraión. Usando la propiedad

[f − f̂ψ, g − ĝψ] = [f, g]de los operadores auto-adjuntos f, g y apliando Proposiión 2.2.2, enontramos que si, f1 =
f − f̂ψ y g1 = g − ĝψ, entones,

| ([f, g]ψ, ψ) | = | ((f1g1 − g1f1)ψ, ψ) |
= | (g1ψ, f1ψ) − (f1ψ, g1ψ) |
= | (g1ψ, f1ψ) − (f1ψ, g1ψ)

t |
= | (g1ψ, f1ψ) − (g1ψ, f1ψ) |
= | 2Im(g1ψ, f1ψ) |
≤ 2 | (g1ψ, f1ψ) |
≤ 2

√
(f1ψ, f1ψ)

√
(g1ψ, g1ψ)

= 2△f̂ψ△ĝψ

�53



CAPÍTULO 3. CONCEPTOS BÁSICOS DE MECÁNICA CUÁNTICA3.4. MODELACIÓN MATEMÁTICA DE LOS POSTULADOS DE LA MECÁNICACUÁNTICALa apliaión de la desigualdad de Heisenberg [2℄ al aso de pares de observables onjugadosanónios, la ual satisfae la relaión [f, g] = Id, juega un papel espeial. Para esto se tieneque
△f̂ψ · △ĝψ ≥ 1

2
| ([f, g]ψ, ψ) |= 1

2
| (ψ, ψ) |= 1

2sin importar el estado ψ.Notemos que en espaios de dimensión �nita no hay pares de onjugados anónios, pues
Tr[f, g] = Tr(fg − gf) = 0 y TrId = dimH (donde Tr india la traza).3.4.2. Operadores auto-adjuntos en la Meánia CuántiaSea H el espaio de estados unitario de un sistema uántio. En físia, los estados estánaraterizados por determinar valores de algunas variables físias, tales omo energía, Spin,oordenadas, momento, et. Asumimos que ada variable toma omo punto de referenia alero y los posibles valores son números reales.El terer postulado de la Meánia Cuántia onsiste en lo siguiente:Postulado 3.4.3. Cualquier variable físia, uyo valor puede tomarse sobre los estados delsistema on espaio de estados H, puede ser asoiado on un operador auto-adjunto, f : H −→
H on las siguientes propiedades: [5]a) El espetro de f es un onjunto ompleto de valores de la variable, la ual puede serdeterminada mediante esta antidad en diferentes estados del sistema.b) Si ψ ∈ H es el eigenvetor del operador f on eigenvalor λ, entones midiendo estaantidad en el estado ψ, el valor λ será obtenido on erteza.) Más general, por medir la antidad f en un estado ψ, | ψ |2= 1, determinaremos el valor

λ del espetro de f on una probabilidad igual al uadrado de la norma de la proyeiónortogonal de ψ sobre el subespaio araterístio H(λ) orrespondiente a λ.Entones omo H puede desomponerse en una suma ortogonal direta ⊕m

i H(λi), λi 6=
λj, i 6= j, podemos expander ψ omo suma de sus respetivas proyeiones ψi ∈ H(λi), i =
1, . . . , m. El teorema de Pitágoras (2.1.2)

1 =| ψ |2=
m∑

i=1

| ψi |2es interpretado omo una a�rmaión del heho que se llevó aabo una mediión de f sobreualquier estado ψ, y obtenemos on probabilidad 1 uno de los posibles valores de f .Las variables físias menionadas y sus orrespondientes operadores son llamados observables.El postulado aera de observables es algunas vees interpretado más ampliamente y asumeque a ualquier operador auto-adjunto le orresponde algún observable físio.En espaios H de dimensión in�nita estos postulados se modi�an un poo. En partiular, en54



CAPÍTULO 3. CONCEPTOS BÁSICOS DE MECÁNICA CUÁNTICA3.4. MODELACIÓN MATEMÁTICA DE LOS POSTULADOS DE LA MECÁNICACUÁNTICAlugar de b) y c) se estudian las probabilidades de que al medir f en el estado ψ los valoresaigan dentro algún intervalo (a, b) ∈ R. Con este intervalo uno puede asoiar un subespaio
H(a,b) ⊂ H (la imagen del proyetor ortogonal Pa,b sobre⊕λi∈(a,b) H(λi) en el aso de dimensión�nita) y la probabilidad sería igual a

| P(a,b)ψ |2= (ψ, P(a,b)ψ)En el aso de dimensión in�nita puede sueder que el operador de observables esté de�nido sólosobre algunos subespaios H0 ⊂ H.3.4.3. Energía observable y la evoluión temporal del sistemaLa desripión de ualquier sistema uántio, junto on su estado espaialH, inluye la espe-i�aión del observable fundamental H : H −→ H, el ual es llamado la energía del observableo el Operador Hamiltoniano.Ahora que hemos de�nido el operador Hamiltoniano, el último postulado básio de meániauántia se fórmula en términos de este operador y lo enuniamos de la siguiente manera:Postulado 3.4.4. Si al tiempo ero el sistema está en el estado ψ y el sistema evoluiona sobreun intervalo de tiempo t omo un sistema aislado, en partiular, si no medimos durante esteperiodo, entones al tiempo t estaremos en un estado exp(−iHt)(ψ), donde
exp(−iHt

ℏ
) =

∞∑

n=0

(
− iH

ℏ

)n
tn

n!
: H −→ H [5]Teorema 3.4.1. El operador exp(− iHt

ℏ
) es unitario.Demostraión. Primero notemos que la ondiión para que un operador U se unitario dado enla De�niión 2.4.1 es equivalente a que UU∗ = U∗U = I. Entones de auerdo a esto se tiene,

U(t)U(t)∗ = exp(−iHt
ℏ

) exp(
iHt

ℏ
) = exp(

iHt

ℏ
) exp(−iHt

ℏ
) = U(t)∗U(t) = I

�Entones la evoluión de un sistema aislado está ompletamente determinado por el grupouniparamétrio de operadores unitarios {U(t) | t ∈ R}.La unidad físia (energía)×(tiempo) es denominada la aión. Muhos experimentos permi-ten determiar la unidad universal de aión, más onoida omo la onstante de Plank's,
ℏ = 1,055 × 10−34 erg.sec..También se tiene que omo el operador exp(− iHt

ℏ
) es lineal, este transforma rayos de H enrayos de H y en efeto atúa sobre el sistema de estados, y no simplemente sobre el vetor ψ.Por otro lado, ya hemos argumentado por qué nos interesan representaiones difereniales, laregla de evoluión puede representarse de la siguiente forma

d

dt
(e−

iHt
ℏ ψ) = −iH(e−

iHt
ℏ ψ)55



CAPÍTULO 3. CONCEPTOS BÁSICOS DE MECÁNICA CUÁNTICA3.5. OSCILADOR ARMÓNICOo tomando ψ(t) = e−
iHt

ℏ ψ,
dψ(t)

dt
=

1

iℏ
Hψ(t)la ual es la euaión de Shrödinger.3.4.4. Energía espetral y estados estaionarios de un sistemaEn lo siguiente se pone atenión prinipalmente al espaio de estados H de dimensión�nita.La energía espetral de un sistema es el espetro del HamiltonianoH . Los estados estaionariosson los estados que no ambian on el tiempo. Los rayos orrespondientes a estados esta-ionarios deben ser invariantes on respeto al operador e itH

ℏ , esto es, deben ser subespaiosaraterístios unidimensionales de este operador. Pero omo estos subespaios son los mismossubespaios del operador H . El eigenvalor Ei del Hamiltoniano, o el nivel de energía delsistema, orresponde al eigenvalor eitEj = cos
tEj

ℏ
+ i sin

tEj

ℏ
del operador evoluión, el ualvaría on respeto al tiempo.Si el operador H tiene un espetro simple, entones el espaio H tiene una base anóniaortonormal, que onsiste de vetores de los estados estaionarios, los uales están determinadoson un fator de fase eiφ. Si la multipliidad del nivel de energía E es mayor que uno, entoneseste nivel y el orrespondiente estado se die que son degenerados y a la multipliidad de E lellamaremos el grado de degeneraión.Todos los estados orrespondientes al nivel más bajo, es deir, el menor de los eigenvaloresde H , son llamados estados ground del sistema, los uales son únios, si el nivel más bajoes no degenerado. Este término se relaiona on la idea de que un sistema uántio nunapuede onsiderarse ompletamente aislado del mundo externo. Bajo iertas ondiiones es másprobable que la energía se pierda a ser absorbida, y el sistema tienda a aer en el estado másbajo. Por lo tanto, los estados del estado ground son denominados estados exitadores. [5℄3.5. Osilador armónioA ontinuaión se onsiderará el problema más importante de la meánia uántia, el osi-lador armónio. Esta importania se debe a su simpliidad ya que es uno de los poos ejemplosque se pueden resolver explíitamente. Primeramente analizaremos el osilador armónio desdeel punto de vista lásio y posteriormente estudiaremos el osilador armónio uántio esto onel �n de ver la disrepania que existen entre los resultados que arrojan estos enfoques.3.5.1. Osilador armónio lásioConsideremos una partíula de masa m moviendose a lo largo del eje X, ligada a un resorte.La fuerza total sobre diha partíula está dada por la ley de Hook, F = −kx y por la segunda56



CAPÍTULO 3. CONCEPTOS BÁSICOS DE MECÁNICA CUÁNTICA3.5. OSCILADOR ARMÓNICOley de Newtom F = ma, esto es, [1℄
m
(d2x

dt2

)
= −kxo equivalentemente

d2x

dt2
+
k

m
x = 0 (3.5.1)De�nimos la veloidad angular, ω, tal que ω2 =

k

m
. Esta se relaiona on la freuenia νmediante la relaión ω = 2πν o ν =

1

2π

√
k

m
.La euaión (3.5.1) se transforma en

d2x

dt2
+ ω2x = 0 (3.5.2)y resolviendo por el método de oe�ientes indeterminados proponemos x = eλt. Sustituyendoen la euaión (3.5.2) tenemos

λ2eλt + ω2eλt = 0

(λ2 + ω2)eλt = 0entones, λ2 + ω2 = 0; λ = ±iω, por lo tanto la soluión está dada por
x = Aeiωt +Be−iωt. (3.5.3)La veloidad V se obtiene derivando (3.5.3) respeto a t

V = iω
[
Aeiωt −Be−iωt

]
. (3.5.4)Las onstantes A y B se determinan espei�ando la posiión x y la veloidad en algún instante

t0. Para obtener una soluión simple, supongamos que para t = t0, x = x0 y V = 0, laseuaiones (3.5.3) y (3.5.4), serán,
x0 = Aeiωt0 +Be−iωt0

0 = Aeiωt0 −Be−iωt0resolviendo para A y B, obtenemos
A =

1

2
x0e

−iωt0 y B =
1

2
x0e

iωt0 .Reemplazando estos valores en la euaión (3.5.3), resulta
x =

1

2
x0

[
eiω(t−t0) + e−iω(t−t0)

]
.57



CAPÍTULO 3. CONCEPTOS BÁSICOS DE MECÁNICA CUÁNTICA3.5. OSCILADOR ARMÓNICOAhora omo cos(y) =
eiy + e−iy

2
y sin(y) =

eiy − e−iy

2i
, tenemos

x = x0 cos(ω(t− t0)) (3.5.5)
V =

dx

dt
= −ωx0 sin(ω(t− t0)). (3.5.6)La euaión (3.5.5) muestra que la partíula se mueve on movimiento sinusoidal entre −x0 y

x0. La euaión (3.5.6) muestra que la veloidad varía entre −ωx0 y ωx0.La energía total es,
E =

1

2
mV 2 +

1

2
kx2Usando las euaiones (3.5.5) y (3.5.6)

E =
1

2
mω2x2

0 sin2(ω(t− t0)) +
1

2
kx2

0 cos2(ω(t− t0))y omo ω2 =
k

m
, la euaión se redue a

E =
1

2
kx2

0. (3.5.7)Obsérvese que la energía total del osilador lásio depende sólo de la onstante de fuerza k ydel desplazamiento máximo x0 que es una antidad arbitraria.Ahora on respeto al momento lineal, P = mV , podemos expresar la energía total en ualquierinstante en la forma
E =

P 2

2m
+
kx2

2
. (3.5.8)La energía total, E, es una onstante para todo el movimiento.Cuando la partíula alanza los valores extremos, ±x0, el momento lineal, P = 0. Cuando

x = 0, el momento lineal toma su valor máximo, es deir, la partíula se mueve muy despaioen los extremos del desplazamiento y muy rápido en las eranías de x = 0.3.5.2. Osilador armónio uántioEn esta seión estudiamos el osilador armónio uántio , para el ual su Hamiltoniano esmuy pareido al osilador amónio lásio que ya se vio omo surge y uales son sus niveles deenergía, que posteriomente nos serviran para ver la disrepania que existe entre la formulaiónlásia y la uántia.A ontinuaión determinaremos los estados estaionarios del osilador armónio uántio. Laeuaión de Shrödinger independiente del tiempo está dada por:
Hψ = Eψ58



CAPÍTULO 3. CONCEPTOS BÁSICOS DE MECÁNICA CUÁNTICA3.5. OSCILADOR ARMÓNICOdonde H es el Hamiltoniano [7℄.
H =

P 2

2m
+ V =

P 2

2m
+

1

2
mω2x2y P = −iℏ d

dx
es el operador momento lineal. De aquí que,

−ℏ2

2m

d2ψ

dx2
+
mω2x2

2
ψ = Eψ

[
ℏ

2

2m

d2

dx2
− mω2x2

2
+ E

]
ψ(x) = 0

[
d2

dx2
− m2ω2x2

ℏ2
+

2m

ℏ2
E

]
ψ(x) = 0 (3.5.9)e introduimos las siguientes euaiones

ξ = x

√
mω

ℏ
, ε =

2E

ℏω
. (3.5.10)Con esto la euaión (3.5.9) se transforma en

(mω
ℏ

d2

dξ2
− mω

ℏ
ξ2 +

mω

ℏ
ε
)
ψ(ξ) = 0

mω

ℏ

( d2

dξ2
− ξ2 + ε

)
ψ(ξ) = 0.Para �nalmente obtener la siguiente euaión de segundo orden

( d2

dξ2
− ξ2 + ε

)
ψ(ξ) = 0. (3.5.11)Ahora para hallar la soluión de la euaión (3.5.11) estudiamos el omportamiento de la funión

ψ(ξ) para valores de ξ su�ientemente grandes de tal manera que ξ2 >> ε (1 >> ε
ξ2
), de donde(3.5.11) se redue a:

( d2

dξ2
− ξ2

)
ψ(ξ) = 0 si | ξ |−→ ∞. (3.5.12)Primero onsideremos el operador N de�nido omo

N =
d2

dξ2
− ξ2y el operador auxiliar

M =
d

dξ
− ξ.59



CAPÍTULO 3. CONCEPTOS BÁSICOS DE MECÁNICA CUÁNTICA3.5. OSCILADOR ARMÓNICOObservaión 3.5.1. Los operadores N y M satisfaen la relaión [N,M ] = −2M .Demostraión. Por de�niión tenemos que
[N,M ]ψ =

(
NM −MN

)
ψ

=
(d2ψ

dξ2
− ξ2ψ

)(dψ
dξ

− ξψ
)
−
(dψ
dξ

− ξψ
)(d2ψ

dξ2
− ξ2ψ

)

=
d3ψ

dξ3
− ξ2dψ

dξ
− d2

dξ2
(ξψ) + ξ3ψ − d3ψ

dξ3
+ ξ

d2ψ

dξ2
+

d

dξ
(ξ2ψ) − ξ3ψ

= −ξ2dψ

dξ
− d2

dξ2
(ξψ) + ξ

d2ψ

dξ2
+

d

dξ
(ξ2ψ)Analizando por separado estos términos tenemos las siguientes equivalenias

d2

dξ2
(ξψ) =

d

dξ

[
ψ + ξ

dψ

dξ

]

=
dψ

dξ
+
dψ

dξ
+ ξ

d2ψ

dξ2

=
[
2
d

dξ
+ ξ

d2

dξ2

]
ψ

d

dξ
(ξ2ψ) = 2ξψ + ξ2dψ

dξ

=
[
2ξ + ξ2 d

dξ

]
ψEntones

[N,M ]ψ = −ξ2dψ

dξ
− d2

dξ2
(ξψ) + ξ

d2ψ

dξ2
+

d

dξ
(ξ2ψ)

= −ξ2dψ

dξ
−
[
2
dψ

dξ
+ ξ

d2ψ

dξ2

]
+ ξ

d2ψ

dξ2
+
[
2ξψ + ξ2dψ

dξ

]

= −2
dψ

dξ
+ 2ξψ

= −2
[ d
dξ

− ξ
]
ψ

= −2Mψque es lo que se quería probar. �Observaión 3.5.2. Si f es una eigenfunión del operador N on eigenvalor λ, entones Mfes eigenfunión del operador N on eigenvalor (λ− 2).60



CAPÍTULO 3. CONCEPTOS BÁSICOS DE MECÁNICA CUÁNTICA3.5. OSCILADOR ARMÓNICODemostraión. Por la Observaión 3.5.1, se tiene,
NMf =

[
N,M

]
f +MNf = −2Mf + λMf = (λ− 2)Mfque es lo que se quería probar. �Por otro lado busquemos una eigenfunión del operador N de tal manera que se satisfagala relaión (3.5.12), es deir queremos enontrar f(ξ) que satisfae:
d2

dξ2
f(ξ) − ξ2f(ξ) = λf(ξ) (3.5.13)y

d2

dξ2
f(ξ) − ξ2f(ξ) = 0 cuando | ξ |−→ ∞. (3.5.14)Si haemos el siguiente ambio de variable u =

f ′

f
, entones,

u′ =
f ′′

f
− (f ′)2

f 2
=

1

f

[
f ′′ − (f ′)2

f

] (3.5.15)y despejando f ′′ de (3.5.13) y sustituyendo en (3.5.15) se tiene que
u′ =

1

f

[
(λ+ ξ2)f − (f ′)2

f

]
= (λ+ ξ2) −

[f ′

f

]2
= (λ+ ξ2) − u2.Entones hemos onvertido la euaión (3.5.13) de segundo orden a la siguiente euaión deprimer orden

u′ + u2 = λ + ξ2 (3.5.16)Es fáil veri�ar que si u = ξ entones λ = 1 y si u = −ξ entones λ = −1 son soluiones de(3.5.16). Entones analiemos omo es f en ada una de estas soluiones :Para λ = 1 se tiene que f ′

f
= ξ, entones log(f) =

ξ2

2
y por lo tanto f(ξ) = e

ξ2

2 . Esta fsatisfae (3.5.13) pero no satisfae la ondiión (3.5.14).Ahora si λ = −1 obtenemos que f ′

f
= −ξ, entones log(f) =

−ξ2

2
y por lo tanto f(ξ) = e

−ξ2

2 .Además esta f satisfae (3.5.13) y (3.5.14).Por lo tanto la eigenfunión del operadorN que busamos es f(ξ) = e
−ξ2

2 on eigenvalor λ = −1.Ahora omo N(e− ξ2

2

)
= −e− ξ2

2

(
f(ξ) = e−

ξ2

2 , λ = −1
), podemos apliar la Observaión3.5.2, esto es,

NM(e
−ξ2

2 ) = (−1 − 2)Me
−ξ2

2 = −3Me
−ξ2

261



CAPÍTULO 3. CONCEPTOS BÁSICOS DE MECÁNICA CUÁNTICA3.5. OSCILADOR ARMÓNICO
NM2(e

−ξ2

2 ) = (−3 − 2)M2e
−ξ2

2 = −5M2e
−ξ2

2

NM3(e
−ξ2

2 ) = (−5 − 2)M2e
−ξ2

2 = −7M3e
−ξ2

2En general
NMn(e

−ξ2

2 ) = −(2n + 1)Mne
−ξ2

2es deir,Mne−
ξ2

2 es una eigenfunión del operador N on eigenvalor −(2n+1) para todo n ≥ 0.Observaión 3.5.3. El operador M satisfae la siguiente propiedad
Mn
(
e−

ξ2

2 f(ξ)
)

= e
ξ2

2

dn

dξn
(
e−

ξ2

2 f(ξ)
)

para n ≥ 1Demostraión. Probemos por induión sobre n.Para n = 1, tenemos que
e

ξ2

2 M
(
e

−ξ2

2 f(ξ)
)

= e
ξ2

2

( d
dξ

− ξ
)(
e

−ξ2

2 f(ξ)
)

= e
ξ2

2

d

dξ

(
e−

ξ2

2 f(ξ)
)
− ξf(ξ)y por otro lado,

eξ
2 d

dξ
ξ
(
e−ξ

2

f(ξ)
)

= eξ
2 d

dξ

(
e

−ξ2

2 e
−ξ2

2 f(ξ)
)

= eξ
2
[
− ξe

−ξ2

2

(
e

−ξ2

2 f(ξ)
)

+ e
−ξ2

2

d

dξ

(
e

−ξ2

2 f(ξ)
)]

= −ξf(ξ) + e
ξ2

2

d

dξ

(
e

−ξ2

2 f(ξ)
)igualando estas equivalenias se obtiene,

M
(
e

−ξ2

2 f(ξ)
)

= e
ξ2

2

d

dξ

(
e−ξ

2

f(ξ)
)
.Supongamos valido el resultado para n− 1 y probemos para n. En efeto,

Mn
(
e−

ξ2

2 f(ξ)
)

= M
(
Mn−1

(
e−

ξ2

2 f(ξ)
))

=
( d
dξ

− ξ
)(
e

ξ2

2

dn−1

dξn−1

(
e−ξ

2

f(ξ)
))

= ξe
ξ2

2

dn−1

dξn−1

(
e−ξ

2

f(ξ)
)

+ e
ξ2

2

dn

dξn
(
e−ξ

2

f(ξ)
)
− ξe

ξ2

2

dn−1

dξn−1

(
e−ξ

2

f(ξ)
)

= e
ξ2

2

dn

dξn
(
e−ξ

2

f(ξ)
)que es lo que se quería probar. �62



CAPÍTULO 3. CONCEPTOS BÁSICOS DE MECÁNICA CUÁNTICA3.5. OSCILADOR ARMÓNICOPor otro lado para simpli�ar onsideremos [5℄
ψ(ξ) = (−1)nMn

(
e

−ξ2

2

)
= (−1)ne

ξ2

2

dn

dξn

(
e−ξ

2
)

= e
−ξ2

2 Hn(ξ)entones,
N(ψ(ξ)) = (−1)nN(Mn(e

−ξ2

2 )) = (−1)n(−1)(2n + 1)Mn(e
−ξ2

2 ) = −(2n+ 1)(−1)nMn(e
−ξ2

2 )o equivalentemente,
N(ψ(ξ)) = −(2n + 1)ψ(ξ) (3.5.17)es deir, ψ(ξ) es la eigenfunión del operador N =

d2

dξ
− ξ2 on eigenvalor −(2n + 1).Entones las funiones de onda de los sistemas estaionarios del osilador armónio son de laforma:

ψn(ξ) = Nne
− ξ2

2 Hn(ξ)donde Nn está determinada por la ondiión de normalizaión
∫ ∞

−∞

| ψn(x) |2 dx = 1ya que se requiere que la posiión de la partíula esté en el espaio [3℄. Entones
∫ ∞

−∞

| ψn(x) |2 dx = N2
n

∫ ∞

−∞

e−ξ
2

Hn(ξ)dξ = 1pero por la euaión (1.12.1) se tiene,
∫ ∞

−∞

e−ξ
2

Hn(ξ)dξ = 2nn!
√
π donde ξ = x

√
mω

ℏde donde, Nn = [2nn!
√
π]−

1

2 .Por último de las euaiones (3.5.11) y (3.5.17) se tiene que,
Nψ(ξ) = −εψ(ξ) y Nψ(ξ) = −(2n+ 1)ψ(ξ)de aquí, ε = 2n+ 1 y por la euaion (3.5.10) se tiene que ε = 2E

ω~
[1℄.Por lo tanto, los niveles de energía En para el osilador armónio uántio son:

En = ~ω(n+
1

2
)y sus estados estaionarios son

ψn(x) =
1

2nn!
√
π
e−αx

2

Hn(x
√
α) donde α =

mω

ℏ
.Obteniendo así que los niveles de energía para el osilador armónio uántio son disretosmientras que para el lásio la energía es onstante [3℄.63





ConlusionesEn general, el desarrollo de la matemátia se ha dado por la neesidad de resolver problemastanto prátios omo teórios, referentes a otras ienias o a la misma matemátia, dándolessoluión, exata o aproximada, reando nuevas teorías y planteándose nuevos problemas.Muhas vees al tratar de llevar un fenómeno real a una representaión matemátia,se presentan diversas di�ultades, una de ellas es que la informaión reabada depende delos instrumentos de mediión y la propia mediión nos puede llevar a tener impreisionesinevitables. Esto es lo que nos plantea Heisenberg en uno de los prinipios básios de laMeánia Cuántia (Prinipio de inertidumbre de Heisenberg).En la atualidad la Matemátia se ha desarrollado signi�ativamente, ontribuyendo a laevoluión de otras ienias, las uales usan objetos matemátios, propiedades y arateriza-iones para formular sus teorías, tal es el aso de la Meánia Cuántia. Uno de los oneptosque se estudiaron en este trabajo, es el produto interior, que matemátiamente es muyimportante porque permite introduir oneptos geométrios en los espaios vetoriales, talesomo ángulo, ortogonalidad, ortonormalidad, métrias, isometrías, et. y es también la basepara hablar de operadores auto-adjuntos. Los observables de un sistema uántio, que no sonmás que propiedades de variables dinámias del fenómeno, son representados por operadoresauto-adjuntos que atúan sobre algún espaio de estados y tanto los prinipios omo lospostulados se han planteado en términos de ellos, poniendo en mani�esto la relaión y utilidadde dihos operadores.Por último en este trabajo también se muestra uno de los ejemplos más importantes de laMeánia Cuántia, el osilador armónio uántio, para el ual mostramos el operador auto-adjunto asoiado on sus orrespondientes niveles de energía, mostrando así la inapaidad dela meánia lásia de modelar sistemas a niveles atómios.
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