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Prefacio

En esta tesis se hace una presentacion de los espacios con producto interior que nos permite
llegar a formular algunas de las propiedades de los operadores lineales auto-adjuntos y no
acotados, para mostrar finalmente su utilidad como herramienta matemaética en la mecanica
cuantica.

Temética: Este trabajo de tesis esta desarrollado en las siguientes areas de la matematica:
Algebra Lineal y Analisis Funcional, y del area de Fisica: Mecanica Cuantica.

Un espacio con producto interior es un espacio vectorial con una estructura adicional
derivada del concepto de producto interior. El producto interior induce un aspecto geométrico
a los espacios vectoriales, ya que se puede hablar de longitud de un vector, angulo entre
dos vectores y por consiguiente de ortogonalidad de vectores. El estudio de los espacios
con producto interior es de gran importancia, pues de ellos se derivan distintos conceptos
importantes, que hoy en dia tienen diferentes aplicaciones. A los espacios con producto interior
suele llamarseles también espacios pre-Hilbert. Si el espacio es completo con respecto a la
norma inducida por el producto interior [6] entonces recibe el nombre de espacio de Hilbert.
Es bien sabido que todo espacio con producto interior de dimensién finita es un espacio de
Hilbert [6], y por tal razon, las nociones geométricas que alli se tienen, se tratan de extrapolar
a los espacios de Hilbert de dimensién infinita. los espacios de Hilbert proporcionan gran parte
de la base tedrica de la Mecanica Cuantica.Mencionaremos aqui, que los espacios de Hilbert
proporcionan gran parte de la base teorica la Mecanica Cuantica y muchos de los conceptos de
esta teord estan dados en términos de operadores lineales auto-adjuntos y no acotados. Como
veremos adelante, un operador es una aplicacion lineal de un espacio vectorial en si mismo.
Un caso particular de operadores son los operadores auto adjuntos, estos entes mateméaticos
comparten muchas propiedades de los nimeros reales y se ven a veces como una generalizacion
de estos.

Estudiar a los operadores es de gran importancia por las distintas aplicaciones que tienen en
otras ramas y ciencias como por ejemplo en la Teoria de Aproximacion, en Optimizacion,
Ecuaciones Diferenciales y en la mencionada mecanica Cuéntica, por citar algunas.

La mecanica cuantica surgi6 en la ultima década del siglo XIX cuando se revelan dificultades
para explicar con las leyes de la Féica clasica (y con sus conceptos), el comportamiento de
ciertos sistemas cuando éstos eran sometidos a un andlisis basado en las propiedades de los
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v Prefacio

atomos o moléculas que las constituyen, esto es, los sistemas atémicos no pueden ser descritos
usando la misma teoria que se usa para estudiar el comportamiento de los cuerpos macrosco-
picos como son los planetas, los automoviles, etc, esto se debe a que es imposible determinar
al mismo tiempo la posicién e impetu de cualquier particula, siempre existe una incertidumbre
que no puede ser ignorada (principio de Heisenberg). Esta situacion llevo a sugerir una
nueva dindmica de estas particulas que forman el microcosmos. En 1901, se comenzd a dar
explicaciones de estas dificultades, el fisico aleman Max Planck supuso la existencia del cuanto
de energia con el fin de derivar una formula para la dependencia de la frecuencia observada con
la energia emitida por un cuerpo negro. Einstein, en 1905, explico de manera sencilla y directa
las caracteristicas de la emision fotoeléctrica. Bohr, Sommerfeld, Wilson, Broglie, Schrodinger,
Heisenberg, entre otros, trabajaron para la formulacion matematica de la mecanica cuantica
no relativista.

Situados en este contexto, los objetivos de este trabajo son:

1) Estudiar a los espacios con producto interior, incluyendo algunos temas y resultados que
consideramos importantes, ya sea por sus aplicaciones a la misma teorfa, a la mecanica
cuantica o por la belleza de los mismos. El estudio de estos temas se hace con un enfoque
y profundidad distintos con el que se estudiaron en la licenciatura.

2) Estudiar a los operadores lineales auto-adjuntos en espacios euclideos y unitarios, dando
algunos resultados sobre ellos.

3) Mostrar la aplicacion de los operadores auto-adjuntos en la Mecanica cuéntica.

El desarrollo de este trabajo se hace en tres capitulos los cuales son designados de la
siguiente manera:

El Capitulo 1 lo asignamos al estudio de productos internos, sus representaciones y
propiedades especiales. Analizaremos algunos espacios particulares dotados de un producto
interno, asi como también veremos el algoritmo de ortogonalizacién de Gram-Schmidt y formas
bilineales en el espacio de funciones.

En el Capitulo 2 tratamos los espacios euclidianos y unitarios, en los cuales introduciremos
los términos de angulo y distancia sobre estos espacios. Aqui se presentan los operadores
ortogonales y unitarios, en particular analizamos con més detalle a los operadores auto-adjuntos.

El Capitulo 3 lo dedicamos a la presentacion de las leyes de la mecénica cuantica y la
modelaciéon matemaética de sus postulados, teniendo como objetivo principal el estudio de
los operadores auto-adjuntos de la mecanica cuantica. Y finalmente mostramos el ejemplo
mas importante de esta rama de la Fisica, importante en el sentido de ser uno de los pocos
ejemplos que pueden resolverse explicitamente: el oscilador armonico, presentandolo en ambas
formulaciones, la clasica y la cuantica.
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Capitulo 1
Espacios con producto interno

En este primer capitulo tratamos primordialmente el concepto de producto interno, sus pro-
piedades y representaciones més comunes. Una vez definido el concepto de producto interno
estudiaremos otros conceptos como ortogonalidad y ortonormalidad los cuales estan determi-
nados completamente por el producto interno que se esté trabajando. En este capitulo también
se estudian formas bilineales y cuadraticas, asi como el algoritmo de ortogonalizacion de Gram-
Schmidt para posteriormente estudiar formas bilineales en el espacio de funciones. Para mejor
comprension de este capitulo, se requiere conocer algunos conceptos bésicos de algebra lineal,
como campo, espacio vectorial, bases , dimension, transformaciones lineales [4].

1.1. Productos internos

En esta seccion solo se dara la definicion de funcion multilineal y la definicion de producto
interno que mas adelante veremos que es un caso particular de funcién multilineal.

Definicién 1.1.1. Sean Ly, Lo, ..., L, y M espacios lineales sobre un campo arbitrario K. Una
funcion

f.'L1XL2X...XLn—>M

es llamada funcion multilineal si cumple las siguientes condiciones:

Fll, oo i+ i, ) = F(ly bl o ) + (L Gl 1)
y o fhaliliga, ) = af (ol b )

parat=1,2,...,n, a € K.
Es decir, la funcion es lineal para cualquiera de los argumentos l; € L; como argumento prin-
cipal, mientras l; € L;, j =1,2,...,n, j # 1 se mantienen fijos.

En el caso de que M = K la funcion multilineal es llamada funcional multilineal o
forma multilineal.
Un operador es un caso particular de la Definicion 1.1.1 cuandon =1y M = L;.
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CAPITULO 1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO
1.2. REPRESENTACION MATRICIAL Y SIMETRIA

Definicién 1.1.2. Sea L un espacio complejo. El espacio complejo conjugado L es el conjunto
L con la misma estructura de grupo aditvo, pero con una nueva multiplicacion por escalar a * [
dada por:

axl=axl, para todoa € C yl € L.

Notaciéon: Denotaremos por L£(L, M) al conjunto de funciones lineales de L a M y por L*
al conjunto de funciones lineales de L a K.

En particular estamos interesados en funciones bilineales, L x L — K.

Definicién 1.1.3. Un producto interno del espacio L es una funcion bilineal g : L x L — K,
ypara K=C, g: L x L— C, donde L es el espacio conjugado complejo de L.

El producto interno L x L — C es més conocido como una funcidn sesquilineal, esto es,
g:L x L — C: lineal con respecto al primer argumento y semilineal con respecto al segundo
argumento, es decir, g(all,ﬁlg) = af g(ll, l2).

1.2. Representacion matricial y simetria

En la construccion de la prueba de la siguiente proposicion se establece una forma de re-
presentar productos internos sobre algiin espacio con ciertas condiciones por medio de matrices
Gram las cuales definimos a continuacion.

Definicion 1.2.1. Sean (L, g) un espacio lineal de dimension finita con producto interno g y
b= {61,62, .. .,en} una base fija de L. La matriz G = (g(ei,ej)), i,7 =1,...,n, es llamada
la matriz Gram de la base 3 con respecto a g.

Proposicion 1.2.1. Ezxiste una biyeccion entre productos internos (bilineales o sesquilineales)
sobre espacios de dimension n con una base y matrices de n X n.

Demostracion. Sean L un espacio de dimension finita y 5 = {61,62, e en} una base fija de
ebA={g|g:LxL—K producto interno} y M,.,(K) las matricez de n x n sobre el

campo K. Ahora, si tomamos G = (g(ei, ej)>, 1,7 =1,...,n, se tiene que
9(7,9) = g<zx¢6i,2yj6j>
i=1 j=1
- Z TiY;9 (eiv e])

ij=1

= [#FECs-
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CAPITULO 1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO
1.2. REPRESENTACION MATRICIAL Y SIMETRIA

donde la matriz G es la matriz Gram de la base 3 con respecto a g.
Por otro lado, la funcion F : A — M,,,,,(K) dada por F(g) = (g(e;,e;)) es una biyeccion.
En efecto, F' es inyectiva, pues si F(g1) = F(go) entonces

91(Z,9) = [7]5(g1(e, ¢5)) U] = [7]5(g2(es, €5))[F]5 = 92(Z, )

Probemos que F es sobreyectiva. Sea G = (g;j) € M, x,(K) entonces la funciéon g : Lx L — K
definida por g(7, %) = [Z]}(g:;)[¥]s es un producto interno y ademas F'(g) = G, pues,

g(ei,ej) = (0,0,...,11',...,0)(92‘]‘)(0,0,...,].j,...,O)t :gij

asi F' es sobreyectiva y por lo tanto F' es biyectiva. De manera andloga se demuestra para el
caso sesquilineal. -

Ahora veamos que relacion podemos establecer entre productos internos sobre un espacio
lineal L y el conjunto de funciones lineales de L al campo K donde esté definido (L*). Sea
g:L x L, — K un producto interno, entonces a cada vector [ € L le asociamos una funcion g;:L
— K dada por

gi(m) = g(l,m),m € L.

Esta funcion g; es lineal en el caso bilineal y antilineal en el caso sesquilineal, esto es, g; € L*,
o respectivamente g; € L* para todo (.
Mas aun, la funcién

G L — L* o L — L*:
l— g1=g()

es lineal y define de manera tinica a g de acuerdo a la formula

g(l,m) = (g(1),m)

donde los paréntesis externos de la derecha indican la funcién bilineal L* x L — Ko L*x L —
C.

Por otro lado, en nuestro estudio, son de gran importancia propiedades especiales de los
productos internos que nos permiten una clasificacion de ellos. Una de estas propiedades es
la propiedad de simetria, una permutacién del argumento en un producto interno g define un
nuevo producto interno gt:

gt(l7 m) = g(mv l)

Pero en el caso sesquilineal esta operacion también cambia la posicion de linealidad y sesquili-
nealidad de los argumentos; entonces para que no suceda esto es conveniente estudiar g':

gt(la m) = g(mv l)
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CAPITULO 1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO
1.3. ORTOGONALIDAD

En g' el argumento lineal pasard a ocupar la primera posicion, mientras que el argumento
semilineal ocupara la segunda posicion .

Las operaciones g — g' 0 g — g' se pueden describir en términos de matrices Gram: las
operaciones correspondientes son G — G' o G — G, respectivamente (esto es asumiendo
que g, g* y ' estan escritas en términos de alguna base 3 de L), en efecto:

9'(%,9) = 9(4, %) = [5G 1T = (WpG7]s)" = [5G 15
9'(7.§) = 9(.7) = 713G I]s = ([7]5Ga]p)" = [5G [¥]s-

Nosotros nos interesaremos exclusivamente con productos internos que satisfacen una de las
condiciones especiales de simetria relativa a esta operacion:

1. g' = g, este producto interno es llamado simétrico u ortogonal, y la geometria de espacios
con un producto interno simétrico es llamada Geometria ortogonal. Los productos internos
simétricos son definidos por matrices simétricas Gram G.

2. ¢g' = —g, este producto interno es llamado antisimétrico o simpléctico, y la correspondiente
geometria es llamada Geometria simpléctica, a estos productos les corresponden matrices
Gram antisimétricas.

3. g = g, tales productos internos son llamados Hermitianos simétricos o simplemente

Hermitianos y las correspondientes geometrias son llamadas Geometrias Hermitianas, a
ellos corresponden las matrices Gram Hermitianas. Notemos que si seguimos la condicion
g' = g es decir g(I,1) = g(I,1) para todo [ € L, entonces, todo valor de g(l,1) es real.

Con esto nos damos cuenta de cémo la propiedad de simetria relativa nos caracteriza comple-
tamente el producto interno y con ellos las correspondientes geometrias.

1.3. Ortogonalidad

Ahora analizaremos el concepto de ortogonalidad, el cual nos sera muy util en las siguientes
definiciones y caracterizaciones de ciertos espacios.

Definicion 1.3.1. Sea (L, g) un espacio lineal con un producto interno, los vectores Iy, lo € L
son ortogonales (relativos de g), si g(l1,12) = 0.

Los subespacios Ly, Ly C L se dice que son ortogonales si g(li,ls) = 0 para todo l; € Ly y
ly € Ls.

La principal razéon de utilizar s6lo productos internos con alguna de las propiedades de
simetria mencionadas en la secciéon 1.2 es porque la propiedad de ortogonalidad de vectores (o
subespacios) es simétrico con respecto a estos vectores (o subespacios), en efecto:

Si g = 4+g o g' = g, entonces




CAPITULO 1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO
1.4. ISOMETRIAS DE ESPACIOS

g(l,m) =0 < +4¢'(l,m) = 0. < g(m,1) = 0.

De manera analoga en el caso Hermitiano.

Definicion 1.3.2. a) El kernel o nicleo de un producto interno g en un espacio L es el conjun-
to de todos los vectores ly € L tal que ly es ortogonal a todo vector | en L y lo denotaremos

por ker(qg).

b) El producto interno g es no degenerado si el kernel de g es trivial, esto es, sdlo consiste del
vector cero. En caso contrario g se llama degenerado.

c) El espacio (L,g) es degenerado si g es degenerado.

Proposicion 1.3.1. El kernel de un producto interno g coincide con el kernel de la funcion
lineal g : L — L* (L — L*).

Demostracion. En efecto, ly € ker(g) si y solo si g(lp,l) = 0, para todo [ € L, o equivalente-
mente, g;,(1) = g(lo, 1) = 0, para todo [ € L, es decir, ly € ker(g). n

Por lo tanto, de la no degeneraciéon de la forma g puede especificar el isomorfismo L — L*
(o L*).

Definicién 1.3.3. El rango del producto interno g se define como la dimension de la imagen
de g, o como el rango de la matriz Gram G en alguna base.

1.4. Isometrias de espacios

Cuando estudiamos espacios lineales con producto interno nos podemos hacer ciertas pre-
guntas como: ;Habra una relacion entre estos espacios y sus productos internos?, y si existe,
,cudl es esta relacion?. Bueno, pues en esta seccion definimos la relacion de isometria la cual es-
ta ligada fuertemente con los productos internos de los espacios lineales y aunque abordaremos
brevemente esta seccion nos sera de gran utilidad.

Definicion 1.4.1. Sean (L1, 1) y (Lo, g2) dos espacios lineales con producto interno. Diremos
que f es una isometria entre los espacios Ly y Lo, si es un isomorfismo lineal (f : Ly = Ly)
que preserva los productos internos, esto es,

g (L) =g(f(D), f(I')) para todo Il € Ly.

Diremos que dos espacios son isométricos, si existe una isometria entre ellos.
Las isometrias tienen propiedades importantes de las cuales algunas se muestran en los siguien-
tes ejemplos:




CAPITULO 1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO
1.5. ESPACIOS PARTICULARES

Ejemplo 1.4.1. La identidad es una isometria.
Ejemplo 1.4.2. La composicion de isometrias es una isometria.

Demostracion. Sean (Li, 1), (L2,92) v (Ls,g3) espacios lineales con producto interno y
f1: L1 — Lg, fo: Ly — Ly dos isometrias, entonces fs o f; : L1 — L3 y ademas

93(foo fi(D), f20 (1) = 93<f2(f1(l))a f2(f1(l/))>

g2(F1(D), A (1))
(251 (l’ l/)

Por lo tanto, f, o f; es una isometria. m
Ejemplo 1.4.3. La inversa de una isometria es una isometria.

Demostracion. Sea f una isometria de (L, ¢1) a (Lo, g2), es decir,

a(Ll) =go(f(D), f(I')) para todo I,I' € Ly

Por otro lado, f~' : Ly — L; existe y es un isomorfismo, entonces para cada m,m’ € Ly se
cumple:

golm,m') = ga(F(F710m), £ (S ()
= gi(f7m). 7).

De aqui que f~! es una isometria. -

Como consecuencia directa de las propiedades mostradas con los ejemplos, tenemos el si-
guiente resultado:

Proposicién 1.4.1. Sea 1SO((L,g)) = {f : L — L | [ isometria}, entonces
(ISO((L,g)),0,) es un grupo.

1.5. Espacios particulares

Dedicaremos un poco de atenciéon al estudio de algunos espacios particulares, los cuales son
de dimension 1 6 2 y que estan dotados de alguno de los productos internos (ortogonal, sim-
pléctico o Hermitiano) con el fin de observar como estan caracterizados sus productos internos
tanto en el campo real como en el campo complejo, y que posteriormente nos serviran cuando
hallamos la descomposicion de un espacio como suma de estos espacios particulares.
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CAPITULO 1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO
1.5. ESPACIOS PARTICULARES

1.5.1. Espacios ortogonales unidimensionales

Sea (L, g) un espacio lineal sobre K con un producto interno ortogonal g y dimL = 1.
Tratemos de ver como es su producto interno, para esto elegimos un vector [ no cero en L.
Si g(1,1) = 0 entonces g = 0, esto es g es degenerado e igual a cero.
Si g(I,1) = a # 0, entonces para cualquier z € K, g(zl,zl) = ax? de manera que todos los
valores de ¢(l,1) con [ # 0 € L forman en el grupo multiplicativo K*=K\{0} del campo K,
una clase lateral con respecto al subgrupo que consiste de cuadrados, es decir, {az?|z € K*}
€ K*/(K*)? [4]. Esta clase lateral caracteriza completamente la no degeneracion del producto
interno isométrico en el espacio unidimensional L.

Proposicion 1.5.1. Para (L1, g1) y (Ls, g2) no degenerados,dos clases laterales coinciden si y
solo si Ly y Ly son isométricos.

Demostracion. Supongamos que dos clases laterales coinciden, es decir, gi(l1,l1) = ax® y
go(lz,1s) = ay?, donde [; € L;. La funcion f : Ly — Lo dada por f(I;) = y 'zl define una
isometria de L; a L. En efecto, f es inyectiva pues si f(I) = f(I'), esto es, y~Lmly = y Lo ls
entonces 2, = xp y g1(1,1) = ax? = g1(I',1'), de aqui se tiene que [ = ['.

Ahora probemos que f es sobreyectiva. Sea | € Lo, entonces | = aly para algin a € K, y si
tomamos ; = ya obtenemos | =y~ layly y

2

T T .Tl 2 2
gl(—ll, —ll) = —axr” = ax;
x T T

y por lo tanto f(21;) =y~ ayly = 1.
Finalmente probemos que efectivamente,
G (N, (1) =g (1N 1) para 1'1* € Ly arbitrarios

T x
Sean [',12 € L, arbitrarios, si ¢1(I%,1') = aa?, g1(I%,1%) = ax?, entonces I* = —1;, 2 = 2], y
T x

ademéas cumple que:

92(f(ll)af(lz)) = go(y 'wila, y anly)
= y 'y maga(ls, ly)

= (y )y azi2,

= ar1T9
T1 T2 o
= ——ax
T T
Ty, T2
= 91(—l17—l1)
x T
152
= gl(l >l )
y por lo tanto, Ly y Lo son isométricos.
La condicion necesaria es inmediata. m




CAPITULO 1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO
1.5. ESPACIOS PARTICULARES

Ahora, como las clases de K*/(K*)? son las que caracterizan al producto interno, entonces
para cuando K = R y K = C se tiene que

R*/(R*)? = {a(R*)*la € R*}
= {a(R*)’la € R*,a> 0} U {a(R*)*la € R*,a <0}
= {(O®)*}U{(-DR")*}
= {£1}

y C* = (C*)2. Por lo que se tienen los siguientes casos particulares:

Cualquier espacio ortogonal unidimensional sobre R es isométrico al espacio coordenado unidi-
mensional con uno de los tres productos: zy, —xy, 0.

Cualquier espacio ortogonal unidimensional sobre C es isométrico al espacio coordenado con
uno de los dos productos internos: xy, 0.

1.5.2. Espacio Hermitiano unidimensional

Consideremos (L, g) un espacio lineal sobre C con un producto interno Hermitiano g y

dimL = 1. Entonces de igual manera que en el caso ortogonal el objetivo es ver como es
explicitamente g.
La degenaracion de g es equivalente a que g = 0, si por otra parte, la forma g es no degenerada,
entonces el conjunto de valores de ¢(l,l) para vectores no cero [ € L es la clase lateral del
subgrupo R% = {z € R*|z > 0} en el grupo C*, pues g(al,al) = aag(l,l) = |a*9(1,1) v |a|?
(modulo de @) corre a través de todos los valores en R’ , cuando a € C. Por otro lado, cualquier
niimero complejo z no cero esta representado de manera tinica en la forma re’®, donde r € R%,
mientras e'® es el circulo unitario complejo, el cual es denotado por

Ci ={z € C*||z| = 1}.

En el lenguaje de grupos esto define una descomposicion directa C* = R x Cj y un isomor-
fismo C*/R% — Cj [4], en otras palabras, cada elemento complejo distinto de cero puede ser
representado como un elemento del circulo unitario multiplicado por un escalar, e inversamente
para cada clase lateral puede tomarse su representante en el circulo unitario de manera tni-
ca. Asi la no degeneracion de la forma sesquilineal es clasificada por nimeros complejos con
modulo unitario. Sin embargo, no hemos tomado completamente las propiedades Hermitianas
requeridas, entonces agregando la propiedad g¢(1,1) = g(i,1), esto es, los valores son reales, por
esta razon las formas Hermitianas corresponden so6lo a los niimeros +1 € C} como en el caso
ortogonal sobre R.

En conclusion:

Cualquier espacio Hermitiano unidimensional sobre C es isométrico al espacio coordenado uni-
dimensional con uno de los tres productos internos: xy, —zy, 0.
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CAPITULO 1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO
1.5. ESPACIOS PARTICULARES

1.5.3. Espacios simplécticos unidimensionales

Antes de empezar con el analisis de estos espacios, recordemos qué es la caracteristica de
un campo que posteriormente utilizaremos.

Definicion 1.5.1. Sea K un campo. La caracteristica de K (Carac(K)) se define como el
siguiente nimero positivo (cuando existe)

min{nEN\g+a+-~-+@:0,VaeK}.

n

Si no existe este numero diremos que el campo tiene caracteristica (.

Ahora sea (L,g) un espacio lineal sobre R con un producto interno simpléctico g y
dimL = 1. En este caso cualquier forma antisimétrica en un espacio unidimensional sobre un
campo con caracteristica # 2 es igual a cero. En efecto,

g(al,bl) = abg(l,]) =0=g=0.

En lo que respecta a la caracteristica igual a 2, la condicion de antisimétria g*(I, m) = —g(I,m),
que en este caso es equivalente a la condicion de simetria g(I, m) = g(m, 1), pues,

g(l,m) —g(l,m) = g(l,m) +gt(l’m) = 0.

de manera que sobre estos campos una geometria simpléctica es igual a una geometria ortogonal.

1.5.4. Espacios simplécticos bidimensionales

Para espacios simplécticos unidimensionales no se obtuvo mucha informacién sobre su pro-
ducto interno, entonces nos interesamos en ver qué pasa en dimension 2 ya que més adelante
se muestra que son los tinicos de dimensiéon 2 que se utilizan en este trabajo.

Sea (L, g) un espacio bidimensional con una forma antisimétrica g sobre un campo K con ca-
racteristica # 2. Si g es degenerado, entonces es un producto nulo. En efecto, sea [ # 0 un
vector tal que g(l,m) = 0 para todo m € L, y {[,I'} una base de L. Como Carac(K) # 2
g(l';l') = g(l,1) = 0, entonces para cualquier a, b, a’, b’ € K tenemos

glal +d'l'; ol + V1) = abg(l,1) +ab g(1,1") — a'bg(1,1") + a'b g(I', 1)
0

por lo tanto g = 0.

Ahora sea g no cero y por tanto no degenerado, existe un par de vectores e, es tal que g(eq, e5) =
a # 0 e incluso con a = 1: (g(a"te;,es) = a~'a = 1). Sea g(e;, e5) = 1 entonces los vectores e; y
es son linealmente independientes y por tanto forman una base de L. En coordenadas relativas
de esta base el producto interno g se escribe de la forma

9



CAPITULO 1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO
1.6. DESCOMPOSICION DE ESPACIOS DE DIMENSION FINITA

g(x1e1 + xae2, Y161 + Y2€2) = T1Yo — Loy

(% 1)

Finalmente tenemos el siguiente resultado:
Cualquier espacio simpléctico bidimensional sobre un campo de caracteristica # 2 es isométrico
al espacio coordenado K? con el producto interno 1y, — Zoy; 0 cero.

y su matriz Gram es

1.6. Descomposicién de espacios de dimension finita

El proposito de esta seccidon es la clasificacion de espacios ortogonales, Hermitianos y sim-
plécticos, todos de dimensién finita.
Sea (L, g) un espacio con producto interno y sea Ly un subespacio de L. La restriccion de g a
Ly es un producto interno en L. Llamaremos a Ly no degenerado si la restriccion de g a L es
no degenerada e isotropica si la restriccion de g a Ly es igual a cero. Todo esto tiene sentido
siempre y cuando L sea no degenerado, entonces la restriccion de g a un subespacio no trivial
Lo puede ser degenerada o cero. Por ejemplo:

1. En el caso simpléctico todo subespacio unidimensional es degenerado.

2. En un espacio ortogonal R? con el producto z1y; — 229> el subespacio generado por el
vector (1, —1) es degenerado.

Definicién 1.6.1. El complemento ortogonal del subespacio Ly C L es el conjunto
L ={l € Llg(lp,l) =0 para todo ly€ Lo}

claramente L3 es un subespacio lineal de L.

Proposicién 1.6.1. Sea (L, g) un espacio de dimensidn finita.

a) Si el subespacio Ly C L es no degenerado, entonces L = Lo ® Ly, @& denota la suma directa

b) Si ambos subespacios Ly y Ly son no degenerados entonces (Lg )t = Ly.

Demostracion. a) Sea g : L — L* (L*) la funcién asociada con g. Denotaremos por gy a la
restriccion de § a Lo, go : Lo — L* (L*), si Ly es no degenerado entonces ker(gy) = 0,
pues Iy € ker(go) entonces go(lo) = g, = 0, esto implica que, g, (m) = g(lp, m) = 0 para
todo m € L, en particular para todo m € L, asi [ = 0. De aqui que cuando [y se mueve
a través de Ly, las formas lineales g(ly, ) son funciones de segundo argumento sobre L o
L que se mueven en un espacio de dimension dimL, de formas lineales. Ahora como Lz
es la interseccion de los nicleos de estas formas, entonces
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CAPITULO 1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO
1.6. DESCOMPOSICION DE ESPACIOS DE DIMENSION FINITA

dimLg + dimLg = dimL

Por otro lado, de la no degeneracion de L se sigue que Ly N Ly = {0} porque Ly N Ly es
el kernel de la restriccion de g a Lg. Por esta razon, la suma Ly @ Lg es una suma directa,
[4], adem4s es de igual dimension que L, por lo tanto Ly @ Ly = L.

b) De la definicion es claro que Ly C (Lg)*. Por otro lado si Ly y Lg son no degenerados,
entonces de (a)

dim(Lg )t = dimL — dimLg = dimLg

y por tanto (Lg)* = L.
n

Teorema 1.6.1. Sea (L, g) un espacio de dimension finita (sobre un campo con caracteristica
#2) ortogonal (Hermitiano o simpléctico). Entonces existe una descomposicion de L como suma
directa de subespacios ortogonales a pares

L=0,%...0L,,

estos subespacios son unidimensionales en el caso ortogonal y Hermitiano y unidimensional
degenerado o bidimensional no degenerado en el caso simpléctico.

Demostracion. El caso que dimL = 1 es trivial. Sea dimL > 2, si g es cero, entonces nada
hay que probar, basta con tomar cada L; (i = 1,...,m) como el generado de un elemento
e; € {e1,...e,} base de L. Si g no es cero, entonces en el caso simpléctico existe un par de
vectores Iy, 1y € L tal que g(ly,15) # 0; en tal caso (por seccion 1.5.4) el subespacio Ly generado
por [, 15 es no degenerado y por a) de la Proposicion 1.6.1 L = Ly @ Lg. Aplicando de nuevo
esta descomposicién para Ly de manera inductiva obtendremos la descomposicion deseada de
L.

En el caso ortogonal y Hermitiano probemos la existencia de un subespacio unidimensional
no degenerado Lo, lo cual se sigue de la no trivialidad de g. Después de esto, L se puede
representar como L = Ly ® Lg y aplicamos los argumentos anteriores a L, esto es, induccién
sobre la dimension de Ly y asi obtendremos la representacion deseada. En efecto, supongamos
que g(l,1) = 0 para todo [ € L, entonces para todo l,ly € L se tiene que

0=g(ly + 1,11 +1s) = g(ly, 1) + 29(l1, 1) + g(la, l2) = 2g(l4, 2)

0=g(li +1z, 01 +12) = g(l1, l1) + 2Reg(l1, l2) + g(l2,l2) = 2Reg(l1, 12)

donde Reg(ly,ls) es la parte real de g(ly,3).
En el caso ortogonal se sigue de manera inmediata que g(l1,ls) = 0. En el caso Hermitiano s6lo
tenemos que Reg(ly,ly) = 0, esto es, g(l1,ls) = ia a € R. Pero si a # 0, entonces

0 = Reg((ia)~tly,1y) = Re(ia)tg(ly, 1) = 1
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CAPITULO 1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO
1.7. INVARIANTES DE ESPACIOS METRICOS

lo cual no puede ser, asi que g = 0, lo cual es una contradiccion. n

En si, la descomposicion en suma directa ortogonal de un espacio, no indica que sea tnica,
excepto para los casos triviales de dimension 1 (o 2 en el caso simpléctico).
Sobre campos generales, en el caso de una geometria ortogonal, la coleccién de invariantes
a; € K*/(K*)? que caracterizan la restriccion de g al espacio unidimensional L;, que también
no es tnico. Por lo tanto, la clasificacion de espacios ortogonales, depende fuertemente de las
propiedades del campo.

1.7. Invariantes de espacios métricos

Sea (L, g) un espacio con producto interno. Supongamos que n = dimL, 1o = dimLg, donde
Ly es el kernel de la forma g.
Introduciremos dos invariantes adicionales, refiriéndonos a la geometria ortogonal, para K = R,
y a la geometria Hermitiana: r, y r_, el nimero de subespacios unidimensionales positivos y
negativos en la descomposicion de L como suma ortogonal directa del Teorema 1.6.1.
Obviamente, 7o < ny n = ro+ ry + r_ para geometrias Hermitianas y ortogonales sobre R.
La tripleta (ro,r.,7_) es llamada signatura del espacio. Cuando rq = 0, (ry,r_) es también
llamada signatura.

Teorema 1.7.1. a) Los espacios simplécticos sobre un campo arbitrario, asi como los espacios
ortogonales sobre C estdan determinados salvo isometrias por dos enteros n, rg, estos son,
las dimensiones del espacio y del kernel del producto interno.

b) Los espacios ortogonales sobre R y los espacios Hermitianos sobre C estan determinados
salvo isometrias por la signatura (ro,74,7_), la cual no depende de la descomposicion
ortogonal.

Demostracion. a) Sea (L, g) un espacio ortogonal o simpléctico sobre C. Tenemos que L =
" ,L; (por el Teorema 1.6.1.) Debemos probar que 7 es igual al namero de espacios
unidimensionales en la descomposicién que son degenerados para g.
En efecto, la suma de estos espacios Ly = @;°, L; coincide con el kernel de g. Claramente
la suma de estos subespacios L; € Ly esta contenida en el kernel de g ya que todos los
elementos de Ly son ortogonales tanto para Ly como para los términos restantes. Por otro
lado, si Ly = @2, L; y | = X} _ 1y, lp € Ly, entonces existe j > rg, [; # 0, tal que

g9l 1;) = g(l;. ;) #0
en el caso ortogonal y existe un vector [ € L; tal que
g1, ;) = g(l;, 1) # 0
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CAPITULO 1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO
1.7. INVARIANTES DE ESPACIOS METRICOS

en el caso simpléctico, por que de lo contrario el kernel de la restriccion de g a L; deberia
ser nula de acuerdo a los casos particulares estudiados en las secciones 1.6.1 y 1.6.3
respectivamente, contradiciendo el hecho de que j > ro. Por lo tanto | ¢ ker(g) y asi

Ly = ker(g).
Si ahora (L,g) y (L',g’) son dos espacios con n y 1o iguales, entonces después de sus
descomposiciones como sumas ortogonales L = &I L, y L' = @I ,L,, para las que

ker(g) = @2 L; y ker(g') = @;2,L;, podemos definir la isometria de (L,g) a (L', ¢’)
como la suma de isometrias @ f;, f; : L; — L.

b) Ahora sean (L,g) y (L',¢') un par de espacios ortogonales sobre R o espacios Hermitianos
sobre C con las signaturas (rg,71,7_) y (r(,7’,,7") definidas de acuerdo a algunas des-
composiciones ortogonales L = ®L;, L' = L.

Asumamos que existe una isometria entre estos espacios. Entonces en primer lugar,
dimL = dimL', esto es, 1o + 14 +r_ = r{ + . + . Ademas siguiendo el procedi-
miento de a), se tiene que ry es igual a la dimension del kernel de g y 7 igual a la
dimension del kernel de ¢, y estos niicleos son la suma de los espacios nulos L; y L} en
las correspondientes descomposiciones. Como las isometrias determinan un isomorfismo
lineal entre los niicleos, se tiene que ro =7y ro +r_ =71 +1".

Ahora sigue verificar que r, = 7/, y r_ = r’. Establecemos que L = Ly + L, + L_,
L'=Ly+ L', + L', donde Ly, Ly, L_ son las sumas de los subespacios nulo, positivo y
negativo de la descomposicién inicial de L, y correspondientemente para L'. Supongamos
que ry = dimLy > 1, = dimL', y restringimos la isometria a L C L. Cada vector f(l)
esta representado de manera tinica como una suma

f() = fD)o+ f()+ + f(I)-

donde f(l) € L', y asf respectivamente para f(I)o y f(I)—. La funcién L, — L0, dada
por: I — f(l)4 es lineal. Como asumimos que dimL > dimlL/, , existe un vector no cero

l € L para el cual f(I); =0 de modo que

FO) = f(Do+ f{1)-

pero g(I,1) > 0, pues | € L, y L, es la suma ortogonal directa de espacios unidimen-
sionales positivos. Dado que f es una isometria se tiene que ¢'(f(l), f(1)) > 0. Por otro
lado

g (D), f1) =g (fFWo+ FD)— fDo+ f(1)-) =g (f(1) -, f(D)-) <0

lo cual es una contradiccién y se prueba que las signaturas de espacios isométricos
calculadas de cualquier descomposicion son idénticas.
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CAPITULO 1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO
1.8. BASES ORTOGONALES Y ORTONORMALES

1.8. Bases ortogonales y ortonormales

En las secciones anteriores hemos hecho algunas caracterizaciones de los productos inter-
nos definidos en algin espacio lineal de dimension finita, que sin remarcarlo esto se ha hecho
observando como actiia el producto interno sobre alguna base del espacio lineal. Sin embargo,
ahora se quiere ver como podemos caracterizar las bases a través de los productos internos ya
que estas nos proporcionan mucha informacién sobre sus espacios generados. Por este motivo,
en esta seccion se introducen términos como ortogonalidad y ortonormalidad, los cuales haran
més simple el manejo e interpretacion de las bases, asi como las representaciones generales de
los productos internos mediante matrices Gram.

Definicion 1.8.1. Sea (L, g) un espacio vectorial con un producto interno. La base {eq, ... ey}
de L es llamada ortogonal si g(e;,e;) = 0 para todo i # j y ortonormal si g(e;,e;) =0 6 £1
para todo i.

Por ejemplo, cualquier espacio ortogonal o Hermitiano tiene una base ortogonal, basta
construir la descomposicion L = @L; de subespacios ortogonales unidimensionales y elegir
e; € Li,e; # 0. El Teorema 1.8.1 prueba que el nimero de elementos e de la base ortogonal
con g(e,e) = 0,1, —1 no depende de la base para K = R (caso ortogonal) y K = C (caso
Hermitiano). En el caso ortogonal sobre C es posible hacer siempre g(e;, e;) = 0,1, y el niimero
de vectores no depende de la base misma. La matriz Gram de una base ortonormal tiene la
forma

E., 0 0
0 —E._ 0
0 0 0

con un orden adecuado de la base. El concepto de base ortonormal es mas usado en el caso no
degenerado donde no hay vectores e; # 0 con g(e;, e;) = 0.

La siguiente formula hace posible escribir explicitamente las componentes del vector coordenado
de cualquier vector e € L con respecto a una base ortogonal en el caso no degenerado:

o n o gleei)
€= Zi:l g(eivei)ez.

En efecto, si tenemos dos representantes para un cierto vector digamos e y €/, entonces se tiene
que g(e,e;) = g(€,e;) para todo i y la no degeneracion de g implica que e = ¢/, pues e — ¢’ esta
en el kernel de g.

En un espacio simpléctico puede existir una base ortonormal solo si ¢ = 0 pues g(e;, e;) = 0
para todo 1.

Por otro lado el Teorema 1.6.1 garantiza la existencia de una base simpléctica
{e1,... e €mi1, ... €95 €9.11,...,6,} la cual esta caracterizada por el hecho de que:

g(ei,erri) = —glerrie) =1,i=1...,r

mientras que los productos g(e;,e;) =0, 7 =1,...,n.
En efecto, podemos descomponer a L como suma directa de subespacios bidimensionales no
singulares L; (1 < i < r), y subespacios unidimensionales singulares L; (2r +1 < j < n), y
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CAPITULO 1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO
1.9. FORMAS CUADRATICAS

eligiendo para (1 <i <) {e;,e,4;} la base para L; (construida en los espacios simplécticos) y
{e;} (2r+1 < j < n) para cualquier vector en L,.
La matriz Gram para una base simpléctica es de la forma

0 E. 0
—-E. 0 0
0 0 O

El rango de una forma simpléctica es igual a 2r, en particular la dimension de un espacio
simpléctico no singular es necesariamente 2r, pues en la seccién 1.6.4 se ha probado que soélo
los espacios simplécticos bidimensionales son no singulares.

Sea L un espacio simpléctico no singular, {e1,...,e.;€.11,..., €.} una base simpléctica de
L y sean L; igual al generado por {ej,...,e.} v Lo igual al generado por {e,i1,...,€e.}.
Claramente L; y Lo son isotropicos por la manera de como fueron elegidos y del hecho que
los espacios L; son ortogonales a pares, ademas, sus dimensiones son iguales a la mitad de la
dimensién de L 'y L = L1 @ Ls.

Describiendo productos internos por sus matrices Gram y transformaciones de una base
dada a una base ortogonal o simpléctica, por lo que se ha visto en la Seccion 1.5 y en la
presente, podemos obtener sin hacer més detalles los siguientes hechos:

a) Cualquier matriz cuadrada y simétrica G sobre el campo K puede ser reducida a una forma
diagonal mediante la transformacion G — A'GA, donde A es no singular. Si K = R es
posible lograr que en la diagonal s6lo aparezcan 0y +1 y si K = C s6lo 0 y 1 apareceran

en la diagonal. Los nimeros de 0 y 1 (correspondientemente 0 y 1) dependeran solo de
G y no de A.

b) Cualquier matriz cuadrada antisimétrica G sobre el campo K con caracteristica # 2 puede
ser reducida mediante la transformacion G — A'G A, donde A no es singular, a la forma

0 E. 0
-E. 0 0
0 0 0

el niimero 2r es igual al rango de G.

c¢) Cualquier matriz Hermitiana G sobre C puede ser reducida a la forma diagonal con los
nameros 0, =1 en la diagonal con la transformacion G — A'G'A, donde A es no singular
y los niimeros s6lo dependen de G.

1.9. Formas cuadraticas

En esta seccion tratamos las formas cuadraticas, las cuales como veremos mas adelante
tienen asociada una forma bilineal. Aqui también analizamos bajo que condiciones esta forma
bilienal asociada a la forma cuadrética es tinica y posteriormente se dard un algoritmo para
reducir una forma cuadréatica como suma de cuadrados.
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Definicion 1.9.1. Una forma cuadrdtica es una funcion q : L — K para la cual existe una
forma bilineal h : L x L — K con la propiedad

q(l) = h(l,1) para todo | € L.
Teorema 1.9.1. Si la caracteristica del campo K es # 2, entonces para cualquier forma cua-
drdtica q : L — K eziste una dnica forma bilineal simétrica g con la propiedad q(1) = g(I,1),

llamada la polarizacion de q .

Demostracion. Sea ¢ una forma cuadratica entonces existe una forma bilineal A tal que ¢(I) =

h(l,1). Definimos
g(t,m) = £[h(l,m) + h(m, 1)
Claramente, g es simétrica, es decir, g(l,m) = g(m,[), ademas,

9(,0) = §|1(L.1) + h(L.D)| = a()

y la bilinealidad de g se sigue de la bilinealidad de h.

Ahora probemos la unicidad, notemos que si ¢(I) = ¢1(l,1) = g2(l,1), donde g; y g» son formas
bilineales y simétricas, entonces la forma g = g; — go es bilineal y simétrica y ¢(l,l) = 0 para
todo [ € L y de acuerdo a la prueba del Teorema 1.6.1 se sigue que g(l,m) = 0 para todo
l,m € L. Con lo cual se completa la prueba. n

Notemos que si g(I) = g(l,1) y g es simétrica, entonces

g(l,m) = 5 |q(l+m) —q(l) - q(m)]-
Hemos establecido con esto que las geometrias ortogonales (con caracteristica # 2) pueden ser

interpretadas como geometrias de pares (L, q), donde ¢ : L — K es una forma cuadratica. En
términos de coordenadas, la forma cuadratica es escrita como

(%) = 3275, aijzix;

donde la matriz (a;;) es simétrica, esto es, a;; = a;; parai,j =1,...,n.

1.9.1. Reduccion de una forma cuadratica a una suma de cuadrados

Sea ¢q : L — K dada por

q(r, .- wn) = D00 agriry,  ay = ag;
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una forma cuadrética sobre el campo K con caracteristica # 2. El siguiente procedimiento es
un método practico para encontrar una sustitucion lineal de variables x; que simplifique a ¢ a
una suma de cuadrados con coeficientes. Para esto consideremos los siguientes casos:

Casol. Existe un coeficiente no cero en la diagonal.
Renombrando las variables podemos asumir que a;; # 0, entonces

q(.ﬁl}l, . ,.Tn) = CLHZL’% + x4 (2(1121’2 + -+ 2a1nxn> —+ q/<.§L’2, . ,.ﬁl}n),

donde ¢'(za,...,2,) = >, ai jz;7; es una forma cuadratica de menor o igual a n—1 variables,
pues tiene asociada la forma bilineal h : L x L — K defina por

B2, (0 wa)) = D asmy

i.j=2

con la propiedad ¢(I) = h(l,1) para todo | € L. Ahora completando el cuadrado, se tiene

ail ail

2
q(zy,...,x,) = a11<x1 4+ 2y 4o ‘Mxn> +q" (o, ..., Tp),

donde
" _ a12 A1n 2
q"(z2,...,2,) = (2. ,20) —ay|—ax2+ -+ —x,
11 a1
/ 1 2
11

es la nueva forma cuadratica de menor o igual a n — 1 variables, pues es la diferencia de dos
formas cuadraticas. Ahora si ajustamos

1
y1 =21 +aj; (@oTs + - 4 1p%n), Yo = To,. .., Yp = Tp
obtenemos en las nuevas variables la forma

anyi + 4" (Y2, Yn)

y el siguiente paso del algoritmo consiste en aplicar esto a ¢”.

Casoll. Todos los coeficientes de la diagonal son cero. Si en general ¢ = 0, entonces nada hay
que hacer: ¢ = >0 2.
Por otro lado, renombrando las variables, podemos asumir que a5 # 0, entonces

q(x1, ..., x,) = 2010100 + 21l (T3, . .., ) + Xalo(x3, .. 20) + ¢ (23, ..., xy)
donde [y, [, son formas lineales y ¢’ es una forma cuadratica. Consideremos

T1 =Y+ Y2, Ta=Y1 — Yo, Tj=7"Y;,1>3.
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entonces en las nuevas variables la forma ¢ esta dada por

2a12(y7 —¥3) + 4" (1o - - - Yn)

donde ¢” no contiene términos con y?, y3. Por lo tanto podemos aplicar el método de separacion
de cuadrados para reducir una vez més el problema a términos de menor grado y aplicando
sucesivamente estos pasos nos dard una forma del tipo Y | a;z2. La sutitucion final de variables
serd no degenerada ya que todas las sustituciones intermedias son no degeneradas.

La sustitucion final de variables u; = (| a; |)%zl cona; #0enelcaso K=Ryu; = (ai)%zi con
a; # 0 en el caso K = C, se puede reducir como una suma de cuadrados con coeficientes 0, +1,
6, 0,1, respectivamente.

A continuaciéon mostramos un ejemplo de este procedimiento.

Ejemplo 1.9.1. Simplificar la siguiente forma cuadrdtica a una suma de cuadrados
q(21, 9, 03, 74) = T3 + 20103 + 2093 + 27074 + 22374 + T2
Demostracion. Como existe un coeficiente no cero en la diagonal aplicamos el Caso . Entonces
q(z1, 79, 73, 74) = 73 + 21(223) + ¢ (22, T3, 74)

donde

q (22, 73, 74) = 22973 + 20074 + 27374 + 775

Completando cuadrados, encontramos

q(l‘la T, T3, :L‘4) - (l‘l + $3)2 + q/l(l‘27 €3, :L‘4)

con

" 2 2
q" (9, x3,74) = 2xows + 2X9xy + 2x374 + T — T5.

Ahora si ajustamos y; = x1 + 3, Y2 = T2, Y3 = T3, ys = T4. Obtenemos en las nuevas variables
la forma

q(y1, Y2, Y3, Y1) = yi + ¢" (Y2, Y3, ya).-

El siguiente paso es aplicar lo mismo para ¢”, esto es,

q"(zo, w3, 24) = 27+ 2ay(wy + 23) + (20903 — 23)

= (24 + (2o + 33))* — 23 — 203
Ajustando yy, = x4 + w2 + 3, Y2 = T2, y3 = 3. Obtenemos,
q (Y2, Y3, Ys) = ?/i - ?/S - 29§-

Con esto tenemos que la reduccion de ¢ a una suma de cuadrados esta dada por:

a1, Y2, Y3, Y1) = Y7 + Y5 — Y3 — Us.

18



CAPITULO 1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO
1.10. ALGORITMO DE ORTOGONALIZACION Y POLINOMIOS ORTOGONALES

1.10. Algoritmo de ortogonalizacién y polinomios ortogo-
nales

En esta parte se describira un algoritmo clasico para la construccion de bases ortogonales y
veremos ejemplos de aplicaciones importantes de estas bases en el espacio de funciones.

1.10.1.  Algoritmo de Ortogonalizacion de Gram-Schmidt

El algoritmo de ortogonalizacion de Gram-Schmidt es un algoritmo muy importante en
algebra lineal que nos permite obtener una base ortonormal de un espacio a partir de una
base dada. Este proceso de ortogonalizacion puede verse en la construccion de la prueba del
siguiente resultado en la cual examinaremos simultdneamente los casos ortogonal y Hermitiano.

Proposiciéon 1.10.1. Sea (L, g) un espacio lineal con producto interno g y con una matriz
ortogonal o Hermitiana, definida en la base {€e, ... e, } y L; el espacio generado por {e}, ... €.},
1 = 1,...,n. Supongamos que todos los subespacios L; son no degenerados. Entonces existe
una base ortogonal {ey,...,e,} tal que el espacio generado de {ey,...,e;} coincide con L;,
i = 1,...,n. Esta base es llamada la ortogonalizacion de la base inicial {€},... e, }. Cada

vector e; estd determinado de manera unica salvo un factor escalar no cero.

Demostracion. Construiremos e; por induccion sobre i. Para e; lo tomamos como €.

Si ey, eq,...,¢e;_1 fueron construidos previamente, entonces obtenemos e; de la siguiente forma
i—1
o /
e =€ — E zie;, ;€K (1.10.1)
j=1
Como {€],...,e.} genera a L;, se tiene que {e|,...,e; } v {e1,...,e;_1} generan a L; i,
entonces el vector e; junto con {ey,...,e;_1} generaran L;. Por lo tanto es suficiente probar que
e; es ortogonal a ¢/, ..., e,_,. Las hipotesis implican que g(e;,¢;) =0, k=1,...,i—1, 0

lag(e e ) =g(ele) k=1,...,i—1
> Tigle, ep) = g(ej, ey,

Este es un sistema de ¢ — 1 ecuaciones lineales con ¢ — 1 variables. La matriz de coeficientes es la
matriz Gram de la base {€],...,e}_,} del espacio L; 1, la cual es no singular por definicion, de
manera que z; existe y esta determinado de manera tinica. Cualquier vector no cero € ortogonal
a L,_; es proporcional a e;.

Una soluciéon simple del sistema de ecuaciones es obtenido si ¢; es tomado de la forma

i—1
e =€ — > 1yes, Y€K

asumiendo que e, ...,e;_; fueron previamente encontrados. Como ey, ..., e;_1 son ortogonales
a pares, de la definicion g(e;,e;) =0, 1 < j <i— 1 se tiene que

g(e;@j)

yj:m, ]:1,...,Z—1
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El punto principal de esta prueba es escribir explicitamente el sistema de ecuaciones lineales las
cuales determinan sucesivamente la soluciéon e;. Notar que la matriz de coeficientes del sistema
1.10.1 es la diagonal inferior de la matriz Gram de la base inicial

Gi = (g(ef,er)), 1<jk<i.

Ahora si no queremos establecer un algoritmo podemos hacer la elecciéon de la siguiente manera.
Utilizando la Propocision 1.6.1 y la no degeneracion de ;1 se tiene que L; = L;_1 P LZ{I;
dimLi} = dimL; — dimL;_; y podemos tomar e; como cualquier vector no cero de L, para

conformar una base de L. m

Observacion 1.10.1. a) El proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt frecuentemente es
usado en situaciones cuando g(l,1) > 0 para todo | € L,l # 0, esto es, es aplicado a espacios
FEuclidianos y espacios unitarios los cuales estudiaremos mdas adelante. En este caso todo
subespacio de L es automdticamente no degenerado y cualquier base puede ser normalizada.
La forma g con esta propiedad y su matriz Gram se denominan positiva definida.

b) Cualquier base ortonormal de un subespacio no degenerado Lo C L puede ser extendido a
una base del espacio completo L. En efecto, como L = Ly @ Ly tomamos la base de Ly como
el extension (o complemento) de la base de Ly y asi obtener la base para L, luego aplicamos el
algoritmo de Gram-Schmidt a la base que se obtuvo en la extension para obtener la base deseada.

1.11. Conjuntos ortogonales en el espacio de funciones

Ahora haremos una pequena pausa en el espacio de funciones, en el cual tenemos definidos
algunos producto internos, con los cuales se obtienen, mediante el proceso de ortogonalizacion,
ciertos conjuntos de polinomios como son los polinomios trigonométricos, los polinomios de
Legendre y en particular los polinomios de Hermite que son los més importantes en nuestro
estudio y haremos uso de ellos mas adelante.

Estudiaremos las funciones fi, fo definidas sobre el intervalo (a,b) del eje real (a puede ser -oco
y b puede ser co) y asumiendo valores reales o complejos.

Los productos internos sobre espacios de funciones en analisis estan definidas frecuentemente
por una expresion del tipo

mAMZ/G@M@MMx (1.11.1)

o caso sesquilineal,

b
anm:/kmmwmmw (111.2)
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donde, G, f1 v fo deben satisfacer ciertas condiciones de integrabilidad.
La funcién G es llamada el peso del producto g. El valor

o(f f) = / G(2)f(2)dz o / G(x) | f(a)? | du

es el peso de minimos cuadrados de la funcién f con peso G.

El problema tipico de aproximar la funcién f por combinacion lineal de alguna coleccion de
funciones dadas fi,..., f,, consiste en encontrar los coeficientes a4, ..., a, que minimicen los
pesos de la funcion

- zn:aifi (1.11.3)
i=1

Despiies de ver los siguientes ejemplos (Polinomios trigonométricos, Polinomios de Legendre y
Polinomios de Hermite) habra evidencia de que los coeficientes a; se encuentran particularmente
en el caso de que {f;}_; forme un sistema ortonormal relativo al producto interno g.

1.11.1. Polinomios trigonomeétricos

El objetivo principal de mostrar ejemplos de conjuntos orotogonales en el espacio de fun-
ciones es ver como estan dadas las normalizaciones de las bases de estas formas con respecto
al producto definido por las ecuaciones (1.11.1) y (1.11.2) segtin sea el campo donde se esté
trabajando. A continuaciéon se muestran como ejemplo los polinomios trigonométricos y poste-
riormente se daran otros ejemplos de otros conjuntos ortonormaes.

Para los polinomios trigonométricos (o polinomios de Fourier) se tiene definida una funcion de
peso G = 1 y un rango (a,b) = (0,27). Los polinomios Trigonométricos son combinaciones
lineales de funciones cosnx y sinna o combinaciones de la funcién e™*, n € Z.

Esta forma es usualmente utilizada en la teoria de funciones de valor real y después en la teoria
de funciones de valor complejo. Ahora como e™® = cosnz + isinnx, sobre C los espacios de
polinomios de Fourier coinciden.

El conjunto de funciones {1,cosnz,sinnx | n > 1} asi como {e™® | n € Z} son linealmente
independientes. Mas aiin, estos conjuntos forman sistemas ortogonales. En efecto,

™ para m=mn >0

27 27
cos max cos nxdr = sin ma sin nxdx =
0 0 0 para m#n

2w
/ cosmx sinnxdx = 0
0

27 27
/ oM ine o — / pilm=n)z .. _ { 2r para m=n
0 0 0 para m#n
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Los sistemas

1
cos nz, smn:p|n>1}

1
{ V2T \/_ \/_ { V2
estan normalizados. Los productos internos de cualquier funcion f en [0, 27] con elementos de
estos sistemas son llamados Coeficientes de Fourier de esta funcion, los cuales son:

1 27
ag = E/o f(z)dx (1.11.4)

e | nGZ}

1 /27‘(’

a, = — f(z)cosnxdr, n>1 (1.11.5)
VT Jo
1 21

b, = —/ f(x)sinnxdx, n>1 1.11.6
= | s (1116)

para funciones reales y

1 2 )
a, = — x)e " dx, neZ
=/ 1@

para funciones complejas. Si la funcion f es por si misma un polinomio de Fourier, entonces
tendremos

fx) =

Z(an cos nx + by, sin nx)

1 1
—=Ay + —
V2 VT w1
para funciones reales f, y

R

para funciones complejas f. Series infinitas con esta estructura son llamadas series de Fuorier.

1.11.2. Polinomios de Legendre

Para este caso la funcion de peso y el intervalo estan dados como G = 1, (a,b) = (1,—1).
Los polinomios de Legendre Py(z), Pi(z), Ps(x), ... se obtienen como resultado de aplicar el
proceso de ortogonalizacion a la base {1,x, 22, ...} del espacio de polinomios reales, estos son
usualmente normalizados por la condicion P,(1) = 1. Con esta normalizacion su forma explicita
estd dada por el siguiente resultado.

Proposiciéon 1.11.1.

1 da»
2"n' dzm

— (2= 1)",n > 1.
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Demostracion. Como el grado del polinomio (22 — 1)" es igual a 2n, el grado del polinomio

jm—nn(xz — 1)™ es igual a n y también P, P,,..., P, generan el mismo espacio sobre R que
1,z,...,2% Por lo tanto, en lugar de verificar la ortogonalidad de P;, P;,i # j, es suficiente
probar que

1
/ 2*P,(z)dr =0 para k<n.

1
En efecto, integrando por partes obtenemos

Ppdr R A 1 o dit o,
r'—— ("= 1)"dr ==z s —=1)" —k " —— (2" — 1)"dx.
| i e =t | k[ e )
El primer término de la derecha se anula, porque (22 —1)" tiene un cero de orden n en el punto
+1, y cualquier derivada de orden menor tiene un cero en ese punto. Siguiendo de manera
analoga puede aplicarse al segundo término del lado derecho de esta tltima ecuacion y después
de k pasos se llega a la integral

1 dn—k ) dn—k—l ) .
/1 d;(jn*k (.T — 1)ndﬂf = W(l’ — 1)n ‘_1: 0

Por otro lado, la formula de Leibnitz indica que

%;Ux—1w@+iw]=§i(zxggx—lﬁég%@+iW

k=0
entonces podemos representar P,(x) de la siguiente manera

1 d

B 1 dr
ol dan

- 2nn! dzn

B(x) (a® —1)"

En el punto x = 1 el término correspondiente a k£ = n es el inico término que no se anula, esto

P = 5o (0) [t = 0w 0 L

ol \n /) Ldan

Ux—mwx+m".

-1-nl-2"=1

2nn!

que es la condiciéon de normalizacion, con lo que concluye la prueba.

A continuacién mostramos los primeros polinomios de Legendre:
n=1 P(x)==x

n=2 PQ(x):%(ZixQ—l)

1
n=3 Ps(z) = 5(5x3 — 37)
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1

(352* — 3022 + 3)

1
n=>5  Psz)= §<63SL’5 — 7023 + 15z)

1
n=6  P(z)= 1—6(231:56 — 3152* 4+ 10522 — 5)
1
n=7 Pz)= 1—6(429567 — 69325 + 31523 — 35z1)

1
(64352° — 120122° + 6930x* — 126022 + 35).

1.11.3. Polinomios de Hermite

Los polinomios de Hermite son los que més nos interesa en este trabajo, ya que estos
polinomios ademas de que presentan propiedades importantes en el espacio de funciones
resultan méas adelante cuando estudiemos al oscilador armoénico y ahi daremos la interpretacion
de estos polinomios.

Para este caso de polinomios, G = e %", (a,b) = (—00,00). Los polinomios H,(z) son el
resultado de la ortogonalizacion de la base {1,z, 2%, ...} y su forma explicita es

dar 2
Hn — (—=1)" z? —x
() = (~1e T (e ™)
y se normalizan de acuerdo al valor de la siguiente integral
e o0 para m#n
/Ooe H,(x)H,(z)dx = { Pl/E para m—n . (1.11.7)

Para probar la integral 1.11.7 haremos uso de la siguiente propiedad de los polinomios de
Hermite
H,(x) —2nH, (z) =0.

Supongamos que m < n y m = numero de veces que se deriva por partes,

/ h e Hy(2)Hy(z)dz = (—1)" /_ h Hm(x)%(e_xQ)dx

—00

= [ e - [ e ]

-1
oo dx™
0 dnfl

oo dnfm

R

— 00

dxn—m
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Ahora probemos que

*dmm 2 [0 para m<n
/Oodyc"—m(6 )dx—{ VT para m=n

y con esto se tendré lo que queremos probar.
En efecto, supongamos que m < n,

©odar —x? n+maom dn—m—l —x? o
/oo (e ) = (1) k![W(e |~ =o.
Ahora si m = n,
o gnmm 2 o 2

para probar esta tltima integral tomemos como

[:/ e de
0

entonces se tiene que ,

3
O\J
8
D
|
X
+
<
=
IS
S
=9
<

(VB
N
8
9]
!
[
<
QU
=3
QL
>

S— o— S——

(ME
SIS

o N

] 0]

pues,
00 t —t2 ¢ 1 —t2 1
/ e rdr = lim e rdr = lim [e_} = lim ( - ) =

0 2 2

t—o00 0 t—o00

por lo tanto,

/OO P )y = /OO e dr = 21 = 2<ﬁ> — V7.

oo dxTm . 2

A continuacion se muestran los primeros polinomios de Hermite:
Ho(l‘) =1

Hi(z) =2z
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Hy(x) = 42* — 2
Hi(z) = 82% — 12z
Hy(x) = 162" — 482% + 12

Hs(z) = 322° — 16023 + 120z.
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Capitulo 2
Operadores

Este capitulo lo designamos solo a ciertos operadores definidos en espacios euclidianos y
espacios unitarios. Para los espacios euclidianos se estudiaran los operadores ortogonales y
para los espacios unitarios, los operadores unitarios, los cuales estudiaremos con detalle. Otros
operadores que también analizamos son los operadores auto-adjuntos, de los que se daran
algunas caracterizaciones importantes.

2.1. Espacios Euclidianos

Cuando tratamos con espacios con producto interno, inmediatamente pensamos en los espa-
cios euclidianos ya que estos espacios son con los que se trabaja cominmente y ademés cumplen
propiedades muy importantes, por ejemplo la desigualdad de Cauchy-Bunyakovskii-Schwartz,
y a su vez en estos espacios podemos hablar de lo que es una norma y una métrica.

Definicion 2.1.1. Un espacio euclidiano (L,q), es un espacio lineal real de dimension finita
con un producto interno simétrico (g = g') y positivo definido (g(1,1) > 0,1 # 0).

Escribiremos (I,m) en lugar de g(I,m) y || I || por (I,1)2; llamaremos al nimero || I || la
longitud del vector (.
A continuacion probemos las siguientes propiedades referentes a espacios euclidianos:

a) Cualquier espacio Euclidiano L tiene una base ortonormal, es decir, los vectores son orto-
gonales y tienen longitud igual a uno.

En efecto, por el algoritmo de ortogonalizacion (seccion 1.10.1) L tiene una base ortogonal

{li,...,1,} por ser no degenerado. Ahora si tomamos {”é—h, ey ”f—””} sigue siendo base
n

ortogonal de L y ademés cumple

L L L 3 1
— || = L = —(li, ;)
|| IRl " (H Ll 1 ||> IR

Ll
A

D=

1.
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b) Por consecuencia de a) se tiene que L es isométrico al espacio Euclidiano R™ (n = dimL),
donde

n

" 1
@5 =Y v, 171= (D)
=1

i=1
Muchas de las propiedades de espacios Euclidianos fueron descubiertas por la desigualdad de
Cauchy-Bunyakovskii-Schwarz, que a continuaciéon se menciona.

Proposicion 2.1.1. (Desigualdad de Cauchy-Bunyakovskii-Schwarz). Sea L un espacio eucli-
diano, para cualesquiera ly,ls € L se cumple que

| (hy L) [ (1] 2 ]
y la igualdad se cumple si y solo si los vectores son linealmente dependientes.

Demostracion. Si ly = 0, la igualdad se cumple y [y, [5 son linealmente dependientes. Entonces
supongamos que [; # 0. Para cualquier nimero real ¢ se tiene

0 <[ th + 1y [|P= (th + lo, thy + Ip) = 2 || 1y [|? +2t(1, ba)+ || 1o ||
Por lo tanto, el discriminante del trinomio cuadrado debe ser no positivo, esto es,
(b )= [ L Pl e [*< 0

y es cero si y sOlo si este trinomio tiene una raiz real ¢y, es decir,

” toll + 1y H2: 0y, = —f}oll

como se queria probar. =

Corolario 2.1.1. (Desigualdad del tridngulo). Para cualquier ly,ls,l3 € L
[+ L [I<Ia -+ 1
y =<l b=l + =15
Demostracion.
Fi+ o IP=1 0 1 420 L)+ e (P P +2 0 Gl -+ 1P= A+ 1 ])?

de aqui se sigue la primera desigualdad y reemplazando [y por [y — [y y I3 por Iy — I3 se obtiene

la segunda desigualdad. n
Corolario 2.1.2. La funcion N : L — R tal que N(I) =|| L || es una norma sobre L, y la
funcion d : L x L — R tal que d(l,m) =|| | — m || es una métrica sobre L.

Demostracion. Probemos que efectivamente N es una norma sobre L

a) N(0)= (0,02 =0,N()=(l,)): >0, [+#0,l¢€ L.
b) N(al) = (al,al)z =| a | (I,1)2
¢) N(ly + 1) = (lh + o, Iy + 1)z < (I3, 10)2 + (Iy, 1)z = N(L) + N(ly), li,lelL

Por otra parte, por la forma de como fue definida d, es claro que d es una métrica. n

la| N() acR,leL.
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2.1.1. Angulos y distancias en espacios euclidianos

Sean [y, [y € L vectores distintos de cero, la Proposiciéon 2.1.1 implica que

e b))y
AR

Por lo tanto, existe un tinico angulo ¢, 0 < ¢ < 7 para el cual

(llul2>
[ 2u (] 22 )

Este es el angulo entre los vectores [q,ls. Ahora como el producto es simétrico, entonces el
angulo es no orientable, es por eso que el angulo s6lo se toma entre 0 y 7w. De acuerdo a la
convencion de que el angulo ortogonal entre dos vectores es igual a 7, la geometria Euclidiana
puede desarrollarse sisteméaticamente de acuerdo a estas definiciones de longitud y angulo, y
los espacios dos y tres dimensionales coinciden con los de la geometria clésica.

Por ejemplo, el teorema de Pitagoras multidimensional es una consecuencia de las definiciones.
Si los vectores [y, ..., [, son ortogonales a pares, entonces

D LP=> P (2.1.2)
i=1 i=1

La féormula usual para cosenos en geometria plana, aplicada a un triangulo con lados Iy, [5, 3
estd dada por

cosp = (2.1.1)

Vs [P=l 2 0P+ [ 1 =2 01 2 (1] 22 [} cosp

donde ¢ es el angulo entre [ y l. El vector I3 = 1; — [5, y esta formula se transforma en la
identidad

=L P=[ 0 1+ | 2 17 —2(1, 1)

de acuerdo con la definicién de angulo.
Sean U,V C L dos subconjuntos en un espacio Euclidiano. Al nimero no negativo

AU V)=inf{||li =L ||| 1 €Ul eV}

le llamaremos la distancia entre U y V.

Consideremos el siguiente caso particular: U = {l}, V = Ly C L espacio lineal. Como estamos
en un espacio Euclidiano, Ly es no degenerado y por tanto L = Lo+Lg y | = l0+l6 donde [y € Ly,
lz) € Ly . Los vectores Iy, lé son las proyecciones ortogonales de [ a Ly, Ly, respectivamente.

Proposicion 2.1.2. La distancia de | a Lo es igual a la longitud de la proyeccion ortogonal de
lalLg.

Demostracion. El teorema de Pitagoras implica que para cualquier vector m € Ly,

lE=m = lo+ 1 —m =]l —m |* + | |I”
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va que el vector [o —m € Lo y lé € Lg son ortogonales. Por lo tanto
2 2
[E=m "= Iy |
y la igualdad se cumple so6lo si m = [y, es decir para m = [y
d(l, Lo) = inf{| L =lo Il lo € Lo} = Iy |I”
que es lo que se queria probar. -
Ahora, si tenemos Ly C L y una base fija de Ly, queremos ver como es la proyeccion de
cualquier vector en L con respecto a la base dada. Para esto se tiene la siguiente proposicion.

Proposicion 2.1.3. Sean L un espacio Euclidiano, Ly C L y{e1,...,en} una base ortonormal
de Ly. La proyeccion de l € L a Ly estd determinada por

m

lo = Z(l, €i>€i-
i=1
y ademds
> ey <]
i=1

Demostracion. En efecto, ly = Y _." | a;e;, entonces

(l0>ei) = (Z ;€4 61‘) = ai(eiaei) = Q.

i=1

Por otro lado
(lo, i) = (lo + Iy, e5) = (I, ;)

y por lo tanto a; = (I, ¢;) .

Finalmente
m

d(l,Lo) =[ 1 =) (Lee |
i=1
es el menor valor de || [ —r || cuando r se mueve a través de Ly. Como || Iy ||><]| I ||?, de acuerdo

al teorema de Pitdgoras tenemos
m

Y e <P

i=1
|

Como ejemplo de la Proposicion 2.1.3 consideremos al espacio de funciones continuas reales
sobre [a, b], C[a, b], con el producto interno

b
(f.9) = / f(2)g(z)da
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este espacio es de dimesion infinita, pero nosotros en las siguientes desigualdades nos referimos
a un nuamero finito de éstas funciones y también debemos considerar que estamos trabajando
sobre un espacio Euclidiano de dimension finita:

b b
(f,f):/ f(x)?de >0 y si (f,f):/f(x)zdx:Q entonces  f(x) = 0.

La desigualdad de Cauchy-Bounyakovskii-Schwarz toma la forma

</abf(:c)g(:c)d:c)2 < /abf(x)Qd:c + /abg(x)Qd:c

y la desigualdad del tridngulo toma la forma

([ +otonae)’ < ([ soran)’+ ([ atera)’

Si (a,b) = (0,2m) y a4, b;, son los coeficientes de Fourier de la funcion f(x) dados por las
ecuaciones 1.11.4, 1.11.5 y 1.11.6, entonces el polinomio de Fourier

N

1 1
In(x) = E (ancosnx + bysennz)
n=1

= ——ay+ —=
\/27‘(‘0 T

es la proyeccion ortogonal de f(z) sobre el espacio lineal generado por {1, cosnz, sennx | 1 <
n < N}. La desigualdad | fx |<| f |* asume la forma

N 27
d+d@ )< [ fwrds
i=1 @
ademas, como el término de la derecha no depende de N y a?,b? > 0, la serie
ag+ Y (a? +1b7)
i=1

converge (pues la sucesion de sumas parciales es creciente y acotada) para cualquier funcion
continua f(x) € [0, 2.

2.1.2. Método de minimos cuadrados

Consideremos el sistema de m ecuaciones lineales con n variables con coeficientes reales

Zaijxj :bi, 1= 1,...,771. (213)
j=1
o equivalentemente
> ayri—b=0, i=1...m (2.1.4)
j=1
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Definiciéon 2.1.2. La desviacion de minimos cuadrados del sistema (2,1,3) estd dada por
m n 2
> (Zaiﬂj - bz’) :
=1 j=1

Asumamos que m > n y el rango de la matriz de coeficientes es igual a n. Entonces,
en general, el sistema no tiene solucidn, pero nosotros trataremos de encontrar valores de las

variables 2, ..., 2%, tal que la desviaciéon de minimos cuadrados sea el menor valor posible, es
decir,

E ( E (lijl‘j — bz> .

=1 j=1

sea minimo.
Interpretemos las columnas de la matriz de coeficientes ¢; = (ayi,. .., ami) v f = (b1,...,bn)
como vectores del espacio Euclidiano R™ con el producto interno usual.

Tomando
n
€ = E xX;e;
i=1

obtenemos
m n 2 n
> (S ) = S P
i=1  j=1 i=1

Por otro lado la desviacion minima se consigue cuando >  zle; es la proyeccion ortogonal

de f al espacio generado por el vector e;, para cada i, es decir, que los valores ¥ deben ser
encontrados de un sistema de n ecuaciones con m incognitas

(Y %) = (foey), j=1,....n.
7j=1

Este sistema es llamado sistema normal.

2.2. Espacios Unitarios

En esta seccidon estudiaremos espacios unitarios, los cuales son una variacién de los espacios
euclidianos, pues muchos de los resultados que se obtienen en los espacios euclidianos bajo
pequenas variaciones se siguen cumpliendo en los espacios unitarios, esto nos da cierta facilidad
al tratarlos por la familiaridad que tenemos con los espacios euclidianos.

Definicion 2.2.1. Un espacio unitario (L,g) es un espacio lineal complejo, con g producto
interno Hermitiano positivo definido.

Al igual que en espacios Euclidianos escribiremos (I, m) en lugar de g(I,m) y || I || por (,1)2.
Mostraremos mas adelante que || || es una norma sobre L.
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Definicion 2.2.2. Un espacio de Hilbert L, es un espacio unitario el cual es completo con
respecto a la norma || ||, es decir, es completo con respecto a la norma inducida por el producto
mnterno.

Siguiendo un procedimiento andlogo al utilizado en espacios Euclidianos se prueban las
siguientes afirmaciones:

a) Cualquier espacio unitario L de dimension finita tiene una base ortonormal.

b) Por a), L es isomorfo al espacio coordenado unitario C" (n = dimL), con el producto interno
n n 1
— = — — 2
@3 = w7 l= (D 1w )7
i=1 i=1

Muchas de las propiedades de espacios unitarios son iguales a las propiedades de espacios
Euclidianos. En particular, si L es un espacio unitario de dimension finita, entonces la decom-
plejificacion Lg (donde la decomplejificacion de L significa que la multiplicacion escalar es solo
sobre R y no sobre C)[5] tiene la estructura tinica de un espacio Euclidiano, donde la norma
| || de un vector en Ly es la misma que en L.

En efecto, si {e1,...,e,} es una base ortonormal de L y {ej,ieq,eq,i€s,...,€,,1e,} la base
correspondiente de Lg, entonces

n
TP = [ e |
j=1
n
= > e P
j=1
n
= >
j=1

n

= Z ((Rea:j)2 + (Ima:j)2)

j=1

donde la expresion de la derecha es el cuadrado de la norma Euclidiana del vector

Z Rexj(e;) + Z Imaz;(iej) = Z xje;
j=1 j=1 j=1

en la base ortonormal {e;,ie;}. La unicidad se sigue de que la caracteristica de R es diferente
de 2 y entonces para la forma cuadrética || ||, la forma bilineal simétrica asociada es tnica de
acuerdo al Teorema 1.9.1.

Los productos internos Hermitianos sobre espacios complejos no s6lo inducen estructuras orto-
gonales, sino también estructuras simplécticas sobre Lg, de acuerdo a la siguiente construccion:
retomemos temporalmente g(I, m) para representar un producto interno sobre L y consideremos
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a(l,m) = Reg(l,m)
b(l,m) = Img(l,m)

donde Reg(l,m) y Img(l,m) es la parte real e imaginaria del producto interno g(l,m),
respectivamente.
Entonces se cumple lo siguiente:

Proposicion 2.2.1. a) a(l,m) es un producto interno simétrico y b(l,m) es un producto in-
terno antisimétrico sobre Lg; ambos productos son invariantes bajo la multiplicacion por
1, esto es, la estructura canonica compleja sobre Ly,

a(il,im) = a(l,m), b(il,im) = b(l,m).
b) a y b estin relacionados por:
a(l,m) =0b(il,m), b(l,m)= —a(il,m).

c) Cualquier par de formas invariantes a,b en Lg, antisimétrica y simétrica, relacionadas por
b), define un producto interno Hermitiano en L de acuerdo a la formula

g(l,m) = a(l,m) +ib(l,m).

d) La forma g es positiva definida si y sélo si la forma a es positiva definida
Demostracion. La condicion de simetria Hermitiana g(I,m) = g(m, 1) es equivalente al hecho
a(l,m) +ib(l,m) = a(m,l) — ib(m, 1)

esto es, la simetria de a y la antisimetria de b. La condicion g(il,im) = iig(l,m) = g(I,m) es
equivalente a que a y b son ¢ invariantes.
La condicion de C-linealidad de g de acuerdo al primer argumento indica la R-linealidad y
linealidad relativa a la multiplicacion por i, esto es,

a(il,m) +ib(il,m) = g(il,m) = ig(l,m) = —b(l,m) + ia(l,m)

y por tanto se sigue la relacion b) y la afirmacion c).
Finalmente

por la antisimetria de b, asi

g(l, 1) = a(l,)

y por consecuencia se tiene d). m
Corolario 2.2.1. Si la forma g es positiva definida y {e1,...,e,} es una base ortonormal para
g, entonces {ey,...,ep, €1, ..., ie,} es una base ortonormal para a y una base simpléctica para
b.
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Regresando al espacio unitario L, la desigualdad de Cauchy-Bunyakovskii-Schwarz compleja
toma la forma siguiente

Proposicion 2.2.2. Para cualquier ly,ls € L
| (L b)) Pl 412 2 P
y la igualdad se cumple si y solo si los vectores son proporcionales.

Demostracion. Para cualquier real ¢ tenemos

|t + 1 |2 = (t + Iy, tly + 1)
= t2(Iy, 1)) + (th, ly) + (Io, thh) + (I, I2)
= P At b)) + (0, D)+ | s |
= 2 || I || +2tRe(ly, )+ || 12 |[*> 0

El caso I; = 0 es trivial. Supongamos [y # 0, entonces el discriminante del trinomio
2 L |* +2tRe(ly, o)+ || 12 |7

es menor o igual a cero, esto es ,

2

(Re(li, 1)) <[l P[22 [
Pero si (I3, o) =| (I1,1) | €'®, ® € R, entonces
Re(e’iq’ll,lg) = Re(e’iq’eiq’ ‘ (ll,lg) ‘ ) :| (ll,lg) ‘
por lo tanto
| (I, ) P<[F el [P T 11P=] e P i 1120 2 2= 0 120 02 12

y la igualdad se cumple si y solo si || toe *®l; + I, ||= 0 para un t, € R apropiado. n

Exactamente de la misma manera que en el caso Euclidiano, se derivan los siguientes
corolarios:

Corolario 2.2.2. (Desigualdad del tridngulo) Para cualquier ly,ly € L
I+ L <l Ll + 1]
y [h =l <[ h—L|+I[&—-1I]
Corolario 2.2.3. La longitud del vector [ es || I || la norma en L.

Solo la propiedad || al ||=| a ||| I || se verifica un poco diferente,

| al ||= (al,al)> = (aa(l,1))> =| a ||| L]
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2.2.1. Angulos en espacios unitarios

Sean [y, ly € L vectores no cero, la Proposicion 2.2.2 implica

T
Ll

Por lo tanto, existe un dngulo ¢, 0 < ¢ < 7, para el cual

| (1) | o)

COS ) = ——————.
enilie

Sin embargo, en modelos muy importantes de las ciencias naturales, esta misma cantidad
Il . . . . .

||||§11||7II72)|||| (més precisamente su cuadrado) es interpretado no so6lo como el coseno de un angulo,

si no como una probabilidad. Fn el siguiente capitulo describiremos brevemente los postulados

de la Mecanica Cudantica, que incluyen esta interpretacion.

2.2.2. Distancias en espacios unitarios

La distancia entre dos subespacios de un espacio unitario L es definido como en espacios
Euclidianos:

dU,V)=tf{ || =L ||| L €Ul €V},

La distancia del vector [ al subespacio Lg es igual a la longitud de la proyeccion ortogonal de [
a Ly . La prueba se hace de igual manera que en el caso Euclidiano.
En particular si {ej,...,e,} es una base ortonormal de Lg, entonces

m

d(l, Lo) =| 1= (I.e;)e; |

i=1

y como en el caso Euclidiano

| Z(l,ei)ei = Z | (Le) P<| L]
i—1 i=1

de acuerdo al teorema de Pitagoras.
Como en los casos anteriores, podemos introducir las desigualdades para funciones de valor

complejo
b b b
[ @@ s [15@ P [ g P

/If +g(x |2d93 /|f |2d:zc /|g |2da;
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2.3. Operadores ortogonales y unitarios

Recordemos que en la seccion 1.1 mencionamos el concepto de operador lineal como un
caso particular de funcién multilineal. Entonces la definicién formal de un operador lineal es la
siguiente:

Definiciéon 2.3.1. Sea V' un espacio lineal sobre el campo K y & :V — V una funcion. & es

un operador lineal si :
a) S(u+v)=(u)+Sw) wvelV.
b) S(ku) =kS(u) uvweVkekK.

Definiciéon 2.3.2. Sea L un espacio lineal con el producto interno g y f : L — L una
1sometria, esto es, un operador lineal invertible que cumple la condicion

g(f(lh), f(l2)) = g(l1,12)

Si L es un espacio euclidiano estos operadores son llamados ortogonales y si L es un espacio
Hermitiano los operadores son llamados unitarios.

Proposicién 2.3.1. Sea L un espacio lineal de dimension finita con un producto interno simé-
trico o Hermitiano no degenerado (, ). Entonces para que el operador lineal f : L — L sea
una isometria es necesario y suficiente que cualquiera de las siguientes condiciones se cumpla:

a) (f(), f() = (1,1) para todo | € L (suponiendo que la caracteristica del campo escalar es
distinta de dos).

b) Sea {e1,...,e,} una base de L con la matriz gram G y sea A la matriz de f en esta base,
entonces

AGA=G o AGA=G.

c) [ manda bases ortogonales en bases ortogonales.

d) Si la signatura(Secc. 1.8) del producto interno es igual a (p,q), entoncs la matriz de f
en cualquier base ortonormal {eq,... ey, €pi1,... €p1q} con (€,€;) = 1 parai < py
(ei,e;) = —1 para p+ 1 < i < p+ q satisface la siguiente condicion

[ E, 0 ([ E, 0
A(o 5, )4 0 g

(E 0 N+ (E 0
A(o 5, )4 0 —g

en los casos simplécticos y Hermitianos, respectivamente.
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Demostracion. a) En el caso simétrico por el Teorema 1.9.1 se tiene que para la forma cuadra-
tica q(1) = h(l,1), h esté definida de manera unica y ademés como

q(l) = (1) = (F (), () = q(F (D))

a(l+m) — q(l) - a(m))
a(f(1+m) = a(£0) = a(f(m))]

a(F0) + F0m) = a(F0m) = a(Fm) ]
1), f(m))

AN RN =N

esto es, f preserva la polarizacion (ver Teorema 1.9.1).
En el caso Hermitiano tenemos analogamente

Re(l, m) = 2 [q(1 +m) — a(t) — g(m)]

y en la Proposicion 2.2.1 inciso ¢), se demostro que (I, m) es reconstruido de manera tnica
con Re(l,m) de acuerdo a la formula

(I,m) = Re(l,m) —iRe(l,m)
y por tanto f preserva (I, m).

b) Si f es una isometria entonces la matriz Gram de la base {eq,...,e,} v {f(e1),..., f(en)}
son iguales y ademés, las matrices Gram son A*G'A en el caso simétrico y A‘GA en el
caso simpléctico.

Reciprocamente, si f transforma la base {ej,...,e,} en {e},...,e,} y sus matrices Gram
son iguales, entonces f es una isometria.
Los incisos ¢) y d) son casos particulares de a) y b).

De esta Proposicion 2.3.1 se sigue que operadores ortogonales (unitarios) son operadores
que en una y por tanto en cualquier base ortogonal son especificados por matrices ortogonales
(unitarias), es decir, por matrices U que satisfacen las relaciones

UUt=FE, UUt=E,

donde FE,, es la matriz identidad.
A continuacion mencionaremos algunos grupos clasicos de matrices de los cuales no daremos
mas detalle en este trabajo, pero que los utilizaremos mas adelante ( Ver mas [5]).
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a) El grupo lineal general GL(n,K), consiste de matrices de n x n no singulares sobre el campo
K.

b) El grupo lineal especial SL(n,K), consiste de matrices de n x n sobre el campo K con
determinante igual a uno.

c) El grupo ortogonal O(n,K) que consiste de matrices de nxn las cuales satisfacen la condicion
AA' = E,.
Tales matrices forman un grupo ya que:

E,E, = B, AAT) = AT(A) = (A4 = () = £,

d) El grupo ortogonal especial SO(n,K), este es el grupo que consiste de matrices ortogonales
con determinante igual a uno

SO(n, k) =0(n,K)NSL(n,K).
La notaciéon SO(n) es usada en vez de SO(n,R).

e) El grupo unitario U(n), consiste de matrices complejas de n X n que satisfacen la condicion
AA' = E,,.
Probemos que efectivamente este conjunto es un grupo:

E.E'=FE,

AflA__lt _ A—l((A)—l)t — Ail(zzlt)fl — (AtA)fl — (E;D — En

y finalmente
(AB)(AB)' = (AB)(AB)" = ABB'A"' = AA' = E,,.

Los elementos U(n) son llamadas matrices unitarias.

f) El grupo unitario especial SU(n), consiste de matrices unitarias con determinante igual a
uno.

Siguiendo la definicion se tiene que
Ul)={ueClua'=1}={ueCllul=1} ={e’| ¢ e R}

Ul ={ueR|uw' =1} ={ueR|uv*=1}={£1} =U1)NR
Atn mas, si U € O(n) = U(n)NGL(n,R), entonces UU' = E,,, y por ser U invertible (detU)? =

1, asi detU = *1.
Ahora si
a b
o= )
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es una matriz ortogonal con determinante igual a -1, entonces

(22

es una maftriz ortogonal con determiante igual a 1.
Matrices de SO(2) tiene la forma

c d
¢ [ a b a ¢\ [ a4V ac+bd\ (1 0\ _
UU_(cd)(b d)_<ac+bd er ) \o1)=

det(a b):ad—bc:l
c d

Entonces cualquier matriz de tamano dos puede ser representada en la forma

cos¢p —sing
sing  coso

Con ¢ € [0, 27]. Esto representa la rotacion Euclidiana por un angulo ¢.

{(a b)|ad—bc:a2+62202+d2:1,ac+bd20}

pues

Definicion 2.3.3. Sea L un espacio lineal sobre el campo K y f un operador sobre L. El
espectro del operador f es el conjunto de sus eigenvalores, esto es,

{)\EK|f(x) :)\x,xeL,xyéO}
Al vector x, x # 0, que satisface la condicion f(x) = Az se le llama eigenvector correspon-

diente al eigenvalor A

Teorema 2.3.1. a) Un operador f sobre un espacio unitario es unitario si y solo si [ es
diagonalizable en una base ortonormal y su espectro estd situado sobre el circulo unitario

en C

b) Un operador [ sobre un espacio Euclideano es ortogonal si y sdlo si su matriz sobre una
base ortonormal tiene la forma:

A(er)
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con,

ato) = (o8] o))

c) Los eigenvectores de un operador ortogonal o unitario correspondientes a diferentes eigen-
valores son ortogonales

Demostracion. a) La suficiencia es clara pues si U = diag(\1,...,\,), | A |?= 1, entonces
UUt = E,, donde U es la matriz de un operador .
Reciprocamente, sea f un operador unitario, A un eigenvalor de f y L, el correspondien-
te subespacio caracteristico, entonces L = Ly + Li. El subespacio Ly es unidimensio-
nal,invariante bajo f y la restriccion de f a L) es un operador unitario unidimensional.
Por lo tanto A € U(1), esto es, | A [*= 1.
Si probamos que los subespacios Ly son f invariantes, entonces por induccién sobre la
dimensién de L podemos deducir que L puede ser descompuesto en una suma directa de
subespacios unidimensionales invariantes y ortogonales a pares. Con lo cual probariamos
el resultado.
En efecto, si ly € Ly,lo # 0y (lp,1) =0 (I € Ly), entonces

(lo, F(1)) = (F(A o), (D) = (Ao, 1) = A7 (lp, 1) = 0
esto es, f(I) € Ly (Ly es f—invariante) que es lo que se querfa probar.

b) En el caso ortogonal, la suficiencia se prueba por induccion sobre la dimension de L.

Para los casos en que dimL = 1,2 se hace el mismo procedimiento de a). Si dimL > 3y
f tiene un eigenvalor real A, entonces hacemos otra vez L = Ly+ Ly y | A *=1 (A = 1
necesariamente). Finalmente si f no tiene eigenvalores reales, entonces seleccionamos
subespacios Ly C L bidimensional f invariante de acuerdo a [5,Cap. 1, Prop. 12.16|. Para
SO(2) se tiene que en estos subespacios la matriz de la restriccion de f en cualquier base
ortonormal tiene la forma A(¢), Por lo tanto, solo resta verificar que el subespacio L es
invariante bajo f.

En efecto, si (lp,l) = 0 para todo Iy € Lg, entonces

(o, F(1) = (F(F (), F (D) = (f (L), 1) = 0
pues f1(ly) € Ly para todo Iy € Ly.
c) Sea f(l;) = N\l;, i = 1,2, entonces
(I, 1) = (f(lh), f(I2)) = (Mily, Aala) = M da(ly, o)

ademas como | \; |?= 1, entonces para \; # Ay, tenemos A\; Ay # 1. Por lo tanto (11, ly) = 0.
Este argumento es aplicable tanto para el caso unitario como para el ortogonal. Con esto
se completa la prueba.

]
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2.4. Operadores adjuntos y auto-adjuntos

Cuando estudiamos operadores nos damos cuenta que los operadores diagonalizables son la
clase mas simple e importante de los operadores lineales. También se ha visto por el Teorema
2.3.1 que operadores en espacios euclidianos y unitarios con espectro real son diagonalizables
en alguna base ortonormal, los cuales veremos més adelante que desempenan un papel muy
importante.

2.4.1. Operadores adjuntos en espacios con una forma bilineal

En esta seccion estudiaremos operadores con caracteristicas muy especiales, como el adjunto
de un operador y méas especificamente estudiaremos los operadores auto-adjuntos y algunas
caracterizaciones de estos.

Teorema 2.4.1. Sea f: L — M una funcion lineal de espacios lineales. Entonces existe una
unica funcion lineal f*: M* — L* que satisface la siguiente condicion,

(f*(m*), 1) = (m", f(1))
para todo m* € M*, |l € L
Demostracion. Unicidad de f*. Sea f] y f5 dos funciones que cumplen la propiedad mencionada.
Entonces (fy(m*),l) = (m*, f(1)) = (f5(m*),l), para todo m* € M*, [ € L, por lo tanto se
sigue que ((ff — f3)(m*),1) = 0. Si fijamos m* y variamos [. Entonces (f; — f5)(m*) € L*, es
una funcional lineal sobre L que asume so6lo valores cero y por lo tanto es igual a cero, es decir,

=1
Existencia de f*. Fijemos m* € M* e introducimos la expresion (m*, f(I)) como una funciéon
sobre L. La linealidad de f y la bilinealidad de ( , ) implican que esta funcion es lineal. Por

lo tanto pertenece a L*. Denotando f*(m*) = (m*, f). Las igualdades
[r(my +m3) = [1(my) + [ (m3),  [*(am”) = af*(m")

se siguen de la linealidad (m*, f(I)) con respecto a m*. Esto significa que f* es una funciéon
lineal. m

Ahora construyamos un operador sobre ff : L — L tal que cumpla la condicién del
Teorema 2.4.1 para posteriormente definir lo que es un operador adjunto. Para esto asumamos
que una forma bilineal no degenerada ¢ : L x L — K, que determina el isomorfismo g : L —
L* existe sobre L. Entonces identificamos L* con L por medio de ¢!, y asi podemos estudiar
g 'o f*o g como un operador sobre L.

Si ahora denotamos a f; por ' o f* o g, tenemos que,

g(fr(),m) = (g(f; (1), m)

|
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g(l, f(m)) = (g(1), f(m))
= (", f(m)).

Por la propiedad de f* se tiene
g(fi(0),m) = (F(),m) = (", f(m)) = g(L, F(m))

y asi, f; esta definido de manera tinica por la formula

g(fi(1),m) = g(l, f(m)).

fi{ es llamado el adjunto de f con respecto al producto interno g de acuerdo a la siguiente
definicion.

Definicién 2.4.1. Sea L un espacio lineal con producto interno g. Un operador lineal f* :
L — L es el adjunto de f: L — L con respecto al producto interno g si cumple la siguiente
propiedad

g(f*(lh),l) = g(li, f(l2)) para todo li,ls € L.
y cuando f = f*, el operador f es llamado auto-adjunto.

Muchas veces utilizaremos ( , )envezdeg( , ).
En el caso sesquilineal, § define un isomorfismo de L a L*, por lo tanto el operador f*: L* —
L*, el cual estd definido como f*(m) = f*(m), transfiere a L con ayuda del isomorfismo §. El
siguiente operador el cual llamaremos operador de transferencia §~'o f*o§: L — L es lineal
y lo denotaremos por f;. Este operador f; cumple la siguiente formula en el caso sesquilineal

g(fi(1);m) = g(l, f(m))

El operador f : L — L con la propiedad f; = f en espacios euclidianos y unitarios de
dimension finita es llamado auto-adjunto (o en el caso euclidiano operador simétrico y en el
caso unitario operador Hermitiano).

Proposiciéon 2.4.1. Si el operador f : L — L en una base ortonormal estd definido por
la matriz A, entonces el operador f; estd definido en la misma base por la matriz A' (caso
euclidiano) o A' (caso unitario).

En particular, un operador es auto-adjunto si y solo st su matriz en una base ortonormal es
simétrica o hermitiana

Demostracion. Denotemos el producto interno en L por paréntesis y por vectores las columnas
que son las coordenadas en una base ortonormal. Entonces tenemos

(f(2),9) = (AD)'7 = (A" g = & (A%) = (7, f;(D))

en el caso euclidiano. De aqui se sigue que la matriz de f; es igual a A’. De igual manera se
hace para el caso hermitiano. m
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2.5. Operadores auto-adjuntos y productos internos

En esta tltima seccidon estudiaremos la relacion que existe entre el conjunto de operadores
autoadjuntos y el conjunto de productos internos, asi como también las condiciones bajo las
cuales un operador es auto-adjunto en un espacio euclidiano o unitario.

Sea L un espacio con un producto interno simétrico o hermitiano ( , ). Entonces para cual-
quier operador f : L — L podemos obtener un nuevo producto interno ( , )y sobre L, por
la formula,

(11,1a) , = (F(12),12).

Supongamos que L es no degenerado, usando el concepto de un operador auto-adjunto, se tiene,

(o, 1) 5 = (f(l2), 1) = (lo, £ () = (f*(la), l2) = (I, la) 4=

en el caso euclidiano, y andlogamente

(lo; 1)y = (f(l2), 1) = (o, f*(l)) = (f7 (L), la) = (L, l2) 4

en el caso unitario.

Por lo tanto, si el operador f es auto-adjunto, entonces la nueva métrica (l1, 1) serd también
simétrica o hermitiana.

El reciproco es cierto y se verifica inmediatamente con la Proposicion 2.4.1.

Hemos establecido una biyeccion entre el conjunto de operadores auto-adjuntos y productos
internos simétricos en un espacio en el cual un producto interno no degenerado esta en términos
de otro. En el caso simétrico y hermitiano después de obtener una base ortonormal, en el
lenguaje de matrices, la matriz Gram de ( , ); es la transpuesta de la matriz de f.

Teorema 2.5.1. a) Para que un operador f en espacios euclidianos o espacios unitarios de
dimension finita sea auto-adjunto es necesario y suficiente que sea diagonalizable en una
base ortonormal y tenga un espectro real.

b) Los eigenvectores de un operador auto-adjunto correspondientes a eigenvalores distintos son

ortogonales.
Demostracion. a) Sea {ej,...,e,} una base ortonormal en L y sea f : L — L un operador
lineal para el cual f(e;) = Nje;, Ay € R, i =1,...,n, entonces
(f(l), 1) = (L, f(l2)) para todo l,ly € L
En efecto,

(f(l), 1) = (FOo mies), Yo wses) = o diways 0 (30 Niwaw)
(I, f(l2)) = (X wies, fowse) = Do iy 0 (O Niwar)
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y con esto probamos la suficiencia.

Por otro lado, el hecho de que el espectro es real en el caso unitario es facil establecerlo de
acuerdo a lo siguiente. Sea A un eigenvalor de f y sea | € L el correspondiente eigenvector,
entonces

AL D) = (f(),1) = (1, f(1)) = AL, D)
por lo tanto A = ), pues (I,1) # 0. El caso ortogonal se reduce al caso unitario siguiendo
el siguiente esquema. Examinemos el espacio complejificado LE (L® : L @ iL, suma sobre
R)[5,Cap.1,Secc. 12] e introducimos un producto interno sesquilineal de acuerdo con la
formula

(ll —|— ilQ, 13 —|— Zl4) - (ll, 13) —|— (12, l4) + ’i(lg, lg) — i(ll, l4)

con la cual L® se transforma en un espacio unitario, pues

(s +ila, 1y + ila) = (I +il, I3 + ila)

y ademéas este producto es positivo definido y f€ : L® — LT se transforma en un
operador hermitiano sobre LC.

El espectro de f€ coincide con el espectro de f ya que cualquier base real de L es también
base compleja de LC, f v f€ tienen bases idénticas y por lo tanto el espectro es real. Ambos
casos pueden ser estudiados de manera paralela aplicando induccion sobre la dimension
de L.

El caso dimL = 1 es trivial. Para dimL > 1 seleccionamos un eigenvector A y su co-
rrespondiente subespacio caracteristico Lo, y haciendo el conjunto L; = L, entonces
L = Ly® Li. El subespacio L, es invariante con respecto a f, esto es, que si ly € Lg, lo # 0
vyl € Ly, (lp,1) = 0, entonces

(o, f(1)) = (f(lo), 1) = Allo, 1) = 0O

de tal manera que f(l) € L. Por la hipotesis de induccion sobre la restriccion de f a L
es diagonalizable en la base ortonormal de L;. Agregando el vector ly € Lo, | lp |= 1,
obtenemos la base requerida para L.

b) Sea f(l1) = Mili, f(la) = A2lp, entonces

Ml ) = (f(l), 1) = (L, f(l2) = Aa(ls, 12)
—0

de aqui que si \; # \g, entonces (11, [2)
[

Corolario 2.5.1. Cualquier matriz real simétrica o compleja hermitiana tiene un espectro real
y es diagonalizable.

Demostracion. Construimos, en términos de la matriz A (real simétrica o compleja hermitiana)
un operador auto-adjunto en el espacio coordenado R™ o C" con una métrica canénica euclidiana
o unitaria, y aplicando el Teorema 2.5.1 se tiene un espectro real y es diagonalizable. Méas
atin, podemos obtener una matriz X tal que X 'AX es diagonal y X estd en O(n) o U(n)
respectivamente. -
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Capitulo 3
Conceptos basicos de Mecanica Cuantica

La mecéanica cuantica, también conocida como mecanica ondulatoria, es la rama de la fisica
que estudia el comportamiento de la materia cuando las dimensiones de esta son tan pequenas,
que empiezan a notarse efectos como la imposibilidad de conocer simultineamente su posicion
y velocidad, sin afectar a la propia particula. [8] Las leyes de la mecanica cuantica no pueden
demostrase de manera semejante a lo que sucede con las leyes de Newton y las ecuaciones de
Maxwell. Sin embargo, se espera que estas leyes puedan deducirse, més o menos directamente
como consecuencias logicas de ciertos experimentos seleccionados. La descripcion cuéntica de
la naturaleza es demasiado abstracta para que esto sea posible. Los conceptos bésicos de la
teoria cuantica estan fuera del alcance de la experiencia diaria pero no son muy complicados
de entender. Estos conceptos basicos son los siguientes:

s Funcion de estados: La descripcion de un sistema se hace mediante la especificacion de
una funcion especial, llamada funcion de estado del sistema, la cual no puede observarse
directamente. La informacién contenida en la funcién de estados es esencialmente esta-
distica o probabilistica. [8]

s Observables: La especificacion o determinacion de una funcion de estados es consecuencia
de un conjunto de observaciones y mediciones de las propiedades fisicas o atributos del
sistema estudiado. Propiedades que pueden medirse, tales como la energia, momento
lineal, momento angular y otras variables dinamicas son llamadas observables. (8]
Observaciones u observables se representan por Operadores.

El proceso de observacion exige que haya cierta interaccion entre el instrumento de medida y
el sistema observado. Clasicamente pueden suponerse estas interacciones tan pequenas como
se requiera, generalmente se toman infinitesimales, en este caso el sistema no se perturba por
la observacion, pero a escala cuantica, la interaccion tiene caracteristicas discretas y no puede
disminuir indefinidamente, sino hasta cierto limite. [§]

El acto de observar provoca en el sistema ciertas perturbaciones incontrolables e irreducibles.
La observacion de la propiedad A provocaré cambios incontrolables en otra observable B rela-
cionado con este. [8]

La nocion de que la observacion precisa de una propiedad provoca que una segunda propiedad
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(llamada complemento de la primera) sea inobservable, es un concepto exclusivamente cuantico
sin analogia en la fisica clasica. Las caracteristicas de ser onda o particula, nos proporciona un
ejemplo de un par de propiedades complementarias. La dualidad particula-onda de sistemas
cuanticos es una afirmacién del hecho de que todos los sistemas pueden exhibir cualquiera de
las dos propiedades dependiendo de las observaciones realizadas sobre el sistema.

Las variables dinamicas posiciéon y momento lineal, son un ejemplo més cuantitativo de una
pareja de observables complementarios. Al observar la posicion de una particula, por ejemplo
iluminandola, necesariamente provocara una perturbaciéon en su momento lineal. Este resulta-
do es consecuencia de la masa corpuscular de la luz; la medida de la posiciéon de una particula
exige que por lo menos un foton choque con la particula, siendo esta colision la que provoca
la perturbacion. Consecuencia inmediata de esta relacion entre medicion y perturbacion es que
las trayectorias precisas de las particulas no pueden definirse cuanticamente.

La existencia de una trayectoria definida implica el conocimiento de la posicion y del momento
lineal de la particula en el mismo instante, pero el conocimiento simultdneo de ambas pro-
piedades no es posible, la medicién de una de ellas provoca una perturbaciéon incontrolable y
apreciable en la otra, como es el caso de sistemas cuénticos.

Estas perturbaciones mutuas o incertidumbre no son debidas a la técnica experimental, son
consecuencias inevitables de la medicion u observaciéon. La existencia inevitable de estos efec-
tos para una pareja de variables complementarias fue enunciada por Heisenberg en su famoso
Principio de incertidumbre. |2]

3.1. El principio de incertidumbre de Heisenberg

Un aspecto importante al considerar las variables dindmicas como operadores, es que la
propiedad no comutativa de los operadores en mecénica cudntica tienen un significado preciso
en funcion de observaciones y mediciones.

La especificacion de una funciéon de estado particular, implica que el sistema estudiado ha sido
preparado mediante una secuencia de observaciones. Medir el valor de una variable dindmica es
equivalente a operar sobre la funcion de estado con el operador que representa a esta variable.
En general, bajo el punto de vista cuantico, una medicién provoca perturbaciones en el sistema
observado. Por lo tanto, la mediciéon de la propiedad A no proporciona necesariamente el mismo
resultado si se lleva acabo despues de medir la propiedad B o se realiza previamente a esta, ya
que la perturbaciéon provocada al medir B puede causar cambios en el valor A. En este caso Ay
B no conmutan pero si conmutarian si no hubiera interferencia. El principio de incertidumbre
se refiere precisamente a la interferencia provocada por la observacion.

La interpretacion fisica de la relacion materhatica [3]

—~ 1
es la siguiente: si una particula se encuentra en cierta region AE sin importar el significa-
do, entonces su momento lineal se encuentra en Ag,, y reciprocamente. En otras palabras, la

posicion y el momento lineal de una particula no pueden conocerse ( determinarse o medirse)
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simultdneamente con precision arbitraria, sino hasta cierto limite fijado por la relacién anterior.
Siendo esta una version matemética no muy precisa del principio de incertidumbre enunciado
por Heisenberg. Este principio demuestra que las trayectorias clésicas no tienen un significado
preciso en el dominio de la mecanica cuantica. [8]

En general, la relacion de incertidumbre se cumple entre parejas de variables dindmicas cano6ni-
camente conjugadas o complementarias, es decir, entre propiedades fisicas del sistema estudiado
que guardan alguna dependencia mutua.

3.2. Desarrollo de las leyes de la mecanica cuantica

Ahora empezaremos por el estudio de las leyes de la mecénica cuédntica, considerando algunos
experimentos y observaciones que resaltan la naturaleza dual de la materia y de la cual se
concluye que las trayectorias precisas de particulas no existen, como lo plantea la mecanica de
Newton y como consecuencia surge el problema de como caracterizar el estado de movimiento
de un sistema cuantico y de como describirlo.

3.2.1. El aspecto ondulatorio de las particulas

En 1927 Davisson y Germer realizaron un experimento que consistia en la dispersion de un
haz de electrones por un cristal, el cual revela los elementos basicos de la descripcién cuantica de
la naturaleza. Este experimento fue disenado principalmente para comprobar la prediccion de
De Broglie, segtin la cual, en analogia a las propiedades corpusculares de la luz, perfectamente
establecidas, también puede asociarse a una particula de momento lineal p una onda A\ que se
llama longitud de onda de De Broglie expresado como

A=
p

donde h es la constante de Planck. |2]
Los resultados més importantes de Davisson y Germer son los siguientes:

a) Los electrones poseen propiedades de particulas y de onda y la relacion de De Broglie es
cierta.

b) No puede deducirse exactamente el comportamiento de un electréon sino tnicamente su
comportamiento probable.

c) En mecéanica cudntica no existen trayectorias definidas.

3.2.2. Complementariedad y el principio de correspondencia

Las conclusiones del experimento llevan a grandes dificultades conceptuales, que de alguna
manera se tiene que reconciliar con los conceptos clasicos de particula y onda. Para esto inter-
viene el principio de complementariedad [8] enunciado por primera vez por Bohr.
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En forma general, el principio de complementariedad nos dice que la descripcién cuantica de
las propiedades de un sistema fisico se expresan en términos de parejas de variables mutuamen-
te complementarias. La presicion en la determinacion de una de las variables, necesariamente
implica una imprecision de la otra.

Como otro ejemplo de complementariedad es, la posicion y el momento lineal, el cual estudia-
remos més adelante.

Se han planteado experimentos que la Mecénica Clasica no puede explicar y a su vez ponen
en manifiesto ciertos aspectos de la Mecanica Cuéntica. Sin embargo, no hay que olvidar que
la Mécanica Clasica tiene un dominio muy amplio, entonces se tiene un requisito que debe
satisfacer la Mecanica Cuantica: en el limite clasico las predicciones de las leyes cuanticas
deben de estar en correspondencia con las predicciones clasicas. Este pricipio se le conoce como
principio de correspondencia [8].

3.3. Ecuacién de Schrodinger para la particula libre

Al estudiar la evolucion en el tiempo de una particula libre, se han obtenido varias repre-
sentaciones tanto integrales como diferenciales, en nuestro caso utilizaremos la representacion
diferencial que esta motivada por la siguiente consideracion: Una representacion integral es una
caracterizacion global, necesita la especificacion de una funcion, el estado inicial en todo el
espacio en un tiempo dado y con esta informacion calcular la solucién a un tiempo posterior.
Entonces es mas comun dar una caracterizacion local, en la cual la informacion de las propie-
dades del sistema en una vecindad infinitesimal del espacio-tiempo es suficiente para dar una
solucion. Esta descripcion se logra mediante ecuaciones diferenciales, se prefiere esta tltima
porque las ecuaciones diferenciales dan un punto de vista poderoso e independiente que es in-
dispensable al tratar problemas méas complicados de la particula libre.

La ecuacion de Schridinger que determina el cambio de los estados en el tiempo de un sistema
cuantico esta dada por: [2]

. 1 ~
%—lf:—in <—ﬁH@/}, st introducimos la constante de Planck's)
i

donde H es el operador Hamiltoniano (operador hermitiano, operador auto-adjunto) del siste-
ma, el cual es el mismo que el operador energia.

3.4. Modelacién matematica de los postulados de la meca-
nica cuantica
En Mecéanica Cuantica se postula que sistemas fisicos tales como el eléctron, un atémo de

hidrégeno, etc., pueden ser asociados con un modelo matematico que consiste de los siguientes
datos
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a) Un espacio unitario H, llamado espacio de estados del sistema, la mayor parte de estos

espacios son espacios de Hilbert de dimensién finita que se desempenan como un espacio

de funciones en modelos de Fisica del espacio o el espacio tiempo. Espacios H de dimension

finita surgen a groso modo, como espacio de los grados de libertad internos de un sistema,

esto es, si el sistema es considerado como localizado o si su movimiento en el espacio fisico
puede ser despreciado.

b) Los Rayos, son subespacios complejos unidimensionales en H, a los que llamaremos estados
del sistema.

Toda informacién sobre el estado de un sistema,en un momento dado en el tiempo queda
determinado por el rayo L C 'H o el vector v € L, que es llamada la funcion 1 correspondiente
a este estado.

Postulado 3.4.1. El conjunto de funciones ¢ forman un espacio lineal complejo. [5]

Este es el postulado principal el cual es llamado principio de superposicion , y la combina-
cion lineal ¢ = 3" | a0y, a; € C describe la superposicion de los estados 91, . . ., ¥,. Notemos
que los rayos Cv); y no los 1); tienen significado fisico. Sin embargo ; se eligen normalizados y
linealmente independientes, lo mismo que, 2?21 a;1;, entonces la arbitrariedad en la elecccion
de los vectores 1; en estos rayos se reduce a la multiplicacion por el nimero €%, que es
llamado fase de los factores, la misma arbitrariedad existe en la eleccion de los coeficientes a;
los cuales podemos hacer reales y no negativos, esto junto con la condicion de normalizacion

[ *pde =1, donde p = ¢)*1) es la densidad de probabilidad, hace posible definirlos de forma

anica.

La suposicion mas fuerte entre este esquema y la realidad consiste en el hecho de que
contamos con sistemas fisicos Ay (hornos) capaces de preparar muchos sistemas de salida en
estados instantaneos ¢ (mas precisamente Ci) ) para diferentes ¢ € H, mas atn, existen
instrumentos fisicos B, (filtros), en los cuales los sistemas de entrada en algin estado i son
absorbidos, y el mismo sistema es observado en la salida posiblemente diferente en algiin estado
X 0 sin cambio alguno.

El segundo postulado bésico después del principio de superposicion de la Mecanica Cuéntica
es el siguiente:

Postulado 3.4.2. Un sistema preparado en el estado ¢ € H puede ser observado inmediata-
mente después en el estado x € H con probabilidad

[0 P

donde 6 es el dngulo entre v y x. [5]

Notar que este postulado es practicamente una aplicaciéon de la ecuacion de Cauchy-
Bunyakovskii-Schwarz compleja dada por la Proposicion 2.2.2. Ahora si ¢ y y son normaliza-
dos, entonces la probabilidad indicada arriba es igual | (1, ) |?, y el producto (¢, x), el cual
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es un numero complejo, es llamado probabilidad de amplitud de la transicion de ¢ a x.

Cabe mencionar que en la literatura es muy comin encontrar la siguiente notacion: El producto
interno (¢, x) que es antilineal con respecto al primer argumento lo escribimos en la forma
(x | ¥), en la que los estado iniciales y finales se ordenan de derecha a izquierda. El simbolo
(| ) esllamado braket y correspondientemente el simbolo | ©) es el vector ket y el simbolo
(x | el correspondiente vector bra. Desde el punto de vista matematico | 1) es un elemento de
H y el simbolo (x | es el correspondiente elemento del espacio de funciones antilineales H* y
(x | ¥) es el valor de x sobre . [7|

Si 1), x son ortogonales, esto es, (¢, x) = 0, entonces el sistema preparado en el estado v

no puede ser observado (inmediatamente después de la preparacion) en el estado x, esto es, no
pasaré a traves del filtro B,. En todos los otros casos, hay una probabilidad no cero para una
transicion de ¢ a . [7]
Los elementos de cualquier base ortonormal {t1, ..., %, } forman la base de estados del sistema.
Suponiendo que tenemos filtros By, , ..., By, , pasando repetidamente estos sistemas a través de
los filtros en el estado ¢ = > | a;¢;, 0 < a; < 1 (¢ se asume normalizado), observamos 1); con
probabilidad a?. Los coeficientes en esta combinacion pueden ser teéricamente experimentales
para una prueba estadistica experimental. Esta es una de las razones por qué la Mecanica
Cuéntica requiere de una muestra estadistica grande.

3.4.1. Valores promedio y el principio de incertidumbre

Sea f un observable, \; su espectro y H = @, H(\;) su correspondiente descomposicion
ortogonal. Estando en el estado 1, | 1 |?>= 1, f asume el valor \; con probabilidad (i, p;1)),
donde p; es la proyeccion ortogonal del operador en H()\;). Por lo tanto, si recordamos como se

calcula el valor promedio de una variable aleatoria discreta, entonces el valor promedio ﬁ de
la cantidad f en el estado ¢, obtenida de nuestras mediciones puede ser calculada como

E = Z Ai(, i) = Z(’l/ju Aipith) = (v, f(¥))

(2

que en mecéanica cuantica también se escribe como

sz/}mm@wm,

donde p(z,t) es la densidad de probabilidad y la integral cubre todo el espacio |7].
En términos de la funcion de estados ¢ obtenemos

ﬂbszwwﬁ@wmwm,

Por otro lado, si los operadores f y g son auto-adjuntos, entonces el operador fg general-
mente no es auto-adjunto, esto es,

(fa) =g " =9f# fg
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si f y g no conmutan. Sin embargo, f*, f — A(A € R) y el conmutador, [f,g] = (fg — gf) son

auto-adjuntos. Los dos primeros son facil de verificar. Sélo probemos que el conmutador lo es.
En efecto, [7]

Gl am).n) = (1<fg—gf><w )
= (b "Hof ~ fo0)
= (1517 0l0).

Ahora si tenemos un observable f y f, es el valor promedio de f en el estado 1. Entonces la
varianza o dispersion de f es la desviacion de minimos cuadrados de los valores de f y de sus
valores promedio, esto es,

AR = (=T, - 7))

y la desviacion estandar esta dada por:

Afy = \/ ((F =T (F = ).
De acuerdo a estas definiciones tenemos el siguiente resultado.

Proposiciéon 3.4.1. Para cualesquiera operadores auto-adjuntos f,g en un espacio unitario se
cumple [5]

| ([f, 9]¢, ) |

(NN

Afy-Dgy =
Demostracion. Usando la propiedad
[f = fo.9 = g0] = [/ 9]

de los operadores auto-adjuntos f,g v aplicando Proposiciéon 2.2.2, encontramos que si, f; =
f—=fuy o1 =9 — Gy, entonces,

| (Ifyglv,0) | = [ ((frigr — g1 )Y, 9) |
= | (g1, 1Y) — (i, g1?) |
= | (g9, /1) — (Frth, n) |
|

(919, frv)) = (9190, fi)) |
| 2Im(g19), f19)) |

2 ‘ (911/17f11/1) ‘

2/ (f1, i)V (10, 1))
N[y ANGY

IA A

23



CAPITULO 3. CONCEPTOS BASICOS DE MECANICA CUANTICA

3.4. MODELACION MATEMATICA DE LOS POSTULADOS DE LA MECANICA

CUANTICA

La aplicacion de la desigualdad de Heisenberg 2] al caso de pares de observables conjugados

canbnicos, la cual satisface la relacion [f, g] = Id, juega un papel especial. Para esto se tiene
que

£To- 03> 3| (a0 ) =5 | () |= 5

DO | —
DO | —

sin importar el estado .
Notemos que en espacios de dimension finita no hay pares de conjugados canoénicos, pues
Trif,gl =Tr(fg—gf) =0y Trid= dimH (donde Tr indica la traza).

3.4.2. Operadores auto-adjuntos en la Mecanica Cuantica

Sea H el espacio de estados unitario de un sistema cuéntico. En fisica, los estados estan
caracterizados por determinar valores de algunas variables fisicas, tales como energia, Spin,
coordenadas, momento, etc. Asumimos que cada variable toma como punto de referencia al
cero y los posibles valores son niimeros reales.

El tercer postulado de la Mecénica Cuéntica consiste en lo siguiente:

Postulado 3.4.3. Cualquier variable fisica, cuyo valor puede tomarse sobre los estados del
sistema con espacio de estados H, puede ser asociado con un operador auto-adjunto, f : H —
H con las siguientes propiedades: [5)

a) El espectro de [ es un conjunto completo de valores de la variable, la cual puede ser
determinada mediante esta cantidad en diferentes estados del sistema.

b) Si b € H es el eigenvector del operador f con eigenvalor X\, entonces midiendo esta
cantidad en el estado 1, el valor \ serd obtenido con certeza.

¢) Mds general, por medir la cantidad f en un estado v, | 1 |?= 1, determinaremos el valor
A del espectro de [ con una probabilidad igual ol cuadrado de la norma de la proyeccion
ortogonal de 1) sobre el subespacio caracteristico H(\) correspondiente a \.

Entonces como H puede descomponerse en una suma ortogonal directa €D H(\;), \i #
Aj,1 # j, podemos expander ) como suma de sus respectivas proyecciones ; € H(\;),i =
1,...,m. El teorema de Pitagoras (2.1.2)

L=[¢P=> ||
=1

es interpretado como una afirmacion del hecho que se llevo acabo una medicion de f sobre
cualquier estado ¢, y obtenemos con probabilidad 1 uno de los posibles valores de f.

Las variables fisicas mencionadas y sus correspondientes operadores son llamados observables.
El postulado acerca de observables es algunas veces interpretado més ampliamente y asume
que a cualquier operador auto-adjunto le corresponde algiin observable fisico.

En espacios ‘H de dimension infinita estos postulados se modifican un poco. En particular, en
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lugar de b) y ¢) se estudian las probabilidades de que al medir f en el estado ¢ los valores

caigan dentro algin intervalo (a,b) € R. Con este intervalo uno puede asociar un subespacio

Hup CH (la imagen del proyector ortogonal P, sobre ®Aie(a7b) H(\;) en el caso de dimension
finita) y la probabilidad seria igual a

| Py |*= (¥, Pap?)

En el caso de dimensioén infinita puede suceder que el operador de observables esté definido solo
sobre algunos subespacios ‘Hy C H.

3.4.3. Enmergia observable y la evolucién temporal del sistema

La descripcion de cualquier sistema cuéntico, junto con su estado espacial H, incluye la espe-
cificacion del observable fundamental H : ' H — H, el cual es llamado la energia del observable
o el Operador Hamiltoniano.

Ahora que hemos definido el operador Hamiltoniano, el tltimo postulado basico de mecéanica
cuantica se formula en términos de este operador y lo enunciamos de la siguiente manera:

Postulado 3.4.4. Si al tiempo cero el sistema estd en el estado ¢ y el sistema evoluciona sobre
un intervalo de tiempo t como un sistema aislado, en particular, si no medimos durante este
periodo, entonces al tiempo t estaremos en un estado exp(—iHt)(), donde

Ht. o (= H)"
exp(—%) = Z % H—H 5]
n=0 ’
it

Teorema 3.4.1. El operador exp( ) es unitario.

h

Demostracion. Primero notemos que la condiciéon para que un operador U se unitario dado en
la Definicion 2.4.1 es equivalente a que UU* = U*U = I. Entonces de acuerdo a esto se tiene,
. 1Ht 1Ht 1Ht 1Ht .

DU = exp(—0) exp(0) = exp(=0) exp(—20) = U U(t) = 1

Entonces la evolucién de un sistema aislado estd completamente determinado por el grupo
uniparamétrico de operadores unitarios {U(t) | t € R}.

La unidad fisica (energia)x (tiempo) es denominada la accidn. Muchos experimentos permi-
ten determiar la unidad universal de accién, més conocida como la constante de Planck’s,
h=1,055x 1073 erg.sec..

También se tiene que como el operador exp(—%) es lineal, este transforma rayos de H en
rayos de H y en efecto actiia sobre el sistema de estados, y no simplemente sobre el vector .
Por otro lado, ya hemos argumentado por qué nos interesan representaciones diferenciales, la
regla de evolucion puede representarse de la siguiente forma

d it _iHt

(e ) = —ifl (e y)
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iHt

o tomando (t) = e~ n 1),

la cual es la ecuacion de Schridinger.

3.4.4. Energia espectral y estados estacionarios de un sistema

En lo siguiente se pone atencion principalmente al espacio de estados H de dimension
finita.
La energia espectral de un sistema es el espectro del Hamiltoniano H. Los estados estacionarios
son los estados que no cambian con el tiempo. Los rayos correspondientes a estados esta-
cionarios deben ser invariantes con respecto al operador e%, esto es, deben ser subespacios
caracteristicos unidimensionales de este operador. Pero como estos subespacios son los mismos
subespacios del operador H. El eigenvalor E; del Hamiltoniano, o el nivel de energia del
sistema, corresponde al eigenvalor eFi = cos%j + isin%j del operador evolucion, el cual
varia con respecto al tiempo.
Si el operador H tiene un espectro simple, entonces el espacio H tiene una base canodnica
ortonormal, que consiste de vectores de los estados estacionarios, los cuales estan determinados
con un factor de fase €. Si la multiplicidad del nivel de energia E es mayor que uno, entonces
este nivel y el correspondiente estado se dice que son degenerados y a la multiplicidad de E le
llamaremos el grado de degeneracion.
Todos los estados correspondientes al nivel mas bajo, es decir, el menor de los eigenvalores
de H, son llamados estados ground del sistema, los cuales son tinicos, si el nivel mas bajo
es no degenerado. Este término se relaciona con la idea de que un sistema cuantico nunca
puede considerarse completamente aislado del mundo externo. Bajo ciertas condiciones es més
probable que la energia se pierda a ser absorbida, y el sistema tienda a caer en el estado mas
bajo. Por lo tanto, los estados del estado ground son denominados estados excitadores. [5]

3.5. Oscilador armoénico

A continuacién se considerara el problema mas importante de la mecanica cuantica, el osci-
lador armoénico. Esta importancia se debe a su simplicidad ya que es uno de los pocos ejemplos
que se pueden resolver explicitamente. Primeramente analizaremos el oscilador armoénico desde
el punto de vista clasico y posteriormente estudiaremos el oscilador armoénico cuéntico esto con
el fin de ver la discrepancia que existen entre los resultados que arrojan estos enfoques.

3.5.1. Oscilador armoénico clasico

Consideremos una particula de masa m moviendose a lo largo del eje X, ligada a un resorte.
La fuerza total sobre dicha particula estd dada por la ley de Hook, F' = —kx y por la segunda
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ley de Newtom F' = ma, esto es, [1]

d?*z
m () = ke
o equivalentemente
LI (3.5.1)
et = 5.

2

k
Definimos la velocidad angular, w, tal que w®* = —. Esta se relaciona con la frecuencia v
m

1 k
mediante la relaciéon w = 27v o v = —4 /[ —.
2tV m
La ecuacion (3.5.1) se transforma en
d*x 9

y resolviendo por el método de coeficientes indeterminados proponemos x = e*. Sustituyendo
en la ecuacion (3.5.2) tenemos
A2t 4 wieM =0

(A 4+ w?)eM =0
entonces, \? + w? = 0; A\ = +iw, por lo tanto la solucién esta dada por
z = Ae™' + Be ™' (3.5.3)
La velocidad V' se obtiene derivando (3.5.3) respecto a ¢
V =iw[Ae™" — Be ™"]. (3.5.4)

Las constantes A y B se determinan especificando la posicion z y la velocidad en algin instante
to. Para obtener una solucion simple, supongamos que para t = tg,x = 29y V = 0, las
ecuaciones (3.5.3) y (3.5.4), seran,

Ty = Aezwto +Be—zwto

0 — Aeiwto o Be—iwto

resolviendo para A y B, obtenemos

A = —gpe ™t

B=—-
5 Y Toe

Reemplazando estos valores en la ecuacion (3.5.3), resulta

1 ) )
_ iw(t—to) —iw(t—to) )
x 2:100 [e +e }
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iy —iy W,y
Ahora como cos(y) = % y sin(y) = %, tenemos
i
x = xgcos(w(t —tp)) (3.5.5)
d
V= d—f = —wzgsin(w(t — to)). (3.5.6)

La ecuacion (3.5.5) muestra que la particula se mueve con movimiento sinusoidal entre —zq y
x9. La ecuacion (3.5.6) muestra que la velocidad varia entre —wwg y wxo.
La energia total es,

1 1
E = émVQ + 5]{31’2

Usando las ecuaciones (3.5.5) y (3.5.6)

1 1
E = émw%g sin®(w(t —tg)) + 5%::63 cos?(w(t — ty))

y como w? = —, la ecuacion se reduce a
m

1
E = 5]{;3:(2). (3.5.7)

Obsérvese que la energia total del oscilador clasico depende solo de la constante de fuerza k y
del desplazamiento méaximo zy que es una cantidad arbitraria.
Ahora con respecto al momento lineal, P = mV', podemos expresar la energia total en cualquier
instante en la forma

P? ka?

E=—+—. 3.5.8

2m 2 ( )
La energia total, E, es una constante para todo el movimiento.
Cuando la particula alcanza los valores extremos, +xg, el momento lineal, P = 0. Cuando
x = 0, el momento lineal toma su valor maximo, es decir, la particula se mueve muy despacio
en los extremos del desplazamiento y muy rapido en las cercanias de = = 0.

3.5.2. Oscilador armoénico cuantico

En esta seccidon estudiamos el oscilador armoénico cuéntico , para el cual su Hamiltoniano es
muy parecido al oscilador amonico clasico que ya se vio como surge y cuales son sus niveles de
energia, que posteriomente nos serviran para ver la discrepancia que existe entre la formulacion
clasica y la cuantica.

A continuacion determinaremos los estados estacionarios del oscilador armoénico cuantico. La
ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo estd dada por:

Hy = By
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donde H es el Hamiltoniano [7].

P? Pz 1
H - V - - 2 2
2m + 2m + 2mw .
L d : )
y P= —zﬁ% es el operador momento lineal. De aqui que,
—ﬁ2 d2 2,.2
v omwx v o= By
2m dx? 2
h? d?> mw?a?
L e - E —
[2m dx? 2 +E|9(@) =0
> miw?z?  2m
[E - 72 + FE w(x) =0 (359)
e introducimos las siguientes ecuaciones
mw 2K
= = —. 3.5.10

mw / d?
T (om —EHe)uE© =0,
Para finalmente obtener la siguiente ecuacion de segundo orden
2

(j_g —& - e)ule) =0, (3.5.11)

Ahora para hallar la solucion de la ecuacion (3.5.11) estudiamos el comportamiento de la funcion
(&) para valores de ¢ suficientemente grandes de tal manera que £ >> ¢ (1 >> 5—2), de donde
(3.5.11) se reduce a:

d2
(d—@ - 2)w(g) —0  si |&|— oo (3.5.12)
Primero consideremos el operador N definido como
d2
N=— —¢
dg?
y el operador auxiliar
d
M=— —¢.
d& ¢
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Observacion 3.5.1. Los operadores N y M satisfacen la relacion [N, M| = —2M.
Demostracion. Por definicién tenemos que
[N, Ml = (NM — MN)Q/}
Y, N\ (Y di Yy,
= (d—gg—g o) (5 —ev) - (——w)(d—@—é v)

de dé
3 dy & &y A d
— d—gf— Qd_lé_d—éﬂ(§¢)+§3w_d—;§+€d—£§+d_£(§2w)_€3¢
dy & 2y d
— -0~ )+ e+ ()

Analizando por separado estos términos tenemos las siguientes equivalencias

d? _d drp
d—£2<§w) = d_f[ijgd_f}
Ay dy | d*
~outu e
d d?
= [2d_§+§d—§2}¢
d B dip
d—g(SQ@/}) = 2§¢+§2d—§
d
= |+
Entonces
B dy  d? d>) d
[N, My = — 2d_§ - d—e(&b) +§d—§2 + d—g(f%)
di dy  d* d?e dip
€ - [2d—£ + d—g2] et [2§1p+§2d—§}
W
= _2d_§ + 28y
d
= 2 ¢l
= —2My)
que es lo que se queria probar. n

Observacion 3.5.2. Si f es una eigenfuncion del operador N con eigenvalor X, entonces M f
es eigenfuncion del operador N con eigenvalor (A — 2).
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Demostracion. Por la Observacion 3.5.1, se tiene,
NMf=[N,M|f+MNf=-=2Mf+AMf=(A=2)Mf
que es lo que se queria probar. n

Por otro lado busquemos una eigenfuncion del operador N de tal manera que se satisfaga
la relacion (3.5.12), es decir queremos encontrar f(§) que satisface:

(i2
T =10 =M (35.13)
y
d> 5
o (&) —&f(€) =0 cuando | € |— oo. (3.5.14)
Si hacemos el siguiente cambio de variable u = —/, entonces,
u' = fTN — (?2)2 = %[ " — <f})2} (3.5.15)
y despejando f” de (3.5.13) y sustituyendo en (3.5.15) se tiene que
/_l 2 _(f,)Q_ 2_£2_ 2y .2
u —f[<A+£)f 7 =0 +&) [f} =(A+&) —u?.

Entonces hemos convertido la ecuacion (3.5.13) de segundo orden a la siguiente ecuacion de
primer orden

u 4 u? =N+ &2 (3.5.16)
Es fécil verificar que si u = £ entonces A = 1 y si u = —& entonces A = —1 son soluciones de
(3.5.16). Entonces analicemos como es f en cada una de estas soluciones :
! 2 2
Para A\ = 1 se tiene que I = ¢, entonces log(f) = % y por lo tanto f(§) = e . Esta f

satisface (3.5.13) pero no satisface la condicion (3.5.14).
/ _ g2 2

Ahora si A = —1 obtenemos que ! = —¢, entonces log(f) = T£ y por lo tanto f(§) =e 2 .
Ademas esta f satisface (3.5.13) y (3.5.14).

Por lo tanto la eigenfuncion del operador N que buscamos es f(§) = e con eigenvalor A = —1.

_e _g _& . :
Ahora como N(e D ) = —e 32 <f(§) =e 7T,\= —1), podemos aplicar la Observacion
3.5.2, esto es,

_¢? 2 €2

NM(e5 ) =(-1-2)Mes = —3Me s
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NM*(e75) = (=3 — 2)M2%e 5 = —5M%e 5
2 2

_ _ .2
NM*e5 ) =(—5—2)M2% 5 =—TM% 5

En general
_¢2 .2
NM"(e5 ) =—(2n+ 1)M"e s
2
es decir, M"e=F esuna eigenfuncion del operador N con eigenvalor —(2n+ 1) para todo n > 0.

Observacion 3.5.3. FEl operador M satisface la siguiente propiedad
2 d"
2

M (e=% f(€)) = e

Demostracion. Probemos por induccion sobre n.
Para n = 1, tenemos que

SM(eF ) = o (%) (<F1©)

y por otro lado,

652%5(652f(§)> = e@%(gf{ﬁﬂg))
= [ e d (e_2€2f(§)> + ef%(efﬂoﬂ
= —Ef(O)+ eéd%(e;f(ﬁ))

igualando estas equivalencias se obtiene,
¢? 2 d
P —

M(eE ) =€ (1),

Supongamos valido el resultado para n — 1 y probemos para n. En efecto,

M"(e‘%f(&)) = M(M"‘l(e_gf(ﬁ)))
= (- O o (7 110)
d

2 gn—l 2 2 dn 2 2 -l 2
= T e (TUO) + €T gm (UO) — 6T (S (©)
2 (" 2
= ¢ (TUHO)
que es lo que se queria probar. n
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Por otro lado para simplificar consideremos [5]

0(©) = (1 () = (1t 22 () = T g

entonces,

)

N((E)) = (=1)"N(M" (e~

o equivalentemente,

= (-)"(=1)2n + DM (eF) = —(2n + 1)(—1)"M" (e

N((E)) = =(2n + 1)(E) (3.5.17)

2

es decir, 1 (&) es la eigenfuncion del operador N = &7 €2 con eigenvalor —(2n + 1).

Entonces las funciones de onda de los sistemas estacionarios del oscilador armoénico son de la
forma:

Dn(€) = Nue™ 5 H, ()

donde N,, estd determinada por la condiciéon de normalizacion

/_ () P dr =1

ya que se requiere que la posicion de la particula esté en el espacio [3]. Entonces
[o¢] o0 5
|t =N [ e =1
—0o0 —0o0
pero por la ecuacion (1.12.1) se tiene,

/ 6_52Hn(§)d§:2nn!ﬁ donde &= %

de donde, N,, = [2"n!\/7] 2.
Por altimo de las ecuaciones (3.5.11) y (3.5.17) se tiene que,
(

NY(§) = —ev(§) vy N(§) = =(2n+1)¢ ()

de aqui, ¢ = 2n + 1 y por la ecuacion (3.5.10) se tiene que ¢ = 2& [1].
Por lo tanto, los niveles de energia F),, para el oscilador armoénico cuantico son:

1
y sus estados estacionarios son

wn<x> =

1 2 mw

2nn!ﬁe"” H,(zv/a) donde o= —.

h
Obteniendo asi que los niveles de energia para el oscilador armoénico cuantico son discretos
mientras que para el clasico la energia es constante [3].
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Conclusiones

En general, el desarrollo de la matemética se ha dado por la necesidad de resolver problemas
tanto practicos como teoricos, referentes a otras ciencias o a la misma matematica, dandoles
solucion, exacta o aproximada, creando nuevas teorias y planteandose nuevos problemas.

Muchas veces al tratar de llevar un fendémeno real a una representacion matematica,
se presentan diversas dificultades, una de ellas es que la informacién recabada depende de
los instrumentos de medicion y la propia medicion nos puede llevar a tener imprecisiones
inevitables. Esto es lo que nos plantea Heisenberg en uno de los principios bésicos de la
Mecénica Cuantica (Principio de incertidumbre de Heisenberg).

En la actualidad la Matematica se ha desarrollado significativamente, contribuyendo a la
evolucion de otras ciencias, las cuales usan objetos mateméticos, propiedades y caracteriza-
ciones para formular sus teorias, tal es el caso de la Mecénica Cuéantica. Uno de los conceptos
que se estudiaron en este trabajo, es el producto interior, que matemaéaticamente es muy
importante porque permite introducir conceptos geométricos en los espacios vectoriales, tales
como angulo, ortogonalidad, ortonormalidad, métricas, isometrias, etc. y es también la base
para hablar de operadores auto-adjuntos. Los observables de un sistema cuantico, que no son
mas que propiedades de variables dinamicas del fenémeno, son representados por operadores
auto-adjuntos que actiian sobre algin espacio de estados y tanto los principios como los
postulados se han planteado en términos de ellos, poniendo en manifiesto la relacion y utilidad
de dichos operadores.

Por tltimo en este trabajo también se muestra uno de los ejemplos mas importantes de la
Mecanica Cuéantica, el oscilador armoénico cuantico, para el cual mostramos el operador auto-
adjunto asociado con sus correspondientes niveles de energia, mostrando asi la incapacidad de
la mecanica clasica de modelar sistemas a niveles atémicos.
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