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tesis, por su apoyo y gúıa en este trabajo, también a mi co-director de tesis
Dr. Laurent R. Loinard Corvaisier por su apoyo y tiempo, aśı como a cada
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1.6.5. Contraste de hipótesis . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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3.2.3. Contráste de hipótesis . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

3.3. Análisis bayesiano del modelo de regresión lineal. . . . . . . . 65

3.3.1. Distribución a posteriori con información a priori no infor-
mativa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

3.3.2. Distribución a posteriori con información
a priori conjugada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

3.3.3. Inferencia bayesiana para β y σ2. . . . . . . . . . . . . 74

4. Aplicación. 77

4.1. Tratamiento de los datos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

4.1.1. Tratamiento de los datos para la ascención recta. . . . 77

4.1.2. Tratamiento de los datos para la declinación. . . . . . . 81

4.1.3. Comparación de las estimaciones puntuales clásicas y
bayesianas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

4.1.4. Intervalos HPD para los parámetros. . . . . . . . . . . 90
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Introducción

En la actualidad se reconoce la importancia que tiene la estad́ıstica en
las diversas áreas del conocimiento. Cada vez son mas las distintas áreas
de la investigación cient́ıfica que utilizan la estad́ıstica, para la recopilación,
presentación, análisis e interpretación de los datos, con el fin de ayudar en
una mejor toma de decisiones.

La estad́ıstica se ocupa fundamentalmente del análisis de datos que pre-
senten variabilidad con el fin de comprender el mecanismo que los genera, o
para ayudar en un proceso de toma de decisiones. En cualquiera de los casos
existe una componente de incertidumbre involucrada, por lo que él estad́ısti-
co se ocupa en reducir lo más posible esa componente, aśı como también en
describirla en forma apropiada. Además, la probabilidad es el único lenguaje
posible para describir una lógica que trata con todos los niveles de incer-
tidumbre y no sólo con los extremos de verdad o falsedad.

Se supone que toda forma de incertidumbre debe decidirse por medio de
modelos de probabilidad. En el caso de la estad́ıstica bayesiana se considera al
parámetro, sobre el cuál se desea infererir, como un evento incierto. Entonces,
como nuestro conocimiento no es preciso y está sujeta a incertidumbre, se
puede describir mediante una distribución de probabilidad π(θ), llamada dis-
tribución a priori del parámetro θ, lo que hace que el parámetro tenga el
carácter de aleatorio.

La estad́ıstica bayesiana es una alternativa a la estad́ıstica clásica en los
problemas t́ıpicos estad́ısticos como son estimación, prueba de hipótesis y
predicción. La estad́ıstica bayesiana proporciona un completo paradigma de
inferencia estad́ıstica y teoŕıa de la decisión con incertidumbre y está basada
en el teorema de Bayes que es el que nos proporciona una forma adecuada
para incluir información inicial del parámetros mediante la distribución π(θ)
además de la información muestral f(x|θ) para aśı describir toda la informa-



ción disponible del parámetro mediante la distribución a posteriori π(θ|x).

La teoŕıa bayesiana plantea la solución a un problema estad́ıstico desde
el punto de vista subjetivo de la probabilidad, según el cual, la probabilidad
que un estad́ıstico asigna a uno de los posibles resultados de un proceso, re-
presenta su propio juicio sobre la verosimilitud de que se tenga el resultado y
dicha información esta representada en π(θ). Algunos investigadores rechazan
que la información inicial se incluya en un proceso de inferencia cient́ıfica,
sin embargo los métodos bayesianos pueden ser aplicados a problemas que
han sido inaccesibles a la teoŕıa frecuentista tradicional.

A un problema espećıfico se le puede asignar cualquier tipo de distribución
a priori, ya que finalmente al actualizar la información a priori que se tenga
acerca del parámetro, mediante el teorema de Bayes se estará actualizando
la distribución a posteriori del parámetro y es con esta con las que se hacen
las inferencias del mismo.

Cuando un investigador tiene conocimiento previo a un problema, este
conocimiento previo puede cuantificarse en un modelo de probabilidad. Si los
juicios de una persona sobre la verosimilitud relativa a ciertas combinaciones
de resultados satisfacen ciertas condiciones de consistencia, se puede decir
que sus probabilidades subjetivas se determinan de manera única.

Dentro de los campos de la investigación en los cuales se utiliza la Es-
tad́ıstica se encuentra la Astronomı́a, en el caso particular de este trabajo
de tesis utilizando los modelos de regresión lineal para estimar el valor de
parámetros como la paralaje que son importantes al calcular distancias a las
estrellas. Para calcular las distancias algunos tipos de observación que se ha-
cen son las de infrarrojo u ondas de radio que nos son visibles a simple vista,
utilizando dichas observaciones en modelos que describen la posición de las
estrellas en la esfera celeste y resolviendolos con regresión lineal.

El objetivo de esta tesis, es revisar el modelo de regresión lineal con la
metodoloǵıa clásica y también con el enfoque bayesiano y hacer una com-
paración entre ambos resultados, otro objetivo es resolver las ecuaciones de
posición para la estrella T Tau Sb, a través de un modelo de regresión li-
neal y hacer inferencia para los parámetros del modelo y aśı determinar el
parámetro p de paralaje y la distancia a que se encuentra la estrella men-
cionada y compararla con el resultado obtenido en el art́ıculo (veáse [12]).

Para lograr los objetivos se desarrolla la teoŕıa necesaria en los caṕıtulos
de la siguiente manera:



En el Caṕıtulo uno, se da un panorama general de lo que es el análisis
bayesiano, el teorema de Bayes, función de verosimilitud, las distintas formas
de obtener la distribución a priori y la distribución a posteriori, aśı como la
forma de hacer inferencia bayesiana.

En el segundo Caṕıtulo se presenta la información para conocer mas a-
cerca de la estrella T Tau Sb, las ecuaciones de posición y los sistemas coorde-
nados para la ubicación de estrellas en la esfera celeste, se dan las ecuaciones
necesarias para determinar la distancia a una estrella, se hace mención de la
paralaje trigonométrica y su relación con la distancia, asi como una breve
descripción del sistema de estrellas doble T Tau y la correspondiente estre-
lla T Tau Sb y se presentan las observaciones de posición de dicha estrella,
tomadas de (veáse [12]) y una mas proporcionada por Laurent R.Loinard
Corvaisier del Centro de Radioastronomı́a y Astrof́ısica de la Universidad
Nacional Autónoma de México (CRyA-UNAM).

El Caṕıtulo 3 contiene el desarrollo del análisis de regresión, iniciando con
los modelos lineal simple y múltiple, para dar paso al análisis bayesiano del
modelo de regresión con una distribución a priori no informativa y enseguida
el modelo de regresión con distribución a priori conjugada, se determinan las
distribuciones a posteriori de los parámetros de regresión, sus estimadores e
intervalos HPD.

Por último, el caṕıtulo 4 aborda todo lo concerniente a la aplicación de
los modelos, se dan los resultados obtenidos haciendo una comparación entre
los resultados clásicos y bayesianos, las estimaciones de los parámetros, y se
presentan graficas de las distribuciones a posteriori .

Se obtiene la distancia a la estrella T Tau Sb, utilizando la paralaje
trigonómetrica obtenida con el análisis de regresion lineal bayesiano y se
incluyen las conclusiones obtenidas en esta tesis.
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Caṕıtulo 1

Conceptos bayesianos

El concepto de probabilidad es utilizado en la vida diaria y a pesar de que
es una parte tan común y natural de nuestra experiencia, no existe una unifi-
cación de la interpretación de tal concepto, las interpretaciones más utilizadas
son, la interpretación clásica, la frecuentista y la subjetiva. La interpretación
clásica se basa en decir que los resultados son igualmente verosimiles, la fre-
cuentista en la frecuencia relativa es decir que un proceso se repita un gran
número de veces.
A continuación se abordará el enfoque subjetivo de la probabilidad y algunos
de los aspectos de inferencia estad́ıstica más utilizados, ahora estudiados des-
de la interpretación subjetiva de la probabilidad.

1.1. Probabilidad subjetiva

La idea principal de la probabilidad subjetiva es dejar que la probabilidad
de un evento refleje la creencia personal en la ocurrencia de ese evento.
De acuerdo con la interpretación subjetiva de la probabilidad, ésta establece
que la probabilidad que un estad́ıstico asigna a cada uno de los posibles re-
sultados de un proceso, representa su propio juicio sobre la verosimilitud de
que se obtenga ese resultado.
Este juicio estará basado en opiniones e información acerca del proceso.
Además, esta interpretación subjetiva de la probabilidad puede ser forma-
lizada.

Si los juicios de un estad́ıstico acerca de las verosimilitudes relativas a
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diversas combinaciones de resultados, satisfacen ciertas condiciones de con-
sistencia, entonces puede demostrarse que sus probabilidades subjetivas para
los diferentes sucesos posibles, pueden ser determinadas en forma única.

1.2. Análisis bayesiano

En el análisis bayesiano, además de especificar el modelo de los datos
observados x = (x1, ..., xn), dado un vector de parámetros desconocidos θ,
usualmente en la forma de la función de probabilidad o función de densidad
de probabilidad f(x|θ) se supone que θ es una cantidad aleatoria y que tiene
una distribución a priori π(θ). La inferencia concerniente a θ está basada en
su distribución a posteriori, dada por, el cociente de la distribución conjunta
h(x, θ) entre la distribución marginal de X.

π(θ|x) =
h(x, θ)

m(x)
=

h(x, θ)∫
h(x, θ)dθ

=
f(x|θ)π(θ)∫
f(x|θ)π(θ)dθ

(1.1)

A la expresión anterior se le llama teorema de Bayes. Nótese la contribu-
ción, tanto los datos experimentales (en la forma de la probabilidad f) y la
opinión a priori (en la forma de la distribución a priori π) en la ecuación
(1.1).

Las inferencias se basan en π(θ|x) en lugar de f(x|θ); es decir, en la
distribución de probabilidad (del valor desconocido) del parámetro dados los
datos observados, en vez de la distribución de los datos dado el valor del
parámetro.

1.3. Función de verosimilitud

La función de verosimilitud l(θ|x) expresa el proceso por el cual pueden
aparecer los datos x en términos del parámetro desconocido θ.

Definición 1.3.1 Sea una muestra aleatoria X1, ..., Xn, de tamaño n, se
define y se obtiene la función de verosimilitud (o conjunta) l(θ|x) como∏n

i=1 f(xi|θ).
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En la inferencia clásica l(θ|x) representa el modelo estad́ıstico del proceso de
generación de datos. La estad́ıstica clásica suele considerar ese proceso como
un muestreo aleatorio sobre la población de datos, y aśı l(θ|x) se interpreta
como una probabilidad frecuentista por tanto x es una variable aleatoria que
se utiliza para realizar inferencia.
Desde el punto de vista bayesiano l(θ|x) mide los grados de creencia del inves-
tigador de que los datos tomen ciertos valores dada la información hipotética
de que los parámetros tomen ciertos valores, además de toda la información
a priori. El modelo estad́ıstico no es entonces tanto una hipótesis sobre los
procesos de generación de datos, sino una afirmación desde el punto de vista
subjetivo del investigador acerca del proceso; afirmación que se encuentra
condicionada a los valores de los parámetros desconocidos. Es más la función
de verosimilitud l(θ|x) es una función de θ y tan sólo es un instrumento para
pasar de la distribución a priori a la distribución a posteriori.

1.3.1. Principio de verosimilitud

Un principio muy importante para el paradigma bayesiano es el de verosi-
militud que establece en forma expĺıcita la idea natural de que sólo las ob-
servaciones actuales x, debeŕıan ser relevantes para poder establecer conclu-
siones o tener alguna evidencia sobre θ. Este principio se basa en la función
de verosimilitud l(θ|x) y dice lo siguiente:

Al hacer inferencia o tomar decisones sobre θ después de que x se ha ob-
servado, toda la información experimental relevante se encuentra en la fun-
ción de verosimilitud para el x observado. Es más, dos funciones de verosimi-
litud contienen la misma información sobre θ si una es directamente propor-
cional a la otra como función de θ.

Algunos aspectos importantes del principio de verosimilitud son los siguien-
tes:

¦ La correspondencia de información a partir de funciones de verosimili-
tud proporcionales se aplica sólo cuando las dos funciones de verosimi-
litud son para el mismo parámetro.

¦ El principio de verosimilitud se cumple śı:

∀x l1(θ|x) = αl2(θ|x) ∀θ.
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Es decir, la razón de las verosimilitudes para los dos experimentos y
cada observación de los datos es constante.

¦ El principio de verosimilitud no dice que toda la información sobre θ
se encuentra en l(θ|x), sino que toda la información experimental es la
que se encuentra en l(θ|x).

¦ Para los métodos bayesianos, la verosimilitud no es lo más importante,
ya que en comparación con los métodos clásicos, en estos la función de
verosimilitud es el centro alrededor del cual gira todo tipo de inferencia.
Para los métodos bayesianos la función de verosimilitud es tan solo un
instrumento para pasar de la distribución a priori π(θ) a la distribución
a posteriori π(θ|x).

1.4. Distribución a priori

Al hacer inferencias sobre un parámetro, generalmente se cuenta con algún
tipo de información (juicios, creencias) acerca de su valor, incluso antes de
observar los datos.
La distribución a priori π(θ) expresa lo que es conocido del parámetro des-
conocido θ antes de observar algún dato.

1.4.1. Determinación subjetiva de la distribución a priori

Un elemento importante en las decisiones de muchos problemas es la
información a priori que se tenga acerca del parámetro de interés θ. La in-
formación que el estad́ıstico tiene sobre la verosimilitud de dichos sucesos
debe ser cuantificada a través de una medida de probabilidad sobre el espa-
cio paramétrico Θ.
Si Θ es discreto, el problema se reduce a la determinación de la probabilidad
subjetiva para cada elemento de Θ. Cuando Θ es continuo, el problema de
construir π(θ) es más dif́ıcil.

Histograma de aproximación

Cuando Θ es un intervalo de la ĺınea real, la aproximación por histogramas
de π(θ) consiste en
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1. Dividir Θ en subintervalos.

2. Determinar la probabilidad subjetiva para cada subintervalo.

3. Dibujar el histograma de probabilidad.

4. A partir de este histograma, se esboza una densidad π(θ).

Atendiendo la cantidad de subintervalos, se obtendrán desde histogramas
burdos (con pocos subintervalos) hasta histogramas muy detallados (gran
cantidad de subintervalos). El tipo de histograma dependerá del tipo de pro-
blema, pero en cualquier caso se tienen los siguientes inconvenientes:

- No existe ninguna regla que determine la cantidad de subintervalos que
deben determinarse.

- Ni tampoco alguna que diga que tamaño deben de tener dichos subin-
tervalos.

Existen dos dificultades para esta aproximación, las funciones aśı obtenidas
son dif́ıciles de trabajar y las funciones de densidad no tienen colas.

Aproximación por creencias relativas

La aproximación por creencias relativas es muy usada cuando Θ es un
intervalo de la ĺınea real, esto consiste simplemente en comparar las proba-
bilidades intuitivas para varios puntos en Θ, y directamente esbozar la dis-
tribución a priori para esta determinación.
La implementación desde el enfoque bayesiano depende del conocimiento pre-
vio o subjetivo que se le asigne a la distribución de probabilidad, no solo a
las variables como x, sino también a los parámetros como θ.

Históricamente un obstáculo importante para el uso generalizado del
paradigma bayesiano ha sido la determinación de la forma apropiada de la
distribución a priori π que es usualmente una ardua tarea.

T́ıpicamente, ésta distribución se especifica basándose en la información
acumulada de estudios pasados o de la opinión subjetiva de los expertos en
el área. Con el fin de racionalizar el proceso de elección de la distribución a
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priori, aśı como simplificar la carga computacional subsecuente, los experi-
mentos solo limitan a menudo esta elección a restringir π a algunas familias
de distribuciones familiares.

Una alternativa simple, disponible en algunos casos, es dotar a la dis-
tribución a priori con poco contenido informativo, de modo que los datos del
presente estudio será la fuerza dominante en la determinación de la distribu-
ción a posteriori.

1.4.2. Distribución a priori conjugada

Supongamos que θ es univariado. Quizás la más simple aproximación
para especificar π(θ) es primero limitar las consideraciones a una colección
manejable (a lo mas numerable) de posibles valores considerados de θ y sub-
secuentemente asignar probabilidades de masa a estos valores de tal forma
que su suma sea 1, su relativa contribución reflejan al experimentador sus
creencias a priori tan cercanas como sea posible.

Si θ es un valor discreto, tal aproximación puede ser muy natural. Si θ
es continuo, debemos asignar a las masas un intervalo en la ĺınea real, en
lugar de un solo punto, resultando un histograma a priori para θ. Tal his-
tograma (necesariamente sobre una región acotada) parece ser inapropiado,
especialmente en lo concerniente a una probabilidad continua f(x|θ), pero
puede de hecho ser más apropiada si la integral requiere el cálculo numérico
de la distribución a posteriori.

Además, el histograma a priori puede tener tantos subintervalos como sea
posible aśı como también la precisión de la opinión a priori lo permita. Es de
vital importancia, sin embargo, que el rango del histograma sea suficiente-
mente grande, ya que como puede verse en (1.1), el soporte de la distribución
a posteriori será necesariamente un subconjunto del soporte de la distribu-
ción a priori.
Alternativamente, podemos simplemente asumir que la distribución a priori
para θ pertenece a una familia paramétrica de distribuciones π(θ).

Al elegir a la distribución a priori en una familia de distribuciones es-
pećıficas π(θ), algunas elecciones pueden ser convenientemente más calcula-
bles unas que otras. En particular puede ser posible seleccionar un miembro
de una familia la cual es conjugada para la función de verosimilitud l(θ|x),
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que es, una que conduce a una distribución a posteriori π(θ|x) que pertenece
a la misma familia de distribuciones de la distribución a priori.

Definición 1.4.1 Sea la clase F de funciones de densidad f(x|θ), una clase
ρ de distribuciones a priori se dice que es una familia conjugada para F si
π(θ|x) está en la clase de ρ, para toda f ∈ F y π ∈ ρ.

Usualmente para una clase de densidades F , una familia conjugada puede
ser determinada examinando la función de verosimilitud l(θ|x). Entonces la
familia conjugada puede ser escogida como la clase de distribuciones con la
misma estructura funcional. A esta clase de familia conjugada se le conoce
como distribución a priori conjugada natural.

Ejemplo 1.4.1 Supongamos que X es el número de mujeres embarazadas
que llegan a un hospital para tener a sus bebes durante un mes dado. Supon-
gamos además que la tasa de llegada de las mujeres embarazadas tiene la
forma de una distribución de probabilidad de Poisson.

Se tiene Xi ∼ Poi(θ).

f(xi|θ) =
exp{−θ}θxi

xi!
,

con función de verosimilitud

l(θ|x) =
exp{−nθ}θnx

∏
xi!

.

Para realizar el análisis bayesiano requerimos de una distribución a priori
para θ, teniendo como soporte la ĺınea real, una elección natural para la dis-
tribución a priori la da la distribución gamma, l(x|θ) ∝ θ(nx−1)+1 exp{−nθ},
es decir una posible familia de distribuciones para π(θ) es la de la distribución
gamma.

π(θ) =
βαθα−1 exp{−βθ}

Γ(α)
, θ, α, β > 0,

o θ ∼ G(α, β), la distribución gamma tiene media αβ y varianza αβ2.



12 Caṕıtulo 1. Conceptos bayesianos

1.4.3. Distribución a priori no informativa

En ciertos problemas, el conocimiento inicial sobre el verdadero valor del
parámetro θ puede ser muy débil, o vago, ésto ha llevado a generar un tipo
de distribuciones a priori llamada distribuciones a priori no informativas, las
cuales reflejan un estado de ignorancia inicial.
Una distribución sobre θ se dice que es no informativa si no contiene infor-
mación sobre θ, es decir, no establece si unos valores de θ son más favorables
que otros.
Por ejemplo, si se establecen dos hipótesis simples sobre el valor de θ y asig-
namos una probabilidad 1/2 a cada una de ellas, se tiene una situación no
informativa.

Método de Jeffreys.

Esta técnica consiste en buscar funciones a priori no informativas invarian-
tes, es decir, si existe ignorancia sobre θ, esto implica cierta ignorancia acerca
de φ = h(θ), con la que debeŕıa verificarse la siguiente condición de invarian-
za.

Si la a priori no informativa sobre θ es π(θ), la a priori no informativa

sobre φ debe ser π(h−1(φ))|dh−1(φ)
dφ

|.
Jeffreys propuso solucionar esto, definiendo la a priori como la ráız cuadrada
de la información esperada de Fisher.

Definición 1.4.2 Si θ ∈ R, se define la información esperada de Fisher
como

I(θ) = −Eθ

[
∂2

∂θ2
log f(x|θ)

]
,

en donde
Eθ: el valor esperado de la variable aleatoria que es función de x.
f(x|θ): función de densidad de x (que depende de θ).

Jeffrey propone que se elija como función a priori no informativa la de-
terminada por la siguiente ecuación,

π(θ) ∝ |I(θ)|1/2.
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Definición 1.4.3 Si θ ∈ Rn, se define la matriz de información de Fisher
como aquella matriz n× n cuyas componentes son:

Iij(θ) = −Eθ

[
∂2

∂θi∂θj

log f(x|θ)
]

.

Jeffrey propone que se elija como función a priori no informativa la de-
terminada por la siguiente expresión:

π(θ) ∝ [detI(θ)]1/2.

Ejemplo 1.4.2 Considere un experimento el cual consiste de la observación
de un ensayo Bernoulli.

f(x|θ) = θx(1− θ)1−x, x = 0, 1, 0 ≤ θ ≤ 1,

I(θ) = −
1∑

x=0

f(x|θ) ∂2

∂θ2
log f(x|θ),

se tiene que

∂2

∂θ2
log f(x|θ) =

∂2

∂θ2
log θx(1− θ)1−x

=
∂

∂θ
[xθ−1 − (1− x)(1− θ)−1]

= − x

θ2
− (1− x)

(1− θ)2
,

luego entonces,

E

[
∂2

∂θ2
log θx(1− θ)1−x

]
= E

[
− x

θ2
− (1− x)

(1− θ)2

]

=
1∑

x=0

θx(1− θ)1−x

[
− x

θ2
− (1− x)

(1− θ)2

]

= −θ−1(1− θ)−1,

I(θ) = −(−θ−1(1− θ)−1)

= θ−1(1− θ)−1.
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Aśı, la distribución a priori obtenida mediante el método de Jeffrey es:

π(θ) ∝ θ−1/2(1− θ)−1/2,

que es el kernel de una densidad beta, por tanto

π(θ) =
Γ(1)

Γ(1/2)Γ(1/2)
θ

1
2
−1(1− θ)

1
2
−1 = Beta(1/2, 1/2).

Ejemplo 1.4.3

Una densidad de localización-escala es una densidad de la forma

σ−1f((x− θ)/σ) con θ ∈ R, σ > 0,

los parámetros θ y σ son conocidos, llamados parámetros de localización y
escala respectivamente.
El parámetro de localización se usa para desplazar una distribución hacia un
lado u otro.
El parámetro de escala define cuán dispersa se encuentra la distribución(en el
caso de la distribución normal, el parámetro de escala es la desviación t́ıpica).
La distribución normal es una densidad de localización-escala, con los paráme-
tros σ y θ.

Una muestra aleatoria se dice que tiene una densidad de localización-
escala si las densidades de cada una de las variables aleatorias es de loca-
lización-escala.

Ya que la ditribución normal pertenece a este tipo de densidades, se desea
encontrar la distribución a priori de η = (θ, σ).

Se sabe que una distribución normal tiene la forma siguiente,

f(x|θ) =
1√
2πσ

exp

{
−1

2

(
x− θ

σ

)2
}

,



1.5. Distribución a posteriori 15

el parámetro η = (θ, σ), tiene la matriz de información de Fisher,

I(η) = −Eη

[
∂2

∂θ2 ln f(x|θ) ∂2

∂θ∂σ
ln f(x|θ)

∂2

∂θ∂σ
ln f(x|θ) ∂2

∂σ2 ln f(x|θ)
]

= −Eη




∂2

∂θ2

(
− (X−θ)2

2σ2

)
∂2

∂θ∂σ

(
− (X−θ)2

2σ2

)

∂2

∂θ∂σ

(
− (X−θ)2

2σ2

)
∂2

∂σ2

(
− (X−θ)2

2σ2

)



= −Eη

[
− 1

σ2

2(θ−X)
σ3

2(θ−X)
σ3 −3(X−θ)2

σ4

]

=

(
1
σ2 0
0 3

σ2

)
.

De (1.4) se tiene que la distribución a priori para η es,

π(η) = π(θ, σ) =

(
1

σ2
· 3

σ2

)1/2

∝ 1

σ2
. (1.2)

1.5. Distribución a posteriori

La información a posteriori de θ dado x , con θ ∈ Θ, está dada por la
expresión π(x|θ) y expresa lo que es conocido de θ después de observar los
datos de x.
Nótese que por la ley multiplicativa de la probabilidad, θ y x tienen la siguien-
te función de densidad(subjetiva) conjunta,

h(x, θ) = π(θ)l(θ|x),

en donde:
π(θ): densidad a priori de θ.
l(θ|x): función de verosimilitud,
y x tiene función de densidad marginal dada por:

m(x) =

∫

Θ

l(θ|x)π(θ)dθ.



16 Caṕıtulo 1. Conceptos bayesianos

Si la funcion marginal m(x) 6= 0,

π(θ|x) =
h(x, θ)

m(x)
,

o sustituyendo

π(θ|x) =
π(θ)l(θ|x)∫
l(θ|x)π(θ)dθ

.

Que es la misma que la ecuación (1.1), es decir, el teorema de Bayes.

Ahora, dada una muestra de n observaciones independientes, se puede
obtener l(θ|x) y proceder evaluando en la ecuación (1.1). Pero evaluar esta
expresión puede ser simplificada, utilizando un estad́ıstico suficiente para θ
con función de densidad g(S(x)|θ), y esto se enuncia en el lema siguiente.

Lema 1.5.1 Sea S(x) un estad́ıstico suficiente para θ (es decir, l(θ|x) =
h(x)g(S(x)|θ)), m(s) 6= 0 la densidad marginal para S(x) = s, entonces se
cumple que:

π(θ|x) = π(θ|s)
=

g(s|θ)π(θ)

m(s)
.

Demostración.

π(θ|x) =
l(θ|x)π(θ)∫
l(x|θ)π(θ)dθ

=
h(x)g(S(x)|θ)π(θ)∫
h(x)g(S(x)|θ)π(θ)dθ

=
g(s|θ)π(θ)

m(s)
= π(θ|s).

¤

Se observa que la ecuación (1.1) se puede expresar de la manera más corta
conveniente.
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π(θ|x) ∝ l(x|θ)π(θ). (1.3)

En otras palabras la distribución a posteriori es proporcional a la verosimili-
tud por la a priori, es decir, que la probabilidad es multiplicada por una con-
stante (o una función de x), sin alterar a la a posteriori, pues en la ecuación
(1.1) el denominador no depende de θ.

Ejemplo 1.5.1

Obtenga la a posteriori para el ejemplo (1.4.2).
Para el ejemplo (1.3.2) se conoce π(θ).
Si r =

∑n
i=1 xi, entonces la a posteriori es

π(θ|x) ∝ l(θ|x)π(θ)

∝ θr−1/2(1− θ)n−r−1/2.

De lo anterior se nota, que π(θ|x) tiene una distribución beta, pues ha-
ciendo
α = r + 1

2
,

β = n− r + 1
2
.

Se tiene que:

π(θ|x) =
Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)
θα−1(1− θ)β−1.

Ejemplo 1.5.2

Obtenga la a posteriori para el ejemplo (1.4.1).
Se tiene que θ ∼ G(α, β), aśı la a posteriori utilizando el teorema de Bayes
(1.1) es,

π(θ|x) ∝ l(θ|x)π(θ)

∝ (exp{−nθ}θnx)(θα−1 exp{−βθ})
∝ θnx+α−1 exp{−θ(n + β)}.

Por lo tanto π(θ|x) = G(nx + α− 1, n + β).
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1.6. Inferencia bayesiana

Los problemas concernientes a la inferencia de θ pueden ser resueltos
fácilmente utilizando análisis bayesiano. Dado que la distribución a poste-
riori contiene toda la información disponible acerca del parámetro, muchas
inferencias concernientes a θ pueden consistir únicamente de las caracteŕısti-
cas de esta distribución.

1.6.1. Estimación

Estimación puntual

Para estimar θ, se pueden aplicar numerosas técnicas de la estad́ıstica
clásica a la distribución a posteriori. La técnica más conocida es estimación
por máxima verosimilitud, en la cual se elige como estimador de θ a θ̂ que es
el valor que maximiza a la función de verosimilitud l(θ|x).
Análogamente la estimación bayesiana por máxima verosimilitud se define
de la manera siguiente.

Definición 1.6.1 La estimación de máxima verosimilitud generalizada de θ
es la moda más grande θ̂ de π(θ|x). En otras palabras el valor de θ, θ̂ que
maximiza a π(θ|x), considerada como función de θ.

Ejemplo 1.6.1

Para la siguiente función de verosimilitud, calcular el estimador máximo
verosimil de θ,

l(θ|x) = exp{−(x− θ)}I(θ,∞)(x),

y la distribución a priori es una Cauchy

π(θ) =
1

π
(1 + θ2)−1.

Luego se tiene que la distribución a posteriori es

π(θ|x) =
exp{−(x− θ)}I(θ,∞)(x)

m(x)(1 + θ2)π
.
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Para encontrar el θ̂, se tienen dos posiblidades, la primera es que, si θ > x,
entonces I(θ,∞) = 0, luego π(θ|x) = 0.
La siguiente es que θ ≤ x, entonces I(θ,∞) = 1 y para esto se tiene que:

π(θ|x) =
exp{−(x− θ)}
m(x)(1 + θ2)π

.

Para este θ, calculamos la derivada con respecto a él,

d

dθ
π(θ|x) =

d

dθ

exp{−(x− θ)}
m(x)(1 + θ2)π

=
exp{−x}
m(x)π

d

dθ

[
exp{θ}
(1 + θ2)

]

=
exp{−x}
m(x)π

[(1 + θ2)−1 exp{θ} − 2θ exp{θ}(1 + θ2)−2]

=
exp{−x}
m(x)π

[
exp{θ}(1 + θ2)

(1 + θ2)2
− 2θ exp{θ}

(1 + θ2)2

]

=
exp{−x}
m(x)π

[
exp{θ}(1− 2θ + θ2)

(1 + θ2)2

]

=
exp{−x} exp{θ}

m(x)π

(θ − 1)2

(1 + θ2)2
.

Ya que la derivada es siempre positiva π(θ|x) se decrementa para θ ≤ x, aśı se
tiene que π(θ|x) se maximiza en θ̂ = x. Otro estimador bayesiano común de
θ es la media de la a posteriori π(θ|x).

1.6.2. Error de estimación.

Cuando se hace una estimación, es usualmente necesario indicar la pre-
cisión de la estimación. La medida bayesiana que se utiliza para medir la
precisión de una estimación (en una dimensión) es la varianza a posteriori de
la estimación .

Definición 1.6.2 Si θ es un parámetro de valor real con distribución a pos-
teriori π(θ|x), y δ es el estimador de θ, entonces la varianza a posteriori de
δ es

V π
δ (x) = Eπ(θ|x)[(θ − δ)2].
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Nótese en la definición anterior, que al tener el estimador θ̂ de θ, en este
caso δ, solo se necesita sustituir a δ en la definición de la varianza para obte-
ner la varianza a posteriori.
Cuando δ es la media a posteriori,

µπ(x) = Eπ(θ|x)[θ],

entonces V π(x) = V π
µ π(x) será llamada varianza a posteriori (y es en efecto

la varianza de θ para la distribución π(θ|x)).

La desviación estándar a posteriori es
√

V π(x). Generalmente se utiliza

a la desviación estándar a posteriori
√

V π
δ (x) del estimador δ , como el error

estándar de la estimación δ.
Para simplificar cálculos que serán utilizados más adelante, se puede repre-
sentar a la varianza a posteriori con la fórmula siguiente:

V π
δ (x) = Eπ(θ|x)[(θ − δ)2]

= E[(θ − µπ(x) + µπ(x)− δ)2]

= E[(θ − µπ(x))2] + E[2(θ − µπ(x))(µπ(x)− δ)] + E[(µπ(x)− δ)2]

= V π(x) + 2(µπ(x)− δ)(E[θ]− µπ(x)) + (µπ − δ)2

= V π(x) + (µπ − δ)2.

Aśı, entonces
V π

δ (x) = V π(x) + (µπ − δ)2. (1.4)

1.6.3. Estimación multivariada

La estimación bayesiana de un vector θ = (θ1, ..., θn) es la estimación de
máxima verosimilitud generalizada (moda a posteriori) θ̂ = (θ̂1, ..., θ̂n). Sin
embargo, por cuestiones de cálculo y porque la unicidad y existencia no se
garantizan en el caso multivariado, es más conveniente utilizar la media a
posteriori

µπ(x) = (µπ
1 (x), µπ

2 (x), . . . , µπ
n(x))t = Eπ(θ|x)[θ],

como el estimador bayesiano, y la precisión puede ser descrita por la matriz
de covarianza a posteriori.

V π(x) = Eπ(θ|x)[(θ − µπ(x))(θ − µπ(x))t].
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El error estándar de la estimación µπ
i (x) de θ̂i seŕıa

√
V π

ii (x), en donde V π
ii (x)

es el (i, i) elemento de V π(x). Análogamente a la ecuación (1.7) se tiene que,
el estimador δ de θ, es:

V π
δ (x) = Eπ(θ|x)[(θ − δ)(θ − δ)t]

= V π(x) + (µπ(x)− δ)(µπ(x)− δ)t.

Nótese que la media a posteriori minimiza V π
δ (x).

1.6.4. Conjuntos créıbles

El análogo bayesiano de un intervalo de confianza (IC), suele hacer refe-
rencia a un conjunto créıble.

Definición 1.6.3 Un 100× (1−α) % conjunto créıble para θ, es un subcon-
junto C de Θ tal que:

1− α ≤ P (C|x) =





∑
θ∈C π(θ|x) caso discreto

∫
C

π(θ|x)dθ caso continuo.

Ya que la distribución a posteriori es actualmente una distribución de proba-
bilidad en Θ, se puede decir subjetivamente que la probabilidad de θ está en
C. Esta es la diferencia con los procedimientos de la estad́ıstica clásica los
cuales sólo se interpretan como la probabilidad de que la variable aleatoria
X sea tal que el conjunto créıble C(X) contenga a θ.

Al escoger un conjuto créıble para θ, de lo que se trata es siempre de
minimizar el tamaño del intervalo. Para realizar esto, se deben incluir en el
conjunto, solo aquellos puntos con la densidad a posteriori más grande, es
decir, los más probables valores para θ.

Definición 1.6.4 El conjunto créıble de máxima densidad a posteriori (HPD)
al 100× (1− α) %, es el subconjunto C en Θ de la forma

C = {θ ∈ Θ : π(θ|x) ≥ k(α)},
en donde k(α) es la mayor constante tal que:

P (C|x) ≥ 1− α.
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Ejemplo 1.6.2

Supóngase que X = (X1, ..., Xn) es una muesta aleatoria de una distribución
Bernoulli con parámetro θ. Supóngase además que 16 consumidores han sido
seleccionados por una cadena de comida rápida para comparar dos tipos de
hamburguesas de carne molida en base al sabor, en la cual una hamburguesa
es más cara que la otra. Despúes de someterlos a la prueba, los consumidores
dan sus puntos de vista de estos dos tipos de hamburguesa. El resultado es
que 13 de los 16 consumidores prefieren la hamburguesa más cara.
Supóngase que θ es la probabilidad de que un consumidor prefiera la ham-
burguesa más cara.

Yi=

{
1 si el consumidor i prefiere la hamburguesa más cara
0 en otro caso

.

Como las desiciones de los consumidores son independientes y θ es constante
sobre los consumidores, esto forma una secuencia de pruebas Bernoulli. Se
define X =

∑
Yi, se tiene entonces que X|θ ∼ Binomial(16, θ), entonces la

función de densidad de X es,

f(x|θ) =

(
16
X

)
θx(1− θ)16−x.

Luego realizando los calculos pertinentes se llega a que

π(θ|x) = Beta(α + x, β − x + 16).

Utilizando el software ANESBA, se calcula el HPD al 95 % y se obtiene
el intervalo (0.6867,0.9387), que quiere decir que la probabilidad de que el
estimador de θ este en ese intervalo es de 0.95.

En la figura (1.1) se puede ver la distribución a posteriori del consumo
de hamburguesas, y en efecto se ve que el estimador se encuentra dentro del
intervalo mencionado anteriormente.

Diferencia entre los conjuntos créıbles y los intervalos de confianza

Bayesianamente un conjunto créıble C al (1 − α)100 % significa que, la
probabilidad de que θ esté en C dados los datos observados es al menos (1−α).
En otras palabras, un conjunto créıble da la certeza de que dada la muestra
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Figura 1.1: Gráfica de la distribución a posteriori derivada del consumo de hamburguesas.

aleatoria tal conjunto C contenga a θ con al menos una probabilidad de
(1− α).

Clásicamente un intervalo de confianza al (1−α)100 % significa que, si se
pudiera calcular C para una gran cantidad de conjuntos de muestras aleato-
rias, cerca del (1− α)100 % de ellos cubriŕıan el valor real de θ.
Es decir, si se generan 100 conjuntos de muestras aleatorias, y se calcula el
intervalo de confianza para cada caso (no necesariamente iguales para cada
caso), al menos (1−α)100 cubriŕıan a θ, sin embargo, la desventaja principal
que tienen los intervalos de confianza clásicos es que no siempre se pueden
generar tantas muestras aleatorias.

1.6.5. Contraste de hipótesis

Una hipótesis estad́ıstica consiste en una afirmación acerca de un parámetro.
Lo que se desea saber al formular una hipótesis es saber si es verdadera o
falsa. Usualmente, la hipótesis de la que se pretende averiguar si es verdadera
o falsa, se denomina hipótesis nula, esta se contrasta con la afirmación con-
traria a ella llamada hipótesis alternativa. En la estad́ıstica clásica para el
contraste de hipótesis se tienen, la hipótesis nula H0 : θ ∈ Θ0 y la hipótesis
alternativa H1 : θ ∈ Θ1. El procedimiento de contraste se realiza en términos
de las probabilidades de error tipo I y error tipo II , estas probabilidades de
error representan la posibilidad de rechazar la hipótesis nula dado que es ver-
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dadera o de no rechazar la hipótesis nula dado que es falsa, respectivamente.

Bayesianamente, la tarea de decidir entre H0 y H1 es más simple. Pues
solamente se calculan las probabilidades a posteriori α0 = P (Θ0|x) y
α1 = P (Θ1|x) y se decide entre H0 y H1. La ventaja es que α0 y α1 son las
probabilidades reales de las hipótesis de acuerdo a los datos observados y las
opiniones a priori.
Se denotará como π0 y π1 a las probabilidades a priori de Θ0 y Θ1 respecti-
vamente.

Definición 1.6.5 Se llamara razón a priori de H0 contra H1 al cociente π0

π1
.

Análogamente, razón a posteriori de H0 contra H1 al cociente α0

α1
.

Si la razón a priori es cercana a la unidad significa que se considera que
H0 y H1 tienen inicialmente (casi) la misma probabilidad de ocurrir. Si este
cociente de probabilidades es grande significa que se considera que H0 es
más probable que H1 y si el cociente es pequeño (< 1) es que inicialmente se
considera que H0 es menos probable que H1.

Definición 1.6.6 La cantidad

B =
α0/α1

π0/π1

=
α0π1

α1π0

,

es llamada factor de Bayes en favor de Θ0.

El factor de Bayes se interpreta como la razón para H0 con respecto a H1

está dada por los datos. Esto se puede ver fácilmente cuando se tienen hipótesis
simples, Θ0 = {θ0} y Θ1 = {θ1}, aśı se tiene

α0 =
π0f(x|θ0)

π0f(x|θ0) + π1f(x|θ1)
, α1 =

π1f(x|θ1)

π0f(x|θ0) + π1f(x|θ1)
,

α0

α1

=
π0f(x|θ0)

π1f(x|θ1)
,

B =
α0π1

α1π0

=
f(x|θ0)

f(x|θ1)
.

En otras palabras, B es la razón de probabilidad de H0 contra H1.
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Además, nótese que el factor de Bayes proporciona una medida de la
forma en que los datos aumentan o disminuyen las razones de probabilidades
de H0 respecto de H1. Aśı, si B > 1 quiere decir que H0 es ahora relativamente
más probable que H1 y si B < 1 ha aumentado la probabilidad relativa de
H1.

Contraste de una cola o unilateral

Este sucede cuando Θ ⊆ R y Θ0 es totalmente un lado de Θ1, es decir.

H0 : θ ≤ θ0

H1 : θ > θ0,

o el otro caso

H0 : θ ≥ θ0

H1 : θ < θ0.

Lo interesante de este tipo de contraste es que el uso del valor−p del enfoque
clásico tiene una justificación bayesiana.

Ejemplo 1.6.3

Supóngase que X ∼ N(θ, σ2) y θ tiene una a priori no informativa π(θ) = 1,
entonces

π(θ|x) =
1√
2πσ

exp

{
−(θ − x)2

2σ2

}

El contraste a realizar es el siguiente:

H0 : θ ≤ θ0

H1 : θ > θ0,

luego,

α0 = P (θ ≤ θ0|x) = Φ((θ0 − x)/σ).

Clásicamente el valor−p es la probabilidad, cuando θ = θ0. Aqúı el valor−p
es,

valor − p = P (X ≥ x) = 1− Φ((x− θ0)/σ),

ya que la distribución normal es simétrica, se tiene que el valor − p es el
mismo que α0.
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Contraste de hipótesis nula puntual

El contraste de hipótesis nula puntual se refiere al siguiente contraste

H0 : θ = θ0

H1 : θ 6= θ0

que es interesante porque a diferencia del contraste clásico, contiene nuevas
caracteŕısticas pero principalmente porque las respuestas en el enfoque baye-
siano difieren radicalmente de las que da el enfoque clásico.

Casi nunca se da el caso en que θ = θ0 exactamente. Es más razonable
tener a la hipótesis nula como θ ∈ Θ0 = (θ0 − b, θ0 + b), en donde b > 0
es alguna constante elegida de tal forma que para cada θ ∈ Θ0 puede ser
considerada indistinguible de θ0.

Si b llega a ser muy grande, ya no es recomendable utilizar el contraste
por hipótesis nula puntual, porque no da buenos resultados. Dado que se
debe hacer el contraste H0 : θ ∈ (θ0 − b, θ0 + b), se necesita saber cuan-
do es apropiado aproximar H0 por H0 : θ = θ0. Desde la perspectiva del
análisis bayesiano, la única respuesta a esta pregunta es, la aproximación
es razonable si las probabilidades a posteriori de H0 son casi iguales en las
dos situaciones. Una condición fuerte cuando éste sea el caso es que la fun-
ción de distribución conjunta de probabilidad (verosimilitud) observada sea
aproximadamente constante en (θ0 − b, θ0 + b).

Para llevar a cabo el contraste bayesiano para una hipótesis nula puntual
H0 : θ = θ0, no se utiliza una densidad a priori continua, ya que en cualquiera
de estos casos θ0 dara una probabilidad a priori cero. Se debe utilizar una
distribución inicial mixta que asigne probabilidad π0 al punto θ0 y distribuya
el resto, 1 − π0 en los valores θ 6= θ0 es decir la densidad π1g1(θ), con una
densidad propia g1, en donde π1 = 1− π0.

Si X1, ..., Xn es una muestra aleatoria simple de la variable aleatoria X,
la densidad marginal de X = (X1, ..., Xn) es:

m(x) = π0f(x|θ0) + (1− π0)m1(x),

donde m1(x) =
∫

θ 6=θ0
f(x|θ)g1(θ)dθ es la densidad bajo H1. Entonces la prob-
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abilidad a posteriori de θ = θ0 es:

α0 = P (θ0|x)

=
f(x|θ0)π0

m(x)

=
f(x|θ0)π0

f(x|θ0)π0 + (1− π0)m1(x)

=
f(x|θ0)π0

f(x|θ0)π0 + π1m1(x)
,

luego

α0

α1

=
P (θ0|x)

1− π(θ0|x)

=
P (θ0|x)

f(x|θ0)π0+π1m1(x)−f(x|θ0)π0

f(x|θ0)π0+π1m1(x)

=
f(x|θ0)π0

π1m1(x)
.

Entonces el factor de Bayes de H0 contra H1 es,

B =
α0π1

α1π0

=
π0f(x|θ)π1

π1m1(x)π0

,

B =
f(x|θ0)

m1(x)
.

1.6.6. Inferencia predictiva

Los problemas predictivos en estad́ıstica son aquellos en los cuales las
cantidades desconocidas de interés son las futuras variables aleatorias.
Una situación t́ıpica de este tipo es cuando la variable aleatoria Z, tiene una
densidad g(z|θ) (θ desconocida), y se quiere predecir un valor de Z cuando
existen datos , x, derivados de una densidad h(x|θ). Por ejemplo, x pueden ser
los datos de un estudio de regresión, y se desea predecir una futura respuesta
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de la variable aleatoria Z, en la regresión.
La idea es predecir a la variable aletoria Z ∼ g(z|θ) basado en la observación
de X ∼ h(x|θ).

Ahora, se supone que X y Z son independientes y g es una densidad (si no
fueran independientes, seŕıa necesario cambiar g(z|θ) por g(z|θ, x)). La idea
de la predicción bayesiana es que, ya que π(θ|x) es la distribución a posteriori
de θ, entonces g(z|θ)π(θ|x) es la distribución conjunta de Z y θ dado X, y
al integrar sobre θ se obtenie la distribución a posteriori de Z dado X.

Definición 1.6.7 La densidad predictiva de Z dado X = x, cuando la
distribución a priori para θ es π, está definida por

P (z|x) =

∫

Θ

g(z|θ)π(θ|x)dθ.

Ejemplo 1.6.4

Consideremos el siguiente modelo de regresión lineal.

Z = θY + ε,

donde ε ∼ N(0, σ2) con σ2 conocido, y supóngase que se tiene un conjunto
de datos disponibles ((z1, y1), ..., (zn, yn)).
Un estad́ıstico suficiente para θ, es el estimador por mı́nimos cuadrados X,en
donde

X =

∑n
i=1 Ziyi∑n
i=1 y2

i

.

Como Zi es normal y X es combinación lineal de normales, entonces X ten-
drá una distribución normal.

X ∼ N(θ, σ2/Sy),

en donde:
Sy =

∑n
i=1 y2

i .
Si se utiliza una a priori no informativa π(θ) = 1 para θ, la distribución a
posteriori, π(θ|x) ∼ N(x, σ2/Sy).



1.6. Inferencia bayesiana 29

Ahora se obtiene la probabilidad de Z dado X:

P (z|x) =

∫ ∞

−∞

1√
2πσ

exp

{
− 1

2σ2
(z − θy)2

}
1√

2πσ/
√

Sy

×

exp

{
− 1

2σ2/Sy

(θ − x)2

}
dθ

=

√
Sy

2πσ2

∫ ∞

−∞
exp

{
− 1

2σ2
[(z − θy)2 + Sy(θ − x)]2

}
dθ.

Desarrollando separadamente [(z − θy)2 + Sy(θ − x)]2, se tiene:

[(z − θy)2 + Sy(θ − x)]2 = z2 + Szx
2 + θ2y2 + Syθ

2 − 2Syxθ + Syx
2

= z2 + Syx
2 + θ2(y2 + Sy)− 2θ(yz + Syx)

= (y2 + Sy)

(
z2 + Syx

2

y2 + Sy
− (yz + Syx)2

(y2 + Sy)2
+

(
θ − yz + Sy

y2 + Sy

)2
)

.

Luego sustituyendo nuevamente la expresión anterior en p(z|x),

P (z|x) =

√
Sy

2πσ2
exp

{
−(y2 + Sy)

2σ2

[
z2 + Syx

2

y2 + Sy

− (yz + Syx)2

(y2 + Sy)2

]}
×

∫ ∞

−∞
exp

{
− 1

2σ2/(y2 + Sy)

(
θ − yz + Sy

y2 + Sy

)2
}

dθ

=

√
Sy

2πσ2
exp

{
−(y2 + Sy)

2σ2

[
z2 + Syx

2

y2 + Sy

− (yz + Syx)2

(y2 + Sy)2

]} (
σ√

y2 + Sy

2π

)

=
1

√
2πσ

√
y2+Sy

Sy

exp





1

2σ2(y2+Sy

Sy
)
(z − xy)2



 .

Finalmente se tiene:

P (z|x) = N

(
xy,

σ2(y2 + Sy)

Sy

)
.
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Caṕıtulo 2

Conceptos astronómicos.

2.1. Sistemas de coordenadas.

La rotación diaria de la Tierra junto con su movimiento alrededor del Sol
y la precesión sobre su eje de rotación, aunado al movimiento relativo de las
estrellas, planetas y otros objetos, dan lugar al constante cambio de posición
aparente de los objetos celestes.
Se puede imaginar que todos los objetos están localizados en la esfera celeste.
Para localizar la posición de un objeto en ésta esfera celeste es necesario crear
un sistema de coordenadas, el cual consta de tres componentes básicas; un
gran ćırculo, la elección de una dirección positiva del eje de simetŕıa del
ćırculo y un punto de referencia sobre este ćırculo.

Definición 2.1.1 Gran ćırculo es la curva resultante de la intersección de
una esfera con un plano que pasa por el centro de dicha esfera.

Se necesita un punto por encima del gran ćırculo, que es el que nos va a dar
la referencia de Norte y Sur. Y un punto de referencia en el peŕımetro del
gran ćırculo, apartir del cual se tomaran las medidas.
Un ejemplo de esto es el sistema de coordenadas terrestre, con el ecuador
como gran ćırculo, el polo Norte como el punto encima del ćırculo y finalmente
el punto en el que el meridiano de Greenwich que corta al ecuador terrestre
como punto de referencia sobre el ćırculo.

Cabe destacar que los sistemas de coordenadas que se utilizan en la As-
tronomı́a son sistemas de coordenadas en dos dimensiones, y no en tres di-
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mensiones como se piensa que debeŕıa ser, la razón es que no se tiene idea
de la medida de profundidad de los objetos celestes.

El sistema mas simple de coordenadas que se puede concebir se basa en
el horizonte local del observador. El sistema de coordenadas altitud-acimut
está basado en la medida del ángulo acimut a lo largo del horizonte y el
ángulo de altitud por encima del horizonte.
Cenit es el punto justo arriba del observador.
Vertical son llamados los gran ćırculos que pasan por el cenit.

Definición 2.1.2 La altura h es la medida del ángulo, desde el horizonte
hasta la vertical que pasa a través del objeto, se mide en el rango de [−90◦, +90◦],
es positiva si el objeto se encuentra por arriba del ecuador celeste y negativa
si se encuentra por debajo.

Definición 2.1.3 La distancia cenital z es el ángulo medido del cenit al
objeto, y cumple que z + h = 90◦ (complemento de la altura).

Definición 2.1.4 El acimut A es la medida del ángulo a lo largo del hori-
zonte hacia el este desde el norte en el gran ćırculo, utilizado para la medida
de altitud.

En la Figura 2.1, se puede ver como se ubican estas medidas en la esfera
celeste.

Horizonte
Este

Oeste

Norte     Sur

   Estrella

z

        h

A

O

Cenit

Figura 2.1: Sistema de coordenadas altitud-acimut.
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Sin embargo el sistema de coordenadas altitud-acimut es dif́ıcil de utilizar
en la práctica, porque las coordenadas dependen de la ubicación del obser-
vador. Dos personas en dos lugares distintos mediran coordenadas diferentes
para el mismo objeto. Para la definición de un sistema más apropiado se
necesita definir el ecuador celeste y la ecĺıptica.

Definición 2.1.5 El ecuador celeste es un gran ćırculo en la esfera celeste
en el mismo plano que el ecuador de la Tierra y por tanto perpendicular al
eje de rotación de la Tierra. En otras palabras, es la intersección entre el
ecuador terrestre en la esfera celeste.

Definición 2.1.6 La Ecĺıptica es la ĺınea curva por donde transcurre el
Sol alrededor de la Tierra, en su movimiento aparente visto desde la Tierra.
Está formada por la intersección del plano de la órbita terrestre con la esfera
celeste.

Como resultado de la inclinación del eje de rotación de la Tierra, la ecĺıptica
está inclinada 23.5◦ con respecto al ecuador celeste.
Los dos puntos de la esfera celeste en los que se corta la ecĺıptica con el
ecuador celeste son denominados equinoccios. En este caso el ecuador celeste
será tomado como un gran ćırculo, el punto por encima del ecuador celeste
que se utiliza en este sistema de coordenadas, es llamado polo norte celeste
y es la intersección entre el eje de rotación de la Tierra y la esfera celeste.
Finalmente, el punto de referencia sobre el ćırculo será el equinoccio vernal.

Definición 2.1.7 La declinación δ es equivalente a la altitud y es medida
en grados de norte a sur a partir del ecuador celeste.

Definición 2.1.8 La ascención recta α es análoga al acimut y es medida
en dirección este a lo largo del ecuador celeste, desde el equinoccio vernal (γ)
hasta su intersección con el ćırculo horario del objeto.

La ascención recta se mide en horas, minutos y segundos, 24 horas de ascen-
sión recta son equivalentes a 360◦, o 1 hora = 15◦.

Ya que el sistema de coordenadas ecuatoriales se basa en el ecuador celeste
y el equinoccio vernal, cambios en la latitud y longitud del observador no
afectan los valores de la ascención recta y la declinación. Los valores de α
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γ

α

δTierra

Estrella

Polo norte celeste

ecliptica

Ecuador celeste

Figura 2.2: Sistema de coordenadas ecuatoriales.
α, δ, γ son la ascención recta, declinación y posición del equinoccio vernal respectivamente.

y δ no son afectados similarmente por el movimiento de la tierra alrededor
del sol. En la Figura 2.2, se muestra el sistema de coordenadas ecuatoriales
descrito.

A pesar de las referencias del sistema de coordenadas ecuatorial con el
ecuador celeste y su intersección con la ecĺıptica (equinoccio vernal), existe
un movimiento llamado precesión, el cual hace que el equinoccio vernal no
suceda en el mismo lugar cada año, y por lo tanto la ascención recta y la
declinación del objeto cambien un poco.

Definición 2.1.9 Precesión es el lento tambaleo del eje de rotación de la
Tierra, debido a la forma no esférica de ésta y a su interacción gravitacional
con el Sol y la Luna.

El periódo de precesión de la Tierra es de 25 770 años y causa que la
proyección del polo norte celeste sobre la esfera celeste describa un pequeño
ćırculo (Veáse [6]). Ya que la precesión altera la posición del equinoccio vernal
a lo largo de la ecĺıptica, es necesario referirse a una época espećıfica (refe-
rencia) para definir la ascención recta y la declinación de un objeto celeste.
El valor actual de α y δ, se pueden calcular basándose en la cantidad de
tiempo transcurrido a partir de la época de referencia.
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La época utilizada comunmente en la actualidad por los catálogos astronómi-
cos de estrellas, galaxias y otros fenómenos celestes refiere a la posición de
un objeto al medio d́ıa en Greenwich, Inglaterra el 1 de enero del 2000.

El calendario utilizado comunmente en la mayoŕıa de los páıses es el
calendario Gregoriano, sin embargo los astrónomos no se preocupan por los
años bisiestos como en el calendario Gregoriano, a ellos más bien lo que les
interesa es el número de d́ıas (o segundos) entre eventos. Ellos normalmente
cuentan los eventos a partir de tiempo 0 que fue el 1 de enero de 4713 A.C.
como lo especifica el calendario Gregoriano , y JD 0.0 para el calendario
Juliano. La fecha de referencia 1 de enero del 2000 (J2000.0) es JD 2451545.0,
y para referise a las 6 pm del d́ıa 1 de enero del 2000 lo que se hace es que se
suma la fraccion del d́ıa entonces esta fecha se designa como JD 2451545.25.
El año Juliano consta de 365.25 d́ıas (Veáse [6]).

2.2. Determinación de las ecuaciones.

Las estrellas tienen un movimiento propio, a través de la bóveda celeste
que se puede describir generalmente como un movimiento con una aceleración
constante.
Cuando un objeto se encuentra en movimiento, con una aceleración cons-
tante, es importante determinar su posición x(t) al instánte t, la cual está da-
da por las ecuaciones de la cinemática.

x(t) = x0 + v0t +
1

2
at2, (2.1)

donde:
v0: velocidad del objeto al tiempo t = 0.
x0: la posición del objeto al tiempo t = 0,
a: aceleración.

El movimiento de las estrellas en la bóveda celeste refelaja un cambio de
sus coordenadas ecuatoriales. El Sol, la Luna y los planetas manifiestan un
movimiento complejo y relativamente rápido en el cielo. Las estrellas también
se mueven con respecto de las demás, aunque su velocidad actual puede ser
muy grande, su movimiento relativo aparente es muy dif́ıcil de medir por la
grandes distancias a las que se encuentran.



36 Caṕıtulo 2. Conceptos astronómicos.

Considérese la velocidad de una estrella relativa a un observador (Figura
2.3). Con θ el ángulo de cambio en el movimiento, D distancia a la estrella
suponiendo que es constante y r distancia que se mueve la estrella.

D

v

r

v
rv θ

estrella

estrella 

θ

Figura 2.3: Movimiento propio.

El vector velocidad se puede descomponer en componentes mutuamente
perpendiculares, una a lo largo de la ĺınea de visión del observador y la otra
perpendicular. La componente a lo largo de la ĺınea de visión es la velocidad
radial, vr de la estrella y la segunda componente que es la de nuestro interés
es la velocidad transversal, vθ de la estrella, a lo largo de la esfera celeste.
Esta velocidad transversal aparece como un cambio angular lento en el sis-
tema de coordenas, conocido como movimiento propio.
En un intervalo de tiempo dt la estrella se mueve en dirección perpendicular
a la ĺınea de visión del observador una distancia

dr = Ddθ.

Si la distancia del observador a la estrella es D, entonces el cambio angular

en su posición a lo largo de la esfera celeste es
dθ

dt
, que se obtiene al derivar

la distancia recorrida por la estrella con respecto al tiempo.

dr

dt
=

d(Dθ)

dt
= D

dθ

dt
,

en donde
dθ

dt
= µ : movimiento propio de la estrella.
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Al encontrar la segunda derivada de la distancia recorrida por la estrella con
respecto al tiempo, se tiene que

dr2

dt2
=

d2(Dθ)

dt2
= D

d2θ

dt2
.

Aśı como se esta suponiendo una aceleración constante, de acuerdo a la
ecuación (2.1),

r = r0 + D
dθ

dt
t + D

1

2

d2θ

dt2
t2,

Dθ = Dθ0 + D
dθ

dt
t + D

1

2

d2θ

dt2
t2,

θ = θ0 +
dθ

dt
t +

1

2

d2θ

dt2
t2. (2.2)

Ahora aplicando, la ecuación (2.2) se tienen las ecuaciones de posición
para la ascención recta (α) y la declinación (δ), respectivamente.

α(t) = α0 + µαt +
1

2
aαt2, (2.3)

δ(t) = δ0 + µδt +
1

2
aδt

2, (2.4)

en donde:
α0: posición en α al tiempo 0, en este caso para el año 2000 (J2000),
δ0: posición en δ al tiempo 0, J2000,
µα: movimiento propio en α,
µδ: movimiento propio en δ,
aα: aceleración en α,
aδ: aceleración en δ.

Sin embargo, tomando en cuenta que dadas las ascenciones rectas α1 y
α2 de dos estrellas la diferencia es ∆α = (α1−α2) cos δ, entonces la ecuación
(2.3) queda de la siguiente forma,

α(t) = α0 + (µα cos δ)t +
1

2
(aα cos δ)t2. (2.5)
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2.3. Paralaje estelar

Para obtener distancias, un método muy utilizado es el de la paralaje
trigonométrica, que consiste en una técnica de triangulación.
La distancia D a los planetas en la bóveda celeste puede ser medida de dos
puntos de observación separados por una distancia grande en la tierra. En-
contrar la distancia siempre a la estrella más cercana requiere una gran ĺınea
de referencia más grande que el diámetro de la tierra. Como la tierra orbita
alrededor del Sol, dos observaciones de la misma estrella tardan 6 meses en
hacer una ĺınea de referencia igual al diámetro de la órbita de la tierra. Ver
Figura 2.4.

Definición 2.3.1 La medida del ángulo de paralaje p es la mitad en el
máximo cambio en la posición angular.

Sol

Tierra

estrella
D

 1 AU

p

enero

Tierra junio

Figura 2.4: Paralaje.

Como se ve en la Figura 2.4 utilizando la técnica de triangulación mencionada
y la medida del ángulo de paralaje se puede encontrar la distancia D a la
estrella por medio de la siguiente ecuación,

D =
1AU

tan p
' 1

p
AU, (2.6)

donde la aproximación tan p ' p se emplea para el ángulo de paralaje p,
medido en radianes.
Utilizando 1 radian =57·2957795◦=206264·806′′, el convertir a p a p′′ en
unidades de arcosegundos, nos da una distancia:

D =
2206264·806

p′′
AU.
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Definición 2.3.2 Parsec (parallax-second en inglés) es una unidad de me-
dida utilizada para medir distancias en la esfera celeste y está dada por:
1 pc=2.06264806×105AU =3.086×1016m.

Aśı de acuerdo a la definición:

D =
1

p′′
pc. (2.7)

Cuando el ángulo de paralaje es p = 1′′, la distancia a la estrella es 1pc.
Entonces 1 parsec es la distancia a partir de la cual el radio de la órbita de
la tierra, 1UA, subtienda un angulo de 1′′, como se ilustra en la Figura 2.5.

Estrella

1’’

1 pc

Sol
1 AU

Ecliptica

5 de Junio
Tierra
1 de Enero

Figura 2.5: El parsec.

Otra unidad de distancia utilizada es el año-luz (ly por sus siglas en inglés) y
es la distancia que recorre la luz en un año juliano 1 ly=9.460730472×105m,
un parsec equivale a 3.2615638 ly.

Las estrellas tienen un movimiento propio, sin embargo, vistas desde la
Tierra, parecen tener un movimiento aparente, que por el ángulo de paralaje,
parece ser un ćırculo, pero dependiendo de la posición en que se encuentre la
estrella, será una ĺınea, un ćırculo o una elipse.

Definición 2.3.3 El cambio en la dirección de un objeto celeste causado
por el cambio en la posición del observador se conoce como movimiento
paraláctico.

La paralaje de una estrella se conoce comunmente como paralaje anual, ya
que el movimiento paraláctico vaŕıa en un periódo de un año, Figura 2.6 y
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también porque el origen del cambio paraláctico se da en el baricentro del
Sistema Solar (el catálogo de posiciones de estrellas y otros objetos fuera del
sistema solar por lo general se basan en el baricentro del Sistema Solar).

Sol
Tierra en Junio

Estrella

Movimiento aparente

Tierra en Enero

Figura 2.6: Movimiento paraláctico.

El desplazamiento de una estrella en la esfera celeste es la combinación
de su paralaje y movimiento propio. Para fuentes aisladas, se considera un
movimiento propio uniformemente acelerado, con ascención recta y decli-
nación que vaŕıan respecto al tiempo, cuyas ecuaciones están dadas por:

α(t) = α0 + (µα0 cos δ)t +
1

2
(aα cos δ)t2 + pfα(t), (2.8)

δ(t) = δ0 + µδ0t +
1

2
aδt

2 + pfδ(t), (2.9)

en donde,
(α0, δ0): posición baricéntrica en la época de referencia,
µα, µδ: componentes del movimiento propio,
fα, fδ: proyección de la elipse paraláctica sobre α y δ respectivamente,
aα, aδ: aceleración sobre α y δ respectivamente.
p: paralaje en arcosegundos,
Los valores de fα, fδ que son el paralaje anual están dados por,

fα(t) = (X sin α1 − Y cos α1)/(15 cos δ1),

fδ(t) = (X cos α1 sin δ1 + Y sin α1 sin δ1 − Z cos δ1)
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con X, Y, Z: coordenadas baricéntricas de la Tierra en AU, y

α1 = α− pfα(t),

δ1 = δ − pfδ(t).

2.4. T Tauri

T Tauri es una estrella joven, que se encuentra dentro de una nube de
gas y esto hace imposible conocer todo de ella a simple vista, sin embargo, a
través de ondas de radio T Tauri se conoce como un sistema de dos estrellas
T Tau y T Tau Sb, observaciones infrarrojas más recientes revelaron que es
un sistema triple formado pr T Tau, T Tau S y T Tau Sb. En esta tesis los
datos que se trabajaran son de T Tau Sb y los datos disponibles son los de
ondas de radio.

En el art́ıculo VLBA determination of the distance to nearby star-forming
regions. I. The distance to T TAURI with 0.4% accuracy de Loinard et. al.
(2007) se mencionan los datos, de las ascenciones rectas y declinaciones,
observadas para T Tauri Sb, durante doce épocas entre septiembre de 2006
y julio de 2007, se muestran a continuación en la Tabla 2.1.
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Tabla 2.1.VLBA Distance to Nearby Star-Forming Regions. I.

Source Position and Flux
Mean UT Date α δ

(yyyy.mm.dd hh:mm) (J2000.0) (J2000.0)
2003.09.24 11:33 04 21 59.4252942 19 32 05.717618
2003.11.18 08:02 04 21 59.4249805 19 32 05.716554
2004.01.15 04:09 04 21 59.4245823 19 32 05.715322
2004.03.26 23:26 04 21 59.4245420 19 32 05.715333
2004.05.13 20:17 04 21 59.4248818 19 32 05.716034
2004.07.08 16:37 04 21 59.4253464 19 32 05.716652
2004.09.16 11:59 04 21 59.4255476 19 32 05.716602
2004.11.09 08:27 04 21 59.4252999 19 32 05.715631
2004.12.28 05:14 04 21 59.4249488 19 32 05.714344
2005.02.24 01:26 04 21 59.4247667 19 32 05.713826
2005.05.09 20:32 04 21 59.4251475 19 32 05.714852
2005.07.08 16:36 04 21 59.4256679 19 32 05.715598
2008.06.12 19:09 04 21 59.4268831 19 32 05.706772*

*Las primeras doce observaciones fueron tomadas de [12], la última proporcionada
por Laurent Loinard C. (CRyA-UNAM).
Nota. Las unidades de α son horas, minutos y segundos y los de δ son grados,
arcominutos y arcosegundo.

Tabla 2.2. Julian Dates and Earth Coordinates.

Earth Barycentric Coordinates (AU)

Mean UT Date

(yyyy.mm.dd hh.mm)

Julian Date
X Y Z

2003.09.24 11:33 ... 2,452,906.981522 +1.006064570 +0.012414145 +0.005329883

2003.11.18 08:02 ... 2,452,961.834705 +0.563031813 +0.744728145 +0.322808936

2004.01.15 04:09 ... 2,453,019.672980 -0.401044530 +0.820090543 +0.355473794

2004.03.26 23:26 ... 2,453,091.476395 - 0.987542097 -0.107099184 -0.046513144

2004.05.13 20:17 ... 2,453,139.345324 -0.599629779 -0.745571223 -0.323319720

2004.07.08 16:37 ... 2,453,195.192419 +0.297481514 -0.894474582 -0.387883413

2004.09.16 11:59 ... 2,453,264.999583 +1.003677539 -0.099008512 -0.043027999

2004.11.09 08:27 ... 2,453,318.852141 +0.676914299 +0.666368259 +0.288787192

2004.12.28 05:14 ... 2,453,367.718351 -0.111308860 +0.895710071 +0.388210192

2005.02.24 01:26 ... 2,453,425.559664 -0.896015668 +0.377089952 +0.163364585

2005.05.09 20:32 ... 2,453,500.355214 -0.655044089 -0.701050689 -0.304055855

2005.07.08 16:36 ... 2,453,560.191348 +0.293538593 -0.893249243 -0.387385193

2008 06 12 19:09... 2,454,616.298137 -0.369805544 -0.861747353 -0.373653953
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Caṕıtulo 3

Análisis de regresión lineal

El análisis de regresión es una técnica estad́ıstica para investigar y mode-
lar la relación entre variables. Las aplicaciones de la regresión se encuentran
en numerosos campos de la investigación como en ingenieŕıa, ciencias f́ısicas
y qúımicas, bioloǵıa etc. De hecho es una de las técnicas estad́ısticas más
utilizadas.

En este Caṕıtulo, interesa describir la distribución condicional de una
variable aleatoria Y para valores dados de algunas otras variables X1, ..., Xk.
Los valores de las variables aleatorias X1, ..., Xk pueden ser observados en un
experimento junto con los de Y o pueden ser variables de control cuyos valores
van a ser determinados por el experimentador, además, se puede estudiar la
distribución condicional de Y dadas X1, ..., Xk.

Definición 3.0.1 Se denomina función de regresión de Y sobre X1, ..., Xk,
o simplemente regresión de Y sobre X1, ..., Xk a la esperanza condicional
de Y dado los valores X1 = x1, ..., Xk = xk, es decir,

E[Y |x1, ..., xk].

Supóngase que la función de regresión E[Y |x1, ..., xk] es una función lineal
que tiene la siguiente forma

E[Y |x1, ..., xk] = β0 + β1x1 + ... + βkxk.

Los coeficientes β0, β1, ..., βk se llaman coeficientes de regresión, los cuales
son desconocidos y se consideran parámetros cuyos valores se estiman. Tam-
bién supóngase que se tienen n vectores de observaciones. El vector i-ésimo
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(xi1, ..., xik, yi) se compone de un conjunto de valores controlados u observa-
dos de X1, ..., Xk y el valor observado de Y .

3.1. Regresión lineal simple.

En el modelo de regresión lineal simple, se tiene un sólo regresor X que
tiene una relación con una variable respuesta Y , donde la relación es una
ĺınea recta.
Este modelo de regresión lineal simple es de la forma,

Y = β0 + β1x + ε,

donde la ordenada al origen β0 y la pendiente β1 son constantes desconocidas,
y ε es un componente aleatorio del error.
Supóngase que los errores εi ∼ N(0, σ2) y no están correlacionados.
Considere que el regresor X se tiene como dato, y su error es despreciable,
mientras que la respuesta Y es una variable aleatoria, se tiene entonces una
distribución de probabilidad de Y para cada valor posible de X, aśı la media
y la varianza de la distribución son

E[Y |X = x] = E[β0 + β1x + ε]

= β0 + β1x.

V ar[Y |X = x] = σ2.

A un problema como el descrito anteriormente se le llama de regresión li-
neal simple , y el término simple se emplea por que se está considerando la
regresión de Y sobre una sola variable X.

Como los parámetros β0 y β1 son desconocidos, se deben estimar con
los datos de la muestra. Supóngase que se tiene n pares de observaciones
(xi, yi) con i = 1, ..., n, además supóngase que para cualesquiera x1, ..., xn

las variables aleatorias Y1, ..., Yn son independientes, Yi ∼ N(β0 + β1xi, σ
2),

i = 1, ..., n.
La función de distribución de probabilidad conjunta de las Y ′

i s es:

fn(y|x, β0, β1, σ
2) =

1

(2π)n/2σn
exp

[
− 1

2σ2

n∑
i=1

(yi − β0 − β1xi)
2

]
. (3.1)
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Esta también es la función de verosimilitud de β0, β1 y σ2. Se utiliza ahora
(3.1) para hallar los estimadores máximo verosimil (E.M.V.) de β0 y β1 (con
independencia de σ2), que son los que maximizan fn(y|x, β0, β1, σ

2), pero
minimiza el error

n∑
i=1

ε2
i =

n∑
i=1

(yi − β0 − β1xi)
2.

Pero si se maximiza fn(y|x, β0, β1, σ
2), también se maximiza ln fn(y|x, β0, β1, σ

2).

l(β0, β1, σ
2) = ln fn(y|x, β0, β1, σ

2),

l(β0, β1, σ
2) = −n

2
ln 2π − n

2
ln σ2 − 1

2σ2

n∑
i=1

(yi − β0 − β1xi)
2.

Calculando la parcial de l(β0, β1, σ
2) con respecto a β0 e igualando a cero se

tiene que

n∑
i=1

yi − nβ0 − β1

n∑
i=1

xi = 0,

β0 =
1

n

n∑
i=1

yi − β1

n

n∑
i=1

xi,

β0 = ȳ − β1x̄. (3.2)

Nuevamente calculando la parcial de l(β0, β1, σ
2) con respecto a β1 e igua-
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lando a cero se tiene que

n∑
i=1

yixi − β0

n∑
i=1

xi − β1

n∑
i=1

x2
i = 0,

n∑
i=1

yixi − β0nx̄− β1

n∑
i=1

x2
i = 0,

n∑
i=1

yixi − (ȳ − β1x̄)nx̄− β1

n∑
i=1

x2
i = 0,

n∑
i=1

yixi − nȳx̄ + nβ1x̄
2 − β1

n∑
i=1

x2
i = 0,

n∑
i=1

yixi − nȳx̄ + β1(nx̄2 −
n∑

i=1

x2
i ) = 0,

n∑
i=1

yixi −
n∑

i=1

yix̄ + β1(nx̄2 −
n∑

i=1

x2
i ) = 0,

β1 =

∑n
i=1 yixi −

∑n
i=1 yix̄∑n

i=1 x2
i − nx̄2

,

β1 =

∑n
i=1 yixi −

∑n
i=1 yix̄∑n

i=1 x2
i − 2nx̄2 + nx̄2

,

β1 =

∑n
i=1(xi − x̄)yi∑n

i=1 x2
i − 2nx̄x̄ + nx̄2

,

β1 =

∑n
i=1(xi − x̄)yi∑n

i=1 x2
i − 2

∑n
i=1 xix̄ +

∑n
i=1 x̄2

.

Finalmente,

β1 =

∑n
i=1(xi − x̄)yi∑n
i=1(xi − x̄)2

. (3.3)

Para que sea más fácil el manejo de los términos, se denota a
Sxx =

∑n
i=1(xi − x̄)2, luego (3.5) se escribe como:

β1 =

∑n
i=1(xi − x̄)yi

Sxx

.
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De las ecuaciones (3.2) y (3.3)se tiene que los E.M.V. para β0 y β1 son:

β̂0 = Y − β̂1x̄ (3.4)

β̂1 =

∑n
i=1(xi − x̄)Yi

Sxx

. (3.5)

La diferencia entre el valor observado yi y el valor ajustado correspondiente
ŷi se llama residual, el i-ésimo residual es

ei = yi − ŷi = yi − (β̂0 + β̂1xi), i = 1, ..., n.

Como la varianza también es desconocida, se puede estimar y su estimación
es,

∂ ln fn(y|x, β0, β1, σ
2)

∂β1
β̂0,β̂1,σ̂2 = − n

2σ̂2
+

1

2(σ̂2)2

n∑
i=1

(Yi−β̂0−β̂1xi)
2 = 0. (3.6)

σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

(Yi − β̂0 − β̂1xi)
2. (3.7)

Notesé que se han realizado tres supuestos importantes sobre la distribu-
ción conjunta de Y1, ..., Yn, para cualesquiera valores de x1, ..., xn.

1. Normalidad. Se ha supuesto que cada variable Yi tiene una distribución
normal.

2. Independencia. Se ha supuesto que las variables aleatorias Y1, ..., Yn son
independientes.

3. Homocedasticidad. Que las variables aleatorias Y1, ..., Yn tienen la mis-
ma varianza σ2.

3.1.1. Propiedades de los E.M.V.

De la ecuación (3.5) se observa que β̂1 es una función lineal de Y1, ..., Yn,
y ya que éstas variables aleatorias son independientes e idénticamente dis-
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tribuidas, β̂1 tendrá una distribución normal, con los siguientes valores es-
perado y varianza correspondientes.

E[β̂1] =

∑n
i=1(xi − x̄)E[Yi]

Sxx

=

∑n
i=1(xi − x̄)

Sxx

(β0 + β1xi)

= β0

∑n
i=1(xi − x̄)

Sxx

+ β1

∑n
i=1(xi − x̄)xi

Sxx

= β0
nx̄− nx̄

Sxx

+ β1

∑n
i=1 x2

i − x̄xi

Sxx

= β1

∑n
i=1 x2

i − nx̄2

Sxx

= β1
Sxx

Sxx

,

Por lo que se tiene que,

E[β̂1] = β1, (3.8)

De aqúı se puede observar que β̂1 es un estimador insesgado de β1.
Por otro lado, la varianza de β̂1

Var(β̂1) = Var(

∑n
i=1(xi − x̄)Yi

Sxx

)

=
Sxx

SxxSxx

σ2 =
σ2

∑n
i=1(xi − x̄)2

.

Var(β̂1) =
σ2

∑n
i=1(xi − x̄)2

. (3.9)

Aśı se tiene que β̂1 ∼ N

(
β1,

σ2

∑n
i=1(xi − x̄)2

)
.

Ahora puesto que Y y β̂1 son funciones lineales de Y1, ..., Yn entonces
β̂0 también es una función lineal de Y1, ..., Yn, por lo que β0 tendrá una
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distribución normal.

E[β̂0] = E[Y − β̂1x̄]

= E[Y ]− x̄E[β̂1]

= E[
1

n

n∑
i=1

yi]− x̄β1

=
1

n
E[

n∑
i=1

yi]− x̄β1

=
1

n

n∑
i=1

(β0 + β1xi)− x̄β1

= β0 + β1x̄− x̄β1

E[β̂0] = β0. (3.10)

También se observa que β̂0 es un estimador insesgado de β0.
La varianza de Y es Var(Y ) = σ2/n, se puede demostrar que la covarianza
entre Y y β̂1 es cero, aśı se tiene que

Var(β̂0) = Var(Y − β̂1x̄)

= Var(Y ) + x̄2Var(β̂1)− 2x̄Cov(Y , β̂1)

= Var(Y ) + x̄2Var(β̂1)

Var(β̂0) = σ2(
1

n
+

x̄2

∑n
i=1(xi − x̄)2

). (3.11)

Teorema de Gauss-Markov para regresión lineal simple.

Un resultado importante acerca de los E.M.V. de β0, β1, es el teorema de
Gauss-Markov, que establece que para el modelo de regresión Y = c0β0 +
β1X +ε con las hipótesis E[ε] = 0, V ar(ε) = σ2 y errores no correlacionados,
los E.M.V. son insesgados y tienen varianza mı́nima en comparación con
todos los demás estimadores insesgados que sean combinaciones lineales de
las Y ′

i s

Teorema 3.1.1 Sea θ = c0β0 + c1β1 + c2, donde c0, c1, c2 son constantes
dadas. Entonces, entre todos los estimadores insesgados de θ que son combi-
naciones lineales de las observaciones Y1, ..., Yn, el estimador θ̂ = c0β̂0+c1β̂1+
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c2 tiene la menor varianza para todos los valores posibles de los parámetros
β0, β1 y σ2.

Para la demostración de este teorema ver sección (3.2.2).

3.1.2. Contraste de hipótesis.

En este subsección se obtendrá la distribución conjunta de β̂0, β̂1 y σ̂2.
Para valores x1, ..., xn, n ≥ 3, supóngase que Y1, ..., Yn son independientes y
que Yi ∼ N(β0 + β1xi, σ

2), i = 1, ..., n.
Haciendo

Sx =

[
n∑

i=1

(xi − x̄)2

]1/2

.

Sean a1 = (a11, ..., a1n) y a2 = (a21, ..., a2n) vectores n-dimensionales definidos
de la manera siguiente,

a1j =
1

n1/2
,

a2j =
1

Sx

,

con j = 1, ..., n.
Además nótese que

n∑
j=1

a2
1j =

n∑
i=1

(
1

n1/2

)2

= 1

n∑
j=1

a2
2j =

(xi − x̄)2

Sxx

+ · · ·+ (xn − x̄)2

Sxx

=

∑n
i=1(xi − x̄)

Sxx

=
Sxx

Sxx

= 1

n∑
j=1

a1ja2j =
1

n1/2

(x1 − x̄)

Sx

+ · · ·+ 1

n1/2

(xn − x̄)

Sx

= 0.

Ya que los vectores a1 y a2, cumplen las propiedades mencionadas arriba, se
puede construir una matriz ortogonal A ∈ Mn×n, tal que a1 y a2 constituyen
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la primera y segunda fila de A, respectivamente,

A =




a11 · · · a1n

a21 · · · a2n
... · · · ...

an1 · · · ann


 .

Se define ahora un vector aleatorio Z, por medio de la relación Z = AY ,
donde

Y =




Y1

Y2
...

Yn


 , Z =




Z1

Z2
...

Zn


 .

La distribución conjunta de Z1, ..., Zn se puede hallar con el siguiente teorema.

Teorema 3.1.2 Supóngase que las variables aleatorias Y1, ..., Yn son independien-
tes y que cada una tiene una distribución normal con la misma varianza σ2.
Si A es una matriz ortogonal de n × n y Z = AY , entonces las variables
aleatorias Z1, ..., Zn también son independientes y cada una tiene una dis-
tribución normal con varianza σ2.

Demostración. (Veáse [7]).

En un problema de regresión lineal simple, las observaciones Y1, ..., Yn

cumplen las condiciones del teorema anterior, por lo que las componentes
del vector aleatorio Z = AY serán independientes y cada una tendrá una
distribución normal con varianza σ2.
Las dos primeras componentes Z1 y Z2 de Z son,

Z1 =
n∑

j=1

a1jYj =
1

n1/2

n∑
j=1

Yj =
1

n1/2
nY = n1/2Y . (3.12)

De la ecuación β̂0 = Y − x̄β̂1.

Z1 = n1/2(β̂0 + x̄β̂1). (3.13)
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Por otra parte, como β̂1 =

∑n
j=1(xj − x̄)Yj∑n
j=1(xj − x̄)2

, la segunda componente de la

matriz A es,

Z2 =
n∑

j=1

a2jYj =
1

Sx

n∑
j=1

(xj − x̄)Yj,

=
1

Sx

n∑
j=1

(xj − x̄)2β̂1 =
S2

x

Sx

β̂1,

Z2 = Sxβ̂1. (3.14)

Considérese ahora la variable aleatoria S2.

S2 =
n∑

i=1

(Yi − β̂0 − β̂1xi)
2. (3.15)

Si se demuestra que S2 es independiente del vector aleatorio (β̂0, β̂1) entonces
σ̂2 es independiente de (β̂0, β̂1).
Como se sabe que

β̂0 = Y − β̂1x̄.

S2 se puede reescribir de la siguiente forma.

S2 =
n∑

i=1

[(Yi − Y )− β̂1(xi − x̄)]2

=
n∑

i=1

(Yi − Y )2 − 2β̂1

n∑
i=1

(xi − x̄)(Yi − Y ) + β̂2
1S

2
x

=
n∑

i=1

Y 2
i − 2Y

n∑
i=1

Yi + nY
2 − 2β̂1

n∑
i=1

(xi − x̄)Yi − 2β̂1Y

n∑
i=1

(xi − x̄) + β̂2
1S

2
x,

pero como β̂1S
2
x =

∑n
i=1(xi − x̄)Yi,

S2 =
n∑
i

Y 2
i − 2nY

2
+ nY

2 − 2β̂2
1S

2
x − 2β̂1Y (nx̄− nx̄) + β̂2

1S
2
x,
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S2 =
n∑
i

Y 2
i − nY

2 − β̂2
1S

2
x. (3.16)

Puesto que Z = AY , donde A es una matriz ortogonal, se cumple que

n∑
i=1

Y 2
i = Y tY = Y tIY = Y tAtAY = ZtZ =

n∑
i=1

Z2
i .

Utilizando lo anterior y las ecuaciones (3.12) y (3.13), se tiene lo siguiente,

S2 =
n∑

i=1

Z2
i − Z2

1 − Z2
2 =

n∑
i=3

Z2
i . (3.17)

Las variables aleatorias Z1, ..., Zn son independientes y como S2 es única-
mente igual a la suma de los cuadrados de las variables Z3, ..., Zn, entonces
S2 y el vector aleatorio, (Z1, Z2) son independientes, más aún como β̂0 y β̂1

son funciones de Z1 y Z2 únicamente, se tiene que

β̂0 =
Z1

n1/2
− x̄Z2

Sx

,

β̂1 =
Z2

Sx

,

por tanto, S2 y (β̂0, β̂1) son independientes.
Para la distribución de S2, se tiene que para i = 3, ..., n,

Zi =
n∑

j=1

aijYj.

E(Zi) =
n∑

j=1

aijE(Yj)

=
n∑

j=1

aij(β0 + β1xj)

=
n∑

j=1

aij[β0 + β1x̄ + β1(xj − x̄)],
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E(Zi) = (β0 + β1x̄)
n∑

j=1

aij + β1

n∑
j=1

aij(xj − x̄). (3.18)

Ya que A es ortogonal, la suma de los productos de los correspondientes
términos en dos filas distintas cualesquiera debe ser cero. En particular para
i = 3, ..., n.

n∑
j=1

aija1j = 0,

n∑
j=1

aija2j = 0.

Por la forma de a1j y a2j, se tiene que,

n∑
j=1

aij = 0,
n∑

j=1

aij(xj − x̄) = 0, (3.19)

sustituyendo lo anterior en (3.17), E(Zi) = 0 para i = 1, ..., n.
De acuerdo a todo lo anterior resulta que las n − 2 variables aleatorias
Z3, ..., Zn son independientes y que tienen una distribución normal con media
0 y varianza σ2, de acuerdo al teorema anterior.

Ya que S2 =
∑n

i=3 Zi, la variable aleatoria S2/σ2 tendrá una distribución
χ2 con n− 2 grados de libertad.
Además considérese el E.M.V. σ̂2, como σ̂2 = S2/n luego nσ̂2 = S2 y de los
resultados anteriores se deduce que σ̂2 es independiente de los estimadores
β̂0 y β̂1 y que,

nσ̂2/σ2 ∼ χ2
n−2. (3.20)

Contraste de hipótesis sobre β0

Se desea contrastar

H0 : β0 = β∗0 ,

H1 : β0 6= β∗0 .

con β∗0 ∈ R.
De las ecuaciones (3.10) y (3.11) cuando la hipótesis H0 es cierta, la siguiente
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variable aleatoria tendrá una distribución normal tipificada.

W =
β̂0 − β0

σ
√

1
n

+ x̄2

Sxx

Se construirá un contraste t para que H0 se rechace cuando β0 se encuentre
lejos del valor β∗0 y se acepte H0 en otro caso. Al ser el valor de σ descono-
cido no es posible basarse solo en W . Como β̂0 y S2 son variables aleatorias
independientes, resulta que W y S2 también son independientes, entonces
cuando H0 es verdadera se tiene,

T =

β̂0−β0

σ
√

1
n

+ x̄2

Sxx√
nσ̂2

σ2 /(n− 2)
=

√
n− 2

n

β̂0 − β0√
1
n

+ barx2

Sxx
σ2
∼ tn−2

De acuerdo al estad́ıstico anterior, se rechaza H0 si, |T | > c1 donde c1 es una
constante apropiada cuyo valor se elige para cualquier valor de significancia
α0 ∈ (0, 1).

Contráste de hipótesis sobre β1

Ahora para hacer un contraste con respecto a β1, con β∗1 ∈ R
H0 : β1 = β∗1 ,

H1 : β1 6= β∗1 .

De la ecuaciones (3.8) y (3.9) cuando H0 es cierta la variable aleatoria,

V =
β̂1 − β1

σ√
Sxx

∼ N(0, 1),

es tal que el estad́ıstico a utilizar para este contraste es

U =

β̂1−β1
σ√
Sxx√

nσ̂2

σ2 /(n− 2)
=

√
n− 2

n

β̂1 − β1√
Sxxσ̂

∼ tn−2.

Entonces la hipótesis H0 se debeŕıa rechazar si |U | > c2 con c2 una constante
apropiada cuyo valor se puede elegir para cualquier valor de significancia
0 < α0 < 1.
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3.2. Regresión lineal múltiple.

Supóngase que se tienen n vectores de observaciones. Para i = 1, ..., n,
sea (xi1, xi2, ..., xik), el vector de valores observados, ahora lo que se desea es
encontrar una función que se ajuste lo mejor posible a estos datos, y esto se
realiza mediante un modelo regresión lineal.
Un modelo de regresión lineal en donde intervienen más de una variable
regresora se llama modelo de regresión múltiple, si el modelo es:

Y = β0 + β1X1 + β2X2 + ... + βkXk + ε,

entonces se conoce como modelo de regresión múltiple, con k regresores, los
parámetros βj, j = 0, 1, ..., k se conocen como coeficientes de regresión.

Este modelo describe un hiperplano en el espacio de k dimensiones de
las variables regresoras Xj. Entonces si, E[ε] = 0, V ar(ε) = σ2 y los errores
no están correlacionados y si se supone que la función de regresión es una
función lineal, entonces

E[Y |X1, ..., Xk] = β0 + β1X1 + β2X2 + ... + βkXk.

El parámetro βj representa el cambio esperado en la respuesta Y por cambio
en la variable regresora Xj, cuando todas las demás Xi(i 6= j) permanecen
constantes.

3.2.1. Estimación de los coeficientes de regresión

Estimación de β por mı́nimos cuadrados.

Supóngase que se tienen n > k observaciones y sea yi, la i-ésima respuesta
observada y sea xij el i-ésimo valor de la variable regresora Xj.

i y x1 · · · xk

1 y1 x11 · · · x1k

2 y2 x21 · · · x2k
...

...
... · · · ...

n yn xn1 · · · xnk

.

Entonces la i-ésima observación,
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yi = β0 +
k∑

j=1

βjxij + εi, i = 1, ..., n,

y la suma de los cuadrados de los errores,

S =
n∑

i=1

ε2
i =

n∑
i=1

(yi − β0 −
k∑

j=1

βjxij)
2.

Una forma más sencilla de realizar la estimación por mı́nimos cuadrados es
escribiendolo en forma matricial, por lo que haciendo

Y =




Y1

Y2
...

Yn




n×1

, X =




1 x11 · · · x1k

1 x21 · · · x2k
...

... · · · ...
1 xn1 · · · xnk




n×r

, β =




β0

β1
...

βk




r×1

, ε =




ε1

ε2
...
εn




n×1

,

con r = k + 1 el número de parámetros a determinar.
Entonces

Y = Xβ + ε, ε = Y −Xβ,

S = εtε = (Y −Xβ)t(Y −Xβ)

= Y tY − 2βtX tY + βtX tXβ.

Si se calcula ∂S
∂β

,

∂S

∂β β̂ = −2X tY + 2X tXβ̂.

Si X tX es no singular,

β̂ = (X tX)−1X tY.

Si X tX fuera singular, para resolver el sistema se tendŕıa que calcular la
matriz pseudoinversa, lo cual no se desarrollará en esta tesis. En lo sucesivo,
se supone que X tX es no singular (a menos que se especif́ıque lo contrario).
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Estimación por máxima verosimilitud de σ2

El modelo es Y = Xβ + ε y los errores se distribuyen en forma normal
e independiente con media cero y varianza constante igual a σ2, es decir,
ε ∼ N(0, σ2I) (I matriz identidad de n× n), asi

f(εi) =
1√
2σ

exp

{
− ε2

i

2σ2

}
.

La función de probabilidad conjunta es,

fn(ε, β, σ2) =
1

(2π)n/2σn
exp

{
− εtε

2σ2

}

fn(Y,X, β, σ2) =
1

(2π)n/2σn
exp

{
−(Y −Xβ)t(Y −Xβ)

2σ2

}
.

Luego, aplicando ln a la función anterior y derivando con respecto de σ2,

ln fn(Y, X, β, σ2) = −n

2
ln(2π)− n ln(σ)− (Y −Xβ)t(Y −Xβ)

2σ2
,

para un valor fijo de σ, el logaritmo se maximiza, al minimizar,
(Y −Xβ)t(Y −Xβ).

∂ ln fn(Y,X, β, σ2)

∂σ
= −n

σ
+

(Y −Xβ)t(Y −Xβ)

σ3
= 0.

Por tanto el estimador por máxima verosimilitud de σ2 es,

σ̂2 =
(Y −Xβ)t(Y −Xβ)

n
. (3.21)

Estimador insesgado de σ2

Se puede estimar σ2, y encontrar un estimador insesgado de éste, de acuer-
do a la suma de cuadrados de los residuales,
SCRes = ete =

∑n
i=1(Yi − Ŷi)

2, como e = Y −Xβ̂, se tiene,

ete = (Y −Xβ̂)t(Y −Xβ̂)

= Y tY − β̂tX tY − Y tXβ̂ + β̂tX tXβ̂

= Y tY − 2β̂tX tY + β̂tX tXβ̂.
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Como X tXβ̂ = X tY ,

SCRes = Y tY − β̂tX tY.

En seguida se muestra que la suma de cuadrados de los residuales tiene n− r
grados de libertad asociados con ella, porque se estiman r parámetros en el
modelo de regresión. SCRes se puede también escribir de la siguiente forma

SCRes = [Y −X(X tX)−1X tY ]t[Y −X(X tX)−1X tY ]

= Y t[I −X(X tX)−1X t]Y,

la matriz I −X(X tX)−1X t es idempotente pues
I − X(X tX)−1X t = [I − X(X tX)−1X t]t[I − X(X tX)−1X t] y simétrica.
Además como I ∈ Mn×n y X ∈ Mn×r se cumple que

tr[I −X(X tX)−1X t] = tr[In×r]− tr[X tX(X tX)−1)]

= n− tr[Ir×r] = n− r.

Por el teorema (A.2.1),

ran[I −X(X tX)−1X t] = tr[I −X(X tX)−1X t] = n− r.

Aplicando el teorema (A.4.2),

SCRes

σ2
=

1

σ2
Y t[I −X(X tX)−1X t]Y ∼ χ2′

n−r,λ.

(Ver punto 1 de A.1.)
El parámetro de no centralidad es,

λ =
1

σ2
E[Y ]t[I −X(X tX)−1X t]E[Y ],

como E[Y ] = Xβ, entonces

λ =
1

σ2
βtX t[I −X(X tX)−1X t]Xβ

=
1

σ2
βt[X tX −X tX(X tX)−1X tX]β = 0,
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por tanto,

SCRes

σ2
∼ χ2

n−r.

Aplicando el teorema (A.4.1) el valor esperado de SCRes,

E[SCRes] = E[Y t[I −X(X tX)−1X t]Y ]

= tr([I −X(X tX)−1X t]σ2I) + E[Y t][I −X(X tX)−1X t]E[Y ]

= (n− r)σ2.

Haciendo la media de cuadrados residual MSCRes = SCRes

n−r
, se tiene que,

E[MSCRes] = E

[
SCRes

n− r

]
= σ2.

De la ecuación anterior se tiene que MSCRes es un estimador insesgado de
σ2.

σ̂2 = MSCres =
(Y −Xβ̂)t(Y −Xβ̂)

n− r
.

3.2.2. Propiedades de los estimadores.

Supóngase que Y es un vector aleatorio n-dimensional Y =




Y1
...

Yn


 .

Definición 3.2.1 La esperanza E[Y ] del vector aleatorio Y , se define como
el vector n-dimensional cuyas componentes son las esperanzas de las compo-
nentes individuales de Y. Por tanto

E[Y ] =




E(Y1)
...

E(Yn)


 , (3.22)

y se denomina vector de medias de Y .
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Definición 3.2.2 La matriz de covarianzas del vector aleatorio Y se
define como la matriz n×n tal que para i = 1, ..., n y j = 1, ..., n el elemento
de la i-ésima fila y j-ésima columna sea Cov(Yi, Yj). Si Cov(Yi, Yj) = σij,
entonces

Cov(Y ) =




σ11 . . . σ1n
... . . .

...
σn1 . . . σnn


 . (3.23)

De la definición de varianza y covarianza se tiene que para i = 1, ..., n,
Var(Yi) = Cov(Yi, Yi) = σii, luego los elementos de la diagonal de la ma-
triz Cov(Y ) son las varianza de Y1, ..., Yn.
También como Cov(Yi, Yj) = Cov(Yj, Yi), entonces σij = σji, y aśı la matriz
Cov(Y ) es simétrica.
De acuerdo a lo anterior, como E(ε) = 0, Var(ε) = σ2 y Y = Xβ + ε,

E[Y ] = E[Xβ + ε] = Xβ + E[ε],

E[Y ] = Xβ. (3.24)

Se sabe que las componente Y1, ..., Yn de Y son independientes y la varianza
de cada una es σ2, por lo tanto

Cov(Y ) = σ2I.

Ahora para encontrar, las esperanzas y covarianzas de los estimadores, se
enuncia el siguiente teorema.

Teorema 3.2.1 Supóngase que Y es un vector aleatorio n-dimensional, para
el cual existe el vector de medias E[Y ] y la matriz de covarianzas Cov(Y ).
Supóngase también que A es una matriz de tamaño p × n cuyos elementos
son constantes y que W es un vector aleatorio n-dimensional definido por la
relación W = AY . Entonces E[W ] = AE[Y ] y Cov(W ) = ACov(Y )At

Demostración.
Sea

A =




a11 . . . a1n
... . . .

...
an1 . . . apn


 ,
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la i-ésima componente de W es

Wi =
n∑

j=1

aijYj,

y la i-ésima componente de E(W ) es

E[Wi] = E[
n∑

j=1

aijYj] =
n∑

j=1

aijE(Yj),

pero esta es la i-ésima componente del vector AE(Y ), por tanto
E[W ] = AE[Y ].

La matriz de covarianzas de W es una matriz de tamaño p × p. Para
h = 1, ..., p y k = 1, ..., p

Cov(Wh,Wk) = Cov(

p∑
r=1

ahrYr,

n∑
s=1

aksYs)

=

p∑
r=1

n∑
s=1

ahraksCov(Yr, Ys).

Pero este elemento es la r-ésima fila y la s-ésima columna de matriz ACov(Y )At,
entonces

Cov(W ) = ACov(Y )At.

¤

Utilizando el teorema anterior, el valor esperado de β̂ es,

E[β̂] = E[(X tX)−1Y ]

= E[(X tX)−1X t(Xβ + ε)]

= E[(X tX)−1X tXβ + (X tX)−1X tε]

= E[β] + (X tX)−1X tE[ε]

= β,

el estimador β̂ es insesgado, luego

E[β̂j] = βj,



3.2. Regresión lineal múltiple. 63

para j = 0, 1, ..., k.
Nuevamente utilizando el teorema anterior, como

β̂ = (X tX)−1X tY,

y (X tX)−1X t es una matriz de constantes la covarianza de β̂ es la siguiente,

Cov(β̂) = [(X tX)−1X t]Cov(Y )[(X tX)−1X t]t

= (X tX)−1X t(σ2I)X(X tX)−1

= (σ2I)(X tX)−1X tX(X tX)−1

= σ2(X tX)−1,

Cov(β̂) = σ2(X tX)−1. (3.25)

Si C = (X tX)−1, entonces para j = 1, ..., n, Var(β̂j) será igual a,

Var(β̂j) = σ2cjj.

Para i 6= j, Cov(β̂i, β̂j) = σ2cij.

Teorema de Gauss-Markov para el caso general

Algo que interesa mucho, es garantizar, que nuestra estimación de β tenga
una mı́nima varianza o error de estimación, esta garant́ıa nos la da el teorema
de Gauss-Markov.
Supóngase que las observaciones Y1, ..., Yn no están correlacionadas, que
E[Yi] = β0 + β1xi1, ..., βkxik, y que Var(Yi) = σ2 para i = 1, ..., n.

Teorema 3.2.2 De Gauss-Markov
Si E(Y ) = Xβ y Cov(Y ) = σ2I, entre todos los estimadores insesgados de β
que son combinaciones lineales de las observaciones Y1, ..., Yn, el estimador
β̂ tiene la menor varianza para todos los valores posibles β0, β1, ..., βk y σ2.

Demostración.
Considérese una estimación lineal AY de β, con A de tal forma que AY es un
estimador insesgado de mı́nima varianza de β. Como AY es es un estimador
insesgado, se cumple que E[AY ] = β, ya que E[Y ] = Xβ, se tiene que,

E[AY ] = AE[Y ] = AXβ = β,
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lo cual da la condición de insesgades,

AX = I, (3.26)

ya que la relación AXβ = β, se tiene para todos los posible valores de β
(Veáse [15]).
La matriz de covarianza para el estimador AY está dada por,

Cov(AY ) = A(σ2I)At = σ2AAt.

Las varianza de los β̂j se encuentran en la diagonal de σ2AAt, lo que sigue es
determinar quien es la matriz A que cumple (3.26) y que los elementos de la
diagonal de AAt sean mı́nimos. Para relacionar a AY con β̂ = (X tX)−1X tY ,
se suma y resta (X tX)−1X t en la siguiente expresión,

AAt = [A− (X tX)−1X t + (X tX)−1X t][A− (X tX)−1X t + (X tX)−1X t]t

= [A− (X tX)−1X t][A− (X tX)−1X t]t + [A− (X tX)−1X t][X(X tX)−1] +

(X tX)−1X t[A− (X tX)−1X t]t + (X tX)−1X tX(X tX)−1

= [A− (X tX)−1X t][A− (X tX)−1X t]tAX(X tX)−1 − (X tX)−1X tX(X tX)−1

+(X tX)−1X tAt − (X tX)−1X tX(X tX)−1 + (X tX)−1

= [A− (X tX)−1X t][A− (X tX)−1X t]t − 2(X tX)−1 + (X tX)−1

= [A− (X tX)−1X t][A− (X tX)−1X t]t − (X tX)−1.

La matriz [A − (X tX)−1X t][A − (X tX)−1X t]t es semidefinida positiva (Ver
teorema A.2.2), y por el teorema (A.2.3) los elementos de la diagonal son
mayores o iguales que cero.
Si se escoge A = (X tX)−1X t, los elementos de la diagonal pueden ser cero,
además, este valor de A satisface la condición de insesgades.
El estimador insesgado de mı́nima varianza de β es,

AY = (X tX)−1X tY,

el cual resulta que es el mismo estimador β̂.

¤
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3.2.3. Contráste de hipótesis

Supóngase que se desea contrastar la hipótesis que uno de los coeficientes
de la regresión βj tiene un valor particular β∗j , es decir.

H0 : βj = β∗j ,

H1 : βj 6= β∗j .

Ya que Var(β̂j) = cjjσ
2, cuando H0 es verdadera, la siguiente variable aleato-

ria Wj tiene una distribución normal tipificada,

Wj =
β̂j − βj

c
1/2
jj σ

.

Como la variable aleatoria SCRes/σ
2 tiene una distribución χ2 con n − r

grados de libertad, al ser SCRes independiente de β̂j, cuando H0 es cierta, la
variable aleatoria Tj tiene una distribución,

Tj =
Wj[

1
n−r

(
(SCRes)2

σ2

)]1/2
∼ tn−r,

Tj =

(
n− r

cjj

)1/2
β̂j − βj

[(Y −Xβ̂)t(Y −Xβ̂)]
.

H0 se rechaza si |Tj| > c, donde c es una constante adecuada cuyo valor se
elige para un nivel de significancia 0 < α0 < 1.

3.3. Análisis bayesiano del modelo de regre-

sión lineal.

El modelo bayesiano de regresión lineal múltiple es similar al modelo
clásico de regresión lineal multiple excepto en que en el primero se incluyen
especificaciones sobre la distribución a priori de los parámetros.
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3.3.1. Distribución a posteriori con información a priori no informa-

tiva

Se tiene el modelo

Y = Xβ + ε,

en donde ε1, ...εn son independientes, es decir εi ∼ N(0, σ2) , i = 1, ..., n
entonces ε ∼ Nn(0, σ2I).
Aśı la función de verosimilitud

l(β, σ2|Y ) =
1

(2π)n/2σn
exp

[
− 1

2σ2
(Y −Xβ)t(Y −Xβ)

]
. (3.27)

Pero dado que β̂ = (X tX)−1X tY y Ŷ = Xβ̂,

(Y −Xβ)t(Y −Xβ) = (Y −Xβ)t(Y −Xβ)− 2Y tŶ + 2Y tŶ

= Y Y t − Y tXβ − βtXtY + βtXtXβ − 2Y tXβ̂ + 2Y tXβ̂

= Y Y t − 2βtXtY + βtXtXβ − 2Y tXβ̂ + 2Y tXβ̂

= Y Y t + βtXtXβ − 2βtXtX(XtX)−1XtY

−2Y tXβ̂ + 2Y tX(XtX)−1XtXβ̂

= Y Y t + βtXtXβ − 2βtXtXβ̂ − 2Y tXβ̂ + 2β̂tXtXβ̂

= Y Y t + βtXtXβ − βtXtXβ̂ − β̂tXtXβ − Y tXβ̂

−β̂tXtY + β̂tXtXβ̂ + β̂tXtXβ̂

= Y Y t − Y tXβ̂ − β̂tXtY + β̂tXtXβ̂ + βtXtXβ

−βtXtXβ̂ − β̂tXtXβ + β̂tXtXβ̂

= (Y −Xβ̂)t(Y −Xβ̂) + (β − β̂)tXtX(β − β̂)

= (n− r)
(

1
n− r

)
(Y − Ŷ )t(Y − Ŷ ) + (β − β̂)tXtX(β − β̂),

(Y −Xβ)t(Y −Xβ) = νS2 + (β − β̂)tX tX(β − β̂) (3.28)

con

S2 =
(Y − Ŷ )t(Y − Ŷ )

ν
, ν = n− r.
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Pero de (3.27), (3.28) puede expresarse como,

l(β, σ2|Y ) =
1

(2π)n/2σn
exp

{
− 1

2σ2
[νS2 + (β − β̂)tX tX(β − β̂)]

}
. (3.29)

Como β es un parámetro de posición y σ2 un parámetro de escala, las dis-
tribuciones a priori no informativas son,

π(β) ∝ 1 y π(σ2) ∝ 1

σ2
,

y asumiendo independencia entre β y σ2,

π(β, σ2) = π(β)π(σ2) ∝ 1

σ2
.

Ahora, por el teorema de Bayes, la distribución a posteriori π(β, σ2|Y ) es,

π(β, σ2|Y ) ∝ π(β, σ2)l(β, σ2|Y ).

De aqúı se tiene que,

π(β, σ2|Y ) =
1

σn+2
exp

{
− 1

2σ2
[νS2 + (β − β̂)tX tX(β − β̂)]

}
. (3.30)

Por la ley multiplicativa de la probabilidad, la función anterior puede repre-
sentarse por el siguiente producto,

π(β, σ2|Y ) ∝ π(σ2|Y )π(β|Y, σ2), (3.31)
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utilizando (A.1) se tiene la distribución marginal a posteriori para σ2,

π(σ2|Y ) =

∫ ∞

−∞
π(β, σ2|Y )dβ

=

∫ ∞

−∞

1

σn+2
exp

{
− 1

2σ2

[
νS2 + (β − β̂)tX tX(β − β̂)

]}
dβ

=
1

σn+2
exp

{
−νS2

2σ2

}∫ ∞

−∞
exp

[
−1

2
(β − β̂)t X

tX

σ2
(β − β̂)

]
dβ

=
1

σn+2
exp

{
−νS2

2σ2

}
(
√

2π)r

∣∣∣∣
(X tX)−1

σ2

∣∣∣∣
1/2

∝ 1

σn+2
exp

{
−νS2

2σ2

}
(
√

2π)r 1

[(σ2)2r]−1/2

=
1

σn+2−2r
exp

{
−νS2

2σ2

}

=
1

(σ2)
n
2
+1− r

2

exp

{
−νS2

2σ2

}

=
1

(σ2)
n−r

2
+1

exp

{
−νS2

2σ2

}

=
1

(σ2)ν/2+1
exp

{
−νS2

2σ2

}
,

lo anterior implica que la distribución marginal a posteriori para σ2 es el
kernel de una distribución gamma inversa, por tanto,

π(σ2|Y ) =
νS2

2Γ(ν
2
)

(
1

σ2

)ν/2+1

exp

{
−νS2

2σ2

}
, (3.32)

es decir,

π(σ2|Y ) = GInv

(
ν

2
,
νS2

2

)
. (3.33)

(Ver apéndice sección A.1.)
Por otra parte la distribución condicional a posteriori mencionada en (3.31)
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está dada por,

π(β|σ2, Y ) =
π(β, σ2|Y )

π(σ2|Y )

∝
1

σn+2 exp
{
− 1

2σ2

[
νS2 + (β − β̂)tX tX(β − β̂)

]}

exp
{−νS2

2σ2

}
(σ2)−(ν/2)−1

= σ−r exp

{
− 1

2σ2
(β − β̂)tX tX(β − β̂)

}
.

Aśı,

π(β|σ2, Y ) = Nr(β̂, (X tX)−1σ2). (3.34)

Integrando sobre σ2 la distribución a posteriori conjunta dada en (3.30 ) y
utilizando (A.2) se obtiene la distribución a posteriori marginal de β que es,

π(β|Y ) =

∫ ∞

0

1

σn+2
exp

{
−νS2 + (β − β̂)tX tX(β − β̂)

2σ2

}
dσ2, (3.35)

Haciendo a = νS2+(β−β̂)tXtX(β−β̂
2

, sustituyendo en (3.35) y utilizando (A.2)

π(β|Y ) =

∫ ∞

0

(σ2)−(n
2
+1) exp

{
− a

σ2

}
dσ2,

=
(a

2

)−n
2

Γ
(n

2

)

=

[
νS2 + (β − β̂)X tX(β − β̂)

2

]n
2

Γ
(n

2

)

= Γ

(
ν + r

2

)
2

n
2

{
νS2

[
1 +

(β − β̂)X tX(β − β̂)

νS2

]}− 1
2
(ν+r)

= Γ

(
ν + r

2

)
(νS2)

− 1
2 (ν+r)

[
1 +

(β − β̂)X tX(β − β̂)

νS2

]− 1
2
(ν+r)

∝ Γ

[
1

2
(ν + r)

]
ν−

r
2 S−r

[
1 +

(β − β̂)X tX(β − β̂)

νS2

]− 1
2
(ν+r)
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la expresión arriba mencionada es el kernel de una t-Student multivariada,
por lo tanto,

π(β|Y ) =
Γ

[
1
2
(ν + r)

] |X tX| 12 S−r

[
Γ

(
1
2

)]r
Γ

(
1
2
ν
)
(
√

ν)r

[
1 +

(β − β̂)X tX(β − β̂)

νS2

]− 1
2
(ν+r)

(3.36)

y se denota por tr[β̂, S2(X tX)−1, ν].
De aqúı se tiene que cada parámetro βi, i = 0, 1, ..., r tiene la siguiente
distribución,

π(βi|Y ) = t(ν, β̂i, hii),

lo cual, es una distribución t− Student univariada con ν grados de libertad,
parámetro de posición β̂ y parámetro de escala hii que es el elemento (i, i)
de S2(X tX)−1.

3.3.2. Distribución a posteriori con información
a priori conjugada

Para encontrar la distribución a posteriori, en este caso, los parámetros
β y σ2 tienen cada uno una distribución a priori conocida.
Las distribuciones a posteriori utilizadas para β (3.36)y σ2 (3.33) en la sec-
ción anterior serán utilizadas ahora como distribuciones a priori para cada
parámetro, puesto que la distribución normal-gamma-inversa es conjugada
con la verosimilitud (3.29), ya que de (3.34) y (3.42) se tiene

NGInv(β, σ2|Y ) ∝ exp

{
1

2
(β − β̂)t (X

tX)

σ2
(β − β̂)

}(
1

σ2

)ν/2+1

exp−νS2

2σ2

∝ exp

{
− 1

2σ2
[νS2 + (β − β̂)t(X tX)(β − β̂)]

}

∝ l(β, σ2|Y ),

correspondiente al vector de datos Y . Las distribuciones a posteriori π(σ2|Y )
y π(β|σ2, Y ) calculadas de la muestra inicial (Y1, X1) de la sección anterior
serán las distribuciones a priori en esta sección, (Veáse [8]).

π(σ2) = GInv

(
ν1

2
,
ν1S

2
1

2

)
y π(β|σ2) = Nr(β̂1, σ

2M−1
0 ),
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con ν1 = n1− r, n1 es el tamaño de la muestra inicial, utilizando los mismos
estimadores β̂ y σ2 de la sección anterior.

Supóngase que se tiene una segunda muestra independiente de la primera
(Y2, X2) de tamaño n2, se tiene la siguiente función de verosimilitud

l(β, σ2|Y2) =
1

(2π)n2/2σn2
exp

[
− 1

2σ2
(Y2 −X2β)t(Y2 −X2β)

]
.

Nótese que al tener una segunda muestra, el estimador β̂ tiene la siguiente
forma

β̂ =

([
X1

X2

]t [
X1

X2

])−1 ([
X1

X2

])t [
Y1

Y2

]

=

(
X t

1 X t
2

[
X1

X2

])−1

(X t
1 X t

2)

[
Y1

Y2

]
,

β̂ = (X t
1X1 + X t

2X2)
−1(X t

1Y1 + X t
2Y1). (3.37)

Utilizando el teorema de Bayes, la distribución a posteriori conjunta de β y
σ2 es:

π(β, σ2|Y2) ∝ l(β, σ2|Y2)π(β, σ2)

=
1

(2π)n2/2σn2+r
exp

{
− 1

2σ2

[
ν2S

2
2 + (β − β̂)tX t

2X2(β − β̂)
]}
×

(
1

σ2

) ν1
2

+1

exp

{
− 1

2σ2

[
ν1S

2
1 + (β − β̂)tX t

1X1(β − β̂)
]}

, (3.38)

con ν2 = n2 − r y S2
2 = (Y2−X2β̂)t(Y2−X2β̂)

ν2
.

Por la ley multiplicativa de la probabilidad, la distribución a posteriori se
puede ver también de la siguiente forma,

π(β, σ2|Y2) = π(σ2|Y2)π(β|σ2, Y2) (3.39)
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con π(σ2|Y2) distribución marginal para σ2 dada la segunda muestra,

π(σ2|Y2) ∝ 1

(σ2)
n2
2

+
ν1
2

+1+r
exp

{
−ν2S2 + ν1S1

2σ2

}

∫ ∞

−∞
exp

[
−1

2
(β − β̂)t X

t
2X2 + X t

1X1

σ2
(β − β̂)

]
dβ

∝ 1

(σ2)
n2
2

+
ν1
2

+1+r
exp

{
−ν2S2 + ν1S1

2σ2

}{
(
√

2π)r |X t
2X2 + X t

1X1|−1/2

[(σ2)2r]−1/2

}

∝ 1

(σ2)
n2
2

+
n1−r

2
+1+r−r

exp

{
−ν2S2 + ν1S1

2σ2

}

∝ 1

(σ2)
ν
2
+1

exp

{
−νS2

2σ2

}
,

con

ν = n1 + n2 − r,

S2 =
1

ν

[
(Y1 −X1β̂)t(Y1 −X1β̂) + (Y2 −X2β̂)t(Y2 −X2β̂)

]
,

luego

π(σ2|Y2) = GInv

(
ν

2
,
νS2

2

)
. (3.40)

Para el segundo término de la ecuacion (3.39) que es la distribución condi-
cional a posteriori de β dados σ2 y Y2 se tiene que,

π(β|σ2, Y2) =
π(β, σ2|Y2)

π(σ2|Y2)
.
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∝
1

σn2+n1+2 exp
{
− 1

2σ2{ν2S
2
2 + ν1S

2
1 + (β − β̂)t[X t

2X2 + X t
1X1](β − β̂)}

}

1

(σ2)
ν
2 +1 exp

{−νS2

2σ2

}

=
(σ2)(

n1+n2−r
2

+1)

(σ2)(
n1+n2

2
+1)

×

exp

{
− 1

2σ2
[ν2S

2
2 + ν1S

2
1 + (β − β̂)t(X t

2X2 + X t
1X1)(β − β̂)− ν1S

2
1 − ν2S

2
2 ]

}

∝ σ−r exp

{
− 1

2σ2
(β − β̂)t(X t

2X2 + X t
1X1)(β − β̂)

}

= σ−r exp

{
−1

2
(β − β̂)t M

σ2
(β − β̂)

}
,

con

M = X t
1X1 + X t

2X2 = M0 + X t
2X2,

aśı la distribución condicional a posteriori queda definida como,

π(β|σ2, Y2) = Nr(β̂, σ2M−1). (3.41)

Análogamente a lo que se realizó en la sección anterior, para encontrar la
distribución marginal a posteriori para β, se tiene que,

π(β|Y2) = tr(ν, β̂, S2M−1), (3.42)

de donde se tiene que para cada βi,

π(β̂i|Y2) = t(ν, β̂i, h
∗
ii), (3.43)

donde h∗ii es el elemento (i, i) de S2M−1.

Finalmente, para la regresión lineal multiple bayesiana, con información a
priori conjugada, se tienen los siguientes grados de libertad, matriz de datos
M y estad́ısticos respectivamente.

ν = n1 + n2 − r (3.44)

M = X t
1X1 + X t

2X2 = M0 + X t
2X2, (3.45)

β̂ = (X t
1X1 + X t

2X2)
−1(X t

1Y1 + X t
2Y1) = M−1(X t

1Y1 + X t
2Y1), (3.46)

S2 =
(Y1 −X1β̂)t(Y1 −X1β̂) + (Y2 −X2β̂)t(Y2 −X2β̂)

ν
(3.47)
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3.3.3. Inferencia bayesiana para β y σ2.

Ya que se tiene toda la información para los parámetros en la distribución
a posteriori, lo que interesa es realizar inferencias para cada uno de ellos, como
estimaciones y cálculo de regiones HPD.

Estimación puntual

Para hacer la estimación del parámetro β, se necesita calcular la moda a
posteriori, sin embargo, dado que la distribución marginal a posteriori de β
es una distribución t-multivariada la moda a posteriori coincide con la media
y la mediana por la simetŕıa de la distribución, entonces el estimador de β
es β̂ mostrada en la ecuación (3.46).

Por otra parte, para σ2, la moda de la distribución gamma-inversa es el
E.M.V. de π(σ2|Y ), se tiene que

π(σ2|Y ) =
νS2

2Γ(ν
2
)
σ( ν

2
+1) exp

{
νS2

2σ2

}
,

aplicando logaritmo natural ln a la distribución anterior,

ln π(σ2|Y ) = ln
νS2

2Γ(ν
2
)
−

(ν

2
+ 1

)
ln σ2 − νS2

2σ2
,

derivando con respecto a σ2 para encontrar el valor que maximiza a la función,

dπ(σ2|Y )

dσ2
= −

(ν

2
+ 1

)
(σ2)−1 +

νS2

2
(σ2)−2 = 0,

el estimador es,

σ2
moda =

νS2

ν + 2
. (3.48)

Pero como la distribución gamma-inversa no es simétrica , la media a pos-
teriori, no es la misma que la moda, se elige la que tenga menor varianza,
utilizando las propiedades de la función gamma-inversa (Ver apéndice, sec-
ción A.1.).

µπ = Eπ(σ2|Y )[σ2] =
νS2/2
ν
2
− 1

=
νS2

ν − 2
para

ν

2
> 1, (3.49)
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el error de estimación o varianza a posteriori para µπ es,

V π
µπ = Eπ(σ2|Y )[(σ2 − µπ)2] =

(
νS2

2

)2

(ν/2− 1)2(ν/2− 2)

=
2ν2S4

(ν − 2)2(ν − 4)
para

ν

2
> 2.

el error de estimación para σ2
moda se obtiene utilizando (1.7),

V π
σ2

moda
= V π + (µπ − σ2

moda)
2

=
2ν2S4

(ν − 2)2(ν − 4)
+

(
νS2

ν − 2
− νS2

ν + 2

)2

=
2ν2S4

(ν − 2)2(ν − 4)
+

16ν2S4

(ν2 − 4)2
.

Intervalos HPD para β.

La distribución a posteriori para βi es una t(ν, β̂i, h
∗
ii), una región HPD

para β tiene los siguientes ĺımites superiores e inferiores

Li = tα/2

√
h∗ii + β̂i,

Ls = t1−α/2

√
h∗ii + β̂i = −tα/2

√
h∗ii + β̂i,

donde tα/2 y t1−α/2 son los cuantiles α/2 y 1 − α/2 de la distribución t de
Student con ν grados de libertad.
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Caṕıtulo 4

Aplicación.

4.1. Tratamiento de los datos.

Los modelos de regresión lineal que se analizarán en este caṕıtulo son:

α(t) = α0 + (µα0 cos δ)t +
1

2
(aα cos δ)t2 + pfα(t), (4.1)

δ(t) = δ0 + µδ0t +
1

2
aδt

2 + pfδ(t). (4.2)

que son las ecuaciones de posición de una estrella, en este caso particular
aplicadas a las observaciones de T Tau Sb.
En el caso de los parámetros µα0 cos δ y aα cos δ, se tomarán como lineales,
pues lo que se quiere determinar es el valor completo de las expresiones.
Se tiene un total de 13 observaciones, 12 tomadas de [12] y una más propor-
cionada por Laurent Loinard C. del CRyA-UNAM.
Para el modelo con información a priori no informativa, se tomarán las seis
primeras observaciones, n1 = 6, y para el modelo con información a priori
conjugada se anexarán las 7 restantes, n2 = 7.
Nota. Las unidades de medición de los datos que se manejan a continuación
están dadas en grados.

4.1.1. Tratamiento de los datos para la ascención recta.

Para la primera ecuación se tienen que determinar los parámetros α0,
µα0 cos δ, aα cos δ, p, los datos disponibles son t, fα(t).
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La matriz X1,α de datos observados es la siguiente.

X1,α =




1 t1
1
2
t21 fα(t1)

... . . . . . .
...

1 t6
1
2
t26 fα(t6)




=




1 3·7289820706 6·9526536414 0·9659138918
1 3·8791651183 7·5239610076 0·2158925718
1 4·0375210776 8·1507882261 −0·7481079257
1 4·2341123256 8·9638535929 −0·9063627414
1 4·3651731184 9·5273681766 −0·2508576850
1 4·5180774071 10·206511728 0·6808492193




.

Y el vector Y1,α de observaciones es.

Y1,α =




α(t1)
...

α(t6)


 =




65·4976053925000
65·4976040854167
65·4976024262500
65·4976022583333
65·4976036741667
65·4976056100000




.

Para la distribución a prori conjugada, se toma una segunda muestra, cuya
matriz de observaciones es

X2,α =




1 t1
1
2
t21 fα(t1)

... . . . . . .
...

1 t7
1
2
t27 fα(t7)




=




1 4·7092031007 11·0882969216 1·0126420611
1 4·8566465277 11·7935077477 0·3603317742
1 4·9904377856 12·4522346458 −0·501639227
1 5·1488020626 13·2550813401 −1·031065348
1 5·3535855052 14·3304388812 −0·323953192
1 5·5174114216 15·2209143977 0·676503019
1 8·4089361723 35·3551037747 −0·022167258




.
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El vector Y2,α de observaciones es.

Y2,α =




α(t1)
...

α(t6)


 =




65·4976064483333
65·4976054162500
65·4976039533333
65·4976031945833
65·4976047812500
65·4976069495833
65·4976120129167




.

De la ecuación (3.37), se tiene que las estimaciones bayesianas puntuales de
los parámetros del modelo (4.1) son:




α̂0

µ̂α cos δ
âα cos δ

p̂


 =




65·49760355776178
−7·983757763820043e− 07
4·278631251623810e− 07
1·893139522913802e− 06


 ,

y de la ecuación (3.47) el estad́ıstico para σ2 es:

S2
α = 3·79247028975891e− 16 (4.3)

En las Figuras 4.1, 4.2, 4.3 y 4.4 , se tienen las distribución a priori y a pos-
teriori para los parámetros α0, µα0 cos δ, aα cos δ y p respectivamente, nótese
que la distribución a posteriori es menos dispersa que la a priori, lo que nos
indica que se tiene una mejor aproximación al valor del parámetro con la
distribución a posteriori. La media, mediana y moda aposteriori de la dis-
tribución para α0 coinciden como se esperaba, por tener α0 una distribución
a posteriori t, con 9 grados de libertad, como se muestra en la Figura 4.1.

E[α0] = α0moda = α̂0 = 65·49760355776178

Var(α0) = 1·150195290e− 14,

La media y moda de la distribución aposteriori para µα cos δ como se muestra
en la Figura 4.2, coinciden como se esperaba, por tener µα cos δ una distribu-
ción a posteriori t con 9 grados de libertad, ya que esta es una distribución
simétrica.

E[µα cos δ] = µα cos δmoda = µ̂α cos δ = −7·983757763820043e− 07

Var(µα cos δ) = 1·403086838e− 15.
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Figura 4.1: Distribución a priori y a posteriori para α0

En la Figura 4.3 se ve como la media y moda a posteriori aα cos δ coinciden
por tener ésta una distribucion a posteriori t, con 9 grados de libertad.

E[aα cos δ] = aα cos δmoda = âα cos δ = 4·278631251623810e− 07

Var(aα cos δ) = 3·751050129e− 17

Para la distribución a posteriori de la paralaje, como se ve en la Figura 4.4
se tiene que,

E[p] = pmoda = p̂ = 1·893139522913802e− 06,

Var(p) = 6·499137229e− 17

con una distribución a posteriori t9.
Para la varianza σ2 se tiene una distribución GInv(4·5, 1·706611630e−15) la
cual se muestra en la Figura 4.5, en este caso se graficó, el histograma para
diferenciar a σ2 de los parámetros del modelo, como se dijo en el Caṕıtulo
3, se tomará como estimador de σ2 al que tenga menor varianza a posteriori
entre la media a posteriori y la moda aposteriori.

Eπ[σ2] = 4·87603323e− 16,

V π
Eπ[σ2] = 9·510280023e− 32
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Figura 4.2: Distribución a priori y a posteriori para µα cos δ.

σ2
moda = 3·102930237e− 16,

V π
σ2

moda
= 1·265417425e− 31

El estimador para σ2 es la media aposteriori Eπ[σ2], por tener menor error
de estimación.

4.1.2. Tratamiento de los datos para la declinación.

Para la ecuación (4.2) se tienen que determinar los parámetros δ0, µδ, aδ, p,
los datos disponibles son t y fδ(t), entonces la matriz X1,δ de datos observados
para el modelo es la siguiente.

X1,δ =




1 t1
1
2
t21 fδ(t1)

... . . . . . .
...

1 t6
1
2
t26 fδ(t6)




=




1 3·7289820706 6·9526536414 0·1382735679
1 3·8791651183 7·5239610076 0·0004501279
1 4·0375210776 8·1507882261 −0·1411006458
1 4·2341123256 8·9638535929 −0·1257018894
1 4·3651731184 9·5273681766 −0·0053006148
1 4·5180774071 10·206511728 0·1346500422



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Figura 4.3: Distribución a priori y a posteriori para aα cos δ.

Y el vector Y1,δ de observaciones es.

Y1,δ =




δ(t1)
...

δ(t6)


 =




19·5349215605556
19·5349212650000
19·5349209227778
19·5349209258333
19·5349211205556
19·5349212922222




Con la segunda muestra se obtienen las matrices,

X2,δ =




1 t1
1
2
t21 fδ(t1)

... . . . . . .
...

1 t7
1
2
t27 fδ(t7)




=




1 4·7092031007 11·0882969216 0·1496144583
1 4·8566465277 11·7935077477 0·0244641213
1 4·9904377856 12·4522346458 −0·1087639659
1 5·1488020626 13·2550813400 −0·1634824795
1 5·3535855053 14·3304388812 −0·0175941925
1 5·5174114216 15·2209143977 0·1340065346
1 8·4089361723 35·3551037747 0·0386592186




.
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Figura 4.4: Distribución a priori y a posteriori para p.

y el vector,

Y2,δ =




δ(t1)
...

δ(t7)


 =




19·5349212783333
19·5349210086111
19·5349206511111
19·5349205072222
19·5349207922222
19·5349209994444
19·5349185477778




.

Luego, de la ecuación (3.47), se tiene el estimador bayesiano de los parámetros
del modelo de regresión lineal (4.2),




δ̂0

µ̂δ

âδ

p̂


 =




1·9534920557e + 01
5·3804077298e− 07
−1·8681344597e− 07
1·9989509606e− 06


 , (4.4)

utilizando la ecuación (3.37)

S2
δ = 1·7645286037e− 15. (4.5)
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Figura 4.5: Histogramas distribución a priori y a posteriori para σ2.

Las gráficas de la distribución a priori y a posteriori para cada parámetro,
se muestran en las Figuras 4.6, 4.7, 4.8 y 4.9 para δ0, µδ, aδ y p, respectiva-
mente. Como en el caso anterior las distribuciones a posteriori, tienen menos
dispersion que la distribución a priori.
En la Figura 4.6 se tiene una distribución a posteriori t, con 9 grados de
libertad, con media y varianza a posteriori para δ0,

E[δ0] = δ0moda = δ̂0 = 1·9534920557e + 01

V ar(δ0) = 5·29772526e− 14.

También la Figura 4.7 se tiene una distribución a posteriori t9, con media y
varianza a posteriori para µδ,

E[µδ] = µδmoda = µ̂δ = 5·3804077298e− 07

V ar(µδ) = 6·4718237393e− 15.

En la Figura 4.8 se tiene una distribución a posteriori t9, con media y varianza
a posteriori para aδ,

E[aδ] = aδmoda = âδ = −1·8681344597e− 07

V ar(aδ) = 1·7344753862e− 16.
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La Figura 4.9 muestra una distribución a posteriori t, con 9 grados de liber-
tad, con media y varianza a posteriori para p,

E[p] = aδmoda = âδ = 1·9989509606e− 06

V ar(p) = 1·1597373219e− 14.

Análogo a lo que se realizó en la sección anterior para la distribución de σ2
α,

se realizará para σ2
δ , y esta última tiene una distribución a posteriori

GInv(4·5, 7·940379e− 15), con media y moda a posteriori,

Eπ[σ2
δ ] = 2·2686796333e− 15

V π
Eπ[σ2

δ ] = 2·0587629114e− 30,

σ2
δ moda = 1·4437052212e− 15

V π
σδ

2
moda

= 2·739345692e− 30.

El estimador de σ2 que mejor lo aproxima es Eπ[σ2
δ ].

20 30 40 50

0.
00

0.
02

0.
04

0.
06

0.
08

δ

Distribución a priori

Distribución a posteriori

Figura 4.6: Distribución a priori y a posteriori para δ0.
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Figura 4.7: Distribución a priori y a posteriori para µδ.

4.1.3. Comparación de las estimaciones puntuales clásicas
y bayesianas

Tabla 4.1. Estimación clásica de los parámetros del modelo

de regresión para la ascención recta.

Parámetro Valor estimado Desv. Estándar
α0 6.5497600096e+01 1.805864383e-05

µα cos δ 9.0058744162e-07 8.7462265125e-06
aα cos δ 1.3593543388e-08 2.1087256299e-06

p 1.9205624092e-06 9.4635468187e-08
σ2 1.0053860731e-15 3.1707823532e-08
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Figura 4.8: Distribución a priori y a posteriori para aδ.

Tabla 4.2. Estimación clásica de los parámetros del modelo

de regresión para la declinación.

Parámetro Valor estimado Desv. Estándar
δ0 1.9534903270e+01 1.4046599938e-05
µδ 9.0325224066e-06 6.8407367523e-06
aδ -2.2637441511e-06 1.6584489292e-06
p 2.4615155509e-06 4.5571251486e-07
σ2 4.3051187951e-16 2.0748780193e-08

Tabla 4.3. Estimación bayesiana de los parámetros del modelo

de regresión para la ascención recta.

Parámetro Valor estimado Desv. Estándar
α0 6.5497603558e+01 1.0724715802e-07

µα cos δ -7.9837577638e-07 3.7457800769e-08
aα cos δ 4.2786312516e-07 6.1245817236e-09

p 1.8931395229e-06 8.0617226627e-09

σ2 Media 4.87603323e-16
Moda 3.102930237e-16

3.083874191e-16
3.557270618e-16
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Figura 4.9: Distribución a priori y a posteriori para p.

Tabla 4.4. Estimación bayesiana de los parámetros del modelo

de regresión para la declinación.

Parámetro Valor estimado Desv. Estándar
δ0 1.9534920557e+01 2.3016787917e-07
µδ 5.3804077298e-07 8.0447645952e-08
aδ -1.8681344597e-07 1.3169948315e-08
p 1.9989509606e-06 1.0769110093e-07

σ2 Media 2.2686796333e-15
Moda 1.4437052212e-15

1.434838984e-15
1.655096883e-15

En las tablas (4.1) y (4.2) se muestran los resultados obtenidos con la meto-
doloǵıa clásica y en las tablas (4.3) y (4.4) con la metodoloǵıa bayesiana, como
se observa las estimaciones puntuales son muy parecidas sin embargo, los e-
rrores de estimación se aprecian un poco más pequeños en las estimaciones
bayesianas.

En las siguientes Tablas 4.5 y 4.6, p es calculado al promediar el obtenido



4.1. Tratamiento de los datos. 89

Figura 4.10: Histogramas distribución a priori y a posteriori para σ2.

para la ascensión recta, con el obtenido para la declinación.

Tabla 4.5. Estimación clásica de los parámetros de regresión en

mas (mili arco segundo) y yr (años luz).

Parámetro Valor estimado Desv. Estándar
α0 4h21m59.42402161s 0.004334074519s

µα cos δ 3.2421 masyr−1 31.48641544 masyr−1

aα cos δ 0.0489 masyr−2 7.591412 masyr−2

δ0 19◦32′5.651772′′ 0.050567759′′

µδ 32.51708066 masyr−1 24.62665231 masyr−1

aδ -8.149478944 masyr−2 1.640565053 masyr−2

p 7.8877 mas 0.990626369 mas
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Tabla 4.5. Estimación bayesiana de los parámetros de regresión en

mas (mili arco segundo) y yr (años luz).

Parámetro Valor estimado Desv. Estándar
α0 4h 21m 59.42485s 0.0002573931s

µα cos δ -2.877415 masyr−1 0.134848 masyr−1

aα cos δ 1.5403072 masyr−2 0.022048 masyr−2

δ0 19◦ 32′ 5.71398′′ 0.00828604′′

µδ 1.9369467 masyr−1 0.289611525 masyr−1

aδ -0.672528 masyr−2 0.047411813 masyr−2

p 7.005762868 mas 0.208355082 mas

En la segunda columna de la Tabla 4.5 se dan los estimadores para la
primera muestra, se nota que en comparación con los de la segunda columna
de la Tabla 4.6, los primeros no son buenos estimadores ya que su error de
estimación es mayor a los obtenidos bayesianamente.
Con el análisis bayesiano se mejoran las estimaciones, pues se dispone de
más información a la que ya se tiene, pero la diferencia no radica tanto
en los valores de los estimadores, sino en que bayesianamente, al darle una
distribución a priori al parámetro, se afirma, al menos subjetivamente, que
estas estimaciones son las mejores.

4.1.4. Intervalos HPD para los parámetros.

Con una probabilidad del 0.95 se tiene los intervalos HPD para los parámet-
ros del modelo de ascención recta,

α0 ∈ [65·49760331, 65·49760379]

µα cos δ ∈ [−8·831128132e− 07, 4·136387394e− 07]

aα cos δ ∈ [4·140080963e− 07, 4·417181539e− 07]

p ∈ [1·874902293e− 06, 1·911376751e− 06],
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Con una probabilidad del 0.95 se tiene los intervalos HPD para los parámetros
del modelo de declinación,

δ0 ∈ [19·53492003, 19·53492107]

µδ ∈ [3·560521082e− 07, 7·200294376e− 07]

aδ ∈ [−2·16606503,−1·570203888e,07]

p ∈ [1·745332152e− 06, 2·232569768e− 06],

Determinaćıón de la distancia a T Tau.

Como se puede ver en las Tablas 4.5 y 4.6, los valores de la paralaje p
vaŕıan de acuerdo al método utilizado, para el caso de la estimación clásica,
es grande y el error de estimación también. El valor de la paralaje que se
utilizará es el de la estimación bayesiana, que incorpora información adicional
de acuerdo al modelo de regresión lineal con función de distribución a priori
conjugada.

Utilizando las ecuaciones descritas en la sección 2.3, se tiene que con una
paralaje de 7.005762868 mas la distancia a T Tauri es 142.73963 pc, y el
reportado en el art́ıculo [12] es 146.7 pc, los valores son muy parecidos a los
obtenidos en [12].
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4.2. Conclusiones

1. El enfoque bayesiano justifica el uso del conocimiento a priori subjeti-
vo del investigador, en la metodoloǵıa del modelo de regresión, ya que
incorpora de manera coherente las fuentes de información como la in-
formación a priori y la información muestral. Es dif́ıcil plasmar a través
de una distribución a priori el conocimiento que se tiene sobre cierto
evento, sin embargo esta dificultad es mas bien práctica, entonces lo
que se hizo en esta tesis fue poner atención especial en esta etapa del
análisis.

2. Se pudo observar, que cuando no se cuenta con información a priori
en el caso de haber asignado distribución a priori no informativa a los
parámetros del modelo, la métodoloǵıa bayesiana y clásica proporcio-
nan resultados similares, sin embargo, no hay que perder de vista que
la interpretación desde ambos enfoques es radicalmente diferente, ya
que en el análisis bayesiano se trata al parámetro como aleatorio para
tener mejor conocimiento sobre su comportamiento además de que se
incorpora también la información a priori que se tiene acerca del mismo.

3. Al contar con más información a priori, es decir, cuando se hizo el
análisis bayesiano asignando una distribución a priori conjugada, y uti-
lizando un mayor número de muestras, los estimadores obtenidos con
la metodoloǵıa bayesiana redujeron el error de estimación, lo que quiere
decir que las estimaciones hechas son buenas.

4. La estimación que se obtuvo de la paralaje para T Tau Sb es 7.005762868
mas, por lo tanto, la distancia a esta estrella es de 142.73963 pc, la cual
es muy parecida a la obtenida en [12], sin embargo, la variabilidad de
las estimaciones obtenidas con el método clásico fueron un poco mayor
a las estimaciones obtenidas por el método bayesiano.

5. Los resultados obtenidos son similares, pero el análisis bayesiano es
recomendable porque aparte de utilizar la información de la muestra
que se tiene, se incluyó la mucha o poca información inicial acerca
del parámetro de paralaje y aśı se determinó la distancia a T Tau
Sb, además de que se tiene una mejor idea del comportamiento de di-
cho parámetro al asignarle una distribución a priori, dicha distribución
puede cambiar de acuerdo a la elección del decisor, pero los resultados
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no debeŕıan ser muy distintos a menos que se trate de asignaciones
drásticamente diferentes.
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Apéndice A

Apéndice

A.1. Distribuciones especiales.

1. Distribución χ2 no central.
Si X1, X2, ..., Xn son variables aleatorias independientes y Xi ∼ N(δi, 1)
para i = 1, ..., n, entonces

n∑
i=1

X2
i ∼ χ2′

n,λ,

donde χ2′
n,λ es la distribución χ2 no central, con n grados de libertad

y parámetro λ =
∑n

i=1 δ2
i de no centralidad.

2. Distribución Gamma-Inversa.
La variable aleatoria continua X tiene una distribución gamma-inversa
(GInv) con parámetros a > 0, b > 0 si,

GInv(x|a, b) = cx−(a+1)e−b/x, x > 0,

en donde c = ba

Γ(a)
y

E[x] =
b

a− 1
, a > 1,

V [x] =
b2

(a− 1)2(a− 2)
, a > 2.



96 Caṕıtulo A. Apéndice

3. Distribución t-Student multivariada.
Un vector aleatorio X = (X1, ..., Xk) tiene una distribución t-Student
multivariada de dimensión k, con parámetros µ = (µ1, ..., µk), λ y a
(µ ∈ Rk, λ es una matriz de tamaño k×k, simétrica y positiva definida,
a > 0), si

tk(x|µ, λ, a) = c

[
1 +

1

a
(x− µ)tλ(x− µ)

]−(a+k)/2

, x ∈ Rk,

donde c = Γ[(a+k)/2]

Γ[a/2](aπ)k/2 |λ|1/2.

A.2. Algunos teoremas relacionados con matrices.

Teorema A.2.1 Sea A una matriz idempotente. El rango de A es su traza.

Teorema A.2.2 Sea B una matriz de q × n,
(i) Si ran(B) = q, entonces B ×B es definida positiva.
(ii) Si ran(B) < q, entonces B ×B es semidefinida positiva.

Teorema A.2.3 .
(i) Si A es definida positiva, entonces todos los elementos de la diagonal
principal aii son positivos.
(ii) Si A es semidefinida positiva, entonces aii ≥ 0.

A.3. Integrales

Integrales relacionadas con la distribución gamma inversa.
Sea η un vector de constantes de n × 1 y C una matriz definida positiva y
simétrica, x ∈ R.

∫ ∞

−∞
exp

[
1

2
(x− η)tC−1(x− η)

]
dx =

√
2π|C|1/2. (A.1)

Para a > 0, p > 0, x > 0.
∫ ∞

0

xp−1e−ax2

dx =
1

2
a−p/2Γ(p/2). (A.2)
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A.4. Valores esperados y teoŕıa de la distribu-

ción.

Teorema A.4.1 Sean A una matriz de r × r de constantes y Y un vector
aleatorio de r × 1, con media µ y matriz no singular V de covarianza.

1. V ar[AY ] = AV At.

2. E[Y tAY ] = tr(AV ) + µtAµ.
Si V = σ2I, entonces E[Y tAY ] = σ2tr(A) + µtAµ.

Teorema A.4.2 Sean A una matriz de r × r de constantes y Y un vector
aleatorio normal multivariado de r×1, con media µ y matriz no singular σ2I
de covarianza (Y ∼ N(µ, σ2I)).
Sea U la forma cuadrática dada por U = Y tAY .
Si A es idempotente y de rango q, entonces

U

σ2
∼ χ2′

q,λ, (A.3)

donde λ = µtAµ/σ2.
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2004.

[2] Berger James O., Statistical Decision Theory and Bayesian Ana-
lysis, Springer-Verlag, second edition, USA 1985.
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L., Estad́ıstica Matemática con Aplicaciones, Grupo editorial
Iberoamerica, segunda edición, 1994.

[14] Montgomery Douglas C., Peck Elizabeth A., Vining G. Geoffrey,
Introducción al Análisis de Regresión Lineal, Compañ́ıa editorial
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